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Resumen: El trabajo tiene como objetivo principal el estudio de los polinomios linealizados
y de los coédigos de Gabidulin. Comienza sentando la base algebraica, profundizando en la
estructura y propiedades de los cuerpos finitos y continuando con una introducciéon a los
codigos lineales, en la que ademas se relaciona ambas partes entre si. Después, se introducen
los polinomios linealizados abordando sus propiedades algebraicas y se explica en profundidad
la métrica del rango. Todo ello es esencial para definir los codigos de Gabidulin, basados en
la evaluacién de polinomios linealizados en la métrica del rango. Por tltimo, se exponen dos
algoritmos para la descodificacién de estos particulares codigos y se adjunta un anélisis de su
complejidad computacional.

Palabras clave: cuerpo finito, c6digo lineal, polinomio linealizado, métrica del rango,
codigo de Gabidulin, descodificacion, reconstruccion.

Abstract: The aim of this project is to study linearized polynomials and Gabidulin codes.
It begins by establishing the algebraic foundations, exploring the structure and properties of
finite fields, and proceeds with an introduction to linear codes, highlighting their connection
to the underlying algebraic structures. Then, linearized polynomials are introduced, focusing
on their algebraic properties, and the rank metric is explained in detail. These elements are
essential for the definition of Gabidulin codes, which are based on the evaluation of linearized
polynomials under the rank metric. Finally, two decoding algorithms for these specific codes
are presented, along with an analysis of their computational complexity.

Key words: finite field, linear code, linearized polynomial, rank metric, Gabidulin code,
decoding, reconstruction.
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Introduccion

Los c6digos en métrica de rango han sido objeto de estudio creciente a lo largo de las
altimas décadas, tanto desde una perspectiva tedrica como aplicada. En gran medida se debe
a sus prometedoras aplicaciones en areas como la codificacion de redes (network coding), la
criptografia, la codificacién espacio-temporal y el almacenamiento distribuido tolerante a fallos.
Estas aplicaciones aprovechan la capacidad de los codigos en la métrica de rango para detectar
y corregir errores que afectan a subespacios, en lugar de posiciones individuales, lo que los hace
especialmente eficaces en escenarios donde los errores estan altamente correlacionados, como
en transmisiones por redes o en memorias distribuidas.

Desde el punto de vista histoérico, la métrica de rango fue introducida por Delsarte en los
anos 70 en su estudio de las formas bilineales sobre cuerpos finitos y sus aplicaciones en teoria
de codigos ([1]). Posteriormente, Gabidulin propuso en 1985 una familia de codigos lineales
construidos a partir de polinomios linealizados, que equivalen a los c6digos de Reed—Solomon
a la métrica de rango ([2]). Roth amplié el marco teorico en los anos 90, aportando nuevas
herramientas algebraicas para el analisis y la decodificacion de estos codigos (|11]). Los codigos
que surgieron de estos trabajos, que se conocen hoy en dia como codigos de Gabidulin, se
caracterizan por alcanzar la cota de Singleton en métrica de rango, lo cual los convierte en
codigos 6ptimos en términos de distancia.

En cuanto a la distribucién de este trabajo, se comienza estableciendo un marco tebrico a
través de un primer capitulo de preliminares. En él se presenta la estructura de los cuerpos
finitos, [Fy, garantizando su existencia y unicidad, asi como las propiedades relevantes de las
raices de polinomios en F,[z]. A continuacion, se definen los codigos lineales, se introduce la
distancia de Hamming y se describen los parametros fundamentales de un coédigo. Se incluye
también la representaciéon mediante matrices generadora y de control, el concepto de codigo
dual, y el procedimiento general de decodificacion. Finalmente, se introduce la cota de Singleton
para la distancia minima, lo que motiva la definicién de codigos MDS, entre los cuales destacan
los codigos de Reed-Solomon por su relevancia tedrica y practica, asi como por su relacién con
el tema central del trabajo.

A continuacion, se introducen los polinomios linealizados o g-polinomios sobre Fym , exami-
nando la estructura del conjunto de sus raices, las operaciones que les confieren una estructura
de anillo y el concepto de irreducibilidad. Se presentan también, entre otros conceptos, el de
g-médulo y raiz g-primitiva, con el fin de dar resultados esenciales, como la construcciéon de
una base de un ¢g-moédulo a partir de una raiz g-primitiva de un polinomio linealizado sobre
IF,.

Posteriormente, se introduce la métrica de rango, detallando la nocién de distancia minima
de rango. Se presenta una cota superior para el cardinal M de un cédigo sobre Fym, analoga a
la cota de Singleton en la métrica de Hamming. Esta cota conduce a la definicién de los cddigos
MRD, entre los cuales se encuentran los codigos de Gabidulin. Ademés, se incluye una cota
superior y otra inferior para el cardinal maximo de un cédigo en bloque. Finalmente, se ofrece
una descripcién detallada de las palabras de los cédigos de Gabidulin, utilizando la aplicacion
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invertible g-transformada, asi como bases normales y duales, con el fin de establecer una
correspondencia entre polinomios linealizados y sus g-transformados. Asimismo, se introduce
la nocién de matriz de g-Vandermonde para definir una matriz generadora de esta clase de
codigos.

Por ultimo, se estudian posibles algoritmos de descodificacién de codigos de Gabidulin,
con el objetivo de encontrar un analogo al algoritmo de Welch-Berlekamp, diseniado para la
descodificacion de codigos de Reed-Solomon en la métrica de Hamming. Se establece la equi-
valencia entre la solucién del problema de descodificacion y el de reconstrucciéon de polinomios
linealizados y se muestran dos algoritmos destinados a la resolucion de este tltimo. Para ambos
algoritmos se analiza la complejidad computacional, destacandose que el segundo algoritmo,
de estructura mas elaborada, resulta ser més eficiente.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Cuerpos finitos

En este capitulo abordaremos el tema de los cuerpos finitos, es decir, aquellos con un
numero finito de elementos. Analizaremos sus propiedades y algunos resultados que seran
fundamentales para el desarrollo de este trabajo (ver [12], capitulo 5).

En primer lugar, nos referiremos a cuerpos finitos con un nimero primo de elementos.
Veremos que tienen una estructura sencilla y probaremos tanto su existencia dado un ntmero
primo cualquiera en la siguiente proposicién, como su unicidad a continuacion.

Proposicion 1.1. Para todo nimero primo p, existe un cuerpo finito con p elementos, el
anillo cociente Z/pZ.

Demostracion. Veamos que el anillo cociente Z/pZ es un cuerpo. Basta ver que todo elemento
no nulo de Z/pZ es una unidad. En efecto, todo m € Z/pZ no nulo es primo con p, luego, segtin
el algoritmo de Euclides, existen enteros \ y u tales que Am+pup = med(m, p) = 1. Trasladando
esta igualdad a Z/pZ obtenemos Am = 1, luego A = m™!, esto es, m es unidad. O

Definicién 1.1. Denominaremos al cuerpo descrito en la proposicién anterior cuerpo primo
de p elementos, y lo denotaremos por F,. Mas adelante probaremos su unicidad.

Ahora, trataremos de generalizar a cuerpos finitos de cualquier cardinal, para lo que pre-
cisamos de algunos resultados.

Proposicion 1.2. Si g es el cardinal de un cuerpo finito, existen un primo p y un nimero
T

natural v tales que ¢ = p".
Demostracion. Sea K un cuerpo finito de cardinal q. Sea 1k su elemento unidad y considera-
mos

p:Z — K,

la aplicacién dada por
o(n)=n-1g.

Para n positivo, se define n - 1 como 1 + 1 + -+ 1.
n;erces

Para n negativo, tomamos n - 1 como el opuesto de la anterior suma.
El niicleo de ¢ no es trivial: como Z es infinito y K es un cuerpo finito, existe un entero no
nulo n tal que n - 1x = 0, es decir

ker(p) ={n € Z|n-1x =0} # {0}.
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Ademaés, ¢ es homomorfismo de anillos, de modo que su nicleo ker(y) es un ideal de Z. Por
tanto, debe ser un ideal principal de la forma dZ para algin d € N. Sea p el menor entero
positivo en ker(p), es decir, el menor entero positivo tal que p-1x = 0. Entonces, el nicleo es
el conjunto de los multiplos de p, es decir, pZ. Para ver que p es necesariamente un namero
primo, razonamos por reducciéon al absurdo. Supongamos que p no es primo, es decir, que se
puede escribir como p = ab con a,b > 1. Asi,

(a-1g)(b-1g)=p 1k =0,

de modo que se anulan a - 1x 0 b- 1 por ser K un cuerpo. Habriamos llegado a que el menor
entero positivo en el niicleo es menor que p, lo que es absurdo.
Por tanto, el niicleo de ¢ consiste en un ideal de la forma pZ, donde p es un ntmero primo.

De lo anterior deducimos que K debe contener un subcuerpo de cardinal p que es isomorfo
a Z/pZ, de forma que K puede considerarse un espacio vectorial sobre este subcuerpo de
dimension finita. Asi, siendo r la dimensiéon del espacio vectorial K sobre el subcuerpo, el
cardinal de K es ¢ =p".

O

De esta proposicion podemos extraer dos conclusiones importantes: por un lado, que el
cuerpo primo es tnico (salvo isomorfismo); y por otro, que todo cuerpo finito de q elementos
contiene un tnico cuerpo primo I, puesto que su cardinal es una potencia de p.

Proponemos una definicién relacionada que resultara tutil. En ella denotaremos al cuerpo
finito de ¢ elementos por F,, teniendo en cuenta que mas adelante probaremos que se trata
del tinico cuerpo finito de tal cardinal, salvo isomorfismo.

Definicién 1.2. Diremos que el cuerpo F,, donde ¢ = p" y p es primo, tiene caracteristica p.

Continuemos con la caracterizacion del cuerpo F,. Al igual que en el caso primo, cons-
truiremos explicitamente un cuerpo finito de cardinal ¢ cualquiera con el fin de asegurar su
existencia. Para ello, precisamos de un resultado sobre anillos cociente.

Lema 1.1. Sea K un cuerpo y f(x) un polinomio irreducible de Klx|, entonces el anillo
cociente K[z|/(f(x)) es un cuerpo.

Demostracion. Basta ver que un representante cualquiera g(z) de un elemento no nulo del
anillo cociente es unidad. Como f(z) es irreducible en K[z], sus tnicos divisores son el propio
f(x) y los elementos de K. Por tanto, med(f(x),g(z)) = 1y, segun el algoritmo de Euclides
en K[z], existen polinomios A(z), u(z) con

A@)g(z) + p(@)f(z) = 1.

En el anillo cociente, esta igualdad equivale a A(z)g(xz) = 1, es decir, A(x) es el inverso de
g(x). ]

Este resultado aplicado al anillo de polinomios de un cuerpo primo, F,[z], siendo f(z) un
polinomio irreducible del anillo, nos lleva a concluir que el anillo cociente Fp[z]/(f(x)) es un
cuerpo.

r

Teorema 1.1. Para todo q = p”, existe un cuerpo finito con q elementos.

Demostracion. Consideramos el cuerpo A = F,[z]/(f(z)). Tomamos f(z) € F,[z] un polino-
mio irreducible de grado r. Omitimos por brevedad la prueba de que debe existir tal polinomio
(viene dada en [12], Corolario 9.3.7).

Veamos que todo polinomio en [, [x] posee un tnico representante en A de grado menor que .
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Sea g(z) € Fp[z], aplicando el algoritmo de division euclidea, existe un tinico par de polinomios
q(x), h(z) € Fplz] tal que:
9(@) = q(z)f(x) + h(z),

donde h(z) tiene grado menor que r. En el cuerpo A, esta igualdad se traduce en

g(x) = h(z) (méd f(x)).

Concluimos que cada clase de equivalencia en A tiene un representante tnico dado por un
polinomio de grado menor que r. Dicho de otro modo, A puede identificarse con el conjunto
de polinomios de [F,[X] de grado < r, luego su cardinal es p".

O]

Una vez establecida la existencia de cuerpos finitos para cualquier cardinal, profundizare-
mos en la estructura del anillo de polinomios de un cuerpo finito y el concepto de polinomios
irreducibles. Nuestro objetivo serd caracterizar de manera precisa los elementos de un cuerpo
finito y, finalmente, demostrar su unicidad.

Lema 1.2. Sea F, un subcuerpo del cuerpo finito Fs y sea o un elemento no nulo de Fs. Existe
un unico polinomio no nulo en Fy[X] que tiene a a por raiz y es monico e irreducible.

Demostracion. Fs es un espacio vectorial de dimensién finita r sobre F,;, de modo que el
conjunto {1,a,...,a"} es linealmente dependiente sobre Fy, es decir, existen coeficientes a; €
[F,, no todos nulos, para los que se verifica

ao + a4 asa® + -+ a,a” = 0.

Siendo esta una combinacién lineal no trivial, podemos considerar el siguiente polinomio en x
no nulo que tiene a a por raiz:

ao + a1z + asx® + -+ apx”

Sea entonces f(z) un polinomio moénico no nulo tal que admite a o como raiz y es de grado
minimo (menor o igual a r).

Veamos que entonces f(z) es también irreducible por reduccién al absurdo. Supongamos que
f(x) = fi(x)fa(z), donde f1(z)y f2(x) son ambos polinomios de grado mayor que 0. Entonces,
a es raiz de fi(x) o bien de fao(x), lo que contradice que f(z) sea el polinomio de grado minimo
que tiene a « por raiz.

Veamos ahora que todo polinomio g(x) que admite a o como raiz es multiplo de f(z). Mediante
el algoritmo de division euclidea obtenemos dos polinomios h(x) y ¢(z) tales que

9(x) = f(x)e(z) + h(z),

donde h(z) es un polinomio de grado menor que el de f(x). Evaluando en o obtenemos que

0=g(a) = h(a).

El polinomio h(z) debe ser el polinomio nulo, dado que se anula en « y tiene grado menor que
f(z), es decir h(x) = 0. Por tanto, g(x) es multiplo de f(z). Esto equivale a decir que f(z) es
el tnico polinomio no nulo, ménico e irreducible en F,[X] que admite a o como raiz. O

Una manera alternativa de expresar el resultado anterior es decir que el conjunto de po-
linomios en Fy[z] que tienen a « por raiz no se reduce al polinomio cero y coincide con el de
multiplos de un polinomio moénico irreducible. Daremos una definicién para este polinomio a
continuacion.
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Definicion 1.3. El polinomio f(z), cuya existencia y unicidad viene asegurada por el lema
anterior, se denomina el polinomio minimo o irreducible de o sobre F,. Lo denotaremos por

Irr(c, Fy).

Antes de seguir profundizando en los polinomios en Fy[z], daremos un resultado que usa-
remos en la proposicién que sigue y en resultados posteriores.

Corolario 1.1. Todo elemento a € F, verifica que a? = a.

Demostracion. Para el caso a = 0 la igualdad es obvia. Por otro lado, si a # 0, consideramos
el grupo formado por los elementos no nulos de Fy, esto es, el grupo multiplicativo Fy. Por el
Teorema de Lagrange, como a € Fg, el orden de a divide al orden de Fy, que es ¢ — 1. Por
tanto, a?~! =1, esto es, a? = a.

O

Proposicion 1.3. El polinomio x? — x factoriza completamente sobre el cuerpo Iy, es decir,

2l —x = H(xfa).

a€lfy

Demostracion. En el corolario anterior comprobamos que cada a € F, verifica que a? = a. Asi,
queda probado que todo elemento de [, es raiz de 29 — x.

Ademas, como el grado del polinomio es ¢, necesariamente las raices de ¢ — x coinciden
con los elementos de I, y se cumple lo enunciado. ]

La proposicién anterior nos sugiere una definiciéon alternativa de F, como el conjunto de
raices de 27—z € F)[x]. Esta seré vélida si existen esas raices en algun cuerpo de caracteristica

p.

Proposicion 1.4. Un polinomio irreducible f(x) € Fyz]| de grado r factoriza completamente
sobre Fyr, siendo q la potencia de un nimero primo.

Demostracion. Consideramos el anillo cociente F,[z]/(f(z)), que se trata de un cuerpo con ¢"
elementos. Sea Z la clase de x en el anillo cociente. Como Z es una raiz de f(x) y este es un
polinomio irreducible en F,[z], podemos escribir f(z) = Irr(z,Fy).
Por la Proposiciéon 1.3, las raices de 29 — x coinciden con los elementos de F ¢ > luego T es
también raiz de ¢ —x y este polinomio factoriza completamente sobre el cuerpo Fyr. Ademaés,
por el Lema 1.2, 29 — 2 es multiplo del irreducible f(x), de modo que f(x) tiene sus 7 raices
en Fgr, es decir, factoriza completamente sobre Fgr.

O

Veamos un resultado necesario para probar el corolario que sigue.

Lema 1.3. Sea q la potencia de un primo y r, s enteros positivos. Entonces, Fgr es un subcuerpo
de Fys si y sélo sir divide a s.

Demostracion. Probaremos la doble implicacién.

< Supongamos que 7 divide a s. Sabemos que los elementos de [Fyr son las raices del
olinomio 24" — x, que divide a 29" — . Como F,s contiene a todas las raices de 29" — x
9 q 9
. . r . ,
en particular contiene a las de 9 — z, y por tanto contiene a Fy-. Ademas, Fyr es un
cuerpo, por lo que es un subcuerpo de Fys.

= Supongamos ahora que Fyr C Fgs. Entonces, Fys es un espacio vectorial sobre Fr, por
lo que ¢ = ¢" para cierto entero positivo ¢, es decir, r divide a s.
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O

A continuacion, enunciamos un resultado derivado, referido a polinomios no necesariamente
irreducibles en F,[z].

Corolario 1.2. Un polinomio f(x) € Fq[z] no nulo factoriza completamente sobre Fr, siendo
q la potencia de un nimero primo y r :=r1ry-r9--- 1y, donde r; = deg(fi(z)), para 1 < i <t
y los fi(x) son los polinomios de la factorizacion en irreducibles de f(x).

Demostracion. Sabemos que existen polinomios fi(z), fa(x), ... fe(z) € Fylz] no nulos e irre-
ducibles con r; := deg(fi(x)) para 1 <i <t tales que

f@) = fi(@) - folz) - felx) yr=rira-m

Entonces, Fyr: es una extension del cuerpo F, que contiene todas las raices de f;(z) (por el
teorema anterior, cada irreducible factoriza completamente sobre Fyr; ). Por tanto, como 7 es
miltiplo de r;, Fgri C Fyr para cada 1 < i <t (por el Lema 1.3), y se tiene que f(x) factoriza
completamente sobre Fr. O

Corolario 1.3. Sea f(x) € Fp[z] un polinomio irreducible de grado r y sea ¢ = p". Como
espacto vectorial, Fy es igual al conjunto de expresiones polindmicas ag+aja+ - - 4 ap_1a" L

siendo o una raiz cualquiera de f(z) en Fy y a; € Fp.

Demostracion. Basta probar que el conjunto {1,c,...,a" !} constituye una base de F ¢ €Omo
espacio vectorial sobre F,,. Razonemos por reduccion al absurdo.

Supongamos que se trata de un conjunto linealmente dependiente sobre F,. Entonces, ag +
ajo + - + a,_1a" "t = 0, para ciertos a; € F,. Asi, a serfa raiz de un polinomio de grado
menor que 7, lo cual contradice la eleccion de f(x). Por tanto, se trata de un conjunto libre y

r—1
F, = {Zaiai | a; € Fp} :
=0

siendo o € F, una raiz cualquiera de f(z).
O

Finalmente estamos en condiciones de probar la unicidad de cuerpos finitos de cualquier
cardinal.

Teorema 1.2. Para toda potencia q de un numero primo existe, salvo isomorfismo, un solo
cuerpo finito con q elementos.

Demostracion. Sea ¢ = p” y f(x) € Fpz] un polinomio irreducible de grado r. Basta ver que
[F, es isomorfo a [F,[x]/(f(x)).

En virtud del corolario 1.3, los elementos de F, pueden expresarse en la forma ag+ajoc+-- -+

ar—10" "1, con a; € Fp, siendo o una raiz de f(z). Sea la siguiente aplicacion

¢ Fqg = Fpla]/(f(z))
dada por
¢(ag+ara+ - +a_10" ) =ag+az+ - +a12" " (méd f(z))

Concluimos que ¢ es el isomorfismo de cuerpos buscado.
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Para concluir esta seccién preliminar sobre cuerpos finitos, daremos una propiedad que
verifican los elementos del cuerpo finito y que sera util mas adelante.

Proposicién 1.5. SiF, es un cuerpo de caracteristica p, entonces para cada par de elementos
a,b € Fy y cada entero positivo s, se verifica que

(a+b)F" =aP 7.
Demostracion. Por la formula del binomio de Newton, valida en cualquier cuerpo conmutativo

(todo cuerpo finito es conmutativo), tenemos:

S

p s
(a+b)P (pz )aibps_i.
i=0

7

Los coeficientes binomiales se definen como:

p° p°!
i) dl(ps —4)!

Para 0 < i < p® este coeficiente se anula, ya que es multiplo de p y estamos en el cuerpo F,
de caracteristica p. Es decir,

S
<p. ) =0 (médp), para0<i<p’.
i

Asi, en la suma del binomio de Newton, todos los términos intermedios desaparecen en Fy,
dejando tinicamente los términos correspondientes a i = 0y ¢ = p®, y resulta:

(a+D)F" =a + b

1.2. Cobdigos lineales

En esta seccion, introduciremos los procesos de transmision de la informacion y los relacio-
naremos con la teoria de cuerpos finitos presentada en el capitulo anterior. Daremos algunas
definiciones clave y dotaremos a los cddigos de una estructura algebraica, con el objetivo de
optimizar computacionalmente los procesos de codificacion y descodificacion de mensajes (ver
[12], Capitulo 6).

Definicion 1.4. El alfabeto en que esté escrita originalmente la informacion recibe el nombre
de alfabeto fuente; el alfabeto en que sera codificada, recibe el de alfabeto cddigo.

Nosotros usaremos el cuerpo [F, como alfabetos fuente y codigo.

Definicién 1.5. Llamaremos palabra escrita en el alfabeto [F, a cualquier secuencia finita de
elementos o letras de F,. Denotaremos el conjunto de palabras escritas en F, por P(F,).

Ahora bien, para poder dar una definicién de codigo lineal, el tema central de la seccién,
y poder describirlo adecuadamente, es necesario introducir las siguientes definiciones.

Definicién 1.6. La longitud de una palabra es el nimero de simbolos que la componen. Si
todas las palabras de un cédigo son de la misma longitud n, se dice que este es un cddigo en
blogue de longitud n.



1.2. CODIGOS LINEALES 11
Veamos ahora como podemos dotar a un cdédigo en bloque de una estructura algebraica

conveniente.

Definicion 1.7. Un cddigo lineal de longitud n sobre Fy es un subespacio vectorial de Fy.

Recordaremos el concepto de distancia para, a continuacién, introducir esa idea en el
contexto de los codigos lineales, lo que nos permitira medir la separacién entre palabras.

Definiciéon 1.8. Una distancia o métrica en un conjunto X es una aplicaciéon d con espacio de
partida X x X que asigna a cada par de elementos x,y € X un valor d(x,y), y que satisface
las siguientes propiedades para cualesquiera elementos x,y,z € X:

(i) d(x,y) > 0y, ademas, d(x,y) = 0 si y solo si x =y.
(ii) Simetria: d(x,y) = d(y, x).
(iii) Desigualdad triangular: d(x,y) + d(y,z) > d(x, z).

Sabemos que es posible definir diversas aplicaciones que cumplan las tres condiciones men-
cionadas. En este capitulo, nos centraremos en la distancia mas clésica: la distancia de Ham-
ming. Esta métrica nos permitira analizar en profundidad las propiedades de los co6digos linea-
les, ademas de sentar las bases para introducir una distancia algo méas compleja en capitulos
posteriores.

Definicién 1.9. Sean x,y € Fy, con x = (21, ,%n), ¥ = (Y1, - , Yn), llamaremos distancia
de Hamming entre X e y a

dx,y) = #{i| 1 <i<n,z; # yi},
es decir, al nimero de indices para los cuales difieren las coordenadas de ambos vectores.
Proposicién 1.6. La aplicacion d definida como antes es efectivamente una distancia en Fy.
Demostracion. La aplicaciéon d satisface claramente

(i) d es no negativa, por tratarse del nimero de elementos de un conjunto. Ademas, d(x,y) =
0 #i|l<i<nz#yi} =0 z,=y;Vie{l,...,n})& x=Yy.

(i) d(x,y) = d(y,x). En efecto,
dx,y) =#{i |1 <i <n,a; #yi} = d(y,x).
(iii) d(x,y) + d(y,z) > d(x,z). En efecto,
d(x,y) +d(y,z) = #{i |1 <i<n,a; Ay} + #{i | 1 <i <n,y; # 2}

>H#i|1<i<n,z#z}=dx,z).

Esto se debe a que, dado un indice i € {1,...,n}, si se tiene x; # z; entonces debe ser
i€{i|xi#y}obieni € {i|y; # z} (denoser asi, tendriamos i € {i | x; = y;, yi = 2i},
llegando a contradiccion). Asi, cada indice que se encuentra en el conjunto de la derecha
de la desigualdad, debe encontrarse en al menos uno de los conjuntos de la izquierda.

para todo x,y,z € Fy ]

Definicién 1.10. Llamaremos distancia minima del codigo C a

d=d(C) = min{d(x,y) | x,y € C,x #y}.
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Definicién 1.11. Los pardmetros fundamentales de un codigo lineal C sobre F, como espacio
vectorial son: su longitud n, su dimension k y la distancia minima d. Diremos que el c6digo
es de tipo [n, k] o [n,k,d] y su cardinal es ¢*.

Definicion 1.12. Otros dos pardmetros importantes, dado un coédigo lineal de tipo [n, k] son:

la redundancia r =n — k; y la tasa de transmision de informacion R(C) = %

Sigamos profundizando en la estructura algebraica, ahora describiendo una aplicacion de
codificacion.

Definiciéon 1.13. Sea C un codigo lineal de tipo [n, k], visto como un subespacio vectorial de
[y de dimension k. Puede ser interpretado como imagen de una (no tnica) aplicacion lineal
inyectiva

fiFr =T,

la aplicacion de codificacion de la fuente IF"; con el cédigo C.
Asi, dados n, k enteros positivos, codificar una palabra del codigo fuente IF’; con el codigo
C C [y sera dar una aplicacion lineal inyectiva f como la descrita arriba.

Esta interpretacion motiva la siguiente definicién.

Definicion 1.14. Llamaremos matriz generatriz de C a la matriz de una aplicaciéon lineal
inyectiva

. 7k n
f:Fy = CCFy,
es decir, a una matriz k X n cuyas filas son una base de C.

Es claro que la matriz generatriz no es tnica (no es tnica la base de C) y tampoco lo es
la aplicacion f. Sin embargo, las matrices generatrices tienen la particularidad de que, dadas
dos de ellas G, G9, existe una matriz invertible P tal que G; = PGo.

Una matriz generatriz G proporciona tanto un co6digo como una codificaciéon. Dado un
mensaje a € F’;, se codifica por aG € Fy y C = {aG |a € F’q“}, donde a es un vector fila. Asi,
la codificacién para los codigos lineales requiere el almacenamiento en memoria de la matriz
G, con nk elementos de Fy, y no de ng®, como seria el caso de un codigo en bloque no lineal
con el mismo cardinal.

Definicién 1.15. Diremos que dos codigos Cq,C2, de la misma longitud, n, sobre F,, son
equivalentes si existe una permutacion o del conjunto {1,...,n} tal que

CQ = {(T(C) | C € Cl}

Entendemos esta permutaciéon como la reordenacién de las coordenadas de las palabras, es
decir, o(c1,...,¢n) = (Co1) -+ Co(n))-

Otra forma de expresar la definicién anterior sobre cddigos equivalentes es decir que lo
son si reordenando las columnas de una matriz generatriz del primero obtenemos una matriz
generatriz del segundo. Por otro lado, dos permutaciones distintas no producen necesariamente
codigos distintos, lo que nos lleva a dar la siguiente definicién.

Definicién 1.16. El grupo de automorfismos de C es el subgrupo de S,
Aut(C) ={o € S, | o(C) =C},

donde S,, es el grupo simétrico de orden n, es decir, el grupo de las n! permutaciones del
conjunto {1,...,n}.
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Hemos visto que un subespacio vectorial de Fy puede describirse mediante un sistema de
generadores. Sin embargo, también puede describirse a través de unas ecuaciones implicitas,
surgiendo el concepto siguiente.

Definicién 1.17. Una matriz de rango maximo H es una matriz de control del cddigo C si
para todo vector x € Iy se verifica que x € C si y s6lo si H x' = 0. Si C esta definido sobre F,
y es de tipo [n, k], entonces también H esta definida sobre [y, es de tamafio (n — k) x n y su
rango es n — k.

Explicaremos en la siguiente proposiciéon la relacién entre las matrices generatriz y de
control de un cédigo.

Proposicion 1.7. Si G es matriz generatriz y H matriz de control del cédigo C, entonces
GH'=0.

Demostracion. La matriz generatriz G de C esta construida de manera que sus filas son una
base del codigo C. Asi, cada fila de G es un vector x € C, de modo que satisface la ecuacion
Hx! = 0. Podemos concluir que GH? = 0. ]

Veamos ahora un método de codificacion sencillo, que nos llevaré a introducir los términos
de matriz generatriz y matriz de control en forma estdndar.

Definicion 1.18. La codificacion sistemdtica se basa en codificar una palabra a € Ff; de modo
que la palabra codificada contenga a esta palabra original como subpalabra.

Por ejemplo, podemos considerar que la palabra codificada correspondiente a la palabra
ac IF’; sea de la forma (a,z),z € F Z‘*k. Asi, los k primeros simbolos de la palabra contienen la
informacion y los siguientes son de control. Esto permite que la descodificaciéon sea automatica
en caso de no haber errores y que la matriz generatriz tenga una estructura sencilla concreta,
que da lugar a la siguiente definicion:

Definicién 1.19. Cuando la codificacion es sisteméatica, existe una matriz generatriz del
codigo lineal, denominado cddigo sistemdtico, de la forma G = (I, Z), donde I denota la
matriz identidad k£ x k. Esta forma de G es conocida como forma estdndar.

La importancia de estas definiciones se materializa en la siguiente proposicion.
Proposicion 1.8. Todo cédigo es equivalente a uno sistemdtico.

Demostracion. Sea C un cédigo de dimension k y G una matriz generatriz de C, que sera k xn
y de rango k. Supongamos que las k primeras columnas son linealmente independientes (de
no ser las k primeras, podriamos hacer una permutacion), de modo que G = (A, B) con A
regular, de tamano k x k.

Ahora, con el método de Gauss, que consiste en realizar operaciones elementales por filas
sobre A (ver el método de Gauss en [4]), transformamos A en la matriz identidad Ij. Realizamos
estas operaciones elementales sobre Gy obtenemos una matriz en forma estandar G’ = (I, Z)
cuyas filas generan el mismo espacio que las de G. En conclusion, G’ es una matriz generatriz
de un codigo sistemético equivalente al que tiene a GG por matriz generatriz. O

Describimos ahora la matriz generatriz de un cédigo sisteméatico C. Sea G una matriz ge-
neratriz de C dada en forma estandar, G = (I, Z) y consideramos la matriz H = (—Z%, I,,_y,).
H tiene tamafio (n — k) x n, rango n — k y verifica GH! = 0, luego es una matriz de control
para C. Asi, daremos la siguiente definicién.

Definicion 1.20. Una matriz de control esta en forma estandar si es de la forma (B, I,,_x).
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Daremos ahora varias definiciones imprescindibles para probar que la distancia minima de
un coédigo puede ser obtenida a partir de su matriz de control.

Definicion 1.21. Sea x = (x1,--- ,xy,) € Fy. Llamamos soporte de x al conjunto
sop(x) ={i|1<i<n,x; #0},
es decir, el conjunto de indices correspondientes a las coordenadas no nulas del vector x.

Definicién 1.22. Llamamos peso de Hamming de x a

Dicho de otro modo, se trata del ntmero de coordenadas no nulas del vector x. Ademas, la
aplicacién w es una norma en Fy y d es la distancia asociada a esta norma.

Anélogamente a la distancia minima de un c6digo, damos la siguiente definicion asociada
al peso de Hamming.

Definicion 1.23. Llamamos peso minimo de un codigo C a
w(C) = min{w(c) | c € C,c # 0}.
Lema 1.4. En un cddigo lineal, la distancia minima es igual al peso minimo.

Demostracion. Un codigo lineal es un espacio vectorial y sabemos que d(x,y) = w(x — y).
Por tanto, se verifica

w(C) =min{w(x —y) [x,y € C,x #y} =min{d(x,y) [ x,y € C,x #y} =d(C)
O

Proposicion 1.9. Sea C un cddigo lineal con matriz de control H y distancia minima d, y sea
r un numero natural. Entonces d > r si y solo si cualesquiera r columnas de H son linealmente
independientes.

Demostracion. Probaremos la doble implicacién.

= Supongamos que existen r columnas linealmente dependientes en H, entonces hay una
combinacion lineal de ellas que podemos igualar a cero. Siendo x el vector de coeficientes
de la combinacién lineal, tenemos que Hx! = 0. Luego x € C y tiene peso < r, esto es,
d<r.

< Supongamos que cualesquiera r columnas de H son independientes. Entonces ningin vector
no nulo de peso < r puede pertenecer a C, con lo que su distancia minima es mayor que
r.

O

Una conclusiéon que podemos extraer del resultado anterior es que la distancia minima de
un cédigo con matriz de control H coincide con el menor cardinal de un conjunto de columnas
linealmente dependientes en H.

Sea C un coédigo lineal con matriz de control H. Como tiene rango maximo, podemos
interpretar H como una matriz generatriz de otro cédigo sobre F,. Esto nos lleva a dar la
siguiente definicion.
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Definicién 1.24. Llamamos cédigo dual de C (cddigo lineal con matriz de control H) al codigo
lineal, denotado por C*, con H por matriz generatriz. Ademas, si G es una matriz generatriz
de C, G es una matriz de control para C*, ya que GH! = 0 = HG' = 0. Asi, si C tiene
dimension k, C* tiene dimension n — k.

Proposicion 1.10. Si C es un cidigo lineal, entonces su dual C* es el ortogonal de C.

Demostracion. Recordemos en primer lugar que dos vectores x,y € Fy son ortogonales si
x ey =0, donde e es la forma bilineal sobre Fy dada por

n
Xey = Zaﬁiyi SR
i=1

Sea G matriz generatriz y H de control de C. Partimos de que GH! = 0, esto es, el espacio
generado por las filas de G es ortogonal al espacio generado por las filas de H. Ademaés, el
rango(G) = k y el rango(H) = n — k, luego rango(G)+ rango(H) = n. Como H es la matriz
generatriz de C* (sus filas son una base de C) podemos afirmar que es el ortogonal de C. [

Algunas propiedades del c6digo dual son las siguientes:

= (CY)+ =C, es decir, el dual del dual de un codigo es el propio codigo. Se debe a que la
forma bilineal x e y es simétrica y no degenerada.

= Se puede dar que CNC* # {0}, e incluso que C = C. En este tltimo caso, diremos que
un codigo lineal es autodual.

Veamos ahora una nueva forma de relacionar un cédigo C y su dual, teniendo en cuenta
los pesos de las palabras de C. Sea n la longitud de C, consideramos los enteros

a; = a;(C) = #{c € C | w(c) =i},

para 1 < i < n. Evidentemente ag = 1, a; = 0 para todo 0 < i <dy > ja; = ¢* (el cardinal
del codigo).

Definiciéon 1.25. Llamamos polinomio de pesos al polinomio

W(X) = zn: @ X' =Y X,
=0

ceC

Otra forma de expresarlo es en dos variables, homogeneizando el anterior:
n
WX, Y)=> aX'y" "
=0

El polinomio de pesos de un cédigo determina univocamente el polinomio de pesos de su
dual. Veamos de qué manera.

Teorema 1.3. Sean C un cddigo lineal [n, k] sobre Fy y Ct su dual. Si W(X,Y) y WH(X,Y)
son los polinomios de pesos de C y C respectivamente, entonces

WHX,Y)=¢ "W - X, Y + (¢—1)X).
Se trata de la Identidad de MacWilliams.

Demostracion. Una demostraciéon completa no procede en el desarrollo de este trabajo, pero
se puede encontrar en [12]|, Apéndice i) del Capitulo 6. O
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Pasaremos a centrarnos en la descodificacion de los codigos lineales, aportando un método
general que nos permita llevar a cabo este proceso.

Sea C' un codigo lineal [n, k, d| sobre F,. Supongamos emitida una palabra c € C y recibido
un vector y € Fy. Para descodificar, seguiremos el principio de distancia minima, es decir,
calcularemos la distancia de Hamming de y a cada palabra de C y descodificaremos y por la
palabra de C mas proxima a y. El error cometido durante la transmisiéon serd e =y — c.

Veremos en la proposicidon siguiente la importancia del parametro de distancia minima a
la hora de medir la capacidad de correccion de errores de un codigo en bloque. Mas adelante,
lo trasladaremos al contexto de los c6digos lineales.

Proposicion 1.11. Sea C un cidigo en blogque de longitud n y distancia minima d y sea'y una
n-upla recibida. Si tomamos t > 0 con 2t < d, entonces el método de descodificacion descrito
arriba permite corregir cualquier configuracion de t errores.

Demostracion. Recordamos que el método funciona correctamente para y cuando c es la (ini-
ca) palabra de C mas proxima a y. Supongamos que y contiene t errores y 2t < d. Por definicion
de distancia minima, las bolas con centro en las palabras codigo y radio (d—1)/2 son disjuntas.
Entonces, y estara en una y sé6lo una de tales bolas, que tendré por centro la palabra codigo
més cercana. Por tanto, tendriamos d(y, c) < d(y, x) para todo x € C.
Lo vemos en detalle: supongamos que no es asi, es decir, que existe x € C, x # ¢ tal que
d(y,x) < d(y,c) < (d—1)/2. Por ser d una distancia, d(c,x) < d — 1, lo que contradice la
definicién de d.

O

Considerando lo demostrado, planteamos la siguiente definicion:

Definicién 1.26. Si d es la distancia minima de C, diremos entonces que C corrige L%J
errores.

En conclusién, el nimero de errores que puede corregir un cédigo depende exclusivamente
de la distancia minima d. De hecho, a medida que este valor aumenta, la correcciéon de errores
mejora. Esto motiva el estudio de una cota superior para d y la caracterizaciéon de un conjunto
de codigos que, en este sentido, sean 6ptimos (ver [12], Capitulo 8).

Teorema 1.4. Si C es un cdodigo de tipo [n,k,d] sobre F,, entonces
d<n-—k+1.
Este valor es denominado Cota de Singleton.

Demostracion. Sea H una matriz de control de C. Como sabemos, la distancia minima de C
coincide con el minimo nimero de columnas linealmente dependientes de H. Como el rango
de H es n — k, este nimero es a losumon —k+ 1, luegod <n —k + 1. O

Este teorema inspira la siguiente definicion.

Definicion 1.27. Los codigos para los que se alcanza la igualdad d = n — k 4+ 1 son llamados
de mdzima distancia de separacion o codigos MDS.

Otra forma de expresar la definiciéon anterior es decir que un codigo C es MDS si y solo si
cada conjunto de n — k columnas de una matriz de control de C es linealmente independiente.
Relacionaremos ahora este concepto con el dual de un cédigo.

Proposicién 1.12. Si un cédigo C es MDS entonces también su dual C- es MDS.
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Demostracion. Sea C un codigo MDS de tipo [n, k], si tomamos n — k columnas de una matriz
de control suya serén linealmente independientes. Razonaremos por reducciéon al absurdo.

Supongamos que C no es MDS. La dimension de C+ es n — k. Por tanto, para el codigo
duald <n—(n—k)+1=k+1, es decir, la distancia minima (el peso minimo) es, a lo sumo,
k, luego existe un vector x € C*+ de peso 0 < w(x) < k.

Ampliamos x a una base de Ct y con ella construimos una matriz H generatriz de C*,
es decir, de control para C. Tomamos n — k columnas de H con ceros en las coordenadas
correspondientes de x. Como C es MDS, estas columnas son linealmente independientes, pero
llegamos a una contradiccion, dado que se trata de n — k elementos de }Fg_k con la primera
coordenada nula. O

Cabe destacar que para cualquier entero n existen siempre coédigos MDS de longitud n y
dimensiones 1,n — 1 y n; los llamaremos MDS triviales. Se sabe que, sobre Fa, estos son los
dnicos que existen. Ademas, el objetivo de describir con detalle estos codigos que alcanzan la
Cota de Singleton nos conduce a la siguiente definicion.

Definicién 1.28. Sea C un codigo lineal en I} de tipo [n, k] y sea a = (ay,...,an) € Fy, con
a; # aj para i # j (n < q). Entonces, C se trata de un cddigo de Reed-Solomon de dimension
k si verifica

RSpn(a) ={(far), ..., f(an)) | f(x) € Fy[x], deg(f(x)) <k}

Para poder dar un resultado que muestre la relevancia de estos c6digos, es preciso dar una
definicién previa.

Definicion 1.29. Dado un polinomio f € Fy[x], definimos el conjunto de ceros de f de la
siguiente manera:

Z2(f) ={aeFq| f(a) = 0}.

En particular, el nimero de ceros de f es el cardinal de este conjunto, denotado por | Z(f) |.

Proposicién 1.13. Sean ay,...,a, € Fy distintos dos a dos y a = (a1,...,a,). El cédigo de
Reed Solomon RS, n,(a) es un cddigo lineal de dimension k y distancia minima d =n—Fk+1,
es decir, es un codigo MDS.

Demostracion. Veamos en primer lugar que se trata de un cédigo lineal; a continuacion, que
tiene dimension k; y por ultimo, que se trata de un cédigo MDS.

1. Linealidad: Sea (a1,...,an) € Fy, tomo \,u € Fyy f,h € Fy[x|<k, veamos que la
siguiente combinacion lineal es una palabra del codigo C:

)‘(f(al)v s ,f(an)) + M(h(al)v SRR h(a’n)) = (g(al)v s :g(an)>7
donde g = A\f + ph y g es claramente un polinomio de F,[x] con grado < k.

2. Dimension k: Consideramos la aplicacion

¢ : Fy[x]< — Fy dada por ¢(f) = (f(a1),. .., f(an))-

¢ es una aplicacion F,-lineal. La demostracion es analoga a la del apartado anterior:
sean f,g € Fg[x]<r y A\, 1 € Fy, tenemos:

oM f +pg) = (Af +pg)(ar), ..., (Af + pg)(an))
= (M(a1) + pglar), ..., AM(an) + pglan)) = Ae(f) + pe(g).
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Por lo tanto, ¢ es [Fy-lineal. Ademas, como ¢ es una aplicacién entre espacios vectoriales
sobre IF; podemos decir que es lineal.

Por tanto, para ver que ¢ es inyectiva basta ver que el niicleo de ¢ es trivial, es decir,
que ker(p) = {0}. Sea f € ker(yp), se trata de un polinomio en Fy[x]; tal que f(a;) =
0 Vi=1,...,n. De este modo, f es un polinomio de grado menor que k que tiene n
raices distintas a1, ..., a,. Por tanto, f es necesariamente el polinomio nulo.

Asi, podemos concluir que RSy, ,(a) = Imyp y su dimension es k (dimension del espacio
de partida Fg[x]<x).

3. Codigo MDS: Veamos que d(RSkn(a)) = n —k+ 1. Sea ¢ € RS;,(a), c # 0, vamos
a comprobar que w(c) > n — k + 1. Si asi fuera, tendriamos d > n — k + 1, y como

d <n —k+1 para todo cédigo lineal, se daria la igualdad que caracteriza a los c6digos
MDS.

Sea f € [Fy[x] no nulo de grado menor que k y sea ¢ = (f(a1),..., f(an)) € RSk n(a).
El ntimero de componentes nulas de ¢ es menor o igual que el niimero de raices de f,
| Z(f) |. Luego n —w(c) < | Z(f) |. Ademas, sabemos que el nimero de raices de un
polinomio no nulo no puede ser mayor que su grado y, recordando que el deg(f) < k,
resulta:

n—w(c) <k—1=w()>n—k+1

O]

En resumen, los cédigos de Reed Solomon son codigos lineales de maxima distancia de se-
paracién, que tienen la particularidad de corregir el mayor ntimero de errores cuando tratamos
con la distancia de Hamming.

Volviendo a los procesos de descodificacion, consideremos un codigo lineal C de tipo [n, k, d]
sobre F, que, como sabemos, corrige t = LEJ errores. Nos podemos encontrar las situaciones

2
siguientes:

1. Sidurante la transmision se han cometido a lo sumo ¢ errores, entonces d(c,y) = w(e) < ¢
y ¢ es la tnica palabra del coédigo con tal propiedad y la descodificacion seria correcta.

2. Sit < w(e) < d, podemos detectar que se han producido errores (puesto que y ¢ C),
pero no corregirlos en general.

3. Si w(e) > d la descodificacion fallara (eventualmente).

A continuacién, vamos a describir un algoritmo de correcciéon de errores genérico, que
funciona para cualquier cédigo lineal. Sin embargo, veremos que su complejidad es demasiado
alta para ser implementado de forma practica.

Consideramos la matriz de control H del cédigo C, la palabra emitida ¢ y la recibida
Yy = ¢ + e, y comenzamos por estudiar como podemos guardar la mayor informacién acerca
del error cometido.

Definicién 1.30. Llamaremos sindrome de y al vector
s(y) = Hy' € Fg_k.

Notemos que un vector esta en el cddigo C si y solo si su sindrome es el vector nulo. Por
tanto, al ser el sindrome una aplicacion lineal, se tiene que s(y) = s(c + e) = s(c) + s(e) =
0 + s(e) = s(e) . Asi, basta recibir y para conocer el sindrome del error cometido.

La siguiente proposicién nos puede aportar informaciéon en casos sencillos para deducir el
error e y el mensaje enviado c =y — e.
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Proposicion 1.14. El sindrome del vector recibido y es una combinacion lineal de las colum-
nas de H correspondientes a las posiciones en las que han ocurrido errores.

Sigamos profundizando en la estructura algebraica construyendo un espacio vectorial co-
ciente, con el fin de dar un algoritmo de descodificacién en términos de las clases de equivalen-
cia. Consideramos en Fy la relacion de equivalencia: u ~ v siy solo siu—v € C, que da lugar al
espacio cociente Iy /C. Los elementos de Iy /C son clases de equivalencia u+C = {u+x | x € C}.
Como cada clase posee #C = ¢* representantes, el cardinal de Fy /C es ¢" % y su dimension
esn—k.

Notemos que u, v estan en la misma clase si y solo si u — v € C, es decir, si y solo si
s(u) = s(v). Asi, recibido y, al conocer s(y) conocemos la clase a la que pertenece el error
cometido.

Definicién 1.31. Si en una clase existe un tnico elemento de peso minimo, este recibe el
nombre de lider de la clase.

No toda clase tendra lider, ya que el elemento de peso minimo puede no ser Gnico. Por otro
lado, si una clase contiene un elemento de peso < t, este es el lider de la clase, como asegura
la siguiente proposicién.

Proposicion 1.15. Cada clase de IE‘(’;/C posee a lo sumo un elemento de peso < t.

Demostracion. Supongamos que existen u, v en la misma clase, ambos de peso < . Entonces
u—-veCywu—v) <w(u)+w(v) <2t <d(C),locual implicaqueu—v=0=u=v. O

Ademas, la descodificacion es posible si y solo si la clase del vector recibido y posee lider,
y el error es asumido como el lider de la clase. En efecto, todos los vectores y — x, con x € C,
estan en la clase de y en Fy /C, y el minimo de d(y,x) se obtiene cuando y — x es el lider de
la clase.

Para llevar a cabo el proceso de descodificacién de cualquier vector, construimos una tabla
con dos columnas y ¢" ¥ filas, tantas como clases hay en q /C:

= En la primera columna, escribimos el sindrome de un elemento cualquiera de cada una de
las clases (recordamos que el sindrome de dos elementos de la misma clase es el mismo).

» En la segunda columna, escribimos el lider de la clase correspondiente (si existe).

Ahora, recibido y, ejecutamos el siguiente algoritmo

1. Calcular s(y) y buscarlo en la columna de sindromes.
2. Si la clase correspondiente a s(y) no tiene lider, la decodificacion falla.
3. Si la clase posee lider e, el error es asumido como e.

4. La palabra descodificada es y — e.

Como bien fue adelantado, podemos comprobar a simple vista que este algoritmo de co-
rreccion de errores genérico (para cualquier codigo lineal) tiene una complejidad demasiado
alta. En efecto, para poder completarlo tuvimos que construir una tabla con ¢"~* filas, de
modo que las complejidades espacial y computacional serfan (’)(q”_k), es decir, la complejidad
seria exponencial en n — k.



20

CAPITULO 1. PRELIMINARES



Capitulo 2

Polinomios linealizados

En este capitulo nos volveremos a referir a polinomios sobre cuerpos finitos. En particular,
analizaremos los polinomios linealizados (ver [5], Capitulo 3) . Estos se distinguen por la
propiedad de que los exponentes que aparecen en ellos son potencias del tamaifio ¢ de un cuerpo
finito, es decir, son potencias de la potencia de un nimero primo. Tras definir los polinomios
linealizados y caracterizarlos, comprobaremos la relevancia de su concreta estructura y, en el
capitulo siguiente, los relacionaremos con los cédigos lineales.

A lo largo del capitulo denotaremos por ¢ a una potencia de un ntimero primo p.

2.1. Definicién y conjunto de raices

Definicién 2.1. Un polinomio de la forma
L(z) = Zaimqi (2.1)
i=0

con coeficientes en un cuerpo Fgm, se llama g-polinomio sobre Fym o bien polinomio linealizado
(si ¢ ha sido fijado) sobre Fym. El mayor indice ¢ tal que el coeficiente oy es distinto de cero se
conoce como el g-grado del polinomio y se denota por deg, L(z).

Para entender de déonde surge esta terminologia, relacionada con un comportamiento li-
neal de la aplicaciéon L inducida por el polinomio descrito arriba, vemos las dos propiedades
recogidas en la siguiente proposicion.

Proposicién 2.1. Sea el cuerpo Fym y sea L(z) = Yy a;z? un polinomio linealizado sobre
Fym, entonces:

L Ly+8)=L()+L(B), V8,7 €Fm, (2.2)

2. L(CB) = CL(IB), Ve € Fq, Vﬁ S qu. (23)

Demostracion. En primer lugar, recordamos dos resultados del Capitulo 1. Por un lado, para
cada par 7,3 € F,, se verifica que (y + B)P° = 4?" + BP° (dado s entero positivo, por la
Proposicion 1.5), luego es cierto también que (y + 8)4 =7 4 89" para i > 0. Por otro lado,
se tiene que para cada ¢ € [, se verifica que ¢ = ¢ (ver el Corolario 1.1, Capitulo 1). Por
tanto, dado ¢ € Fy, (cﬁ)qi = cqlﬂql = cﬁqi para i > 0.

Viendo Fgm como espacio vectorial sobre Fy, el polinomio linealizado L(z) induce un ope-
rador lineal en Fym. Lo vemos con detalle, considerando el polinomio linealizado L(z) =
S paa?, con a, B € Fym, c € Fy:

21
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1. Como (v + B)qi = ’yqi + B9, entonces VB,v € Fgm es cierto que

’7"_/8 Zaz ’71+B1 Zaz'yz +Zazﬁq _L (/8)

2. Como (cﬁ)qi = cﬂqi, entonces Ve € Fy, V3 € Fym es cierto que
n .
=> caif? =cL(p).
1=0

O]

Comenzaremos por describir el conjunto de las raices de un polinomio linealizado. Veremos
que la estructura del conjunto nos ayudari a determinar las propias raices.

Teorema 2.1. Sea L(z) = >, a;z? un polinomio linealizado no nulo sobre Fym. Conside-
remos una extension Fgs del cuerpo Fgm que contiene todas las raices de L(x) (sabemos que
existe tal extension por el Corolario 1.2). Entonces,

» Todas las raices de L(x) tienen la misma multiplicidad: 1 o bien una potencia de q.

» Bl conjunto de las raices de L(x) conforma un subespacio de Fys, visto como un espacio
vectorial sobre IFg.

Demostracion. Se deduce de las identidades anteriores que cualquier combinacién lineal de
raices con coeficientes en F, es nuevamente una raiz, por lo que las raices de L(z) forman un
subespacio lineal de Fys. Escribiendo L(z) = 3 /_; a;a? , entonces su derivada es L'(x) = a,

d

teniendo en cuenta que wq = ¢'29 1 =0 paratodoi > 1 en el cuerpo F,. Tenemos los

€asos:
» Si o # 0, L(z) solo tiene raices simples.
= Siqag =0, al tratarse de un polinomio no nulo, existe un & > 1 tal que oy # 0, y podemos

escribir: i

n n k " ( 1k I
i m 12 m— i—k
= g ax? = g al 27 = E af x4 : (2.4)
i=k i=k i=k

Se trata de la ¢F-ésima potencia de un polinomio linealizado con solo raices simples. Es
decir, en este caso, cada raiz de L(x) tiene multiplicidad ¢*.

O

Con la intencién de ver un resultado muy relacionado con el anterior, debemos hacer
referencia a la siguiente propiedad de los determinantes de matrices con elementos en el cuerpo
Fq'fﬂ.

Lema 2.1. Sean B, B2,..., By elementos de Fym. Entonces,
2 n—1
O T |
B B3 B85 - BY = :
ST =0l 11 Biv1— Y crbBr | (2.5)
: : : T : J=1 ci1,...,c; €Fq k=1
2 n—1
Bn B Bn - Ba
y el determinante es distinto de cero si y solo si 51, B2, ..., Bn son linealmente independientes

sobre IFy.
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Demostracion. Sea D,, el determinante, la parte izquierda de la igualdad en (2.5). Razonamos
por induccién sobre n, siendo trivial el caso n = 1.

Supongamos que es cierta para n # 1. Consideramos el polinomio

2 n—1 n
pro Bl B BB
n—1 n

By B pY ... Bl Bl

D)=+ + = - ; (2.6)
2 n—1 n
Bn Bn B -+ Bn B
r ozl g€ ... pd"Th pd”
Desarrollando por la tltima fila obtenemos
n—1 )
D(z) = Dpa?d" + Z oz
i=0
para ciertos a; € Fym, para 0 < i < n — 1. Distinguimos dos casos:
= Sif1,..., By son linealmente independientes sobre Fg, tenemos que D(f) = 0 para

1 <k < n. Ademas, como D(z) es un g-polinomio sobre Fym, las combinaciones lineales
c1fi+ -+ cpbp, con ¢ € Fy para 1 < k < n, son raices de D(x). Asi, D(z) tiene ¢"
raices distintas y obtenemos una factorizacion

D@)=Dn ] <x - chﬁk) . (2.7)
k=1

C1,...,cn €EFg

Si fi1,...,Bn son linealmente dependientes sobre Fy, entonces D, =0y > ;1 bifr =0
para ciertos by, ..., b, € Fy, no todos nulos. Se deduce que

n ) n ¢
Zbkﬁf = (Z bk5k> =0, paraj=0,1,...,n.
k=1 k=1

Vemos de esta forma que las primeras n filas en el determinante que define D(x) son
linealmente dependientes sobre [F,. Esto implica que D(x) = 0, y que la identidad (2.7)
se satisface en todos los casos.

Como consecuencia, podemos deducir de (2.7) lo siguiente para el caso n + 1:

Dyt1 = D(Bps1) = Dy H </3n+1 - Z%ﬁk) ;

c1,...,cn €Fg k=1

y queda probado el resultado de (2.5) para todo n. También queda visto que el determinante
es distinto de cero si y solo si 31, 32, ..., By son linealmente independientes sobre IFy. ]

Teorema 2.2. Sea U un subespacio de Fgm, considerado como un espacio vectorial sobre F,.
Entonces, para cualquier entero no negativo k, el polinomio

es un polinomio linealizado sobre Fgm.
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Demostracion. La ¢*-ésima potencia de un polinomio linealizado sobre Fym es un polinomio
linealizado, luego basta probar el resultado para el caso k = 0.

Sea {f31,...,0s} una base de U sobre F,. Entonces, el determinante D,, en el lado izquierdo
de (2.7) es no nulo por el lema anterior. Para k = 0, por (2.7), tenemos que

L) =[[@-8= ]] (w - ZCkﬁk) = D, 'D(x).

BeU C1,erCn €Fy k=1

Esta igualdad muestra que L(x) es un polinomio linealizado sobre Fym, ya que D(z) es un
polinomio linealizado sobre Fgm. ]

Veamos ahora un método para determinar raices de polinomios linealizados, para lo que
tendremos en cuenta las propiedades estudiadas acerca de estos particulares polinomios. Sea
L(z)=>"", a;xz9" un polinomio linealizado sobre F,m. Supongamos que queremos encontrar
todas las raices de L(z) en la extension finita Fgm de F,.

Como comprobamos al comienzo del capitulo, la aplicacion L : § +— L(3) en Fgm funciona
como un operador lineal en el espacio vectorial F,m sobre IF,. Asi, L puede ser representada
por una matriz sobre Fy. Veamos de qué manera. Sea {1, ..., B} una base de Fym sobre Fy,.
Todo 3 € Fym se puede escribir en la forma

m
8= chﬁj, cj €y, paral<j<m.
j=1

Entonces,

L(B) = ¢ L(B;)-
j=1

Ahora, definimos
L(B;) = ijkﬁk, para 1 < j <m,
k=1

donde b;, € F, para 1 < j,k < m.
Sea B la matriz m x m sobre F, construida con los elementos b;;. Entonces, si

(Cl,...,cm)B = (dl,...,dm),

se tiene

L(B) =) ¢ (Z b ﬁk) =Y dibBr. (2.8)
j k=1 k=1

J=1

Por lo tanto, la ecuacion L(f) = 0 es equivalente a

(c1y...,¢cm)B =1(0,...,0). (2.9)

Este es un sistema homogéneo de m ecuaciones lineales para las incognitas ¢y, ..., cp. Si

r es el rango de la matriz B, entonces el sistema tiene ¢~ " soluciones. Cada vector solucion
(c1,..,cm) proporciona una raiz f = 37" ¢;fB; de L(x) en Fym.

En conclusion, el problema de encontrar las raices de L(z) en Fym se reduce al problema
de resolver un sistema homogéneo de ecuaciones lineales.

Podemos aplicar este método para encontrar raices a otra clase de polinomios, los polino-
mios afines sobre Fym.
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Definiciéon 2.2. Un polinomio afin sobre Fgm es un polinomio de la forma A(z) = L(z) — «a,
donde L(z) es un polinomio linealizado sobre Fym y o € Fym.

Se deduce de la definicién que el elemento 8 € Fgm es raiz del polinomio A(x) siy solo si

L(B) = «. Ademas, recordamos que la ecuacion L(3) = « es equivalente a (c1,...,¢n)B =
(di,...,dp), donde a = >, d; By (con la notacion de (2.8)). Este sistema de ecuaciones se
resuelve para cy, ..., ¢y, vy cada solucion vectorial (ci,...,¢p) se corresponde con una raiz

B = Z;n:1 c;Bj de A(z) en Fgm.

El hecho de que las raices de los polinomios afines se determinen mas facilmente sugiere el
siguiente método para hallar las raices en Fym de un polinomio cualquiera f(z) no nulo sobre
Fym. Veamos en tres pasos como se haria:

1. Se determina un polinomio afin no nulo A(x) sobre Fym divisible por f(x). Veamos como
lo harfamos.

Sea n > 1 el grado de f(x). Para cada i = 0,1,...,n — 1, se calcula el tnico
polinomio 7;(x) € Fym[z] de grado menor que n tal que 27 = r;i(z) méd f(z). Este
polinomio existe y es tnico para cada i, por la division euclidea de 27" por f (x).

A continuaciéon, se determinan elementos «; € Fgm, no todos nulos, tales que
Z;:ol a;ri(z) sea un polinomio constante. De este modo, tenemos un sistema homogéneo
de n — 1 ecuaciones lineales con n incégnitas ag, aq,...,a,_1. Por tanto, debe tener al
menos una solucién.

Asi, llegamos a una soluciéon no trivial y podemos definir a = Z?:_Ol a;ri(x) con

a € Fym. Por tanto,

n—1 ] n—1
2 z’
g az? = E a;ri(z) =a méd f(x),
i=0 i=0
y en consecuencia, tenemos que
n—1 )
2
A(z) = g ar? —«
i=0
es un polinomio afin no nulo sobre Fym, divisible por f(z). Ademaés, es claro que podemos

tomar A(x) como un polinomio ménico.

2. Se hallan todas las raices de A(z) en Fym mediante el método descrito anteriormente
(para encontrar raices de polinomios afines).

3. Se calcula f(f) para todas las raices 3 € Fgm de A(x), teniendo en cuenta que las raices
de f(x) estan entre las raices de A(x), con el fin de localizarlas.

Al igual que hicimos para los polinomios linealizados, describiremos el conjunto de las
raices de un polinomio afin.

Teorema 2.3. Sea A(z) un polinomio afin no nulo sobre Fym. Consideremos una extension
Fgs del cuerpo Fgm, que contiene todas las raices de A(z) (sabemos que existe tal extension por
el Corolario 1.2). Entonces,

» Todas las raices de A(x) tienen la misma multiplicidad: 1 o bien una potencia de q.

= El conjunto de las raices de A(x) conforma un subespacio afin (es decir, una traslacion
de un espacio lineal) de Fys, visto como espacio vectorial sobre Fy.
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Demostracion. El primer punto, sobre la multiplicidad de las raices, se demuestra de manera
similar para el Teorema 2.1.

Por otro lado, sea A(z) = L(z) — «, donde L(z) es un polinomio linealizado sobre Fym.
Tomamos una raiz § de A(z). Entonces v € Fys es raiz de A(z) siy solo si L(y) = a = L(B),
lo cual ocurre si y solo si L(y — ) = 0, es decir, si v € 5+ U, donde U es el subespacio lineal
de F4s formado por las raices de L(x) (ver el Teorema 2.1). Por lo tanto, las raices de A(z)
forman un subespacio afin de Fys.

O

Teorema 2.4. Sea T un subespacio afin de Fgm, visto como espacio vectorial sobre Fy. En-
tonces, para cualquier entero k > 0, el polinomio

k
Afe) = [ (= — )"
yeT
es un polinomio afin sobre Fgm.
Demostracion. Sea T'=n+ U, donde U es un subespacio lineal de [F;». Entonces:
k
L(z) = [[ (z - B)*
BeU
es un polinomio linealizado sobre Fym, segiin el Teorema 2.2. Ademas,
k k
A)=[[@-»" =[[@-n-B7 =L=-n),
yeT peU

y L(x —n) es claramente un polinomio afin sobre Fym. O

2.2. Operaciones e irreducibilidad

El producto de polinomios linealizados no es necesariamente un polinomio linealizado. Sin
embargo, la composicion de dos polinomios linealizados Li(x), La(x) sobre Fym si lo es. Por
tanto, definiremos la operacion de composicion

Ll(l‘) e} LQ(IL‘) = L1 (LQ(IL‘))

Daremos otra definiciéon relacionada con esta operacion, teniendo en cuenta que no se trata
de una operaciéon conmutativa.

Definiciéon 2.3. Diremos que el polinomio linealizado L(x) es divisible por la derecha (para
la operacion de composicion) o bien divisible simbdlicamente por la derecha por el g-polinomio
Lo (x) si existe un g-polinomio L;(z) tal que L(z) = Li(x)oLs(x). De manera analoga definimos
la divisibilidad por la izquierda.

La siguiente proposicién concreta la estructura que tendra este conjunto de polinomios,
con las operaciones de suma y composiciéon descritas.

Proposiciéon 2.2. El conjunto de q-polinomios sobre Fym forma un anillo con la suma habitual
y la composicion como operaciones. Ademds, el elemento unidad en este anillo es el polinomio
x y lo denotaremos por Lgm[z].

Definicién 2.4. Los polinomios

I(x) = Zaixi y L(z)= Zaixqi
‘ i=0

sobre Fgm son polinomios asociados entre si. Mas especificamente, [(z) es el polinomio asociado
convencional de L(z), y L(x) es el polinomio asociado linealizado de I(x).
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Veamos ahora una interesante propiedad relacionada con la anterior definicion.

Lema 2.2. Sean Li(x) y La(x) polinomios linealizados sobre Fy, con asociados convencionales
l1(z) y la(z) respectivamente. Entonces, l(x) = l1(x)l2(x) y L(x) = Li(x) o La(x) son también
asociados entre si.

Demostracion. Las igualdades

I(x) = Zaixi = Z bja? chxk = l1(x)la(x)
i j k

L(z) =Y ai” = b (Z w) = >0 > e = Li(2) o L(w)
7 J J k

k

son verdaderas si, y solo si,

a; = Z bjci para todo i.
jtk=i

El siguiente criterio es una consecuencia inmediata del Lema 2.2.

Corolario 2.1. Sean Li(z) y L(z) polinomios linealizados sobre F, con polinomios asociados
convencionales l1(x) y l(x) respectivamente. Entonces, Li(x) divide simbélicamente a L(x) si,
y solo si, 11 (z) divide a l(x).

Demostracion. Se deduce directamente de la demostracion del lema anterior. Lo vemos breve-
mente:

» Si L;(z) divide simboélicamente a L(x) entonces existe Lo(x) tal que L(z) = Li(z)oLa(x),
es decir,

¢
L(z) =) aix” =) b; (Z Ckqu) =D b chﬂchk = Li(z) o La().
¢ J k J k
Por tanto, es cierto que

l(x) = Zaixi = ija:j chazk = l1(x)la(z)
i 7 k

» Sily(z) divide a [(x), se probaria de manera similar que L;(x) divide simbolicamente a
L(z).

O]

Ahora trataremos de ampliar el resultado anterior para seguir avanzando en la busqueda
de las similitudes entre los conceptos de divisibilidad respecto de la operaciéon de producto
habitual y respecto de la operacién de composicién para polinomios linealizados.

Teorema 2.5. Sean Li(z) y L(x) g-polinomios sobre F, con q-asociados convencionales Iy (x)
y l(x). Entonces, las siguientes propiedades son equivalentes:

(i) Li(x) divide simbdlicamente a L(x).

(ii) Li(x) divide a L(x) en el sentido ordinario.
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(iii) 11 (x) divide a l(x).

Demostracion. La equivalencia de (i) y (iii) se estableci6 en el Corolario 2.1. Basta probar la
equivalencia de (i) y (ii).

(=)

Supongamos que Lj(x) divide simbolicamente a L(z), entonces
L(z) = Li(x) o La(x) = La(z) o Li(x) = La(L1(z))
para cierto g-polinomio La(z) = Y ;" a;77 sobre F,. Entonces,
L(x) = agL1(x) + a1 Ly (z)? + - + an Ly (x)7",
y es claro que Lj(z) divide a L(x) en el sentido ordinario.

Si Li(x), supuesto no nulo, divide a L(x) en el sentido ordinario. Usando el algoritmo
de division euclidea, escribimos I(z) = k(z)l1(z) + r(x), donde deg(r(x)) < deg(l1(z)).
Tomando los g-asociados linealizados obtenemos

L(z) = K(z) o L1(z) + R(x).

Por hipotesis Ly (x) divide a K(x)oLi(z) y a R(z) (en el sentido ordinario). Sin embargo,
deg(R(z)) < deg(L1(z)), luego R(x) debe ser el polinomio cero. Asi, concluimos que
L(x) = K(x) o Li(x) y L1(z) divide simbolicamente a L(x).

O

Aplicamos este resultado en el contexto de los polinomios irreducibles, con el objetivo de
establecer una relacién entre estos y los factores irreducibles de sus g-asociados linealizados.
Para ello, damos en primer lugar una definicién asociada a polinomios.

Definicion 2.5. Sea f(z) € Fy[z] un polinomio no constante tal que f(0) # 0. El orden de

f(=),

denotado por ord(f(x)), es el menor entero positivo e tal que

flx) [z —1.

En caso de que f(0) = 0, se define el ord(f(z)) = 0.

Teorema 2.6. Sea f(x) irreducible en Fy[z] y sea F(x) su g-asociado linealizado. Entonces el
grado de todo factor irreducible de F(x)/x en Fy[z] es igual al orden de f(z).

Demostracion. Veamos dos casos:

Si f(0) = 0, entonces z | f(x) y, necesariamente, f(x) = x por ser f(x) irreducible en
Fy[z]. Ademas, su g-asociado linealizado es F'(x) = z, y por tanto,

que es un polinomio irreducible de grado 0. Ademaés, segtn la Definicion 2.5, ord(f(z)) =
0 en este caso particular.

Asumimos ahora que f(0) # 0. Sea e = ord(f(x)), entonces f(x) divide a ¢ — 1, y por
el Teorema 2.5, su asociado linealizado F(z) divide a z9° — x.

Ahora, tomamos h(z) € F4[z] un factor irreducible de F'(z)/x de grado d, de modo que
h(x) divide 29" — . El polinomio h(z) € F,[] es entonces un factor irreducible de 79" —zx.
Veamos que de ello deriva que deg(h(x)) = d divide a e.
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Sea o una raiz de h en la extension de [F; que contiene todas las raices de f. Entonces,

ad’ = @, luego o € Fa. Por tanto, como el grado de la extension Fq(a) sobre Fyes dy
el grado de la extension Fge sobre [Fy es e, necesariamente d divide a e.

Por otro lado, por el algoritmo de divisién euclidea,
21 = g() f () + r(v).

con g(x),r(z) € Fylz] y deg(r(z)) < deg(f(x)).
Tomando los g-asociados linealizados, obtenemos
d

2 —x =G(x)o F(x) + R(x),

y como h(z) (polinomio irreducible de grado d) divide a 2 —zya G(z)o F(x), se sigue
que h(z) divide a R(x).

Supongamos que r(x) # 0, entonces 7(z) y f(x) son coprimos (dado que f(z) es irredu-
cible), y por la identidad de Bézout, existen polinomios s(x), k(x) € Fy[x] tales que

s(x)r(z) + k(z) f(x) = 1.
Tomando los g-asociados linealizados,

S(x)o R(z) + K(x) o F(z) = x.

Como h(x) divide tanto a R(z) como a F'(z), esto implicaria que h(z) divide a z, lo cual
es imposible. Por tanto, r(x) = 0, y f(x) divide a 2% — 1. Veamos ahora que esto implica
que e = ord(f(z)) divide a d.

Si f(z) divide a 2% — 1, e = ord(f(z)) < d, luego por el algoritmo de division euclidea,
d=me+r,conmeNy0<r<e,y tenemos que

2?1 = (2™ — 1) = (2™ — 1)2" + (2" — 1).

Por tanto, f(x) divide a " — 1 y, necesariamente, debe ser = 0. Asi, concluimos que e

divide a d.

En conjunto, hemos llegado a que d = e.

O]

Daremos ahora varias definiciones y resultados relacionados con la irreducibilidad de poli-
nomios, dada la operaciéon de composiciéon de polinomios linealizados.

Definicion 2.6. Decimos que un g-polinomio L(x) sobre F, de grado mayor que 1 es simbdli-
camente irreducible sobre Fy si la tinica descomposicion de la forma L(xz) = Lq(z) o La(z) con
g-polinomios L1 (x), Lo(x) sobre Fy es aquella donde uno de los factores tiene grado 1.

Como observacion, un polinomio simboélicamente irreducible es siempre reducible en el
sentido ordinario, ya que todo polinomio linealizado de grado mayor que 1 tiene el factor no
trivial . Veamos ahora de qué manera estan relacionados los polinomios ¢g-asociados en cuanto
a irreducibilidad simbélica.

Proposicion 2.3. Sea L(x) un g-polinomio, es simbdlicamente irreducible sobre Fy si y solo
si su g-asociado convencional I(x) es irreducible sobre F,.

Demostracion. Se demuestra inmediatamente del Lema 2.2. O
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Proposicion 2.4. Todo g-polinomio L(x) sobre F, de grado mayor que 1 tiene una factori-
zacion simbolica en g-polinomios simbolicamente irreducibles sobre Fy, y esta factorizacion es
tinica (salvo reordenacion de factores y multiplicacion por elementos no nulos de Fy).

Demostracion. Para obtener la factorizacion simbolica de L(x), basta escribir la factorizacion
canodnica en Fy[z] de su g-asociado convencional [(z), que es tnica, y tomar los g-asociados
linealizados (empleando la correspondencia entre polinomios linealizados asociados del Lema
2.2). O

Continuamos con otra definicion relevante y algunos resultados derivados de ella.

Definicién 2.7. Dados dos o mas g-polinomios sobre F,, no todos ellos nulos, podemos definir
su mdzimo comin divisor simbdlico como el g-polinomio moénico sobre F, de mayor grado que
divide simbélicamente a todos ellos.

Tratamos ahora de relacionar este nuevo concepto con el de maximo comiin divisor ordi-
nario analizando el conjunto de sus raices.

Proposicién 2.5. El mdximo comun divisor ordinario y el mdrimo comun divisor simbolico
son idénticos.

Demostracion. Dados dos o més g-polinomios sobre Fg, no todos ellos nulos, sabemos que las
raices de su maximo comiin divisor son exactamente las raices comunes de los g-polinomios
dados. Como la interseccion de subespacios lineales es otro subespacio lineal, el conjunto de
las raices del maximo comin divisor forman un subespacio lineal en alguna extension Fgm,
visto como espacio vectorial sobre [Fy.

Ademas, aplicando la primera parte del Teorema 2.1 a los ¢-polinomios dados, concluimos
que cada raiz del maximo comin divisor tiene la misma multiplicidad, que es 1 o una potencia
de g. Por lo tanto, el Teorema 2.2 asegura que el maximo comin divisor es un g-polinomio.

Se deduce entonces del Teorema 2.5 que el méximo comun divisor ordinario y el maximo
comun divisor simbodlico coinciden, dado que los conceptos de divisibilidad para polinomios
linealizados basados en las operaciones de multiplicacién ordinaria y simboélica son equivalentes.

O

Para calcular el maximo comin divisor (simbolico) de g-polinomios sobre F, se pueden
considerar sus g-asociados convencionales, determinar su méximo comun divisor ordinario, y
luego considerar el g-asociado linealizado.

Definicién 2.8. Un espacio vectorial de dimension finita M sobre F,, contenido en alguna
extension de Fy, se denomina g-modulo si verifica la siguiente propiedad: la g-ésima potencia
de cualquier elemento de M pertenece también a M.

Partiendo de este concepto, podemos establecer el siguiente criterio que nos permitira
identificar polinomios linealizados sobre IF,.

Teorema 2.7. El polinomio ménico L(x) es un g-polinomio sobre Fy si y solo si cada raiz de
L(x) tiene la misma multiplicidad, que es 1 o una potencia de q, y ademds las raices forman
un q-modulo.

Demostracion. Veamos cada una de las implicaciones:

(=) Si L(z) es un g-polinomio monico no nulo, sabemos por el Teorema 2.1 que cada raiz de
L(x) tiene la misma multiplicidad, que es 1 o una potencia de ¢, y que sus raices sobre
F, forman un espacio vectorial sobre F,. Ademas, verifican que la g-ésima potencia de
una raiz es también una raiz de L(z), dado que la aplicaciéon z — 9 sobre el espacio
de raices es [F,—lineal.
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(<) Si cada raiz de L(x) tiene la misma multiplicidad, que es 1 o una potencia de ¢, y las
raices forman un ¢g-moédulo M, entonces, por el Teorema 2.2, L(x) es un g-polinomio
sobre alguna extension de F,. Por tanto,

L) = [[ = - 5"

BeM

para algin entero k > 0. Como M = {f9: 8 € M}, se tiene

L)’ = [[ @ =597 = [[ @* - 5)" = L"),

BeM BEM
Por otro lado, si
n
L(x) = Z oz,
=0

entonces

n n
Z agacqlﬂ =L(z)?=L(z%) = Z "
i=0 i=0

De este modo, para todo 0 < i < n se tiene que o = a;, luego o; € F,. En conclusion,
L(z) es un g-polinomio sobre F,.

O]

Cualquier g-polinomio sobre F, de grado ¢ es simboélicamente irreducible sobre F,. Veamos
como podemos caracterizar polinomios simbdlicamente irreducibles de grado mayor que gq
empleando la nocién de g-modulo.

Teorema 2.8. Un g-polinomio L(x) sobre Fy de grado mayor que q es simbélicamente irre-
ducible sobre F, si y solo si se verifican las siguientes condiciones:

» Las raices de L(x) son simples.

» El g-mddulo M formado por las raices de L(x) no contiene ningin q-médulo distinto de
{0} y de si mismo.

Demostracion. Veamos las dos implicaciones:

(=) Supongamos que L(x) es simbolicamente irreducible sobre Fy.

En primer lugar, razonamos por reduccion al absurdo para ver que L(x) tiene tinicamente
raices simples. Supongamos que tiene raices multiples. Por el Teorema 2.7, L(x) = Ly (x)?
siendo Lj(x) un g¢-polinomio sobre F, de grado mayor que 1. Entonces serfa L(x) =
x%0 Li(x), lo que contradice la irreducibilidad simbolica de L(z). Asi, L(x) tiene solo
raices simples.

En segundo lugar, tomamos N un ¢g-médulo contenido en M. De nuevo, el Teorema 2.7
muestra que

Ly(x) = H (z —B)

BEN

es un g-polinomio sobre Fy. Como Lo(z) divide a L(z) en el sentido ordinario, entonces
Ls(x) divide simbolicamente a L(z) por el Teorema 2.5. Ademas, partimos de que L(x)
es simbolicamente irreducible sobre F,, por lo que deg(La(x)) debe ser 1 o deg(L(z)).
Esto equivale a decir que N es o bien {0} o bien M.
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(«=) Tomamos una descomposicion simbolica L(x) = Lq(z) o La(x), siendo Li(x), La(z) ¢-
polinomios sobre [F,. Asi, L;(z) divide simboélicamente a L(z), y también lo divide en el
sentido ordinario por el Teorema 2.5.

Se sigue que Li(x) solo tiene raices simples y que el g-modulo N formado por las raices
de Li(z) esta contenido en M. En consecuencia, N es {0} o M. Por tanto, deg(L1(z))
es 1 o deg(L(x)), lo que implica que Li(x) o bien La(x) tiene grado 1. En conclusion,
L(z) es simbolicamente irreducible sobre F,.

O]

Definicion 2.9. Sea L(x) un g-polinomio no nulo sobre Fym. Una raiz ( de L(z) se denomina
raiz q-primitiva sobre Fym si no es rafz de ningin otro g-polinomio sobre Fym no nulo y de
menor grado.

Otra forma de entender el concepto anterior es la siguiente. Sea g(x) el polinomio minimo
de ¢ sobre Fym. Entonces ¢ es una raiz ¢-primitiva de L(z) sobre Fym si y solo si g(x) divide
a L(x) y g(x) no divide a ningin otro g-polinomio sobre Fym no nulo y de menor grado.

Proposiciéon 2.6. Sea ¢ un elemento de una extension finita del cuerpo Fqym. Siempre se puede
encontrar un q-polinomio no nulo sobre Fym para el cual ¢ sea una raiz g-primitiva sobre Fgm.

Demostracion. Buscamos tal g-polinomio. Sea g(x) el polinomio minimo de ¢ sobre Fym, y sea
n el grado de g(x). Para i = 0,1,...,n, se calcula el Gnico polinomio 7;(x) de grado menor
que n tal que 29 = r;(r) méd g(x). Luego se determinan elementos a; € Fym, no todos nulos,
tales que > ; a;7(z) = 0. Esto nos lleva a un sistema homogéneo de n ecuaciones lineales, ya
que deg(r;(x)) < n—1y tendremos n coeficientes (que acompanan a los 7, con 0 < j <n—1)
que se deben anular. Ademas, el sistema tiene n + 1 incognitas «g, . .., an, 1o que nos lleva a
concluir que existe solucién no trivial. Asi obtenemos

L(x) = Zaixqi = Z a;ri(z) =0 méd g(x),
1=0 1=0

que se trata de un g-polinomio no nulo sobre Fym divisible por g(z). Si se eligen los «; de
manera que L(z) sea moénico y de menor grado posible, entonces ¢ es una raiz ¢-primitiva de
L(x) sobre Fym. O

En la siguiente definicion damos nombre al polinomio L(z) al que hacemos referencia en
la proposicién anterior.

Definicién 2.10. Denominamos polinomio g-minimo de ¢ sobre Fym al Gnico g-polinomio no
nulo para el cual ¢ es una raiz g-primitiva sobre [Fgm. Dicho de otro modo, es el g-polinomio
de menor grado positivo y divisible por el polinomio minimo de ¢ sobre Fym.

Teorema 2.9. Sea ( un elemento de una extension finita del cuerpo Fym, y sea M(x) su
polinomio g-minimo sobre Fgm. Entonces un g-polinomio K (x) sobre Fgm tiene a ( como raiz
si y solo si K(x) = L(x) o M(x) para algin g-polinomio L(x) sobre Fym.

En particular, cuando m = 1, esto significa que K(x) tiene a { como raiz si y sélo si K(x)
es simbdlicamente divisible por M (x).

Demostracion. La primera implicacién es sencilla de probar: si K(z) = L(z) o M(x) =
L(M(x)), se tiene inmediatamente que K(¢) = L(M(¢)) = L(0) = 0, por ser M(x) poli-

nomio g-minimo de (.
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Veamos la implicacion reciproca. Sea el g-polinomio monico

t
M(.Z‘) = Z,ijq]’ con vy =1,
=0

y supongamos que

tiene a ¢ como raiz.
Sea s =r—tyy = 0sij < 0. Consideramos el siguiente sistema de s 4+ 1 ecuaciones

lineales en las s + 1 incognitas By, f1 - - -, Bs:

q q° q°

Bo + '7#151 + 'Yt7252 + -+ ’thsﬁs = 0y
2 s
Bi+v B2+ + ’Yg—sﬂﬁs = Qgy1
58—1 + 721_1/88 = OQpr_1

Bs = Q.

De este sistema obtenemos los valores tnicos Bo, f1 ..., s € Fgm. Definimos
S .
L(z) = B", y R(z)=K(x)—L(M(x)).
i=0
Entonces,

12

q

r s t
h J
R(x) = ona = | 3B | 3
h=0 =0 7=0
T s t .
h L
=3 et =33
h=0 =0 7=0
T r s ]
qh ql qh
=S =Y ()
h=0 0

h=0 \i=
r s )
_ § : § : q h
= Qp — ’Yh_iﬁi z? .
h=0 1=0

Por lo tanto, se anulan los coeficientes que acompanan a ath, para t < h < r (teniendo en
cuenta las combinaciones lineales del sistema de ecuaciones de arriba), luego R(z) tiene grado
menor que ¢ . Pero como R(¢) = K(¢) — L(M(¢)) = 0 — 0 = 0, R(x) es necesariamente el
polinomio nulo por definicion de M (z) como polinomio g-minimo sobre Fym, y se sigue que

K(z) = L(M(z)) = L(z) o M(x).
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2.3. Elementos normales y raices g-primitivas

Nos enfrentamos ahora al problema de determinar el nimero Ny de raices q-primitivas
sobre Fy de un g-polinomio no nulo L(z) sobre F,.

Proposicion 2.7. El nimero de raices g-primitivas sobre F, de un g-polinomio no nulo L(x)
sobre IFy es

"(1—=q¢ ™)1 —q ™) (L—qg ™),

para ciertos ni, . ..,Ns.

Demostracion. Distinguimos los dos siguientes casos:

» Si L(x) tiene raices multiples, entonces por el Teorema 2.7 podemos escribir L(z) =
Ly (z)?, para cierto g-polinomio L;(x) sobre F,. Como toda raiz de L(x) es también raiz
de Li(x), se tiene Np, = 0.

» Suponemos que L(z) tiene solo raices simples. En primer lugar, si L(x) tiene grado 1 es
claro que Ny = 1. Veamos el caso de que tenga grado ¢ > 1 (lo consideramos monico
S.p.g). Sea

L(z) = Li(x)o---oLi(x)o-- 0 Ly(x) o0 Ly(x)

€1 €r

la factorizacion simbolica de L(x) con L;(x) monicos, irreducibles simbolicamente y
distintos sobre F,. Obtenemos Ny, restando del ntmero total de raices (¢" ) el nimero
de raices de L(z) que ya lo son de algin g-polinomio no nulo sobre F; de grado menor
que ¢". Veamos como podemos hallar este niamero.

Si ¢ es una rafz de L(z) de este ultimo tipo y M (z) es el polinomio g-minimo
de ¢ sobre [, entonces deg(M(z)) < ¢" y M(z) divide simbolicamente a L(x) por el
Teorema 2.9.

Consideramos los polinomios K; (), para cada 1 < i < r, donde cada uno se obtiene
al omitir los e; factores L;(x) de la factorizacion simbdlica de L(z). Como M (z) divide
simbolicamente a L(z), M (z) divide simboélicamente a al menos uno de los polinomios
K;(x), para el cual se verificara K;(¢) = 0 (por el Teorema 2.9). Como toda raiz de K;(z)
es también raiz de L(z), se deduce que Ny, es igual a ¢" menos el ntimero de elementos
¢ que son raices de algun K;(z).

Si ¢ es el grado de L;(x), entonces el nimero de raices de K;(x), es ¢"~ ™. To-
mamos los 41,...,4s indices distintos para los que Kj;,(¢) = 0. Entonces el nimero de
raices comunes de K;, (z),..., K; (x) es igual al grado del maximo comun divisor, que
es también el grado del méximo comun divisor simbdlico por la Proposicién 2.5.

Utilizando factorizaciones simbélicas, este grado es igual a

Ry

q
Aplicando el principio de inclusién-exclusién obtenemos:
T
NL = qn — Z qn*”i + Z qn*ni*nj 4+ 4 (_1)anfn1*“'7nr’
i=1 1<i<j<r

es decir,
NL=q"1—¢ ™)1 —=qg")---(1=q™)
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La expresion anterior, que da el valor de N, también puede interpretarse de otra manera.
Sea [(x) el g-asociado convencional de L(z) y sea la factorizacion canonica de [(z) en Fg[z]

l(z) = h(2)™ - L (2),

donde [;(z) es el g-asociado convencional de L;(x).
Para realizar esta segunda interpretacion es preciso recordar la definicion de la funcién de
Euler.

Definicion 2.11. Dado m € N, la funcion de Euler ¢(m) se define como el numero de enteros
k, con 1 < k < m tales que med(k,m) = 1.

Ahora, introducimos el concepto anterior en el contexto de los polinomios en F,[z].

Definicion 2.12. Dado un polinomio f € F4[z] no nulo, definimos la funciéon

Dy (f(x)) = B4(f)
donde ®4(f) es el ntimero de polinomios en Fy[z] de grado menor que el de f y coprimos con
f.

Ahora bien, dada la funcién ® de arriba, se cumple la siguiente identidad para el ntmero
N1, de raices g-primitivas sobre F; de un g-polinomio no nulo L(x) (siendo [(z) su g-asociado
convencional), que probaremos a continuacion:

Np = ®¢(I(2)).

Lema 2.3. La funcion ®, definida para polinomios no nulos en Fqlx] tiene las siguientes
propiedades:

(1) ®q(f) =1 sideg(f)=0;
(11) q(fg) = Py(f)Py(g) stempre que f y g sean coprimos;
(i13) Si deg(f) =n > 1, entonces

P(f)=q"(1—g ™) (1=qg "),

donde los n; son los grados de los polinomios monicos irreducibles que aparecen en la
factorizacion candnica de f en Fylx].

Demostracion.
» La propiedad (i) es trivial.

» Para la propiedad (ii), sea ®4(f) = sy ®4(g) = t, y sean fi,...,fs ¥y g1,...,9: los
polinomios contados por ®,(f) y ®4(g), respectivamente. Dicho de otro modo, los poli-
nomios en [F,[z] coprimos con f de grado < deg(f) y coprimos con g de grado < deg(g),
respectivamente.

Si h € Fy[z] es un polinomio con deg(h) < deg(fg) y mcd(fg,h) = 1, entonces
mcd(f, h) = med(g, h) = 1. Por tanto h = f; méd f, h = g; méd g para un Gnico par
ordenado (i,j), con 1 <i<s, 1<j<t.

De manera reciproca, dado un par (i, j), por el teorema de los restos chinos existe
un unico h € Fylz] tal que h = f; méd f, h = g; méd g, y deg(h) < deg(fg). Este h
satisface med(f, h) = med(g, h) = 1, luego med(fg,h) = 1.

Asi, hay una correspondencia biyectiva entre los st pares ordenados (i, j) y los polinomios

h € F4lz] con deg(h) < deg(fg) y med(fg,h) = 1. En consecuencia, ®,(fg) = st =
®,(f)P4(g), como querfamos probar.
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» La propiedad (iii) se deduce de la propiedad (ii) teniendo en cuenta lo siguiente. Consi-
deramos la factorizacion canonica de f en Fy[z] y analizamos cada uno de los polinomios
monicos irreducibles b € Fy[z]. Sea m su grado y e un entero positivo (la potencia del
polinomio en la factorizacion).

En este caso, podemos calcular ®,(b°) directamente. Los polinomios h € F4[z] con
deg(h) < deg(b®) = em que no son coprimos con b° son exactamente aquellos divisibles
por b, y por tanto de la forma h = gb con deg(g) < em —m. Como hay ¢“™~™ elecciones
distintas para g, obtenemos ®,(b¢) = ¢ — ¢ " = ¢ (1 — ¢ ™).

O
Fl siguiente teorema se deduce directamente del lema anterior y la Proposicion 2.7.

Teorema 2.10. Sea L(z) un g-polinomio no nulo sobre F, con g-asociado convencional I(x).
Entonces, el nimero de raices q-primitivas de L(z) sobre F, es

» N, =0 si L(x) tiene raices multiples
» Np = ®4(I(x)) st L(z) tiene raices simples.

Corolario 2.2. Todo g-polinomio no nulo sobre F, con raices simples tiene al menos una raiz
q-primitiva sobre IFy.

El siguiente teorema nos permite aplicar el corolario anterior para construir una base de
un g-modulo.

Teorema 2.11. Sea M un g-mddulo de dimension m > 1 sobre F,. Entonces existe un ele-
mento ¢ € M tal que {C, e, ¢ .. .,an%l} es una base de M sobre Fy.

Demostracion. Segun el Teorema 2.7, L(x) = HﬁeM(w — ) es un g-polinomio sobre F,. Por el

m—

Corolario 2.2, L(x) tiene una rafz ¢g-primitiva ¢ sobre Fy y los ¢, (%, ¢ ‘12, ot " son elementos
de M.

Razonaremos por reducciéon al absurdo suponiendo que estos elementos son linealmente
dependientes sobre F,. En este caso, ¢ es una raiz de un g-polinomio no nulo sobre F, de grado
menor que ¢ = deg(L(x)), lo que contradice la definicién de raiz g-primitiva de L(x) sobre
[F,. Por tanto, estos m elementos son linealmente independientes sobre I, y forman una base

de M sobre [y, dado que m es la dimension del g-médulo M. ]
Teorema 2.12. En Fym existen exactamente ®4(x™ — 1) elementos ¢ para los cuales
{¢, ¢4, CqQ, cel, Cqm_l} es una base de Fym sobre IF,.

Demostracion. Como Fgm puede considerarse como un g-moédulo, podemos aplicarle el argu-
mento de la demostraciéon del Teorema 2.11. Recordando la Proposicién 1.3, consideramos

L(z) = H (x—pB) =27 — =

ﬁqum
Cada raiz g-primitiva ¢ de L(x) sobre F; genera una base de la forma {(, (9, qu, ce Cqm_l}.
Por otro lado, si ¢ € Fgm no es una raiz g-primitiva de L(x), entonces ¢, (9, CQQ, ...,¢9" son

linealmente dependientes sobre Fy, y por tanto no forman una base de Fym sobre .

En consecuencia, el ntimero de elementos ¢ € Fym tales que {(, (¢, qu, el (qm_l} conforma
una base de Fym sobre I, es igual al nimero de raices g-primitivas de L(x) sobre Fy, que viene
dado por ®,(z™ — 1) segin el Teorema 2.10. O



Capitulo 3

Codigos de Gabidulin

En este capitulo, ofreceremos una introduccién a la métrica del rango (ver [13], Seccion
2.3) y sus propiedades fundamentales aprovechando las nociones previas sobre cuerpos finitos,
codigos lineales y polinomios linealizados. Incluiremos una versiéon analoga en el contexto de
esta nueva métrica de determinados resultados, definiciones y cotas para los parametros de
un codigo definidas en la seccion de Codigos Lineales [seccion 1.2|. Entre otros conceptos,
introduciremos el equivalente a la cota de Singleton en la métrica del rango y el de codigos de
méxima distancia de rango (codigos MRD).

A continuacion, definiremos los codigos de Gabidulin a través de la evaluacion de polinomios
linealizados. Estos co6digos destacan por ser considerados el anédlogo, en la métrica de rango,
de los codigos de Reed—Solomon que describimos en la métrica de Hamming. Esta analogia
se basa en varios aspectos, como su construccion a partir de la evaluacién de polinomios y su
optima distancia minima. De hecho, veremos que los c6digos de Gabidulin alcanzan una cota
de tipo Singleton adaptada al contexto de la métrica de rango.

3.1. Meétrica del rango

Para poder describir la métrica del rango y sus propiedades, debemos dar algunas de-
finiciones y aclaraciones de notaciéon. Empezaremos por describir el conjunto de todos los
subespacios de F* de dimensién 7 < m, que denotaremos por G,(m, 7). Denominaremos co-
eficiente q-binomial o coeficiente binomial Gaussiano al cardinal de G,(m,7) y daremos un
resultado que determina su valor.

Lema 3.1. El numero de subespacios de dimension T de Fy" es

m T—1 qm_qi
<r>q‘= ng(mﬁ)lzgw,

y se conoce como coeficiente q-binomial (ver [8]).

Demostracion. Primero, elegimos un subespacio de dimension 7 del espacio de las filas Fi'.
El nimero de formas de escoger una base de este subespacio, es decir, de escoger T-uplas de
vectores linealmente independientes en Fy', es:

T—1
=0
Sin embargo, hay diferentes bases que generan el mismo subespacio, por lo que debemos dividir

37
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entre el nimero de bases ordenadas de Fy, que es:

7—1

@ -1 ) (—a =[] -d)

i=0

Asi, el nimero total de subespacios de dimension 7 en Fj" es el coeficiente g-binomial:

—_ —1 i

<m> @ =D@"—q)(q" - Tl (@™ - d)
q

T - =) (- [ —q)

O]

Ademaés, en este capitulo usaremos ;" para denotar el conjunto de todas las matrices

s x n sobre Fg y Fym = F%” para denotar el conjunto de todos los vectores fila de longitud n

sobre [Fgm.

Siguiendo con detalles de notacién, vamos describir una aplicacién biyectiva ue lleva
) )
elementos a € qu en matrices A € ]Fq xn

Definicion 3.1. Sea B = {fo, 51, ..., Bm—1} una base de Fgm sobre F,. Fijamos un orden para
esta base 8 = (o 1 ... Bm—1) y sea a € Fym un vector. La extension de a sobre el cuerpo
base viene dada por la siguiente aplicacion biyectiva:

. mn mXn
extg : ]qu — Fq

Aoy Aor ... Aop—1
A1p A .. Aipa
a:(aoal...an,l)l—mél: . . .
Ap—10 Am-11 o Ap—ip—

donde A € }FZI”X" esta definida de manera que satisface que:

m—1
a; = Z Ai,j/Bia Vj e [O,n — 1]
i=0
Dicho de otro modo, a = (3 - A.

Como observacion, vemos que si aplicamos extg a un tnico elemento a € Fym, este se
transforma en un vector columna extg(a) € IE“Z”XI. Ademas, a lo largo del capitulo, llamaremos
palabras a los vectores a € Fiin y usaremos las siguientes notaciones para alternar entre la
representacion vectorial y matricial y las usaremos de forma intercambiable:

A =extg(a), a= extgl(A).

Ademés, denotamos por rk(a) al rango de A = extg(a) sobre Fy, y por Ry(A) y C4(A)
al espacio fila y al espacio columna de A sobre F,. El niicleo por columnas (nticleo derecho,
ker(A) = {x € Fjy | Ax = 0}) de una matriz se escribird como ker(A), y por notacion:

ker(a) = ker(extg(a)) = ker(A).
Para cualquier matriz A € Fi**™ (o bien vector a € Fy) se verifica:
dim(ker(A)) +rk(A4) = n.

Basdndonos en esta biyectividad entre cada vector a € Fym y la matriz correspondiente
A€ IFZ”X”, podemos dar las siguientes dos definiciones de peso y distancia en la métrica del
rango.
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Definicion 3.2. Sean a = (ag a1 ... an-1), b= (bo b1 ... by—1) € Fym y sean A = extp(a),
B = extg(b) € F;"™" las representaciones matriciales con respecto a una base B de Fym sobre

[F,. Se definen:

» El peso de rango de a como el rango de su representaciéon matricial sobre Fg, es decir,

wtg(a) := rk(a) = rk(A4).

= La distancia de rango entre a y b como el rango de la diferencia de las dos representa-
ciones matriciales, es decir,

dr(a,b) :=rk(a—b) =rk(A — B).

A continuacién, probamos que la distancia del rango efectivamente cumple las condiciones
necesarias para ser una distancia.

Lema 3.2. La distancia de rango dr descrita arriba es una métrica.

Demostracion. Dadas A, B,C € IF;"X”, se verifican las siguientes propiedades:

= No negatividad: El rango de cualquier matriz es un niimero entero no negativo, es decir,
rk(A—B) > 0.
Ademés, rk(A — B) = 0 si y solo si A — B es la matriz nula, lo que equivale a A = B.
= Simetria: Observamos que
rk(A — B) =1k(—(B — A)) = k(B — A),

ya que el rango de una matriz no cambia al multiplicarla por un escalar no nulo, en
particular por —1.

= Desigualdad triangular. Se utiliza la propiedad de que el rango de la suma de dos matrices
no puede exceder a la suma de sus rangos individuales:

k(A + B) <1k(A) +r1k(B), VA, BecF™".
Observamos que A — C = (A — B) + (B — (), luego por lo anterior,

rk(A — C) = 1k((A — B) + (B — C)) < tk(A — B) + k(B — O).

Por lo tanto, la funcion dr(a,b) = rk(A — B) satisface todas las propiedades de una métrica.
0

Atendiendo a la métrica del rango, una esfera de radio T alrededor de una palabra a € Fym,
Sh(a) = SR(A), es el conjunto de todas las palabras a distancia de rango exactamente 7 de
a; y una bola de radio T con centro la palabra a, Bf,(a) = BE(A), es el conjunto de todas las
palabras a distancia de rango < 7 de a .

De este modo, el cardinal de B} (a) se puede obtener sumando los cardinales de las esferas
en torno a a de radio desde 0 hasta 7. Para poder dar una férmula concreta, hemos de dar un
resultado previo.
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Lema 3.3. El nimero de matrices m x n sobre Fy de rango exactamente T es
m T—1
n_ qJ
<T> [ -,
q =0
donde (T)q es el coeficiente g-binomial (ver en [8]).

Demostracion. Primero, para construir una matriz de rango 7, recordamos que el niimero total
de subespacios de dimension 7 en Fy" es el coeficiente g-binomial:

T

<m> _ @ =-D" a7 _ i@ —d)
o @-D—q-@—-aY I —q)

Fijado un subespacio de dimensién 7 en ", consideramos una matriz B € F;**" tal que
sus columnas generan dicho subespacio. Entonces, todas las matrices en Fj'*" que tienen a
dicho subespacio como espacio columna son de la forma M = BA, donde A € F7*" recorre
todas las matrices de rango 7. El nimero de formas de escoger una matriz de este tipo es

Por lo tanto, el namero total de matrices m x n de rango exactamente 7 es:
m T—1
(") M-
T .
q ]:O

O]

Ayudéandonos del lema anterior podemos determinar con facilidad los cardinales de la bola
y la esfera de radio 7 con centro en una palabra a. Obtenemos lo siguiente:

SH(a ()r_[ " g, (3.1)

T i—1
Bl =3 Isital = X (1) ( ITa" - ) (32)
=0 =0 3=0

Observamos que los cardinales de BL(a) y S (a) son independientes de la eleccion de la
palabra central.

Introducimos ahora la idea de c6digo en la métrica de rango. Recordamos la Definicion
1.6 de codigo en bloque de longitud n y la Definicion 1.7 de cédigo lineal sobre Fym y sus
parametros fundamentales, [n, k, d] (longitud n, dimension & y distancia minima de Hamming
d ). Vimos que un codigo lineal [n, k, d] sobre Fym puede verse como un subespacio de Fgm de
dimension k, y su cardinal es M = ¢™*

A continuacion, damos las siguientes definiciones analogas para la métrica con la que
estamos tratando.
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Definicion 3.3. Un cddigo en la métrica de rango (no necesariamente lineal) sobre Fm,
denotado por [n, M,d|g, es un codigo de longitud n, cadinal M y distancia minima para la
métrica del rango d.

Un codigo lineal en la métrica de rango de longitud n, dimensién k y distancia minima d
para la métrica del rango es un subespacio vectorial de Fym de dimension k. Lo denotaremos
por [n, k,d]g.

Como observacion, las palabras de los cédigos definidos asi pueden verse como vectores
en Fym, o equivalentemente como matrices en IF;”X”. Ahora bien, para que lo anterior tenga
sentido debemos dar la definicién para la distancia minima en la métrica del rango.

Definicién 3.4. Dado un codigo C, de tipo [n, M, d] g sobre Fy', la distancia de rango minimo
viene dada por

d:= min {dgr(ci,c2)} = min {rk(c; —c2)}.
cy,c2€C cy,c2€C
c17£c2 c17£co

Continuamos profundizando con algunos resultados para cddigos lineales en el contexto de
la métrica del rango.

Corolario 3.1. Para un cédigo lineal [n, k,d]r sobre Fgm, la distancia de rango minimo es el
peso de rango minimo:

d= min {wtgr(c)}.
c#0

Demostracion. La distancia de rango entre dos palabras ¢; y co de un c6digo lineal C es
dR(Cl, C2) = l"k(Cl — Cz).

Ademas, por la linealidad del codigo, ¢ — co € C. Asi, podemos minimizar la distancia de
rango entre dos palabras distintas y equivaldra a hallar el minimo rango de una palabra no
nula del codigo, es decir:

d = min rk(c; —c2) = minrk(c),

c1,c2€C ceC
c17cC2 c#0
que es la definiciéon de minimo peso de rango. O

FEl siguiente teorema muestra que podemos caracterizar la distancia minima de un cédigo
lineal en métrica de rango a partir de su matriz de control.
Teorema 3.1. Sea H € Fgﬁfk)xn la matriz de control del cddigo lineal [n,k,d|r sobre Fgm.
Entonces C tiene distancia minima de rango d = 0 si y solo si se verifican las siguientes dos
condiciones:

]F((;;_l)xn

1. Para cualquier matriz A € de rango 0 — 1 , se tiene

rk(AHY) =6 — 1,

2. FExniste una matriz B € ngn de rango d tal que

rk(BH") < 4.

(Ver [2], Theorem 1)
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Demostracion. Tendremos en cuenta la definicién de distancia minima d y el hecho de que un
vector ¢ € Fym pertenece a C siy solo si Hc! = 0.

thsfl) Xxn

Por un lado, la condicién de que para toda matriz A € de rango § — 1 se cumpla

tk(AHY) =6 —1

equivale a afirmar que no existe ninguna palabra del codigo ¢ # 0 tal que rk(c) < §. En
efecto, si existiera una palabra del cddigo ¢ # 0 con rango < §, tendriamos ¢ = xA para algin
X € anTl y alguna matriz A € Fg*“”. Por otro lado, como cH! = 0, entonces xAH! = 0,
por tanto, tk(AH") no puede ser méximo, es decir, tk(AH?) < §—1 y llegamos a contradicciéon
con la condicion (1.).

Por otro lado, falta asegurar que existe una palabra de c6digo de rango d. Supongamos que
existe una matriz B € ]ngn de rango J tal que

rk(BH") < 6.

Esto implica que existe una combinacion lineal no trivial de las filas de B que esta en el niicleo
de H. Esta combinacién lineal conforma una palabra del c6digo lineal ¢ € C que tiene rango a
lo sumo §. Por tanto, como no existen vectores de rango menor que 9, este debe tener rango
exactamente §.

Asi, concluimos que la distancia de rango minima es d = § = rk(c). O

Por otro lado, recordamos el Teorema 1.4, donde definimos la cota de Singleton, y la
Definicion 1.27, donde nos referimos a los codigos MDS como aquellos que para los que se
alcanza esa cota, es decir, para los que d = n — k + 1. En el siguiente teorema damos el
equivalente para la métrica de rango.

Teorema 3.2. Sea C un cidigo [n, M, d|r sobre Fym . Entonces el cardinal M de C estd acotado
de la siguiente manera:

M < qml'n{n(m—d-i—l)7 m(n—d+1)} _ qméx{n, m}- (min{n,m}—d-{—l)‘ (33)

(Ver en Theorem 5.4, [1])

Demostracion. En el caso M = 1, el cédigo tiene una sola palabra y el resultado es trivial,
ya que grax{nm} (min{n,m}—d+1) > 1 para cualquier valor de n, m vy d, y no es significativo el
concepto de distancia minima de rango. Suponemos que M > 2 y consideramos dos palabras
distintas c1,co € C. Por definicion de distancia minima de rango, sabemos que

rk(A) =rk(c; —c2) > d,

siendo A = ext(c; — ¢2) € Fy**" la representacion matricial de €1 — ¢ con respecto a cierta
base. Luego podemos afirmar que el ker(A) tiene dimension a lo sumo min{n, m} — d.

Ahora, fijamos un subespacio Vp C Fy de dimension min{n,m} —d + 1 cualquiera. Dado
que c1 y c2 son distintas, el subespacio Vj no puede estar completamente contenido en el
ker(A) (se cumple que dim(ker(A)) < min{n,m} — d < dim(V})).

Para cada palabra del cédigo ¢ € C o bien cada matriz asociada B, consideramos la
aplicacion lineal (de restriccion al subespacio Vj):

op: Vo CFy —F', v~ Bev,

donde v € Vj es un vector columna. Como el ker(cy — c2) tiene dimensién estrictamente menor
que dim(Vp), existe al menos un vector vy € Vj para el cual Be,vg # Be,vo. Dicho de otro
modo, palabras distintas tienen restricciones a V[ distintas.
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Por tanto, el nimero de palabras del c6digo es como mucho el ntimero total de aplicaciones
sobre V de restriccion como la descrita, lo que equivale a contar las matrices de tamano
méx{n,m} x (min{n, m} —d + 1) sobre F,. Este ntimero es:

qméx{n,m} (min{n,m}—d+1) )

En conclusién, obtenemos la cota para el cardinal del codigo:

M < qma',x{n,m} (mfn{n,m}—d—&—l)_

O]

En la siguiente definicién damos nombre a aquellos cédigos para los que se alcanza la
igualdad en (3.3).

Definiciéon 3.5. Un cddigo de mdzima distancia de rango (MRD) de tipo [n, M, d]r sobre
Fym es aquel cuyo cardinal M es igual a grin{n(m—d+1), m(n—d+1)} "og decir, su cardinal alcanza
la cota dada en (3.3). Lo denotamos por MRD(n, M).

Como observacion, en caso de que el codigo MRD sobre Fym sea lineal de longitud n < m
y dimension k, el Teorema 2.6 implica también que d < n—k+ 1. Si ademas se da la igualdad,
d =n —k +1, se denota por MRD[n, k, d] y tiene cardinal M = ¢™*.

Pasamos ahora a tratar de acotar el cardinal maximo de los c6digos en la métrica del rango,
partiendo de la siguiente definicion.

Definicién 3.6. El cardinal mdzimo de un cédigo de longitud n y distancia minima de rango
d sobre Fy" se denota por Affm (n,d). Se trata de una cota superior para el cardinal de cualquier
codigo [n, M, d]g sobre F", es decir, M < Al (n,d).

Cabe destacar que la definicién anterior asume la existencia de un coédigo [n, M, d]r que
verifique M = Aqu (n,d). Relacionado con ello esté el resultado de abajo, que establece la
version de las cotas de empaquetamiento de esferas de Hamming y de Gilbert—Varshamov en
la métrica de rango.

Teorema 3.3. Sea Affm (n,d) el cardinal mdzimo de un cédigo en bloque [n, M, d]r sobre Fgm,
y sea T = L%J Entonces,

— < AR (nd) < ———. (3.4)
B¢ Vo)~ 1B (0)]

(Ver el Apartado II1, [3]).

Demostracion. La deduccion de las cotas de empaquetamiento de esferas y de Gilbert- Varsha-
mov es independiente de la métrica empleada. De este modo, podemos adaptar directamente
los argumentos clasicos utilizados en la métrica de Hamming al contexto de la métrica del
rango. ]

En (3.4), el lado izquierdo se corresponderia con la cota de Gilbert—Varshamov en métrica
de rango y el lado derecho, con la cota de empaquetamiento de esferas de Hamming. Notese

d

ademas que |B1(%T0)(O)] y |B1(%71)(0)| son independientes de sus centros.

Daremos a continuacién un nombre a aquellos cdédigos para los cuales se verifica la igualdad
correspondiente a la cota de empaquetamiento de esferas en la métrica del rango.
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Definicion 3.7. Un codigo es perfecto en métrica del rango si cumple la igualdad en el lado
derecho de (3.4). Para un coédigo perfecto las bolas de radio 79 = L%J centradas en cada
palabra del cédigo son disjuntas y cubren todo el espacio.

Dicho de otro modo, un cédigo perfecto es aquel que logra el empaquetamiento exacto de
esferas. Sin embargo, veremos en la siguiente proposiciéon una diferencia clave con los cédigos
perfectos en la métrica de Hamming.

Proposicion 3.1. No existen cddigos perfectos en la métrica del rango (ver [7]).

Demostracion. Razonemos por reducciéon al absurdo. Supongamos que existe un cédigo per-
fecto de tipo [n, M, d|r sobre Fy, es decir, que satisface

M x BT() = qmna

L%J y hemos denotado por B, al cardinal de la bola de radio 7y en la métrica

de rango (| By (a) |). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que n < m. Usaremos la
siguiente cota superior para el cardinal de las bolas (Proposition 1, [7]):

donde 9 =

Mq(m—i-n—l—l)To—Tg—i—l > qmn'

Por otro lado, la cota de Singleton establece que

d—1
M < ¢™=d4D) v como 1y = {QJ , se tiene que M < ¢™(=270),

Juntando ambas desigualdades obtenemos que

q(m+n+1)Tngg +m(n—279)+1 > qmn '

Tomando logaritmos en base ¢ en ambos lados y reordenando los términos, resulta:
(n—m)ro > 18 — 70+ 1.
Como partimos de que n —m < 0y 79 > 0, debemos tener que 702 — 710+ 1 < 0. Pero esto
solo es posible si 79 = 1, y en ese caso n = m. Analicemos este caso en profundidad.

Para 790 = 1 (n = m), la formula (3.2) para el cardinal de la bola implica que se debe
satisfacer

n
1

_ " —2¢"+¢
=

MxBlzq"Q, dondeBlzl+( ) " —-1)=1+
q

Por tanto, teniendo en cuenta que 1 = L%J = 1, tomamos d = 3 (ver la observacion de

abajo (*)) y tendriamos, atendiendo al Teorema 3.3 y a la Cota de Singleton:

S0 s s O T2
- -_ q—l )
lo que implica
2 L
T

Sin embargo, esta desigualdad no se satisface para ¢ > 2, lo cual prueba que no pueden
existir cédigos perfectos en la métrica del rango.

(*) Como observacion, si toméaramos d = 4, también valido si 79 = L%J = 1, seria

ain més complicado satisfacer simultaneamente las cotas que para d = 3, dado que quedaria
qn(n—3) > M.
O
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Vamos ahora a introducir dos tipos especiales de c6digos en la métrica de rango, los codigos
q-ciclicos y los cddigos de rango constante. No obstante, debemos de aclarar un detalle de
notaciéon: para cualquier entero i, denotaremos las potencias de ¢ con el fin de simplificar
visualmente los resultados por [i] := ¢'.

Definicion 3.8. Sea C un codigo [n, M, d]r sobre Fgm de longitud n, cardinal M y distancia
minima de rango d. Se denomina cddigo q-ciclico si

b ] Ul L ¥l
(cn_j Ch—jt1 -+ Co Ci -~ cn_j_l) eC,
para cualquier entero j y cualquier palabra del codigo (¢ ¢1 ... ¢p—1) € C.

Definicion 3.9. Un cddigo de rango constante, denotado por CRym[n, M,d, ], es un codigo
sobre Fgm de longitud n, distancia minima de rango d y cardinal M donde todas las palabras
no nulas tienen el mismo rango r. Ademaés, si el codigo es lineal serd r = d.

3.2. Codigos de Gabidulin

Los codigos de Gabidulin (ver [2, 1, 11]) son una clase especial de codigos MRD lineales
y a menudo se consideran analogos en métrica de rango de los codigos de Reed—Solomon
(Definicién 1.28). Como bien introdujimos al inicio del capitulo, estos codigos se basan en la
evaluacién de polinomios linealizados, de modo que haremos un breve inciso que muestre el
procedimiento usando la notacién introducida en la secciéon anterior.

Lema 3.4. Sea B = {fo,1,...,Bm-1} una base de Fgm sobre Fy y sea L(z) =Y 1, oz, un
polinomio linealizado con coeficientes a; € Fgm. Para cualquier b € Fym, denotemos su vector
representacion respecto a la base B (como en la Definicion 3.1) por:

extp(b) = (Bo B ... Bp_1)' € Bt

FEntonces
m—1

L(b) = Z B, L(B;).
i=0
A continuacién, damos una definiciéon formal de los codigos de Gabidulin.

Definicion 3.10. Un codigo de Gabidulin lineal Gab|n, k] sobre Fgm de longitud n < m y
dimensién k < n es el conjunto de todas las palabras que son evaluaciones de un g-polinomio
f(z) € Lgm[x] de g-grado menor que k:

Gabln, k] == {(f(g0) f(91) --. f(gn-1)) = f(&) | f(z) € Lgn[z], con deg, f(z) <k},

donde los elementos fijos go, g1, ..., gn—1 € Fgm son linealmente independientes sobre F, y por
deg, f (z) denotamos al g-grado, es decir, el mayor exponente ¢ de ¢ para el cual no se anula
el coeficiente correspondiente en el polinomio linealizado f(z).

No obstante, podemos dar una descripciéon alternativa de las palabras de los cédigos de
Gabidulin, basada en la definicién de la aplicacion g-transformada y su inversa. Para ello,
introducimos la nociéon de base normal de Fym sobre F,. Observaremos que la normalidad
no es estrictamente necesaria desde un punto de vista tedrico, pero su uso permite reducir
significativamente la complejidad computacional de la transformacion. Ademaés, enunciaremos
un resultado que garantice la existencia de dicha base normal.

Definicion 3.11. Una base de Fym sobre Fy, B = {80, 51, , Bm—1}, €s una base normal si
se tiene 8; = Bl para todo i = 0,--- ,m — 1 y cierto 8 € Fym. Ademas, la denotaremos por
By = {9, gl ... "=} y llamaremos a los 8 € Fym elementos normales.
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El siguiente teorema es esencialmente equivalente al Teorema 2.11, en el que aseguramos
la existencia de un elemento ¢ en un g-médulo M de dimension m > 1 sobre F, tal que

{¢, ¢, qu, ... ,Cqul} es una base de M sobre F,.

Teorema 3.4. En una extension Fym sobre el cuerpo Fy, existe una base normal de Fys sobre
F, para cada divisor s de m. Ademds, para el elemento normal de esta base se cumple 3 = Bls.

El concepto de base dual B de la base B sera necesario para establecer una correspon-
dencia entre polinomios y sus g-transformados. Para describirla es preciso definir la siguiente
aplicacion.

Definicién 3.12. La aplicacion de traza de Fym sobre F, para un elemento a € Fym viene
dada por:
Tr: Fgm — Fy

a > Tr(a) := Y7 all.

Se trata de una aplicacién lineal sobre F, bien definida, dado que para a € Fym, se tiene
Tr(a) € Iy,

Definicién 3.13. Una base B+ = {85, 81, ..., 85_1} de Fym sobre F, se llama base dual de
B = {ﬁﬂv 617 cee )/Bm—l} si

1, sii=y,
Tv (B ) = (3.5)
0, en otro caso.

Lema 3.5. Para cualquier base B de Fym sobre Fy, existe una inica base dual BL. Ademds,
la base dual de una base normal es también una base normal.

Demostracion. La prueba de este resultado se puede encontrar en la seccidén 2.5. Traces,
Norms, and Bases, |5|.

O

Si una base es dual de si misma, es decir, si B = B+, se dice que es una base autodual; si
ademés es normal, se denomina base normal autodual y By = BJN.

Explicamos ahora las operaciones matematicas basicas sobre dos elementos a, b € Fym utili-
zando una base normal By = {8, gl ..., glm=11} de F,m sobre F,. Empleamos la aplicacién
extg (Definicion 3.1) para representar estos dos elementos como vectores en Fy:

(AO Al . Am_l)t = extﬁ(a) S ]FZLXl,
(Bo Bi -+ Bpo1) :=extg(b) € By,

Cabe destacar que, al tratarse de una base normal, hacer la g-ésima potencia de un elemento
en [Fgm equivale a realizar un desplazamiento ciclico del vector correspondiente extg(a) sobre
Fy:

extﬁ (CL[]]> = (Am—j Am—j+1 v AO A1 e Am_j_l)t = extg(a)ij S F?Xl, (23)

donde la flecha hacia abajo indica un desplazamiento ciclico del vector en j posiciones hacia
abajo. La eficiencia de los calculos con bases normales se debe a esta propiedad y al uso de
una llamada tabla de multiplicacién, que describimos a continuacion.
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Definiciéon 3.14. Sea By = {gl%, !, ..., g™~} una base normal de Fym sobre Fy,. La tabla
de multiplicacion de By es la matriz Ty, € F**™ tal que:

5[0].(ﬁ[0} gl ... 5[m—1])t:Tm.(5[0] gl ... ﬁ[m—l])t_

El niimero de elementos no nulos en T,,, se denomina la complejidad de T,,, de la base By
y se denota por comp(T,,).

Ahora procederemos a explicar de qué manera ayuda esta matriz a aumentar la eficiencia a
la hora de realizar operaciones y por qué es apropiada la palabra complejidad en la definicion
anterior.

= Lasuma a+ben Fyn puede realizarse componente a componente como extg(a)+extg(b) €
F;"Xl, y es por tanto sencilla de implementar.

» El producto de a - b € Fym puede calcularse sobre el cuerpo base F,, mediante la tabla
de multiplicacién, de la siguiente manera:

—_

N
extg(a - b) =S B; (Tfn.extﬂ(a)ﬁ) e Tl (3.6)

i

3

Il
o

donde las flechas hacia arriba (o bien hacia abajo) indican desplazamientos ciclicos del
vector en i posiciones hacia la primera (o bien hacia la tltima).

Si uno de los elementos es un elemento de la base, es decir, b = U], entonces el vector
extg(b) es nulo excepto en la fila j-ésima, y (3.6) se convierte en:

extg(a - Blly = (Tfn : extg(a)“) T e IFZIXI. (3.7)

De (3.6) y (3.7) se deduce que el niimero de operaciones en F, necesarias para calcular
a - b depende directamente del namero de elementos no nulos de T,,, es decir, de su
complejidad, comp(T,,). Por lo tanto, es deseable que T}, sea dispersa, es decir, que sea
grande el nimero de elementos nulos de la matriz.

Tal como adelantamos, el concepto de base dual estd estrechamente relacionado con la
aplicacién g-transformada de un polinomio linealizado, que presentaremos a continuacion.

Definicion 3.15. Sea L(z) = Y57, a;z? € Lgn[z] un polinomio linealizado (o simplemente

un vector a = (g, a1, ...,as-1) € Fy), donde s | m, y sea By = (Bl gl . pl=11} una
base normal de Fys sobre F,,.

La g-transformada de L(x) respecto a By es la aplicacion correspondiente al polinomio

linealizado L(z) = Z;;é ajz? (o simplemente al vector & = (@, a1, ..., ds—1) € F5) definido
por
. S_l . .
a; =LA =" aiplt Ve 0,s—1]. (3.8)
=0

Denotamos el vector representacion de «; € Fym sobre Fy usando una base de Fym sobre
[F, por extg(c;). De manera analoga, el vector representacion de @;, denotado por extg(a;),
puede expresarse como

dr,
extg(a;) = extg (L(Bm)) =) exty(aq) B, (3.9)
1=0

donde dy, = deg, L(x) < s, y @; puede obtenerse mediante extgl (extg(y)).
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Para poder invertir la correspondencia entre el g-polinomio y su g-transformado, necesita-
mos una transformacion inversa a la descrita anteriormente. El siguiente teorema muestra que
es posible realizar esta operaciéon y recuperar el polinomio original.

Teorema 3.5. Sea

s—1
L(z) = a;z? € Lym[z]
J

Il
=)

el polinomio q-transformado de

s—1
L(z) = Zaimql € Lym[z],
=0

donde s divide a m, y sea By = {/B[O],,B[l], . ,5[5_1]} una base normal en Fym sobre F,. Sea
By = {p 01, gt pHs=1Y una base normal dual de By. Entonces,
m—1
ai=1 (ﬁ““) =Y @ptH vieos 1], (3.10)
j=0
El vector o« = (g, 1,...,05-1) € [y es el vector de coeficientes del llamado polinomio g-

transformado inverso de E(x) respecto de la base normal dual By

Demostracion. La condicién s | m garantiza que existe una base normal dual By (ver Lema
3.4). Sean las matrices:

glor gl ... gls—1 gLor gLl ... gLls—1
gl gl .. glol gLl g2l ..o gLl
B= , Bl= . (3.11)
pls—1 glol ... gls—2 gLl gLon ... pglis—2
Por definicion, (ap, aq,...,0s—1) = (oo, a1, ...,an—1) - B (ver (3.8)). Calculando
o = (Qp,...,0._1) BT, estoes, af = a(ﬁﬂi]) para i € [0,s — 1],
se tiene:
o = (ag,01,...,0p_1)-B-BL.

Ademés, debido a la definicion de la base dual (ver 3.5) y al hecho de que
Te(p0p+1) = T (B = Te(85%),

obtenemos:

Tr(B8+) Tr(ﬁﬁ“”) Tr(BBL[S—l}) 10 - 0

Tr(ﬁ[ll/BL) Tr(/@[llﬁl[ll) Tr(ﬁ[l}/gl[s—ll) 01 --- 0

Tr(g[sfllgL) Tr(g[sfllgL[ll) Tr(ﬂ[sfl]gL[sfll) 00 --- 1

Por lo tanto, se concluye que o’ = a, lo que prueba el resultado. O
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Habiendo introducido las nociones necesarias, estamos en condiciones de presentar una
descripcion de las palabras de un codigo de Gabidulin, Gab[n, k], alternativa a la que se planteo
al inicio del capitulo. En efecto, dichas palabras pueden definirse como la g-transformada
inversa (ver el Teorema 3.5) de los polinomios de evaluaciéon f(x) con deg,(f(z)) < k. Para
ello, necesitamos una base normal B = {ﬁd‘, ,Bf-, . ,5#_1} de Fyn sobre [Fy.

Segun el Lema 3.4, tal base existe en Fym si n divide a m y, en particular, para n = m.
Los coeficientes de las palabras del cédigo pueden entonces darse mediante la g-transformada
inversa de f(x) como en el Teorema 3.5:

n—1

ci = f(BH) =" (B, vieo,n—1]. (3.12)

J=0

Como observacion, es claro que una definicion més general de la g-transformada (y su in-
versa) usando una base arbitraria y su base dual es equivalente a la evaluacion de un polinomio
linealizado.

Tal y como dijimos al comenzar la seccién, los codigos de Gabidulin son cédigos MRD.
Lo comprobaremos tras incidir en determinados conceptos indispensables. En primer lugar,
describiremos la matriz de g-Vandermonde (ver [9]), que desempena un papel importante a la
hora de evaluar g-polinomios.

Definiciéon 3.16. Para un vector e = (ag, 1,...,Qp—1) € Fym, la matriz de g-Vandermonde
de tamaifio s X n se obtiene mediante la siguiente aplicacién:

Rin) SXMN
qvan, : Fom — Fom

Qg ai T Q-
S

a=(ag,a1,...,anp_1) — quang(a) := : (3.13)
ag“” oz[f*” o O[szlu

Recordemos para cualquier polinomio linealizado L(x) de ¢g-grado d; < m induce una
aplicaciéon Fg-lineal L : Fgm — Fgm, y el nicleo de esta aplicacién se corresponde con el
espacio de raices de L(z) (como vimos en (2.9)), es decir,

ker(L) = {b € Fgm : L(b) = 0}.
Este puede interpretarse como el nicleo por columnas (por la derecha) de una matriz A.

Definicion 3.17. La maitriz de evaluacion asociada A es la matriz que se obtiene evaluando
L(x) en una base B = {fy, 51, ..,0Bm—1} de Fgm sobre F, y representando el resultado sobre
[F,. Expresado de otro modo,

A = extp ((L(Bo) L(B1) - L(Bm-1))) € FZ™.

El siguiente lema muestra la conexion entre el espacio de raices de L(x) y el rango de la
matriz asociada.
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Lema 3.6. Sea L(x) € Lgm[x] un polinomio linealizado no nulo de g-grado dy, < m. Entonces,
el rango de la matriz de evaluacion asociada satisface:

rh(A) > m —dy.

Demostracion. Dado que deg, L(x) = dy, el polinomio tiene como maximo ¢t raices en Fym
y, por tanto, la dimensién del espacio de raices es a lo sumo dj. Este espacio de raices es
equivalente al nticleo por columnas de A, por lo que:

dim(ker(A)) < dr.
Aplicando el hecho de que dim(ker(A)) + rk(A) = m obtenemos que, efectivamente,
rk(A) > m —dy.
O]
Lo siguiente esté relacionado con la idea de que el niicleo de la aplicaciéon L es el espacio
de raices de L(z), visto como un subespacio vectorial sobre F,. Dado un segundo polinomio

linealizado Ly (), la composicion Lo(L(z)) méd (zI™ — ) es, a su vez, una aplicacion lineal
Lo o L, cuyo nucleo contiene el nucleo de L. Lo establecemos formalmente en el lema siguiente.

Lema 3.7. Sean a(z) y b(z) dos polinomios linealizados en Lym[x] con deg, a(z), deg, b(r) <
m. Sea c¢(z) = b(a(z)) y sea B ={Bo,S1,...,Bm-1} una base de Fym sobre F,. Definamos

A = extg ((a(Bo) a(B1) ... a(Bm-1))), C = extg((c(Bo)c(fr) ... c(Bm-1))) -

Entonces, para los espacios de filas se cumple:

Rq(C) € Ry(A).

Demostracion. Consideremos los polinomios linealizados como aplicaciones lineales sobre Fgm.
Entonces, el nicleo de la aplicacion a es equivalente al conjunto de raices de a(z) en Fym,
considerado como un espacio vectorial sobre F,. Dado que las raices de a(x) también son
raices de c¢(x) = b(a(x)), se verifica ker(a) C ker(c). Por lo tanto, también se verifica para las
matrices de evaluacion asociadas que ker(A) C ker(C), de modo que los espacios fila cumplen
que Ry(C) C Ry(A). N

Teorema 3.6. La distancia minima de rango de un cédigo Gabidulin, Gabln, k|, sobre Fqm
conn<mesd=n—k+1.

Demostracion. Cada polinomio de evaluacion f(z) tiene g-grado menor que k y, por tanto, la
dimension del espacio de sus raices sobre Fy" es como maximo k — 1.

Sea C = extg(c) € Fy"*" la representacion matricial de ¢ € Gab|n, k. Por el Lema 3.6,
teniendo en cuenta que la dimensién del ntcleo de C es igual a la dimensién del espacio de
raices del correspondiente polinomio de evaluacion f(x), se tiene:

tk(C) >n — (k—1) = dimker(c) < k—1, Vc € Gabln,k|.
Existe una palabra del codigo ¢ € Gabln, k] de rango d. Para esta palabra,
dimker(c) = n —rk(c) =n —d.
Asi, se deduce:
n—-d<k-1 <= d>n—-—k+1.

Por otro lado, la cota de tipo Singleton (ver ecuacion (3.3)) implica que d < n — k + 1. Asi,
concluimos que
d=n—k+1,

y los cédigos de Gabidulin son cédigos MRD, como queriamos demostrar. O
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Basandonos en la Definicion 3.10 de codigo lineal de Gabidulin, podemos dar la matriz
generadora de un codigo de Gabidulin usando los elementos go, g1, ..., gn—1 € F¢m linealmente
independientes sobre F,. Se trata de la siguiente matriz

a g gy
g gl
G =qvan,((9o g1 --- gn-1)) = , (3.14)
k—1 k—1 k—1
e g e

ya que evaluar un polinomio linealizado de g-grado menor que k equivale a multiplicar sus
coeficientes por la matriz de tipo ¢g-Vandermonde (3.13).

Ahora, construiremos una matriz de control para un coédigo de Gabidulin, aprovechando
la estructura algebraica de los polinomios linealizados que definen sus palabras de codigo.

Lema 3.8. Sea G una matriz generadora de un cddigo Gab[n,k] como en (3.14), donde
90,915 ---,9n—1 € Fgm son linealmente independientes sobre Fy. Sean ho,hi,...,hp—1 una
solucion no trivial del siguiente sistema de n — 1 ecuaciones lineales:

}:gmh—o Vie{-n+k+1,. .. k—1}. (3.15)

Entonces, la matriz de tamano (n — k) x n

! L
nl! N
H = quan,_((ho h1 ... hp—1)) = . ] ,
h([]n—k—l] h[ln—k—l} o hZL_—lk—l]

es una matriz de control del codigo Gab[n, k).

Demostracion. Debemos probar que H verifica G - HY = 0. Esta ecuacién matricial es equiva-
lente al siguiente sistema de n — 1 ecuaciones lineales:

}:JWN] 0, V1ef0,....k—1}, je{0,....n—k—1},

n_1
=Y ghi=0 Vie{-n+k+1,... k-1}
i=0
Por lo tanto, si hg, h1,...,h,—1 son linealmente independientes sobre F,, H es la matriz
buscada (una matriz de control del codigo y una matriz generadora del codigo dual Gab[n,n—
k]). Veamos que efectivamente son linealmente independientes.
Para demostrar esto, denotemos

~ —n+k —n+k —n+k
:(gé ++1]g£ +k+1] 7[11++1])

Entonces, el sistema de ecuaciones del que partimos, (3.15), es equivalente a:

qvan,,_1(g) - (ho hy ... hy_1)' = 0. (3.16)
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La matriz qvan,,_;(g) es una matriz de control de un cédigo Gab|n, 1], ya que

g([)_n+k+”, E_TH_IH_H, el Lirll+k+1] son linealmente independientes sobre F, (ver (3.14)). Por

tanto, el vector (hg hy ... hp—1) es una palabra del codigo Gabin, 1].

Ademas, este codigo, Gab[n, 1], tiene distancia minima d = n — 1+ 1 = n, por lo que
tk((ho h1 ... hp—1)) = n. Por tanto, ho, h1, ..., h,—1 son linealmente independientes sobre F,
y H es una matriz generadora del codigo dual Gab[n,n —k]. Luego H es una matriz de control

del codigo Gab|n, k]. O

A raiz de la demostracion anterior, resulta natural hacer referencia al siguiente resultado,
sobre el dual de un codigo de Gabidulin.

Teorema 3.7. Sea C un cédigo de Gabidulin Gab[n, k| definido sobre Fgm conn < m. Entonces
el cédigo dual C* es un codigo Gab[n,n — k]. (Ver [2], Teorema 3)

Demostracion. Es consecuencia inmediata del lema anterior: la matriz generadora del dual de
un codigo Gabin, k] es la matriz de control de este, H, de tamano (n — k) x n. O

El siguiente lema profundiza en los co6digos g-ciclicos, ahora introduciéndolos en el contexto
de los codigos de Gabidulin.

Lema 3.9. Sea g = (g0,91,---,9n-1) = (5[0]75[1}7 e ,,8[“_1]) una base normal ordenada de
Fym sobre Fy y sea Gab[n, k] un cédigo de Gabidulin sobre Fym.
Entonces, Gab[n, k] es g-ciclico.

Demostracion. Recordamos la Definiciéon 3.8 de codigo g-ciclico. Debemos demostrar que para

cualquier entero j y cualquier palabra de codigo ¢ = (cp, c1,...,cn—1) € Gab|n, k], la palabra
c=(6¢1 ... Cp1):= (cglj cgljﬂ e 65]—1 c([)j] c[lj] e Cg]—j—l)

es también una palabra del codigo Gab|n, k].

Los elementos de €, como en (3.12), se pueden expresar de la siguiente manera:

G = cgjlj = (f(ﬁj‘[i_j])yj] =2Vl o f(2) =2Vl o f(z) 0zl Vi e [0,n—1].

) e=pL1]

Por lo tanto, para cada g-polinomio de g-grado < k, f(x) = Zf:_ol 52l obtenemos:

Fla) = 2 o f(zoald) = fUlal0l 4 gllall oyl gl

que verifica deg, f(r) = deg, f(r) < k. Asi, tenemos que

&= (C0¢1 ... Gn1) = flg) = (f(ﬁ[o])f‘(ﬁ[l]) f(ﬁ[n—l})>
es una palabra de codigo de Gabin, k. O

El siguiente corolario deriva del Teorema 3.4, en el que probamos la existencia de una base
normal de Fs sobre [F, en una extension Fgm sobre Fy si s divide a m.

Corolario 3.2. Un cddigo de Gabidulin q-ciclico Gabln, k] de longitud n < m y dimension
k <n sobre Fym existe para cualquier n que divida a m.

Asi, al recordar la ecuacion (3.12), vemos que definir los codigos de Gabidulin mediante la
g-transformada inversa genera co6digos de Gabidulin g-ciclicos.
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Lema 3.10. Sea Gabn, k| un cédigo de Gabidulin q-ciclico sobre Fgm, donde

= (B0 gLl gLin=1Yy es una base normal ordenada de Fyn sobre Fy, con n | m, y
(5[0] sl ,8[”*1]) es una base normal dual de g.

Entonces, para

h:— (B[k} /B[k’-i-l] o 5[k+n—1})

)

la matriz (n — k) xn

ﬂ[k} 5[k+1] o ﬂ[chrnfl}
k1] glk+2] (K]
H = qvan,,_,(h) = v ) 7 ) g

g1 gl a2
es una matriz de control del cédigo Gab[n, k).

Demostracion. En primer lugar, recordamos la demostracién del Teorema 3.5, dado que nos
basaremos en ella para esta prueba. En ella vimos que las palabras del c6digo pueden darse
mediante la ¢g-transformada inversa de f(z).

Sean B y B+ las matrices definidas como en (3.11), con s = n. Consideramos H la sub-
matriz formada por las dltimas n — k filas de B, y G! la submatriz n x k de B+, formada por
las primeras k columnas de BL.

Entonces, G es exactamente la matriz generadora de (3.14) y se tiene

ﬂ[k] 5[k+1} ﬂ[kJrnfl] 5L[O] BL[I} @L[kfll

[k+1]  glk+2] ... (%] L[] 12 ... L[]
g1 gol . g2 ) \glie1 gl L. gl
como se prob6 en la demostracion del Teorema 3.5.
Dado que h = (5 (k] glk+1) B [’”"*1]) consiste en n elementos linealmente independientes,

H es una matriz de control del codigo Gabln, k. O
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Capitulo 4

Algoritmo de Loidreau

En este capitulo, estudiaremos el algoritmo de Loidreau (ver [6]). Se trata de una modi-
ficacion del algoritmo de Welch-Berlekamp (ver [14]), originalmente disefiado para la desco-
dificacion de coddigos de Reed-Solomon en métrica de Hamming. En concreto, el algoritmo
de Loidreau consiste en una adaptaciéon del algoritmo clasico al contexto de los codigos de
Gabidulin y la métrica del rango.

En primer lugar, presentaremos el problema de descodificaciéon de los coédigos de Gabidulin.
A continuacion, estableceremos su conexion con el problema de reconstruccion de polinomios li-
nealizados, que se basa en una tarea de interpolacién bajo ciertas restricciones, y describiremos
la estrategia general para resolverlo. Finalmente, expondremos dos algoritmos de descodifica-
cion de codigos de Gabidulin, o més bien, dos algoritmos para la obtencion de g-polinomios
que satisfagan las condiciones impuestas por el problema de reconstruccion.

4.1. Descodificacién en la métrica del rango

En esta seccion, veremos que el problema de descodificaciéon de coédigos de Gabidulin esta
relacionado con un problema de reconstruccién de ¢g-polinomios. Formularemos ambos indivi-
dualmente y, a continuacién, daremos un resultado que los relaciona.

Antes de comenzar, haremos una breve aclaraciéon de notaciéon, que serd empleada a lo
largo del capitulo. Tenemos en cuenta que un codigo de Gabidulin de dimension k (o bien, su
matriz generadora, como en (3.13)) puede venir representado por un conjunto de n elementos
de Fym, g = (91, ..,9n), linealmente independientes sobre el cuerpo F,. Asi, en este capitulo
lo denotaremos por Gaby(g).

De este modo, en el contexto de la métrica del rango, el problema de descodificaciéon de un
codigo se puede formular de la manera que mostramos a continuacion.

Definicién 4.1. Recibido un vector y sobre Fym y considerados un codigo C sobre Fgm y un
entero positivo t, la descodificacion(y,C,t), si existe, consiste en encontrar una palabra c € C
y un vector de error e tales que

Rk(e) <t verificando y =c+e.

Aqui, siempre que t sea menor o igual a la capacidad de correccién de errores del codigo
C, la solucion es tnica (si existe).

Recordamos que los co6digos de Gabidulin se basan en la evaluacion de polinomios linea-
lizados, por lo que resulta natural vincular el problema de descodificacién a un problema de
reconstruccion de g-polinomios. Veamos en de qué manera se formula este problema.

55
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Definicion 4.2. La reconstruccion(y = (y1,...,Yn), & = (91,.-.,9n), k, t) de un g-polinomio
consiste en en encontrar un par (V, f) donde V' es un g-polinomio no nulo de ¢g-grado <ty f
es un g-polinomio de ¢g-grado < k, tales que

V(yi) =V (f(g:)), paratodoi=1,...,n.

Este problema se puede relacionar con el problema de descodificaciéon de los codigos de
Gabidulin mediante el siguiente teorema.

Teorema 4.1. Dada cualquier solucidn al problema de reconstruccion(y,g, k,t), donde los g;
son linealmente independientes sobre Fy, se obtiene una solucion al problema
descodificacion(y, Gabk(g),t) en tiempo polinomial.

Demostracion. Sea L el conjunto de soluciones del problema de reconstruccion(y, g, k,t), to-
mamos (Vi, f1) € L. Entonces, para todo i = 1,...,n, se cample que Vi(y;) = V1(f1(g:)). Por
linealidad del g-polinomio Vi, se deduce que

Vi(yi — f1(gi)) =0, paratodoi=1,...,n.
Esto equivale a que para todo %, el elemento del cuerpo Fym

ei =y — f1(g)

pertenece al niicleo de Vi, es decir, a un espacio vectorial sobre F, de dimensiéon a lo sumo
deg, (V1) < t. Por tanto, el vector de error e = (e1,...,e,) tiene rango a lo sumo ¢, y ¢ :=
(f1(g1), ..., fi(gn)) es una palabra del codigo Gabyg(g), es decir, una solucion del problema de
descodificacion(y, Gabg(g), t).

Ademas, todas estas transformaciones pueden realizarse mediante una cantidad de opera-
ciones que crece como una funcién polinémica de los pardmetros del codigo, es decir, en tiempo
polinomial. O

Por lo tanto, disenar algoritmos para la reconstruccién de polinomios g¢-lineales permite
resolver el problema de decodificacion en la métrica de rango.

4.2. Resolucion del problema de reconstruccion

En esta seccién, describiremos con detalle el problema de reconstrucciéon de g-polinomios
y expondremos el fundamento tedrico que respalda la implementacion algoritmica de su reso-
lucién. Partimos de los siguientes datos:

» Un vector y = (y1,...,Yn) de elementos tomados en el cuerpo Fym,
» un vector g = (g1,...,9n) de elementos tomados en Fym, linealmente independientes
sobre I,

= enteros k y t.

Para resolver el problema de reconstruccion(y, g, k, t), necesitamos encontrar g-polinomios
V con deg,(V) <t,y f con deg,(f) < k, tales que:

V(yi) =V (f(gi)), paratodoi=1,...,n. (4.1)
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Se trata de un sistema (en general, no lineal) de n ecuaciones con ¢t + 1 + k incognitas.
Como no disponemos de una estrategia directa para resolverlo, cambiaremos el enfoque del
problema: encontrar un par de g-polinomios (V, N), tales que:

V(yi) = N(gi), Vi=1,...,n,
deg, (V) <t, (4.2)
deg,(N) <k+t—1.

Este sistema es lineal, y sus incognitas son los k + 2t + 1 coeficientes de N y V. Sin embargo,
hemos de comprobar que efectivamente se puede establecer una relaciéon entre los conjuntos
de soluciones de los dos sistemas.

Proposicion 4.1. Cualquier solucion (V,p) del sistema (4.1) proporciona una solucion
(V,N =V op) del sistema (4.2).

Demostracion. Sea (Vj, po) una solucion del sistema (4.1). Entonces, el par (Vy, No = Vi o pp)
es una solucion del sistema (4.2). O

Ademas, en algunos casos, existe reciprocidad entre los dos sistemas, como se plantea a
continuacion.

Proposicion 4.2. Sit < (n — k)/2 y existe al menos una solucion no nula del sistema
(4.1), entonces el espacio vectorial de soluciones del sistema (4.2) tiene dimensidon igual a 1,
y cualquier solucion no nula del sistema (4.2) proporciona una solucion del sistema (4.1).

Demostracion. Analizamos en primer lugar el caso de que la dimension del espacio de solucio-
nes del sistema (4.2) sea 0. Esto implica que la tnica solucion es (0,0), lo que resulta, por la
Proposicion 4.1, en que la tnica solucion del sistema (4.1) también es (0,0).

Supongamos ahora que existe una soluciéon no nula (Vp,pg) del sistema (4.1), de modo
que cumple V(y;) = Vo(po(gi)). Entonces cualquier solucion (V, N) del sistema (4.2) satisface
(teniendo en cuenta las propiedades de linealidad de estos particulares polinomios):

VoIN(g:)] = Vo(V (i) = Vo(V (po(g:)))
= VWo[N(g;) =V opo(g:)] =0, Vi=1,...,n.

El g-polinomio V[N — V opp|(x) tiene g-grado < k+ 2t — 1. Ademas, como t < (n —k)/2,
se tiene que deg,(Vo[N — V o pg]) < n — 1. Sin embargo, hemos visto que este polinomio
se anula en al menos n puntos linealmente independientes sobre F,, luego necesariamente
Vo[N — V opgl(z) = 0 vy, dado que los g-polinomios son un dominio de integridad para la
composicion, se obtiene que N = Vopg. Es decir, cualquier solucion (V, N) estd completamente
determinada por V' y el espacio de soluciones del sistema (4.2) es de dimension 1.

Por ultimo, esto implica que existe algin a € Fym tal que (V,N) = a(Vh, Vj o pp). Por
tanto, el conjunto de soluciones de (4.1) es de la forma (a'Vp, pp). O

4.3. Algoritmos de descodificaciéon

Supongamos que hemos recibido un vector y = ¢ + e donde ¢ € Gabg(g) y el vector de
error e tiene rango menor o igual a la capacidad de correcciéon de errores del codigo. Por la
Proposicion 4.2, sabemos que basta con encontrar una solucion del sistema lineal (4.2) para
obtener la solucion tnica del problema de reconstruccion(y, g, k,t). Una vez obtenida esta
solucioén, se puede descodificar facilmente mediante la division euclidea de g-polinomios.

De este modo, el algoritmo de descodificaciéon puede describirse en dos pasos como sigue.
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1. Encontrar un par de g-polinomios (Vp, Ny) que sean solucion del sistema (4.2).

2. Calcular la divisiéon euclidea de Ny por Vp y definir f := Ny/Vp. En este caso se tendria

Volyi) = No(g:) = Vo(f(gi)) = Vo(ys — f(g:)) =0, paratodoi=1,...,n.

Luego e; := y; — f(gi) € ker Vp, que tiene dimension < ¢ sobre Fy, es decir, rk(e) <t y,
si definimos ¢ := f(g), tendremos la descomposicion

yi = f(g;) +e;, paratodoi=1,...,n.

El resto de la seccion esta dedicado a describir dos algoritmos diferentes para resolver el
sistema (4.2), dado que ya sabemos que la division euclidea de g-polinomios del segundo paso
puede calcularse en tiempo polinomial (ver el algoritmo en [10]). De hecho, la complejidad
computacional de calcular la division euclidea entre Ny y Vj es de (k — 1)t multiplicaciones en
]:qu.

4.3.1. Algoritmo natural

En primer lugar describiremos un algoritmo mds natural, mas basico, aunque poco eficiente.
Sean
— t — t
Vi= (U07"'7Ut) ; M= (n()v"'ankthfl) .

Consideramos las representaciones matriciales V, N sobre F; de v, n, respectivamente, y defi-
nimos la matriz:

[k+t—1] [t]
g1 91 Y1
S :: . .

gv[zk;t_l] yn y;[f]

n

Entonces resolver el sistema (4.2) es equivalente a resolver el sistema lineal:

S (3) = 0. (4.3)

Las incégnitas del sistema son los vectores n y v, es decir, tenemos k+2t+1 incégnitas. Por
tanto, el coste de resolucion del sistema lineal es del orden de (k + 2t)3 operaciones sobre F,,.
Este coste es demasiado alto para que el algoritmo se pueda implementar de forma eficiente,
comparado con otros algoritmos de descodificacion existentes.

Tratamos de mejorar este coste computacional. Al observar la ecuaciéon 4.3, se puede ver
que una parte de la matriz S es independiente de la palabra recibida, y depende tnicamente
de los parametros del codigo Gabidulin, luego escribiremos

([ G|
s=(aln)
donde g
G = gij i=1,..., k
( )jo,.f., k+ﬁ1

es la submatriz superior izquierda (k + t) x (k 4+ t) de S. Como, por definicion, los g; son
linealmente independientes, (G1 es una matriz invertible, de modo que resolver la ecuacion
(4.3) es equivalente a resolver:

GiN + Y1V =0, N=U x (1V),
GoN + YoV =0, (T x Y1) + Ya)V =0,
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donde U = —Gl_1 yvT = —GQGl_l pueden calcularse previamente. Asi, la complejidad total
de resolucién de este sistema es de

1
2 3 :
(k+t)(k+t"+2t) + it operaciones sobre Fym |.

A pesar de que resulta més eficiente que resolver directamente el sistema original, la com-
plejidad de este método sigue siendo demasiado alta (ctbica en t) en comparacion con la de
otros algoritmos de complejidad, a lo sumo, cuadratica, como es el presentado en el siguiente
apartado.

4.3.2. Algoritmo elaborado

A continuacién mostraremos un algoritmo mds elaborado y eficiente para resolver el pro-
blema de reconstrucciéon de polinomios. Recordamos que nuestro objetivo es encontrar dos
g-polinomios V' (y) de g-grado < t, y N(z) de ¢g-grado < k + ¢, que satisfagan el sistema (4.2),
es decir, tales que

V(yi) — N(g:) =0, Vi=1,...,n.

En este caso, construiremos dos secuencias de manera iterativa de polinomios

Vi), NP(@) vy (i), NP (@)

que, para ¢ < n, satisfagan la siguiente propiedad:

do<i, { Vo= M) =
Vi (yk) — Ny (gk) = 0.
Denotamos esta propiedad por P ().
Si logramos acotar los grados de los polinomios de forma que:
degq(vo(n)) <t, o bien degq(Vl(")) <t
deg, (N§") <k —1+1, deg, (NM) <k —1+1,
entonces habremos encontrado los polinomios buscados y estara resuelto el problema.

Para ello, tendremos en cuenta la siguiente idea: como el indice i recorre n posiciones, si los
grados de los polinomios se incrementan en cada paso, no se podréa satisfacer la condiciéon de
acotacion final. Por tanto, debemos encontrar un modo de mantener los grados lo méas bajos
posible.

Supongamos que se ha construido una secuencia de polinomios que satisface P(j) para todo
j=0,...,i < n. Veremos ahora como construir polinomios que satisfacen P(i + 1). Primero
definimos las siguientes diferencias de polinomios evaluados,

so) =V wir1) = N (i), s =V (i) = N (gi),
que, en caso de valer 0, la propiedad P(i + 1) se satisface inmediatamente.

Llevaremos a cabo un procedimiento en dos pasos, con el fin de construir polinomios que
satisfagan P(i + 1).
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= El primer paso, més sencillo, consiste en evaluar
i+1 i i) nr(i
Ny (@) = NP (@) - s Ny (@),
i+1 % % %
Vo' ) = ) - sV ).
Esto corresponde a la interpolacion del polinomio multivariante Q(z,y) := V(y) — N(z)

en el punto [(¥i+1,gi+1),0]. Comprobamos que para todo k = 1,...,7 4+ 1, se cumple
i+1 i+1

VD (o) = N (g) = 0.

Sin embargo, es importante destacar que este paso incrementa en cada iteracién en una

unidad el g-grado de los polinomios no nulos (estamos realizando la operacion x — w[”).
= Kl segundo paso consiste en realizar una evaluacion cruzada. Se define:
N (@) = s N (@) = 5N (@),
™ N L
() = sV () = sV ).
Esta transformaciéon implica que:

deg, (NV) < max{deg,(N\"), deg, (NS},

con igualdad si los grados de Nl(i) y Néi) son distintos. Por tanto, este método no incre-
menta el grado y se puede verificar que para todo k= 1,...,7 4+ 1, se tiene:

V) () = NI (i) = 0.

Esta es la base del algoritmo de descodificacién que queremos disenar. En resumen, ha-
bra pasos donde se incrementan los grados de uno de los pares de polinomios (por ejemplo,
(VO(Z), Nél))) manteniendo constantes los grados del otro par (por ejemplo, (Vl(l), Nl(l))). Asi,
se logra controlar el crecimiento del grado y podemos asegurar que uno de los pares satisface
las condiciones de acotacién en la dltima iteracion.

Ahora procederemos a describir el algoritmo detalladamente (verlo en pseudocodigo al final
del capitulo, Algorithm 1).

No construiremos las secuencias completas (N(gi), O(i)) y (Nl(i), l(i)), sino que modificare-
mos los polinomios segiin convenga, por motivos de espacio. Esto implica que en cada paso i,

ambos pares de polinomios (N, Vp) v (N1, V1) satisfacen la propiedad P(7).

El algoritmo consta de tres etapas, que explicaremos detenidamente.

1. Previa a la computacion

» Calcular pg, . 4. (2), €l tnico polinomio moénico de g-grado k tal que

-----

Lgr,..g:(95) =0, paratodoi=1,... k.

= Calcular la lista de polinomios de interpolacién de Lagrange de g-grado k — 1,

l(x),. .., lg(x), tales que
. li(gj) =0, sij#i,
Vi=L....k {&‘(gi)zl, sij =i

Este conjunto de g-polinomios conforma una base del espacio vectorial de g-polinomios
de g-grado k — 1.
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Para la computacion, pueden usarse los algoritmos descritos en [10].
2. Inicializacion

s Sean Vo =0, No = fig,, .. g

» Sean Vi(y) =y, N1 = Zle yili,

Por las propiedades de los polinomios interpoladores ¢;, el polinomio Nj tiene g-grado
k—1ycumple Vi =1,--- k, Ni(g;) = Z?Zl yili(9i;) = ;. Dicho de otro modo, Ny
interpola los valores de la palabra recibida y = (y1,...,yx) en los puntos g; mediante los
polinomios ;.

2. Aumento de grado alternado

Ahora comprobamos los grados de los pares de polinomios. Intercambiamos en cada paso
los roles de Ng y N1 y de Vp v Vi, de forma que siempre incrementamos el grado de Ny y V.
En primer lugar, definimos el indice auxiliar

Después del i-ésimo paso tenemos:

deg,(No) = k + s;

deg, (Vo) = s si i — k es par y deg, (Vo) = s + 1 si i — k es impar;

deg,(N1) =k +s—1sii—kesparydeg,(Ni)=k+ssii—kesimpar;

deg, (V1) = s.

Por lo tanto, después del paso final n, el par de polinomios (N1, V7) satisface la condicion
para ser una solucion del sistema (4.2), ya que

degq(m):k%”;ﬂ —1 vy deg,(Vi) = V;kJ

4.4. Anilisis de complejidad del algoritmo elaborado

La operaciéon més costosa es la multiplicacion de elementos en cuerpos finitos, de modo que
sera la mas relevante, en comparacion con las operaciones de potenciaciéon y suma. Procedemos
a analizar la complejidad de los procesos descritos en la subseccién anterior.

1. Inicializacion

De los 4 polinomios de partida (Vp, No, V1, N1), el tnico que no puede calcularse de ma-
nera previa a la computaciéon del algoritmo es N;, dado que consiste en una combinacién
lineal de polinomios de interpolacion. Por lo tanto, la complejidad de computar N; es de k>
multiplicaciones en Fym.

2. Aumento alternado de grado

Analizamos la complejidad del algoritmo en el paso i > k + 1.
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= Célculo de séi) y sgi). Recordamos que

s((f) = Vo(i) (Yit1) — Néi) (git1), sgi) = Vl(i) (Yit1) — N1(i) (gi+1)-

Es sencillo verificar que, tanto si ¢ — k es par como si es impar, el coste del célculo de
estos valores es exactamente 2¢ — 1 multiplicaciones.

» Calcular soNi(z)—s1No(z) y soVi(y)—s1Vo(y) cuesta igualmente 2i—1 multiplicaciones.

» Calcular Ny(2)? — soNo(x) y Vo(x)? — soVo(z) cuesta ¢ multiplicaciones.

Por tanto, en cada paso k + 1 < i < n, se deben realizar 5¢ — 2 multiplicaciones. Asi, el
nimero total de multiplicaciones en este paso es:

d o i-2)=5>i- > 2

i=k+1 i=k+1 i=k+1

Por un lado,

n n k
, , . .n(n+1) kE(k+1) 5
5 g 1255 z—5§ i=95 5 -5 5 :§(n(n+1)—k(k+1))
i=k+1 i=1 i=1

y por otro,
n

> 2=2(n—k)

i=k+1

Luego resulta
n

S (5i—2) = g(n(n—l—l) (k4 1)) —2(n— k)

i=k+1

) ) )
:§(n2+n—k2—k)—2(n—k):§(n2—k‘2)+§(n—k)—2(n—k).

:g<n2—k2)+(2—2> (k)= o k) + L(n— k)

En conclusién, la complejidad total del algoritmo es de

n

S 3 -k
Z (5i—2) + k* = 5712 — 5]@2 + 2 5 multiplicaciones.
i=k+1

En conclusion, la complejidad de este algoritmo crece de forma cuadrética en los parametros
del c6digo, de modo que presenta una ventaja computacional relevante respecto del algoritmo
més sencillo del apartado 4.3.1.
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Algorithm 1: Algoritmo de descodificaciéon para codigos de Gabidulin
Entrada: Un codigo de Gabidulin Gabi(g) de longitud n con distancia de rango
menor o igual at = [(d —1)/2], y un vector y = (y1,...,Yn)-
Salida: Un par de polinomios (N7, V1) que satisfacen el sistema (4.2).
Paso de inicializaciéon:
Vo(y) < 0, Vi(y) <y
No(@) 4= fgy,.ogs Ni(@) = S0, yili
Paso de aumento alternado de grado:
forie{k+1,...,n} do
so <= Vo(yi) — No(g:)
s1 < Vi(yi) — Ni(g:)
Intercambiar No y N1, Vo vy V1, so v $1
Calcular:
(a) Ni(z) < soN1(z) — s1No(x)
(b) Vi(y) = soVi(y) — s1Vo(y)
(¢) No(x) = No(z)? — soNo(z)
L (d) Voly) < Vo(y)? — soVo(y)
return (N, V)
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Conclusiones

Para comenzar este apartado, efectuamos una recapitulacion de los principales temas abor-
dados a lo largo del trabajo. Se han presentado los aspectos fundamentales de los cuerpos finitos
y los codigos lineales, que han sido indispensables para desarrollar un estudio detallado de los
polinomios linealizados. Asi, hemos podido comprobar su aplicaciéon a la hora de construir y
descodificar co6digos de Gabidulin en la métrica del rango, al tiempo que hemos comprendido
el contenido algebraico subyacente que los hace apropiados para la resolucién de determinados
problemas, como los relacionados con la correccién de errores.

A modo de cierre, destacaremos algunas propiedades fundamentales de los polinomios
linealizados que justifican su papel central en la teoria de los c6digos de Gabidulin. Una de
sus caracteristicas esenciales es preservar la linealidad sobre I, asi como el hecho de que su
conjunto de raices forma un subespacio vectorial. Esto permite que la evaluaciéon de polinomios
linealizados en conjuntos de elementos linealmente independientes sobre F, genere palabras del
c6digo con un rango controlado directamente por el g-grado del polinomio evaluado. Ademas,
hemos visto que las palabras de un codigo Gabidulin, Gab|n, k], pueden verse como la ¢-
transformada inversa de dichos polinomios evaluados, lo que establece una correspondencia
algebraica explicita entre el mensaje original y el mensaje codificado. Adicionalmente, hemos
comprobado que el empleo de bases normales permite reducir significativamente la complejidad
computacional de esta transformacion.

Otra de las propiedades principales de estos particulares polinomios es la relacién entre
la dimensién de su ntcleo, su g-grado y el rango de la palabra de cédigo generada por su
evaluacion. Esta relacion nos ha permitido establecer que los codigos de Gabidulin, Gab[n, k],
definidos sobre Fgm con m < m, son analogos a los codigos de Reed—Solomon en la métrica
del rango y son 6ptimos en el sentido de que su distancia minima de rango alcanza la cota de
Singleton, es decir, d =n — k + 1.

En lo que respecta a la descodificacion, la estructura algebraica de los polinomios lineali-
zados ha permitido el desarrollo de algoritmos eficientes, basados en técnicas de interpolacién
y en la division euclidea dentro del anillo de polinomios linealizados. En el dltimo capitulo,
hemos establecido una equivalencia entre la solucién del problema de reconstruccién de po-
linomios linealizados y la del problema de descodificacion de los cédigos de Gabidulin. Esto
nos ha conducido a proponer dos enfoques para la resolucién del primero de los problemas.
Un primer algoritmo, de implementacién més sencilla, resuelve (con una leve optimizacion)
un sistema lineal asociado y presenta una complejidad ciibica. El segundo algoritmo es mas
eficiente, dado que utiliza una construccién recursiva de pares de polinomios linealizados y al-
canza una complejidad computacional cuadrética, ofreciendo asi una estrategia practica para
la descodificacién en la métrica del rango.

En conclusién, este estudio no sélo permite comprender en profundidad una clase impor-
tante de codigos en la métrica del rango, sino que también pone de manifiesto la sélida base
algebraica que posibilita su construccion y anélisis. Ademas, se ofrece un punto de partida para
investigaciones futuras, tanto en el posible uso de los codigos de Gabidulin en otros ambitos
como en la optimizacion de algoritmos de descodificacion.
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