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RESUMEN
El objetivo del presente trabajo es realizar una introduccién al estudio de las variedades
semi-Riemannianas y de los principales objetos que en ellas se definen: la conexién de Levi-Civita, las
geodésicas y el tensor de curvatura. Se estudiaran a fondo los productos warped como una herramienta
para obtener nuevas variedades semi-Riemannianas. Finalmente, se muestra la utilidad de los productos
warped en el estudio de la Relatividad General por medio de los modelos cosmoldgicos de
Robertson-Walker.

ABSTRACT
The aim of this thesis is to make an introduction to the study of semi-Riemannian manifolds and the
main objects you may define in them: the Levi-Civita conection, geodesics and the curvature tensor.
Warped products will be studied in depth as a tool to define new semi-Riemannian manifolds. Finally,
the usefulness of warped products in the study of General Relativity is shown, via the study of the
Robertson-Walker cosmological models.
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1 INTRODUCCION

1. Introduccion

Una anéctdota curiosa que se cuenta sobre el origen de la teoria de la relatividad general es que, al
encontrarse con Albert Einstein en un aeropuerto italiano, un periodista le pregunté: Profesor Einstein,
Lqué es lo que mas le gusta de Italia? A lo que el genio de la fisica respondié sin pensarlo mucho: los
“spaghetti” y... Levi-Civita.

El motivo de esta respuesta se remontaria a unos anos antes, a 1905, denominado como annus mirabilis
de Einstein, pues en el mismo afio publicé cuatro articulos en los Annalen der Physik, que revolucionaron
completamente la fisica Moderna, describiendo el efecto fotoeléctrico (lo que le valié el Premio Nobel de
fisica), el movimiento browniano y la Teorfa Especial de la Relatividad. Pero esta teorfa presentaba una
carencia evidente: no describia el papel de la gravedad en el Universo. Aunque Einstein parecia tener
clara una concepcién diferente de dicha gravedad: ésta produciria una deformacién del espacio-tiempo,
doténdolo de una “curvatura” que determinaria el comportamiento de los distintos cuerpos y fenémenos.
Pero, jcomo describir la “curvatura” de un espacio-tiempo de cuatro dimensiones (tres espaciales y una
temporal)?

Parece ser que fue el matematico Marcel Grossmann, amigo de juventud de Einstein, quien le dirigié
hacia el trabajo que estaban desarrollando en la Universidad de Padua dos matemaéticos italianos: Gregorio
Ricci-Curbastro y su discipulo Tullio Levi-Civita. Estos estaban formalizando las ideas que el matemético
aleman Bernhard Riemann habfa introducido anos antes en su famosa tesis de habilitacion “Sobre las
hipétesis en las que se basa la Geometria”. Entre ellos, el concepto de curvatura para un espacio de di-
mensién cualquiera, lo que se conoceria mas adelante como la curvatura de Riemann. Pero dicha tesis,
con un cardcter muy filoséfico y poca notacion cientifica, resultaba practicamente ininteligible, aunque
Gauss, miembro del tribunal, declaré que habia sido muy de su agrado. Es por ello que el trabajo realizado
por Ricci-Curbastro y Levi-Civita resulta hoy en dia absolutamente imprescindible, siendo reconocidos
ambos como los auténticos creadores de la Geometria Riemanniana y su extensién, la Geometria semi-
Riemanniana [6].

gﬁ
Figura 1: Fotografias de Albert Einstein y Marcel Grossmann durante sus estudios en el ETH Zurich.
Crédito: ETH Zurich Archive

El objetivo de este trabajo es realizar un estudio de los conceptos e ideas necesarios para comprender
la definicién de los productos warped como una clase especial de variedades semi-Riemannianas que, pre-
sentando propiedades més ricas que las de las variedades productos, pueden ser caracterizados de forma
precisa. En este contexto se probaran los principales resultados sobre los productos warped, caracterizando-
los en términos de su base y su fibra y determinando su conexién, su curvatura y sus geodésicas.

Para ello, hemos de comenzar estudiando la geometria semi-Riemanniana, una generalizacién de la
geometria Riemanniana en la que se consideran tensores métricos no degenerados, pero que pueden no
ser definidos positivos. El desarrollo y las herramientas de ambas teorias son analogos, pero en el caso
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1 INTRODUCCION

de la geometria semi-Riemanniana, pueden existir vectores no nulos de norma cero, los llamados vectores
luminosos. Esto lleva a que muchas de las demostraciones sean maés sutiles en el caso semi-Riemanniano,
por lo que se ha decidido realizar todas ellas con el maximo detalle posible, sin dejar ejercicios para el
lector. La principal contribucién de este trabajo es precisamente detallar estas demostraciones, lo que ha
llevado a tener que corregir algunas pruebas presentes en los libros pues, al estudiarlas detalladamente no
consideraban algunas situaciones posibles o fallaban para estas, como ocurre con la prueba del Teorema
5.1.1.

Finalmente, como ejemplo de la utilidad de estas construcciones en otros campos de la ciencia, como la
fisica, se estudian los espacios Robertson-Walker (también llamados espacios Robertson-Walker-Friedmann-
Lemaitre) en el contexto de la teorfa de la relatividad general. Estos permiten modelar la evolucién de
universos con caracteristicas similares a las observadas experimentalmente en el nuestro. Son capaces de
predecir con éxito la existencia de singularidades en su evolucién, una de las cuéles se identifica con el Big
Bang, asi como el corrimiento al rojo cosmolégico.

El trabajo se estructura en 5 capitulos. En el primero de ellos se hace una introduccion a los conceptos
bésicos sobre variedades diferenciables y, en especial, sobre campos de tensores, siguiendo los dos primeros
capitulos de [17], asi como [12, 18]. La mayoria de los resultados han sido estudiados en la asignatura
optativa del Grado en Matematicas Geometria Diferencial, por lo que se ha optado por presentar los enun-
ciados sin demostracion, para poder fijar la notaciéon y nomenclatura que se utilizara en el resto del texto,
sin extendernos demasiado. En la tltima seccion de este capitulo se hace un resumen de los resultados
sobre formas bilineales y productos escalares, propios de la asignatura A/lgebm y Geometria Lineales I,
para establecer la nomenclatura y precisar las diferencias entre un producto escalar y un producto interno.
Para ello se utilizan [14, 17].

Para poder generalizar el concepto de derivada de funciones de R™ a R™ propio del andlisis multi-
dimensional, es necesario introducir las conexiones lineales. Estas permiten describir la variacién de un
campo de vectores en cualquier direccién tangente a una variedad y son una herramienta fundamental en
los capitulos posteriores. No obstante, muchos de los resultados sobre este concepto son bastante técnicos,
por lo que se ha preferido hacer un capitulo en especifico para tratarlos, siguiendo [11, 17], y que de esta
forma la discusion posterior sea mas fluida.

La referencia principal para el resto del trabajo es [17]. Basdndonos en ella, en el tercer capitulo se
desarrolla la teoria de la geometria semi-Riemanniana, la cual surge mediante la definicién en cada espacio
tangente a la variedad de un producto escalar que varie suavemente: el tensor métrico. Este determina
una forma de derivar los campos de vectores con propiedades especialmente deseables: la conexién de
Levi-Civita. A partir de ella se pueden considerar los conceptos ya expuestos en el capitulo anterior como
el transporte paralelo y, en especial las geodésicas. Estas tltimas se consideran las curvas “més rectas
posibles” en la variedad y, por ello, tienen un papel especialmente relevante en teorias fisicas como la
relatividad general.

Ademis, en este capitulo se introduce el tensor de curvatura, como una generalizaciéon de la curvatura
de Gauss estudiada en la asignatura Geometria de Curvas y Superficies. Al tratarse de un tensor de tipo
(1,3), su estudio puede resultar complejo, por lo que se definen la curvatura seccional, el tensor de cur-
vatura de Ricci y la curvatura escalar como alternativas, aunque no todas poseen la misma informacion,
al tensor de curvatura para describir cémo se deforma una variedad. Tras ello se estudian los morfismos
propios de este contexto: las isometrias y las isometrias locales, las cuales conservaran los propiedades
intrinsecas de las variedades semi-Riemannianas y, en particular, la curvatura, lo que nos permite utilizar
este objeto para distinguir variedades semi-Riemannianas.

Una de las principales diferencias de las variedades semi-Riemannianas respecto a las Riemannianas,
es que no todas sus subvariedades diferenciables tienen por qué heredar la estructura de variedad semi-
Riemanniana. Estudiar aquellas que si la heredan nos permitira introducir el concepto de segunda forma
fundamental o tensor de forma, generalizacién del considerado para superficies inmersas en R3. El cuarto
capitulo se acaba con una seccién sobre variedades producto, que sirve de antesala al concepto de producto
warped.

Este fue introducido por O’Neil en [2] como una herramienta para obtener variedades Riemannianas
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1 INTRODUCCION

nuevas con propiedades exdticas, pero relativamente ficiles de estudiar. En el cuarto capitulo, estudiamos
cémo se puede obtener la conexién del producto warped a partir de las de su fibra y base y, basdndonos
en este resultado, deducimos la expresion de los distintos tensores de curvatura en estos espacios. Ademas,
obtenemos las ecuaciones que caracterizan las curvas que son geodésicas en los productos warped.

Finalmente, en el dltimo capitulo, se realiza una introduccién a la teoria de la relatividad general.
Esta modela el espacio-tiempo por medio de una variedad Lorentziana, por lo que primero es necesario
obtener algunos resultados propios de los espacios tangentes de estas variedades. Tras ello, se presentan las
definiciones mediante las cuales se consiguen formalizar los aspectos fisicos de esta teoria, para més tarde
estudiar las propiedades de los espacio-tiempos de Robertson-Walker, que permiten describir la evolucién
a gran escala de nuestro Universo.

Dado que se ha procurado que todos los resultados presentados estén demostrados con la mayor cantidad
de detalle posible, especialmente para destacar la complejidad anadida al trabajar con tensores métricos
que pueden no ser Riemannianos, la extension del trabajo ha resultado ser considerable. Por ello, en una
primera lectura, algunas demostraciones y secciones pueden ser pasadas por alto y ain asi captar las ideas
esenciales de la memoria. En particular, muchas de las demostraciones del segundo capitulo y el inicio del
tercero son similares y por ello pueden resultar repetitivas por lo que pueden ser omitidas en una primera
lectura. Ademas, si bien se ha incluido por su interés a la hora de motivar la definicién de conexién lineal,
el transporte paralelo no serd empleado con mucha asiduidad en el resto del trabajo, por lo que pueden
leerse dichos resultados con menor profundidad sin afectar a la comprensién del trabajo. También destacar
que el Teorema 3.4.12 se ha incluido por la posibilidad que brinda de relacionar dos conceptos centrales
en esta teoria: las curvas integrales y las geodésicas, pero no serd relevante en los desarrollos posteriores.

Para terminar, quisiera dejar constancia de mi agradecimiento a mis dos tutores: Alfonso y Fernando.
Este Trabajo Fin de Grado surge a partir de mi estancia en la Universidad de Sevilla gracias a un programa
de movilidad SICUE. Alli, Alfonso estuvo dispuesto desde el primer momento a ayudarme a iniciarme en el
estudio de la geometria semi-Riemanniana para llegar a entender los productos warped como una primera
forma de estudiar la deformacién de una variedad, siendo mi tutor durante un ano en el programa Alumnos
Internos. Desde entonces su apoyo ha sido fundamental. La ayuda de Fernando también ha sido vital para
poder darle forma a esta trabajo y a la posterior presentacién.
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2 PRELIMINARES

2. Preliminares

El objeto principal de estudio de la presente memoria son las variedades diferenciables. Si bien se
realiza una pequena introduccién a las mismas en la asignatura Geometria de Curvas y Superficies, no
se profundiza en su descripcién en ninguna asignatura obligatoria del Grado en Matematicas. Por ello,
en este capitulo realizamos una recopilacién de los resultados bésicos referentes a este area, los cuales
serdn necesarios en las secciones posteriores. Igualmente, para aclarar la nomenclatura y la notaciéon que se
utilizard més adelante, se recopilan los principales resultados relativos al estudio de los productos escales
en la ultima seccién.

2.1. Variedades diferenciables

Las variedades son espacios topoldgicos que se “se parecen localmente” al espacio euclideo, R™. A lo
largo del trabajo nos centraremos en el estudio de las variedades diferenciables, en las cuales la semejanza
con R™ permite definir la derivacién parcial y extender la mayoria de técnicas propias del andlisis a estos
espacios mas generales.

A lo largo de esta seccién se introducen los conceptos basicos sobre variedades diferenciables en los que
se basa la geometria diferencial. Ademads, se enuncian los resultados mas relevantes relativos a esta teoria
y que se usaran mas adelante en el texto.

La mayorfa de los resultados o bien se cubren en la asignatura optativa del Grado Geometria Diferencial
o bien son similares a teoremas probados en dicha asignatura. Por ello, se presentan solo los enunciados,
sin demostracion. Para la elaboracién de esta seccién nos hemos basado en la referencia principal empleada
en la asignatura Geometria Diferencial, [18], asi como en los textos cldsicos [12, 17].

En todo el trabajo, se dird que una funcién f : R™ — R™ es diferenciable o suave cuando es de clase
C*, es decir, cuando existen sus derivadas parciales de cualquier orden y todas ellas son continuas.

Para poder trasladar los conceptos de derivacién propios del espacio euclideo a un espacio topoldgico,
S, necesitamos poder identificar abiertos de .S con abiertos de R™. Este proceso se lleva a cabo por medio
de las cartas locales.

Definicién 2.1.1. Una carta local, sistema coordenado o simplemente carta en un espacio topoldgico S,
(U, ¢), es un homeomorfismo ¢ : U — ¢(U) C R™ entre un abierto U de S y un abierto ¢(U) de R™. En
estas condiciones, se definen ¢’ : S — R, i = 1,...,n como las composiciones de ¢ con las proyecciones
de R™ en R, por lo que:

o) = (¢'(P),-..,¢" (), pES.

Las funciones ¢, i = 1,...,n, se denominan funciones coordenadas de ¢ y se dice que n es la dimensién
de la carta local. Dado p € S, se dice que (U, ¢) es una carta en torno apsip € U.

En algunas ocasiones diremos directamente que ¢ es una carta local, sin especificar su abierto de
definicién.

Si bien las cartas locales permiten relacionar S con el espacio euclideo y, por ello, trasladar el calculo de
R™ a S, para que esta extensién pueda hacerse de forma global, se ha de considerar un conjunto de cartas
locales cuyo dominio permita recubrir todo S. No obstante, esto puede llevar a que la interseccién de los
abiertos de definicién de dos cartas sea no vacia y, por tanto, en dicha intersecciéon, se pueda trasladar la
estructura del espacio euclideo de dos formas distintas. Para evitar inconsistencias, se introduce el concepto
de cartas que se cortan suavemente.

Definicién 2.1.2. Sea S un espacio topoldgico. Se dice que dos cartas locales (U, ), (V,¢) de S de
dimensién n se cortan suavemente o que son compatibles, si las funciones poy=t : Y(UNV) — p(UNV)
y su inversa, 1 o ¢!, son diferenciables. Estas funciones se denominan cambios de carta (entre ¢ y ).

Definicién 2.1.3. Sea S un espacio topolégico. Un atlas diferenciable n-dimensional de S es un conjunto
A de cartas locales de dimensién n de S tales que:

1. Para cada p € S existe (U, ¢) € A tal que p € U.
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2 PRELIMINARES

2. Todo par de cartas de A se cortan suavemente.

Ademss, se dice que A es un atlas completo o mazimal si contiene a toda carta local de S que corte
suavemente a toda carta local de A.

Lema 2.1.4. Todo atlas en un espacio topoldgico S esta contenido en un tnico atlas maximal.

Definicién 2.1.5. Una variedad diferenciable es un par (M, A), donde M es un espacio de Hausdorff que
cumple el segundo axioma de numerabilidad (esto es, tiene una base de abiertos numerable) y A es un
atlas maximal sobre M. Se dice que la dimensién de M es la dimensién de su atlas maximal.

Si bien una variedad diferenciable es un par (M,.A), se suele obviar la referencia al atlas maximal y
decir directamente que M es una variedad diferenciable, en cuyo caso se asume que existe un atlas ma-
ximal asociado a la misma. Ademds, ndtese que, si bien para definir una variedad diferenciable se ha de
proporcionar un atlas maximal, gracias al lema previo, basta con dar un atlas de M para determinar su
estructura como variedad diferenciable de forma tnica.

Dicho lema también permite caracterizar cuando la estructura de variedad diferenciable definida sobre
un espacio topoldgico de Hausdorff y con el segundo axioma de numerabilidad, M, dada por dos atlas
distintos, A;j, As, es la misma. Esta condicién es equivalente a que los cambios de cartas entre una carta
de As y una de Ay sean siempre diferenciables.

Cabe resaltar también que, gracias al lema anterior, si (U, ¢) es una carta de una variedad diferenciable
M, es claro que para cada V C U abiertos, se tiene que (V, ¢|y) es una nueva carta de M.

Observacion 2.1.6. Si (M, A) es una variedad diferenciable y U C M es un abierto suyo, entonces, defi-
niendo A" = {(V,p) € A/V C U}, es claro que (U, A’) es una nueva variedad diferenciable. Se dird que U
con esta estructura es una subvariedad abierta de M.

De ahora en adelante, salvo que se explicite lo contrario, M denotard a una variedad diferenciable de
dimensién n. Como solo trabajamos con variedades diferenciables (también existen otros conceptos como
el de variedades topoldgicas), prescindiremos del calificativo “diferenciable” en algunas ocasiones.

Gracias al uso de las cartas locales podemos extender el concepto de funciones diferenciables a las
variedades diferenciables. Estas son las aplicaciones con las que se trabaja en el ambito de la geometria
diferencial.

Definicién 2.1.7. Una funcién f : M — R se dice que es una funcion diferenciable si para toda carta
1

local de M, (U, ), se tiene que fo e~ ' :p(U) C R — R es una funcién diferenciable. El conjunto de

Figura 2: Representacién de las aplicaciones y abiertos involucrados en un cambio de cartas. Fuente: J. M.
Lee, Introduction to Smooth Manifolds [12].
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2 PRELIMINARES

las funciones diferenciables de M en R se denota por F(M) y es un anillo, con las operaciones usuales de
suma y producto de funciones.

@
‘
N

N

Figura 3: Definicion de la diferenciabilidad de una funcién a través de las cartas de la variedad. Fuente:
J.M. Lee, Introduction to Smooth Manifolds [12].

Definiciéon 2.1.8. Sean M, N variedades diferenciables de dimensiones n y d, respectivamente. Una
aplicacién ¢ : M — N se dice que es diferenciable si para todas cartas locales (U, ¢) de M y (V,4) de N
tales que U N ¢~ (V) #, se tiene que 1o pop: (U N ¢~ (V)) — R? es diferenciable.

De forma general, se denotard ¢(p) a la evaluacién de ¢ en un punto p € M, aunque, en algunos casos
para simplificar la notacién, se denota equivalentemente ¢(p) = ¢|, = (¢)p.

No es necesario comprobar que dicha composicién es diferenciable para todas las cartas del atlas
maximal de M, gracias a la compatibilidad entre las cartas de un atlas maximal, como prueba el siguiente
lema.

Lema 2.1.9. Sean (M, A), (N, A") variedades diferenciables y sea ¢ : M — N una aplicacién. Entonces
¢ es diferenciable si y solo existen un conjunto de cartas locales de M, {(U,, ¢a) : @ € A} C Ay otro de
N, {(Vg,¥g) : Be N} C A, tales que:

1. Para cada p € M existe o € A tal que p € U,.

2. Para cada ¢ € N existe § € A’ tal que ¢ € V3.

3. Paracadaa € Ay BE AN, Yp0d 00y : 0a(UsNot(Vs)) — R? es diferenciable.
Resumimos a continuacion las principales propiedades de las aplicaciones diferenciables:

Proposicion 2.1.10. Sean M, N, P variedades diferenciables, ¢ : M — N y £ : N — P aplicaciones
diferenciables. Se cumple que:

1. id : M — M es una aplicacién diferenciable.
£o¢: M — P es una aplicacién diferenciable.

¢ es una aplicacién continua entre los espacios topolégicos M y N.

= LN

Si (U, ¢) es una carta local de M, ¢ es una aplicacién diferenciable y, sus componentes, ¢!, i =
1,...,n, son funciones diferenciables.

5. SiU C M es abierto, ¢|y : U — N es diferenciable.

Ejemplo 2.1.11. El primer ejemplo de variedad diferenciable que podemos considerar es R™, el espacio
euclideo. En este caso, existe un atlas formado por una tunica carta, la identidad de R™ en si mismo, el
cual se considera para dotar al espacio euclideo de estructura de variedad diferenciable.

Con esta definicién, es claro que una aplicacion ¢ : R — R™ es diferenciable en el sentido usual si y solo

u =




2 PRELIMINARES

si lo es considerando R™ y R™ como variedades diferenciables.
Ademais, esta definicién nos permite comprobar que la definicién de funciones diferenciables de M en R
no es sino un caso particular de la definicién de aplicaciones entre dos variedades cualesquiera.

En la gran mayoria de las ocasiones, para comprobar si una aplicacién entre variedades es diferenciable,
se comprueba que lo es al restringirnos a un conjunto de abiertos (no necesariamente coordenados) que
recubren M. El siguiente resultado asegura que esto es suficiente.

Lema 2.1.12. Sean M, N variedades diferenciables. Sea A un conjunto de indices. Para cada o € A, sean
U, C M abierto y ¢, : Uy, — N una aplicacién diferenciable. Si para todos o, 8 € A ¢ = ¢ es U, NUg,
entonces existe una tnica aplicacién ¢ : (J,cp Ua — N tal que para cada o € A, ¢|y, = ¢o. Ademds, ¢
es diferenciable.

El siguiente concepto permite establecer cudando dos variedades diferenciables son esencialmente iguales.

Definicién 2.1.13. Sean M, N variedades diferenciables. Un difeomorfismo ¢ : M — N es una aplica-
cién diferenciable y biyectiva, con inversa diferenciable. Se dice que M y N son difeomorfas si existe un
difeomorfismo entre ellas.

Enunciamos ahora las principales propiedades de los difeomorfismos.

Proposicion 2.1.14. Sean M, N, P variedades diferenciables. Se cumple que:
1. Si¢: M — Ny &: N — P son difeomorfismos, £ o ¢ : M — P es un difeomorfismo.
2. Todo difeomorfismo es un homeomorfismo.

3. SiU C M es un abierto y ¢ : M — N es un difeomorfismo, su restriccién ¢|y : U — ¢(U) C N,
es un difeomorfismo.

4. La identidad, id : M — M, es un difeomorfismo.
5. Si M, N son difeomorfas tienen la misma dimensién.

6. Si (U, ) es una carta local de M, ¢ : U — ¢(U) es un difeomorfismo. Y, reciprocamente, si
¢:UC M — ¢(U) CR" es un difeomorfismo entre un abierto de M y uno de R", entonces (U, ¢)
es una carta local de M.

Nos centramos ahora en el estudio de las particiones de la unidad sobre variedades diferenciables. Estas
son las herramientas que permiten extender conceptos que se definen utilizando cartas locales a toda la
variedad. La existencia de las mismas necesita que M sea un espacio 2AN, es decir, que cumpla el segundo
axioma de numerabilidad. Por eso se ha pedido en la definicién de variedad diferenciable que M tenga
esta propiedad, si bien algunos autores, como en [17], prefieren no incluir esta condicién y tratar de forma
diferente a las variedades que si la cumplen.

Para ello necesitamos introducir primero cierta notacion topolégica.
Definicién 2.1.15. Un recubrimiento por abiertos de una variedad diferenciable, M, es una coleccién de
abiertos, F = {Us, : a € A}, tales que M = J,cp Ua-

Se dice que una coleccién de subconjuntos de M, {A, : a € A}, es localmente finita si, para todo p € M,
existe un entorno de p, V, tal que {a € A /A, NV # 0} es finito.

Definicién 2.1.16. Una particion de la unidad en M es una coleccién {¢; : M — R diferenciable , i € I}
tal que:

1. el conjunto {Sopy; : i € I'} es localmente finito, donde Sopy; es la adherencia del conjunto siguiente:
{z € M /pi(x) =0}

2. > .crwi(p) =1 para cada p € M.

3. ¢; > 0 para todo i € I.
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Nétese que, si {p;}icr es una particién de la unidad, gracias a que {Sopy; : ¢ € I} es localmente
finita, dado p € M, existen a lo sumo una cantidad finita, i1,...,4; € I de indices tales que p € Sopy;,
j = 1,...,k. Por tanto, estd bien definida la aplicacién ), ; ¢i(p). De hecho, como en todo un abierto
entorno a cada punto de M dicha suma sera finita (al anularse en dicho abierto todas las funciones tales que
su soporte no corte al abierto), se tiene que la suma de un subconjunto cualquiera de dichas aplicaciones es
diferenciable. Este tipo de razonamientos para comprobar que funciones definidas como sumas, en principio
arbitrarias, de funciones son diferenciables, cuando sus soportes son localmente finitos, es habitual en la
geometria diferencial.

Teorema 2.1.17 (Existencia de particiones de la unidad). Sean M una variedad diferenciable y
{Ua}aea un recubrimiento por abiertos suyos. Entonces:

= Existe {¢m tmen una particién de la unidad numerable tal que para cada m € N, existe o € A tal
que Sopy.,, C U,. Ademds, para cada m € N, Sopy,, es compacto.

= Existe una particién de la unidad, {pn}aea, tal que para cada o € A, Sopy,, C U, v, a lo sumo,
una cantidad numerable de las funciones de la particién son no nulas (en este caso los soportes no
tienen por qué ser compactos).

La existencia de particiones de la unidad nos permite asegurar en particular la existencia de funciones
meseta en una variedad, las cuales seran de nuevo de gran ayuda para, a partir de objetos locales, exten-
derlos a toda la variedad. La existencia de estas funciones constituye una extension al caso diferenciable
del Lema de Uryshon.

Corolario 2.1.18 (Existencia de funciones meseta). Sean U C M abierto y C C G cerrado. Entonces
existe ¢ € F(M) tal que:

1. 0 < ¢(p) <1 para cada p € M.
2. (p|c =1.
3. Sopy C G.

Introducimos ahora dos de los conceptos centrales de la teoria de variedades diferenciables: los vectores
tangentes y el espacio tangentes. La definicién de estos objetos puede hacerse de varias formas equivalentes:
a partir de gérmenes de funcién (ver [18]); a partir de curvas definidas sobre M (ver [13]); o bien a partir
de derivaciones (ver [12, 17]). Presentamos esta iltima posibilidad, pues, si bien todas ellas son equivalen-
tes, la definicién basada en derivaciones es la que se expresa de forma mas elemental y permite deducir
las propiedades bésicas de los vectores tangentes de manera mas sencilla, evitando la necesidad del uso
de mddulos (definicién a partir de gérmenes de funcién) y de clases de equivalencias (definicién con curvas).

Los vectores tangentes son objetos locales, esto es, su valor queda determinado por los de de la funcién
sobre la que actia en un entorno del punto considerado. Por ello, definimos la actuacién de un vector
tangente a p € M sobre funciones diferenciables definidas en un entorno abierto del punto p cualquiera. El
conjunto de todas ellas se denota por F(p).

Definicién 2.1.19. Un wvector tangente a M en p es una derivacién en p, es decir, una aplicacién lineal
v : F(p) — R tal que para todas f,g € F(p) se cumple la propiedad de Leibniz, es decir:

v(fg) = v(f)gp) + f(p)v(g).

El conjunto de todos los vectores tangentes a M en p se denomina espacio tangente a M en p, T,M, el
cual es un R-espacio vectorial con las operaciones usuales de suma y producto por escalar de funciones.

Asociados a cada carta local de M, (U, ¢), y cada p € U, podemos definir unos vectores tangentes,

8%01‘ ,i=1,...,n tales que
p
0 d(fop™)
: = T / F(M M
9 (f) ae @), feF M), peM,
donde 2%, i = 1,...,n, son las coordenadas naturales de R™. Haciendo uso de las propiedades de las

derivadas parciales en R™, se comprueba que efectivamente estas aplicaciones son vectores tangentes. Para
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facilitar la lectura, en ocasiones, al igual que ocurre con las aplicaciones entre variedades, se usaran también

las siguientes notaciones:
Ot » Ot » Ot ’

Estos ejemplos de vectores tangentes permiten comprobar que constituyen una generalizaciéon del con-
cepto de derivadas parciales que existe para aplicaciones entre espacios euclideos.

El siguiente lema nos permite concluir que los vectores tangentes a p € M actian localmente, es decir,
que solo son relevantes los valores de la funcién en un entorno de p para saber el valor de un vector tangente
actuando sobre ella. Por ello, los espacios tangentes de abiertos de una variedad son esencialmente iguales
al espacio tangente a M.

Lema 2.1.20. Sea p € M y sea v € T, M. Entonces:
1. Si f,g € F(M) coinciden en un entorno de p, entonces v(f) = v(g).
2. Si h € F(M) es constante en un entorno de p, entonces v(h) = 0.

Proposicién 2.1.21. Si U C M es un abierto y p € U, entonces, definiendo para cada v € T,U
o(f) =v(flv), para todo f € F(M),

la aplicacién que manda v — ¥ es un isomorfismo de espacios vectoriales. Por tanto podemos identificar
T,U=T,M.

Para poder trabajar con los vectores tangentes a un punto, resulta 1til disponer de bases del espacio
tangente en cada punto. El siguiente resultado nos permite concluir que los vectores tangentes asociados a
una carta local en cada punto son de hecho una base del espacio tangente. Estas bases seran especialmente
lutiles para realizar diversos cédlculos en los capitulos posteriores.

Teorema 2.1.22. Sea (U, ¢) una carta local de M y sea p € U. Entonces {(%1, R %} es una base de
T,M vy, para cada v € T,M:
v=>2_v(¢)

i=1

(2.1)

En particular, la dimensién como R-espacio vectorial de T,,M es la dimensién de M, n.

Consideremos ahora M, N variedades diferenciables de dimensiones n,d, respectivamente. Dada una
aplicacién diferenciable ¢ : M — N, es 1til disponer de una aplicacién que resuma la variacion de ¢ en
torno a cada punto. Para aplicaciones de R™ en R?, esta informacién esta codificada en la matriz jacobiana
de ¢. Para cada punto p € R" y cada direcciéon v € R™, esta matriz proporciona la derivada direccional de
¢ en p en la direccién v.

Al trabajar con variedades diferenciables, el concepto de derivada direccional se sustituye por el de
vector tangente, lo que lleva a la siguiente definicién:
Definicién 2.1.23. Para cada p € M, se define la diferencial de ¢ en p como la aplicacion:
d¢|p : TpM — T¢(p)N,
tal que, para cada f € F(N) y cada v € T,M, do|,(v)(f) = v(f o ¢).

En algunas ocasiones, para simplificar la notacién, denotaremos d¢, = d¢|,. Es inmediato a partir de
la definicién comprobar que d@|, estd bien definida, es decir, que para cada v € T, M, dé|,(v) € Ty N,
y ademas es lineal.

El siguiente lema permite apreciar de forma maés directa cémo esta definicién no es sino una generali-
zacién del concepto de matriz jacobiana:

Lema 2.1.24. Seap € M y (U, ) una carta de M en torno a py (V,9) una carta de N en torno a ¥ (p).
Entonces, para cada i =1,...,n:

0 "9
dey (i ) - i
06|, = Op
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Definicién 2.1.25. En las condiciones del lema anterior, la matriz de d¢|, en las bases de vectores
tangentes en p asociadas a las cartas locales (U, ¢) v (V,4¢) se denomina matriz jacobiana de ¢ en p

relativa a (U, ) y (V, ).

Nétese que, si ¢ : R — R? es una aplicacién diferenciable y p € R”, la matriz de d¢|, respecto a las
bases de vectores tangentes asociadas a las cartas de R” y R¢ dadas por la identidad es la matriz jacobiana
de ¢ en p, en el sentido usual.

Al igual que ocurre para aplicaciones entre espacios euclideos, se pueden dar tanto una regla de la
cadena, como un teorema de la funcién inversa en variedades diferenciables, ambos basados en este caso
en la diferencial de una aplicacion.

Proposicion 2.1.26. Sean M, N, P variedades diferenciables y ¢ : M — N, £ : N — P aplicaciones
diferenciables. Entonces, para cada p € M:

d(§0¢), = dipy(p) 0 doy.

Teorema 2.1.27 (de la funcién inversa en variedades). Sea ¢ : M — N una aplicacién diferenciable
y sea p € M. Entonces d¢|, es un isomorfismo lineal si y solo si existe V' entorno abierto de p en M tal
que ¢|y es un difeomorfismo en su imagen.

Este teorema motiva la siguiente definicion:

Definicién 2.1.28. Se dice que una aplicacion diferenciable ¢ : M — N entre variedades diferenciables
es un difeomorfismo local si para todo p € M, d¢, es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Cabe mencionar que la aplicacién diferencial también nos permite caracterizar las aplicaciones cons-
tantes entre variedades diferenciables, de acuerdo con el siguiente resultado:

Proposicion 2.1.29. Sean M, N variedades diferenciables, con M conexa y sea ¢ : M — N una
aplicacién diferenciable. Entonces d¢|, = 0 para todo p € M si y solo si ¢ es constante.

Introducimos ahora un tipo de aplicaciones entre variedades especialmente relevante: las curvas dife-
renciables.

Definicién 2.1.30. Una curva en una variedad diferenciable M es una aplicacién diferenciable o : I — M
donde I es un abierto convexo de R (intervalo abierto, semirrecta abierta o todo R). Para cada ¢t € I se
define el vector velocidad de a en t como

d
a/(t) = da|t (ds|t> € Ta(t)M7

donde % |+ es el vector tangente en p asociado a la carta de R determinada por la aplicacién identidad. Se
dird que a es regular si o/ (t) # 0 para todo t € I.

Establecemos ahora las propiedades fundamentales de las curvas.
Proposicion 2.1.31. Sea I un abierto convexo de R y sea v : I — M una curva. Se cumplen:

1. Para cada f € F(M) y cada t € I se tiene que:

o) = 12 )

2. Seant € I'y (U, ) una carta en torno a «(t). En términos de los vectores tangentes en «(t) asociados
a esta carta local: . ( _ )
d ("o« 0]
!
)= () | -
i=1 ds o' a(t)
3. Sea J un abierto convexo de R y sea h : J — I un difeomorfismo. Entonces se dice que h es una
reparametrizacién y que la curva f = a«oh : J — M es una reparametrizacién de . En esta
situacién, para cada t € J se cumple que:

F(t) = P (1)a (h(1). (22)
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4. Si N es una variedad diferenciable y ¢ : M — N una aplicacién diferenciable, poa : I — N es
una curva en N y para cada t € I:

Al (&' (1) = (poa) (1).

Observacion 2.1.32. Nétese que, como una traslacién de I es una reparametrizacién que no afecta al vector
velocidad, podemos suponer cuando sea necesario que 0 € I, pues el efecto de esta reparametrizacién es
trivial.

Pasamos ahora a hacer un estudio més detallado de los vectores tangentes. Para ello, a partir de una
variedad diferenciable de dimensién n, M, construiremos otra cuyos puntos seran los vectores tangentes:
el fibrado tangente.

Definicién 2.1.33. Se define el fibrado tangente como el conjunto:

™™ = | J {p} x T, M.
peEM

Es decir, es la unién disjunta de todos los espacios tangentes a M. Se define la proyeccion candnica del
fibrado tangente como la aplicacién:

m:TM — M
(p,v) — p.

Si bien estrictamente los elementos de T'M son pares (p,v) con v € T,M, en adelante prescindiremos
de la mencién explicita al punto en que es tangente v. Dicha etiqueta se sobreentenderd al escribir que
vel,M.

El fibrado tangente es un ejemplo de una clase més general de variedades diferenciables que se pue-
den definir a partir de M, los fibrados y, en particular, los fibrados vectoriales. Estos conceptos permiten
estudiar de forma conjunta el fibrado tangente junto con otros que han sido estudiados en la asignatura
de Geometria Diferencial como el fibrado cotangente, los fibrados tensoriales o los fibrados exteriores. En
todos estos conjuntos, se puede definir una estructura de espacio topoldgico y dar un atlas diferenciable
a partir de la estructura de variedad diferenciable de M (tratamientos en detalle de estas variedades se
pueden consultar en el capitulo 10 de [12] y en las secciones 1.8 y 1.9 de [13]).

En la siguiente proposicién establecemos la forma en que se dota al fibrado tangente de topologia
y de estructura de variedad diferenciable. En adelante, consideraremos a este conjunto dotado siempre
de esta estructura. Las definiciones son analogas en el caso del resto de fibrados vectoriales enumerados
antes, aunque no las estudiaremos en este trabajo, ya que introduciremos méas adelante tanto las 1-formas
como los campos tensoriales de una manera alternativa, a pesar de que se puedan entender también como
secciones de estos fibrados.

Definicién 2.1.34. Sea M una variedad diferenciable de dimensiéon n y consideremos m : TM — M la
proyeccién canénica. Para cada (U, ¢) carta local de M definimos U = 7= 1(U) y

¢:U — oU) xR"
(p,v) — (@(p), A, ..., A"),

donde X' = v ((pi), i=1,...,n, siendo ¢’ las componentes de ¢. El par ((7, @) se denomina carta local de
TM asociada a (U, p).

Nétese que, usando la notacién de la definicién, dado un elemento v € T, M para cierto p € U, por
(2.1), existe una unica expresién de v de la forma

v:i)\i

=1

0
Ot

p

y, de hecho, \! = v (gpl) Asi, la aplicacién ¢ manda v en la imagen de p por ¢ junto con sus coordenadas
respecto de los vectores tangentes en p asociados a esa base.
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Proposicién 2.1.35. Sea M una variedad diferenciable de dimension n. Usando la notacién de la definicién
anterior, la familia de conjuntos

{@~H(W) /W C R®" es abierto , (U, ) carta local adaptada}

define una topologia en T'M de espacio de Hausdorff que cumple el segundo axioma de numerabilidad.
Dada esta topologia, para cada (U, ¢) carta local de M, la aplicacién ¢ es un homeomorfismo. Ademds, el
conjunto

{(U,$) / (U, p)carta local de M}

es un atlas diferenciable sobre TM (con la topologia anterior), que le dota de estructura de variedad
diferenciable. Las cartas locales de este atlas se dicen que son cartas locales adaptadas o inducidas de T'M.

Introducimos ahora el concepto de campo de vectores, central en el estudio de la geometria diferencial.
Un campo de vectores es una forma de elegir un vector tangente en cada punto de una variedad de manera
que los vectores varien “suavemente” al movernos entre puntos vecinos.

Definicién 2.1.36. Un campo de vectores o campo vectorial, X, es una seccion diferenciable de la identidad
en M sobre la proyeccién canénica de T'M. Es decir, una aplicacion X : M — TM diferenciable y tal
que 7o X = id. El conjunto de todos los campos diferenciables sobre M se denota X(M) y es un médulo
sobre F(M).

Cabe mencionar que en muchas situaciones, para simplificar la notacién, se denotara para cada p € M,

X, = X(p).

El siguiente teorema nos permite caracterizar los vectores tangentes mediante su actuacién sobre fun-
ciones. Mds adelante utilizaremos definiciones andlogas a esta caracterizacién para definir las 1-formas y
los campos de tensores sin necesidad de introducir los correspondientes fibrados.

Teorema 2.1.37. Sea una aplicaciéon X : M — T M tal que m o X = id. Son equivalentes:
1. La aplicaciéon X es un campo de vectores.
2. Para cada f € F(M), siendo X (f)(p) = X(p)(f), p € M, se tiene que X(f) € F(M).

3. Para cada (U, ¢) carta local de un atlas diferenciable de M (no necesariamente maximal), siendo

)

p

X(p) =Y _XN(p) aii
=1

para cada p € U, se cumple que \* € F(U) parai=1,...,n.

Usando este resultado es inmediato comprobar que, dada (U, ) carta local, para cada i = 1,...,n, la

aplicacién que a cada p € U lo manda en 82"

es un campo de vectores en U. Estos campos se denominan
P

campos de vectores asociados a la carta local (U, ¢) y se denotan % e X(U).

Existe otro concepto que es al fin y al cabo equivalente al de los campos de vectores: las derivaciones.
Este es otra forma de generalizar el concepto de vector tangente directamente a partir de la definicién.
Mas adelante generalizaremos esta nocién ain mas, para introducir las derivaciones tensoriales.

Definicién 2.1.38. Una derivacion de F(M) es una funciéon D : F(M) — F(M) que es R-lineal y
cumple la propiedad de Leibniz, esto es

D(fg) =D(f)g + fD(g),
para cada f,g € F(M).
La relacién entre las derivaciones de F(M) y los campos de vectores la establece el siguiente resultado:

Proposicién 2.1.39. Si V € X(M) es un campo de vectores, la aplicacién que a cada f € F(M) le
asigna X (f) € F(M) es una derivacién de F(M). Reciprocamente, dada una derivacién de F(M), D,y
un p € M, la aplicacién que a cada f € F(M) lo manda en V,,(f) = D(f)(p), Vp, es un vector tangente y
la aplicacién V' : M — T'M que a cada p € M lo envia en V),, es un campo de vectores.
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El siguiente resultado nos permite afirmar que se pueden restringir los campos de vectores a abiertos
de una variedad.

Proposicién 2.1.40. Sean U C M abierto y X € X(M) un campo de vectores. Entonces X|y € X(U).
Reciprocamente, si p € M e Y € X(U) para cierto abierto tal que p € U C M, existen un campo de
vectores X € X(M) y un abierto V' cumpliendo que p € V C U tal que X|y =Y]|y.

Una de las operaciones mas relevantes que se puede construir entre campos de vectores es el corchete
de Lie de dos campos de vectores. Este constituye una primera formalizacién del concepto intuitivo de
variacion de un campo de vectores en la direccién dada por otro campo de vectores, que se estudia como
un caso particular de la derivada de Lie. No obstante, no nos centraremos en dicho enfoque.

Definicién 2.1.41. Dados V,W € X(M) se define el corchete de Lie de los campos de vectores por:

V,W]=VW - WV : F(M) — F(M)
fr=V W) =W V().

Lema 2.1.42. Dados V,W € X(M), su corchete de Lie, [V, W], es una derivacién de F(M) y por ello
existe un tnico campo de vectores en M asociado a él, dado por

[V, W1p(f) = Vo (W(f)) =W, (V)
el cual denotamos como [V, W].
Estudiemos las propiedades bésicas del corchete de Lie de campos de vectores:
Proposicién 2.1.43. Sean V,W, X € X(M) y sean f,g € F(M). Se cumple que:
1. El corchete de Lie es R-bilineal.
2. El corchete de Lie es antisimétrico, es decir, [V, W] = —[W, V].
3. El corchete de Lie cumple la identidad de Jacobi, esto es:

[V, W, X]1 + W, [X, V]| + [X, [V, W]] = 0.

4. El corchete de Lie no es F(M)-bilineal, sino que:

[fV,gW] = fglV, W]+ fV(g)W — gW (f)V.

Estudiamos ahora la expresion del corchete de Lie en coordenadas, es decir, respecto de los campos de
vectores asociados a una carta local.

Proposicién 2.1.44. Sea (U, ¢) una carta local y sean X,Y € X(U). Razonando punto a punto en U,
sabemos que existen X*, Y7 € F(U), i,7 =1,...,n, tales que:

n : b B n 9
X:;X 35 Y_;Yfa—w.

Entonces se cumple que:

[X,Y] = Z (Xiaii (Y7) — Yiaii(xj)) a%f’

,J

En particular, para cualesquiera i,j = 1,...,n, se tiene que:
0 0
- —— | =0
At DI
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Esta tltima propiedad de los campos de vectores asociados a una carta local respecto de los corchetes
de Lie los hace especialmente ttiles a la hora de trabajar con conceptos que involucren el corchete de Lie
y es consecuencia directa de la igualdad de las derivadas parciales segundas cruzadas establecidas por el
Lema de Schwarz. De hecho, el corchete de Lie [V, W] se puede considerar también como una medida de
“cuanto falla” la igualdad de las derivadas parciales cruzadas “respecto” de V' y respecto de W, que en el
caso de las variedades no siempre seran iguales.

Al introducir los vectores tangentes a una variedad, hemos visto como, dada una aplicacién ¢ : M — N
entre dos variedades diferenciables, podiamos construir vectores tangentes a N a partir de vectores tan-
gentes a M por medio de la aplicacién diferencial.

Para utilizar este razonamiento con campos de vectores deberfamos de poder definir, dado X € X(M),
un campo de vectores en N, Y, tal que para cada p € M, se tenga que d¢, X (p) = Y (é(p)). No obstante,
en principio ¢ podria ni tan siquiera ser inyectiva. En tal caso, existirdn p,q € M tales que ¢(p) = ¢(q) y
se podria tomar un campo de vectores X en M tal que d¢,(X (p)) # d¢e(X(q)), siempre que la imagen de
¢ tenga dimensién al menos 1, con lo que el campo de vectores Y que tratamos de definir en N no podria
estar bien definido.

Por todo ello es necesario introducir el concepto de campos ¢-relacionados, para poder establecer cuando
este razonamiento es posible.

Definicién 2.1.45. Sea ¢ : M — N una aplicacién diferenciable entre variedades diferenciables. Sean
X eX(M)eY € X(N). Se dice que M y N estén ¢-relacionados y se denota, X ~¢ Y si para todo p € M:

dop(X(p)) =Y (o(p)).

El siguiente resultado nos permite dar una caracterizacién alternativa de los campos ¢-relacionados.
Esto nos permite detectar un tipo de aplicaciones ¢ que siempre nos permiten definir, a partir de un campo
de vectores en M, otro en IN con el que esté ¢-relacionado: los difeomorfismos.

Lema 2.1.46. Sea ¢ : M — N una aplicacién diferenciable entre variedades diferenciables. Sean X €
X(M)eY € X(N). Entonces X ~¢ Y siy solo si para cada g € F(N) se cumple que:

X (gop)=Y(g)oo.

En particular, si ¢ es un difeomorfismo, entonces, dado X € X(M), definiendo para cada ¢ € N, Y (q) =
doy-1(q) (X (¢71(q))), se cample que Y € X(N) y X ~y Y.

Cabe resaltar que las operaciones de suma de campos de vectores y producto por escalar se comportan
bien con la ¢-relacién, aunque el producto por una funcién diferenciable arbitraria no tiene por qué.

Lema 2.1.47. Sean M, N variedades diferenciables y ¢ : M — N una aplicacién diferenciable. Dados
Xl,XQ € x(M), Yl,}/é € X(N) y )\,‘LL € R, si X4 ~e Yy y X ~e Yé, entonces ()\Xl +/LX2) ~é ()\Yl +[LY2)

A continuacién, comprobamos que los corchetes de Lie se comportan bien con respecto a la ¢-relacién
de campos en variedades.

Proposicion 2.1.48. Sea ¢ : M — N una aplicacion diferenciable entre variedades diferenciables. Sean
Xl,XQ € %(M) e Yl,YQ € }:(N) Si X1 ~ Y1 y X2 ~e }/2, entonces [X17X2} ~o [Yl,}/g]

Se puede definir un concepto andlogo al de campo de vectores pero que, en lugar de ser secciones
diferenciables de la identidad, lo sean de aplicaciones diferenciables méas generales.

Definicién 2.1.49. Sean P, M variedades diferenciables y sea ¢ : P — M una aplicacién diferenciable.
Un campo de vectores sobre ¢, X, es una seccién de ¢ sobre la proyeccién canénica de T'M. Esto es, una
aplicacién diferenciable X : P — T'M tal que m o X = ¢. El conjunto de todos los campos de vectores
sobre ¢ se denota X(¢).

Al igual que con los campos de vectores, en ocasiones denotaremos X (p) = X, para los campos de
vectores sobre una aplicacién.
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Este concepto lo usaremos en especial para hablar de campos de vectores sobre curvas diferenciables
a: I — M. Estos serdn formas de asignar a cada punto de I un vector tangente a M de manera que al
avanzar en I estos vayan variando de forma diferenciable.

Se puede dar una caracterizacién de la diferenciabilidad de estas aplicaciones andloga a la que se dio
para campos de vectores:

Proposicion 2.1.50. En las condiciones anteriores, dada una aplicacion X : P — T'M tal que mo X = ¢,
son equivalentes:

1. La aplicacién X es un campo de vectores sobre ¢.
2. Para cada f € F(M), siendo X (f)(p) = X(p)(f), p € P, se tiene que X(f) € F(P).
3. Para cada (U, ¢) carta local de un atlas diferenciable de M (no necesariamente maximal), siendo

X0 = YN0 5

P
para cada p € ¢~ 1(U), se cumple que \' € F(¢~}(U)) parai=1,...,n.
De nuevo se pueden restringir estos objetos a abiertos de la variedad sin problemas.

Proposicién 2.1.51. En las condiciones anteriores, sean U C P abierto y X € ¥(¢). Entonces X|y €
X(U). Reciprocamente, si p € P e Y € X(U) para cierto abierto tal que p € U C P, existen un campo de
vectores X € X(¢) y un abierto V' cumpliendo p € V C U tal que X|y =Yy

Introducimos un nuevo concepto sobre campos de vectores: las referencias de campos. Estos son con-
juntos de campos de vectores que generan todos los demds mediante combinaciones F (M )-lineales. Por
tanto, muchas de las propiedades que se estudian mas adelante en el trabajo, bastara con estudiarlas para
una referencia de campos.

Definiciéon 2.1.52. Dada M una variedad diferenciable de dimensién n, se dice que un conjunto de
campos de vectores X1, ..., Xy € X(M), forma una referencia de campos de vectores si para cada p € M,
X1(p), ..., Xk(p), son una base de T, M. En particular, se ha de cumplir que k = n.

SiU C M esun abiertode M y X3,...,X,, € X(U), son campos de vectores tales que para todo p € U,
X1(p),..., X, (p), forman una base de T,M, se dice que X1, ..., X,, son una referencia local de campos de
vectores.

El primer ejemplo de referencia (local) de campos de vectores lo componen los campos de vectores
asociados a una carta local (U, ¢) de M.

Una interpretacién intuitiva de los campos de vectores en una variedad es considerarlos como un con-
junto de “flechas” (una sobre cada punto de la variedad) que apuntan en distintas direcciones. Asi, dado
un campo de vectores y partiendo de un punto de una variedad, podriamos intentar seguir estas flechas, lo
que intuitivamente nos llevaria a describir una curva. Esta intuicién se formaliza en el concepto de curvas
integrales, que son una de las principales herramientos de la geometria para generalizar las ecuaciones
diferenciales ordinarias.

En lo que sigue I serd un abierto convexo de R y o : I —> M una curva diferenciable.

Definicién 2.1.53. Dado V € X(M), se dice que « es una curva integral de V si para cada t € I,
o/ (t) =V (a(t)), estoes, sia’ =V oa.

Para entender cémo este concepto permite describir ecuaciones diferenciales ordinarias sobre una va-
riedad, estudiamos las condiciones que ha de cumplir una curva para ser curva de un campo de vectores
sobre M en coordenadas, es decir, respecto a una carta local.

Proposicién 2.1.54. Sea V € X(M) y a: I — M una curva en M. Es equivalente:

1. La curva « es una curva integral de V.
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2. Existe un atlas diferenciable de M, A, tal que para cada (U, ¢) € A, y para cada J C I abierto y
convexo con a(J) C U, se tiene que si V = >"" | Via%ﬂ- en U

d (goi o a)

o :Viooz7 1=1,...,n.

3. Para cada (U, p) carta local de M, y para cada J C I abierto y convexo con a(J) C U, se tiene que
siV=>", Vi{%i en U
d(¢' o)
dt

=V'oa, t=1,...,n.

De hecho, los teoremas cldsicos de existencia y unicidad de soluciones de las EDOs, nos permiten
determinar la existencia de las curvas integrales de campos de vectores, inicialmente de forma local, y
razonando de forma similar a cémo se hace en el estudio de EDOs clésicas, se pueden extender a curvas
maximales.

Proposicién 2.1.55. Sea V € X(M). Para cada p € M existe un intervalo I en torno a 0 y una unica
curva integral de V, o : I — M, con a(0) = p.

Corolario 2.1.56. Sea V € X(M) y sean o, 8 : I — M curvas integrales de V tales que existe tg € T
con «a(tg) = B(to). Entonces a = .

Este ultimo corolario permite asegurar que la siguiente definicién tiene sentido y que la curva integral
maximal de un campo de vectores desde un punto de M existe y es unica.

Definicién 2.1.57. Sean V € X(M) y p € M. Se define I, como la unién de todos los intervalos abiertos
de definicién de curvas integrales de V, a, tales que a(0) = p. Se define la curva integral maximal de V
empezando en p como la aplicacién oy, : I, — M tal que para cada t € I, siendo o : I — M curva
integral de V con a(0) =py t € I, a,(t) = a(t).

Nétese que si o : I — M es una curva integral de cierto campo de vectores V € X(M), como las
reparametrizaciones que consisten en una traslacién no modifican el vector velocidad, la curva B(s) =
a(s+c¢), s € I — ¢, es una nueva curva integral de V. Esto nos permite llegar al siguiente resultado:

Corolario 2.1.58. Sea V € X(M) y sea p € M. Usando la notacién de la definicién anterior, sea s € I,
y denotemos g = «a,(s). Entonces s + I; = I, y ap(s +t) = () para todo t € 1.

Definicién 2.1.59. Sea V € X(M) y sea Dy = {(p,t) € M x Rt € I,}. Se define el flujo de V como la
aplicacién ¢ : Dy — M dada por

¢(pa t) = Oép(t),
donde ay, es la curva integral maximal de V' empezando en p.
Esta aplicacion permite entender cémo se moverian los puntos de una variedad si siguiesen las direc-
ciones marcadas por V. Gracias a los teoremas de derivabilidad respecto de las condiciones iniciales de las

soluciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias, se pueden obtener las siguientes propiedades de esta
aplicacion.

Lema 2.1.60. Sea V un campo de vectores en M y sean Dy el conjunto definido anteriormente y la
aplicacién v : Dy — M su flujo. Se cumple que:

1. El conjunto Dy es abierto, conexo y contiene a M x {0}.

2. La aplicacién 1 es una aplicacién diferenciable entre variedades (entendiendo Dy como un abierto
de la variedad producto M x R, ver Seccién 4.7).

3. La aplicacién ¢ : M — M dada por 1g(p) = ¥ (p,0) es la identidad.

En particular, si nos restringimos a un abierto suficientemente pequeno en torno a un punto de la
variedad, podemos conseguir mejorar las propiedades de 1 en dicho abierto:

Lema 2.1.61. Sean V € X(M), p € M y ¢ el flujo de V. Entonces existen £ > 0 y un entorno U de p en
M tal que U X (—¢,¢) C Dy. Ademés, para cada t € (—e,¢), ¥ : U — ¢ (U) dada por ¥;(p) = ¥(p, 1),
es un difeomorfismo.
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Introducimos ahora los conceptos de covectores y de 1-formas, duales a los de vectores tangentes y
campos de vectores en una variedad diferenciable, respectivamente.

Definicién 2.1.62. Sea p € M. Se define el espacio cotangente a M en p, T; M como el espacio vectorial
dual de T, M. Los elementos de Ty M se denominan covectores y son aplicaciones lineales de T, M a R.

Observacion 2.1.63. Sea p € M y consideremos (U, ) una carta local en torno a p. Sabemos que
9
AR ] awn

{a
T
8<pp

base de T,y M. También denotaremos en ocasiones dy'|, = dy;,.

} es una base de T,M. Su base dual se denota {dp'|,,...,d¢"|,}, la cual es una
P

El siguiente resultado nos permite conocer la expresion de las coordenadas de un covector respecto de
este tipo de bases de los espacios cotangetes:

Lema 2.1.64. Sea p € M y sea (U, ¢) una carta local en torno a p. Sea v* € Ty M. Entonces se cumple

que:
v = ;:1 v <8<pi p) dp,,.

Introducimos ahora el concepto de fibrado cotangente, necesario para definir las 1-formas. Como ya
hemos mencionado, este conjunto puede dotarse de una estructura de variedad diferenciable andloga a la
del fibrado tangente, aunque no sera necesario su estudio para el desarrollo del presente trabajo.

Definicién 2.1.65. Se define el fibrado cotangente de M, T*M como la unién disjunta de todos los
espacios cotangentes a M

M = |J{p} x Ty M,
peEM

y se define la proyeccién candnica del espacio cotangente, o : T*M — M, dada por o(p,v*) = p para
cada (p,v*) € T*M.

Definicién 2.1.66. Una 1-forma es una aplicacion 6 : M — T*M tal que oo = id. Dada 6 una 1-forma y
X € X(M), se define la aplicacién §(X) : M — R, también denotada 60X, dada por (X)(p) = 6(p) (X (p)).

Se dice que una 1-forma 6 es diferenciable si para todo X € X(M), 6(X) € F(M). El conjunto de todas
las 1-formas diferenciables se denota por A'(M) y es un médulo sobre F(M).

Aligual que ocurre con los campos de vectores, podemos restringir las 1-formas a abiertos de la variedad.

Proposicién 2.1.67. Sea U C M abierto y § € A'(M) una 1-forma. Entonces 6|y € AY(U). Reciproca-
mente, si p € M y 8 € A*(U) para cierto abierto p € U C M, existen una 1-forma X6 € AY(M) y un
abierto V tal que p € V' C U, cumpliendo que 8|y = By

Cabe mencionar que, en muchas ocasiones, para simplificar la notacién, denotaremos 6, = 6(p). El
siguiente resultado nos permite caracterizar cuando las 1-formas son diferenciables, de forma similar a la
caracterizacién dada para los campos de vectores.

Teorema 2.1.68. Sea 0 : M — T* M una 1-forma. Son equivalentes:
1. La aplicacién 6 es una 1-forma diferenciable.

2. Para cada (U, ) carta local de un atlas diferenciable de M (no necesariamente maximal), siendo
para cada p € U

0(p) = Z X (p)dg'|,,

se cumple que \' € F(U) parai=1,...,n.

De ahora en adelante, salvo que se especifique lo contrario, trabajaremos solo con 1-formas diferencia-
bles. Por ello, prescindiremos del calificativo diferenciable.

Si bien no todas las 1-formas pueden construirse de esta forma, dada una funcién f € F(M), podemos
construir a partir de ella una 1-forma.
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Definicién 2.1.69. Sea f € F(M). Se define la 1-forma df : M — T*M, y se denomina diferencial de
f, tal que

para todo v € T,M y cada p € M.

Notese que, salvo la identificacion canénica entre T;R y R para cada t € R, df es la aplicacién diferencial
de f: M — R entendida como aplicacién entre variedades diferenciables.

Lema 2.1.70. Sea (U, ¢) una carta local de M y sea p € U. Entonces, para cada i = 1,...,n, se cumple
que
d*(p) = de*p,
donde dy* € AY(U).
Este lema nos permite comprobar que las 1-formas dy’, i = 1,...,n, que denominamos 1-formas
asociadas a la carta local (U, ¢), cumplen un papel similar al de la referencia de campos locales asociadas

a una carta local, pues en cada punto son una base del espacio cotangente. Todo ello nos lleva al siguiente
resultado, que generaliza el presentado previamente para covectores al caso de 1-formas.

Proposicién 2.1.71. Sean § € AY(M) y (U, ) una carta local de M. Entonces en U se cumple:

=Y 0 (aii) dy'.
i=1

En la préxima proposicion se recogen las principales propiedades de las diferenciales de funciones.

Proposicién 2.1.72. Consideremos la aplicacién diferencial d : F(M) —s Al(M). Se cumple que:
1. La aplicacion d es una aplicacién R-lineal.

2. La aplicacién d cumple la regla de Leibniz, es decir, para todas f,g € F(M), d(fg) = fdg + gdf.

w

. SifeF(M)y he F(R), entonces d(ho f) = (k' o f)df.

N

. SifeF(M)y (U, ) es una carta local de M, entonces, en U:
- 5'(fog0*1) ,
df = ————= o wdy".

f ; oo o wde

Por ultimo, pasamos a presentar los principales resultados relativos a subvariedades diferenciables. Si
bien existen varios conceptos que permiten ver una variedad como parte de otra, nos centraremos en el de
imbedding, y por ello nos referiremos a este tltimo directamente como subvariedad.

Definicién 2.1.73. Sean P, M variedades diferenciables con P C M como conjuntos. Se dice que P es
subvariedad (o imbedding) de M si:

= El conjunto P es subespacio topolégico de M.
= La inclusién, j : P — M es una aplicacién diferenciable y tal que para todo p € P, dj, es inyectiva.

Como djj, es inyectiva para todo p € P, en ocasiones se puede prescindir de esta aplicacién e identificar
directamente los espacios tangentes a P como subespacios de los correspondientes espacios tangentes a M.

Introducimos ahora un tipo de subvariedades creadas a partir de cartas locales. Estas son en cierto
modo una generalizacion de los subespacios afines de R™, obtenidos al mantener alguna de sus coordenadas
constantes.

Definicién 2.1.74. Sea (U, ¢) una carta local de M. Se dice que el conjunto
S={qeU/¢'(g)=a"i=c+1,....d},

donde 0 < c<nya=(al,...,a") € p(U), es una rodaja de M de dimensién c.
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Proposicién 2.1.75. Si S C M es una rodaja de dimension ¢, es una subvariedad de M de dimensién
¢y, con la notacién de la definicién anterior, (S, !, ..., ¢) es una carta local de S que recubre toda la
variedad.

De hecho, se puede comprobar que toda subvariedad de M es, localmente, una rodaja suya:

Proposicion 2.1.76. Sea P C M una subvariedad de dimension c. Para cada p € P existe una carta local
de M, (U,p),y a=(a',...,a") € p(U), tales que:

V=PNU={qeU/pi(q)=d,i=c+1,...,d}.
Es decir, V es una rodaja de M. En tal caso, se dice que (U, ¢) es una carta local de M adaptada a P.

Noétese que cada carta local de M adaptada a P induce una carta local de P. De hecho, P estd recu-
bierto por este tipo de cartas de acuerdo con la proposicién previa. Asi pues, se pueden usar las cartas
adaptadas a P para estudiar su estructura de variedad diferenciable, lo cual es de gran ayuda cuando ésta
se quiere relacionar con la de M.

Presentamos ahora un resultado que nos permite generalizar una de las propiedades fundamentales de
la topologia de subespacio para aplicaciones diferenciables cuando se trabaja con subvariedades.

Proposicién 2.1.77. Sea P C M una subvariedad. Si N es otra variedad diferenciable y ¢ : N — M
es una aplicacién diferenciable con ¢(N) C P, la aplicacién restringiendo la imagen, ¢ : N — P es
diferenciable.

Proposicién 2.1.78. Sean P C M una subvariedad y j : P — M la inclusién. Si N es otra variedad
diferenciable y ¢ : M — N es una aplicacién diferenciable, entonces la aplicacién ¢|p : P — N,
o|lp = ¢ o j, es diferenciable.

Finalmente, estudiamos cémo se relacionan los campos de vectores de P y de M.

Definicién 2.1.79. Sea X € X(M). Se dice que X es tangente a una subvariedad P C M si para todo
peEP, X,eT,PCT,M.

Proposicién 2.1.80. Sea P C M y sean X,Y € X(M) tangentes a P.
1. La aplicacién X|p € X(P).

2. El corchete [X,Y] es tangente a Py [X,Y]|p = [X|p,Y|p].

2.2. Cadalculo tensorial

Introducimos ahora una clase de aplicaciones que son ubicuas en el estudio de las variedades diferen-
ciables: los campos de tensores. Estos permiten generalizar los conceptos de funcién, campo de vectores y
1-formas, presentados en la seccién previa.

Una de las principales caracteristicas de los campos de tensores es su multilinealidad. Para resaltar esta
propiedad, asi como por sus ventajas operativas, se presentan a continuacion los campos de tensores como
aplicaciones multilineales (sobre médulos) siguiendo el Capitulo 2 de [17], en lugar de recurrir al lenguaje
de las propiedades universales. Este otro enfoque puede consultarse en textos como [18].

Definicién 2.2.1. Sea M una variedad diferenciable y sean 7, s enteros no negativos, ambos no simultanea-
mente nulos. Dado p € M, se dice que una aplicacién ¢ : (T;M)T x (T,M)* — R multilineal es un tensor
de tipo (r,s) en p. El conjunto de todos los tensores de tipo (r,s) en p se denota 7. (T, M) y es un espacio
vectorial real.

Definimos de manera especial los tensores de tipo (0,0) en p. Esta definicién basicamente establece que
un tensor de tipo (0,0) es un elemento de R, pero serd de gran utilidad en definiciones préximas.

Definicién 2.2.2. Sea M una variedad diferenciable. Un tensor t de tipo (0,0) en p, es una aplicacién
t:{p} — R
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Las primeras r variables sobre las que actia un tensor en p € M de tipo (r, s) se denominan contrava-
riantes, mientras que las iltimas s se llaman covariantes.

Notese que estas definiciones generalizan los conceptos estudiados en las secciones previas de vectores
tangentes y covectores. Por tanto, podemos tratar de generalizar a partir de ellos los conceptos de campos
de vectores y 1-formas para conseguir objetos globales sobre toda la superficie que nos proporcionen formas
de escoger un tensor en cada punto de la variedad de forma diferenciable. Esto lo conseguiremos mediante
los campos de tensores o campos tensoriales.

En adelante, salvo que se indique lo contrario, M sera una variedad diferenciable de dimensién n, p € M
y 7, s enteros no negativos.

Definicién 2.2.3. Se define el fibrado tensorial (r,s) de M como la unién disjunta siguiente:

Ti(M) = | o} x T (T,M).

pEM
Se define la proyeccién canénica de T7 (M), m(y 5y : Ti (M) :— M por 7, o (p,t) = p.

En la mayoria de razonamientos, cuando no haya riesgo de confusién, se prescindird de la mencién
explicita al punto de los elementos de T7 (M) y se identificardn con su segunda componente.

Como ya hemos mencionado en la seccién anterior, este conjunto se puede dotar de estructura de
variedad diferenciable de forma andloga a como se hace con el fibrado tangente. No obstante, no sera
necesario tener en cuenta esta estructura en lo que resta de trabajo.

Definicién 2.2.4. Sean r, s enteros no negativos, ambos no simultdneamente nulos. Un campo tensorial
de tipo (r, s) es una aplicacion A : M — T7 (M) tal que 7(,. 5y0 A = Idy y tal que, para todos or,....0" ¢
AY (M), X1,..., X, € X(M), definiendo
A, 0", X1,..., X)) M — R
pr— A0y, 05 X1p, .o, X p),

Y p?
se tiene que A(Y,...,0", X1,...,X,) € F(M). El conjunto de todos los campos tensoriales de tipo (7, s)
sobre M se denota 7 (M) y es un F(M)-médulo.

Observacion 2.2.5. Nétese que como un tensor de tipo (0,0) en un punto p € M es una eleccién de
un elemento de R, una eleccién diferenciable de un tensor de tipo (0,0) en cada punto es una funcién
diferenciable.

En muchas ocasiones, al igual que para las 1-formas y vectores tangentes, denotaremos A, = A(p).

Notese que la definicién anterior también nos permite entender a los campos tensoriales como aplica-
ciones que actuan directamente sobre 1-formas y campos de vectores, devolviendo funciones diferenciables,
lo cual resumimos en la siguiente proposicién.

Proposicién 2.2.6. Sea A € 7 (M). Entonces la aplicacién
A AN (M) x X(M)* — F(M)
0,07, Xy,..., X)) — AL, ...,07, X, ..., X)),
estd bien definida y es F(M)-lineal.

De hecho, se puede establecer un reciproco del resultado anterior. Para ello, es necesario tener en cuenta
el lema siguiente, trivial a partir de la definicién:

Lema 2.2.7. Sean p € M y A : AY(M)" x X(M)* — F(M) una aplicacién F(M )-multilineal. Sean
O, ..., 0" vt .. 4" € AY(M) tales que 6 (p) = v (p) paracadai =1,...,r,ysean X1,...,X,,Y1,...,Ys €
X(M) tales que X;(p) = Yi(p) para cada i =1,...,s. Entonces:

A(t917 L0 X X)) (p) = A(’yl, oYL Y (D).
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Teorema 2.2.8. Sea A : AY(M)" x X(M)* —s F(M) una aplicacién F(M )-multilineal. Para cada p € M
se define

Ap  (TyM)" x (T,M)* — R
Ap(al,...,of,vl,...,vs) — A0, ..., 07, X1, .., X,)(p),

donde 0%,...,0" € AY(M), X1,...,X; € X(M) y 0'(p) =o', i=1,....,r y X;(p) = vj, j = 1,...,s.
Entonces para cada p € M, A, € TJ(T,M) y la aplicacién A : M — T§(M) que manda p en A, es un
campo de tensores.

Todo ello nos permite identificar los campos de tensores como aplicaciones multilineales que actian so-
bre 1-formas y sobre campos de vectores. En particular, identificaremos A y A de la demostracién anterior
y usaremos la misma notaciéon para ambas.

Proposicién 2.2.9. Sea U C M abierto y sea A € T (M). Entonces A|y € TJ(U).

Ademds, si A es un campo tensorial de tipo (r, s) en un abierto en torno a un punto p, existe Ae T (M)
tal que coincide con A en un entorno abierto, quizas reducido, de p.

Es decir, los campos de tensores siguen siéndolo al restringirnos a abiertos de la variedad. Ademsés,
el lema anterior nos muestra que los campos de tensores actiian punto a punto, por lo que en muchas
ocasiones prescindiremos de explicitar que se esta trabajando con la restriccién a un abierto de un tensor.

Esto nos permite realizar el estudio de los tensores en coordenadas de forma mas cémoda, es decir,
expresarlos haciendo uso de una carta local de M.

Definicién 2.2.10. Sea (U, ) una carta local de M y sea A € T7(M). Se definen las componentes de A
respecto de la carta local (U, @) como

0.9
’8(‘0j1"..’a(pj3

J15--30s

Alreotr — A (dcpil,... ,dpt > € F(U),

Para i1, ...y lpy Jly s Js 6{1,...,71}.

Noétese que la evaluacién de un tensor se puede realizar en coordenadas, es decir, utilizando sus com-
ponentes respecto a una carta local.

Ejemplo 2.2.11. Sea A € T;H(M) y sean § € AY(M), X,Y € X(M). Entonces, si (U, ¢) es una carta local

de M y en U podemos expresar § = Y, Opdpk, X =3, X* a?;i aY =3, Yja%ﬂ7 usando la multilinealidad:

o 9 0 -
_ AV k¥ _ ivi Ak
AB,X,Y)=> 0, X'Y/A <d<p Pt aw) =Y 0. X'YIAL,
i3,k W5,k
Introducimos ahora una forma de construir un tensor de un orden mayor a partir de dos tensores de
ordenes mas pequenos.

Definicién 2.2.12. Sean r,7’,s, s’ enteros no negativos. Sean t; € 7 (T,M) y t2 € TST,/ (T, M). Se define
la aplicacién producto tensorial de ty; y to como:

t @ty (M) x (T,M)* — R

’ ’

1 r+r r
y Us+1, - - - 7”5—0—5’)'

(ay...,« r

ULy Uspsr) >t (e e v, vt (@7 L a

Lema 2.2.13. En las condiciones de la definicién anterior, se cumple que t1 ® to € 7;:27// (T, M).

Observacion 2.2.14. En el caso en que (r',s") = (0,0) (o (r,s) = (0,0)), se tiene simplemente que el
producto tensorial de t; y t2 (el cual podemos interpretar como una constante real) es el producto totq,
ts € R.

Esta definicién puede extenderse a campos de tensores como sigue:
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Definicién 2.2.15. Sean r,7”,s,s' enteros no negativos. Sean A € 77 (M) y B € T3 (M), se define la

aplicacion A® B: M —» T;i:,/M dada por:

A® B(p) = Alp) @ B(p).
Lema 2.2.16. En las condiciones de la definicién anterior, se tiene que A® B € T (M).

Ademss, la aplicaciéon producto tensorial, ®, entre los espacios de tensores en un punto, tiene un
comportamiento muy bueno, como muestra el siguiente resultado.

Proposicién 2.2.17. Sean r,r’, 7", s,s',s"” enteros no negativos. Se cumple que:

= La aplicacién ® : T M x 7;/,M — 7;’;:;7,M que manda (A, B) — A ® B es bilineal.

2 SiAeT/ (M), BeTS MyCeTh Mentonces A® (B® C) = (A® B) ® C. Por ello se denota a
cualquiera de ellos como A ® B® C.

Las propiedades anteriores también se cumplen para la aplicacién producto tensorial entre los espacios
de tensores en un punto de M.

Observacion 2.2.18. En general, la aplicacién ® descrita en el resultado anterior no es conmutativa, ni
siquiera cuando (r,s) = (r',s"). No obstante, si uno de los pares es (0,0), pongamos (r',s") = (0,0),
entonces, si es conmutativa, puesto que, con la notacién del resultado anterior, B € F(M) y:

ARB=BA=B®A
Establecemos ahora algunas propiedades basicas de las componentes tensoriales:

Proposicién 2.2.19. Sean 7,1/, s, s’ enteros no negativos. Sean A,B € T/ My C € 7;7,M. Se cumple
que:

= Si f,g € F(M), entonces (fA+ gB)jwr = fA=r 4 gBi-lr,

gyl Ail,..‘,i,‘ Trglseenslpyp/

= Las componentes del producto tensorial son (A® B); """/ v dumrga B
s dsts seeads s ds+s

Destacamos ahora algunos tipos de tensores especialmente interesantes por la relacién con las 1-formas
y con los campos de vectores previamente definidos.

Observacion 2.2.20. A partir de las definiciones, es claro que T.°(T,M) = Ty M para cada p € M y que
TPM = AY(M). Es decir, los tensores de tipo (0,1) son covectores y los campos tensoriales de tipo (0, 1)
son 1-formas.

Observacion 2.2.21. Veamos ahora que también se puede identificar 7 (7, M) con T, M para cada p € M.
Para ello, basta notar que, por definicién, para cada p € M, T (T, M) es el espacio vectorial dual de TyM.
Por tanto, 7 (T, M) es el bidual de T, M y, al tratarse de espacios vectoriales de dimensién finita, hay un
isomorfismo natural entre ambos.

Asi cada vector tangente a M en p, v € T,M, se puede identificar con la aplicacién © € T3 (T,M) dada
por:

v:TyM — R
a— () = av).
En adelante, identificaremos por tanto ambos espacios vectoriales y no haremos distincién entre v y 0.

Esta identificacién permite identificar también de forma inmediata X(M) con 73" M a partir de sus defini-
ciones.

Observacion 2.2.22. Finalmente, ndtese que, gracias a la identificacién anterior, cada aplicacién multilineal

A:X(M)* — X(M), induce un campo tensorial de tipo (1,s), A, dado por
A0, X1,..., Xs) = A(Xq,...,X,)(0),
y, reciprocamente, cada campo tensorial de tipo (1,s), B € T.}(M) induce una aplicacién multilineal

B:X(M)* — X(M) , que a cada Xi,..., X, € X(M) le asigna el campo tensorial de tipo (1,0) tal que
para cada 6 € AY (M), B(Xy,...,Xs)(0) = B(#,X1,...,X,), el cual se identifica con un tnico campo de
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vectores.

De forma analoga, se puede identificar para cada p € M, T} (T, M) con el conjunto de aplicaciones multi-
lineales de (T, M)® en T, M.

Este tipo de tensores en un punto y de campos tensoriales jugaran un papel especialmente importante en
el desarrollo posterior, puesto que el tensor de curvatura, uno de los objetos mas relevantes de la geometria
semi-Riemanniana, serd un campo tensorial de tipo (1, 3).

Observacion 2.2.23. Los campos tensoriales (y tensores en un punto) de tipo (0, s) se denominan covariantes
y los campos de tensores (y tensores en un punto) de tipo (0,7) con r > 1 se denominan contravariantes.
Para este tipo de tensories es inmediato comprobar que, si A es covariante y B es contravariante, AQ B =
B®A.

En particular, las identificaciones anteriores nos permiten afirmar que, dada una carta local de M,
(U, ), y un punto p € M, para cada i = 1,...,n, aiw € THT,M) y dp' € T(T,M). Esto, junto con el
uso del producto tensorial de tensores en un punto, nos permite dar una base de los tensores de tipo (r, s)
en cada punto.

Proposicién 2.2.24. Sea p € M y sea (U, ¢) una carta local con p € U. Entonces una base de 7] (T, M)
estd dada por:

0
Ot

{ ®...®

p

8807;7‘ ®d¢j1‘P®®dngT‘P /ilv"'viijla"'ij € {laan}}
p

En particular, esto nos permite expresar localmente los campos tensoriales en cada abierto asociado a
una carta local, mediante sus componentes tensoriales.

Proposicién 2.2.25. Sea A € T (M) y sea (U, ¢) una carta local de M. En U, se cumple que:

iniy 0 9 :
A= > Aji"“’jsagoil®"'®W®d¢h®'”®dw'

Loy bryJ1ee0]s

Todo ello nos permite establecer las siguientes dos caracterizaciones de la diferenciabilidad de los campos
de tensores:

Proposicion 2.2.26. Se cumple que:

» Una aplicacién A : M — T7 (M) tal que 7(, 5y 0 A = Id es un campo tensorial si y solo si para cada
carta local (U, ¢) de un atlas de M se tiene que las componentes de A en dicha carta cumplen

0 0

Al = A (dcpil,...,dcpi"' > e F(U),

para todos i1, ..., 0r, J1,---5Js € {1,...,n}.

= Una aplicacién A : A1(M)" x X(M)* — RM multilineal es un campo tensorial, es decir, tiene llegada
en F(M), siy solo si para cada carta local (U, ) de un atlas de M

i i 0 0
A(dSD 7...,d§0 7aso‘h7...,ago‘js> E]:(U),

para todos i1, ...,4r J1,---,Js € {1,...,n}.

Al igual que el producto tensorial permite construir campos de tensores diferenciables (o tensores
en un punto) a partir de otros de orden menor, podemos construir campos de tensores de orden menor
contrayendo un campo tensorial de orden mayor.

Lema 2.2.27. Para cada p € M, existe una unica aplicacién R-lineal, C), : T (T,M) — R, llamada
contraccién en p tal que C(v ® a) = a(v) para cada v € T,M y a € Ty M.

Esta aplicacién se puede generalizar a tensores en un punto de orden mayor como sigue:
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Proposicién 2.2.28. Sean r,s > 1 enteros y sea t € T (T,M). Sean 1 < i <r y 1 < j <s. Se define
Gt (Ty M) x (T,M)*~! — R como

(C’;,jt) (.. a" v, ve1) =0 (f(al, oo e ,vs_l)) ,
donde t(at,...,a" vy, ... v 1) Ty M x T,M — R manda
(,v) —t(at, ..., o, a™ AT v v, 0, U e Vs ),

y, es claramente bilineal.
Lema 2.2.29. En las condiciones de la definicién anterior, Cit € TN T,M).

Todo ello induce una aplicacién entre los conjuntos de campos tensoriales, que serd F (M )-lineal, pues
actua punto a punto.

Definiciéon 2.2.30. Sean enteros r;s > 1. Paracada 1 < ¢ < ry 1 < j < s, se define la contraccion
CiTyM — TI*M por:

Ci(A)(p) = C; ;(A(p)), para todo p € M.
Proposicion 2.2.31. Sean enteros r,s > 1. Paracada 1 <¢:<ry 1 < j <s, la contraccién C; esta bien

definida, es decir, para cada A € T M, C’j’:A € T/ 7'M y ademis, es F(M)-lineal.

Gracias a que las contracciones, C’; actian punto a punto, en particular actian localmente, es decir,
paracadalU C My A € T] (M), C(A) = C(Aly). Por tanto, podremos expresar la contraccién de cualquier
campo tensorial localmente, es decir, respecto de una carta local. Para ello, de acuerdo con un resultado
previo, basta con dar las componentes tensoriales del campo contraido.

Proposicién 2.2.32. Sean enteros r,s > 1. Paracada 1 <i<r,1<j<sy A€ T M, dada una carta
local de M, (U, ¢), las componentes tensoriales de C;A respecto a esta carta estan dadas por:

J1seerds—1 J1seedi =1, 50 0s—1"

n
: D1 yennslp—1 [T FEEE IR 1o 7Y FRUUIN
CZA)777 o Al lim 1Mt
(€ >
m=1

Finalmente, estudiamos cémo poder trasladar los campos de tensores por medio de aplicaciones di-
ferenciables entre variedades. De forma andloga a lo que ocurre para campos de vectores y 1-formas, en
que solo las segundas pueden trasladarse de forma adecuada por aplicaciones diferenciables, solo podremos
trabajar en este caso de forma general con tensores de tipo covariante.

Definicién 2.2.33. Sean M, N variedades diferenciables y ¢ : M — N una aplicacién diferenciable.
Para cada p € M, s entero mayor o igual a 1y t € T (T, N) se define el pullback (o retraccion) de t por
¢ en p por:

ot (T,M)* — R
(V1,...,0s) —> t(d@|pv1, ..., do|pvs).
Ademés, para cada A € TN, se define ¢*A: M — TT M, el pullback (o la retraccién) de A por ¢ por:
¢"A(p) = ¢" (A(p))-

Lema 2.2.34. Sean M, N variedades diferenciables y ¢ : M — N una aplicaciéon diferenciable. Sea s > 1
entero. Para cada p € M y t € TX(Typn), ¢t € T (T,M). Ademds, para cada A € T)N, ¢p*A e T/ M.

Definimos de forma especial el pullback de funciones, es decir, el de tensores covariantes de tipo (0, 0).

Definicién 2.2.35. Sean M, N variedades diferenciables y ¢ : M — N una aplicacién diferenciable. Sea
f € F(N). Se define el pullback (o retraccion) de f por ¢ como ¢*f = fo¢p € F(M).

El pullback de tensores covariantes es especialmente interesante, ya que se comporta bien con las
principales aplicaciones entre tensores que hemos definido:
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Proposicién 2.2.36. Sean M, N, P variedades diferenciables, ¢ : M — N, ¢ : N — P aplicaciones
diferenciables y s, s’ enteros no negativos.

1. Para cada f € F(N), d(¢*f) = ¢™df .

2. La aplicacién ¢* : TON — TOM es R-lineal.

3. Para cada A € TON, B € TON, se cumple que ¢*(A ® B) = (¢*A) @ (¢*B).

4. Se cumple que (1 o ¢)* = ¢* op* : TOP — TOM.

Finalmente estudiamos dos tipos especiales de tensores covariantes:
Definicién 2.2.37. Seanp e M y t € TX(T,M), A € T M. Se dice que:

» tes simétrico si para todos v,w € T,M, t(v,w) = t(w,v).

n A es simétrico si para todos X,Y € X(M), A(X,Y) = A(Y, X).

» ¢ es antisimétrico si para todos v,w € T, M, t(v,w) = —t(w,v).

= A es antisimétrico si para todos X,Y € X(M), A(X,Y) = —A(Y, X).
Lema 2.2.38. Sea A € T,’M. Entonces A es simétrico (resp. antisimétrico) si y solo si para todo p € M,

A(p) es simétrico (resp. antisimétrico).

2.3. Espacios con producto escalar

En la asignatura del Grado Algebm y Geometria Lineales I se realiza un estudio de las formas bilinea-
les en espacios vectoriales de dimensién finita y, en particular, de los espacios euclideos. En esta seccién
pretendemos hacer una recopilacién de las principales definiciones y resultados vistos en dicha asignatura.
Estos se pueden encontrar en [14] (capitulo V) y [17] (capitulo 2), del cual tomamos la notacién.

En toda la seccién V serd un R-espacio vectorial de dimensién finita.
Definicién 2.3.1. Una forma bilineal, b, en V' es una aplicacion b : V x V — R tal que:

1. Es lineal en la primera componente, es decir, b(Avy + pvg, w) = Ab(vi,w) + pb(ve, w) para todos
v1,v9,w € V y todos A\, u € R.

2. Es lineal en la segunda componente, es decir, b(v, \wy + pws) = Ab(v,w;1) + pb(v, ws) para todos
v,wi,wy € V y todos A\, € R.

Se dice que b es simétrica si para todos v,w € V se cumple que b(v, w) = b(w,v)

Definicién 2.3.2. Se dice que una forma bilineal b es:
1. definida positiva (resp. negativa) si para todo v € V no nulo, b(v,v) > 0 (resp b(v,v) < 0),
2. semidefinada positiva (resp. negativa) si para todo v € V, b(v,v) > 0 (resp. b(v,v) < 0),
3. no degenerada si para todo v € V no nulo, existe w € V tal que b(v, w) # 0.

Se dice que b es definida si es definida positiva o definida negativa y que es semidefinida si es semidefinida
positiva o semidefinida negativa.

Nétese que es equivalente que b sea no degenerada a que si para todo w € V' se cumple que b(v, w) = 0,
entonces v = 0. El siguiente resultado establece la relacién principal entre las propiedades de las formas
bilineales.

Lema 2.3.3. Sea b una forma bilineal simétrica en b. Se cumple que:
1. Si b es definida, es no degenerada y semidefinida.

2. Si b es semidefinida y no degenerada, es definida.
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El siguiente lema nos permite, a partir de una forma bilineal en V', definir formas bilineales en sus
subespacios vectoriales.

Lema 2.3.4. Sea W C V un subespacio vectorial y b una forma bilineal simétrica en V. Entonces b|w xw
es una forma bilineal simétrica en W. Ademas, si b es definida positiva (resp. definida negativa, semidefinida
positiva, semidefinida negativa), bl xw es definida positiva (resp. definida negativa, semidefinida positiva,
semidefinida negativa).

Notese que, si bien estas nuevas formas bilineales conservan las propiedades de ser definidas y semide-
finidas, puede ocurrir que b sea no degenerada y blyxw sea degenerada. Basta considerar en R? la forma
bilineal b((x1,72), (y1,y2)) = 1y1 — T2y2 y el subespacio W = {(z1,22) € R? /21 = 25}

Definicién 2.3.5. Sea b una forma bilineal simétrica en V. Se define su indice, ind(b) como el mayor
entero que es dimensién de un subespacio W C V tal que b|w xw es definida negativa.

Como {0} es siempre un subespacio de V en que la restriccién de b es trivialmente definida nega-
tiva, el indice estd bien definido en todo espacio vectorial de dimensién finita. Por tanto, es claro que
0 < ind(b) < dim(V) y que la primera igualdad se da si y solo si b es definida positiva y la segunda si y
solo si b es definida negativa.

Cuando se trabaje con una forma bilineal simétrica fijada en V, b, se dird que el indice de V, ind(V),
es el de la forma bilineal b.

Definicién 2.3.6. Dada una forma bilineal simétrica b en V', se define la forma cuadrdtica asociada,
q:V — R por:
q(v) = b(v,v).

La forma cuadratica asociada a b contiene la misma informacién que b, gracias a la identidad de

polarizacién:
1
b(v,w) = 3 (glv 4+ w) — q(v) — q(w)) para todos v,w € V
Cuando se realicen razonamientos utilizando expresiones similares a la anterior, se dird que se razona

por polarizacién.

Definicién 2.3.7. Pongamos n = dim (V') y sea b una forma bilineal simétrica sobre V. Sea {ej,...,e,}
una base de V. Se define la matriz de b en la base {e1, ..., en} como (bi;),, ;,, con:
bi,j = b(6i7 ej).

Nétese que, como b es simétrica, la matriz de b en cualquier base sera simétrica. Ademas, a partir de la
matriz de b en {eq,...,e,}, se puede recuperar b gracias a su bilinealidad. Por tanto, podemos caracterizar
propiedades de la forma bilineal a partir de las de su matriz en una base. En particular se tiene el siguiente
lema:

Lema 2.3.8. Una forma bilineal simétrica en V es no degenerada si y solo si su matriz en una base es
invertible, si y solo si su matriz en cualquier base es invertible.

Nos centramos ahora en el estudio de las formas bilineales no degeneradas.

Definiciéon 2.3.9. Un producto escalar g en un espacio vectorial V' de dimensién finita es una forma
bilineal simétrica no degenerada en V.

Se dice que g es un producto interno si es definido positivo, es decir, si para todo v € V no nulo,
g(v,v) > 0.

En el resto de la seccién, salvo que se especifique lo contrario, V' serd un espacio vectorial de dimensién
finita, n, en que se ha definido un producto escalar g.

Nétese que, en estos espacios, si v,w € V son tales que para todo z € V, g(v, z) = g(w, z), entonces,
por la bilinealidad de g, g(v — w, z) = 0 para todo z € V' y, por tanto, v —w =0y v = w.

Definicién 2.3.10. Se dice que v € V es un null vector o un vector luminoso si g(v,v) = 0 y v es no nulo.
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Notese que, de acuerdo con el Lema 2.3.4, en V existen vectores luminosos si y solo si g no es definida
(se dice entonces que g es indefinida).

En los espacios con producto escalar se generaliza el concepto de ortogonalidad, propio del espacio
euclideo usual, aunque con la salvedad de que pueden existir vectores ortogonales a si mismos, los de
luminosos.

Definicién 2.3.11. Sean v, w € V. Se dice que son ortogonales y se denota v L w, si g(v,w) = 0.

Dados A, B C V subconjuntos cualesquiera, se dice que son ortogonales si para todo v € A y todo
we B, v 1 w.

Si A C V se define su ortogonal como:

At ={v eV /v L wparatodow € A}.

Lema 2.3.12. Sea A C V cualquiera. Entonces A+ es un subespacio vectorial de V.

En los espacios con producto escalar se siguen cumpliendo algunas de las propiedades més relevantes
del espacio euclideo en lo que se refiere a perpendicularidad:

Proposicién 2.3.13. Sean W, U C V subespacios vectoriales. Entonces:
= Se cumple que dim(W) + dim(W+) = dim(V).
= El biortogonal de un subespacio vectorial es él mismo, (WJ-)L =W.

» Si U C W, entonces W+ c UL.

No obstante, en general, incluso si W C V es un subespacio vectorial, no tiene por qué cumplirse
que W 4+ W' =V, como si ocurre en el espacio euclideo. La siguiente definicién nos permite estudiar
subespacios vectoriales que si posean esta propiedad.

Definicién 2.3.14. Sea W C V subespacio vectorial. Se dice que W es no degenerado si glwxw es una
forma bilineal no degenerada y, por tanto, un producto escalar. Si no, se dice que W es degenerado.

Si bien no todo subespacio en un espacio vectorial con producto interno es no degenerado (es més, todo
vector luminoso genera un subespacio que es degenerado), si se trabaja en un espacio con producto interno,
todo subespacio es no degenerado y, de hecho, la restricciéon de g a cada subespacio, W, proporciona un
producto interno en W.

Lema 2.3.15. Un subespacio W C V es no degenerado si y solosi V=W @ W+,

Noétese que, como (WJ-)J' =W, W es no degenerado si y solo si W+ lo es.

Definicion 2.3.16. Sea v € V. Se define la norma de v:

o] = Vlg(v, v)|.

Se dice que v es unitario si tiene norma 1, es decir, si g(v,v) € {—1,1}. Se dice que un conjunto de vectores
{v1,..., vk} es ortogonal si para todo i # j, v; L v;. Un conjunto de vectores unitarios ortogonal se dice
que es ortonormal.

Lema 2.3.17. Sin = dim(V), un conjunto ortonormal de n vectores es una base.

Este tipo de bases son de gran utilidad para el estudio de los espacios con producto escalar, pues
permiten simplificar muchos de los calculos. Por ello, es de vital importancia el siguiente resultado:

Teorema 2.3.18. Todo espacio con producto escalar V' de dimensién finita n > 1 tiene una base ortonor-
mal.

En una base ortonormal de V', {ej, ..., } la matriz de g es diagonal, pues
g(ei,e;) = 0ije;,

donde ;5 es la delta de Kronecker y ¢; = g(ej,e;) € {—1,1}. Es habitual ordenar los elementos de las
bases ortonormales de forma que, si hay €; negativas, estos estén asociados a los primeros vectores de la
base.
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Definicién 2.3.19. Cuando una base ortonormal se ordena siguiendo el criterio anterior, la n-tupla
(€1,...,&n) se denomina signatura de g.

Lema 2.3.20. Sea {e1,...,e,} una base ortonormal de V' y sea ¢; = g(e;, e;). Entonces cada v € V se
expresa como:

n
v = Z €ig(v, €i)e;.
i=1

El siguiente resultado nos permite dar una caracterizacion del indice de V' mads operativa que la defini-
cién de indice.

Teorema 2.3.21. Sea {ej,...,e,} una base ortonormal de V. El ntimero de —1 que aparecen en la
signatura de g es el indice de V. En particular, este nimero no depende de la base elegida.

Corolario 2.3.22. Si W C V es un subespacio no degenerado, considerando en W y W+ la estructura
de producto escalar inducida por g:

ind(V) = ind(X) + ind(W).

Al considerar aplicaciones lineales entre espacios con producto escalar, es especialmente interesante
estudiar aquellas que se comportan bien respecto a g.

Definicién 2.3.23. Sean V,V’ espacios vectoriales de dimensién finita con sendos productos escalares
9,9’ . Una aplicacién lineal ¢ : V — V'’ se dice que conserva el producto escalar si para todos v,v" € V:

g (T(v), T(w)) = g(v,w).
Si ademas, T es un isomorfismo lineal, se dice que es una isometria lineal.

Nétese que, gracias a la no degeneracién de ¢', si T conserva el producto escalar, es inyectiva pues, si
T(v) = 0, para todo w € V se tiene que g(v,w) = ¢’(0,T(w)) = 0, por lo que v = 0. Por tanto, si T es una
aplicacién lineal, es isometria si y solo si conserva el producto escalar y dim(V') = dim(V”).

También podemos concluir, haciendo uso de la identidad de polarizacién, que una aplicacién lineal
T :V — V' conserva el producto escalar si y solo para todo v € V, siendo ¢, ¢’ las formas cuadréticas
asociadas a g y ¢, respectivamente:
¢ (T(v)) = q(v).

Proposicién 2.3.24. Sean V, V'’ espacios vectoriales de dimensién finita con sendos productos escalares

b b)
9,9’ . Entonces existe una isometria de V a V' si y solo si ambos tienen la misma dimensién y el mismo
indice.

Finalmente, definimos un ultimo tipo de aplicaciones de gran interés al trabajar en espacios euclideos,
las proyecciones ortogonales sobre subespacios no degenerados.

Definicién 2.3.25. Sea W C V un subespacio no degenerado. Se dice que 7 : V. — V es una proyeccion
ortogonal sobre W si y solo si W+ estd contenido en su niicleo y |y = Id.

Lema 2.3.26. Sea W C V un subespacio no degenerado. Existe una tinica proyeccién ortogonal sobre W,
7. Ademéds, 7 cumple que Im(n) = W y Ker(r) = W+.

El siguiente resultado utiliza la descomposicién en V' como suma directa de un subespacio no degenerado
y su perpendicular, para caracterizar la proyeccién ortogonal de un vector en términos de sus productos
escalares con vectores del subespacio.

Lema 2.3.27. Sea W C V un subespacio no degenerado y sea m su proyeccion ortogonal. Sean v € V' y
w € W tales que para todo z € W, g(v, z) = g(w, z). Entonces 7(v) = w.
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3. Derivaciones tensoriales y conexiones

3.1. Derivaciones tensoriales
Los vectores tangentes en geometria diferencial se introducen como una herramienta para poder gene-

ralizar el concepto de derivada direccional para funciones definidas sobre variedades diferenciables.

A raiz de este concepto, surgen de forma natural los campos de vectores y los campos tensoriales sobre
las variedades diferenciables. Ahora bien, resulta natural querer comparar estos campos en distintos puntos
de la variedad y analizar su variacién en distintas direcciones. Para tal fin se introducen dos conceptos de
vital importancia: las derivaciones tensoriales y las conexiones. Estas ultimas se definen solo para campos
de vectores, pero veremos que dan lugar a su vez a derivaciones tensoriales.

Presentamos a continuacién un estudio detallado de estos conceptos siguiendo [17] y [11]. Ambos serdn
de vital importancia en las siguientes secciones del trabajo, especialmente el de conexiéon. En todo el
capitulo M serd una variedad diferenciable de dimensién n.

Definicién 3.1.1. Una derivacion tensorial, D, sobre una variedad diferenciable M es un conjunto de
funciones R-lineales (una para cada par de enteros r,s > 0)

D =Dg: T/ (M) — T, (M),
tales que para cualesquiera campos tensoriales A, B sobre M de tipo arbitrario:
1. Cumple la regla de Leibniz, D(A ® B) = D(A) ® B+ A® D(B),
2. Para cualquier contraccién, C, D(CA) = CD(A).

Es decir, D es R-lineal, conserva el tipo tensorial, cumple un analogo a la regla de Leibniz y conmuta
con las contracciones. La condicién sobre la conmutacién con las contracciones es necesaria, como se vera
posteriormente, para poder establecer una generalizacién de la regla del producto.

En particular, considerando D : T2(M) — TP (M) e identificando este conjunto de campos de
tensores con F(M), dado que DY es R-lineal y ademds

DY(fg) = fDY(g) + gDJ(f),  paratodo f,g € F(M),

es claro que DY es una derivacién en el sentido de la Definicién 2.1.38 y, por tanto, existe un tnico campo
vectorial V' € X(M) tal que para todo f € F(M):

DY(f)=VT.

Esto en particular nos muestra que D no es en general una aplicacién F (M )-multilineal (salvo si V = 0),
puesto que:
D(fA) =D(f)A+ fD(A), para todos;A € T, (M), f € F(M).

Por tanto, dado un campo tensorial A sobre M, para cada p € M, D(A)(p) no dependerd tinicamente del
valor de A en dicho punto. No obstante, la siguiente proposicién nos permite comprobar que dicho valor
depende solo de los valores del campo tensorial en un entorno de p, gracias a que D si es R-lineal y a la
regla de Leibniz.

Proposicion 3.1.2. Si D es una derivacién tensorial en una variedad diferenciable y U es un abierto de
M, entonces existe una tnica derivacién tensorial en U, Dy, tal que

Dy (Aly) = DAy,
para cada campo tensorial A sobre M. Esta se denomina restriccién de D a U.

Demostracion. Sea B € TJ(U). Sean p € U y f una funcién meseta con soporte en U y con f =1 en un
entorno de p. Asi pues, tiene sentido considerar fB € T M como un campo tensorial sobre M. Definimos:

(DuB), = D(fB),
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= Veamos que esta definicién no depende de la eleccién de la funcién meseta f. Para ello comencemos

viendo que si H es un campo de tensores en M que es idénticamente cero en un entorno U’ de
un punto p € M, entonces D(H), = 0. Consideremos una funcién meseta h con soporte en U’ e
idénticamente igual a 1 en un entorno de p. Entonces, hH =0 en M vy, por tanto, 2hH = hH y, por
ello

D(hH) =D(2hH) = 2D(hH),

de donde se deduce, D(hH) = 0. Asi pues, usando la regla de Leibniz, como para cierto campo de
vectores en M, V, D(h), = V(h), = 0 pues h es constante en un entorno de p:

0=D(hH), = h(p)D(H), = D(H),.

Consideremos ahora otra funcién meseta g con soporte en U e idénticamente igual a 1 en un entorno
de p. Entonces f —g tiene soporte en U y es idénticamente nula en un entorno de p. As{ pues, (f —g)B
es idénticamente nulo en un entorno de p y, usando la R-linealidad de D:

D(fB), = D(gB)p = D((f = 9)B)p = 0.

Veamos que Dy B es un campo tensorial diferenciable en U. Teniendo en cuenta que para cada
p € U, D(fB), € TI M, es claro que Dy (B) es un campo tensorial. Veamos que es diferenciable.
Sea p € U, f como en la definiciéon de Dy y U’ entorno abierto de p en que f es constante e igual

a 1. Entonces basta ver que, dadas #',...,0" 1-formas en U y X;,..., X, campos de vectores en
U, Dy (01, 0T X, .,XS) es diferenciable en U’. Para ello, nétese que f0', i =1,...,ry fX;,
j=1,...,s son l-formas y campos de vectores, respectivamente, definidos sobre M. Ademads, para

cada q € U’, se cumple que:

Dy(B)g (0", ...,0",X1,...,Xs) =D(fB)g (04, ..,00, X145, Xsyg) =

rvq

=D(fB)g (F(@0)0g: -, F( )05, f(@X1g, -, [(@)Xsq) =D(fB) (f0',.... f07, fX1,.... fX) (q)

Asi pues, hemos probado que en U’:
Dy(B) (0',...,0", X1,...,X,) =D(fB) (f0",..., f0", fX1,..., [ X,)

Esta tltima es diferenciable en M, pues D(fB) es un campo tensorial diferenciable, y en particular
lo es en U’, con lo que concluye la prueba.

Veamos que Dy es una derivacién tensorial en U. A partir de la definicién de Dy, trabajando punto
a punto, es trivial comprobar que Dy es R-lineal. Veamos que se cumple la férmula de Leibniz. Sean
A, B campos de tensores en U y p € U. Sea f una funcién meseta en las condiciones de la definicién
de Dy . Entonces, f? también cumple dichas condiciones y, por tanto:

Dy(A® B), =D(f*(A® B)), =

=D(fA), ® f(p)B(p) + f(p)A(p) ® D(fB)p = Du(A), @ B(p) + A(p)Du(B)y,

donde en la segunda igualdad se ha usado la regla de Leibniz para D.

Finalmente, para ver que Dy conmuta con las contracciones de U, basta notar que estas son apli-
caciones JF(U)-lineales. Asi pues, usando la notacién de la definicién de Dy, siendo B un campo
tensorial en U y C' una contraccién en U cualquiera:

Dy(CB), = D(fCB), = D(C(fB)), = C(D(fB)), = C(Du(B)),,

donde se ha utilizado en la segunda igualdad que, mediante una carta local entorno a p contenida
en U, es inmediato comprobar que C' se puede identificar con una unica contraccién de M y por ello
conmuta con D.

Veamos que Dy cumple la condicién del enunciado. Sea A un campo tensorial en M y sea p € U.
Entonces, con la notacién de la definicién de Dy, teniendo en cuenta que fA y A coinciden en un
entorno de p, usando el mismo argumento que para el primer punto de la prueba, se tiene que:

Dy(A)p = D(fA)p = D(A)p = D(A)|y (p)-
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= Veamos que, de hecho, esta derivacién es la tinica con dicha propiedad. Supongamos que existe otra
derivacién Dy en U cumpliendo la propiedad del enunciado. Sea B un campo tensorial en U, p € U
y f una funcién meseta entorno a p con las propiedades de la definiciéon de Dy;. Entonces, como B y
fB|u son campos tensoriales sobre U que coinciden en un entorno de p y Dy y Dy son derivaciones
tensoriales en U

Dy(B)p = Du(fBlv)(p) = D(fB), = Du(fBlv)y = Du(B)p,
por lo que Dy = Dy.
Por tanto, se concluye que D es unica. O

El siguiente resultado nos permitira conocer el resultado de aplicar una derivacién tensorial a un campo
tensorial cualquiera a partir de su actuacién sobre funciones, campos de vectores y 1-formas, lo que sera
vital para su clasificacién. Para poder establecer este resultado, es necesario utilizar que las derivaciones
tensoriales conmutan con las contracciones, lo que justifica que se pida esta condicién en la definicién de
las derivaciones tensoriales.

Proposicién 3.1.3 (Regla del producto). Sea D una derivacién tensorial en M. Si A € T7(M),
entonces, para todos 8,...,0" € AY(M) y para todos X1,..., X, € X(M), se cuample que:

D(A(0',....0",X1,....X,)) = (DA) (0*,...,0", X1,..., X,) +
+D A0 DO, 0T Xy, X)) A0, 07, X, DX, X))
i=1 j=1

Demostracion. Consideremos por simplicidad de notacién el caso r = s = 1, pues la prueba en el caso
general es totalmente andloga. Sea pues A un campo tensorial (1,1) sobre M, X € X(M) y 6 € A*(M).

Comencemos notando que, tomando C' = C3 y C' = C3, se tiene que:
A, X)=CoC(A®0® X).

Para ello, basta considerar en torno a cada punto p € M una carta local. Si las componentes de A, 0 y
X en dicha carta local son A}, 0y y X', respectivamente, entonces las de A ® # ® X son A}Gle y, por

ello, CoC(A®0® X) es Z” A;-Hin, con lo que comprobamos que coincide con la expresién de A(6, X)
cuando se calcula a través de dicha carta local.

Usando lo anterior, asi como que las derivaciones tensoriales conmutan con las contracciones,

D(A(H,X)):D(CoO(A®0®X)) —ColD(A02X) =

=CoC(DA) 200X +A2D0)® X + A0 D(X)) =D(A) 6, X) + AD(6), X) + A6, D(X)),

por lo que se concluye la demostracién. O

En particular, podemos utilizar el resultado anterior para conocer cémo actia una derivacién tensorial
sobre 1-formas, a partir de su actuacién sobre campos de vectores y funciones. Consideremos 6 una 1-forma
sobre M y X un campo de vectores sobre M. Entonces:

D (0(X)) = D(0)(X) + 0(D(X)).

Reordenando se obtiene que:
D(0)(X) =D(0(X)) — (D(X)).

Todo ello nos permite concluir el siguiente resultado de clasificaciéon de las derivaciones tensoriales.

Corolario 3.1.4. Sean Dy, Dy dos derivaciones tensoriales sobre M que coinciden al actuar sobre F (M)
y X(M). Entonces D; = Da, es decir, coinciden al actuar sobre cualquier campo tensorial.
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Demostracion. Basta notar que, por la observacién previa, Dy y Dy coincidiran al actuar sobre 1-formas
y, por tanto, de acuerdo con la regla del producto, para todo campo tensorial (r,s), A, sobre M y para
todos @', ...,0" 1-formas y X1,..., X, campos de vectores, se tiene que:

DiA(0,...,0", Xy,...,X,) =D A(0",...,0", X1,..., X,).
Por tanto, D1 A = D5 A. O

De hecho el siguiente teorema muestra que dadas D y D{, compatibles con la definicién de derivacién
tensorial, existe una derivacién tensorial a la que pertenecen (que por el corolario anterior serd unica).

Teorema 3.1.5. Dados un campo vectorial V' € X(M) y una funcién R-lineal ¢ : X(M) — X(M) tales
que
(fX)=V(/HX + fo(X) para todos f € F(M), X € X(M),

existe una tnica derivacién tensorial D en M tal que DY =V y D} = 4.

Demostracion. Si existiera dicha derivacion tensorial, D, ya hemos comentado que, por el corolario previo,
habrfa de ser tnica. Por hipétesis, D) = V y D} = 6. Ademads, habria de cumplirse la regla del producto.
Asi pues, habria de definirse D actuando sobre 1-formas, es decir, DY, como:

D(0)(X) = D(O(X)) — O(D(X)) = V(6X) — 0(5X)  para todo X € X(M)

Veamos que, con esta definicién, D(#)(X) es una 1-forma sobre M. Por construccién, al actuar sobre cada
campo de vectores da lugar a una aplicacién diferenciable, por lo que basta con probar que D(6) es F(M)-
lineal.

Sean XY € X(M) y f,g € F(M). Entonces usando las propiedades de 6 y V', la R-linealidad de § y
la compatibilidad entre § y V

DO)(fX +9Y) =V (0(fX +9Y)) =0 (0(fX +gY)) = V(f0X +g0Y) — 0(5(f X)) — 0(6(9Y)) =

= V(NOX) + fV((X)) +V(9)0(Y) + gV (0(Y)) = V()I(X) = f0(5(X)) = V(9)0(Y) = 6(6(Y)) =
= (V(0(X) = 0(6(X))) + g (V(6(Y)) - (( )

Veamos finalmente que DY es R-lineal. Sean \, u € R, 6,w € A (M) y X € X(M). Entonces:
DA + pw)(X) =V (M + pw) X) — (M + pw)(6(X)) =

AV(0X) + pV (wX) — M(S(X)) — pw(5(X)) = AD(0)(X) + pD(w)(X).

Para definir el resto de aplicaciones de la derivacién tensorial basta recurrir a la regla del producto y definir
D actuando sobre un campo tensorial (r, s) sobre M, A, como

D(A(0',....07,X1,....X,)) = (DA) (6",...,0", X1,..., X,) +

+ A0 DO 0T X X+ Y A0 X, DX, X

para todos 6',...,0" € A'(M) y para todos X1,..., X, € X(M).

Veamos que estas aplicaciones estan bien definidas. Como todas las funciones del miembro de la derecha son
diferenciables, lo es el miembro de la derecha. Por tanto, basta ver de nuevo que DA es F (M )-multilineal,
razonando de forma analoga a como se ha hecho para el caso de las 1-formas.

A partir de la R-linealidad de V, es claro que D es R-lineal. Veamos que se cumple la propiedad de
Leibniz. De nuevo, para simplificar la notacién, haremos la prueba para A, B € T;}(M), pues el caso
general se razona igual. Sean 6,w € A'(M), X,Y € X(M). Entonces:

D(A® B)(0,w, X,Y) =

= V(A®B(0,w, X,Y))—A®B(DI,w, X,Y)—A®B(0, Dw, X,Y)— A®B(0,w,X,Y)— A®B(0,w, X,§Y) =

0 =
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= V(A(0, X)B(w,Y)) — A(DO, X)B(w,Y) — A(0, X)B(Dw,Y) — A(0,6X)B(w,Y) — A(0, X)B(w,8Y) =
= V(A(0, X))B(w,Y) — A(DO, X)B(w,Y) — A(0,6X)B(w,Y)+
FA0, X)V(B(w,Y) — A0, X)B(Dw,Y) — A(0, X)B(w,8Y) =
= (DA® B)(0,w,X,Y) + (A2 DB)(0,w, X,Y)

Finalmente, veamos que D conmuta con las contracciones, con lo que podremos concluir que, efectivamente,
es una derivacién tensorial. Comencemos considerando la contraccién C : TiH(M) — F(M). Veamos que
D conmuta con C cuando actiia sobre campos tensoriales de la forma 6 ® X con 6 una 1-forma y X campo
vectorial:

CPO®X)=CDO)@X+0D(X))=D0)(X)+0(D(X)) =

= V(0(X)) = 0(6(X)) + 0(5(X)) = V(6(X)) = D(C(6 @ X))

Por la R-linealidad de C' y D, ambas conmutan cuando actian sobre combinaciones lineales de campos
tensoriales de la forma 6 ® X. Ademads, usando las funciones meseta, de forma andloga a cémo se hizo en
la prueba de la Proposicién 3.1.2, se concluye que ¢ actia localmente, en el sentido de que si dos campos
X,Y coinciden en un entorno de un punto p, 6(X), = 6(Y),. Como V también actia localmente, es claro
que, por la forma en que se ha definido D, actia localmente. Asi pues, basta ver que C'y D conmutan al
restringirlos a abiertos suficientemente pequenios. Trabajando en un entorno asociado a una carta local,
todo campo tensorial en dicho abierto de tipo (1,1) se puede expresar como suma de campos tensoriales
de la forma 0 ® X . Asi pues, se concluye que C'y D conmutan en dicho entorno al actuar sobre todo tensor
(1,1). Por tanto podemos concluir que C'y D al restringirlos a dicho entorno conmutan y, como actian
localmente, conmutan siempre.

Para extender esta conmutatividad a érdenes mayores, basta utilizar la regla del producto. Lo proba-
remos para D3 y la contraccién C' = C3, pues el caso general es analogo, pero la notacién se vuelve muy
compleja. Sea A € T)M y sea X € X(M). Entonces, teniendo en cuenta que A(-, X,-) es un tensor de tipo
(1,1) y D y C conmutan al actuar sobre estos tensores

(D(CA))(X) =D((CA)(X)) = (CA)(DX) = D(C(A(, X, ) — C(A(-, DX, ")) =
= C(D(A<'7X> ))) - C(A("DX’ )) = C(D(A<'7X’ )) - A("DX’ )) = C((DA)("Xv )) = (CDA)(X),
con lo que se concluye la demostracion. O

Cabe mencionar que una de las derivaciones tensoriales mas relevantes es la producida por la derivada
de Lie de los campos de vectores, introducida en la asignatura de Geometria Diferencial del Grado de Ma-
temdticas, aunque en este trabajo nos centraremos en otro tipo de derivaciones tensoriales, las inducidas
por conexiones y, en particular, la inducida por la conexién de Levi-Civita.

3.2. Conexiones lineales

Introducimos ahora el concepto de conexién lineal. Estas son aplicaciones que, de forma intuitiva, pro-
porcionan una forma intrinseca, que no depende de la eleccion de cartas, de realizar derivadas direccionales
de campos de vectores. Si bien se puede dar una definiciéon de las mismas en el contexto mas general de los
fibrados vectoriales (ver [11]), nos centramos en el caso de las conexiones lineales definidas sobre el fibrado
tangente, que, a partir de dos campos de vectores V, W sobre una variedad M, proporcionan un nuevo
campo de vectores que da cuenta intuitivamente del cambio de W en la direccién de V.

Definicién 3.2.1. Una conexion lineal V en una variedad diferenciable M es una aplicacion
V:iX(M) x X(M) — X(M),
que se denota por V(V,W) = VW para V,W € X(M), tal que:
1. Es F(M)-lineal en la primera componente.

2. Es R-lineal en la segunda componente.
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3. Cumple la propiedad de Leibniz, es decir, para todos f € F(M)y V,W € X(M) se cumple que:
Vv (fW)=V(/)W + fVyvW.

En estas condiciones, se dice que Vy W es la derivada covariante de W respecto de V para la conexién V.

Dados una conexién lineal V sobre M y V € X(M), denotaremos por Vy a la aplicacién de X(M) en
s mismo dada por que a cada W € X(M) lo manda en Vi W.

Sobre una misma variedad es posible definir varias conexiones distintas. En el siguiente capitulo nos
centraremos en un tipo de conexiones especiales, las de Levi-Civita, que son vitales en el desarrollo de la
geometria semi-Riemanniana. Siempre que no se especifique lo contrario, supondremos trabajar en una
variedad diferenciable M en que se ha definido una conexién lineal, que denotaremos por V.

Los siguientes resultados nos permiten asegurar que, si bien las conexiones se definen actuando sobre
secciones globales del fibrado tangente (campos de vectores sobre M), estas actiian localmente, es decir,
el resultado de aplicar la conexién a campos de vectores que coincidan en un entorno de un punto p € M
es el mismo en dicho punto, por lo que se puede calcular su valor trabajando, por ejemplo en un entorno
asociado a una carta local que contenga a p. Todo ello es gracias a la R-linealidad en cada componente de
las conexiones combinada con la regla de Leibniz.

Proposicién 3.2.2 (Lema de Localizacién). Sea p € M. Si X, X,Y,Y € X(M) son campos de vectores
tales que X = X eY =Y en un entorno de p, entonces VX}N/ = VXY|p.
P

Demostracion. Veamos en primer lugar que, si Y se anula en un entorno, U, de p, entonces VxY|, =0
para todo campo de vectores X en M. Para ello, consideremos una funcién meseta f € F(M) con soporte
contenido en U y con f(p) = 1. Por hipétesis, fY =0 en M y, por tanto, por la R-linealidad de la segunda
componente de V,

Vx(fY)=Vx(0-fY)=0Vx(fY)=0

en M. Asi pues, usando la regla de Leibniz:
0=Vx(fY)=X(/)Y + fVx(Y).
Evaluando en p, como f(p) =1y Y, =0, se tiene que VxY|, = 0.
Por tanto, si Y,Y coinciden en un entorno U de p, Y — Y se anulard en dicho entorno y, por tan-

to, Vx (Y — 17)|p = 0. Haciendo uso de la R-linealidad en la segunda componente de V, se tiene que
VxY|, = VxY]|,.

Supongamos ahora que X = 0 en un entorno U de p y veamos que para todo campo de vectores Y
en M VxY|, = 0. Para ello consideremos de nuevo una funcién meseta f € F(M) como antes, con lo que
fX =0en M. Asi pues, VixY = Vy..rxY =0V xY =0, por la R-linealidad en la primera componente.
Por tanto, usando la F(M)-linealidad en la primera componente

0=VxY = fVxY,

y, evaluando en p se tiene el resultado. Asi pues, como si X y X coinciden en un entorno de P, su resta
se anula en dicho entorno, VY|, = 0 y por ello, utilizando la linealidad en la primera componente,
VxY|, = VY], Uniendo los dos resultados probados, se concluye la afirmacién del enunciado. O

Proposicién 3.2.3. Sea p un punto de M. Si X,Z,Y € X(M) y se cumple que X, = Z,, entonces se
cumple que VXY|p = VZY|p.

Demostracion. Veamos en primer lugar que si X, = 0, entonces VxY|, = 0.
. 8 8 . .
Consideremos una carta local (U, ¢) entorno a p y sea BT BT la referencia de campos asociada.

Consideremos una funcién meseta f € F(M) con soporte en U y con f =1 en un entorno de p. El campo
de vectores X tiene una expresién en U de la forma:

;0
X:Z:X 5

0 =
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Como el soporte de f estd contenido en U, se puede considerar fX* € F(M). Por el mismo motivo se
pueden definir f a%bi como campos de vectores sobre M. Asi pues, usando la F(M)-linealidad de la primera
componente de V:

2 _ _ i
FYXY = Vs pxipo ¥ = ZfX Vo Y.

P

Evaluando en p, usando que X,, = 0 implica X'(p) = 0 para todo i
== 2 = . - —
VYl = fA(p)VxYlp = Zi:o Vo Y]y=0

Usando la linealidad de la primera componente y que si X, = X, entonces (X — X), = 0, se concluye el
resultado. O

Este ultimo resultado permite comprobar que, en la primera componente, las conexiones actiian punto a
punto, gracias a que son F(M)-lineales en dicha componente. Por tanto, concluimos que se pueden definir,
alternativamente, las conexiones como aplicaciones V : TM x X(M) — X(M) tales que son R-lineales en
cada componente y cumplen la regla de Leibniz.

A continuacién estudiaremos cémo representar localmente estas conexiones y poder trabajar con ellas.
Si bien trabajaremos con una referencia de campos de vectores genéricos {E1, ..., E,} en un abierto U de
una variedad diferenciable M, estos resultados se utilizan, principalmente, en el caso en que esta referencia
es la asociada a una carta local.

Definicién 3.2.4. Sea {Ey,..., E,} una referencia local en un abierto U de M. Se definen los simbolos
de Christoffel Ffj como las funciones definidas en U por:

Ve Ej =Y ThE.
k

Estas funciones determinan totalmente la accién de la conexion en el abierto U, como prueba el siguiente
lema:

Lema 3.2.5. Sean X,Y € X(M) dados en una referencia local en U C M abierto, {E;}i=1,.n, por
X=>.X'E;eY =3, Y'E;. Entonces en U se cumple:

VxY =Y [ X))+ XYTY | B (3.1)
k i,j

Demostracion. Usando los resultados anteriores, basta trabajar en U para hallar Vx Y. Usando la expresién
de X e Y en dicho abierto, asi como la F(M)-linealidad de la primera componente y la linealidad de la
segunda
VxY =) X'VgY => X'Vg(YE)=> (X'E(Y)E +X'Y/Vg,E;),
i i,J i,J
donde se ha hecho uso de la regla de Leibniz en la tercera igualdad.

Sumando el primer término en ¢ y renombrando el indice j de dicho término como k y usando la de-
finicién de los simbolos de Christoffel en el segundo término se llega a que:

VY =3 (X(YNE) + Y (Xiyj ZFW’“) =2 [ X"+ XYy | B,
k k %,

i) k
con lo que se concluye la prueba. O

Una vez estudiadas las propiedades basicas de las conexiones lineales, cabe preguntarse bajo qué condi-
ciones se puede asegurar que estas existan. El primero de los resultados siguientes nos da una caracterizacién
de todas las conexiones lineales posibles en variedades recubiertas por una sola carta y, en particular, de la
expresién de una conexion lineal en un abierto coordenado. El segundo, utilizando razonamientos basados
en particiones de la unidad, similares a los empleados a lo largo de la asignatura de Geometria Diferencial
del Grado en Matematicas, demuestra que siempre existen conexiones lineales definidas sobre una variedad
cualquiera.
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Lema 3.2.6. Supongamos que M estd recubierta por una tnica carta global (M, ¢) y sea {%}izlwyn la
referencia de campos de vectores asociada a dicha carta. Entonces la aplicacion del conjunto de conexiones
lineales sobre M en F(M )”3 que a cada conexién lineal le asigna las n® funciones dadas por los sfmbolos
de Christoffel, respecto a la referencia de campos asociada a la carta global (M, ¢), es una biyeccién.

Demostracion. En primer lugar, gracias al lema previo, es claro que esta aplicacién es inyectiva, pues al
existir una carta global, la conexién lineal estd totalmente determinada por sus simbolos de Christoffel en
dicha carta.

Veamos que es sobreyectiva. Consideremos n® funciones diferenciables sobre M, Ffj, 5,k =1,...,n.
Definamos para cada X,Y € X(M) dados por X =), X* 8??”” Y=,V Bii:
0

_ k iyvipk
ViV =3 | X+ 3o XYIT R
k 2]
En primer lugar, es claro que las funciones entre paréntesis son diferenciables, con lo que V : X(M) x
X(M) — X(M) estd bien definido. Veamos que cumple las tres propiedades de las conexiones lineales.

Consideremos Z =Y, Zia%ai y f.g € F(M). Entonces, fX +9Z =3, (fX*+ gZ') 5%, con lo que:

Opt?
i i j 9
VfX+gZY:Z (fX+QZ)(Yk)+Z(fX +9Z") YTy, agF
k %7
o B o d
=y | xH+ > XviTE ar 9> | z0")+> Z2'yTY 3k = fVXY +gV5Y.
k 1,5 k i,J

La R-linealidad de la segunda componente se razona de forma totalmente andloga, usando la linealidad de
X. Veamos que se cumple la regla de Leibniz. Para ello, nétese que fY = 5", inaiwv con lo que:

i vk |9 iy 9
VX(fY)sz: X(fyk)Jr;XijFfj W:Zk: fX(Yk)—FYkX(f)Jrf;XY]F?j ok

0 i 0
X(f) Zyka—wk +13 [ Xk + > x'yIr 9oF X(f)Y + fVxY.
k k i,j
Asi pues V es una conexién lineal cuyos coeficientes de Christoffel asociados a esta carta global son
precisamente las n® funciones Ffj, 1,4,k =1,...,n, por lo que la aplicacién definida es efectivamente una
biyeccién. 0

Teorema 3.2.7. Existe una conexioén lineal sobre toda variedad diferenciable, M.

Demostracion. Consideremos un recubrimiento de M mediante cartas locales (U, ¢ )aca. El lema previo
garantiza que en cada U, existe una conexién lineal V<.

Consideremos una particién de la unidad {f,}aea subordinada al recubrimiento abierto de M {U,}aen-
Gracias a que los soportes de las particiones de la unidad son localmente finitos, podemos definir para
cada X,Y € X(M)
VxY =) V%Y,
TN

y da lugar a un campo vectorial C*°. Ademds, es inmediato al estar definido en un entorno de cada punto
como una suma finita de conexiones lineales, que V es F(M)-lineal en la primera componente y R-lineal
en la segunda. Veamos que también cumple la regla de Leibniz. Sea g € F(M). Por célculo directo, usando
la regla de Leibniz de cada conexién lineal:

Vx(fY) =Y faV%(0Y) =D fa (X(@Y +9VEY) = X(9)Y Y fatg Y [ VXY = X(9)Y +9VxY,

aEN aEN aEA a€EA

con lo que se concluye que V es una conecién lineal en M. O
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Gracias a la caracterizacién de las derivaciones tensoriales a partir de su actuacién sobre campos de
vectores y funciones diferenciables (ver Teorema 3.1.5), se puede establecer una relacién entre estas y las
conexiones lineales, como establece el siguiente resultado.

Teorema 3.2.8. Dada una conexién lineal V en M y V € X(M), existe una unica derivacién tensorial
Dy tal que D?/,o =Vy D‘l/yo(X) =VyX.

Demostracion. Basta tener en cuenta que la aplicacién Vy : X(M) — X(M) que manda X € X(M) en
Vv (X) es R-lineal y ademds se cumple que para toda f € F(M):

Vv (fX) =V())X + fVv(X).
Utilizamos el Teorema 3.1.5 para concluir. O

Gracias a la unicidad proporcionada por el teorema anterior y a la F(M)-linealidad respecto de la
primera componente de las conexiones lineales, es claro que para todos campos de vectores V, W y para
todas f,g € F(M), se cumple que Dy yow = fDy + gDw .

El teorema previo permite definir el concepto de variaciéon de los campos de tensores sobre M en la di-
reccién dada por V asociada a cada conexién lineal. Ademds, gracias al siguiente lema, podremos definir un
nuevo concepto, la diferencial covariante de un tensor, en que se recojan todas las variaciones direccionales
de un tensor, de forma andloga a como la matriz jacobiana recoge todas las posibles derivadas direccionales
de una funcién vectorial de varias variables. Al igual que ocurre en dicho caso, resulta razonable que el
orden del tensor tenga que crecer.

Lema 3.2.9. Si V es una conexién lineal sobre M, D su derivacién tensorial asociada y A € 7,°(M),

entonces la aplicacion VA : AL(M) x -*- x AL(M) x X(M) x o X(M) — F(M) dada por

DA (0',...,0", X1,...,X,,V) = (DvA) (0',...,6", X1,..., X,)),

para cada V, X1,..., X, € X(M) y 1-formas en M 0',... 0", define un campo tensorial de tipo (r,s + 1)
sobre M que se denomina diferencial covariante de A respecto de V.

Demostracion. De acuerdo con el Teorema 2.2.8, basta comprobar que DA es F(M)-lineal en cada una
de sus componentes. Para las r 4+ s primeras componentes, basta utilizar que, para todo V € X(M),
Dy A es un campo tensorial de tipo (r,s) y por ello es F(M)-lineal en cada componente. Ademés, como
Divigw = fDy + ¢gDw paratodos V,W € X(M) y para todas f,g € F(M) de acuerdo con lo razonado
previamente, esta aplicacién también es F(M)-lineal en la tltima componente. O

Es destacable, pues serd de utilidad més adelante, que la diferencial covariante de un tensor y cualquier
contraccién C' conmutan. Para verlo, basta tomar, para simplificar la notacién, C = Ct y A € T7 (M)
cualquiera y 62,...,0" € AL(M), Xs,..., X,V € X(M) y hallar:

D(CA) (0*,...,0", Xa,...,X,,V) =Dy (CA) (0°,...,0", Xs,...,X,) = C(DvA) (0°,...,0", Xs,..., X,) =

=C (DvA(,0%...,0", X2,...,X,)) =C (DA (-,6°,...,0",, Xs,...,X,,V)) =
=C(DA) (*,...,0", Xs,..., X,,V).
Con lo que se concluye que D (CA) = C(DA).

Noétese ademds que, si f € F(M) es una funcién, para todo X € X(M) se tiene que (Df)(X) =
Dx(f) = X(f) =df(X), con lo que se puede concluir que D f = df.

Definicién 3.2.10. En las condiciones anteriores, se dice que un campo tensorial A es paralelo respecto a
V si su diferencial covariante es nula.

Estas definiciones permiten generalizar, en cierto sentido, el concepto de paralelismo entre vectores en
diferentes puntos de R™ al caso de campos tensoriales méas generales. En el siguiente ejemplo introducimos
una conexién lineal sobre R, que en los siguientes capitulos veremos que tiene propiedades especialmente
buenas en relacién con el producto escalar usual de R", para la cual comprobamos cémo los campos de
vectores paralelos son efectivamente aquellos tales que los vectores tangentes en cada punto asociados al
campo de vectores son paralelos entre si y de igual longitud (tras la identificacién de T,R™ con R™).
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Ejemplo 3.2.11. Consideremos en R” las coordenadas naturales 2, ..., z" y sean %, e % los campos

de vectores asociados. Consideramos la conexién lineal V en R™ dada por la anulacién de todos los simbolos
de Christoffel asociados a esta carta global. Asf pues, dados V =Y, ViZ2 W =3 Wi2. € X(R"), se
tiene que:

0
oz’

VyW = Z V(W)

Esta se conoce como conexién lineal natural en R™. Nétese que W es paralelo si y solo si para todo campo
de vectores sobre R", V| y para todo i, V' (WZ) =0, si y solo si W? es constante para todo i =1,...,n.
Asi pues comprobamos que, tras la identificacién de los espacios tangentes con R™, W es paralelo si y solo
si en cada punto de R™ da lugar al “mismo” vector tangente.

Noétese que, usando esta misma identificaciéon se puede considerar a W como una funciéon de R"™ en si
mismo y la diferencial covariante respecto de V se identificaria con su matriz jacobiana y Vi W con la
derivada direccional de W en la direcciéon determinada por V.

3.3. Derivada covariante a lo largo de curvas

Nos centramos ahora en estudiar cémo entender la derivada de un campo de vectores a lo largo de una
curva diferencial definida sobre una variedad a partir de una conexién lineal dada. Para ello, haremos uso
del concepto de campo de vectores sobre una curva, que particulariza el de campo de vectores sobre una
aplicacién diferenciable.

A lo largo de toda la seccién, M serd una variedad diferenciable de dimensién n y V una conexién
lineal sobre M. Ademés, I serd un abierto convexo de R, es decir, un intervalo abierto, una semirrecta
abierta o R, y a: I — M una curva.

Teorema 3.3.1. Existe una tnica aplicaciéon D; : X(a) — X(«) (ver Definicién 2.1.49) tal que:
1. Es R-lineal, es decir, (A\Z; + uZs) = A\Z} + pnZ} para todos A\, u € R y para todos Z;, Zo € X(a).
2. Cumple la regla del producto, es decir, (hZ) = %Z + hZ' para toda h € F(I).
3. SiV e X(M), siendo Vo, =V oa € X(a), se cumple que V =V, V.

donde, para cada Z € X(«), Di(Z) = Z' se denomina derivada covariante de Z a lo largo de « (inducida
por V).

Demostracion. Supongamos que existe una aplicacién D; cumpliendo dichas condiciones. Comencemos
viendo que actia localmente. Es decir, dado a € I y un entorno (a —e,a+¢) = J C I, veamos que si
V,W € X(«) coinciden en J, entonces V'(a) = W'(a).

Consideremos f € F(I) una funcién meseta con f(a) = 1 y soporte contenido en J. Entonces, siendo
Z =V —W, Z se anula en J y, por ello, fZ es idénticamente nulo en I. Usando la linealidad de D;:

Dy(fZ) = D(0- fZ) =0Dy(fZ) = 0.

Por otro lado, usando la propiedad 2. de D,

d,
0=pu2)= Y7112,
con lo que, evaluando en a:
Z'(a) =0,

y, por la linealidad de Dy, se tiene que V'(a) = W'(a).

Consideremos ahora J intervalo en torno a a suficientemente pequefio para que a(J) esté contenido en

un entorno coordenado de M, U. Sea ¢ la correspondiente carta local y sea c’%l’ ey % la referencia de
campos de vectores asociada a la carta. En dicho entorno coordenado:
)
V= Vi—.
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Recordemos que % se puede extender a todo M (ver Proposicion 2.1.40) de forma que se puede definir

W=,V ?&i € X(«) de forma que coincida con V' en un entorno de a (tal vez menor que J). As{ pues,
V'(a) = W(a), con lo que podemos calcular V’(a) trabajando en la carta local. En adelante diremos que
se calcula V' de forma local sin hacer referencia a las extensiones.

Usando las propiedades de D;, asi como que 8?01‘ €X(M), en J:

o L0, dvi 9 0N\ dvi 9 ; o\
V_Z(Vﬁgoi)_; dt 8g0i+v Ot _; dt &pi—i_vva'&pi N

%

0
—Z VT ) o (3:2)

Por tanto, concluimos que, si existe Dy, su expresién estd determinada de forma tnica por V (por medio
de sus coeficientes de Christoffel) y por ello es tnica.

Veamos ahora que D, existe. Para ello comencemos suponiendo que «(I) estd contenido en un dnico
entorno coordenado U con carta local . Definamos V' por la expresion deducida durante la prueba de la

unicidad. Dy asi definida cumple las condiciones del enunciado.

En primer lugar, dados Z;, Zo € X(a) y A, 4 € R, siguiendo la notacién habitual, (AZ; +uW)* = \ZF+uZk,
con lo que utilizando la linealidad de la derivada es inmediato que Dy es lineal.

Sean ahora Z € X(M) y h € F(I). Entonces, como (hZ)* = hZ*:

(hz) =>" th Zth T, JZFZ Z@+h—+2hzz aik'
k k

Sumando los primeros términos del paréntesis por separado se concluye que :

dh —~ dz* i(aryrt | 2 db ,
(hz) = dtZZ k+h§k: 0 ZZ T | 5% = @2 +hZ"

-
Finalmente, dado V' € X(M), se tiene que V¥ = V¥ o a y, por ello, ‘1 =4V oa o' (V*) o a. Por tanto:

Tdt
vi=>" dv;
k

Ademés, por la unicidad probada al inicio, esta definicién no depende de la carta escogida que cubra «(I).

0 0
k ‘7k k
> ]FU ook - Ek + E W jFU —i 5 | oo

Consideremos ahora el caso general. Sea Z € X(«). Dado a € I, existe un intervalo abierto en torno
de a, J C I, tal que a(J) estd contenido en un abierto coordenado. Definimos Z’(a) = (Z|;)’ (a), esta
ultima bien definida puesto que «;(J) estd cubierto por una sola carta. Veamos que esta definicién no
depende del intervalo abierto J escogido. Si se hubiera elegido otro, J’, entonces J N J’ serfa un nuevo
intervalo abierto en torno a a. Por tanto, (Z|n)" estarfa definida de forma tinica (nétese que a(J N J')
estard contenida en un abierto coordenado) y, por tanto, ha de coincidir tanto con (Z|;)"|sns como con
(Z| ) |7~ Esto tltimo se debe a que ambas restricciones de la aplicacién D; definen una aplicacién
sobre X (a|sn/) cumpliendo las condiciones del enunciado. O

El siguiente lema asegura que se pueden extender los campos de vectores sobre una curva o : [ — M
localmente a campos de vectores en M. Ademads, permite relacionar la derivada covariante del campo a lo
largo de a con la actuacién de la conexion de M sobre la extension.

Lema 3.3.2. Sea Z € X(a). Si so € I 'y o/(s0) # 0, existe un campo de vectores Z € X(U) definido en un
abierto U de M con a(sp) € U tal que para todo s en un entorno de sg, J, Zy(s) = Z(s). En particular,
« es, localmente, una curva integral. Ademds, para todo s € J, Z'(s) = Va/(S)Z(a(s)). Ademsds, si o es

. _ d(foa)
curva integral de un campo de vectores X, para toda f € F(M), X foa = ==
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Demostracion. Comencemos notando que « es en particular una aplicacién de la 1-variedad diferencia-
ble I en M. Como da(sg) (%)So = a'(s9) # 0, entonces, da(sg) es inyectiva (pues manda una base de
Ts,I en un conjunto independiente). Asi pues, combinando el Teorema 2.1.27 y la Proposicién 2.1.76,
concluimos que existen un entorno J de sy en I y una carta (U,) de M tal que «(J) es una rodaja
de (U, ¢). En particular, se tiene que «|; es un difeomorfismo en su imagen y que a(J) NU = a(J). Asi

pues, siendo ¢(a(sg)) = (z,...,2"), se tiene que dado p € U, p € a(J) si y solo si p*(p) = xt, i =2,...,n.

Veamos pues que h = ol oa : J — ¢p!(a(J)) es un difeomorfismo. Para ello, basta notar que, por
definicién de carta local adaptada, ¢! : a(J) — p(a(J)) es difeomorfismo. Por tanto, h es composicién

de difeomorfismos y, por ello, difeomorfismo.

Expresando en J

Z(t) = Z Zi(t) aii

a(t)

y definimos Z'(p) = Z' (7 (¢*(p))). Como h es difeomorfismo, es claro que Z' € F(U) para todo i =
1,...,n, por ser composicién de funciones diferenciables. Ademés, es inmediato comprobar que Z Ha(t) =
Z(t). Por tanto, el campo de vectores
5 9
Z = Zli.7
s

definido en U, cumple las condiciones del enunciado. Ademds, utilizando (3.2), para cada s € J:

2= Y ) 5

; 0
+ E ZZ(S)Va'(s)W(a(S))-
a(s) 3 ¢

i
Y, por otro lado:

30 205 Vo 55 (0l)

a(s) i

K2

Voo Z(a(s) = Var(s (Z z ai) (als) = X (2 a) 5

Teniendo en cuenta que o/(s)(Zi)(a(s)) - d(Z'oa)

(s), se concluye la igualdad buscada.

Finalmente, nétese que, si « es una curva integral de X

X<f>oa=a’<f)oa:da(aas> (foa=2U20),

con lo que se comprueba la tdltima de las afirmaciones del enunciado. O

Esta manera de derivar nos lleva a definir el campo aceleracién de una curva, lo que nos permitira
determinar més adelante qué curvas “son las mas rectas” en el sentido determinado por una conexién
lineal. Para ello serd también necesario el concepto de campo de vectores sobre una curva paralelo, andlogo
a la definicién ya dada para campos de vectores sobre M, dada la conexién V.

Definicién 3.3.3. La derivada covariante a lo largo de « inducida por V del campo velocidad de la curva,
o/ € X(a), se denomina aceleracion de la curva y se denota por o”.

Definicién 3.3.4. Se dice que Z € X(«a) es paralelo si su derivada covariante a lo largo de « inducida por
V es nula.

Buscamos ahora una forma de aprovecharnos de la nocién de paralelismo entre vectores tangentes
sobre una curva, introducida por medio de los campos de vectores paralelos, para poder trasladar vectores
tangentes a lo largo de la curva“sin deformarlos”, lo que nos permitird dar una caracterizacién de la
derivada covariante a lo largo de una curva muy parecida a la habitual en R".

Proposicién 3.3.5. Sean a € I y z € Ty, M. Existe un tinico campo vectorial Z € X(«) paralelo y tal
que Z(a) = z, el cual se llama el transportado paralelo de z a lo largo de a.
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Demostracion. Comencemos probando el resultado en el caso en que «(I) estd contenido en un abierto

coordenado, U, y sea (cpl, ceey cp”) la carta local asociada. Podemos expresar:
0
k
=y 2
w99 o

De acuerdo con (3.2), un campo de vectores Z € X(a), dado por Z =), Z’“%, serd paralelo si y solo si,
para cada k =1,...,n, se cumple que:

Como ademds, Z(a) = z si y solo si Z¥(a) = 2*, entonces, Z cumplir4 las condiciones buscadas si y solo
si es solucion del siguiente problema de valor inicial de Cauchy:

dzk ; i k k k
()= =Y Z' ) (O)TH(t), teT; ZFa) =28 k=1,...,n.

0]
Al tratarse de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (ODE) lineales, el teorema de existencia
y unicidad de soluciones de ODEs nos permite concluir que existe una unica solucién de dicho problema
definida en todo I y, por tanto, un tnico campo de vectores sobre « con las condiciones pedidas.

Supongamos ahora que «(I) no estd cubierta por una tnica carta local. Utilizaremos un argumento de ma-
ximalidad de la definicién de los campos paralelos, similar a los que més tarde se utilizaran para geodésicas.

Construimos un campo de vectores, Z en las condiciones del enunciado punto a punto. Para cada b € T
(suponemos b > a por simplificar la notacién pero igual se razonaria en el otro caso) como [a,b] es

compacto, existen Ii,...,I,, intervalos abiertos con [a,b] C |/, I; y «(I;) contenido en un abierto
coordenado, i = 1,...,m. Ademaés, reordenando si es necesario, podemos considerar que I; N I;11 # 0
para todo 7 = 1,...,m — 1, a € I; y, haciendo intersecciones si es necesario, que I; N ;1o = 0 e
I, c(a—1,b+1)i=1,...,m. Sea pues a; € I, N I;1;. Por lo probado al inicio existe un tnico campo

de vectores paralelo Z; en I1 con Zi(a) = z. Sea Zi(a1) = z1. Construido Z; campo paralelo en I; con
Z(a;) = zi, construimos Z; 11 como el Gnico campo de vectores paralelo en I; 11 con Z,;11(a;) = z; y defini-
mos Z;11(a;+1) = zi+1. Razonando por induccién finita construimos Z; para cada ¢ = 1,..., m. Definimos
Z(b) = Zpy(b). Como esta misma construccién es valida para todos los puntos de un abierto en torno a
by Z, es diferenciable, es claro que Z es diferenciable. Ademads, como la derivada covariante a lo largo
de « se puede calcular localmente y, en I,,,, Z coincide con Z,, por construccién Z’(b) = 0, con lo que Z
es paralelo. Nétese ademas que Z; y Z;41 coinciden al restringirlos a I; N I;41 pues son dos campos de
vectores paralelos que coinciden en a; y estan definidos en un intervalo cuya imagen estd contenida en un

Figura 4: Esquema de la demostracién de la existencia y unicidad del campo transportado paralelo. Fuente:
J.M. Lee, Introduction to Riemannian Manifolds [11].
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unico abierto coordenado.

Veamos que el valor de Z(b) estd bien definido. Supongamos que se escogen otros intervalos abiertos
J1,...,J- (ordenados como antes) y otros puntos en los mismos by,...,b,, en las mismas condiciones.
Sean X los campos de vectores paralelos construidos en este caso. Veamos que Z; coincide con X; al
restringirlos a Iy N J; (posiblemente vacia) por induccién en j. Denotemos I; = (¢;, d;) y sean J;) = (e, fi).

Como al restringir X7 y Z; a I1 NJp, son campos de vectores paralelos que coinciden en a y «(I; NJy) estd
contenido en un abierto coordenado, ambos coinciden en I; NJ;. Si X; y Z; coinciden en I; N J;, entonces
consideramos dos posibilidades, teniendo en cuenta que e; < fj_1 < ej41 < fj:

» Sid; <eji, entonces Iy N 111 =0 y no hay nada que probar.

= 5iejr1 < dy, entonces existe ag € Ip = I; N J; N Jj41 y como Z; y X; coinciden en este intervalo
por hipétesis de induccién y X; y X;41 coinciden también en la interseccién de sus intervalos de
definicién, entonces I y X;i1 coinciden en dicho intervalo. En particular lo hardan en un punto.
Como son dos campos paralelos sobre a, en I; N Jj41 contenido en un abierto coordenado coinciden,
al hacerlo sobre algin punto.

Razonamos ahora por induccién en i para ver que Z; coincide con X; para todo i y todo j. Ya hemos
probado el caso ¢ = 1. Supongamoslo cierto para i y probémoslo para i + 1. Sea jy el minimo j tal que
JiNIip1 # 0. Asi pues, ej, < ¢; < fj,. Como ademds, ¢; < d;41, existe ag € Jj, NI;NI;41. Como X, vy Z;
coinciden en ag por hipétesis de induccién y Z;, Z;;1 coinciden en su interseccién, Z; 1 y X, coinciden
en ag. Razonando como en los casos anteriores, coincidirdn en ;11 N J;,. Haciendo el mismo razonamiento
inductivo que para el caso ¢ = 1, ahora sobre k£ se prueba que Z; 1 y X+ coinciden en la interseccién de
sus intervalos de definicién, con lo que se puede concluir la induccién en i. En particular, como b € I,,, N J,,
el razonamiento anterior prueba que X,.(b) = Z,,,(b) = Z(b).

Finalmente, veamos que este campo Z es unico. Supongamos que X fuese otro campo de vectores sobre
« paralelo con X (a) = z. Entonces, usando la misma notacién que antes, razonamos de forma inductiva
para ver que Z; coincide con X para todo i en Z;, de forma analoga lo hecho para ver que Z estd bien
definida. Con ello se concluye que X|;, = Z,, y en particular X (b) = Z(b). O

Definiciéon 3.3.6. Usando la notacién de la definicién previa, dados a,b € I, se define el transporte
paralelo a lo largo de o de afa) = p a a(b) = ¢ como la aplicacién P = P2(«a) : T,(M) — T,(M) que,
dado z € T,M, lo envia en Z(b) € T,M, siendo Z el transportado paralelo de z a lo largo de .

Lema 3.3.7. Dados a,b € I, el transporte paralelo a lo largo de a de a(a) = p a a(b) = ¢ es un isomorfismo
lineal.

Demostracion. Comencemos viendo que el transporte paralelo es una aplicacién lineal. Sean v,w € T,M y
A, 1 € R. Sean V, W los tnicos campos de vectores paralelos sobre o con V(a) = vy W(a) = w. Entonces,
por la linealidad de la derivacién covariante sobre o, AV 4+ uW es paralelo y (AV + uW)(a) = Av + pw,
con lo que es el Unico campo de vectores paralelo sobre a que en a vale Av + pw. Por la definicién del
transporte paralelo,

PY(@)(M + o) = (AV + uW)(b) = AV (5) + uWW (8) = AP2(a) (v) + pPL(a) (w),

con lo que se comprueba la linealidad. Al ser una aplicacién lineal entre espacios vectoriales de igual
dimension, es suficiente con ver que es inyectiva para comprobar que es un isomorfismo. Supongamos que
P’(a)(v) = 0. Entonces, siendo V el transportado paralelo de v a lo largo de «, se tiene que V(b) = 0.
Como el dnico campo de vectores sobre a paralelo con V(b) = 0 es el campo vectorial 0, entonces V =0
y por ello v = 0. O

Cabe resaltar que es inmediato comprobar a partir de la definicién que (P} (04))_1 = P¢(a), lo que
también se podria utilizar para probar que es una biyeccién.

El siguiente teorema nos permite concluir que la derivada covariante a lo largo de una curva se puede
obtener a través de un limite, usando el transporte paralelo para poder trasladar todos los vectores tan-
gentes a un mismo espacio tangente y poderlos comparar. En particular, esta igualdad permite entender
la derivacién covariante a lo largo de una curva de forma andloga a como se entiende la derivacion usual
en funciones de R"
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Teorema 3.3.8. Dado V € X(«) y a € I, se cumple que:

(PD) " V(b) - V(a)

V'(a) = lim ~2
( ) b—a b—a
Demostracion. Sea a(a) = py sean vy, ..., v, una base de T,M. Para cada ¢ =1,...,n, definimos V; como

el tnico campo de vectores sobre « paralelo y con V;(a) = v;. Como el transporte paralelo es un isomor-
fismo lineal, para cada b € I, Vi(b),..., V,(b) forman una base de T, ;) M, es decir, Vi, ..., V, constituyen
una referencia de campos de vectores paralelos sobre la curva «.

Sea W un campo de vectores sobre a. Entonces se puede expresar como W (b) = > W*(b)V;(b) b € I. Por
tanto, a partir de la ecuacién (3.2) se tiene que como los V; son paralelos:

Wa) = 3 (@i,

%

Por otro lado, usando la linealidad del transporte paralelo y la expresion de su inversa:

(P~ W) —Wia) _ B (2, W (B)Vib) — 32 Wi a)Vila) _ = W(B) By (Vi(b) — W'(a)Vi(a)
b—a b—a _Z b—a '

%

Usando que los V; son paralelos y, por ello P (V;(b)) = Vi(a), se llega a:

W (b) — W'(a)
Dy,
e @
Tomando limites cuando b tiende a a se concluye el resultado. O

3.4. Geodésicas definidas por conexiones lineales

Buscamos ahora extender el concepto de recta a las variedades diferenciales en las que se posee una
conexioén lineal, pues es en estas en las que se posee una forma de derivar campos de vectores sobre curvas,
como hemos mostrado antes. Una de las caracterizaciones de las lineas rectas en R™ es que si las parame-
trizamos mediante aplicaciones lineales, las componentes del vector velocidad de estas curvas en las bases
de los espacios tangentes asociadas a las coordenadas naturales son constantes. Por lo visto en el Ejemplo
3.2.11, esto ultimo caracteriza que el campo velocidad de la curva sea paralelo, cuando se considera la co-
nexién natural. Asi pues, entenderemos que las lineas mas rectas que se pueden definir sobre una variedad
diferenciable seran aquellas que son imédgenes de curvas con campo velocidad paralelo.

Seguiremos haciendo uso en esta seccién de la notacién de las secciones precedentes.

Definicién 3.4.1. Una geodésica en M para la conexion lineal V es una curva 7y : I — M cuyo campo
de vectores de velocidad es paralelo, es decir, de aceleracion nula.

El siguiente lema nos permite obtener la condicién local que ha de satisfacer una curva para ser una
geodésica.

Lema 3.4.2. Sea (U,¢",...,¢") una carta local de M. Entonces una curva v : I — U C M es una
geodésica de M si y solo si:

d(o?
(ZtQO’y -l—ZF SD 0'7) (Sodto’y):(), k:]-w"vn' (33)

Demostracion. Nétese que si denotamos Z = v/, entonces es claro que, siendo Z =), Zka%ai:

d (gok o 'y)
dt '

Zk =

Basta sustituir esto en (3.2). O
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Apoyéandonos en el resultado previo, procedemos ahora a probar que existen geodésicas que salen de
cada punto de M con todas las velocidades posibles y, de hecho, son tnicas. Esto permite generalizar
el caso usual de la geometria euclidea en que por cada punto pasa una unica recta con una direccién
dada (salvando las distancias entre una curva y su imagen) y el teorema de existencia y unicidad de las
geodésicas de superficies inmersas en R3. Posteriormente, nos encargaremos de estudiar cudnto se pueden
extender las geodésicas, tema de especial interés en las variedades semi-Riemannianas que se estudiaran
mas adelante.

Teorema 3.4.3 (de existencia y unicidad de las geodésicas). Sea p € M y sea v € T, M. entonces
existe un intervalo abierto I entorno a 0 y una tnica curva v : I — M geodésica con 7/(0) = v.

Demostracion. Sea (U, !, ..., ¢") una carta local de M con p € U. Sean:

.0

a=(ay,...,an) = o(p), U:Zv’ a5 |
7 p

Entonces, una curva v : I — U C M es una geodésica si y solo si cumple (3.3) y

d(¢' o)

7 (0) = 2', i=1,...,n,

i

¥ © 7(0) = Ay,
es decir, si y solo si ¢?o~y, i = 1,...,n, son solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de
segundo orden con condiciones iniciales tipo Cauchy. De acuerdo con el teorema de existencia y unicidad
de solucién de estos problemas, existe H = (¢! 07,...,¢" o) definida en un intervalo I entorno a 0
solucién del problema. Asi pues v = ¢! o H es la solucién buscada. O

Lema 3.4.4. Sean 71,72 : I — M dos geodésicas en M. Si existe a € I tal que v (a) = v4(a), entonces
71 =72

Demostracion. Razonemos por reduccién al absurdo. Supongamos que existiera ¢ty € I tal que v, (tg) #
~2(to). Supongamos que t, > a, si no se razonaria de forma andloga, y definamos A = {t € I : t >
a, 71(t) # v2(t)}. Este conjunto estd acotado inferiormente por a. Por tanto, existe inf(A) = b. Suponga-
mos que b € I. Si a = b, entonces v1 — 2 =0 en I N (a,00) y, por continuidad 1 (a) = vy2(a). Absurdo.

Supongamos pues que b > a. Entonces, 73 = 72 en (a,b). Por la continuidad de 1 y 72 se tiene que
de hecho dicha igualdad se da en (a, b]. Como las aplicaciones que envian ¢t — v (t +b) y t — ~2(t + ) son
geodésicas (basta trabajar en coordenadas) en torno a b han de coincidir en un entorno de b, en contra de
la definicién de A. O

Teorema 3.4.5. Dado un punto p € T, M y un vector tangente v € T), M, existe una unica geodésica en
M, ~, llamada geodésica (maximal) que comienza en p con velocidad inicial v, tal que:

1. Su velocidad inicial es 4/, (0) = v.

2. El dominio de ~,, I,,, es maximal, es decir, que si a: J — M es una geodésica en M con o/(0) = v,
entonces J C I, y Y|, = a.

Demostracion. Sea G el conjunto de todas las geodésicas v : I, — M con velocidad inicial v. De acuerdo
con el Teorema 3.4.3, este conjunto es no vacio. Por el lema previo, si 71,72 € G, entonces ambas coinciden
en I,, NI, Sea I = J,cq 1y y definamos v, : I —> M. Para cada t € [ existe v € G tal que t € I,.
Definimos 7, (t) = (t). Por el comentario anterior esta eleccién no depende del elemento de G tomado.
Ademéds, 7, es geodésica pues en un entorno de cada punto de I coincide con alguna vy € G. Como tanto
el campo velocidad como la derivada covariante a lo largo de una curva se pueden calcular de forma local,
por ser v geodésica, lo es v, en dicho entorno. En particular esto asegura que v, (0) = v

Finalmente, veamos que es maximal. Si existiera otra geodésica  con velocidad inicial en 0 v, enton-
ces*yeGyporelloLYCIy%\Iw:»y_ 0

Definicién 3.4.6. Una variedad M con una conexién lineal V se dice que es geodésicamente completa si
toda geodésica maximal en M estd definida en R.
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Ejemplo 3.4.7. Como es de esperar, R™ con la conexién natural resulta ser una variedad geodésicamente

completa pues la recta por el punto p con velocidad incial v =3, vt 821' estd dada por

7o (t) :p—i—zwiei, teR,

siendo e; los vectores de la base candnica. En particular, estas parametrizaciones de las rectas son geodési-
cas en R™ con la conexidon lineal, como se ha visto previamente, y son maximales al estar definidas todas
ellas en R. Por tanto, R™ con la conexién natural es geodésicamente completo. Cabe senalar que, dada la
unicidad proporcionada por los teoremas anteriores, toda geodésica en R™ es una restriccién de las dadas
previamente.

A partir de este ejemplo, es sencillo también dar con una variedad que no sea geodésicamente comple-
ta. Basta tomar un punto p € R™ y considerar la variedad diferenciable M = R™\{p} con la estructura
de abierto de R™ y de nuevo la conexién natural. En este caso, toda geodésica de M ha de ser una recta
parametrizada con velocidad constante. En particular, « : (0,00) — M dada por a(t) = p + teq, con e;
el primer vector de la base canénica de R", serd una geodésica. No obstante, su dominio no es todo R y
no puede ser extendida en M.

Damos ahora dos propiedades bésicas de la geodésicas, de gran utilidad para su clasificacion.

Lema 3.4.8. Toda curva constante en M es una geodésica. Ademds, si v, es una geodésica no constante
en M, ~.(t) # 0 para todo t € I,.

Demostracion. La primera de las afirmaciones es trivial, pues el campo de velocidad de una curva cons-
tante es el nulo, el cual es paralelo para toda conexién.

Comprobemos la veracidad de la segunda razonando por reduccién al absurdo. Supongamos que existiera
a € I tal que 7/ (a) = 0. Entonces, como la tnica geodésica maximal que pasa por 7,(a) con velocidad
inicial nula es constante, y t — ~,(t + a) da lugar a una geodésica con velocidad inicial nula por ~,(a),
ambas coinciden y para todo t € I, v,(t + a) = v,(a), en contra de que no sea constante. O

Lema 3.4.9. Sea y : I — M una geodésica no constante. Entonces una reparametrizacién yoh : J — M
es geodésica si y solo si h es afin, es decir, de la forma h(t) = Aa + p para ciertos A, u € R.

Demostracion. Recordemos que, dada una curva v : I — M cualquiera y h : J — I una aplicacién
diferenciable entre intervalos, se cumple que (yo )’ (t) = 22 (¢)y'(h(t)). A partir de esta expresién, calcu-
lamos la expresion de la aceleracion de la reparametrizacion en términos de la curva original, usando las

propiedades de la derivada covariante a lo largo de una curva:

o) (0 = (GO0 00 ) = T o7 () + G0 0 01 (0= T hie) + G 07”0

Ahora bien, si v es una geodésica, el segundo sumando es nulo. Si ademds es no constante, por el lema
previo, 7' (h(t)) # 0. Por tanto, v o h es geodésica si y solo si, para todo t € I, se tiene que

d*h
az =0

lo que equivale a que h sea afin. O

Este iltimo resultado en particular explicita que la parametrizacion concreta que se haga de una curva
es importante para que sea una geodésica, lo que nos lleva a introducir el siguiente término:

Definicién 3.4.10. Una curva o : I — M se dice que es pregeodésica si existe una reparametrizacién
suya que sea geodésica.

FEl siguiente lema es la consecuencia que tiene la derivabilidad con respecto a las condiciones iniciales
que presentan las soluciones de los problemas de valor inicial de Cauchy aplicada al caso de las geodésicas.
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Lema 3.4.11. Sea p € M y sea v € T,,M. Entonces existe un entorno U de v en TM y un intervalo I
entorno a 0 tal que la aplicacién

UxI—M
(w,t) — Yu(t),

estd bien definida y es diferenciable.

Demostracion. Basta considerar un entorno coordenado V' en M entorno a p y la correspondiente carta
local que se induce en T'M. Usando las coordenadas proporcionadas por dicha carta local y el teorema de
diferenciabilidad con respecto a los datos iniciales para el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
(3.3), se concluye. O

Finalmente, este resultado nos permite establecer una relaciéon entre las curvas integrales maximales
de un campo de vectores en T'M y las geodésicas maximales en M. Es decir, un problema de ecuaciones
diferenciales de segundo orden en una variedad equivale a un problema de ecuaciones diferenciales de
primer orden en su fibrado tangente. Ademas, al reducir el orden del sistema, también conseguimos pasar
de un sistema de ecuaciones diferenciales en general no lineal a uno lineal, lo que simplifica el tratamiento.
A cambio, este campo de vectores no es fdcil de computar y en dicho proceso se involucran derivadas
segundas.

Teorema 3.4.12. Existe un campo de vectores G sobre T'M tal que la proyeccién « : T'M — M establece
una biyeccién entre sus curvas integrales (maximales) y las geodésicas (maximales) de M.

Demostracion. Para cada v € TM definimos G, como la velocidad inicial de la curva s — v, (s) en TM,
la cual es una curva diferenciable en T'M al ser un campo de vectores sobre una curva diferenciable en
M. Veamos que G asi definido es efectivamente un campo de vectores diferenciable. Para ello basta notar
que, por el Lema 2.1.61, la aplicacién (w,s) — 7, (s) es diferenciable en un entorno de (w,0) para todo
w € TM, que podemos tomar de la forma U x I. Haciendo uso del Lema 4.7.8, que no depende de la
demostracién de este teorema, concluimos que la aplicacién (v, s) — 4. (s) es diferenciable en U x I. Por
tanto, razonando de nuevo usando dicho lema (y evaluando luego en s = 0), se concluye que también lo es
la aplicacién:

G:U — T(TM)
w— (v4,) (0).

Noétese que esta no es la aceleracion de 7, en el sentido de las conexiones lineales, sino la velocidad inicial
de la curva que define en T'M el campo velocidad.

Veamos que v es una geodésica en M si y solo si 7/ es una curva integral de G.

= Comencemos suponiendo que « es una geodésica de M y veamos que 7' es una curva integral de G.

Definamos o : I — T'M por a(s) = 7/(s) para evitar confusiones. Fijemos a € I y w = 7/(a). Sea
B(s) = ~.,(s) la geodésica maximal con velocidad inicial w.
Por el lema anterior, y(a + s) = 7,(s) en I, pues coinciden sus velocidad iniciales en s = 0 y ambas
son geodésicas. Asf pues, coincidirdn sus campos de velocidad, es decir, 5(s) = a(s + a). Por tanto
coincidirdn sus campos de velocidad, /(s + a) = §'(s). Por tanto, aplicando esta igualdad a s = 0,
se concluye que o/(a) = (0) = G = G,(a), como se querfa demostrar.

= Supongamos ahora que « es una curva integral de G y veamos que m o & = 7y es una geodésica de
M. Sea v = a(0). Por el punto anterior, sabemos que s — v, (s) (definida el intervalo maximal) es
también una curva integral de G que empieza en v. Por la unicidad de las curvas integrales de los
campos de vectores, ambas coinciden en el entorno de 0 en que estd definida «. Por tanto, en dicho
entorno, o« = T oy, = Vy.

Este tltimo razonamiento muestra que, con la notacién utilizada, (7 o o)’ = v/ = a. Como ademds, si v
es una geodésica en M, entonces o’ = ~, pues es una propiedad general de las curvas diferenciables, se
concluye que las dos aplicaciones definidas son inversas la una de la otra y por ello biyectivas. O
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4. Geometria semi-Riemanniana

Las bases de la geometria fueron inicialmente establecidas en los Elementos de Euclides y, desde enton-
ces, han sido una de las ramas de las matematicas mas fructiferas y que maés interés ha generado. Un nuevo
enfoque de la geometria fue desarrollado en el siglo XVII, inicialmente por Descartes y Fermat, denominado
geometria analitica. En el Grado de Matemadticas, se realiza un estudio de la misma en la asignatura de
/flgebm Lineal y Geometria I, en la cual se comprueba cémo la geometria analitica se basa en gran medida
en la presencia de un producto interno en el espacio vectorial R™. Este enfoque se generaliza introduciendo
las formas bilineales, en general; y las no degeneradas, en particular.

En la asignatura Geometria de Curvas y Superficies se estudia una nueva generalizacién de la geometria
euclidea habitual, que permite estudiar curvas y superficies generales inmersas en R3. Para ello se consi-
dera, a través del isomorfismo inducido por las coordenadas naturales 7,R* = R?, un producto interno en
cada espacio tangente a R? y, por tanto, a través de la diferencial de la inclusién, en los espacios tangentes
a las superficies y curvas de R3.

Ya en dicha asignatura se observa que algunas propiedades de la geometria de las superficies, y en
particular la curvatura de Gauss, se conservan bajo isometrias y solo dependen del producto escalar que
se induce en los espacios tangentes a cada superficie, es decir, son intrinsecas. Estas propiedades son espe-
cialmente interesantes pues son las que podrian observar y medir hipotéticos habitantes de dicha superficie
(como es el caso de los humanos sobre la superficie de la Tierra hasta que se tuvo acceso al espacio). No
obstante, discernir qué propiedades son intrinsecas y cudles dependen de la forma en que la superficie esta
inmersa en R3, por ejemplo a través de la segunda forma fundamental, no es tarea sencilla. Por eso es ttil
disponer de una teoria intrinseca de la geometria de las variedades. Para ello, Riemann desarrollé el con-
cepto de variedades Riemannianas, en las que se considera un producto interno en cada uno de los espacios
tangentes, buscando que este permita recuperar la nocién de medir distancias, ahora sobre variedades.

Mas tarde, con el desarrollo de la relatividad especial y la relatividad general, en las cuales se tra-
baja con vectores que pueden tener norma cero e incluso cuyo producto escalar por si mismos puede ser
negativo, se ve necesaria la generalizacién de la teoria Riemanniana para poder aplicarse a estas teorias
fisicas. Asi surge la geometria semi-Riemanniana, en que se debilita la condicién de introducir un producto
interno en los espacios tangentes por la de introducir un producto escalar. Es esta teoria méas general la
que estudiaremos en detalle.

La mayor parte de esta seccién se basa en los capitulos 3 y 4 de [17], as{ como en los capitulos 5-
8 de [11], utilizado como referencia para comparar los resultados en el caso Riemanniano. Se presentan
las principales herramientas necesarias para el estudio de las variedades semi-Riemannianas, asi como los
principales resultados referentes a las mismas, centrandonos en el concepto de curvatura, junto con sus
demostraciones completas, asi como ciertos ejercicios de dichos libros. Ademds, se ha utilizado [15] para
poder desarrollar una mayor intuicién de los conceptos con los que se trabaja.

4.1. Definiciones Iniciales
Comenzamos definiendo qué se entiende por una variedad semi-Riemanniana de forma rigurosa.

Definicién 4.1.1. Un tensor métrico, g, sobre una variedad diferenciable M, es un campo tensorial de
tipo (0,2) simétrico, no degenerado de indice constante sobre M. Es decir, un campo tensorial tal que,
para todo p € M, g, es un producto escalar sobre T,M no degenerado y que tiene el mismo indice para
todo p.

Definiciéon 4.1.2. Una variedad semi-Riemanniana, también llamada pseudo-Riemanniana, es un par
(M, g), donde M es una variedad diferenciable y g un tensor métrico sobre ella. Aunque estrictamente una
variedad semi-Riemanniana sea un par ordenado, la mayoria de las veces nos referiremos a (M, g) como

M.

Definicién 4.1.3. El valor del indice de g, para un punto p € M cualquiera, se denomina indice de M,
ind(M) =v. Si v =0, se dice que M es una variedad Riemanniana (es decir, si g, es un producto interno
en cada espacio tangente) y si v = 1 y dimM > 2 se dice que M es una variedad de Lorentz o Lorentziana.
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A lo largo del trabajo utilizamos la notacién habitual de producto escalar para denotar al tensor métrico
actuando sobre vectores tangentes o campos de vectores tangentes (indistintamente):

gV, W) =(V,W) € F(M), para todos V, W € X(M),

gp(v,w) = (v,w) € R, para todos v,w € T,M, p € M.

Con esta notacién, dado un sistema coordenado en un abierto U de una variedad semi-Riemanniana M,
con funciones coordenadas ', i = 1,...,n, las componentes del tensor métrico se definen como

(2 9
gl]* 880176@-] i

y por ello, siendo V = 3" V* 6?07-,, W= W BZ" campos de vectores en U, por la bilinealidad de g:

gV, W) = (VW) =>"g;; VW,

4,3

Ademis, se puede expresar el tensor métrico en esta base como:

9= Zgijd@i ® dy’.

,J

Dado que, para cada p € M, g, es un producto escalar no degenerado, su matriz en cualquier base del
espacio tangente es invertible. Las componentes de la matriz inversa en la base de cada espacio tangente
asociada a la carta anterior se denotan por g% (p). Utilizando la férmula de los adjuntos para calcular la
matriz inversa de (g;;(p)) en cada punto de M, se comprueba que para todos i, j, ¢”/(p) es una funcién
diferenciable en el abierto de definicién de la carta. Ademds, gracias a que el tensor métrico es simétrico,
se cumple que:

9ij = Gjis g7 =g, para todos ¢, j.

Al haber permitido que el tensor métrico en cada punto pueda no ser definido positivo, el producto
de un vector tangente consigo mismo no es necesariamente positivo. Esto nos permite realizar la siguiente
clasificacién de vectores tangentes. Cabe senalar que en geometria Riemanniana solo existirdn vectores
tangentes de tipo espacial.

Definicién 4.1.4. Sea M una variedad semi-Riemanniana. Sean p € M y v € T, M. Se dice que:
= v es espacial si (v,v) >00v=0,
= v es null o luminoso si (v,v) =0y v #0,
= v es temporal si (v,v) < 0.

Definicién 4.1.5. En las condiciones anteriores, dado v € T'M se define:

q(v) = (v, v).

La restriccién de la aplicacién g a cada espacio tangente a M es la forma cuadratica no degenerada asociada
a gp. ¢ se denomina elemento de linea de M y es en ocasiones denotado ds®. A partir de este concepto se
define la norma de v como:
_ 1/2
vl = lg(v)]™~.

Cabe senalar que, dado que g, es un producto escalar, se pueden definir para vectores tangentes en
cada punto de M los conceptos de vectores unitarios, ortogonalidad y ortonormalidad. Ademds, se dira
que un campo de vectores en M, X, es unitario si lo es X, para todo p € M. De igual forma, un conjunto
de campos de vectores se dird que es ortogonal (resp. ortonormal) si lo es el conjunto de vectores tangentes
asociado en cada punto de M.

La notacién ds? para el elemento de linea de una variedad semi-Riemanniana M no es accidental. La idea
es que este dé una intuicién sobre las distancias en una variedad. Intuitivamente, si consideramos dos puntos
en un entorno coordenado de M cercanos, pongamos p = (ml, . ,x”) yp = (xl + Azt a2+ Ax”),

. _ " o
podemos considerar que el vector tangente a p en M, Ap = Y. Az’® 5%
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aproximar la distancia al cuadrado entre p y p’ por ds?(Ap). Cabe resaltar que este argumento es puramente
intuitivo y que una formalizacién del mismo pasa por el estudio de las conexiones en una variedad y, en
particular, de la conexién de Levi-Civita y las geodésicas. Estos conceptos seran estudiados a fondo en las
siguientes secciones, aunque no llegaremos a relacionar las geodésicas con la posibilidad de establecer una
distancia en M (en el caso Riemanniano). Esto tltimo puede leerse en el capitulo 5 de [17].

Ejemplo 4.1.6. Recordemos que, para todo p € R™ existe un isomorfismo canénico dado por las coorde-
nadas naturales de R, 2*, ¢ =1,...,n entre T,R" y R™:

vi— Y 0t

A través de este isomorfismo, se puede introducir un producto escalar en cada espacio tangente a R™ y por
ello, un tensor métrico en R™ dado por:

w) = Zviwi7 para todos v = Z v
i

Nétese que el tensor métrico asi definido es diferenciable, pues lo son sus componentes (son constantes) en
la carta global dada por las coordenadas naturales.

, para todo v € T, M.
P

§ W —i €T,M; pe M.
I’
p

Este tensor métrico dota a R™ de una estructura de variedad Riemanniana, la cual se conoce como
espacio euclideo y, en cierto sentido, es el prototipo de las variedades Riemannianas, pues existe un teo-
rema, debido a John Nash (ver [16]), que afirma que toda variedad Riemanniana puede ser embebida en
R™ para n suficientemente grande de forma isométrica (mas adelante definiremos el concepto de isometria
y de subvariedad Riemanniana). As{ pues, en principio, toda la geometria Riemanniana podria estudiarse
para subvariedades de R™. De hecho, asi fue como surgié en primer lugar esta teoria. Sin embargo, como
ya hemos comentado, la visién intrinseca de esta teoria es muy 1util para poder estudiar de manera mas
sencilla los invariantes por isometrias de las variedades Riemannianas.

Podemos considerar de forma mas general 0 < v < n y cambiar el signo de las primeros v productos
del producto interno usual de R™, con lo que, en general, dejaria de ser un producto interno para ser
simplemente un producto escalar. Trasladando dicho producto escalar a los espacios tangentes de la misma
manera que en el caso Riemanniano:

va + Z viw', paratodosv:zi:vl axl , W Zw ipETPM;pEM'

1=v+1

Esto dota a R” de una estructura de variedad semi-Riemanniana de indice v, denominada espacio semi-
euclideo R?. En particular, sin > 2y v =1, se dice que R7 es el n-espacio de Minkowski.

Utilizando la notacién
-1 sil<i<y,

& = . .
+1 siv<i<n,

se puede expresar el tensor métrico en los espacios semi-euclideos como:
g= E gidx' @ dx'.
i

Los espacios semi-euclideos juegan un papel en la geometria semi-Riemanniana anédlogo al del espacio
euclideo en la geometria Riemanniana. En este sentido, Clarke probé en 1970 (ver [3]) que toda varie-
dad semi-Riemanniana puede ser embebida isométricamente en un espacio semi-euclideo de dimensién
suficientemente alta.

Las variedades semi-Riemannianas e, incluso, las variedades Riemannianas no son una estructura exéti-
ca que solo algunas variedades diferenciables admitan, sino que, de hecho, toda variedad diferenciable
admite una estructura de variedad Riemanniana. Para probar este resultado, es vital recurrir al uso de
particiones de la unidad y, por ello, que las variedades con las que trabajamos cumplan el segundo axioma
de numerabilidad.
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Teorema 4.1.7. Toda variedad diferenciable M admite una estructura de variedad Riemanniana.

Demostracion. Sea {(Uy,pa) /o € T} un conjunto de cartas locales de M tales que los abiertos U,
recubran la variedad. Consideremos una particién de la unidad { f, }ocr subordinada a dicho recubrimiento.
Para cada a € I' definimos en U,

9o = Y dpl, ® dgl,,
[

el cual es un campo tensorial de tipo (0,2), simétrico y definido positivo, en U. Definimos g = >° . ga fa-
Entonces, por las propiedades de las particiones de la unidad, para cada p € M, dicha suma es una suma
finita:

9(P) = for (P)gar (P) + -+ + far (P)gou ().

Como fa;(p) > 0 para j = 1,...,k, entonces, g(p) es combinacién lineal con coeficientes positivos de
tensores tipo (0,2) en T, M simétricos y definidos positivos. Como alguno de los f,,(p) es estrictamente
positivo, pues la suma de todos ellos ha de ser 1, entonces concluimos que g(p) es un tensor de tipo (0,2)
simétrico y definido positivo.

Ademsds, gracias a que los soportes de las funciones de la particién de la unidad son un conjunto lo-
calmente finito, trabajando en un abierto suficientemente pequefio (contenido en un compacto), g es una
suma finita de producto de funciones diferenciables por campos de tensores diferenciables de tipo (0,2) vy,
podemos concluir que es un tensor métrico. O

Introducimos ahora el concepto de isomorfismos entre variedades semi-Riemannianas: las isometrias.
Dos variedades que sean isométricas seran esencialmente iguales en cuanto a propiedades de la estructura
semi-Riemanniana se refiere. En la Seccion 4.5 se realiza un estudio detallado de sus propiedades.

Definicién 4.1.8. Sean M, N variedades semi-Riemannianas con tensores métricos gps v gy, respectiva-
mente. Una isometria de M en N es un difeomorfismo ® : M — N que preserva los tensores métricos, es
decir, tal que ®*gn = gps. Si existe una isometria de M en N, se dice que son variedades semi-Riemannianas
isométricas.

Nétese que, dado ® : M — N difeomorfismo, es equivalente que ® sea una isometria a que para todo
p € M, d®|, sea una isometria entre espacios vectoriales puesto que:

gy (v, w) = gy (dD|,(v), dP|,(w)), para todos v, w € T, M

También se puede dar sentido al pullback del elemento de linea de N, de modo que este se conserve
mediante isometrias. Basta definir, siendo ¢a; v gn los elementos de linea de M y N, respectivamente:

N (v) = qn (d®[,(v))

De hecho, como el tensor métrico estd determinado por el elemento de linea, es equivalente si ® es un
difeomorfismo que se conserven estos, es decir, que ®*gny = qas, a que sea isometria.

Lema 4.1.9. Sean M, N, P variedades semi-Riemannianas. Se cumple que:

1. La aplicacion identidad, Id : M — M, es una isometria.
2.51®: M — Ny W¥:N — P son isometrias, entonces Vo ¥ : M — P es isometria.

3. Si®: M — N es isometria, ! también lo es.
Demostracion.

1. Como Id es un difeomorfismo, basta ver que en cada punto de M, dId|, es isometria. Dado p € M,
se tiene que dId|, : T,M — T, M vuelve a ser la identidad. En particular es una isometria entre los
espacios tangentes en p.

2. Como la composicién de difeomorfismo es de nuevo un difeomorfismo, ¥ o ® es un difeomorfismo.
Ademés, para cada p € M, de acuerdo con la regla de la cadena, d (¥ o @) |, = d¥|g,) 0 d®|,. Como
la composicién de isometrias entre espacios vectoriales es de nuevo una isometria, d (¥ o ®) |, lo es
y, por tanto, se concluye el resultado.

3. En primer lugar, nétese que, por ser ® difeomorfismo, ® ! existe y es diferenciable. Ademds, sabemos
que d (<I>_1) lo(p) = d®|; 1. Como la inversa de una isometria entre espacios vectoriales es de nuevo
una isometria, se concluye el resultado.

O
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4.2. Conexion de Levi-Civita

En el Capitulo 3 se introduce el concepto de conexidén lineal para poder estudiar la variaciéon de los
campos de vectores en distintas direcciones. El propdsito de esta seccién es comprobar que en las varieda-
des semi-Riemannianas existe una conexién lineal especialmente adecuada por sus relaciones con el tensor
métrico. Salvo que se indique lo contrario, M denotard una variedad semi-Riemanniana y g o (,) seréd su
tensor métrico.

Una de las propiedades mas ttiles que presenta el producto escalar de R™ es que cumple la regla del
producto de la derivacién. Para generalizar esta propiedad, se define el siguiente concepto:

Definicién 4.2.1. Sea dice que una conexion lineal V sobre M es compatible con g si para todos X, V, W €
X(M) se cumple que:
X (VW) = (VxV, W) +(V,VxW).

El siguiente lema proporciona motivos adicionales para buscar conexiones lineales en M que sean
compatibles con g, pues esta condicién equivale a que muchos de los conceptos introducidos en el Capitulo
3 se comporten bien con respecto al tensor métrico. En particular, si se quieren recuperar propiedades que
presentan los vectores paralelos en R™ al introducir una conexion lineal, como que trasladar los vectores
de forma paralela no afecta a sus productos escalares, se habra de pedir que dicha conexién lineal sea
compatible con la métrica g.

Lema 4.2.2. Si V es una conexién lineal sobre M, son equivalentes:
1. La conexién lineal V es compatible con g en el sentido definido previamente.
2. El tensor métrico es paralelo respecto a la derivacién covariante que induce V, es decir, Vg=0.

3. Si V, W son campos de vectores sobre una curva « : I — M, se cumple que:

d

S VW) = (V! W) + (V. W),

4. Si V,W son campos de vectores paralelos para V sobre una curva « : I — M, entonces (V, W) es
constante.

5. Para toda curva o : I — M y todo a,b € I, el transporte paralelo, P’, es una isometria.

Demostracion. Denotaremos, para cada X € X(M) por Vx a la derivacién tensorial asociada a V y X.
Como de costumbre, ademaés, V denotara a la diferencial covariante asociada a la conexién lineal.

1 +» 2. Aplicando la regla del producto a la derivacién tensorial asociada a la conexién lineal V, se tiene que
para todos los campos X, V, W € X(M)

X (V,W) =V (V,W) = (Vxg) (V,W) + (VxV, W)+ (V,Vx W),
de donde se concluye que (Vxg) (V,W) =0, es decir, Vg =0, si y solo si X (V,W) = (VxV, W) +

(V,VxW).
1 —3. Sea t € I. Consideremos una carta local entorno a a(t) con funciones coordenadas ¢!, ..., ¢".
Podemos expresar V =), V* 821‘ yw=>, Wia%ﬂ., con lo que:
d d —_ dgij i dve . AW
- — VAT | = AV VAT el g J A V4 e a e
dt (V, W) dt Z-nguvw sz:< dt VW7 + gij dt W7+ gi;V dt )

Calculando la derivada de las componentes del tensor métrico:

N S A A 0 9
dt _a(glj)_a 830178@-] - Va/a@l,agﬁj + agolyva'asoj .

Introduciendo este resultado en la igualdad previa,

g

d dv _ 9 o AW 0 0
- = Jq;s | — = ' ——gij oV j -
g <‘/’ W> Z ( I w Gij + <va 690“ a(p] >) + ; (V dt gij + <a(pz \Y% a(pj >>

]
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3 — 4.

4 — 5.

5 — 3.

3—1.

avi o 0 9 9 AWi 9 )
— 7 , J ? S J ) — =
27:<Z( di 3¢i+vv“ 5<Pi>7W 3s0j>+§i:<v 3<ﬁ“z( dt 9 Ve 8<N>>

i i
=V, W) +(V,W'),

recordando la expresion de la derivada covariante a lo largo de una curva en coordenadas locales,
(3.2).

Basta notar que, como V, W son paralelos, V' = 0 = W’ y usar la férmula de 3.

Sean p = aa) y ¢ = a(b). Sean v,w € T,M y V, W los tnicos campos de vectores sobre a paralelos
y tales que V(a) = v y W(a) = w. Entonces:

(P(v), Py(w)) = (V(b), W(b)) = (V(a), W(a)) = (v,w).

Sean V, W campos de vectores sobre « paralelos. Sea a € I:

d o M) () = (V) (@)
LAV, I) (a) = Jim = =0

pues, el transporte paralelo es una isometria y V' (b), W (b) son el resultado de aplicar el transporte
paralelo de a a b a V(a) y W(a), respectivamente.

Sean X,Y € X(«). Sabemos que existe una referencia de campos de vectores paralelos sobre «
ortonormales, Vi,...,V,, en un entorno de un p = a(a). Siendo X =3 . X'V, eY = Zj Y7V;, se
tiene que, para puntos de dicho entorno,

d d, .. dxt_ . dY7
- — - IV VL)) — J 127 R /A
5 (X,Y) § o (XY (Vi, V) E (dt Y?I+ X o )(%,X@)

.5 ,J

dX? dy’i
= —V,,Y X — V. Y=(X"Y XY
<§_ Ve >+< ,Ej o %> (XLY)+(X,Y"),

2

donde se ha tenido en cuenta que los V; son paralelos y se han empleado las propiedades de la deri-
vada covariante a lo largo de una curva.

Como este razonamiento es véalido en un entorno de cada punto de I, se concluye la implicacién.

Dados X,V,W € X(M), y p € M, consideramos una curva integral a de X que pase en ¢t = 0 por p.
Entonces, como o/(0) = X (p), usando también las propiedades de la derivada covariante a lo largo
de una curva::

4

X (VW) () = a'(0) (V,W) =

(Voa,Woa)(0)=((Voa),W)(0)+(V,(Woa))(0) =

= (Var@VsW D) +(V(©): VaroyW) = (Vx V. W(p)) + (V(0), Vx(nW) =
=(VxV,W) (p) + (V. VxW) (p).

Se concluye asi la prueba de este lema. O

Si bien la compatibilidad de la conexién con la métrica es una propiedad deseable para las conexiones
lineales definidas en una variedad semi-Riemanniana, ni siquiera en el caso Riemanniano permite asegurar
la unicidad. Es por ello que se busca que la conexién tenga una propiedad adicional.

Definicién 4.2.3. Se dice que una conexién lineal, V, sobre una variedad diferenciable (no necesariamente
semi-Riemanniana), M es simétrica si para todos V,W € X(M):

[V,W] =VyW — Vy V.
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Observacion 4.2.4. De hecho, se puede definir la aplicacién T : X(M) x X(M) — F(M) dada por:
T(V,W)=VyW —VyV —[V,IWV], para todos V. W € X(M).

Esta resulta ser un tensor de tipo (0,2) que se denomina tensor de torsién, el cual es particularmente
util en el estudio de geodésicas, aunque nosotros no lo emplearemos. Con esta definicién, la condiciéon de
que una conexién sea simétrica equivale a que su tensor de torsion sea nulo.

Antes de probar el teorema fundamental sobre las conexiones lineales en variedades semi-Riemannianas,
es necesario probar un lema, que tiene gran relevancia en si mismo. Este resultado muestra una de las
ventajas de trabajar en variedades semi-Riemannianas: existe un F (M )-isomorfismo de médulos inducido
por g entre X(M) y A'(M), que se puede entender también como un isomorfismo entre 7, M y Ty M para
todo p € M.

Lema 4.2.5. Paracada V' € X(M) se define la aplicacién V* : X(M) — F(M) dada por V*(X) = (V, X).
Se cumple que V* € AY(M) y que la aplicacién que manda V en V* es un F(M)-isomorfismo de médulos.

Demostracion. Gracias a que g es un tensor sobre M, es claro que V* efectivamente tiene llegada en F(M).
Ademds, a partir de la F(M)-linealidad en la segunda componente de g, se concluye que V* € A1(M) pues
es lineal.

Ademés, la F(M)-linealidad en la primera componente de g asegura que la aplicacién que manda V' — V*
es F(M)-lineal.

Veamos que dicha aplicacién es inyectiva. Sean V, W tales que V* = W*. Entonces, para todo X € X(M)
se cumple que (V, X) = (W, X), por lo que (V — W, X) = 0y, por ser g no degenerado, V =W.

Finalmente, veamos que es sobreyectiva. Sea 6§ € A'(M). Veamos que existe Ve X(M) tal que V* = 6.
Sea p € M y consideremos (U, ¢) una carta local en torno a p. Sea § = . 0;dy' en U. Definamos:

Zgﬂe—eaq ).

Entonces se cumple que por la definicién de (gij), que para cada k =1,...,n:

) 3 17 6
<V|U’ > Zgﬂ <903 Ak >:;0igjgjk:0k:0<as0’“>'

Usando la F(M)-linealidad de 6 y g, se concluye que (V|y, X) = 6(X) para todo X € X(U). Si (W, )
es otra carta local de M, en U N W se cumple que para todo X € X(UNW), (V|y,X) = (V|w, X), por
loque Vg =V|w en UNW y V estd bien definido. Como el cdlculo de una 1-forma actuando sobre un
campo de vectores es local (de hecho, punto a punto), V* = y se concluye el resultado. O

Notese que a partir de la expresién local de V' en términos de la de § = V*, es inmediato comprobar
que, fijado g, V' y 0 poseen la misma informacién. Por eso se dice que son métricamente equivalentes.

Este tipo de isomorfismos entre los campos de vectores y las 1-formas en M, inducidos por una es-
tructura adicional a la de variedad diferencial que se considera sobre M son centrales en otras areas de la
geometria diferencial, como en la geometria simpléctica o en la geometria cosimpléctica [13].

El siguiente teorema no solo asegura la existencia y unicidad de una conexién lineal en M cumpliendo
las dos propiedades anteriores, sino que ademds proporciona una expresion, la férmula de Koszul, que
permite su calculo.

Teorema 4.2.6. Existe una tnica conexion lineal sobre M compatible con la métrica y simétrica, la cual
denotaremos por D y se denomina conexién de Levi-Civita. Ademds, D cumple la igualdad siguiente,
llamada férmula de Koszul,

2(DyW.X) =V (W.X) + W (X, V) = X (V.W) = (V,[W, X]) + (W, [X.V]) + (X.[V,W]), (4.1

para todos V,W, X € X(M).
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Demostracion. Comencemos probando la unicidad y la veracidad de la férmula de Koszul. Supongamos
que existe una conexién lineal D con las condiciones del enunciado. Partiendo del miembro derecho de
(4.1) y usando que D es compatible con la métrica y simétrica,

VW, X)+ W (X, V) - X (VW) = (V,[W, X]) + (W, [X, V]) + (X, [V, W]) =

= (DvW,X) + (W, Dy X) + (DwX,V) + (X, DwV) = (DxV,W) = (V,DxW) —
—(V,DwX) + (V. DxW) + (W, DxV) — (W,Dy X) + (X, Dy W) — (X, Dw V) = 2(Dy W, X),
donde se ha usado la simetria del tensor métrico y cancelado términos para concluir que V cumple la

férmula de Koszul.

Asi pues, si Dy y D5 fueran dos conexiones lineales simétricas y compatibles con la métrica de M, para
todos X, V,W € X(M), usando la férmula de Koszul, (D1 v W, X) = (Da,v W, X). Por ser g no degenerado,
esto implica que Dy vW = Dy v W, es decir, D; = D».

Probemos ahora la existencia de esta conexién. Para ello, definimos la aplicacién F : X(M)? — F(M)
como el miembro derecho de (4.1). Consideremos V,W € X(M) fijos y la aplicacién que manda X —
F(V,W, X). Entonces veamos que esta aplicacién es F(M)-lineal.

En primer lugar, es inmediato que es R-lineal al serlo tanto g como los campos de vectores al actuar
sobre funciones. Sea f € F(M). Entonces,

F(V, W, fX) =V (W, fX)+ W (fX,V) = fX VW) = (V,[W, fX]) + (W, [f X, V]) + (f X[V, W]) =

= V() W, X) + fV (W, X)) + W(f) (X, V) + fW (X, V) = fX(V, W) —
— (Vi W, XTI+ W(H)X) + (W, X, V] = V())X) + [ (X, [V,W]) = FE(V, W, X),

donde se ha usado la F(M)-linealidad de g y su simetria. Por tanto F(V,W,-) es una 1-forma. Por el lema
previo, existe un dnico campo de vectores sobre M, Dy W tal que 2(DyW, X) = F(V,W, X) para cada
X € X(M). Asi pues la aplicacién D : X(M) x X(M) — X(M) que manda V,W en Dy W cumple la

férmula de Koszul. Veamos que es una conexion lineal simétrica compatible con la métrica.

Es inmediato comprobar, pues tanto los corchetes de Lie, como g, como los campos de vectores actuan-
do sobre funciones son R-lineales, que D es R-lineal en sus dos componentes. Ademads, razonando como
para la tercera componente de F', se comprueba que F' es F(M)-lineal en la primera componente. Por
la F(M)-linealidad de la aplicacién de X(M) a A'(M) definida en el lema previo, se concluye que D es
F(M)-multilineal en la primera variable.

Ademés, dados f € F(M), V,W € X(M), para cualquier X € X(M):
2(Dv(fW),X) =F(V,fW,X) =V(f) (W, X) + fV (X, W) + fW(X, V) = X(f) (V. W) = fX(V. W) —
= (V. fIW, X] = X(f)W) + [ (W, [X,V]) + (X, [V, W]+ V()W) =
V() (W, X) = X()(V.W)+ X(f){V.W) +V(F) (X, W) + fE(V, W, X) =
2 (V(f)W, X) + 2/ (DyW, X) = 2(V(F)W + [Dy W, X)

Como esta igualdad se cumple para todo campo de vectores X, por ser g no degenerado, Dy (fW) =
V(f)W 4+ fDyW, con lo que se comprueba que D es una conexidn.

Veamos que es simétrica. Sean V,W € X(M) y X € X(M) arbitrario:s
2(DvW = DwV,X) = F(V,W, X) - F(W,V, X) = (X, [V,W]) = (X, [W, V]) = 2([V, W], X) .

En la segunda igualdad, los tres primeros términos de F' se cancelan puesto que la suma de los dos pri-
meros es invariante al permutar V' y W, asi como el tercero (por la simetria de g). Ademds, gracias la
antisimetria de los corchetes de Lie y la simetria de g, es claro que la suma del cuarto y quinto sumando
de F' es invariante ante la permutacion de V'y W.
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Usando de nuevo que g es no degenerado, se deduce que Dy W — Dy V = [V, W].

Veamos que D es compatible con la métrica. Sean V,W, X € X(M). Entonces, usando la simetria de
g:

2(DyW, X) +2(W, Dy X) = F(V,W, X) + F(V, X, W) = 2V (W, X)
Para obtener la segunda igualdad, nétese que el primer sumando de F es invariante ante el intercambio
de W y X y la suma de los dos siguientes es antisimétrica ante el intercambio de estos dos campos de
vectores. Ademds, por la antisimetria de los corchetes de Lie, el cuarto término y la suma de los dos ultimos
términos de F' también son antisimétricos respecto al intercambio de W y X.

Asi pues, se concluye que D es una conexion con las propiedades buscadas. O

De ahora en adelante consideramos siempre sobre M definida la conexion lineal de Levi-Civita, que
denotaremos por D. Ademds, denotaremos por D también a la diferencial covariante que induce la cone-
xién de Levi-Civita y a las correspondientes derivaciones tensoriales. Estas tltimas se denominan derivadas
covariantes.

Si bien la introduccién de la compatibilidad de la conexién de Levi-Civita con la métrica es razona-
ble, pedir que esta sea simétrica puede resultar poco claro. La razén por la que se incluyen justamente
estas dos condiciones es doble. En primer lugar, que ambas condiciones se conservan por isometrias. Es
decir, que si V es una conexiéon sobre una variedad M y ® : M — N es una isometria, definiendo
V{}’W = Vip-1yd® W en N (nétese que d®~1V es un campo de vectores en M porque ® es difeomor-
fismo e igual con W), entonces es sencillo comprobar que VY es una conexién lineal sobre N y, adema4s,
es simétrica y compatible con la métrica de IV, si y solo si V es simétrica y compatible con la métrica de M.

Ademas, estas condiciones aseguran que, siempre que se trabaje con variedades semi-Riemannianas
sumergidas en R?, la conexién inducida por la conexién natural de R™ (ver la Seccién 4.6) coincida con la

conexién de Levi-Civita.

Dado que esta conexién estd determinada por el tensor métrico considerado sobre M, se pueden obtener
los simbolos de Christoffel de un sistema coordenado dado a partir de las componentes del tensor métrico
en dicho sistema coordenado, como prueba la siguiente proposicién.

Proposicién 4.2.7. Sea (U, ) una carta local de M. Entonces los simbolos de Christoffel estdn dados

por:
1 0g; Jg; 09i;

Ik = - km I L P 4.2

Vo2 ;g < opi | op  dpm 42

Demostracion. Sean ¢!, ... ¢", las funciones coordenadas. Tomando V = 8%7” W = 32j y X = % en

la férmula de Koszul, (4.1), como el corchete de dos campos de vectores coordenados es siempre cero:

o /9 8 o /8 0 o9 /0 0 dgj  Ogi  0gi;
opywxy =2 (¢ °N ¢ /9 OIN 9 /0 9 N\_Og s _ 99ij.
Dy X) = 55 <3W ’ 5s@’“> "o <8<p’“’ 8W> Dk <8W’ 8<pj> dpi | Dgl | Dk

Por otro lado, haciendo uso de los simbolos de Christoffel:

0 0

m m

Multiplicando por la matriz inversa de (gm,x) a ambos lados de la igualdad
1 ki (O9ik , Ogir  Ogij m ki m l
5 3o (G + G - 58 ) = T s = YT =Ty
k m,k m,k

con lo que se concluye la demostracion. O

Al tener definida sobre toda variedad semi-Riemanniana una conexién lineal destacada, se pueden
considerar conceptos como el trasporte paralelo o las geodésicas sobre las mismas. En el caso del transporte
paralelo, son estos ejemplos de conexiones las que justifican su nombre.
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Ejemplo 4.2.8. Recuperemos el ejemplo de los espacios semi-euclideos R}:. Considerando las coordenadas
naturales de R™, z!,... 2", se tiene que

9ij = 0ij€;,
usando la notacién introducida en el Ejemplo 4.1.6. Asi pues, la notacién anterior nos lleva a que

FZ =0, para todo 1 < i7j7 k< n,

con lo que se comprueba que la conexién de Levi-Civita en los espacios semi-euclideos es la conexién na-
tural en R", introducida en el Ejemplo 3.2.11. Por tanto, sabemos que, en estos casos, las geodésicas seran
las rectas parametrizadas con velocidad constante.

Ademss, teniendo en cuenta que, para esta conexién lineal, los campos de vectores asociados a las
coordenadas naturales son paralelos, es inmediato comprobar que el transporte paralelo de a(a) = p a
a(b) = ¢ para cualquier curva « es el isomorfismo candnico de T,R} a T,R} (definido a partir de los
isomorfismos entre R™ y estos espacios tangentes). En particular, el transporte paralelo no depende de
la curva tomada. Esta propiedad no es general de todas las variedades semi-Riemannianas. Cuando se
cumple, se dice que se tiene paralelismo a distancia.

Al trabajar con la conexién de Levi-Civita en M, se puede realizar una clasificaciéon de las geodésicas
en la misma, gracias a que, al ser su campo velocidad paralelo, el producto escalar del campo velocidad
por si mismo permanece constante. La nomenclatura utilizada tiene sus raices en la relatividad general.

Definicién 4.2.9. Sea v una geodésica de M. Se dice que v es luminosa si |y'| = 0, se dice que es de tipo
espacial si (v',~") > 0y se dice que es de tipo temporal si (v',7") < 0.

Adems4s, para las conexiones de Levi-Civita, podemos establecer un resultado que proporciona una
condicion suficiente sencilla de comprobar para que una curva sea una pregeodésica. Para ello, serd ne-
cesario aplicar el siguiente lema que relaciona la derivada covariante a lo largo de una curva y de una
reparametrizacion suya.

Lema 4.2.10. Sea h : J — I una reparametrizacién de una curva o : I — M y sea Z € X(«a). Entonces
ZoheX(aoh)y (Zoh) =49(Z oh).

Demostracion. En primer lugar, es claro que Zoh € X(«o h) pues es composicién de aplicaciones diferen-
ciables y, por ello Z o h es diferenciable.

Sea s € J y consideremos una carta local (U, ) en torno a a(h(s)). Entonces, usando definicién de la
derivada covariante a lo largo de una curva, en (a o h)~1(U), entorno de s en J, asf como que, por defini-
cién (Z o h)'(s) = (Z o h)s(¢*) = Zns)(¢?) = Z' o h y, ademds, (a o h) = %4/ o h, usando la regla de la
cadena:

d(Zoh) 9
<Zoh>'=z(;;>awz<20h

i i

B

(S ()

Por tanto, el resultado es cierto. O

Notese que en el lema previo no se ha hecho uso de las propiedades especificas de la conexién de Levi-
Civita, por lo que es un resultado valido para cualquier conexién que se considere sobre M. No obstante,
en la demostracién de la proposicion siguiente si serd vital el uso de las propiedades de la conexién de
Levi-Civita.

Proposicion 4.2.11. Sea I un convexo abierto de Ry o : I — M una curva regular tal que o/’ y o/ son
colineales en todo punto de I. Entonces a es pregeodésica o es de tipo luz en todo instante.
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Demostracion. Como o es colineal con o', podemos poner o/ (s) = f(s)a/(s) para cada s € I. Trabajando
con una carta local en torno a «(s), es inmediato comprobar que f € F(I).

Comencemos comprobando que, en esta situacion, una reparametrizacion de «, 8 = « o h es una geodésica
si y solo si h” + (f o h)(R')? = 0. Para ello comenzamos hallando el vector velocidad de 3 en funcién del
de a:

B(s) = S ()0 (h(s)).

Con lo que, hallando su aceleracién, por medio de las propiedades de la derivada covariante a lo largo de
curvas y el lema previo:

’ 2
B’ = <f£(o/oh)> :%(a/oh)Jr%(o/oh)/:

_Eh wron)+ (‘jl’;f(affoh) (‘jlth (f;)Q(foh)) (oo h).

Como o’ # 0 pues es una curva regular, podemos concluir la afirmacion.

Supongamos ahora que (¢, a’) nunca es cero y veamos que toda reparametrizacién de «, 5 de veloci-
dad constante, es decir, con (§’, 8’) constante, es una geodésica. Sea 8 = « o h una reparametrizacién en
estas condiciones. Entonces:

(8, 5) = (Z)<d0hdom:aeR

Derivando la ultima igualdad, usando las propiedades de la derivada covariante a lo largo de curvas inducida
por la conexién de Levi-Civita y, de nuevo, el lema previo, asi como que o’ y o’ son colineales:

dh d%h dh RV
prier) (o Oha0h>+2<dt) <(a oh) ,«a Oh>—
dh d®h dn\? /dh

2dtdt2 (o Oha0h>+2<dt) <dt Oha0h>

dh d*h dh\~ dh , ,

ZEW(a Oha0h>+2(dt> t(th)(Oz oh,a’ oh).

Como {(a/ o h,a’ o h) # 0 en todos los puntos y % # 0, pues h es un difeomorfismo (una reparametriza-
cién), entonces concluimos que h” + (f o h)(h')? = 0 y, por ello, 3 es una geodésica.

La existencia de las reparametrizaciones de a de velocidad constante estd asegurada por la posibilidad
de llevar a cabo una reparametrizaciéon de velocidad 1 en toda curva regular, la reparametrizacion por
longitud de arco estudiada en la asignatura de Geometria de Curvas y Superficies (ver Teorema 1.1.7 de

[5])-

Veamos ahora que, si (o/,a’) = 0 para algin s € I, entonces es siempre nulo. Para ello usaremos un
argumento de conexién. Sea A = {t € I/(d/,a’) (t) = 0}. Por hipétesis, A es no vacio y, ademds, es
cerrado por ser la preimagen de 0 por una aplicacién continua. Veamos que es abierto y, por tanto, A = I.
Sea t € A, por las propiedades de la derivada covariante a lo largo de una curva:

d
pr (o, ay =2(a",a') =2f (/,a').
Asi pues, siendo g(s) = (/, ') (s), g € F(I) es solucién del problema de Cauchy de valor inicial:
d
“=2fg,  gW)=o.

Como la aplicacién nula también es solucién de dicho problema de Cauchy, por la unicidad de soluciones
de los mismos, existe un entorno de t en I tal que g = 0y por ello, ¢ es interior a A. Por tanto, todo punto
de A es interior y A es abierto. O
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4.3. Cambio de tipo

Ya hemos comentado que una de las mayores herramientas que proporciona disponer de un tensor
métrico en una variedad es el isomorfismo que induce entre campos de vectores y 1-formas, introducido
en el Lema 4.2.5. En esta seccién extenderemos dicho F(M)-isomorfismo a campos tensoriales de orden
superior.

Definicién 4.3.1. Sean 1 <a <7, 1 <b<s+1y A un campo tensorial de orden (r,s) sobre M. Se

x AL(M) x X(M) x °T% x X(M) — F(M) como

r—1

define [§ A: AY(M) x -
(g A) (0., 07 Xy, X)) = A0 0o X 0% 07 X X1, X, -, Xag)

para todos 0" € AY(M),i=1,...,r—1y X; e X(M),j=1,...,s+ 1.

Lema 4.3.2. En las condiciones de la definicién anterior, § A es un campo tensorial de tipo (r—1,s+1).

Demostracion. Para comprobarlo, basta con ver que es F(M)-lineal en cada una de sus componentes.
Nétese que es inmediato que J§ A es F(M)-lineal en todas sus componentes salvo en la 7 — 1 + b-ésima,
por serlo A. Teniendo en cuenta que la aplicacién que manda X, en X es también multilineal, se concluye
que también es F (M )-lineal en la componente r — 1 + b. O

Por tanto, tiene sentido la siguiente definicién.

Definicién 4.3.3. En las condiciones anteriores, la aplicacién |¢: 77 (M) — T7. (M) se denomina
bajada de indice.

Lema 4.3.4. La bajada de indice es una aplicacién F(M)-lineal.

Demostracion. Usamos la notacién de las definiciones anteriores. Tomemos A, B € T (M) y sean f,g €
F(M). Sean 0° € A*(M),i=1,....,r—1y X; € X(M), j=1,...,s+ 1. Entonces se cumple que:

W(fA+gB) (0',....0" " X1,..., Xs41) =
=(fA+gB)(0",...,0" 7 X;,0% ..., 07 Xy, X1, Xt X)) =
=fA(O, .. 0% 7 X0 0 X X1, X X)) +
+gB (0%, ...,0°7 " X5,0% 0 X Xy, Xy, X)) =
=fI A0, 0 Xy X)) g B0 X X))
con lo que se comprueba la F(M)-linealidad. O

De forma andloga, se puede definir la subida de indices. Para ello es ttil introducir la siguiente no-
tacion, idéntica a la que se tiene para denotar la 1-forma métricamente equivalente a un campo de vectores.

Nétese que, gracias a lo probado en el Lema 4.2.5, dada § € A'(M) existe un tinico campo de vectores
que sea métricamente equivalente a 0. Denotaremos a dicho campo de vectores como #*. Como la aplicacién
que manda 6 en 0* es la inversa de la definida en el Lema 4.2.5, sabemos que también serd F (M )-lineal.

Definicién 4.3.5. Sean 1 <a <r+1,1<b< sy A un campo tensorial de orden (r,s) sobre M. Se
s—1

define la aplicacién 1§ A : A'(M) x T AY M) x X(M) x <+ x X(M) — F(M) como
(tg A) (0., 07T X, Xomq) = A(0Y, ..., 00" 07T X, X, 077, X X))
para todos 0" € AY(M),i=1,...,r+1y X; e X(M),j=1,...,s— 1.

El mismo razonamiento que en el caso de la bajada de indices nos permite comprobar que 1§ A es un
campo tensorial y por ello tiene sentido la siguiente definicién.

Definicién 4.3.6. En las condiciones anteriores, la aplicacién 1¢: 77 (M) — T7 1! se denomina subida de
indices. Usando el mismo razonamiento que para la bajada de indices, se comprueba que es F (M )-lineal.
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El siguiente lema nos permite concluir que las operaciones de subida y bajada de indices son una inversa
de la otra. Luego ambas son JF (M )-isomorfismos entre los correspondientes médulos de campos de tensores.
Noétese que, gracias a que ambas son aplicaciones F (M )-lineales, podemos considerarlas actuando sobre
tensores en un punto p € M, con lo que inducen también isomorfismos entre los productos tensoriales del
espacio tangente de M en cada punto.

Lema 4.3.7. Supongamos r>1lyseanl <a<ryl<b< s+1.Entonces, considerando |¥: 7 (M) —
71:11( )y e T Y(M) — T7 (M), se cumple que 1¢ es la aplicacién inversa de .

Demostracion. Sea A € T7(M) y sean 0*,...,0" € A} (M) y Xi,..., X, € X(M). Entonces, teniendo en
cuenta que el campo en la posicién covariante b-ésima es precisamente 8%* en la segunda igualdad:

e A)(0Y .07, X, LX) = (g A) (0., 0% 0 0 X, X1, 0%, X X)) =

=A(0",..,0% (0,0t 0T X X1, Xy X)) = A0 07, X, X))
Un razonamiento analogo prueba que la composicién en el orden contrario también es la identidad. O

Noétese que hemos considerado en el lema anterior » > 1, pues es el tinico caso en que tiene sentido
considerar la bajada de indices en 7, (M) ya que solo hemos definido campos de tensores de tipo (r, s) con
r,s > 0.

Cabe destacar que en el caso r = 1 y s = 0, la bajada de indices se corresponde con la aplicacién
definida en el Lema 4.2.5 y la subida de indices en el caso r = 0, s = 1 con su inversa. Por tanto, compro-
bamos cémo estos isomorfismos no son sino una generalizacién del definido en dicho lema. Esto hace maés
evidente atin que tanto la bajada como la subida de indices vienen determinadas por el tensor métrico de M.

Ademss, todos los campos tensoriales que se obtengan de uno dado mediante bajadas y subidas de
indices contendran la misma informacién (pues, haciendo uso del tensor métrico, se puede obtener uno
cualquiera partiendo de otro). Por ello, se dice que todos ellos son métricamente equivalentes.

Consideremos ahora una carta local de M, (U, ) y estudiemos cémo se expresa en coordenadas la
actuacién de estas nuevas operaciones. Para ello, comencemos notando que, como ya se ha mencionado,

ambas actiian punto a punto por lo que, en particular, se puede trabajar con la expresién de los campos de
vectores en un U. Sean 57; los campos de vectores asociados a la carta local. Entonces, podemos expresar:

o \" o\ (o : o 0 , ,
— v J_ I J— Ao
(&pi) zj:(awi> (3@j>d¢ zj:<3<p“0s0j>d¢ zj:g”d@'

De forma andloga, concluimos que:

iy 0
:%:gaaTOj.

Sl
sds?
las componentes de | A en esta

Asf pues, dado un campo de tensores, A € T7(M), con componentes en esta carta local, A“’

117 Sip—1

entonces se tiene que, dados 1 <a <r,1 < b < s+ 1, siendo B;

SJs+1
base: 9 9
U yeenyr—1 __ i1 jr—1 —
B =l A (d(pz s dy? ’ﬁcpjl""’aij*l) =
Alde, ... det, 3/{ N 8, by 5 , 8 ey 8 =
agpjb a(pjl 8@]1)—1 agpijrl aspjerl
, , . 0 0 0 0
A(d(p“,...dg@zﬂ1,Zgjbkd<pk,...,dap]"l, T Ty ey >:
p 890]1 awjb—l a(p]bJrl 8Q035+1

A“’ la—1,Kyecyir—1
_Zgjbk J1seesJb—1:0b4+ 155 Js41”
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. . .. eyl
Y se razona de la misma forma para obtener que, en las mismas condiciones, las componentes C’ o ]>+11
de 1 A vienen dadas por:
11, et iak 7/1;<-~77;a7177:a+1;<-~77;7‘+1
le wJs—1 Zg ]1,~-»7jb—1,k,-~7j371 : (4'3)

Gracias a estas dos operaciones (que conjuntamente se suelen denominar cambio de tipo), se puede
definir la contraccién de un tensor, no solo entre un indice covariante y uno contravariante, sino también
entre dos indices covariantes o dos contravariantes. En estos tltimos casos, la contraccién dependerd del
tensor métrico (al hacer los cambios de tipo), por lo que se denomina contraccién métrica.

Definicién 4.3.8. Sean 1 < a < b < s y r arbitrario. Se define la contraccion métrica Cqp : T] (M) —
TT o(M) como Cyp = CrFlo 17HL

De manera similar, dados 1 < a < b < r y s arbitrario, se define la contraccion métrica cob . TrH(M) —
T7=2(M) como la aplicacién C*° = C? 0 b ;.

En primer lugar, cabe destacar que, por ser composicién de dos aplicaciones F (M )-lineales y que actiian
punto a punto, todas las contracciones métricas son aplicaciones F (M )-lineales y que actiian punto a punto
(es decir, que el valor en p € M de CypA y C® A es el mismo para todos los campos tensoriales, A, que
sean iguales en p), por lo que se inducen aplicaciones lineales entre los productos tensoriales de los espacios
tangentes a M en un punto.

Ademsés, teniendo en cuenta cémo actian tanto la contraccién usual, como los cambios de tipo al
expresar los campos de tensores respecto de una carta local (U, ¢), se tiene que, usando la notacién de la

definicién, dado A € 7, con componentes en dicha carta local A“’ Zf

Cor )i = 2 AT g (4

(CPAY T = D A
p.q
donde p y q estan en las posiciones a y b, respectivamente, en ambos casos. Notese que, gracias a la simetria
de g, daria igual intercambiar el orden de p y g en todos los sumandos, por lo que concluimos que Cyp, = Ch,
y C% = C%. Ademds, a partir de estas expresiones locales, es inmediato comprobar que la eleccién de
r—+1 (resp. s+1 ) ala hora de hacer el cambio de tipo en la definicién de la contraccién métrica Cqp (resp.
C’ab) no es relevante y que, para cualquier 1 < ¢ <r+1 (resp. 1 < ¢ < s+ 1), se cumple Cyp, = CSo 1%
(resp. C% = C% |%). En particular, si Xi,...,Xs 2 € X(U) y 01,...,0, € AL(U) se tiene que:

0 0
OabA(017"'30T7X1a"'7X7'—2) :ngqA <01)"'7087X1?"'7X(l—17a(pp7"'7Xb—27a(pq7"'7XT—2> .
p,q

(4.5)
Una expresion analoga se obtiene para la otra contraccién métrica.

Calculemos a modo de ejemplo la expresion de la contraccién métrico del tensor métrico, usando cartas
locales.

Ejemplo 4.3.9. Sea p € M y sea (U, ) una carta local entorno a p. Entonces, como C(g) € F(M), la
ecuacion (4.4) establece que

0w = Cute) = L0 (5 53) = L "om = L =n.
pq

donde dp, es la delta de Kronecker.

Cuando se trabaja con tensores covariantes puros, es decir, de tipo (0,s) con s > 0 puede ser util
expresar la actuacién de los mismos usando una referencia (local) de campos ortonormales. En el Teorema
3.3.8 ya se vio la utilidad de este tipo de referencias. El siguiente teorema asegura que existen referencias
de campos ortonormales definidas en un entorno de cada punto de una variedad, y no solo a lo largo de una
curva. En [17] se puede encontrar una demostracién basada en la aplicacién exponencial de las geodésicas.
La prueba presentada a continuacion se basa en el algoritmo de Gram-Schmidt propio del algebra lineal

[1]-

o8 =
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Teorema 4.3.10. Seanp € M y {eq,...,e,} una base ortonormal de T, M. Entonces, existe una referencia
de campos ortonormales en un entorno de p, {E1, ..., E,} tal que E;(p) = e;.

Demostracion. Sabemos que existe una carta local (U, ) en torno a p tal que los campos de vectores
agi (p) = e; parai =1,...,n. Denotaremos por simplicidad X; = 8%71"

Definimos para i = 1, Z; = X;. Como (71, Z1) (p) # 0 pues Z;1(p) = e; es un vector unitario, entonces, por
la continuidad del tensor métrico y de Z7, existe un entorno de p, Uy C U, tal que Z; no es luminoso en Uy .

Razonamos de forma iterada. Supongamos que hemos construido Zi,...,Z;_1, ortogonales dos a dos,
que no son luminosos en un entorno de p, U;_1, y que, en p, Z;(p) = e;. Definimos:

i—1

Zy=X; — i

J:1
En primer lugar, nétese que Z; estd bien definido en U;_;. Ademads, para cada j < i, se tiene que:

1—1

(Zi, Z;) = (X, Z;) ZX“Z’“
=1

(Zk, Zk)

{Xi, Z5)

Zk’Z]>:<X2’ZJ> <Z Z>

(Z;,7;) =0,

donde se ha utilizado la hipétesis de induccién para concluir que (Z, Z;) = 0 salvo si k = j. Ademas, en
p, se cumple que (X;, Z;) (p) = (e;,e;) = 0si j < ¢, con lo que se concluye que Z;(p) = X;(p) = e;. En
particular, se tiene que (Z;, Z;) # 0 en p. Por la continuidad del tensor métrico y del campo tensorial Z;,
existe un entorno U; tal que Z; no es luminoso en U; C U;_;.

Por tanto, comprobamos que se puede completar esta construcciéon de forma iterativa hasta conseguir
{Z,...,Z,} campos ortogonales (por lo que son una referencia de campos de vectores en U,,) que no son
luminosos en U,, C U. Como (Z;, Z;) # 0 en U, el cual podemos tomar conexo, se tiene que, por conexion,
o bien (Z;, Z;) > 0, en cuyo caso se define

1
Ei = ———75%;
(Z;, Z;)"?
o bien, (Z;, Z;) < 0, y definimos:
1

(— <ZZ-,ZZ->>1/QZ”

De esta forma se construye la referencia de campos ortonormales en U,,, entorno del punto p, dada por
{Er,...,E,}. O

Nétese que, en la demostracién anterior, para cada i = 1,...,n, se cumple que, en cada punto q € U,
los subespacios generados por E1(q),...,Ei(q) y X1(q),...,Xi(q) son iguales.

Cabe destacar que, si se trabajase con variedades Riemannianas en lugar de semi-Riemannianas, al
no existir vectores tangentes luminosos, no seria necesario reducir el entorno en que se trabaja en cada
iteracién, pues gracias a la independencia de los campos de vectores Xy, ..., X,,, sabemos que Z; # 0 y
por ello se tendria que su norma tampoco es nula.

Si consideramos una referencia local de campo de vectores ortonormales {F1,..., E,} definidos en un
abierto U, siendo ¢; = (F;, E;), se puede expresar todo campo de vectores, V', en U como

V=> &(V.E)E;

puesto que en cada punto p de U, {F1|p,..., Ey|p} forman una base de T,M en que se puede expresar
V (p). Hallando los productos escalares de V(p) con E;|, para todo i = 1,...,n, se comprueba la expresién
anterior.
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Usando dicha expresién, es inmediato comprobar que el producto escalar de dos campos de vectores
V,W en U, puede obtenerse como:

(VW) =Y e (V,E) (W, Ey).

También podemos comprobar que, siendo A € TO(M), 1 <a <b< sy X1,...,Xs 2 € X(M), se
cumple que:

CabA (X17 s 7Xs—2) = ngA (Xla s 7Xa—1;Ema s 7Xb—17E’ma s aXS—Q) : (46)

Para comprobar la veracidad de esta expresion, teniendo en cuenta que la contraccién métrica actia
punto a punto, basta probar la igualdad en un punto p € U. En p, podemos considerar una carta local
)

definida en un entorno suyo tal que Fotlp = Ei|p, con lo que usando la expresién de la contraccién métrica

en coordenadas locales, se recupera la igualdad.

Si consideramos un tensor de tipo (1,s), A, el cual se puede considerar como una aplicacién F(M)-
multilineal, A : X(M)® — X(M),dado 1 <b<sy Xi,...,Xs_1 € X(M), se puede expresar:

(CoA) (X1, Xem1) =D em (B, A(X1, .o, Xpo1, By, X)) (4.7)

Para probar la expresion anterior, basta hacer un razonamiento andlogo al de los tensores de tipos
(0, s), teniendo en cuenta que una vez se recurre a coordenadas locales en torno a p, EX |, = €, d¢™.

Ya sabemos que toda contraccién (no métrica) conmuta con toda derivacién tensorial, por definicién.
Gracias a las propiedades de la conexién de Levi-Civita, las derivadas covariantes y también la diferencial
covariante, conmutaran con las contracciones métricas. Este es otro de los motivos por los que la eleccién de
la conexion de Levi-Civita para trabajar en las variedades semi-Riemannianas es especialmente interesante.

Proposicién 4.3.11. Para todo V' € X(M), la derivacién tensorial Dy conmuta tanto con los cambios de
tipo como con las contracciones métricas. La diferencial covariante, D, también conmuta con los cambios
de tipo y las contracciones métricas.

Demostracion. Notemos que, por la definiciéon de las contracciones métricas, teniendo en cuenta que las
derivadas covariantes y la diferencial covariante conmutan con las contracciones usuales, basta con probar
que también lo hacen con los cambios de tipo para comprobar que también conmutan con las contracciones
métricas.

Probémoslo para la bajada de indices, pues para la subida se razona de forma anédloga. Adem4ds, veremos
que, dado r > 1, para todo 1 < a < r se tiene el resultado para |, pues se aligera la notacién y el
razonamiento es el mismo que en el caso general. Ademds, teniendo en cuenta que todas las aplicaciones
consideradas actiian localmente, basta con comprobar que estas conmutan al actuar sobre campos tenso-
riales restringidos al entorno de definicién de una carta local .

Sea A € TJ(M) para cierto s € Nyp. A partir de la expresién de las componentes respecto de dicha
carta de la bajada de indices

(\l,? A)il,-<~7ir—1 — ZgmjlAil,..qiafl;my..qir—l — (C](?,g®A)i1,..4,i7‘,1
m

J1seesds+1 J25edr41 J1seejs+1?

con lo que concluimos que | A = C¢g ® A. Dado V € X(M), como Dy conmuta con C{, usando las
propiedades de las derivaciones tensoriales, asi como que el tensor métrico es paralelo:

Dy (11 A) =Dy (CT (g® A)) =CT (Dy (g A)) =

=C7 (Dv (9) @ A+g® Dy (A)) = Cf (9 ® Dy A) =1 Dv A.

Por tanto, se concluye el resultado para | y las derivadas covariantes. Probémoslo ahora para la diferencial
covariante. Sean 0',... 0"~ € AY (M) y X1,...,Xs11,V € X(M). Se cumple que, por lo probado antes:

D(J/Lll A) (017"'70T715X17"'7XS+1aV) = DV (J/Lll A) (017"'70T717X17"'7XS+1) =

0 =
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=14 (DyA) (0",...,0" ", X1,..., Xe41) =DvA (0, ...,0" XT,...,07 L Xo, o X)) =
=DA(0",...,0° " XT, ..., 07 Xo, .., X1, V) =1 (DA) (04,07 X1, Xo, ..., X1, V).
Y se concluye que D (J§ A) =1¢ (DA). O

Notese que, al igual que se hizo en la Seccién 3.1, solo se consideran cambios de tipo y contracciones
que no afecten al ultimo indice covariante, respecto al que se realiza la derivada covariante. Sin embargo,
estas son las tinicas que tiene sentido considerar, pues, por ejemplo HH A no estd definido, aunque si lo
esté |7t DA.

Haciendo uso de las herramientas introducidas hasta el momento en las variedades semi-Riemannianas,
se pueden definir generalizaciones de los operadores gradiente, divergencia, hessiana y laplaciano que se
definen en R™.

Definicién 4.3.12. Dada una funcién f € F(M), se define su gradiente, grad(f) como el campo vectorial
métricamente equivalente a df € A'(M). Es decir, para todo X € X(M), se cumple que:

{grad(f), X) = df (X).

af i .
i BT dy', entonces:

Si consideramos una carta local de M, (U, ), se tiene que como, en U, df = >

iy Of 0
Ot Ol

grad(f)=> g

,J

(4.8)

Definicién 4.3.13. Dado un campo tensorial A € T (M), se denomina divergencia de A, div(A), a la
contraccién del nuevo indice covariante en su diferencial covariante con cualquiera de los indices originales
de A.

Notese que la divergencia de un campo tensorial en general no estd definida de forma tnica, si no que
habrd r+ s divergencias de A distintas, en principio. Por ello es que son de especial interés los dos siguientes
casos en que si existe una unica divergencia:

= Consideremos en primer lugar el caso en que A es un campo tensorial de tipo (1,0) y por ello pode-
mos identificarlo con un campo de vectores V € X(M). En este caso DV es un tensor de tipo (1,1)
y solo existe una contraccién suya (la cual de hecho se puede definir sin necesidad de que la variedad
sea semi-Riemanniana, solo es necesario que se haya elegido una conexién lineal en M).

Si consideramos una referencia local de campos ortogonales {F1,..., E,} en M, teniendo en cuenta
(4.7), se puede hallar la divergencia de V' como:

div(V) = em (Em,Dp, V). (4.9)

Mientras que si se considera una carta local (U, ), teniendo en cuenta que, usando la notacién
habitual y (3.1)

ovk ki) @
DBZiV—; —&pi+§;rijv 3

concluimos que las componentes de DV en esta carta local son (DV)? => (%‘;j + Zj I‘?jVj>.

Por ello:

l
div(V) =Y (DV);=>_ g:; +y TV (4.10)
l J

l

» Consideremos ahora que A € 7(M) es un campo tensorial simétrico, es decir, que para todos X,Y €
X(M), A(X,Y) = A(Y, X). En este caso, es claro que div(A) = C13(DA) = Co3(DA) € AY(M) y

solo existe una tunica divergencia.
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Usando la misma referencia local ortonormal que en el caso anterior, podemos expresar la diver-
gencia usando (4.6) como:

div(A)(X) = C13(DAY(X) = S (DAY (B, X, Ep) = S (Dig,, A) (B, X).

m m

Mientras que si consideramos la carta local del caso previo, se pueden hallar las componentes de
div(A) en ella como
0
8@‘) - nginp:q’ (4.11)
p.q

siendo Aji.m las componentes en esta carta local de DA (donde se separa con ; la componente
respecto a la que se deriva) y se usa (4.4).

div(A); = div(A) (

Ejemplo 4.3.14. Calculemos a modo de ejemplo la divergencia de fg, donde f € F(M) y g es el tensor
métrico de M, pues més adelante nos serd de utilidad.

Como ¢ es un tensor de tipo (0,2) simétrico, fg también lo es y, de acuerdo con lo discutido previa-
mente, existe una unica divergencia suya. Usando la regla de Leibniz para la derivada covariante, asi como
que g es paralelo:

div(fg) = C13(D(fg)) = C13(D(f) ® g+ fD(g)) = C13(df @ g).

Sean p € M y E,..., E, una referencia ortonormal en torno a p. Entonces podemos calcular para cada
k=1,...,n, usando (4.6)

d“}(fg)(Ek) ClS(df ® 9 Ek ngdf Ek7 Zemen mkdf( ) df(Ek)a

donde 0y, es la delta de Kronecker. Asi pues, como ambos coinciden sobre una base de T, M, div(fg)(p) =
df (p) y como esto se cumple para todo p € M, hemos concluido el ejemplo.

Definicién 4.3.15. La hessiana de una funcién f € F(M) se define como su diferencial covariante
segunda:
Hf =D (Df).

Lema 4.3.16. Dada f € F(M), su hessiana es un campo tensorial de tipo (0,2) simétrico y tal que:
HY(X,Y)=XYf— (DxY) f = (Dx(gradf),Y),  paratodo X,Y € X(M).

Demostracion. Por las propiedades de la diferencial covariante, sabemos que D f = df, por lo que, dados
X,Y € X(M), utilizando la regla del producto de la derivada covariante en la tercera igualdad

H'(X,Y) = D(df)(X,Y) = Dy (df)(X) =

=Y (df(X)) - df(Dy X) = YX(f) = Dy X(f) = XY (f) = DxY (f),

donde utilizamos en la ltima igualdad la definicién de los corchetes de Lie y su relacién con la conexién
de Levi-Civita, XY — Y X = [X,Y] = DxY — Dy X.

Esta ultima igualdad permite comprobar la simetria de la hessiana de f. Ademds, prueba la primera
de las igualdades buscadas. Para demostrar la segunda, utilizamos la compatibilidad de la conexién de
Levi-Civita con el tensor métrico y la definicién del gradiente de una funcién:

(Dx (grad(f)),Y) = X (grad(f),Y) — {grad(f), DxY) = XY (f) = DxY(f).
Por tanto, queda probada la cadena de igualdades del enunciado. O

Dada f € F(M), estas igualdades nos permiten calcular de forma sencilla las componentes de HY en
una carta local (U, ¢):

g 0 g 9 9] of
g =gt D § Tk
( )"j (8@“ 3gpj> Ot Ol a7 ) 507 Ol (/)= &pl&pﬂ p gk (4.12)

2 =
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Definicién 4.3.17. Dada f € F(M) se define el laplaciano de f, Af, como la divergencia de su gradiente:
Af = div(grad(f)) € F(M).

Nétese que, como grad(f) es un campo de vectores, Af estd definido de forma tnica a pesar de ser
una divergencia. Ademads, podemos comprobar que, usando los cambios de tipo

A(f) = CD(grad(f)) = CD (11 df) = C 11 (Ddf) = C12(Ddf) = D12 HY,

con lo que concluimos que el laplaciano de f es la contraccién de su hessiana. Esto nos permite hallar su
expresion en una carta local (U, ¢) a partir de (4.12) como:

Af = Zgw (Hf)ij = ng (83023{03 - ;Ffjﬁg) . (4.13)

,J 2%

Ejemplo 4.3.18. Consideremos ahora el espacio euclideo, R™, como variedad Riemanniana y comprobe-
mos que las definiciones anteriores coinciden con las que normalmente se usan en el dmbito del Anélisis
Matemético. Para ello, consideremos las coordenadas naturales de R”, z!,..., 2" y sus campos de vecto-
res asociados que, para simplificar la notacién, denotaremos 01, ..., d,. Recordemos que respecto de esta
carta local los simbolos de Christoffel son nulos y las componentes del tensor métrico y su inverso son
9ij = g4 = dij, la delta de Kronecker.

Asf pues, a partir de la ecuacién (4.8), concluimos que la expresién del gradiente de f € F(R™) en
las coordenadas naturales es:
af o

grad(f) = Ozt Oxt’

Ttras la identificacién de cada espacio tangente con R™, comprobamos que es el vector de las derivadas
parciales de f.

Anélogamente, utilizando la expresién de la divergencia de un campo de vectores, V (que interpreta-
mos como una aplicacién de R™ en si mismo con la identificacién entre los espacios tangentes y R™), se
tiene que, por (4.10):
ov!
div(V) = —.
( ) - axl
Dada f € F(M), haciendo uso de las expresiones (4.12) y (4.13), concluimos que

0? 02
(1) = 5ot AP = 5t

Y fxtdxd’

con lo que podemos ver que las componentes en las coordenadas naturales de HY son las mismas que las
de la matriz hessiana de f definida en Andlisis y que ambos laplacianos también coinciden.

4.4. Curvatura

Al igual que en la seccién anterior, M serd una variedad semi-Riemanniana de dimensién n con tensor
métrico g en la que consideramos la conexién de Levi-Civita D.

En esta seccién introducimos el concepto de curvatura semi-Riemanniana, central en el estudio de las
variedades semi-Riemannianas. En general y al contrario de lo que ocurre en R™ donde el Lema de Sch-
warz asegura la igualdad de las derivadas parciales segundas cruzadas, en variedades semi-Riemannianas
las derivadas covariantes no conmutan. Por ello, se introduce este tensor que, en cierta forma, mide cémo
falla la conmutacién de las segundas derivadas covariantes.

La curvatura es una herramienta de gran utilidad a la hora de discernir qué variedades semi-Riemannianas
son localmente iguales, pues se conserva por isometrias (locales). Esto nos permitird probar, por ejemplo,
que la esfera y el plano no son localmente isométricas (ver Seccién 4.5).
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Histéricamente, este concepto se introduce en la geometria Riemanniana usando otro punto de partida:
el estudio de la curvatura de las curvas (definida de forma similar andloga al caso de curvas en el espacio)
definidas sobre los cortes de una variedad de dimensién m sumergida en R™ con hiperplanos de dimensién
n —m + 1 ortogonales al plano tangente a M en un punto dado (una vez este se ve dentro de R™) de R™.
Estas curvaturas dependen de la forma en que M esté inmersa en R™ (no se conservan por isometrias), pero
a cada plano vectorial de T,,M, II, se le puede asignar una combinacién de estas curvaturas, denominada
curvatura seccional de I1, de forma que esta esté determinada de forma intrinseca. La curvatura de Riemann
se introduce entonces como un tensor que contiene la informacion de todas las curvas seccionales en cada
punto de M y que sigue estando dado de forma intrinseca, por lo que proporciona informaciéon de cémo
se curva una variedad intuitivamente. En este trabajo se introducirdn los conceptos de forma intrinseca,
trabajando directamente con variedades abstractas. Este otro enfoque puede encontrarse en el Capitulo 5
de [15]. Ambos enfoques se pueden relacionar utilizando el concepto de subvariedades semi-Riemannianas
que se trabaja en la Seccion 4.6

Lema 4.4.1. La aplicacién R : X(M)3 — X(M) dada por
Rxy(Z) = Dix,y1Z — [Dx, Dy]Z,

donde [Dx,Dy|Z = DxDyZ — Dy DxZ, es F(M)-multilineal y, por ello, se puede entender como un
campo tensorial de tipo (1, 3), el cual se denomina tensor de curvatura de Riemann de M.

Demostracion. En primer lugar, nétese que todas las operaciones que intervienen en la definicién de R son
R-lineales. Por tanto, la comprobacién para la suma de campos de vectores es trivial.

Tomemos ahora f € F(M) y sean X,Y,Z € X(M).
= Teniendo en cuenta que [fX,Y] = -Y(f)X + f[X,Y], se cumple que:
RixyZ = Dpxy1Z — [Dyx,Dy|Z = D_yvpx4+rx1)Z — [fDx,Dy|Z =
=-Y(f)DxZ + fDix y|Z — fDxDy(Z)+ Dy (fDxZ) =
=-Y(f)DxZ + fDixy)Z — fDxDy(Z) + fDyDxZ +Y(f)DxZ = fRx y Z.
= Razonando de forma andloga, usando ahora que [X, fY] = X(f)Y + f[X, Y], se tiene que:
Rx yyZ = Dix,yv1Z — [Dx, Dyy|Z = Dx(syy+yix,v1Z — [Dx, [Dy]Z =
=X(f)DyZ+ fDixy)Z — Dx (fDy(Z)) + fDyDxZ =
= X(f)DyZ + fDixy)Z — fDxDy(Z) — X(f)DyZ + fDyDxZ = fRxy Z.
= Finalmente, haciendo célculos andlogos para Z:
RxyfZ = Dixy)fZ —[Dx,Dy]fZ = fDixy1Z + [ X,Y|(f)Z~—
—Dx (Y(f)Z + fDy Z)+Dy (X(f)Z + [Dx Z) = fDixy1Z+[X,Y|(/)Z=X(Y(f))Z=Y (f)Dx Z—
—X(f)DyZ — fDxDyZ +Y(X(f))Z + X(f)DyZ +Y(f)DxZ + fDyDxZ = [Rx,y Z.
Asi pues, concluimos que R es F(M)-lineal en cada componente. O

Como R es un campo tensorial se puede trabajar con él actuando sobre vectores tangentes, a pesar de
que se haya definido actuando sobre campos de vectores y las operaciones que definen R (corchetes de Lie
y derivada covariante) no estén definidas para vectores tangentes. Esto presenta una gran ventaja pues
permite, como se hace con el resultado siguiente, probar las propiedades de la curvatura cuando actia
sobre vectores tangentes extendiéndolos por campos de vectores que posean propiedades ttiles (pues R
no puede depender de la extensién al actuar punto a punto) y, a partir de dichos resultados, concluir que
estas propiedades también son ciertas cuando R actia sobre cualesquiera campos de vectores.

Proposicién 4.4.2. Sea p € M y sean x,¥, z,v,w € T,M. Se cumplen las siguientes propiedades:

1. Ryy = —Rya.

4 =
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2. (Ryyv,w) = — (Ryyw, v).
3. Ryyz + Ry.x + R.,y = 0 (Identidad de Bianchi.)
4. (Rgyv,w) = (Rywe,y) (Simetria por pares).

Demostracion. Consideramos campos de vectores X,Y, Z, V,WW en un entorno U de p que extiendan a
x, Yy, Z,v, w, respectivamente. Para ello, tomamos una carta local entorno a p, y consideramos los campos
de vectores X,Y, Z,V,W que extienden a z,y, z, v, w tales que, al expresarlos en la referencia asociado a
la carta local, sus coordenadas son constantes. De esta forma, por la R-linealidad de los corchetes de Lie
y como el corchete de dos campos de vectores asociados a una carta local es siempre cero, concluimos que
el corchete de Lie de dos campos de vectores cualesquiera entre X,Y, Z, V, W es siempre 0. este tipo de
eleccién de los campos de vectores que extiendan a vectores tangentes serd recurrente al trabajar con el
tensor de curvatura.

1. A partir de la anticonmutatividad de los corchetes de campos de vectores (y de [Dx, Dy]), es inme-

diato comprobar que
RxyZ = —RyxZ,

para cualquier campo de vectores en U, Z. Por tanto, concluimos que Rxy = —Ryx ¥, en particular,
Ryy = —Ry..

2. Veamos en primer lugar que (R;,v,v) = 0, para todo v € T, M. Una vez se tenga dicho resultado,
aplicandolo a v 4+ w, se tiene que, por la bilinealidad del tensor métrico:

0= (Ryyv + w,v + w) = (Ryyv,v) + (Ryyw, v) + (Ryyv, w) + (Ryyw, w) = (Ryyw, v) + (Ryyv, w) .

Para probar que (R;,v,v) = 0, partimos de la definicién de la curvatura, teniendo en cuenta que,
por la eleccién hecha, [X,Y] = 0, y usando la simetria de la conexién de Levi-Civita

(RxyV,V) = (DyDxV,V) — (DxDyV,V) =
=Y (DxV,V) = (DxV,DyV) — X (DyV,V) + (DyV,DxV) =
1 1 1
=YX (V) =XV (V,V) = SV, X (V. V) =0,

2

donde hemos usado en la tercera igualdad la compatibilidad de la conexién de Levi-Civita con la
métrica, X (V,V) = (DxV,V) +(V,DxV) =2(V,DxV) e igual para Dy.

3. Definimos G (RxyZ) = RxyZ + RyzX + RzxY, con lo que una permutacién ciclica de XY, Z
no altera G(R). En general, se puede definir G como una aplicacién actuando sobre las aplicaciones
de X(M)3 en X(M). De esta forma, G es claramente R — lineal. Teniendo en cuenta de nuevo que
[X,Y] =0, asi como la R-linealidad de G

G(RxyZ)=G(DyDxZ)—G(DxDyZ)=G(DxDzY) - G(DxDyZ) =
= Dy (DzY — DyZ)+ DyDxZ + D;DyX — DyD;X — DzDxY =
= Dx([Z,Y]) + Dy ([X.,Z]) + Dz([Y,X]) =0

usando en la pentltima igualdad la simetria de la conexién de Levi-Civita y las propiedades de los
campos de vectores escogidos.

4. Utilizando el punto 3., se tiene que:
(G (RyvX),W)=0.
Sumando esta igualdad aplicada a las cuatro permutaciones ciclicas de Y, V, X, W se tiene que:
(G(RyvX) ,W)+(G(RyxW),Y)+(G(RxwY),V) + (G (RwyV),X) =0.

Expandiendo esta expresién (se han subrayado del mismo color los términos que o bien se cancelan
entre sf 0 se suman):

0= <Rva, W> + <RVXy, W> + <nyv, W> + gRVXW,Yg + (RXWV, Y> + ﬂRW\/X,Y}Jr
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+<RXWy, V> + <Rwa, V> + <RyxVV, V> + <Rwa, X> + <RyvVV7 X> + <RVWy, X>

Cancelando términos dos a dos, usando las simetrias de la curvatura probadas en los apartados
previos:

2((RxyV,W) + (Rwv X,Y)) = 0.

Y usando el punto 1. y la bilinealidad del tensor métrico, se concluye el resultado, evaluando la
igualdad en p.

De esta forma se concluye la demostracién de las cuatro simetrias de la curvatura. O

Notese que en la prueba del resultado anterior han sido fundamentales tanto la simetria de la conexién
de Levi-Civita como su compatibilidad con la métrica. Asi pues, estas propiedades dan lugar a simetrias
en el tensor de curvatura (que se podria definir para cualquier conexién lineal), lo que justifica su eleccién,
al menos en parte.

A partir de estas simetrias, se puede deducir una simetria sobre la derivada covariante del tensor de
curvatura, DR, el cual es un tensor (1,4), que interpretamos como que asigna a cuatro campos de vectores
en M, X,Y,Z,V, el campo de vectores (DzR)yy V. Nétese que, al ser DR un campo tensorial, tiene sen-
tido considerar para cada x,y, z,v € T, M el vector tangente (DZR)W v. Por comodidad de la escritura, en
ocasiones se denota (D,R) (z,2)(v), y de forma andloga cuando se considera DR actuando sobre campos
de vectores.

A continuacién enunciamos el resultado relativo a dicha simetria, por su utilidad a la hora de probar
algunas igualdades de la curvatura. La prueba puede hacerse mediante un calculo en coordenadas muy
extenso, aun cuando se extienden los vectores tangentes por campos de vectores cuyos corchetes de Lie
son cero. No obstante, haciendo uso de los sistemas de coordenadas normales para realizar la extension de
los campos de vectores, esta se prueba de forma mucho més sencilla. Para poder centrarnos en el estudio
de los productos warped, se ha decidido omitir el estudio pormenorizado de la aplicacién exponencial
en el contexto de las geodésicas, necesario para introducir el concepto de los entornos y las coordenadas
normales. Por ello no se presenta la demostracién del resultado, que puede consultarse, junto con los
conceptos relativos a la aplicacién exponencial en el Capitulo 3 de [17].

Proposicién 4.4.3 (Segunda identidad de Bianchi). Sean z,y,2 € T,M. Se cumple que:
(D:R) (z,y) + (DaR) (y, 2) + (DyR) (z,2) = 0.

Pasamos ahora a establecer la expresién local del tensor de curvatura cuando se trabaja con una carta
local.

Lema 4.4.4. Sea (U, ) una carta local. Entonces en U, se puede expresar:

o 0 0 .0
R(—,— | =— = E R, —
<880k: ’ 8(,0l > 880] - jkl 6907’ )
donde las funciones R’kl se denominan componentes de R y estan dados por:

ar arlj

Demostracion. Nétese que el corchete de Lie de dos campos de vectores asociados a una carta local
cualesquiera es siempre nulo. Asi pues, por la definicién de la derivada covariante:

o 0 0 0 0
"o 3) 35 = Pt (P ) ~Pe (Pt

Calculamos la expresién del primer término haciendo uso de los simbolos de Christoffel:

0
Da%z (Daf,k a@) - (Zrkya(p> Z 5901 &0 ;n:rm lza m

Intercambiando en el segundo sumando las etiquetas ¢ y m se recuperan el primer y tercer sumando de la
expresion de R}, Razonando de forma andloga con el otro término de las derivadas covariantes y restando
ambas expresiones, se llega al resultado. O
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Histéricamente, se desarrollé primero la teoria de la geometria diferencial basada en coordenadas y,
mas tarde, la version intrinseca que principalmente se estudia en este trabajo. Es por ello que la ordenacién
de los indices de las componentes de R no sigue el orden en que se escriben los campos de vectores. De
hecho, si se quiere expresar R como actuando sobre tres campos de vectores, X, Y, Z, para dar uno nuevo,
se deberia expresar, RxyZ = R(Z,X,Y). Ademds, cabe destacar que la forma cldsica de bajar el indice
contravariante de R es mediante la bajada de indices |}, con lo que se utiliza la notacién R de forma
estandar para denotar a las componentes de |1 R respecto de una carta local (U, ¢):

0 0 0 0
Rignt = <a¢R (a@ag) a¢>

El tensor de curvatura de Riemann es complejo, pues se trata de una funcién que dados tres campos
de vectores proporciona otro. Para poder disponer de la misma informacién, pero expresada de forma mas
sencilla, se introduce la curvatura seccional que ya es una funcién real, pero a cambio toma valores en el
conjunto de planos vectoriales de los espacios tangentes a puntos de M.

Definicién 4.4.5. Sea p € T, M. Un subespacio Il C T, M de dimensién dos se denomina plano tangente
a M en p. Se dird que II es no degenerado si gp|m es una forma bilineal no degenerada.

Para definir la curvatura seccional juega un papel fundamental la siguiente funcién definida para pares
de vectores v,w € T, M:

[ V)

Qv,w) = (v,v) (w, w) — (v, w)

Lema 4.4.6. Un plano tangente II es no degenerado si y solo si Q(v,w) # 0 para una base {v,w} de II, si
y solo Q(v,w) # 0 para cualquier base {v, w} de II. Ademds, Q(v,w) > 0 si g|i es definida y Q(v,w) < 0
si es indefinida.

Demostracion. Comencemos notando que una de las implicaciones de la primera afirmacion es inmediata.
Para demostrar la implicacién opuesta, consideremos v, w, u,z € II tales que {v,w}, {u, 2z}, sean sendas
bases de II. Entonces podemos expresar u = av + bw y z = cv + dw. De esta forma, es inmediato concluir
que,

Q(u, 2) = det(B)2Q(v, w),
siendo B la matriz de cambio de base, invertible y por ello de determinante no nulo. Para el segundo
resultado basta utilizar el criterio de Sylvester [14]. O

Lema 4.4.7. Sea II un plano tangente a M en un punto p, no degenerado. El niimero

(Rywv, w)
Q(v,w)

es independiente de la base {v,w} de II elegida. Se denomina curvatura seccional de II y se denota por
K(ID).

K(v,w) =

Demostracion. Sean {v,w} y {z,y} dos bases de II. Entonces sabemos que se pueden expresar los vectores
de la primera en términos de la segunda

v = ax + by, w = cx + dy,

para ciertos a,b,c,d € R, de forma que el determinante de la matriz de coeficientes, ad — be, es no nulo.
Usando la multilinealidad de R y la bilinealidad del producto escalar, asi como las simetrias de R, en
particular que, como R;,; = —Rg, se tiene que R, = 0 y, por idénticos motivos, R, = 0:

(Rywv, w) = (Raztby,catdya + by, cx + dy) = ((acRyz + bdR,,, + (ad — bc)Ryy) (ax + by), cx + dy) =
— (ad = b¢) (aC Ry, 7) + bd Ryt ) + (ad — be) {Ray, ) = (ad — ) (Ruy, 1)

donde hemos utilizado que, de nuevo por las simetrias de la curvatura, (Ryyz, ) = 0 = (Ryyy, y)-

Razonando de manera analoga a la demostraciéon del lema previo

Q(v,w) = (ad — be)*Q(, y),

con lo que se desmuestra la proposicién de forma inmediata. O
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Asi pues, la curvatura seccional K es una funcién bien definida del conjunto de los planos tangentes a
M no degenerados en R, que claramente estd determinada (de forma conjunta) por el tensor de curvatura
y el tensor métrico.

No obstante, en los planos tangentes degenerados de M no estd bien definida la curvatura, lo cual
plantea inicialmente problemas al tratar de recuperar propiedades de R a partir de K. No obstante, el re-
sultado siguiente nos asegura que dados dos vectores tangentes que generen un plano degenerado, siempre
hay otros suficientemente cerca que generan un plano no degenerado. Este hecho nos permitird, usando
argumentos de continuidad, recuperar informacién del tensor de curvatura a partir de la curvatura seccional.

Si bien los productos escalares en un espacio vectorial no tienen por qué dar lugar a una métrica,
teniendo en cuenta que toda norma en un espacio vectorial de dimensién finita es equivalente, existe una y
solo una topologia de espacio normado en cada espacio vectorial de dimensién finita. Es respecto a dicha
topologia que se dota de sentido a la proximidad de vectores en el siguiente resultado.

Lema 4.4.8. Dados vectores v,w en un espacio de dimensién finita mayor o igual a 2 con producto
escalar, V, existen vectores v, w, arbitrariamente préximos a v y w, respectivamente, que generan un plano
no degenerado.

Demostracion. En primer lugar, nétese que, si la dimensién del espacio es mayor o igual a 2, todo par
de vectores puede aproximarse arbitrariamente por un par de vectores independientes, pues si v, w lo son,
no hay nada que probar y, si no son linealmente independientes, basta tomar z independiente con ellos y
unitario en la norma que se considere en el espacio vectorial y considerar v, w + €z para £ tan pequeno
como se quiera. Asi pues, consideraremos directamente que v y w son independientes.

Si v,w generan un plano no degenerado, II, de nuevo no hay nada que probar. Supongamos pues que
el plano que generan es degenerado:

= Si v es de tipo null, tomamos = € V tal que (v, w) # 0, el cual sabemos que ha de existir.

= Si v no es de tipo null, tomamos x € V' no nulo de caricter causal opuesto al de v, el cual existe por
ser II degenerado y el producto escalar por ello no degenerado pero tampoco definido. En particular
se tendra por tanto que v y x son linealmente independientes.

En ambos casos se cumple que Q(v,z) < 0. Veamos que, para J suficientemente pequeno, v y w + dx
generan II. Teniendo en cuenta que Q(v,w) = 0 y expandiendo

Q(v,w+ dzx) = (v,v) (<w, w) + 20 (z,w) + 52 (a:,x)) — ((v,w)y+46 (v,x>)2 = 20b + 52Q(v,:17),

donde b = (z,w) es una constante. Si b = 0, como Q(v,x) < 0, entonces para todo J, Q(v,w + dzx) #0 y
por ello generan II. Si b # 0, Q(v,w + dzx) se anulard si y solo si d =0 0 § = 2b/Q(v,x), con lo que, para
0 menor (en valor absoluto) que esta dltima cantidad, se tiene el resultado. O

Aligual que se ha hecho hasta ahora, para poder afirmar que el tensor de curvatura R estd determinado
por K, primero comprobamos que uno es cero si y solo si lo es el otro. Por la definicién de K es inmediato
que si R = 0, entonces K = 0. El siguiente resultado demuestra el reciproco.

Proposicién 4.4.9. Sea p € M. Si K =0 en p, es decir si para todo plano no degenerado de T,,M, II, se
tiene que K (IT) = 0, entonces, R = 0 en p.

Demostracion. Dividamos esta demostracién en tres pasos:

1. Comencemos viendo que si K = 0 en p, entonces para todos v,w € T,M se tiene que (R,,v,w) = 0.
Si v, w generan un plano no degenerado, II, ., como K (II,,,) = 0, a partir de la definicién de la
curvatura seccional, es inmediato que (R, v, w) = 0. Supongamos pues que v, w no generan un plano
no degenerado.

Por el lema previo, se pueden obtener (v, w) como limite de pares de vectores de T, M tales que generen
planos tangentes no degenerados, {(vi, wy)}ren. Como la aplicacién que a cada (z,y,z,r) € T,M*
lo manda en (R,,z,7) es multilineal, por ser V' de dimensién finita (y considerar la topologia de
espacio normable), es continua y por ello lo es la que envia (z,y) en (R,yz,y). Por tanto, co-
mo (R, w, Uk, wr) = 0 paratodo k € N, tomando limites usando la continuidad, se concluye que
(Rywv,w) =0

s =
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2. Veamos que para todo v,w € T,M, Ry,v = 0. Sea x € T, M arbitrario. Entonces por el resultado
previo y las simetrias de la curvatura:

0= (RywtzV, W+ ) = (Rpuv, W) + (Rypzv, W) + (Rypwv, ) + (Ryzv, ) = 2 (Rypv, T) .

Como esta igualdad se cumple para cualquier vector tangente a M en p, z, por ser g no degenerado,
se cumple que R,,v = 0.

3. Veamos que Ryw@ = Ry v para todo v, w,x € T, M. Para ello utilizamos de nuevo la idea de polarizar
la igualdad obtenido en el punto anterior, es decir, calculamos:

0= Rytzuw(v+ )= Rywv + Ryw? + Ry + Ryw® = Ry + Ryw.
Usando la primera de las simetrias de la curvatura se concluye el resultado.

Utilizamos ahora la primera identidad de Bianchi de manera que, como hemos comprobado que R no
se altera por una permutacién ciclica de los campos de vectores sobre los que actia, concluimos que para
todos v, w,x € T, M

3Rypx =0,

con lo que concluimos finalmente que R = 0 en p. O

El resultado anterior es 1til per se, pues se puede demostrar (ver capitulo 7 de [11]) que son justamente
aquellas variedades semi-Riemannianas en que la curvatura se anula las que se parecen, al menos localmente,
a los espacios semi-euclideos.

Definicién 4.4.10. Se dice que una variedad semi-Riemanniana es plana si su tensor de curvatura es nulo
en todo punto.

Definicién 4.4.11. Sea p € M. Se dice que una funcién F : T][,M4 — R es de tipo curvatura si es
multilineal y cumple que para todos x,y,v,w € T, M:

1. F(may7vaw) = —F(y,x,v,w)
2. F(xvyavaw) = —F(a:,y,w,v)
3. F(Ivyavaw)+F(yvvvxaw)+F(U7I7va):0

Noétese que estas no son sino las simetrias de la curvatura establecidas en la Proposicién 4.4.2 para
la funcién (x,y,v,w) — (Ryyv,w), por lo que en particular esta funcién es de tipo curvatura. Como
la cuarta de las simetrias de la curvatura se deduce exclusivamente de las tres primeras, si F' es de tipo
curvatura también se prueba de forma idéntica al caso de la curvatura que F(z,y,v,w) = F(v,w,z,y).

Ademsds, como los razonamientos que se usaron en la demostracion lema anterior se basan exclusiva-
mente en la multilinealidad y las simetrfas de la aplicacién (z,y,v, w) — (Rgyv,w), también permiten
concluir que si F' es de tipo curvatura y F(v,w,v,w) = 0 para todov,w € T,M que generen un plano
tangente no degenerado, entonces F' = 0 en p.

Este hecho nos permite afirmar que K determina el tensor curvatura en el sentido dado por el siguiente
corolario.
Corolario 4.4.12. Sea F' una funcién de tipo curvatura en T),(M) tal que

K(v’w) — F(/(J?w? ,Uﬂ w)

2
<U, ’U> <U}, w> - <U, w>
siempre que v y w generen un plano no degenerado de T, M. Entonces se cumple que:
(Ryw,y) = F(v,w,x,y) para todo v,w,x,y € T,M

Demostracion. Comencemos definiendo A(z,y,v,w) = F(z,y,v,w) — R(xz,y,v,w). Por ser combinacién
lineal de aplicaciones multilineales, A es una aplicacién multilineal de T, M 4 en Tp,M. Ademds, es inme-
diato comprobar que A es de tipo curvatura, gracias a serlo F'y R.

Por hipétesis y la definicién de K, se cumple que para todos v,w € T,M que generen un plano no
degenerado A(v,w,v,w) = 0. De acuerdo con lo comentado antes, se tiene que A = 0 en p y, por ello
F=Rennp. O
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Definicién 4.4.13. Se dice que M es una variedad semi-Riemanniana de curvatura constante si su cur-
vatura seccional es una funcién constante.

Este tipo de variedades son de gran interés por si misma. Los ejemplos més usuales de espacios con
curvatura constante (todos ellos variedades Riemannianas en principio) son la n-esfera, el espacio euclideo
y el espacio hiperbdlico. De hecho, si bien queda fuera del alcance del trabajo explicarlo, se puede probar
que toda variedad Riemanniana geodésicamente completa y simplemente conexa es isométrica a uno de
dichos espacios modelo (ver Capitulo 11 de [11]).

Corolario 4.4.14. Si la curvatura seccional de M en cada espacio tangente, T,,M, es una constante, que
depende del punto p, ¢ € F(M), entonces para todo p € T,M:

Ryyz=c((z,x)y — (z,y) x) para todo z,y, z € T, M

Demostracion. Definamos F : T,M* — R por F(z,y,v,w) = c({v,z) (y,w) — (v,y) (x,w)). Es inmediato
que F' es R-multilineal al serlo los dos sumandos que la definen, por la bilinealidad del tensor métrico.
Ademas, se comprueba que dados z,y,v,w € T, M:

L F(z,y,v,w) = c((v, ) (y,w) = (v,9) (z,w)) = —c({v,9) (z,w) = (v, 2) (y, w)) = =F(y, z,0,0).
2. Usando la simetria del tensor métrico:
Fla,y,v,w) = ¢ ((v,2) (y, w) = (v, y) (2, 0)) = —c({y, w) (v, 2) = (z,w) (v,y)) = —F(2,y,w,0).
3. Finalmente, sacando factor comun ¢
F(z,y,v,w)+ F(y,v,z,w) + F(v,z,y,w) =
= c((v,2) (y, w) = (v,y) {z,w) + (2, y) (v, w) = (2, 0) (y, w) + (y,v) {z, W) = (y,2) (v, w)) = 0,

con lo se concluye que F' es una funcién de curvatura. Ademads, se cumple que F(x,y,x,y) = cQ(z,y) para
todos @,y € Ty M. Asi pues, si z,y generan un plano no degenerado de T, M:

F
K($7y):C: (x7y)x7y).
Q(z,y)
Utilizando el corolario anterior se concluye el resultado. O
En el caso de variedades de dimensién mayor o igual a 3 conexas, un resultado de F. Schur [10] nos

permite afirmar que basta con K sea constante en cada espacio tangente para que lo sea en toda la variedad.

Teorema 4.4.15. Sea M una variedad conexa semi-Riemanniana de dimensién n > 3. Si la curvatura
seccional K (II) donde II C T}, M es un plano no degenerado, depende solo de p, entonces M es de curvatura
constante.

Demostracién. Comencemos definiendo el tensor Ry € 7(M) dado por
Ry(W, Z,X,Y) = (W, X) (Z,Y) - (Z, X) (Y, W),
para cada W, Z, X, Y € X(M). Por la proposicién anterior, se tiene que:
R=EkRy,

donde k es la curvatura en seccional en cada punto. Como g es paralelo, por la regla de Leibniz es inmediato
que R; lo es. Por tanto, dados U, W, Z, X, Y € X(M) se cumple:

(DuRYW,Z,X,Y) = (Duk)Ri(W, Z, X,Y).
Asi, como actuan igual sobre todo campo de vectores W:
(DuR)(X.Y)) Z = U(k) (Z,Y) X — (Z,X)Y).

Haciendo la suma ciclica (respecto de U, X,Y) de la identidad anterior, gracias a la segunda identidad de
Bianchi (Proposicién 4.4.3) la parte izquierda de la igualdad se anula y, por ello:

0=Uk)((ZY)X - (Z,X)Y)+ X&) ((Z,U)Y - (Z,Y)U)+Y(k)(Z,X)U —(Z,U) X).

%0 =
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Dado X cualquiera tomamos Y, Z,U de forma que Z = U, X,Y,Z son ortogonales en un abierto y
(Z,Z) =1, lo cual es posible porque la dimensién de M es mayor o igual a 3 (si el indice fuera igual a la
dimensién basta razonar con la métrica opuesta). Para esta eleccién, razonando en el abierto:

X(k)Y —Y(k)X =0.

Como X e Y con linealmente independientes X (k) = 0 = Y (k). Por tanto k es constante en el abierto y,
usando la conexién de M, se concluye que k es constante en todo M. O

Otra opcién para no tener que trabajar con un campo tensorial de orden 4, es utilizar campos tenso-
riales més simples que condensen parte de la informacién del tensor de curvatura. La forma méas habitual
para hacerlo es a través de los tensores de Ricci y la curvatura escalar, los cuales se obtienen mediante
contracciones sucesivas del tensor de curvatura. Ambos pueden resultar de gran ayuda a la hora de de-
terminar si dos variedades son isométricas (o localmente isométricas, definicién en la Seccién 4.5) pues se
conservaran, en cierto sentido que més adelante precisaremos, por este tipo de aplicaciones.

Definicion 4.4.16. Se define el tensor de curvatura de Ricci de M como:
Ric = C3(R) € T (M)

Nétese que, considerando una carta local (U, ) las componentes de Ric respecto de esta carta en
términos de las de R son:

(Ric);j == R;j = Z me

Si bien la eleccién de esta contraccién del tensor de curvatura podria parecer en principio arbitraria,
gracias a las simetrias del tensor de curvatura, todas las contracciones no nulas de R son iguales a +Ric
o, si no se contrae el indice contravariante, a + (1] Ric).

= En primer lugar, debido a la primera de las simetrias de la curvatura de Riemann, las componente de
R respecto a cualquier carta local cumplen que R;kl = —R;lk,, con lo que es claro que C3(R) = — Ric.

= Dado un punto p € M y una referencia de campos ortonormales en un entorno suyo, {E1, ..., E,},
para cualesquiera X,Y € X(M), se tiene que

CHR)(X,Y) = em (Bm, R(Em, X,Y)) =Y em (RxyEm, Em) =Y _em (Rp, 5, X,Y) =0,

donde se ha utilizado la simetria por pares de R y que Rg,_ g, = 0 para todo m.

= Veamos ahora que en cada punto p € M, las contracciones métricas de R son métricamente equi-
valentes a +Ric(p) o a 0. Para ello, consideramos una carta local (U, ) tal que en p sus campos
de vectores tangente asociados, que denotaremos 0, ..., 0,, por simplificar la notacién, forman una
base ortonormal del espacio tangente, siendo ¢; = (9;,9;). Se tiene que para todos i,j = 1,...,n
(sobreentendiendo que todas las 1-formas y campos de vectores empleados estén evaluados en p):

Cha(R)(dz;,8; ng (da’, O, O, 05) =Y emda’ (Ro,.0,0m) = > _ em (Ro,,0,0m,dz"") =
= ZEmEi (Ra,,0,0m, 0i) = & Z —em (Ro,,0,0i, 0m) = —&; dem Ro,.0,0i) =

m
= —&; g Rijm = *51'Rija

donde se ha utilizado en la cuarta igualdad que, en estas condiciones, se tiene que, en p, dz®*(p) =
€;0;|p. Asi pues, bajando el indice contravariante (de nuevo trabajando en p):

»H (012R azaa Zg[n ClZR Zsz pz 5;0 pj — R'L]

Concluimos pues que |} (C12R) = —Ric. El estudio de las dos otras contracciones métricas posibles
se realiza de forma analoga.
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Lema 4.4.17. El tensor de curvatura de Ricci es simétrico y, siendo {F, ..., E,} una referencia (local)
de campos de vectores ortonormales, se cumple que

m

Ric(X,Y) =Y em (Rxg,Y,En),  paratodo X,Y € X(M),

donde ¢,,, = (Epn, Epn).

Demostracion. Como R € T3'(M) podemos utilizar (4.7) para calcular la curvatura de Ricci. Dados X,Y €
X(M) y utilizando la simetria por pares de R:

Ric(X,Y) =Y em (B, R(X,Y, Bp)) =Y em (Ryp, X, Enm) =

= em (Rxp, Y, En).

Esta tdltima igualdad, ademdas de probar la igualdad del enunciado, permite concluir la simetria de la
curvatura de Ricci. O

Como la curvatura seccional determina el tensor de curvatura de Riemann, esta también ha de deter-
minar el tensor de Ricci. Para comprobarlo, trabajamos en un punto p € M y sea u € T, M unitario.
Sea {e1,...,e,} una base ortonormal de T, M tal que e; = u. Entonces, utilizando el resultado anterior,
teniendo también en cuenta que el primer sumando se anulard por las simetrias de la curvatura:

Ric(u, U) = ng <Relemel? €m> =

= Z e2 (u,u) K(u,em) = (u,u) Z K(u,en). (4.14)

m>1 m>1

Por tanto, concluimos que, salvo el signo que esté determinado por el cardcter de u, Ric(u, u) es la suma de
n—1 curvaturas seccionales a través de n—1 planos no degenerados ortogonales entre si y que contengan a u.

A partir del valor anterior de Ric(u, u) se puede obtener, para todo vector que no sea luminoso, v € T, M,
Ric(v,v) = (v,v) > 1 K(u,em) = (v,v) 3,1 K(v,en), donde u es un vector unitario proporcional a v
(recuérdese que la curvatura seccional de un plano no degenerado no depende de los vectores que formen
una base suya).

En el caso Riemanniano, en que no existen vectores de tio luz, polarizando se obtendria el valor de
R(v,w), para todo v,w € T, M. No obstante, para concluir el razonamiento en el caso semi-Riemanniano
hace falta un razonamiento més elaborado. Consideremos v,w € T,M vectores tangentes que no sean
luminosos. Entonces para todo A € R:

(v 4 dw, v + Iw) = (v,0) + A% (w, w) + 2\ (v, W) .

Por lo que concluimos que existe algiin A no nulo tal que v + Aw no es luminoso. Fijado un A en tales
condiciones y polarizando, usando la simetria de Ric

Ric(v + Aw,v + \w) = Ric(v,v) + N Ric(w, w) + 2ARic(v, w),

de dénde se obtiene el valor de Ric(v,w) a partir de la curvatura seccional por medio de:

Ric(v,w) = % (Ric(v + Mw,v + Aw) — Ric(v,v) — N Ric(w,w)) .

Finalmente, dados vectores v, w € T, M cualesquiera, estos se pueden expresar en una base ortonormal
de T,M, {ey,...,en}. Usando la bilinealidad de Ric y que conocemos el valor de Ric(e;, e;), para todo i, j €
{1,...,n}, pues no son vectores luminosos, podemos obtener Ric(v,w) a partir de la curvatura seccional.

Definiciéon 4.4.18. Se define la curvatura escalar de M como la contraccién de su curvatura de Ricci,
S = C(Ric) € F(M).

© =
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Considerando una carta local (U, @), se tiene que, por (4.4):
S = Zginij = Zginfjk.
inj ingok

Si, en cambio, se considera una referencia local de campos ortonormales {E1,..., E,}, se tiene por (4.6)
que

S=> emRic(Ep, Em) =

> emem Y K(Em,Ex) =Y K(Em, Ep) =2 K(En, E),

k#m m#k m<k

donde hemos usado la caracterizacién de la curvatura de Ricci en términos de la escalar para vectores
tangentes unitarios en la segunda igualdad.

El siguiente resultado en ocasiones se denomina identidad de Bianchi contraida, pues se demuestra
contrayendo de forma sucesiva la expresion de la segunda identidad de Bianchi en una carta local. Permite
relacionar las diferenciales covariantes del tensor de Ricci y la curvatura escalar.

Proposicién 4.4.19. Se cumple que dS = 2div(Ric).

Demostracion. Como todas las operaciones implicadas actian de forma local, podemos trabajar usando
una carta local (U, ). Para ello, comenzamos expresando la segunda identidad de Bianchi en términos de
esta carta. Recordemos la notacién de las componentes de la diferencial de R:

(D%) o o (@i]) :ZRékl;T%'

apk ol i

Asi pues, al aplicar la segunda identidad de Bianchi a los campos de vectores asociados a la carta local

%, 3%2;“ Bigol’ y aplicarla sobre el campo %j, se llega a:

4 i i 0
Z ( ke ler;k + Rjrk,;l) 874,0’ =0.

%

1o}

Por la independencia en cada punto de los campos de vectores F7) Se tiene que para cada i (y para cada

1), el paréntesis de la expresién anterior ha de ser nulo.

Haciendo uso de la primera simetria de la curvatura para cambiar el orden de r y k en el tercer sumando:

i i % _
Rjkl;r + ler;k - Rjkr;l = 0.

Contrayendo los indices ¢ y r en la expresion anterior, es decir, sumando la expresion para i = r desde 1

hasta n:
Z R + Z Rl — Z R0 = 0.
T T T

Usando que la diferencial covariante y la contraccién conmuta y, por ello D(Ric) = C3(DR), se tiene en
componentes que:

> Rj + Ryt — Rygt = 0.
-
Contrayendo métricamente j y k ahora:

DY R+ Y ¢ Rik = )9 Riga = 0. (4.15)
Jik r gk gk

Teniendo en cuenta que la contraccién métrica y la diferencial covariante conmutan, DS = C(DRic) y por
ello, Zj,k ngRjk;l = S;l.
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Usamos ademads la notacién de subida de indices para las componentes de los tensores de forma que
reescribimos 3., ¢7" Rjik = > ; Ry, Realizando una bajada de indices se cumple también que

Zgij;kl = Z gjkTmijkl =
gk

jkm

= Z gjkTmRklmj = Z grmemk- = Zngle = Rz«’
m

Jjkm km

donde hemos usado la simetria por pares de la curvatura.

Teniendo en cuenta que los cambios de tipo realizados en el cédlculo anterior, asi como las contraccio-
nes y contracciones métricas, conmutan con la diferencial covariante:

ik
D0 D Ry = Ri,
J.k T r
Podemos introducir las igualdades anteriores en (4.15) llegando a que:
S R+ Ri - Si=0.
r k

Reordenando, se concluye el resultado buscado. O
Definicién 4.4.20. Se dice que M es Ricci plana si su tensor de curvatura de Ricci es nulo.

Claramente, si M es plana, es decir, R = 0, se tiene que la variedad es Ricci plana, pero el reciproco
no tiene por qué ser cierto.

Las variedades Ricci planas son de especial interés en el ambito de la relatividad general pues, cuando
se expresa la ecuacién de campo de Einstein para un espacio vacio, se tiene que:

1
Ric= -Sg.
ic= 359

Aplicando la contraccién métrica a ambos lados de la igualdad, teniendo en cuenta que:
C(g) = Zgijgij = Zéw =n.
i, i,J

Entonces, resulta que:
n
S==5.
2

En la teorfa de la relatividad general se trabaja con variedades de dimensién n = 4 (el espacio tiempo), con
lo que concluimos que ha de ser S = 0y, por ello, Ric = 0. Es decir, que el espacio-tiempo de un universo
vacio ha de venir descrito por una variedad semi-Riemanniana Ricci plana. Por ello, como veremos en el
ultimo capitulo, la curvatura de Ricci se puede considerar un estimador de la “cantidad de materia” en el
Universo, dentro de esta teorfa.

4.5. Isometrias locales y homotecias

Las definiciones realizadas a lo largo de este capitulo se han realizado basandonos en el tensor métrico
de M, por lo que seria razonable que se conservasen en cierto sentido a través de aplicaciones que conserven
el tensor métrico, es decir, por medio de isometrias. Teniendo ademds en cuenta que todas las definiciones
tratadas tienen un caracter local, definimos un concepto local de isometrias, las isometrias locales, que
conservaran todas estas caracteristicas de las variedades Riemannianas.

En esta seccién (M, gy) y (N, gn) serdn dos variedades semi-Riemannianas de dimensiones m y n,
respectivamente,

Definicién 4.5.1. Una aplicacién diferenciable ¢ : M — N entre variedades semi-Riemannianas es una
isometria local si, para todo p € M, dé|, : T,M — Ty, N es una isometria. Si existe una isometria local
entre M y N se dird que son localmente isométricas.

s =
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Noétese que, si M y N son localmente isométricas, en particular se tiene que sus dimensiones son iguales.
En tal caso, la dimensién de ambas la denotaremos por n.

Una aplicaciéon inmediata del teorema de la funcién inversa para variedades diferenciables nos permite
concluir que ¢ es una isometria local si y solo si para todo p € M existe un entorno U tal que ¢|y es una
isometria entre variedades semi-Riemannianas. En particular, esto nos permite comprobar que la isometria
local entre variedades semi-Riemannianas es un concepto més exigente que el de difeomorfismo local.

Ejemplo 4.5.2. Consideremos S' C R? como subvariedad diferenciable de R?, con lo que sabemos que
i:S' < R? es una inmersién, es decir, su diferencial es inyectiva en cada punto. Definimos el tensor ¢ en
St como

g9(v,w) = (dily(v), dily(w)),  v,we TS,

donde (,) es el tensor métrico de R?. A partir de las propiedades del tensor métrico de R? es inmediato
comprobar que g es un tensor métrico sobre S'. De hecho esto dota a S' de estructura de subvariedad
semi-Riemanniana de R2, concepto que estudiaremos en detalle en la siguiente seccién. En adelante se
sobreentendera la actuacién de di|,.

Consideramos la aplicacién « : R — S' dada por:
a(t) = (cos(t),sin(t)) .

Recuérdese que para ver que una aplicacién lineal entre espacios con producto escalar es una isometria,
basta con ver que conserva los productos escalares de los elementos de una base. Por tanto, para ver que «
es isometria, basta con probar que (/(t),a’(t)) = 1, para todo ¢ € R, porque {%} es una referencia global
en R y sabemos que <%, % =1.

Consideramos los campos de vectores asociados a las coordenadas naturales de R2, a%v 6%, que en ca-
da punto de R? forman una base de su espacio tangente. Entonces se tiene que

N e 0 o 0 _ dcos(t) 0 dsin(t) 9 B
D) =W 5| rEEOI0) ) =G g s SRS =
0
= —sin(t) =— + cos(t) — ,
O alt) dy a(t)

con lo que se comprueba de forma inmediata el resultado.

Veamos ahora cémo se expresa de manera formal la conservacion de los distintos conceptos que se han
ido introduciendo en las secciones anteriores, comenzando por la conexién de Levi-Civita.

Para ello es necesario hacer una observacién previa. Dado un campo X € X(M) y una isometria local
¢ : M — N, sabemos que podria ser que d¢(X) no fuera un campo vectorial bien definido sobre N. No
obstante, si consideramos un abierto V' C M tal que ¢|y es isometria, que sabemos que existe en torno
a cada punto, se tiene que para todo X € X(V), d¢|y (X) estd bien definido como campo de vectores en
o(V), gracias a ser ¢|y, en particular, un difeomorfismo.

Teorema 4.5.3 (Conservacién de la conexién de Levi-Civita). Sea ¢ : M — N una isometria
local. Se cumple que para todo abierto V tal ¢|y es una isometria y para todos X, Y € X(V), d¢ (DxY) =
Dayx (d¢Y'), donde se usa D para denotar a la conexién de Levi-Civita tanto de M como de N.

Demostracion. Sea p € M y sea (U, ¢) una carta local entorno a p en M. Reduciendo U si es necesario,
podemos suponer que U C V' y ¢ es de hecho una isometria de U en su imagen y, en particular, un
difeomorfismo. Asi pues (¢(U),p 0 ¢~ ! = 1)) es una carta local de N entorno a ¢(p).

Consideremos los campos de vectores a%pi, i=1,...,n, asociados a la carta local de M y %, j=1,...,n

asociados a la carta local de N. Comencemos probando que para todo i, d¢ (%) = a%ﬂ:

(55) ;CM( ) ) 55 =5 (5) (¥ 267 29) 555 = 5

J

0
Oyt
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Asi pues, dado un campo X € X(M), si sus componentes en la carta (U, ¢) son X*, entonces las compo-
nentes de d¢(X) en la carta (¢(U), 1) son X*o ¢!, esencialmente iguales.

Noétese que, gracias a las relaciones previas, es inmediato comprobar que se conservan las componen-
tes del tensor métrico en estas bases. Es decir, siendo gij y g” las componentes de g respecto de (U, ) y

(¢(U),9), respectivamente, gl = g o ¢.

Teniendo en cuenta que, por tanto,

0
oy #(q) ! O q ’ O q !

se comprueba usando (4.2)que los simbolos de Christoffel se conservan por ¢. Es decir, que los simbolos de
Christoffel de (U, gp) FZ?M y los de (¢(U), ), FZ?N, cumplen FZTM = FZYN o¢~!. Asf pues, usando que para
toda f € F(N), Bw’ (f) = aiw(f o) y (3.1) se tiene que, siendo X,Y € X(U) y X% Y sus componentes
respecto a la carta de M:

Dd¢(x)d¢(Y)=Z do(X) (Y Z ) (Y7 oo™) Iy kN 3?/}2‘ =
%

S (X e e D ee (7o) (15 007) o (5

=do [ > | x (V) +ZXYJF’“M

k

0¢p ' =dp(DxY)ogt.

Asi concluye la prueba. O

Basandonos en el resultado anterior se puede deducir facilmente la conservacién de la derivada co-
variante a lo largo de una curva y, como corolarios suyos, las preservaciones de transporte paralelo y
geodésicas.

Proposicién 4.5.4 (Conservacién de la derivada covariante inducida sobre una curva). Sea I un
abierto convexo de R y sea a: I — M una curva. Sea ¢ : M — N una isometria local y sea Y € X(«).
Definimos d¢Y (s) = d¢(Y (s)) para todo s € I. Entonces, dpY € X(¢ o o) y, considerando las derivadas
covariantes inducidas por M a lo largo de a y por N a lo largo de ¢ o a, (d¢Y)" = dp(Y").

Demostracion. En primer lugar, para cada t € I, como Y (t) € To)M, entonces do(Y)(t) € TgoaN.
Ademés, consideremos ¢ € I y una carta local (U, ¢) en torno a p = «(t) en M. Como ¢ es isometria local,
reduciendo U si es necesario, podemos suponer que ¢|y es difeomorfismo y, por ello, (p(U), 1 = @ o ¢~ 1)
es una carta local de N en torno a ¢(«(t)). Podemos expresar Y en un entorno, J, de ¢t (cuya imagen por
o esté contenida en U) como:

, sed.

a(s)

= Zyi(s)

Por lo que es inmediato comprobar que:

doY (s Z Yi(

En particular, como Y* € F(J) para cada i, esto nos permite comprobar que dgY € X(¢ o o). También
concluimos que, respecto de las cartas locales consideradas, las componentes de Y y de d¢Y son las mismas.
Por tanto, de acuerdo con (3.2)

(g (s) = 3 N () 2

seJ

¢oa(8)

) ] S Dty () (ate) =

L(a(«?)) i

56 =
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dy’? 0
= ; pn (s)d¢ <3<pi

donde hemos usado el teorema previo en el segundo sumando para obtener la segunda igualdad, junto con

%

que d¢ (aiw) = aiwi’ v la igualdad de las componentes de Y y d¢Y . O

Corolario 4.5.5 (Conservacién del transporte paralelo). Utilizando la notacién de la proposicién
previa, sean a,b € I y consideremos el transporte paralelo en M a lo largo de a de a(a) a «a(b), P,
y el transporte paralelo en N a lo largo de ¢ o a de ¢(a(a)) a é(a(b)), P. Entonces se cumple que
dda@py o P = Podpy(a)-

Demostracion. Sea v € TyqyM y sea V' el campo paralelo a lo largo de o con V(a) = v. Entonces, por
la proposicién anterior y la linealidad de d¢, dpV es un campo paralelo a lo largo de ¢ o . Ademds, se
cumple que (d¢V)(a) = dpqa(q)(v). Por tanto:

p © d¢a(a)(v) = P(d¢a(a) (U)) = d(ba(b)(V(b))

Y por otro lado
d(ba(b) © P(U) = d¢0z(b)(v(b))a

con lo que se comprueba la igualdad del enunciado. O

Corolario 4.5.6 (Conservacion de las geodésicas). Sea ¢ : M — N una isometria local. Siy: T —
M es una geodésica, entonces ¢ o v es una geodésica de N. Es mads, para todo v € T M, se cumple que

poy, = 7d¢(v)|1v~

Demostracion. Sea -y geodésica de M con velocidad inicial v. Entonces " = 0 en su intervalo de definicién
(contenido en I,,). Por la Proposicién 4.5.4, se cumple que

0 =dp(v") = (dpor') = (o)) =0,

con lo que ¢o~ es geodésica de N definida en I y cumple que su velocidad inicial es (¢ 0 v)’ (0) = d¢y'(0) =
do(v). O

Nétese que en el resultado previo, el dominio de definicién de ~y44(,) podria ser en principio mayor que
el de ¢, puesto que esta se trata de una isometria local y no una global. Si fuera global, razonando con
¢~ se comprueba que los intervalos maximales de definicién de 7, y de Vdg(v) son de hecho iguales.

A partir del Teorema 4.5.3 se deduce también cémo se transforma la curvatura por isometrias, con-
servandose. En este caso, gracias al caracter tensorial de la curvatura, se puede establecer el resultado
punto a punto, evitando el inconveniente que surge al tratar de trabajar con campos de vectores definidos
en todo M.

Proposicién 4.5.7 (Conservacién de la curvatura). Sea ¢ : M — N una isometria local y sean
p € M, xz,y,z € T,M. Entonces dop, (Ruy2z) = Rag,z,d,yd¢p?, donde R denota en el primer caso a la
curvatura Riemanniana de M y, en la segunda igualdad, a la de N.

Demostracion. Sabemos que podemos trabajar localmente para calcular la curvatura a partir de su defi-
nicién. Por tanto, consideramos X,Y, Z € X(U) que extiendan a x,y, z, donde U es un abierto en torno a
p de forma que ¢|y es isometria. Por tanto, sabemos que dp X, doY, dpZ € X(¢(U)) estan bien definidos y
extienden a do(x), dé(y), dp(z). Usando la linealidad de d¢,:

dgp (Rey2) = dy (Rxy Z(p)) = dép (Dixv12(p)) — déy ([Dx, Dy]Z(p)) -

Como X estd ¢ relacionado con dpX e igualmente lo estdn Y y d@Y’, entonces sabemos que do[X,Y] =
[dpX,dpY]. Por tanto, de acuerdo con el Teorema 4.5.3, el primer sumando de la expresién anterior es

igual a (Diagx,apv1d9Z) (6(p))-

Aplicando sucesivas veces el Teorema 4.5.3 en el segundo sumando (prescindiremos de explicitar el punto
en que se evalia cada derivada covariante para simplificar la notacién):

d¢ ([Dx,Dy]Z) = d¢ (Dx Dy z — Dy Dx Z) = Dayxdé (Dy Z) — Dagyde (Dx Z) =
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= DayyxDapy (dpZ) — Dapy Dapx (d¢Z) = [Dagpx, DapydoZ.

Uniendo ambos céalculos se concluye que

d¢p (Reyz) = (Diapx,apy1ddZ) (0(p))—[Dapx ;s Dagy1doZ($(p)) = Rag,x,dp,y d0pZ = Rag,(2),d6,(y)dPp(2),

con lo que finaliza la demostracién. O

Corolario 4.5.8 (Conservacién de las curvaturas seccional, de Ricci y escalar). Sea ¢ : M — N
una isometria local. Para todo plano tangente no degenerado de M, 7 se cumple que

Kn(do(m)) = Kn(m),

siendo K)s y Ky las curvaturas seccionales de M y N, respectivamente, y d¢(w) la imagen del plano
m C T, M para cierto p € M a través de d¢,. Ademds, siendo Ricy; y Ricy las curvaturas de Ricci de M
y N, respectivamente, se cumple que ¢* (Ricy) = Ricpr. Si Sy y Sy denotan a las curvaturas escalares
de N y M, respectivamente, también se cumple que Sy o ¢ = S);.

Demostracion. Probamos cada una de las afirmaciones por separado:

» Sea 7 un plano no degenerado de M en un punto p € M. Como d¢, es una isometria, entonces deo(m)
es un plano degenerado de N (en ¢(p). Ademéds, dados v,w € 7 base, como en particular d¢, es
isomorfismo, d¢,v, d¢pw forman una base de d¢(m). Por tanto se puede calcular, de acuerdo con la
conservacion de la curvatura por isometrias locales y, teniendo en cuenta la definicién de isometria,
que en particular implica que @ (d¢,v, dpp,w) = Q(v, w):

(Rag,v,dg,wddpv, ddpw) _
Q(d¢pvad¢p )

_ {dopRy v, dppw)  (Ry v, w)
B Q (v, w) - Q(v,w)

Ky (dg(m)) =

= KM(ﬂ')

= Basta probar que, dado p € M, para todos x,y € T,M, Ricy (dppx,ddpy) = Ricpy(z,y). Para
ello, consideramos una carta local entorno a p, (U, ¢), tal que ¢|y es un difeomorfismo. Por tanto,
(p(U),1) = po ¢! es una carta local en N entorno a ¢(p). Utilizando estos sistemas coordenados

-2 . B “ s
para calcular la contraccién segin (4.5 y como W‘aﬁ doy, ( me) , por la conservacién de la

curvatura:

‘ - )
Ricy (dép, déypy) = digy, (Rdm,d%y <W> } )) =
m p

= ;dwﬁm <d¢p (Rwy (&im),,)) = ;d(wm ° %), (ny <32’”>,,) _

_ngop ( (aam) >:RicM(x,y).

= Utilizando la misma notacién que en el punto anterior, calculando la contraccién métrica empleando
el sistema coordenado:

Z gn ))Ric < 9 ’ 9 ‘ )
N\ 5m Yk =
M oy OV o)
0 0 0
= gii (p)Ricy | do <) , ( > gt (p)Ricas ‘ , — = Su(p).
Z ( P\ Opm » Z Dpm , Dk ,
De esta forma se prueba la conservacién por isometrias de estos tres conceptos. O
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Las isometrias locales entre M y N estan totalmente determinadas por su diferencial en un punto
cuando M es conexa. En particular, esto implica que, si ¢ : M — N es una isometria local, existe una
isometria ¢ : M — N tal que di, = d¢, en algin punto de M si y solo si ¢ es de hecho isometria
global. Para probar el siguiente resultado se necesita utilizar el concepto de los entornos normales. En
estos entornos se pueden utilizar geodésicas de distintas velocidades iniciales para caracterizar sus puntos.
Asi pues, utilizando la conservacion de las geodésicas por isometrias, se consigue ver que si d¢ = di) en el
origen de uno de estos entornos normales, lo es en todo el entorno normal. Este hecho es vital, junto con
un argumento de conexién, para la prueba, por lo que no la presentamos detalladamente. De nuevo esta
se puede encontrar en el Capitulo 3 de [17].

Teorema 4.5.9. Sean ¢, : M — N isometrias locales. Supongamos que M es conexa. Si existe p € M
tal que d¢, = dip, (v, en particular, ¢(p) = ¢ (p)), entonces ¢ = 1.

El siguiente concepto pretende generalizar el concepto de homotecia estudiado durante el Grado para
los espacios eucideos al caso de variedades semi-Riemannianas. Asi, intuitivamente, las homotecias serdan
aplicaciones en las que se expanda o contraiga una variedad como un todo, mientras que las aplicaciones
conformes seran aquellas en las que se expanda la variedad pero una cantidad distinta en cada punto.

Definicién 4.5.10. Una aplicacién diferenciable ¢ : M — N entre variedades semi-Riemannianas se
dice que es conforme si cumple que existe h € F(M) tal que ¢* (gn) = hgnr, siendo h de signo constante
(o bien estrictamente positiva, o bien estrictamente negativa en M).

Se dice que, en las condiciones anteriores ¢ es una homotecia de coeficiente ¢ si h(p) = ¢ para todop € M
para cierta constante ¢ € R, ¢ # 0.

Es decir, ¢ : M — N es una homotecia de coeficiente ¢ # 0 si y solo si para todos v, w € T, M:

<d¢pv7 d¢pw> =c <U7 U/> .

Es claro que, si ¢ > 0, la homotecia conserva el caracter causal de los vectores tangentes, mientras que si
¢ < 0 los invierte. Por ello, es de especial importancia la homotecia dada por la identidad de (M, gps) en
(M, —gur), la cual se denomina cambio de métrica, pues permite cambiar el cardcter causal de los vectores
tangentes sin modificar el resto de propiedades de la variedad semi-Riemanniana.

A partir de las definiciones, como en los espacios tangentes las aplicaciones conformes son homotecias
(en el sentido del dlgebra lineal), se comprueba que conservan los dngulos entre los vectores tangentes.
Ademas, es claro que las aplicaciones conformes son difeomorfismos locales.

El siguiente lema nos permite demostrar que las homotecias se comportan bien con las operaciones
definidas en las variedades semi-Riemannianas.

Lema 4.5.11. Las homotecias conservan las conexiones de Levi-Civita. Es decir, dada ¢ : M — N
homotecia, para todo abierto V' C M tal que ¢|y es difeomorfismo y para todos X,Y € X(M) se cumple
que d¢ (DxY') = DaypxdoY .

Demostracion. Consideremos N’ la variedad semi-Riemanniana que se obtiene definiendo sobre la variedad
diferenciable N el tensor métrico cgy. Entonces, ¢ : M — N’ es una isometria y, por tanto, conserva la
conexién de Levi-Civita en el sentido establecido en el Teorema 4.5.3.

Asi pues, basta ver que cgy y gy determinan sobre la variedad diferenciable N la misma conexién de
Levi-Civita. Para ello, recurrimos a la férmula de Koszul (4.1). Sean V, W, X € X(N). Teniendo en cuenta
que el corchete de Lie de dos campos de vectores no depende del tensor métrico y que en cada uno de
los sumandos del miembro derecho de (4.1) aparece exactamente una vez el tensor métrico, por lo que al
aplicarla para N’ y expresar el miembro derecho en términos de gy se podra sacar ¢ factor comin

295 (DY W, X) = 2¢ (Dy W, X) =
— ¢(V(W,X) + W (X, V) = X (VW) — (V [W, X]) + (W, [X, V]) + (X, [V, W]}) = 2¢ (Dy W, X),

donde D’ denota la conexién de Levi-Civita de N’, D la de N y (,) el tensor métrico de N. Concluimos
que para todos V, W, X € X(N) se tiene que

(DyW, X) = (DyW, X)),
y por ello, Di,W = Dy W. O
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Gracias al resultado previo, todas las propiedades que dependan exclusivamente de la conexién de Levi-
Civita (derivada covariante inducida a lo largo de una curva, transporte paralelo, geodésicas, tensor de
curvatura Riemanniana y tensor de curvatura de Ricci) se conservan por homotecias, en el mismo sentido
que lo hacen por isometrias locales. Las demostraciones de estos resultados son analogas a las ya presen-
tadas en el caso de las isometrias locales, pues en ellas solo se hizo uso de las propiedades de ¢ deducidas
en el Teorema 4.5.3.

No obstante, al definir tanto la curvatura seccional como la curvatura escalar, se hace uso del tensor
métrico de forma explicita, sin ser a través de la conexién de Levi-Civita. Por tanto, no se conservaran
en el mismo sentido que se obtuvo para las isometrias locales pero, siguiendo el mismo esquema de la
demostracion del Corolario 4.5.8, se comprueba que si ¢ : M — N es una homotecia de coeficiente ¢ # 0
y 7 es un plano tangente de M no degenerado, d¢(7) es un plano tangente de N no degenerado y:

Kn (@o(m) = L Kulm),  Sxod=Su.

4.6. Subvariedades semi-Riemannianas

En esta seccién estudiaremos cémo dotar a las subvariedades embebidas de una variedad semi-Riemanniana

de un tensor métrico, asi como las relaciones entre las propiedades de la variedad y la subvariedad. Para
ello, nos basaremos principalmente en el Capitulo 4 de [17].

En esta seccién consideraremos una variedad semi-Riemanniana (M,g) de dimensién n 4+ k y una
subvariedad (embebida) suya M, de dimensién n. Salvo que se indique lo contrario, p serd un punto de M.

Definicién 4.6.1. Sea M C M subvariedad embebida de M y j la inclusion. Entonces se dice que M es
una subvariedad semi-Riemanniana de M si g = j*(g) es un tensor métrico sobre M.

Es decir, ha de cumplirse que para todo p € M, T),M sea un subespacio vectorial de TPM no degenera-
do para el tensor métrico g, pues j*(g) cumple el resto de propiedades de tensor métrico de forma inmediata.

Ejemplo 4.6.2. En el caso semi-Riemanniano, existen subvariedades diferenciables de una variedad semi-
Riemanniana que no son subvariedades semi-Riemannianas, al ser sus espacios tangentes degenerados en
algunos puntos (o todos). Por ejemplo, la recta r = {(z,y) € R? /z = y} es una subvariedad diferenciable
de R?, pero es facil comprobar que el espacio tangente a r en cada punto, visto como subespacio de los
espacios tangentes a R? es degenerado. Por ello 7 no es subvariedad semi-Riemanniana.

No obstante, en el caso Riemanniano, como la restriccién de un producto interno a un subespacio
cualquiera siempre da lugar a un producto interno en el subespacio (no hay problemas de degeneracién),
entonces es inmediato que toda subvariedad, M, de una variedad Riemanniana, M, puede dotarse de es-
tructura de subvariedad semi-Riemanniana. De hecho, M se tratard de una nueva variedad Riemanniana,
por lo que se dice que es un subvariedad Riemanniana de M.

Al trabajar con una subvariedad semi-Riemanniana, aparecen tres médulos de campos de vectores
especialmente relevantes: los campos de vectores de M y de M, X(M) y X(M), respectivamente, as{ como
los campos de vectores definidos solo sobre los puntos de M pero que no tienen por qué ser tangentes a
M, X(M).

Definicién 4.6.3. Sea M subvariedad de M no necesariamente semi-Riemanniana. Un campo vectorial
X sobre la inclusién j : M — M se denomina M campo de vectores sobre M. El conjunto de todos los
M campos de vectores sobre M se denota por X(M) y es un F(M)-mdbdulo.

Nétese que, por la definicién de campo de vectores sobre una aplicacién diferenciable, una aplicacién
XM — TM tal que mo X = j es un M campo de vectores sobre M si y solo si para toda f € F(M),
Xf e F(M). Ademas, para todo Y € X(1), se tiene que Y| € X(M).

_ También cabe senalar que, ignorando la diferencial de la inclusién dj, podemos considerar X(M) C
X(M), asi como que la aplicacién del tensor métrico de M sobre dos elementos de X(M) da lugar a una
funcién en F(M).
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Procedemos ahora a realizar una clasificacion de los vectores tangentes a M en los puntos de M (y
por ello de los campos de vectores de X (M ))L que serd de utilidad en los razonamientos posteriores. Como
T, M es un subespacio no degenerado de T, M, por el Lema 2.3.15, podemos expresar

T,M = T,M & (T,M)™",
y, ademds, sabemos que (T, M )J‘ también es no degenerado.

Definicién 4.6.4. Se define la codimension de M en M, k, como k = dim(M) — dim(M). Se define el
coindice de M en M como coind(M) = ind(M) — ind(M).

Noétese que es inmediato comprobar que la codimensién de M en M es la dimensién de (T,M )J‘ v,

ademas, por el Corolario 2.3.22, se tiene que el indice de g al restringirlo a (TI,M)L es coind(M) para todo
peM.

Definicién 4.6.5. Se dice que un vector tangente v € T, M es tangente a M y que un vector tangente

w e (TpM)L es normal a M. De manera aniloga, un campo de vectores Z € X(M) se dice normal a M si
para todo p € M, Z, lo es. El conjunto de todos los campos de vectores normales a M se denota X(M )t

Notese en primer lugar que el conjunto de todos los campos de vectores normales a M también es un
submédulo de X(M), igual que X(M).

Ademas, gracias a la descomposiciéon de T, M, para cada v € T,M existe una expresién dnica de la
forma
v = tan(v) + norm(v),

donde tan(v) € T,M y norm(v) € (TpM)l.

Definicién 4.6.6. Se definen para cada p € M las proyecciones ortogonales

tan : T,(M) — T, M, norm : T,(M) — (TPM)J‘,
las cuales son claramente R-lineales.

Estas proyecciones no solo pueden actuar sobre vectores tangentes a M en puntos de M, sino que, como
prueba el siguiente resultado, también sobre M campos de vectores sobre M.

Proposicién 4.6.7. Sea X € X(M). Definimos, para cada p € M, tan(X)(p) = tan(X(p)) y, andloga-
mente, norm (X )(p) = norm(X (p)). Entonces se cumple que tan(X) € X(M) y norm(X) € X(M)* .

Demostracion. Por la definicién de tan(X) y norm(X), es claro que basta con probar que ambas son apli-
caciones diferenciables de M en T'M. Para ello, basta razonar de forma local. Sea p € M.

Nétese que existen Ey, ..., E,.x € X(V), definidos en un entorno de p en M, V, tales que, para cada
g€V, Ei(q),...,En(q) generan T,M y, por ello, el resto generan (TqM)L. Para probar su existencia, se
parte de una carta local (U, ¢) en torno a p en M adaptada a M. Se toma una base ortonormal ey, . . ., €, 1
de Tp]\Zf, tal que ey, ..., e, generan T, M, y se extiende cada vector tangente a U N M por un campo de
vectores, de forma que los n primeros estén en X(V'). Haciendo uso del algoritmo de Gram-Schmidt, de
forma similar a la demostracién del Teorema 4.3.10, se prueba la existencia de dichos campos de vectores.

Trabajando localmente, haciendo uso de esta referencia de campos, podemos expresar

n+k
X = Z Em <X7 Em> Em7

m=1

donde €, = (Ey, Ep,). N6tese que para todo m, (X, E,,) € F(M). Por tanto, se tiene que
n
tan(X) = Z Em <X, E7n> Ema
m=1

y, por ser una F (M )-combinacién lineal de campos de vectores en X(M), tan(X) € X(M) y, en particular,
es una aplicacién diferenciable. Por ser resta de campos de vectores diferenciables, norm(X) = X —tan(X),
también es diferenciable. O
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Esta proposicién nos permite concluir que las aplicaciones tan : X(M) — X(M) y norm : X(M) —
X(M)* estdn bien definidas, actian punto a punto y, al ser lineales punto a punto, son F (M )-lineales.
Ademds, se puede descomponer X(M) = X(M) ® X(M)=* en el sentido de que todo campo X € X(M) se
puede expresar de forma tnica como X =V + W con V € X(M), W € X(M)*, para lo cual se ha de
tomar V = tan(X) y W = norm(X).

Al introducir una estructura de variedad semi-Riemanniana en M basada en la conocida para M,
buscamos tratar de relacionar las propiedades de M con las de M, comenzando por sus conexiones de
Levi-Civita. Para distinguirlas, denotaremos por D a la conexién de Levi-Civita de M y por D a la de M.
Como veremos a continuacion, existen diferencias entre ellas, lo que nos permite definir el tensor de forma
o segunda forma fundamental, vital en el estudio de las subvariedades.

En la asignatura de Geometria de Curvas y Superficies del Grado, se estudian las superficies como
subvariedades Riemannianas de R? con el tensor métrico usual. El estudio que presentamos a continuacién
es una generalizacién del que se hizo en dicha asignatura. En particular, comprobaremos cémo, al igual
que en el caso de las superficies, el tensor de forma da cuenta de las propiedades de las subvariedades que
no son intrinsecas, es decir, que no dependen tinicamente de las propiedades de M, sino también de las de
M, de la forma en que esté sumergida la subvariedad.

Definicién 4.6.8. Sean V € X(M), X € X(M). Consideremos V y X extensiones de V' y X, respectiva-
mente, en un entorno U C M de p € M. Se define Dy X en U N M como la restricciéon de Dy X a dicho
abierto de M.

En principio, la definicién anterior podria depender de las extensiones de los campos V' y X escogidas
(y en particular de U), por lo que es necesario comprobar que la definicién dada es correcta. Ademads, en la
demostracion se observa claramente la necesidad de que el primero de los campos de vectores sea tangente
aM.

Lema 4.6.9. Para cada V € X(M) y X € X(M) Dy X esta bien definido y Dy X € X(M).

Demostracion. Sean X y V como en la definicién anterior, definidos en U. Entonces, Dy X € X(U). Por
tanto, al componer con la inclusiéon Dy X |Um oy es diferenciable en U N M por la regla de la cadena. Asi
pues, basta con comprobar que no depende de las extensiones consideradas.

Consideremos una carta local adaptada a M, (U, ) de M con U; C U. Escribimos en esta carta.

Asi pues:

Sea ¢ € V.N M. Entonces, V(X%)(q) = V,4(X"). Como V es tangente a M, V, = 31" v’ 8%71- y, por ello
q

V,(X7) = Zvaa%j(xl)q = Zvﬂ%(w(q)),
j=1

Jj=1

con lo que comprobamos que solo depende de los valores de X?o ¢~ ! en {z € o(Uy)/ 2" = ¢I(q), j =
n+1,...,n+k} = o(MnNU), por haberse tomado una carta adaptada. Es decir, solo depende de los
valores de X* en U; N M. Ademas, DV%(q) solo depende del valor de V, = V.

Asi pues, dadas otras extensiones W de V e Y de X, definidas en un entorno Uz de g, trabajando en

Ui N'Usy usando la carta local anterior, como en Uy NUs; N M las componentes de Y y X han de coincidir
(pues solo depende su valor de X) y W y V coinciden en ¢, concluimos que:

DwY(q) = Dy X.

Y se concluye la demostracién del lema. O
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Gracias al lema previo podemos considerar la siguiente aplicacién, que comprobaremos a continuacién
que tiene las propiedades de las conexiones de Levi-Civita, aunque no es tan siquiera una conexién en el
sentido definido en el trabajo (en el Capitulo 4 de [11] se puede encontrar una generalizacién del concepto
de conexién en que entra esta aplicacién), pues los médulos entre los que estéd definida no son los adecuados.

Definicién 4.6.10. Se define la conezién inducida, que denotaremos también por D, como la aplicacion:
D:X(M)x X(M) — X(M)
(V,X)— DvX

En el siguiente resultado, nétese que la propiedad 4. se enuncia para dos campos de vectores tangentes
a M pues, si uno de ellos no lo fuera, uno de los dos sumandos del miembro derecho de la igualdad no
estaria bien definido.

Corolario 4.6.11 (Propiedades de Levi-Civita de la conexién inducida). Sean VW € X(M) y
X,Y € X(M). La conexién inducida cumple que:

1. D es F(M)-lineal en la primera componente.

2. D es R-lineal en la segunda componente.

3. Dy(fX)=V(f)X + fDyX para toda f € F(M).
4. [V,W] = DyW — Dy V.

5. V(X,Y)=(Dv,X)+(X,DyY).

Demostracion. Consideremos p € M y sean V, W, X,Y extensiones de V, W, X, Y, respectivamente, defi-
nidas en cierto entorno U de p.

1. Sean f,g € F(M). Consideramos extensiones f,g € F(U) de f,g, respectivamente. Entonces, una
extension de fV +gW a U es fV + gW, por lo que

DyviqwX(p) = Dyyoqw X (p) = f(») Dy X (p) + 5(p) Dy X (p) = f(p) Dy X8p) + g(p) Dw X (p),
donde hemos utilizado la F(M)-linealidad de la conexién de Levi-Civita en M.

2. Tomemos A, € R. Una extensién a U de AX + pY es AX + HY’ por lo que, usando la R-linealidad
en la segunda componente de la conexién de Levi-Civita en M:

Dy (AX +uY) (p) = Dy (AX +pY) (0) = ADy X (p) + uDyY (p) = ADv X (p) + uDvY (p).

3. Utilizando de nuevo que si f € F(M) y f es una extension suya a U, entonces fX es una extension
de fX a U y usando las propiedades de la conexién de Levi-Civita en M

Dy (fX)(p) = Dy (fX)(p) = V(f)(p)X(p) + f() Dy X (p) = V(f)(p)X (p) + f(p)Dv X (p),

donde hemos usado que V(f)(p) = V(f)(p), lo que se comprueba de forma aniloga a cémo se hizo
en la demostracion del lema anterior.

4. De acuerdo con los resultados generales sobre campos de vectores definidos en subvariedades dife-
renciables, sabemos que [V, W]|y = [V, W]. Por tanto,

[V, Wl(p) = [V,W](p) = DyW (p) — D,V (p) = Dy W (p) — Dw'V (p).

5. Teniendo en cuenta que <X,57> I = (X,Y), entonces sabemos, por el mismo motivo que en el
apartado 3., que

VX, Y)(p) =V (X,¥) (p) = (Dy X, V) (p) + (X, Dg¥') (p) =
=(DyX(p),Y(p)) + (X(p),DyY (p)) = (DvX(p),Y(p)) + (X (p), DvY(p)),

con lo que comprobamos la veracidad de las 5 afirmaciones. O
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Establecemos ahora la relacion entre la conexion de Levi-Civita en M y en M, a través de la conexién
inducida y las proyecciones de los campos de vectores. La parte de la conexién inducida de dos campos
tangentes a M que es tangente a M coincide con la conexién de Levi-Civita de M de dichos campos.

Lema 4.6.12. Sean V,W € X(M). Se cumple que, siendo D la conexién de Levi-Civita de M, Dy W =
tan Dvw.

Demostracion. Sea X € X(M) cualquiera y sea p € M. Consideremos extensiones V,W,X de V, W, X,
respectivamente, a un entorno U de p en M. Utilizando la férmula de Koszul para la conexién de Levi-Civita
de M, sobrentendiendo que evaluamos en p:

2 (DyW, X) = 2(DgW,X) = V (W, X)+W (X, V)X (V. W)~ (V. [W, X])+ (W, [X, V])+(X, [V, W]).

Como V,W, X € X(M), entonces, (W, X) |y = (W, X) y, ademés, V(W,X) = V (W, X). Esto mismo
ocurrird con los dos primeros términos restantes. Para los tres tiltimos términos, basta notar que al restringir
el corchete de Lie, [W, X]|a = [W, X], e igual en el resto de términos, con lo que, como el producto escalar
actia término a término

2(DyW,X) =V (W, X) + W (X,V) = X (V,W) — (V,[W, X]) + (W, [X, V]) + (X, [V,W]) = 2(DvW, X),,

usando ahora la férmula de Koszul para D. En general Dy W ¢ X(M), por lo que hemos de considerar la
descomposicién: - - -
Dy W =tan Dy W 4+ normDy W,

y como normDy W es normal a M, es ortogonal a X, por lo que:
<Dvw,X> = <DVW, X> = <’LEHJ11DV'VV7 X> .

Como Dy W y tan Dy W son campos de vectores tangentes a M tales que su producto escalar por cualquier
otro campo de vectores tangente a M coincide, por la no degeneracién de g, Dy W = tan Dy W. O

El resto de la derivada covariante inducida al aplicarla sobre vectores tangentes a M, que es normal a
M, se denomina tensor de forma.

Lema 4.6.13. La aplicacién IT : X(M) x X(M) — X(M)* dada por:
IL(V, W) = normDy W
es J(M)-bilineal y simétrica. Se denomina tensor de forma o segunda forma fundamental.

Demostracion. En primer lugar, nétese que I es la composicion de las aplicaciones norm y la conexion
inducida. Como esta ultima es F(M)-lineal en la primer componente y norm es F(M)-lineal, entonces es
claro que II es lineal en la primera componente.

Ademds, se cumple que
IL(V,W) — ILW, V) = norm (DyW — Dy V) = norm ([V, W]) =0,
donde se usa que, como V,W € X(M), sabemos que [V, W] € X(M).

Usando la simetria y la F(M)-linealidad en la primera componente de II, se concluye de forma inme-
diata la F(M)-linealidad en la segunda componente. O

Otra forma de comprobar que IT es F(M)-lineal en la segunda componente es notar que, por la R-
linealidad en la segunda componente de la conexién inducida, sabemos que la II(V, Wy + Wy = IL(V, W1 ) +
II(V,W5) para todos V, Wy, Wy € X(M). Asi pues, basta considerar V.W € X(M) y f € F(M) y notar
que B B

II(V, fW) = norm (V(f)W + fDVW) = fnormDy W,

usando la F(M)-linealidad de norm y que V(f)W € X(M).

A pesar de su nombre, el tensor de forma no es un tensor en el sentido estricto, pues es una aplicacién
F(M)-bilineal, pero con llegada en X(M)+L en lugar de en X(M). No obstante, la misma prueba que la

o1 =
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de Teorema 2.2.8, permite concluir que actia punto a punto. Es decir, que si Vi, W7 y Vo, W5 coinciden
en un punto p € M, entonces II(Vy, W1)(p) = II(V2, W2)(p). Por tanto, podemos definir la actuacién del
tensor de forma sobre vectores tangentes: dados v, w € T,M, II(v,w) = II(V,W)(p) donde V,W € X(U)
son campos de vectores en un entorno U C M que contenga a p que extienden a v, w.

Esta definicién nos permite descomponer la conexion de Levi-Civita en la variedad en dos partes, una
tangente a la subvariedad y otra normal, en lo que se conoce como la formula de Gauss

DyW = DyW +IL(V, W), para todos V, W € X(M).

Se suele distinguir entre la geometria intrinseca de M, que es aquella que depende solo de g y no de que
M sea una subvariedad de M y la geometria extrinseca, que es la que observarfan los "habitantes”de M
(més adelante se proporciona una definicién més precisa). El tensor de forma es una caracteristica extrinse-
ca de M. Para comprobarlo, basta considerar las subvariedades semi-Riemannianas de R? siguientes: el
rectangulo M = (0,1) x (0,7) x {0} C R? y el semicilindro C' dado como la imagen de:

¢:(0,1) x (0,71) — C
(t,8) — (t,cos(s),sin(s)).
Notese que la inversa de esta aplicacion es una carta global de C' que le da estructura de subvariedad
de R3. Se comprueba facilmente que
Yv: M —C
(t,s,0) — (t,cos(s),sin(s)),
es una isometria y, por ello las geometn’as intrl'nsecas de M y C han de ser iguales. No obstante, si

XY € X(M), X = a' az + a? 812 eY =yt am + 92 3x2, podemos hallar que, siendo D la conexién
inducida: 5 5

a1 TV (@ )5

con lo que IT = 0 en M. No obstante, tomando V = dqﬁ%, W = dgi)% € X(C), pues ¢ es difeomorfismo,
entonces:

DxY = Y(a!)-= ~ € X(M),

0 0 0
V(é(t,s)) = =— , W(p(t,s)) = —sin(s) =— + cos(s) —= .
027 | 415 0% |41, 027 | 415
Con lo que W se puede extender a R3 como W = —x3% + 1:2% y por ello:
0 0 0 2 0

> 1,2 .3 3)2 2
DVVVV("Z7 sy L, T ): W|(9;1,x2,z3)( )8 ) +W|(LE 2, x3)( )8373 = (:17 ) ﬁ + (I ) ﬁ

En particular, en p = (1/2,7/2,7/2) € C se tiene que una base de T,C C T,R3 tiene vectores de
coordenadas respecto a la base asociada a las coordenadas naturales de R?: (1,0,0) y (0, —1/v2,1/v2),
mientras que, usando coordenadas en esa misma base, Dy W (p) = (0,1/2,1/2) con lo que vemos que
DwW(p) € (T,C)" y por ello TI(W, W)(p) = (0,1/2,1/2) # 0.

Por tanto, comprobamos que el tensor de forma de C no es nulo, a pesar que si lo es el de M, a la cual
es isométrica. Asi pues, el tensor de forma de C no se puede recuperar a partir del de M y por ello, no
puede ser una propiedad intrinseca.

A pesar de que las isometrias pueden no conservar el tensor de forma de dos subvariedades semi-
Riemannianas (incluso cuando estdn sumergidas en una misma variedad), éste si se conserva por ciertas apli-
caciones, que denominamos isometrias por pares. Las propiedades de una subvariedad semi-Riemanniana
que se conservan por este tipo de aplicaciones (como el tensor de forma) son las que constituyen la geometria
extrinseca de la misma.

Definicién 4.6.14. Sean M una subvariedad semi-Riemanniana de M y N una subvariedad semi-Riemanniana
de N. Una isometria por pares de M en N es una isometria ¢ : M — N tal que ¢|pr : M — N es
también isometria. Si M = N, la aplicacién se denomina congruencia.
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Lema 4.6.15. En las condiciones de la definicién anterior, ¢ conserva el tensor de forma, es decir

dop (I1(v,w)) = I (dgpv, dp,w) ,
para cadap € M y v,w € T, M.

Demostracion. Sean V,W € X(M) que extiendan a v,w. Como ¢|ys es un difeomorfismo en particular,
doV,dpW € X(N) y extienden a d¢,v, dp,w. Como ¢ : M — N es isometria, conserva las conexiones y,
por ello, razonando con una extensién cualquiera de V' 'y W:

d6 (DyW) = DagydsW.

Para cada p € M, do, : TpM — Td)(p)N es un isometria que manda 7, M en Ty, N (se puede comprobar

facilmente usando una carta local adaptada a M) y, por tanto, (T, M )L en (T¢(p)N )L. Es inmediato pues
que d¢ conserva las proyecciones tan y norm, es decir, que d¢ o tan = tanod¢ e igual para el otro caso.
Por ello,

d¢ (IL(V,W)) = d¢ (normDy W) = norm (dpDy W) = norm (Dgpv d¢W) = IL(dpV,dpW)
con lo que se concluye la demostracién. O

Pasamos ahora a estudiar la relacién entre las curvaturas de M y M que denotaremos por R y R,
respectivamente. Para ello, determinamos el tensor de curvatura de M a partir del de R y de IT por medio
de la ecuacién de Gauss. Notese que, gracias a la no degeneracién del tensor métrico, esta nos permite
recuperar el valor de Ryw X para V,W, X € X(M) cualesquiera.

Teorema 4.6.16 (Ecuacién de Gauss). Sean V,W, XY € X(M). Se cumple que:

Demostracion. Como todas las operaciones involucradas en la expresién del resultado son F(M)-lineales,
basta con probar la igualdad en un entorno de cada punto para campos de vectores que, en cada punto
de dicho entorno, formen una base del espacio tangente. Se pueden tomar, por ejemplo, los campos de
vectores asociados a una carta local, los cuales tienen corchete de Lie nulo, por lo que podemos suponer
que [V, W] = 0. Por tanto, por definicén del tensor de curvatura:

(RywX,Y) = — (DyDwX,Y) + (DwDyX,Y). (4.16)

Usando la definicién del tensor de forma, la descomposicién de Dy X en su parte tangente y normal a M
y la relacion entre la conexién inducida y D:

<Dvwa,Y> = <DV (tan DwX + HOI‘mDm/X) 7Y—> = <D1/D[/{/AX7 Y> + <DvII(W, X),Y> =

Como Y es tangente a M, solo es no nulo su producto escalar con la proyeccién tangente a M de los otros
campos de vectores: B
= (DyDwX,Y) + (DyII(W,X),Y) =

Usando las propiedades de la conexién inducida y que II(W, X) es ortogonal a Y:
= (DyDwX,Y)+V{II(W,X),Y) — <II(I/V, X),DyY) =
Como II(W, X) es normal a M, solo la parte normal de DyY tiene producto escalar no nulo con él:
= (DyDwX,Y)— JII(W,X),IL(V,Y)).
Razonando de igual modo para el otro sumando de (4.16) y sumando
(RvwX,Y) = = (DyDwX,Y) + (I(W, X),II(V.Y)) + (DwDy X, Y) — (II(V, X ), I(W,Y)) =

= (Ryw X, Y) + (I(W, X), IL(V, Y)) — (I(V, X), I(W, Y)) ,

donde se ha utilizado de nuevo la definicién de curvatura, ahora en M. Reordenando se concluye el resul-
tado. O

06 =
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Gracias a que todas las operaciones implicadas en la ecuacién de Gauss son F (M )-lineales, esta seguird
siendo cierta si se aplica sobre vectores tangentes en lugar de sobre campos de vectores. Esto nos permite
deducir una expresién de la curvatura seccional de M en funcién de la de M y del tensor de forma, que
también se suele denominar ecuacién de Gauss.

Corolario 4.6.17. Sean v, w € T;, M base de un plano no degenerado m C T, M de M. Entonces se cumple
que, siendo K la curvatura seccional de M y K la de M:

(I1(v,v), II(w,w)) — (I1(v, w), (v, w))

(v, v) (w,w) — (v,w>2

K(m) = K(r) +

Demostracion. Basta aplicar la ecuacién de Gauss (en su versién puntual) a v, w,v,w € T,M y dividir
por Q(v, w) = (v,v) (w, w) — (v, w)>. O

Ejemplo 4.6.18. Consideremos M = S"(r) = {z € R /3722 = 2} como subvariedad semi-
Riemanniana de R"*!. Como M est4 definida de forma implicita sabemos que, tras identificar los espacios
tangentes a M con subespacios de los espacios tangentes a R™*! a través de la diferencial de la inyeccién,
e identificando estos con R"*! a través del isomorfismo natural, las ecuaciones de T, M para cada p € M
son (ver seccién II.1 de [4]):

T,M = {(ur, ... uns1) € R /Pt + -+ Prgrtngr = 0}

Por tanto, es inmediato comprobar que el campo de vectores
P(p)=> pi 9 eM
p) = i Pi 55 . p :

cumple que P € X(M)*. Por ello también, U = 1P € X(M)*. Ademds, es inmediato comprobar que,
siendo D la conexién de Levi-Civita en R"!, extendiendo P a todo R™*! por la misma expresién:

DyP = Z V(aci)aii =V, para todo V € X(M).

Veamos que II(V, W) = —1 (V,W) U para cualesquiera V, W € X(M). Como la codimensién de M es 1,
sabemos que para cada p € M, U, es base de (TpM)J‘. Por tanto, como (U,U) = 1:

TI(V, W) = (IL(V,W),U)U = - (normDy W, P\ U = % (DyW,P)U = % (V (W, P) — (W, Dy PY) U =

T
1
=—(WV)U.

Teniendo en cuenta que R™*! es plana, por lo que K = 0 y usando el corolario anterior, se concluye que
K(m) = T% para todo plano tangente 7 (como S"(r) es una variedad Riemanniana todo plano tangente es
no degenerado).

Este resultado nos demuestra, en particular, que el tensor de curvatura de S™(r) es no nulo. Asi pues,
como también hemos probado que los espacios semieuclideos, R, son planos, es decir, su tensor de curva-
tura es nulo. Asi pues, de acuerdo con la Proposicion 4.5.7, no puede existir una isometria local entre una
n-esfera y un espacio semieuclideo, es decir, no son localmente isométricos.

Nos centramos ahora en la relacién entre las derivadas covariantes a lo largo de curvas de M y M, claro
estd, considerando curvas con llegada en M. Nos centraremos especialmente en el estudio de las geodésicas
de M, lo que nos permitird proporcionar una nueva interpretacion a II.

Consideraremos curvas o : I — M C M y denotaremos para cada campo de vectores sobre o,
Y € ¥(«), Y ala derivada covariante inducida sobre a por D de Y y Y’ a su derivada covariante inducida
sobre « por D.

Teorema 4.6.19. Sea Y € X(«). Se cumple que
Y =Y +1II(,Y),
donde IT(c/,Y)(t) = II(d/(¢t), Y (¢)) se define punto a punto.
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Demostracion. En primer lugar, nétese que, como « es una curva con llegada en M, su campo velocidad
es tangente a M en todo punto y por ello tiene sentido considerar II(a/,Y).

Como las operaciones implicadas son locales, dado ¢ € I, podemos considerar una carta local (U, )

de M adaptada a M con «(t) € U y razonar localmente. Usando los campos de vectores asociados a esta
carta, como Y es un campo de vectores tangente a M, se puede expresar como:

ZW

oz(t)

Asf pues, utilizando (3.2)

n Ay n ; B )
=3 (M 55|+ > Y (t)Dar (&pi) (a(t)),

i=1 Plaw) i

donde, en los puntos de M, % son tangentes a M, por lo que la conexién de Levi-Civita en M es igual
a la derivada covariante inducida. Utilizando la descomposicién en parte tangente y parte normal de esta
iltima y el calculo previo

ZdYz ?oi +Zw (tanl_)a/ (aii) () + norm Dy <a‘?pi> (a(t))):

= a(t) =1

+ zn:Yi(t) (Da/ (aii) (a(t)) + 11 (o/, aii) (oz(ﬂ)) :

at) =1

le
dds 8@

Usando de nuevo (3.2) ahora para la derivada covariante inducida sobre a por D, asi como la F(M)-
bilinealidad de II y los célculos previos, concluimos que

n

Y(t)=Y'(t) +11 (o/(t), PREG aii

i=1

) =Y'(t) + I/, Y)(1),
a(t)

y se termina la prueba. O

Aplicando el teorema anterior al campo velocidad de «, obtenemos la relacién entre las aceleraciones
de la curva que ven los “habitantes de M” y los “habitantes de M”.

Corolario 4.6.20. Sea « : I — M una curva. Entonces se cumple que, siendo & = o’ su aceleracién
como curva de I en M y o su aceleracién como curva de I en M:

a=ao" +1I1d,a').

Corolario 4.6.21. Una curva o : I — M es una geodésica de M si y solo si su aceleracién como curva
en M es normal a M en todo punto.

Estos corolarios, de demostracién inmediata, permiten interpretar el tensor de forma de M como la
forma bilineal que determina la curvatura en M de las geodésicas de M. Ademads, nos permiten caracterizar
facilmente las curvas geodésicas de algunas subvariedades de R™, como por ejemplo las esferas.

Corolario 4.6.22. Las geodésicas no constantes de las esferas S™(r) son todas las parametrizaciones de
velocidad constante de circulos maximos en S™(r) C R*1.

Demostracion. En primer lugar, sea « una parametrizacién de velocidad constante de un circulo maximo
de S™(r), es decir, del corte S*(r)Nm donde 7 es un plano de R"*! que pasa por 0. Como « es de velocidad
constante, (a’,a’) es una funcién constante y por ello, su derivada es nula. Por las propiedades de la
derivada covariante:

C
dt

Es decir, o’ y & son campos de vectores ortogonales. Como a es una curva en 7, plano y sabemos que el
tensor de forma de los planos es nulo (lo vimos para planos de R3 pero el mismo razonamiento es cierto
para subespacios euclideos de R™*1), ambos son campos de vectores tangentes a 7, por lo que, en cada

o8 =

0=—(,a)=2(d,d).
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punto de m N S™(r) generan una base del espacio tangente a .

Consideramos el campo de vectores P introducido en el Ejemplo 4.6.18, denominado campo posicién.
Entonces, como la recta que une el origen con un punto «(t) estd contenida en 7, parametrizdndola como
r(s) = sa(t), su vector velocidad en s = 1 es precisamente P(«(t)), con lo que se comprueba que P es
tangente a 7. En el Ejemplo 4.6.18 probamos que también era normal a S"™(r) y por ello, ortogonal a o/,
por lo que ha de ser proporcional a ¢v. Por ello, concluimos que ¢ es normal a S™(r) y, por ello, « es una
geodésica de S™(r).

Supongamos ahora que a: I — S™(r) es geodésica de S™(r). Sea t € I y 7 el plano que pasa por el origen
de R"*! y es tangente a o/(t). Consideremos v una parametrizacién con velocidad constante de N S"(r)
en I con ~/(t) = a/(t), la cual sabemos que existe. Por la unicidad de las geodésicas, ha de ser a =+. O

Pasamos ahora a estudiar dos tipos de subvariedades semi-Riemannianas que serdn de especial utilidad
en el siguiente capitulo: las subvariedades totalmente geodésicas y las subvariedades totalmente umbilicales.

Definicién 4.6.23. Se dice que M es totalmente geodésica si su tensor de forma se anula, es decir, IT = 0.

Es decir, las subvariedades totalmente geodésicas son aquellas extrinsecamente planas pues, en parti-
cular, de acuerdo con la ecuacion de Gauss, las curvaturas de M y de M coinciden al actuar sobre campos
de vectores tangentes a M.

El siguiente resultado nos proporciona caracterizaciones alternativas de la definicién de subvariedad
totalmente geodésica que justifican el nombre dado a estas subvariedades.

Proposicién 4.6.24. Sea M C M una subvariedad semi-Riemanniana. Son equivalentes:
1. M es totalmente geodésica en M.
2. Cada geodésica de M es también geodésica de M.

3. Siv € T,M es tangente a M, existe € > 0 tal que la imagen de (—¢,¢) por la geodésica ~y, de M estéd
contenida en M, es decir, 7, comienza estando en M.

4. Si o es una curva en M y v € T o) M, el transporte paralelo de v por ac en M y en M coincide.
Demostracion. Comencemos probando la equivalencia de 2. y 3.:

2=3. Sea a : I — M la geodésica de M con velocidad inicial v. Entonces a también geodésica de M
y, por unicidad de las geodésicas, coincide con 7, en la interseccién de sus abiertos de definicién.
(Nétese que 7, podria abandonar M; basta considerar como M el disco de radio 1 contenido en el
plano {z =0} C R? y como 1, una recta).

3=2. Sea o : I — M una geodésica de M y sea t € I, p = a(t). Consideremos una carta local (U, ¢)
adaptada a M con p € U. Consideramos v = 7,/(;) geodésica de My J = (—¢,e) para el €
del enunciado (suponemos y(J) C U). Como «(J) C M, sabemos que ¢'(y) es constante para
i=n+1,...,n+ k. Asf pues, en J, por (3.3) v cumple

d? (' oy = d(¢' o) d(¢loy
(£or) , gy ileond@en

2 7 T Yy,
7,j=1

y, teniendo en cuenta que los simbolos de Christoffel respecto de la carta (U, ¢) (para i, j, k=1,...,n)

son los mismos que los de la carta (U N M, !, ..., "), por (3.3) aplicada a M, ~ es una geodésica

de M en J con velocidad inicial v/(0) = o/(t). Por tanto, por la unicidad de las geodésicas, como la
curva s — a(s +t) es geodésica de M con velocidad inicial o/(t), esta coincide con 7, en un entorno
de 0. En particular, en dicho entorno es geodésica de M y, por tanto, o es geodésica de M en un
entorno de t. Como la propiedad de ser geodésica es local, o es geodésica de M.

Probemos ahora la equivalencia de ambos asertos con 1. y, posteriormente, con 4:

1 = 2. Es inmediato a partir del Corolario 4.6.20.
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2= 1. Seav € TM y sea ~, la geodésica de M con velocidad inicial v. Entonces 7, también es geodésica de
M con velocidad inicial v y, por ello, 7”/(0) = 7, (0) = 0. Por tanto, usando el resultado del Corolario
4.6.20 evaluando en ¢t = 0:
II(v,v) = 0.

Asi pues, II(v,v) = 0 para todo v € TM. Usando que II es una forma bilineal simétrica en cada
T,M, p € M, razonando por polarizacién se concluye que II = 0.

1= 4. Sea V el campo de vectores sobre « paralelo para la conexién de Levi-Civita de M con V(0) = v.
Entonces, por el Teorema 4.6.19:

V=V +II,V)=0+0=0.

Por tanto, V también es paralelo para la conexién de Levi-Civita de M y por ello es el campo que
se ha de utilizar para calcular el transporte paralelo de v sobre « al considerar cualquiera de las
conexiones de Levi-Civita. Por tanto, los transportes paralelos coinciden.

4 = 2. Sea v una geodésica de M. Entonces 7’ es paralelo en M, con lo que el transporte paralelo de v'(0)
alo largo de v de s = 0 a s = t es 7/(¢) al considerar la conexién de Levi-Civita de M vy, por 4.,
al considerar la de M. Asi pues, siendo V el tinico campo paralelo para la conexién de Levi-Civita
de M sobre v con V(0) = +/(0), sabemos que V (t) = +'(t) para todo t, es decir, v/ = V, por lo que
4 =0.

Con esto ltimo se cierra la cadena de implicaciones y se prueba el resultado. O

El siguiente lema es de gran utilidad a la hora de identificar todas las subvariedades totalmente geodési-
cas y geodésicamente completas de una variedad, como comprobaremos con un ejemplo, pues permite
concluir que estas estan caracterizadas por uno solo de sus espacios tangentes en un punto. Nétese que
la condicién de ser geodésicamente completas es necesaria, pues si no, siempre podriamos considerar un
abierto (no igual al total), U, de una subvariedad totalmente geodésica, M, U C M, como contraejemplo
del siguiente resultado.

Lema 4.6.25. Sean M, N subvariedades geodésicamente completas, conexas y totalmente geodésicas de
M. Si existe p € M NN tal que T,M =T,N, entonces M = N.

Demostracion. Veamos que si M es conexa, N geodésicamente completa y ambas son totalmente geodési-
cas, M C N (lo que permite incluir el ejemplo mencionado anteriormente tomando como N a M y como
Mal).

Sea  : I —» M una geodésica de M con 0 € I. Sea a(0) = p y parat € I, a(t) = g. Entonces, co-
mo M es totalmente geodésica, a es geodésica de M con velocidad inicial o/(0) € T,M = T,N. Asf pues,
como N es totalmente geodésica, por el punto 3. del apartado previo, o comienza estando contenida en
N. Como N es geodésicamente completa, «(I) C N y por ello ¢ € N.

Como el transporte paralelo a través de « es igual por M y por M por el punto 4. del lema anterior,
asi como por N y por M (todo ello para vectores tangentes de T,M = T,N), concluimos que el transporte
paralelo por « es el mismo para las conexiones de Levi-Civita de M y N. Como este es un isomorfismo
entre los espacios tangentes, concluimos que T,M = T, N.

Consideremos ahora A = {¢ € M NN /T,M = T,N} y veamos que es abierto y cerrado en M, pues
por hipétesis es no vacio. Una vez probado esto, la conexién de M asegura que A = M C N con lo que se
concluye la prueba (cambiando los papeles de M y N para ver la otra contencién).

Sea ¢ € A. Asumiendo que existe un entorno U C M de ¢ tal que todo punto de U puede alcanzarse
por una geodésica que empiece en ¢ (la existencia de entornos normales, ya mencionados previamente,
garantiza que U existe). Asf pues, por lo probado inicialmente U C A y por ello ¢ es interior a A, que por
tanto es abierto.

De igual forma, si ¢ ¢ A entonces considerando un entorno U C M de g como antes, si existiera r € UN A,
entonces se podria llegar desde r hasta ¢ por una geodésica en M (invirtiendo el pardmetro en la geodésica
de g aren U) y, por lo argumentado al inicio de la demostracién, ¢ € A. Absurdo. Asf pues, U C A€, por
lo que el complementario de A en M, A¢, es también abierto y se concluye el resultado. O
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Ejemplo 4.6.26. Consideremos R]'. Denominamos k-planos de R} a los subespacios afines k-dimensionales
de R}. Veamos que las tnicas subvariedades totalmente geodésicas, conexas y geodésicamente completas
de R” son los k-planos que sean subvariedades semi-Riemannianas (no todos ellos lo tienen que ser; por
ejemplo en R?, la recta r = {(z,y) € R? /z = y} no es una subvariedad semi-Riemanniana, pues Tz,z)7 €8
un subespacio degenerado para todo ).

En primer lugar, es claro que los k-planos son conexos y, por lo visto en el Ejemplo 4.2.8, son geodésica-
mente completos. Ademds, el mismo razonamiento que utilizamos para comprobar que los planos de R?
tienen IT = 0 permite comprobar que los k-planos son totalmente geodésicos.

Supongamos que M C R} es una subvariedad de dimensién k, geodésicamente completa, conexa y to-
talmente geodésica. Sea p € M y consideremos T, M, el cual podemos identificar candnicamente con un
subespacio vectorial W de R™. Consideremos el k-plano m = p + W. Entonces el espacio tangente en
cada punto de W puede identificarse con W canénicamente, con lo que 1,7 = T, M y, por el lema pre-
vio M = 7. Nétese que, como M es subvariedad, sabemos que T,M es un subespacio no degenerado de
T,R} vy, por ello, lo es Tym = W para todo ¢ € m, con lo que 7 es una subvariedad semi-Riemanniana de R} .

Un razonamiento similar permite probar que las variedades totalmente geodésicas, conexas y geodésica-
mente completas de S"(r) son las k-esferas méximas, es decir, las intersecciones de S™(r) con subespacios
vectoriales k-dimensionales de R"™.

Definicién 4.6.27. Un punto p € M se dice umbilical si existe un vector normal a M, z € (TpM)L tal
que:
II(v,w) = (v,w) z, para todo v, w € T, M.

En tal caso, z se denomina vector normal de curvatura de M en p.

Nétese que si p es umbilical, para cada v € T, M
II(u,u) = (u,u) z,

con lo que, entendiendo que el tensor de forma expresa cémo se curva M en M en cada direccién, en
las direcciones determinadas por vectores tangentes espaciales, M se curva hacia z, mientras que en las
determinadas por vectores tangentes temporales, lo hace en la direccién opuesta. Adem4s, en las direcciones
determinadas por vectores tangentes luminosos, M no se curva en M.

Definicién 4.6.28. Una subavariedad semi-Riemanniana M se dice que es totalmente umbilical si todo
punto de M es umbilical.

Nétese que, si M es totalmente umbilical, para cada p € M existe z, € (TpM)L tal que II(v,w) =
(v,w) z, para todo p € T, M. Definiendo Z(p) = 2, para cada p € M, se tiene que Z € X(M)=L. Para ver
que este campo de vectores es diferencial, basta probarlo localmente. Por tanto, podemos tomar un campo
de vectores V que no sea luminoso en un entorno de cada p € M y, en dicho entorno, Z = Iz‘(/"/"/‘;), con lo

que es diferenciable.

Asi pues, concluimos que si M es una subvariedad totalmente umbilical si y solo si existe Z € X(M)* tal
que, para todos V,W € X(M):
IV, W) =(V,W) Z.

Los primeros ejemplos de variedades totalmente umbilicales son las variedades totalmente geodésicas,
en las que basta tomar Z = 0. Otro ejemplo son las n-esferas, S”(r) en las que, de acuerdo con lo visto en
el Ejemplo 4.6.18, basta tomar Z = — Y.

T

4.7. Variedades producto

En este capitulo estudiaremos cémo definir una estructura, primero de variedad diferenciable y, maés
tarde, de variedad semi-Riemanniana, en el producto cartesiano de dos variedades diferenciables. Ademas,
estudiaremos algunas propiedades que se pueden deducir para la nueva variedad a partir de las originales.
Para ello, nos basaremos en algunos resultados del Capitulo 1 de [17].
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Esta seccién sirve de antecedente al siguiente capitulo, en que se introduce un concepto mas general al
de variedad semi-Riemanniana producto: los productos warped.

En primer lugar, veamos céomo dotar al producto cartesiano de dos variedades diferenciables M, N de
dimensiones m y n, respectivamente, de estructura de variedad diferenciable. Para ello, consideramos la
topologia producto en M x N. Como M y N son Hausdorff y 2AN, por las propiedades de la topologia
producto, M x N también es Hausdorff y 2AN.

Consideremos (U, ¢) carta local de M y (V, 1)) carta local de N. Definimos:

(px9):UxV — R"™
(p.q) — (' (P), - ™ (), ¥ (q), -, 0" (q)) -

Lema 4.7.1. El conjunto:
A={(U xV,(px1))/(U,p) es carta local de M, (V, ) es carta local de N},

es un atlas diferenciable para el espacio topoldgico M x N que lo dota de estructura de variedad diferenciable
de dimensién n + m. Esta se denomina variedad producto de M y N y los elementos de A cartas locales
adaptadas.

Demostracion. En primer lugar, usando la notacién de los comentarios previos, nétese que como tanto ¢
como % son homeomorfismos con sus iméagenes, por las propiedades generales de la topologia producto
sabemos que (¢ X 1) es un homeomorfismo con su imagen, la cual es un abierto de R"™™. Ademaés, es
sencillo comprobar que (¢ x 1) ~" = (7t xy7h).

Ademés, dados (U, 1), (U, p2) cartas locales de M y (Vi,11), (Va,12) cartas locales de N, entonces,
para cada & = (x1,22) € (w2 X 12) (Ur x V1) N (Usz x Vo)) = o (U1 NUsz) X 1o (V1 N Va):

(01 % 1) 0 (2 x 1) "1 (z) = (1 x ¥1) (03 (21), 3 (w2)) = (10 93 (1), %1 09y *(22)) -

Como @1 o 5 Ly o Uy ! son aplicaciones diferenciables de R™ y R™ en s{ mismos, respectivamente,
entonces concluimos que (g1 X 1) 0 (g2 X 12) " " es diferenciable (Nétese que las aplicaciones que mandan
X X1y T — T son trivialmente diferenciables). Razonando igual para la otra composicién, concluimos
que, de hecho, es un difeomorfismo con lo que los dos elementos de A tomados son compatibles. Por tanto,
A es un atlas diferenciable de M x N. O

Establecemos ahora las propiedades basicas relativas a las aplicaciones mas relevantes a la hora de tra-
bajar con una variedad producto: las proyecciones. Ademads, la proposicién siguiente nos permite entender
cémo se pueden recuperar las variedades M y N como subvariedades dentro de M x N.

Proposicién 4.7.2. Se definen las proyecciones de la variedad producto M x N como:

T MxN—M oc:MxN—N
(p,q) — p, (p,q) — ¢

1. Las proyecciones w y o son diferenciables. De hecho, son sumersiones.

2. Dada una variedad diferenciable P, una aplicacién ¢ : P — M x N es diferenciable si y solo si lo
son To gy oodop.

3. Para cada (p,q) € M x N los subconjuntos M x ¢ = M x {q} y px N = {p} x N, son subvariedades
de M x N.

4. Para cada (p,q) € M X N, T|prxq €s un difeomorfismo de M x g en M y o|,xn es un difeomorfismo
depx Nen N.

Demostracion. Dado (p,q) € M x N denotaremos por (U, ) y (V,1) a cartas locales de M en torno a p
y de N en torno a g, respectivamente.
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1. Consideremos la carta local de M x N (U x V,¢ x ) y hallemos la expresién de las proyecciones
usando estas cartas. Sea (z,y) € o(U) x (V):

pomolpx ) (z,y) =g (n(p (r1), v (r2))) = ple~ ' (r1)) = r1.

Por tanto, ¢ oo (p x w)_l es la proyeccién de R™T™ en las primeras m componentes y, por ello es
diferenciable. El mismo razonamiento permite completar la prueba para o.

2. Notese en primer lugar que, si ¢ es diferenciable, es inmediato que mo¢ y oo¢ son diferenciables por ser
composicién de aplicaciones diferenciables. Comprobemos que se cumple el reciproco. Supongamos
pues que 7o ¢ y om¢ son diferenciables. Sea r € Py (p,q) = ¢(p). Consideremos una carta local
(W,~) de P en torno a r y las cartas del inicio de la demostracién en torno a p y ¢. Entonces, como

(pxy)odory™tiy(W) — R™™,
es una aplicacién entre abiertos de RU™” y R™+" sabemos que es diferenciable si y solo si lo son sus
componentes. Sus m primeras componentes son precisamente ¢ o ¢ o~y y sus n ultimas son o o ¢ o~.
Y estas ultimas, cémo @ o ¢ y o o ¢ son diferenciables, por la definicién de aplicacién diferenciable,
son diferenciables.

3. Veamos que 7 es una sumersion, pues para o se razona igual. En primer lugar, al ser una proyeccién
es claramente sobreyectiva. Ademds, dado un punto (p, q) € M x N, considerando las cartas del inicio

de la proposicién, sabemos que W(p7 q), i =1,...,n + m, forman una base de TipyM X N.
Para cada i = 1,...,m, se tiene que:
P , P | 8(90j07r0(s0><w)*1)
dm ——(a =) (¢ om) = : p),v(q)) =
|(p.a) a(wxw)l( )| (¥7) 8(<,o><w)z( ) (¢’ o) e (e(p), ¥(q))
0 (plop™t) oz7
=—* = — = ;4.
o ) ¥(a) = 55 (0(p), v(@) = by
Por tanto, concluimos que dr|, 4 (W(p, q)) = 3%0’” i =1,...,m, por lo que, sin importar en

quien se manden el resto de elementos de la base de T{, )M x N, dicha base se envia a través de
dr|(p,q) €n un conjunto de generadores de T),M, con lo que es una aplicacién sobreyectiva.

Como o es submersiéon, M x ¢ = 0~ !(q) es una subvariedad de M x N. Igualmente, como 7 es
submersién, p x N = 7~ !(p) es una subvariedad de M x N.

4. Vedmoslo en el primer caso, pues el segundo se razona de la misma manera. Consideremos la seccién
s: M — M x N dada por s(p) = (p, ¢). Utilizando el apartado 2., como 7o s es la identidad y oo s
es constante, s es diferenciable. Nétese que m|arxq = 704, siendo i : M x ¢ — M x N la inclusién,
la cual es diferenciable pues M X ¢ es subvariedad, por lo que 7|arxq es diferenciable. Como ademsés,
mos=1Idyy som|mxg = Id|pmxg, son inversas y, por ello, m|prx4 es difeomorfismo.

Por tanto, concluimos la demostracién de las propiedades de las variedades producto. O

Dado (p,q) € M x N, como M X ¢ es una subvariedad de M x N, a través de la aplicacién diferencial
de la inclusion, di, podemos entender T\, ;)M x q como un subespacio de T{, ;M x N. Para ello, usamos
la notacién:

Tip.pM = dil (p.q) (Tip.)M % q) -

De manera andloga, denotamos:
Tip.yN = dilp.q) (Tip.)p X N) -

Estos subespacios nos permiten hacer una descomposicion natural de los espacios tangentes de la
variedad producto que nos permite escribir todo vector tangente a M x N, de forma tinica, como suma de
un vector “tangente a M” y un vector “tangente a N”.

Lema 4.7.3. Para cada (p,q) € M x N, T(;, ;)M x N es suma directa de T(,, ;)M y T(p, o) N. Ademds, si
v € T(p M (resp. v € T(, 4)N), se tiene que do|(, 4 (v) = 0 (resp. dr|e, q)(v) = 0)
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Demostracién. Comencemos notando que 7|qx n es constante. Por tanto, dr|(, ¢ (T(p,q)N) = {0}. Por otro
lado, d|(,q) es un isomorfismo de T(, oM en T, M, pues 7|nrxq es difeomorfismo. Por tanto, ha de ser
Tip,gM NT(p, )N = {0}. Como la dimensién de T, oM es m, la de T(,, yN es n y la de T(,, M x N es
m + n, utilizando la férmula de las dimensiones para subespacios vectoriales, concluimos que:

T(p,q)M & T(p,q)N = T(pyq)M X N.

Ademds, como o|prxq es constante, concluimos que do|(,, q) (T(p.q)M) = {0}. O

Buscamos ahora trasladar objetos definidos sobre la variedad M de partida a la variedad producto,
de manera que, en cierto sentido, sigan dependiendo solo del valor de la proyeccién 7 de cada punto. Las
mismas definiciones y resultados se pueden dar para levantamientos de N a M x N.

Definicién 4.7.4. Sea f € F(M) (resp. f € F(N)). Se define el levantamiento de f a M x N como
f=fome F(M x N) (resp. f = foo).

Dadop e My v € T,M (resp. ¢ € N y v € T,N), se define el levantamiento de v a (p,q), ¥ como
el tinico vector de T{, ;)M (resp. de T(;, o N) tal que dr|, )0 = v (resp. do|, g0 = v). (Nétese que
dr|(p,q) : Tip,q)M — Tp M es un isomorfismo por ser 7|yrx 4 difeomorfismo)

Dado X € X(M) (resp. X € X(NN)) un campo vectorial, se define su levantamiento a M x N como
la aplicacién X : M x N — T(M x N) tal que X(p,q) es el levantamiento a (p,q) de X(p) (resp. el
levantamiento a (p, q) de X(q)).

Presentamos solo la demostracion del siguiente lema para levantamientos de campos de vectores de M
a M x N pues la prueba para los levantamientos de N a M x N es idéntica.

Lema 4.7.5. Dado X € X(M), se cumple que su levantamiento a M x N, X, es un campo de vectores en
M x N, X € X(M x N).

Demostracion. Sea (p,q) € M x Ny (U x V,(p x 1)) una carta local adaptada de M x N en torno a
(p, q). Podemos expresar localmente:

+

~ min . P mo . noo .
X =2 Xllox 00 gy = LA om) gy + 2 X W o) gy

.
Il

Calculamos, dado (r,s) € U x V:
X(r,s) (‘Pi o 7T) (Ta 5) = d7T|(r,s) (X(r,s)) (Qal) = X(T) (501) .

Como sabemos que X (¢?) € F(M), entonces X (¢' om) = X(¢*) om € F(M x N). Ademés:

X(r,s) (1/11 © 0) (Ir’ 8) = dJl(T,S) (X(T’»S)) (wl) = 0.

Pues, como )N((ns) € T{y,syM, entonces do|<r,s)()~((r75)) = 0. Por tanto, las componentes de X en las cartas
de un atlas de M x N son diferenciables y por ello, X € X(M x N). O

Los dos lemas previos nos permiten concluir que el levantamiento a M X N de un campo de vectores
X € X(M) es el tnico campo de vectores X € X(M x N) que esta m-relacionado con X y o-relacionado
con 0 y que, en particular, este siempre existe.

Definicién 4.7.6. El conjunto de todos los levantamientos de campos de vectores de M (resp. de N) a
M x N se denota £(M) (resp. £(N)).

Nétese que £(M), e igual £(N), es un R-subespacio vectorial de X(M x N), pero no se mantiene
invariante ante el producto por funciones f € F(M x N) cualesquiera, pues estas pueden depender no
solo de la primera componente de cada punto, sino también de la segunda. Asi pues, se podrian tomar
feF(MxN)y X e £(M), levantamiento de X € X(M), de forma que f(p,q1) # 0 f(p,q2) = 0. Asi,
si X(p) # 0, fX'(p, q1) # 0, mientras que fX'(p, q2) = 0. Si fX fuera el levantamiento de YV € X(M),
entonces, como dr |, q,)(fX(p,q1)) = Y (p) = dn|(p,q,)(f X (P, q2)) = 0, absurdo.

FEl siguiente resultado nos permite concluir que los levantamientos se comportan bien con respecto a
los corchetes de Lie.
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Lema 4.7.7. Sean X1, X9, X € X(M) eY1,Y3,Y € X(N) y denotemos por X, X5, X € £(M)y Y1,Y5,Y €
£(N) a sus levantamientos a M x N. Entonces:

1. [X1, Xa] = [X1, Xo] € S(M).

e~

2. [V1,Y5] = [V1,Y3] € £(N).
3. [X,Y]=0.

Demostracion. La demostracién de los apartados 1. y 2. es muy similar, por lo que solo probaremos el
primero.

1. En primer lugar, nétese que, como Xl,ffg estan o-relacionado con 0, entonces, [Xl,Xg] estd o-
relacionado con [0,0] = 0. Ademés, como X 1, X5 estn m-relacionado con X; y X3, respectivamente,
[f(l, XQ] estd m-relacionado con [X7, X2]. Por tanto, [f(l, Xg] es el tinico campo de vectores en M x N
que estd o-relacionado con 0 y w-relacionado con [X;, X2] por lo que concluimos el resultado.

3. Como X estd m-relacionado con X e Y esté 7-relacionado con 0, entonces [X, Y] est4 m-relacionado
con [X,0] = 0.
Del mismo modo, como X estd o-relacionado con 0 e Y estd o-relacionado con Y, entonces [X' , Y]
estd o-relacionado con [0,Y] = 0.

Por tanto, para cada (p,q) € M x N, [f(,f’](p, q) € Tip,gy M N Ty, )Ny, por tanto, es nulo.
]

El siguiente lema nos permite comprobar facilmente la diferenciabilidad de algunas aplicaciones de uso
comun.

Lema 4.7.8. Sean M, P variedades diferenciables e I C R convexo abierto. Consideremos la estructura
de variedad diferenciable producto en M x I. Entonces, si f: M x I — P es diferenciable, la aplicacién
4. M x I — TP dada por
d
Vo, 5) = (o),
donde a,(s) = f(p, s).

Demostracion. Sea (po, so) € M x I y consideremos (U x J, (¢ x Id)) una carta local adaptada en torno
a (po, So), donde en la segunda componente podemos tomar la identidad, al ser una carta global de I.
Consideremos (V1) una carta local de P en torno a f(pg,sp) y consideremos la carta local que esta
induce en TP, (V, 1[)) Por la definicién de la derivada de una curva, para cada (p,s) € U x J:

d(W oap) 5

df
= pram O

g Pr) (W) = a(s) (v) =

Asi pues, en coordenadas respecto de las cartas locales elegidas

qﬁo%o@p X Id)_1 (z,t) = (wl(a@qz)(t), . ,¢k(a¢—1(r) (1), %(gp‘l(x),s) (z/)l) ,...,Z—J;(Lp_l(x),s) (wk)) =
1OO( -1 koa -1
— <¢1 ofolexId) " (z,s),...., %0 fo(pxId ™" (x,s)7W(s)7...,W(s)> =

o o - kO o -
B (wlofO(wxfd)1,.--,wk0f0(soxfd)1»a(wl ! a(fxm) 1)""’6@) ! ;;wa 1)>7

donde k es la dimensién de P. Asi pues, comprobamos que como todas las componentes de esta composicién
son diferenciables al serlo 1" o f o (¢ x Id)_1 para todoi=1,...,k. O

Consideremos ahora (M, gar) v (N, gn) dos variedades diferenciables semi-Riemannianas. A partir de
los tensores métricos de M y N y, gracias a las proyecciones m y o, podemos dotar a M x N de una
estructura de variedad semi-Riemanniana, gracias al siguiente lema:
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Lema 4.7.9. Definamos en M x N el tensor:

g=1"(gm) + 0" (gn)-

Entonces g es un tensor métrico en M x N que la dota de estructura de variedad semi-Riemanniana.
Ademés, se cumple que ind(M x N) = ind(M)+ ind(N).

La demostracion de este resultado surge como un caso particular del Lema 5.0.2, por lo que no se
realiza. Ndtese que, gracias a la segunda de las propiedades, podemos concluir que el producto de dos
variedades Riemannianas es de nuevo una variedad Riemanniana.

Notese que ya hemos trabajado con algunas variedades producto a lo largo del trabajo. Los espacios
semieuclideos R}, si bien han sido introducidos dotando a R"™ de una variedad de estructura diferenciable
directamente, es sencillo comprobar que se pueden construir a partir de R' y R como las siguientes
variedades semi-Riemannianas producto:

n

-V v
R =R!' x -~/ xR xR} x --- x Ri.
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5. Productos warped

Los productos warped son una generalizacion de las variedades producto semi-Riemannianas. Estos
consisten en definir sobre una variedad producto M = B x F' un tensor métrico que deforme cada una de
las fibras p X F' expandiéndolas o contrayéndolas de acuerdo con una funcién warping f en B (de ahi el
nombre “warped”, deformado en inglés).

En esta seccién estudiaremos sus propiedades bésicas y como se relacionan las subvariedades p x F'y
B x qde M con F y B respectivamente. Ademads, estudiaremos la conexion entre las conexiones de Levi-
Civita en las variedades B y F' y en M, asi como de las geodésicas y la curvatura. Para ello, seguiremos
los resultados expuestos en el Capitulo 7 de [17].

Estas variedades fueron propuestas en primer lugar por Bishop y O’Neil en [2] como una herramien-
ta para construir variedades Riemannianas con curvatura negativa. También resulta que algunos de los
modelos cosmoldgicos mas sencillos para la evolucién del Universo, los espacios Robertson-Walker que
estudiaremos en la siguiente seccién, son precisamente productos warped.

Comenzamos dando la definicién de estas variedades semi-Riemannianas y estableciendo la notacién
que se seguird a lo largo de toda la seccién.

Definicién 5.0.1. Sean B, F variedades semi-Riemannianas de dimensiones n y d, respectivamente, y sea
f € F(B) una funcién estrictamente positiva. Se denomina producto warped, M = B x F' a la variedad
diferenciable producto B x F' dotada del tensor (0,2)

g=7"(g8) + (fom)c* (gr),

donde gp y g son los tensores métricos de B y F, respectivamente, y w: M — B, 0 : M — F son las
proyecciones candnicas de la variedad producto M. Se dice que B es la base de M y F su fibra.

Usaremos la notacién habitual (,) para denotar el tensor métrico y la conexién de Levi-Civita tanto
de M como de B. En aquellos casos en que pueda generarse confusion, utilizaremos un subindice para
distinguirlos. Denotaremos por (,) al tensor métrico de F' y por V a su conexién de Levi-Civita.

Notese que en el caso en que f = 1 se recupera la definicién de variedad producto semi-Riemanniana
dada en la Seccién 4.7. Por tanto, todos los resultados que presentamos en este capitulo pueden ser
particularizados al estudio de variedades semi-Riemannianas producto.

Lema 5.0.2. En las condiciones de la definicién anterior, g es un tensor métrico sobre M, lo que la
convierte en una variedad semi-Riemanniana. Ademds, ind(g) = ind(gp)+ ind(gr).

Demostracion. Por la simetria de gp y gr, es inmediato comprobar que g es simétrico. Sea (p,q) € B X F
y sean v, w € T, ;B X F'. Entonces se tiene por definicién de producto warped que:

g(v,w) =7 (gp)(v,w) + f*(p)o” (v, w) = gp (dn(v), dr(w)) + F*(p)gr (do(v),do(w)).

Supongamos que g(v,w) = 0 para todo w € T{, 4y BxF'. Recordemos que T(,, o) BXxF = T{;, o) B&T(p, ) F,
usando la notacién introducida en la Subseccién 4.7. Asf pues, en particular, para todo w € T(, o) B, se
tiene que g(v,w) = 0y como do(w) = 0, esto implica por el célculo anterior que:

g9p (dr(v),dr(w)) = 0.

Como dr es un isomorfismo entre 7\, ) B y T, B, entonces, gg(dr(v),z) = 0 para todo z € T, B y, por
ser gp no degenerado, dr(v) = 0.

Del mismo modo, si w € T(,, o) F, como dr(w) = 0, concluimos que:

2(p)gr (do(v),do(w)) =0

Como f?(p) > 0, y, ademds, do es un isomorfismo entre T, F' y Ty F, entonces podemos concluir que
gr(do(v), z) = 0 para todo z € T, F' y, por ser g no degenerado, do(v) = 0.
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Por tanto concluimos que, siendo v = vy + vp con vy € T, B y v2 € T(p ) I, como dr(v) = dr(vy) =0,
entonces v; = 0 y, por un motivo anélogo, v, = 0, por lo que v = 0 y por tanto, g es no degenerado en
(p,q). Como el punto (p,q) € M tomado era arbitrario, se concluye el primer resultado.

Consideremos ahora €y, ..., €, base ortonormal de T,M y &}, ..., €, base ortonormal de T,N. Considere-
mos sus levantamientos a (p, q), €1,...,€, ¥ €], ..., ey, respectivamente. Como dr|p,q)T(p M — T, M
es un isomorfismo lineal, ey, ..., e, son una base de T{, oM. Por idénticos motivos, e1,..., e} son base de
T(p,y)N, con lo que, por las propiedades de la suma directa de espacios vectoriales, ey, ..., en,€],..., €}
es base de T(, M x N. Por tanto, e1,...,ep, ﬁe’l, ey ﬁe& también sera base de T, yM x N y, un
célculo directo, permite comprobar que es ortonormal. Ademas,
gleier) = gp(Ene)  g(oe), ——el) = gp(&), &)

(3 1) — 1y “1 i i) R

’ fo) 7 fp) I
paratodoi=1,...,ny j=1,...,d, con lo que se concluye la segunda afirmacién. O

La segunda afirmacion del lema anterior nos permite concluir que, al igual que ocurre con el producto
de variedades, el producto warped de dos variedades Riemannianas es de nuevo una variedad Riemanniana.

Introducimos ahora los dos tipos de subvariedades més relevantes de los productos warped, en cuyo
estudio nos centraremos a lo largo de la presente seccion.

Lema 5.0.3. Sea M = B x; F un producto warped. Entonces, las fibras, es decir p x F' = 7~ !(p), y las
hojas, es decir, B x ¢ = 0~ 1(q), son subvariedades semi-Riemannianas de M.

Demostracion. En primer lugar, de acuerdo con lo establecido en la Subseccién 4.7, como la estructura
diferenciable de M es la de variedad producto, sabemos que las fibras y las hojas son subvariedades de M.

Para ver que son subvariedades semi-Riemannianas, hemos de ver que el pullback a través de la inclu-
sion del tensor métrico de M es un tensor métrico sobre las fibras y las hojas.

Sea p x F una fibra, j : p Xx FF — M la aplicacién inclusién y sea q € F. En primer lugar, nétese
que j*g serd un tensor de tipo (0,2). Sean v,w € T{;, 4p X I’ vectores tangentes a la fibra que identifica-
mos con dj(v) y dj(w), respectivamente, para simplificar la notacién. Entonces, por las propiedades de las
variedades producto, sabemos que dr(v) = 0 = dr(w). Asi pues:

7 g(v,w) = g(v,w) = f*(p)gr (do(v), do(w)).

A partir de esta expresién es claro que j*g es simétrico. Supongamos que j*g(v, w) = 0 para todo w €
T(p,qp % F. Entonces, como f?(p) > 0y do es isomorfismo entre T{, . F (que identificamos via dj con
Tip,q) X F) y Ty F, sabemos que gr(do(v),z) = 0 para todo z € T F' y razonando como en demostracion
del lema previo, concluimos que v = 0, por lo que j*¢g es no degenerado y por ello un tensor métrico sobre
la fibra. El razonamiento para las hojas es totalmente analogo. O

Observacion 5.0.4. Al igual que se ha hecho en la prueba del resultado previo, en el resto del trabajo
se identifica el subespacio T\, ) F de T(, )M con el espacio tangente a la fibra p x F' en ¢, asf como los
vectores tangentes a la fibra con sus vectores tangentes a M j-asociados. Las mismas consideraciones se
aplican a las hojas.

Pasamos ahora a dar una caracterizacién de las variedades semi-Riemannianas definidas sobre M =
B x F que son productos warped, a partir de la relacién de las fibras y las hojas entre si, asi como con B
y F.

Proposicién 5.0.5 (Caracterizacién de los productos warped). Sea M = B x; F' un producto
warped. Entonces se cumple lo siguiente:

1. Para todo q € F' la aplicacién m|px, es una isometria con B.
2. Para todo p € B la aplicacién o|,xr es una homotecia con F con coeficiente f%(p).

3. Para todo (p,q) € M la hoja B x q y la fibra p x F son ortogonales en (p, q).
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De hecho, si M = B x F' es una variedad semi-Riemanniana, cumpliendo 1, 2 y 3 para cierta funcién f
diferenciable y estrictamente positiva en B, entonces M es un producto warped con funcién warping f.

Demostracion. Probemos en primer lugar los asertos 1, 2 y 3:

1. Sea B x g una hoja de M y consideremos 7 : B X ¢ — B, la cual sabemos que es un difeomorfismo
por las propiedades de las variedades producto. Ademads, dado p € B y dados v,w € T(, B, como
do(v) =0 = do(w), se tiene que

g(v,w) = gp(dn(v), dw(w)),

de donde se deduce, como 7 es difeomorfismo y, por ello, dr isomorfismo entre T(, ) B vy T, B, que
dm es una isometria.

2. Sea p x F una fibra de M y consideremos ¢ : p x F — F', la cual sabemos que es un difeomorfismo.
Dado g € F' y dados v,w € T(y, o F, usando que dr(v) = dr(w) = 0, se concluye que:

g(v,w) = f2(p)gr (do(v), do(w)) = gF (do(v), do(w)) = v, w).

1
fT(mg(

Usando la definicién de homotecia, como ya sabemos que do es isomorfismo entre T(, F' v Ty F,
pues o es difeomorfismo, se concluye el resultado.

3. Sea (p,q) € M y sean v € T, ) B, w € T(p, o F'. Entonces:

0
9(v,w) = g (dr(v), deboT - F2(p)gr (ot do(w)) = 0.

Probemos ahora el reciproco. Supongamos que g es un tensor métrico sobre M de forma que se cumplen
1, 2 y 3 para cierta funcién f diferenciable y estrictamente positiva sobre B. Por las propiedades de la
estructura de variedad diferenciable producto de M sabemos que, para todo (p,q) € M:

Tip,g)M =Tip,q) B S Tip,q) F'

Sean v, w € T(p,q)M, entonces v = vy + vy, W = w1 +wso para ciertos vy, w; € T(p,q)B Y Vg, Wy € T(p’q)F.
Asi pues, usando la bilinealidad del tensor métrico de M en la primera igualdad y la propiedad 3. de
ortogonalidad entre las fibras y las hojas en la segunda igualdad

g(v,w) = g (v, w1) + g (v2,w1) + g (v1,w2) + g (v2,w2) =

=g (vi,w1) + g (v2,w2) =
= gp (dr (v1) ,dm (w1)) + f2(p)gr (do (v2) , do (ws)) = gp (dm (v) ,dx (w)) + f*(p)gr (do (v) ,do (w)),

donde se han usado las propiedades 1. y 2. de las fibras y las hojas en la tercera igualdad, asi como que
dm (v1) = dm(v), do (v2) = do(v) y andlogo para w. Asi pues, comprobamos que la expresién de g es la de
una estructura de producto warped sobre M con funciéon warping f. O

Corolario 5.0.6. Sea M = B x¢ F y sea (p,q) € M. Entonces se cumple que:

1

1
(T F) " = Tip.g) B, (T B) ™ = Tp.p F

p.q

Demostracion. La contencién D es consecuencia inmediata de la proposicién anterior en ambos casos.
Usando las propiedades de los subespacios ortogonales con respecto a la contencién, asi como que el
ortogonal del ortogonal de un subespacio es él mismo

1 1
Tip,q) B = ((T(p,q)B)L) < (T(p-,q)F> )

con lo que se concluye el resultado. O

A continuacién exponemos un resultado que caracteriza un tipo especial de isometrias de un producto
warped en si mismo, las que provienen del producto de una aplicaciones de B y F' en si mismos.
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Proposicién 5.0.7. Sean ¢ : B — B y ¢ : ' — F aplicaciones diferenciables. Consideremos la
aplicacién producto:

opxY: M=BxyF— Bx;F
(p, @) — (o(p), ¥(q))-

Se cumple que, si B, F son conexas, ¢ X 1 es una isometria si y solo si ¥ es una homotecia positiva
con coeficiente 1/C'y ¢ es una isometria tal que fo ¢ = Cf.

Demostracion. En primer lugar, nétese que:

mo(pxp)=¢om, co(pxy)=vo.0

= Supongamos en primer lugar que ¢ x ¢ es un isometria. Sean x,y € 1), B y sean Z, § sus levantamiento
a M. Entonces se tiene que d(¢ X 1)(Z) es el levantamiento de d¢(x), pues

do (d(¢ x 1)(z)) = d (0 o (¢ x ¥)) (7) = dy (do(2)) = 0,
dr (d(¢ x ¥)(2)) = d (7o (¢ x ¥)) (2) = dp (dn(Z)) = dp(z),
donde hemos aplicado la regla de la cadena. El mismo resultado es valido para y. Asf pues
(z,y) = (2,9) = (d(¢ x ¥) (%),d (¢ x ¥) (§)) = (dnd (¢ x ¥) (2), drd (¢ x ¥) (§)) = (d(x), dd(y)) ,
donde hemos utilizado que d(¢ x ¥)(i) es horizontal e igual para y. Por tanto, concluimos que ¢ es

isometria.

Consideremos ahora v, w € ToF' y sean ¥, w sus levantamientos a M en un punto (p, ¢). Razonando
igual que antes se concluye que d(¢ X 1)(0) es el levantamiento de diy(v) e igual para w (y en
particular son verticales). Asi pues

L) = - 0 D)) =
(v,w): <”U,’U)>— fg(p) <d(¢><¢)( )’d(¢xw)( )>

_M g v o I _M v w
= gy (A (9 ) (1), dod (6 x ) () = e (i (w), d(w)),
*(

como esta igualdad ha de darse para todo p, entonces ha de ser fff(%)) = C? una constante (por

conexién). Asf pues 1 serfa una homotecia de coeficiente 1/C'.

= Probemos ahora la otra implicacién. Veamos que ¢ X ¢ es isometrfa. Sean a,b € T, )M y hagamos
la descomposicién a = £+ 9 y b = ¢+ w con T,y horizontales y v, w verticales. Entonces se tiene que
utilizando la misma notacién que en la implicacién anterior y las hipétesis del enunciado:

<a7b> = (x,y> + f2<p) (va) =

= (d0(a), db(y)) + *(p) g (Wb (v), du(w)) =

I*(p) 12(6(p) ; ) —

— (drd (¢ x ) (a), drd (6 x ) (1)) + F2(6(p)) (dord (¢ x ) (a), dod (& x ¥) (b)) =
= (d(¢ x ¥)(a), d(6 x ¥)(0)).

= (dmd (¢ x ) (), drd (¢ X ) (§)) +

Donde hemos utilizado que:
drd (¢ x ) (2) = d¢ (dn(Z)) = d¢ (dr(a)) = drd (¢ x ) (a),

y analogo para b y las proyecciones por o.
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Cabe mencionar que en [17] este resultado estd propuesto como ejercicio en el Tema 4. No obstante,
en dicho enunciado existe un error pues, se asegura que el resultado es cierto exigiendo que 1 sea una
isometria en lugar de una homotecia, como hemos comprobado que sucede.

Los resultados que obtendremos a lo largo de la seccién nos muestran que la geometria de las hojas es
muy similar a la de B, pero que la de las fibras presenta mayores diferencias con la de F' (en particular
su tensor de forma serd no nulo, al contrario que en las hojas). Por eso, centraremos nuestra atencién en
estas ultimas y utilizaremos la misma notacién que al considerar las fibras como subvariedades de M.

Definicién 5.0.8. Sea M = B x F. Se dird que los vectores tangentes a las hojas son horizontales y que
los vectores tangentes a la fibras son verticales. Se denotard por norm a la proyecciéon ortogonal de T, o) M
en T(, B y por tan a la proyeccién ortogonal sobre T{, ;) F'. La misma terminologia seré vélida para los
campos de vectores.

Se denotard al tensor de forma de las fibras por II.

Notese que, como la estructura diferenciable de M es la de una variedad producto, los levantamientos
de campos de vectores a By F, £(B) y £(F), respectivamente, seguirdn siendo muy ttiles. Por lo general,
se utilizard la misma notacion para un campo de vectores sobre B o F' y su levantamiento para evitar
complicar la notacion.

El siguiente resultado que pretendemos demostrar es la relacién entre las conexiones de Levi-Civita
en M, By F. En dichas expresiones aparecera el gradiente de la funciéon warping y por ello es 1til tener
en cuenta el siguiente resultado que nos permite trabajar en M de forma equivalente con el pullback de
grad(f) o con grad(f o).

Lema 5.0.9. Sea h € F(B). Entonces el gradiente del levantamiento de h a M, h o, es el levantamiento
del gradiente de h en B a M.

Demostracion. Hemos de comprobar que grad(h o m) es un campo de vectores horizontal que estd 7-
relacionado con grad(h).

Para lo primero, de acuerdo con la caracterizaciéon de los productos warped dada anteriormente, basta
con ver que grad(h o) es en cada punto de M ortogonal a todo vector tangente vertical. Sea (p,q) € M
y sea v € T(;, oI un vector tangente vertical. Entonces

(grad(hom),v) =v(hom)=dr(v)(h) =0
, pues dm(v) = 0 al ser vertical. Por tanto grad(h o ) es horizontal.

Veamos que dr (grad(hon)) = grad(h). Para ello, consideremos x € T, 4B un vector tangente a M
horizontal cualquiera. Como z es horizontal, por la definicién del tensor métrico en un producto warped

{dm (grad(hom)),dr(z)) g = (grad(h o m),x) )y = x (hom) = dn(x)(h) = (grad(h),dr(z))p ,

donde hemos usado subindices en el producto escalar para indicar la variedad cuyo tensor métrico consi-
deramos. Como esta igualdad se tiene para todo elemento de T{, ,B y dm es un isomorfismo entre dicho
espacio vectorial y T, B, entonces, para todo v € T,,B:

(dm (grad(hom)),v) g = (grad(h),v) 5,
y por ser el tensor métrico de B no degenerado:
dm (grad(hom)) = grad(h).
Por tanto, se concluye el resultado. O

El siguiente resultado da la forma de calcular la conexién de Levi-Civita en M a partir de las conexiones
de Levi-Civita en B y en F, asi como a partir de f y su gradiente. En particular, el primer apartado
prueba que la segunda forma fundamental de las hojas en un producto warped es nula y justifica que se
haya utilizado la notacién habitual II solo para las fibras.

Teorema 5.0.10. Sea M = B xy F y sean X,Y € £(B), V,W € £(F). Entonces se cumple que:
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1.

2.

3.

4.

DYY € £(B) es el levantamiento de DYY.

DxV =Dy X = WV

normDy W =II(V,W) = — <‘;’K> grad(f o).

tan Dy W € £(F) es el levantamiento de Vi .

Hemos usado superindices para la conexién de Levi-Civita alld donde podrian ocasionarse dudas de cual
se considera, si la de M o la de B.

Demostracion. En toda la demostracién identificaremos los campos de vectores horizontales y verticales
con sus proyecciones en B y F, respectivamente.

1.

En primer lugar, nétese que, por las propiedades de las variedades producto, [X,V] =[Y,V] =0y,
ademds, por definicién del tensor métrico en M, (X, V) = (Y, V) = 0. Por tanto, usando la férmula
de Koszul:

2(DYY,V) = —V (X,Y) + (V,[X,Y]).

Ademds, de nuevo por las propiedades de las variedades producto, sabemos que [X, Y] es el levanta-
miento del corchete de los correspondientes campos de vectores en By, en particular, es horizontal,
por lo que el segundo sumando es nulo. Ademds, como X, Y son levantamientos de ciertos campos
de vectores de B, (X,Y) = (dn(X),dn(Y)) es constante sobre cada una de las fibras de M, al serlo
dm(X),dn(Y). Por tanto, (X,Y) = h o x para cierta funcién h € F(B). Por tanto:

V(X,Y)=V(hor)=dr(V)(h) = 0.

Como este resultado es cierto para todo campo de vectores vertical, concluimos que DY es horizontal
y coincide con tan DYY". Por tanto, de acuerdo con el Lema 4.6.12, DYY = DY**Y para cada ¢ € F.
Utilizando que 7 es una isometria de cada hoja de M en B y que estas respetan las conexiones de
Levi-Civita:

dr (DYY) = Dgﬂ(x)dw(Y).

Por definicién de levantamiento se concluye el resultado.

. Como [X, V] =0, por las propiedades de la conexién de Levi-Civita:

DxV = Dy X.

Usando de nuevo las propiedades de la conexién de Levi-Civita:

(DxV,Y) =X (VY) = (V,DxY).

De acuerdo con 1, DxY es horizontal y por ello el segundo sumando es nulo. Como el (V,Y) = 0,
entonces se concluye que (DxV,Y’). Como esto es cierto para todo campo de vectores horizontal Y,
se tiene que DxV es vertical.

Por otro lado, como [X, V] =0=[X, W]y (X,V) =0 = (X, W), utilizando la férmula de Készul:

2<DXV,W> = X<V7W> - <X7 [Va W]> =

=2(DxV,W) = X (V,W) = X (fom)* (V,W)oo+ (fom)’ X (V,W)oo) =

X
=2(fom) X (Fom) (VW) oo+ (fom)do(X) (VW) = 22 L 20 ()
™
Como [V, W] es vertical, el segundo sumando tras la primera igualdad es nulo. Por otro lado, usando
la definicién del tensor métrico en M, (V,W) = (f o7)* (V,W) o o, de forma que usando la regla de
Leibniz, se obtiene la cuarta igualdad. Finalmente, hemos utilizado que do(X) = 0.
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Como esto ocurre para todo campo de vectores vertical W, por ser los subespacios de los vecto-
res tangentes verticales de M en todo punto no degenerados y teniendo en cuenta que DxV es
vertical, podemos concluir que:

X(fom)
DxV = V.
for
En futuras ocasiones prescindiremos de la mencién explicita a la composicién con 7 cuando no sea

relevante.

3. Usando de nuevo que (W, X) = 0, asi como las propiedades de la conexién de Levi-Civita, se tiene
que:

(V. W)
for

form <V’W>:_

X(fow)V>:_X(f°7T) (grad (f o), X).

(DvW, X) = —<WDVX> = _<VV’fo7r

Como esto sucede para todo campo de vectores horizontal, X, podemos concluir de forma anéloga
al punto anterior y se tiene que, como normDy W es en cada punto la proyeccion de Dy W sobre el
subespacio de los vectores tangentes horizontales, no degenerado:

(V.w)

fom

normDy W = grad(f o).

4. Por definicién de la proyeccién tan, se tiene que tan Dy W estd w-relacionado con 0. Ademas, por el
Lema 4.6.12
tan DYy W = DY W,

para cada p € B. Como o es una homotecia entre cada fibra y F' y, por tanto, conserva las conexiones
de Levi-Civita, D" W estd o-relacionado con VyW con lo que se concluye el resultado.

Asi queda caracterizada la conexién de Levi-Civita en los productos warped. O

Corolario 5.0.11. Las hojas, B x ¢, de un producto warped M = B Xx; F son totalmente geodésicas,
mientras que las fibras, p X F', son totalmente umbilicales.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de los puntos 1 y 3 de la proposiciéon anterior, teniendo en
cuenta que grad(f) es un campo de vectores horizontal. O

Ejemplo 5.0.12. Sea M la subvariedad de R?® que se obtiene al hacer girar una curva plana (que sea a su
vez una variedad diferenciable) C' contenido en el semiplano {(x1, 72, 23) € R3 : 29 = 0, x7 > 0} alrededor
del eje 3. Dotémosla de la estructura de subvariedad Riemanniana de R3 con la estructura Riemanniana
habitual.

I (1)

Figura 5: Representacién de una superficie de revolucién en R?, junto con la warping function correspon-
diente.
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Igualmente, consideremos C' (en el plano x1,x3) y S' como subvariedades Riemannianas de R? con la
estructura Riemanniana habitual. Sea f : C' — R la aplicacién (diferenciable) que da la distancia de C' a
la recta z; = 0, es decir, su distancia al eje 3. Veamos que M es isométrico a C' x ¢ S.

Para ello, consideremos la aplicacién:
Y:C xSt — M

((z1,23),€") — (zq cost,x sint, x3) .

Usando las propiedades de la topologia de subespacio, asi como que las proyecciones y las funciones
seno y coseno son continuas, se comprueba que v es continua. Adem4s, existe su inversa y es

o) = (V) (i o))

\/xQ—i—yQ’ \/m2+y2

la cual es de nuevo continua, pues la distancia de C al eje z = 0 es siempre estrictamente positiva. Por
tanto comprobamos que % es un homeomorfismo.

Dado un punto de p = ((z1,23),€) € C x; S!, consideramos

a:1—C
s — (a1(s), a3(s)),

parametrizacién de C entorno a (z1,x3). Consideramos las coordenadas locales entorno a p y ¥(p), res-
pectivamente, dadas por:

¢1:Uy =1 x (a,b) — C xS ¢ : Uy =1 x (a,b) — M

(s,t) — (as),e™), (u,v) — (a1 (u) cosv, g (u) sinwv, ag(u)) .

Es claro que ¢ = 1) 0 ¢1. Como esto se cumplird para todo punto de C x ¢ S, concluimos que efectiva-
mente ¢ es diferenciable, asi como su inversa, pues entorno a cada punto de la salida y la llegada existen
coordenadas locales en las que al expresar 1, es la identidad y por ello diferenciable. Asi pues, 1 es un
difeomorfismo. Veamos que, de hecho, es una isometria. Para ello, usando la notacién habitual para los
campos de vectores tangentes asociados a las coordenadas locales ¢ y ¢2, expresamos dichos campos en
la base estandar de R* y R3, respectivamente, tras identificar los espacios tangentes en cada punto de R*
y R3 con los propios espacios e ver via la diferencial de la inclusién los espacios tangentes a C x f Slya
M como subespacios vectoriales suyos:

0 0
s (o (s),a3(s),0,0), prie (0,0, —sint, cost),
S
a ! ! . / a .
9 (] (u) cos v, oy (u) sinv, ag(u)), B0 (—ay (u) sinw, a (u) cosv,0).
Asi pues, como ¢51 o o ¢y = Id, es claro que dy envia % y % en % y %, respectivamente.

Podemos comprobar que el tensor métrico al actuar sobre los elementos de la base asociada a ¢, no se
modifica debido a @ y por ello 1 es una isometria. Notese que una vez que tenemos las expresiones de
los vectores tangentes en términos de las bases candnicas de R™ con n = 3,4, para M el producto escalar
se hace multiplicando componente a componente. Para hallarlo en C' x ¢ S! se calcula el producto escalar
componente a componente de las dos primera y las dos tltimas componentes y se suma, multiplicando
primero el producto escalar de las dos ultimas componentes por la funcién warping f = (a1)2 + (a3)2.

T ON () + (), —, = )=0l 5 B0 = ()" + (a3)”,
(o) (%) ()
(g ) = (@) + ()", (o) =° (o) = o0 o

11 =




5 PRODUCTOS WARPED

5.1. Geodésicas en productos warped

Nos encargamos ahora del estudio de las geodésicas. Consideremos M = B x s F' un producto warped y
sea 7y una curva en M. Al igual que en toda variedad diferenciable producto, podemos estudiar v a partir

de sus proyecciones en B y F"
V(s) = (als), B(s)).

Buscamos caracterizar cuando 7y serd una geodésica en funcion del comportamiento de o y 8. Nétese
que, gracias a que tanto las isometrias como las homotecias conservan las geodésicas, sabemos que « es
geodésica en B si y solo si («, q) es geodésica en B x ¢ para todo ¢ € F' y, andlogamente, 8 es geodésica
en F' siy solo si (p, 8) es geodésica en p X F para todo p € B. Cabe mencionar que se ha completado la
demostracién del resultado principal, proporcionada por O’Neil en [17], donde no se considera el caso en
que pueda haber geodésica en F' cuyo campo de velocidad sea siempre luminoso.

Teorema 5.1.1. En las condiciones anteriores, v es una geodésica si y solo si se cumplen las dos siguientes
condiciones:

Lo = (8,5 (f ca)grad(f).

—2 d(fo
9 6//:]%72(1 ();804)6/.

Donde las derivadas de o y 8 se toman en B y F', respectivamente.

Demostracion. Como la propiedad de que una curva sea una geodésica es local, se puede probar traba-
jando en un entorno de cada punto, nos centraremos en el estudio de un entorno arbitrariamente pequeno
entorno a s = 0.

Comencemos notando que, como w oy = a o7 y de forma anédloga o oy = 5 o g, se tiene que

dm (7'(s)) = o'(s)do (v'(5)) B'(s),

por lo que la proyeccién ortogonal de 7/(s) sobre el subespacio de los vectores tangentes horizontales
es el levantamiento a M de o/(s) y la proyeccién ortogonal sobre los vectores tangente verticales es el
levantamiento a M de f3/(s). Distinguimos varios casos:

1. Supongamos en primer lugar que 4/(0) no es ni vertical ni horizontal. Entonces, por el comentario

previo, o/ (0) # 0 # 5/(0).

De acuerdo con el Lema 3.3.2, restringiendonos al estudio de un intervalo entorno a s = 0 sufi-
cientemente pequenio, podemos suponer que « es una curva integral de cierto campo de vectores en
B, X, y que (8 es curva integral de un campo de vectores en F', V. Denotamos también por X y V
a los levantamientos horizontal y vertical, respectivamente, de dichos campos. Entonces, a partir del
comentario inicial de la proposicién, 7’ esté m-relacionada con X y o-relacionada con V, por lo que
v es curva integral de X +V en M.

Al ser cada espacio tangente suma directa del subespacio de los vectores tangentes horizontales
y el de los verticales, 4" = 0 si y solo si lo son tanv” y normy”. Como en el intervalo en que traba-
jamos v coincide sobre la curva con un campo de vectores en M, por las propiedades de la derivada
covariante:

’}// = Dx+v(X + V) =DxX+ Dy X+ DxV + DyV.

Usando el Teorema 5.0.10, sabemos que:

X v,V
Dy X +DxV = QTfV, tan Dy V = VyV, normDyV = —< jf >grad(f).
Teniendo en cuenta que Dx X es horizontal, asi como grad(f), v = 0 si y solo si
/8% X
tany” = Dx X — 7f grad(f) =0, normy” = ZTfV +VyV =0,

cuando ambas expresiones se evalian sobre la curva v (ndtese que no se estdn explicitando los
levantamientos de los campos ni de la warping function para aligerar la notacién). Por otro lado,
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5 PRODUCTOS WARPED

trabajando en B y F, como o y 8’ coinciden con un campo de vectores en un entorno de s = 0 en
dicho entorno:
DXX = CKH, VVV = ﬂ

Utilizando que estas igualdades también se daran para los correspondientes levantamientos de los
campos de vectores a M, asf como que (V, V) = f2(V,V), se concluye el resultado.

. Supongamos ahora que 7'(0) es horizontal (en particular consideramos la posibilidad de que sea 0).

En primer lugar, si v es geodésica, entonces, como las hojas son geodésicamente completas, v estd
contenida en B x $(0) en un intervalo entorno a 0. Por tanto, 3 es constante y, en particular,
" =0=p"y (fP) =0. Ademds, o' = 0 pues v = («, 5(0)) es geodésica en B x (0) por las
propiedades de las subvariedades totalmente geodésicas y la isometria 7 de dicha hoja en B manda
v en o y conserva las geodésicas. Por tanto, comprobamos que se cumplen 1 y 2.

Reciprocamente. Supongamos que se cumplen 1 y 2. Veamos que se tiene que (f o a)4 (8',8") = cte.
Usando las propiedades de la derivada covariante y 2:

3d(f°@) 4 d(B,p)

(B8 + (foa) ———=

L ((Foa) (9.8)) =4(foa) .

3d(f°04)

—4(foa) (B,8)+2(foa) (8",8) =

(f @) 2 d(foa),

@)+ oa) (- 2y ) ) —o

Como £'(0) = 0, concluimos que (f o a)2 (8,8") = 0. Como f es estrictamente positivo, ha de ser
(8,8") = 0 en el intervalo de trabajo y, por tanto, por 1, &’ = 0, con lo que « es geodésica.

—2anf(

Notese que, si expresamos 2. respecto a los campos de vectores asociados a una carta local, se
obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden para las componentes de
B, con término no homogéneo nulo. Las componentes de 8 son solucién de dicho sistema de EDOs
cumpliendo 8'(0) = 0 y las componentes de la curva constante igual a 5(0) son también solucién del
mismo problema de Cauchy de valores iniciales, por la unicidad de solucién de los mismos, en un
intervalo J en torno a 0, ambas soluciones han de ser la misma.

Asi pues v = («, 8(0)). Como « es geodésica en B y las isometrias conservan las geodésicas, 7 lo serd
en B x 8(0) y, por las propiedades de las subvariedades geodésicamente completas, es geodésica en
M.

. Supongamos finalmente que 7'(0) es vertical y no nula.

Supongamos que v es geodésica y distingamos dos casos:

s Si grad(f) = 0 en p = «a(0), entonces, la fibra p x F' seria totalmente geodésica por el Teore-
ma 5.0.10 y v permaneceria en p X F' en un intervalo entorno a 0 y, como - es geodésica en M,
lo serfa en p x F. En particular « serfa constante y o/’ = 0, con lo que 1 se cumplirfa. Adema4s,
como « es constante, también lo es f o a y el lado derecho de 2 es nulo. Como v = (p,3) es
geodésica en p X F', usando que las homotecias respetan las geodésicas, f es geodésica y el lado
izquierdo de 2 también se anula.

= Supongamos ahora que grad(f) # 0 en p. Como ~/(0) # 0 entonces v no es constante. Supon-
gamos que existe un intervalo en torno a s = 0 en que v permanece en p X F. En particular o
es constante y o/’ = 0. Ademds, « es vertical en dicho intervalo. Usando el Lema 3.3.2 existe
un campo de vectores V en I tal que 5 es curva integral suya y = serfa curva integral de su
levantamiento, que denotaremos también V. Asi pues, usando las propiedades de la derivada
covariante y el Teorema 5.0.10:

V,V)
f

grad(f).

0 = norm~y” = normDy V = —

116



5 PRODUCTOS WARPED

Como grad(f) es no nulo, concluimos que (V,V) = 0y, por ello, (8’,8") = 0, con lo que se da
la igualdad 1. Por otro lado
0=tan DyV = VvV = 3",

d(fow)

= = 0.

con lo que concluimos que (3 es geodésica y 2 también se cumple pues

Si no existe un intervalo entorno a 0 en que y permanezca en p X F, existiria una sucesién
{s:}2; — 0 tal que para cada i 7/(s;) no es ni horizontal ni vertical (por continuidad, como
la proyeccién vertical de 4" en 0 es no nulo, lo serd en un entorno y si fuese vertical en todo un
entorno entonces 7y permaneceria en p X F'). En cada uno de dichos puntos, se cumplen 1 y 2
por lo probado en el primero de los casos considerado. Utilizando la continuidad de todas las
expresiones implicadas en 1 y 2 (la cual se puede comprobar utilizando coordenadas inducidas
en el fibrado tangente, aunque siempre tratamos con aplicaciones continuas y por ello lo son las
expresiones que obtenemos), se concluye el resultado buscado.

Reciprocamente, supongamos que 1 y 2 se cumplen y distingamos los mismos casos:

= Si grad(f) = 0 en p, entonces &’ (0) = 0. Como ademds, por hipétesis, o/(0) = 0, entonces, a
partir de la ecuacién de las geodésicas, se concluye que « es constante. Por tanto, de 2, se tiene
que $” =0 en un intervalo y 8 es geodésica. Por las propiedades de las homotecias, (p, 3) = v
es geodésica en p X F', que es totalmente geodésica y, por tanto, v es geodésica en M.

» Supongamos que grad(f) # 0 en p. Si no existe una sucesién {s;}2; — 0 tal que v/(s;) no es
ni vertical ni horizontal para cada ¢, entonces, 7’ es vertical en un intervalo entorno a s = 0, con
lo que o = 0 en dicho entorno y a es constante. Por tanto, por 2, 8 = 0y 3 es geodésica de F' y
por ello v = (p, B) es geodésica de p x F. Como o = 0, de 1, deducimos que (5’, 3") = 0. Como
B8'(0) # 0, existe un campo de vectores en F' V tal que 8 es curva integral suya. Asi pues ~ serd
curva integral de su levantamiento (que también denotamos por V). Usando las propiedades de
la derivada covariante

normy” = normDyV = —ggmd(f) =—f(V,V)grad(f) =0,

con lo que v = tany” = tan Dy V =V V = 3” = 0 y concluimos que ~ es geodésica.

De lo contrario, existe una sucesién {s;}$2, <— 0 tal que 7/(s;) no es ni vertical ni hori-
zontal. Por el primer caso considerado, v es geodésica en un entorno de s; para cada ¢ y, en
particular, 4 (s;) = 0. Utilizando la continuidad de +"”, se tiene que 4”(0) = 0. En un entorno
de 0, para cada punto, se dard alguno de los casos considerados previamente y por ello 7" se
anulara en todos los puntos de dicho entorno y 7 serd geodésica.

Tras haber analizado todas las posibilidades de 4/(0), se concluye el resultado. O

Observacion 5.1.2. Si 7 es una geodésica, entonces, teniendo en cuenta que, tal y como se ha probado en
la demostracién anterior

4
(foa) (8'8)=0C,
es constante. Por 2., 8’ y 8" son colineales y, por la Proposicién 4.2.11 /3 es una pregeodésica si es regular

(y en algin punto no es de tipo luz) y, si no es regular, se ha visto en la demostraciéon que 8 es geodésica
constante. Ademas, se puede reescribir 1 como

C grad(f)
o = T — —grad(¢),
tomando ¢ = % Reparametrizando v y por ello 3, se puede conseguir que C sea —1,0 o 1 en funcién del
caracter causal de 3, lo que permite simplifica 1.

Corolario 5.1.3. Sea M = B x F una variedad semi-Riemanniana producto. Entonces, con la notacién
del teorema anterior, v es una geodésica en M si y solo si « y 8 son geodésicas en B y F, respectivamente.

Demostracion. Basta notar que M es un producto warped en que la funcién warped es constante y por
ello grad(f) =0 y ademads d(cjlc% = 0. Usando el teorema anterior se concluye de forma inmediata. O
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Ejemplo 5.1.4. Sea M = R} x,+ R! una variedad producto warped. Consideremos en R} la coordenada
natural ¢t y en R! la coordenada natural s. Entonces, trabajando en R}:

(srads). 57 ) = () =<t

Por otro lado, como grad(f) = g(t)% para cierta funccién g, se tiene que

(gradtr). 57 ) = =00

con lo que concluimos que grad(f) = —e'. Ademas, se cumple que
de® au) 1
— = o' (u),
" (u)

entendiendo o/(u) como una funcién con llegada en R y no como un campo de vectores y siendo u la
coordenada en que parametrizamos las curvas. Asi pues, las ecuaciones de las geodésicas en M en funcién
de sus proyecciones, identificando R y R! con sus respectivos espacios tangentes en cada punto, son

o = (ﬁl)2 e (—e®), B’ =-2d4'8,

donde se consideran « y 5 como aplicaciones con llegada en R usuales, asi como sus derivadas. Asi pues,
es inmediato comprobar que y(u) = (ln(u), %) es una geodésica de M para u > 0. Ademds, no puede ser
extendida, de manera que comprobamos como aunque la base y la fibra sean variedades semi-Riemannianas
geodésicamente completas, su producto warped puede no serlo. Si tanto la fibra como la base fueran de
hecho Riemannianas, se puede probar que el producto warped siempre serda una variedad Riemanniana

completa.

Figura 6: Representacién de la geodésica ~y calculada en el producto warped M.

5.2. Curvatura en productos warped

Buscamos ahora expresar la curvatura de M en funcién de las B y F. Para ello, tendremos que saber
cémo trasladar los tensores de curvatura de B y F, de tipo (1, 3), a M. Para ello interpretaremos los campos
tensoriales en B de tipo (1,s) como aplicaciones A : X(B) x --- x X(B) — X(B). Para trasladarlos a M
se construye en primer lugar una aplicacién que sale de (M) x --- x X(M) (y sigue llegando a X(B)) de
manera andloga a como se trasladan las s-formas sobre B y posteriormente se considera el levantamiento
de las imagenes de esta aplicacién a M.

Definicién 5.2.1. Seas >0y A: X(B) x---x X(B) — X(B) un campo tensorial de tipo (1, s) sobre B.
Sea (p,q) € M. Para cada vy,...,vs € T{; 4 M definimos A (v1,...,vs) como el levantamiento horizontal
de A (dmvq,...,dwvs) en T,(B).

De igual forma, si D : X(F) x --- x X(F) — X(F) un campo tensorial de tipo (1,s) sobre F, pa-
ra cada (p,q) € M y vi,...,vs € T(p 4 M definimos D (v1,...,vs) como el levantamiento vertical de
A(dove, ..., dovs) en Ty(F).

Obsérvese como es inmediato que A se anula si uno de los vectores tangentes sobre los que actiia es
vertical y que D 1o hace si uno de ellos es horizontal. Veamos ahora que, con estas definiciones, A y D son
efectivamente campos tensoriales diferenciables de tipo (1, s) sobre M.
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Lema 5.2.2. Usando la notacién de la definicién anterior, A y D son campos tensoriales diferenciables
sobre M.

Demostracion. En primer lugar, nétese que la F(M)-multilinealidad de las aplicaciones A y D esté ase-
gurada, gracias a la correspondiente propiedad tanto de A y D como de dr y do.

Veamos que son diferenciables. Gracias a la F(M)-multilinealidad y a que esta es una propiedad local,
basta ver que para cada (p,q) € M, considerando una carta local en torno a dicho punto, adaptada a la
estructura de variedad producto de M, ¢ = (é1,. .., Pm,¥1,...,%4), el resultado de hacer actuar A y D
sobre cualesquiera s de los campos asociados a ¢, es un campo de vectores diferenciable (todo ello de forma
local). Lo probaremos para A pues el otro caso es andlogo.

En primer lugar, nétese que si A actia sobre algin aiw, vertical, el campo de vectores resultante serd
J
idénticamente nula y, en particular, diferenciable. Sino

) 0 0 0 9 9
Manraon) (e () o () -4 (G) - (@)

donde identificamos los campos de vectores tangentes en M con los correspondientes en B, pertenecientes a
la base asociada a la carta ¢ = (¢1, ..., ¢m) de B, con lo que este dltimo campo de vectores es diferenciable
y por ello lo es su levantamiento horizontal. De hecho, si las componentes tensoriales de A asociadas a la

J .
carta ¢ son A; . hemos comprobado que:

A= (Ailz o 7T> di, ® -+ @ dd;, ® =
j

Por tanto, se concluye la demostracion. O

En lo que sigue denotaremos por "R y "R a los levantamientos a M de los tensores de curvatura de
B y F respectivamente. Notese que, gracias a que paratodop € B, 0 : p X FF — F es una homotecia y
para todo q € F', mg X ¢ — B es una isometria, "R y " R son los tensores de curvatura de las fibras y las
hojas, respectivamente.

El siguiente lema permite mas adelante simplificar la notacion al tratar de relacionar las curvaturas de
By F con la de M sin riesgo a confusion.

Lema 5.2.3. Si h € F(B), siendo H" el levantamiento a M de la hessiana de h se tiene que H" y H"°™
coinciden si uno de los vectores tangentes sobre los que actian es horizontal.

Demostracion. Comencemos considerando x,y € T{, B X q vectores tangentes a M horizontales y sean
X,Y campos de vectores horizontales que los extienden. Entonces

H'(z,y) = H"(drw, dry) = H(dr X, drY) = <3Ddﬂx grad(h), d7rY>B ,
donde usamos el subindice en el tensor métrico para recalcar que se calcula en B. Por otro lado
H"" (2,y) = H""(X,Y) = (Dxgrad(h o), Y) ;= (" Darxgrad(h), d7rY>B :

donde hemos utilizado, como grad(h o ) es horizontal, el valor de la conexién de Levi-Civita de M al ac-
tuar sobre dos vectores horizontales. Comprobamos que ambas actiian igual al hacerlo sobre dos vectores
horizontales.

Ademds, si v € T{, p X F es un vector tangente vertical y V' un campo de vectores verticales que
lo extiende, razonando como antes, como Dxgrad(h o w) es horizontal y V vertical, se concluye que
H"(z,v) =0 = H""(z,v) O

Noétese que si los dos vectores sobre los que actia son verticales, mientras que es inmediato que H” se
anularé al actuar sobre ellos, puede que H"™ no lo haga.
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Establecemos ahora el resultado principal de la seccién que nos permite relacionar la curvatura de
productos warped con la de las variedades que los generan. Gracias al caracter lineal de la curvatura y a la
descomposicion del espacio tangente en cada punto de M como suma directa de los vectores horizontales y
los verticales, nos basta con estudiar como actia la curvatura sobre los vectores horizontales y los verticales.
Estudiamos cada uno de los posibles casos por separado.

Teorema 5.2.4. Sea M = B x; F un producto warped y sea R su tensor de curvatura. Si X,Y, Z € £(B)
y U, V,W € £(F), los cuales identificaremos con sus proyecciones en B y F', respectivamente, se cumple

que:

1.

2.
3.
4.

5.

RxyZ € £(B) y es el levantamiento de BRXyZ de B a M.

RyxY = %V con HY. Nétese que H7 coincide al actuar sobre (X,Y) con Hf°™,

RxyV = RywX = 0.
RxyW = YYD (grad(f)).

fom

RywU =" RywU — {eredygradD) (v 1) W — (W, U) V)

donde hemos prescindido, sin riesgo a confusién, de la mencién explicita a la composicién de f con 7.

Demostracion.

Como las hojas son totalmente geodésicas, de acuerdo con la ecuacion de Gauss, sabemos que R y
B . . .
R coinciden al actuar sobre vectores horizontales.

. Como [V, X] = 0, entonces por definicién del tensor de curvatura:

RyxY = —-DyDxY + DxDyY.

Calculamos el segundo de los sumandos de la igualdad. Usando el teorema que caracteriza la actuacién
de la conexién de Levi-Civita sobre campos verticales y horizontales en productos warped en la
primera igualdad y usando después las propiedades bésicas de la conexién de Levi-Civita y de nuevo
el resultado que caracteriza su actuacién en los productos warped:

DxDvY = Dx (7‘/) =
() o= 0 () 14
Por otro lado, como DxY € £(B) se tiene que:
DyDxY = Dx}/(f)v.

Sustituyendo en la expresién original y usando una de las caracterizaciones de la hessiana:

X(Yf)-DxYf  _HI(XY)

7 7 V.

RyxY =

. Como el tensor de curvatura es F(M)-multilineal, para probar la igualdad basta hacerlo para un

conjunto de campos de vectores que en cada punto (p,q) € M formen una base de T, )M . Podemos
hacerlo en un entorno de cada punto considerando los campos de vectores tangentes asociados a una
carta local. Todo ello justifica que podamos suponer, sin pérdida de generalidad, que [V, W] = 0. En
tal caso, de nuevo se tiene que:

RywX =—-DyDwX + DwDyX.

Usando de nuevo la caracterizacién de la conexién de Levi-Civita en los productos warped

o (K5 v (XD e X XS
DVDWX—DV(fW)—V(f)W+ fDVW vaVV7
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donde hemos tenido en cuenta que % es constante sobre las fibras. Como los papeles de V' 'y W son

intercambiables, concluimos que:

RywX = XTf (DwV — Dy W) = %[v, W] =0.

Ademsds, por las simetrias del tensor de curvatura se tiene que
(RxyV,W) = (RvwX,Y) =0, (RxyV,Z) = (Rxy Z,V) =0,

donde la ultima igualdad se tiene porque, por 1., Rxy Z es horizontal, mientras que V es vertical.
Como esto es cierto para todo campo de vectores vertical W y todo campo de vectores horizontal
Z, el tensor métrico actuando sobre RxyV y cualquier otro campo de vectores serd nulo. Como el
tensor métrico es no degenerado, RxyV = 0.

4. Por 3., usando las simetrias del tensor de curvatura se tiene que
(RxyW,U) = (RwuX,V) =0,

por lo que podemos concluir que, como esto es cierto para todo campo de vectores vertical U, Rxy W

es horizontal. Ademas usando el resultado de 2. y la definicién de Hessiana:

HY(X,Y)
f

Dado que esta igualdad es cierta para todo campo de vectores horizontal Y, usando que el tensor
métrico es no degenerado, concluimos que:

(V.w)

(RxyW,Y) = (RyxY, W) = (V,W) =

(Dxgrad(f),Y).

RxyW = <V’fVV>DX(9md(f))-

5. De nuevo utilizando las simetrias de la curvatura y el punto 3. de este resultado se tiene que
(RvwU,X) =—(RywX,U) =0,

por lo que, como esto se cumple para todo campos de vectores horizontal, X, concluimos que Ryw U
es vertical. Haciendo uso de la férmula de Gauss que nos relaciona la curvatura en las fibras con la
vista desde M, teniendo en cuenta que el tensor de forma de las fibras esta dado por:

(V,w)
f

Se tiene que, para todos Uy, Us campos de vectores verticales:

IV, V) = -

grad(f).

(RywUy, Us) = <FRVWU1, U2> —IL(V, Uy), IH(W, Us)) + (IL(V, Uz), IL(W, U, )) =

("B, a) = 2 30,03 (grad().graat ) + 2 000 tgraat). graat ) -
rn o lgrad(f) grad(s))
= ("t - T G )

De nuevo usando que el tensor métrico es no degenerado, se concluye la prueba.
O

Noétese que todas las igualdades del teorema anterior tienen caracter tensorial y, por ello, son vélidas
al considerarlas punto a punto.

Estudiamos ahora como se relacionan las curvaturas de Ricci y escalar de M, B y F, para tener una
descripcién completa de estos espacios.

Corolario 5.2.5. Sea M = B x; F un producto warped con dim(F) = d > 0y sean X,Y € £(B)
y V,W € £(F). Entonces el tensor de curvatura de Ricci de M estd caracterizado por las siguientes
igualdades:
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L. Rie(X,Y) ="Ric(X,Y) - 4H!(X,Y).
2. Ric(X,V) =
3. Ric(V,W) ="Ric(V,W) — (V,W)tf.

donde:
Af (grad(f), grad(f))

f? ’
siendo ~ Ric y " Ric los levantamientos de las curvaturas de Ricci de B y I, respectivamente, a M;y Af el

levantamiento a M (su composicién con 7 del laplaciano de f en B. Al igual que en el resultado anterior,
se ha prescindido de explicitar las composiciones con 7 para simplificar la notacién.

ff=—=+(d-1)

Demostracion. Al tratarse de igualdades de tipo tensorial, es decir, que a ambos lados de la igualdad todos
los objetos que actiian sobre los campos de vectores son campos de tensores, J (M )-multilineales, basta
con probarlas para campos de vectores tales que en cada punto de un abierto de M formen una base de
su espacio tangente. Sea (p,q) € M. Consideramos los levantamientos horizontales de una referencia de
campos de vectores de B en un abierto entorno a p, F1,..., E, y los levantamlentos verticales de una

referencia de campos de vectores de F en un abierto entorno a g, Fi,.. . Definimos F; = fo7rF“
definidos en el mismo abierto que los F; y tales que (Fj, F}) = (daﬁi7daﬁ‘i> = fm € {—1,1}. Asi pues

{E1,...,E,, F1,..., Fy} forman una referencia de campos de vectores en un abierto de M entorno a (p, q)
por la ortogonalidad de las fibras y las hojas. Denotamos por €, = (Ep, Ep) € {—1,1}.

Para probar las igualdades del enunciado, utilizaremos la expresiéon de la curvatura de Ricci en térmi-
nos de una referencia de campos de vectores, tanto en M como en B y F.

1. Usando que Rxpg, Y = BRX E,,Y es horizontal, asi como el apartado 2. del teorema previo para

calcular el segundo conjunto de sumandos:

n d
RiC(X, Y) = Z Em <RXEmK Em> + Z fm <RXFmK Fm> =
m=1

m=1

m=1 m=1 m=1

d

- i . <BRXEmYaEm> Z Fin <XY)FmFm> = "Ric(X,Y) — X Y) Z 2=
= "Ric(X,Y) - ?Hf (X

Y).

2. Teniendo en cuenta que, por el teorema previo, Rxpg, V = 0y Rxp, V es horizontal y por ello
ortogonal a Fj,, se concluye que:

n d
Rie(X,V) =Y em (Rxp,V:En) + Y fm (Rvp, W, Fpn) =0.
m=1 m=1

3. Usando de nuevo los resultados del teorema previo para calcular la curvatura:

Ric(V, W) Z em (Ryp,, W, Epn)+ Z fon ARy 5, W, Fry) = Zn: Em < <V’fW>

m=1 m=1 m=1

DEWLgTad(f)? Em> +

¢ P d (grad(f), grad(f)) B
+ 3 S (R W B ) = > fin (V. W) (Fony Fr) = (Fots W) (Fo, V) -

f2

Como (Fy,, Fy) = fm v f2 =1 paratodo m, entonces, del ltimo sumatorio, los términos corres-
pondientes al primer sumando del paréntesis son faciles de sumar:

m=1

Z fm grad f2grad(f)> <Vv’ W> <Fma Fm> —d <‘/7 W> <gra’d(f)f7‘égrad(f)> )
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Como V, W son verticales, por las propiedades de los productos escalares:

d d d
ng<Em7V> <EM7W>+ me<FmaV> <FmaW>: me <Fm7V> <FmaW>:<V>W>

m=1 m=1 m=1
Ademss, el laplaciano de f en B (identificando los campos de vectores con sus proyecciones sobre
B) puede calcularse haciendo uso de la referencia de campos en B como:

d
Af = divg(grad(f)) = Y em (Em, Dp, grad(f)).

m=1

Introduciendo estos resultados en el calculo principal:

(V.w) {grad(f), grad(f))

{grad(f), grad(f))
f? '

Ric(V,W) = 7

S IAf + T Rie(V, W) — d(V, W) +(V, W)

Reordenando se tiene la expresién buscada.
O

Notese que, siendo f la funciéon warping, el levantamiento del laplaciano de f tomado en B no coincide
en general con el laplaciano de f o w. Podemos calcular de hecho la expresién de este ultimo, usando la
expresion del laplaciano de una funcién en términos de una referencia de campos y la referencia utilizada
en la prueba anterior, teniendo también en cuenta que grad(f o m) es el levantamiento de grad(f) y los
podemos identificar sin riesgo a confusién y usando el célculo de la curvatura realizado en el teorema
previo:

A(fom) = Zem E..,Dg, grad(f om)) + me (Em, Dp,, grad(f om)) =

—Aft Z J < o Szt grodl]) £ larad() grad().

Por tanto, el apartado 3. del corolario anterior se puede reexpresar como:

Ric(V,W) =" Ric(V,W) — (V, W) A(ffo m) _ {grad(f )Jééqmd(f)f

Corolario 5.2.6. En las condiciones anteriores, siendo ’s y S los levantamientos de las curvaturas
escalares de By F' a M se tiene que

Fu)= A+

“s A d(f), grad
g S*F_def gra (f)ffm (f)>7

donde de nuevo Af es el levantamiento del laplaciano de f en B a M.

d(d—1)

Demostracion. Consideramos una referencia de campos {E1, ..., E,, F1,..., F4} andlogo al empleado en
la demostracion del corolario anterior. En términos de este, se puede calcular la curvatura escalar de M
usando su expresién en términos de una referencia de campos vectoriales y los resultados del corolario

previo como
d

S= emRic(Ep,En) + Y fmBRic(Fo, Fy) =

m=1 m=1

d d
= Z em Ric(Ep, Ep) Z emH! (B, Bp) + Y fon Ric(Fon, Fr) = > fnfmtf =
m=1

m=1 m=1

d A A d d
="s-""cHI+ s —ajf="5— —f+FS—djjf: "o g ogt —d(d—1)<gm (f)’fm ()
f f f f
donde "CHY = Af es la contraccién métrica de H/ vista en B (e identificada con su composicién con la
proyeccién 7). O

Al igual que ocurria con el corolario anterior, se puede reexpresar el resultado en términos de A(f om):

F

B S o d(f), d
s="54 5 (ff ), lora (f)me“a ()

JAIME BaJjo DA Costa 123



6 ESPACIOS ROBERTSON-WALKER

6. Espacios Robertson-Walker

En este capitulo realizamos una breve incursién en el ambito de la relatividad general, uno de los
principales ambitos de aplicacién de la geometria semi-Riemanniana, siguiendo los capitulos 5, 6 y 12 de
[17]. Nos centraremos en el estudio de los modelos cosmoldgicos més sencillos que permiten explicar la
evolucién del Universo: los espacios Robertson-Walker. El estudio de estos modelos permite entender el
interés de los productos warped en la fisica, ya que son el objeto central de los modelos.

La teoria de la relatividad general fue desarrollada por Albert Einstein a principios del siglo pasado, para
extender la teoria de la relatividad especial incluyendo la interaccién gravitatoria. De hecho, se puede re-
cuperar a partir de la relatividad general la especial como un caso particular, especialmente de forma local.

Una de las principales ideas de la teoria de la relatividad especial, que rompe con la visién newtoniana
del Universo, es que el espacio y el tiempo dejan de ser conceptos irrelacionados y pasan a estar descri-
tos de forma comun por una variedad 4-dimensional Lorentziana, el espacio-tiempo. Este paradigma se
mantiene en la teoria de la relatividad general pero, mientras que en la relatividad especial solo se consi-
deran espacio-tiempos isométricos a R}, en la teorfa de la relatividad general las posibilidades son mayores.

La principal diferencia entre ambas teorias es, de hecho, que el espacio-tiempo en la teoria de la rela-
tividad general no tiene por qué ser plano y, por tanto, el tensor de curvatura juega un papel relevante en
ella. Tanto es asi, que la gravedad se expresa en términos del mismo, concretamente de la curvatura de Ricci.

Esta curvatura estd causada por la materia presente en el modelo, en concreto por su energia y momen-
to. El efecto de la misma se introduce mediante un campo tensorial de tipo (0, 2), el tensor energia-impulso
(stress-energy en inglés). No obstante, no existen unas reglas generales para su determinacién y, en funcién
de la situacién que se quiera modelar, se determina la expresiéon del mismo de forma heuristica, aunque
existen algunas caracteristicas que siempre se pide que cumpla, debido a argumentos fisicos de conservacién.

La otra gran idea de la teoria de la relatividad general es el principio de equivalencia que establece que
es imposible distinguir, mediante un experimento sin informacién relativa al exterior, entre un movimiento
de caida libre en un campo gravitatorio y un movimiento rectilineo uniforme seguido por una particula
libre. En el modelo del universo dado por la teoria de la relatividad general, esto se explica estableciendo
que las particulas en caida libre siguen las geodésicas del espacio-tiempo, es decir, trayectorias rectas. De
esta forma, la materia determina cémo se curva el espacio-tiempo y, a su vez, esta curvatura establece
cémo se mueve la materia.

6.1. Espacios vectoriales Lorentzianos

En primer lugar, realizamos un estudio detallado de algunas propiedades de los espacios tangentes
de variedades semi-Riemannianas Lorentzianas. Estas propiedades son ciertas para todos los espacios
vectoriales dotados de un producto escalar de indice 1, por lo que, para mayor generalidad, trabajaremos
con espacios vectoriales Lorentzianos:

Definicién 6.1.1. Un espacio vectorial Lorentziano es un espacio vectorial, V', de dimensién n > 2 con
un producto escalar, g, de indice v = 1.

Utilizaremos la notacién de la definicién anterior en el resto de la seccién, salvo que se explicite lo
contrario.

En este tipo de espacios podemos generalizar la Definicién 4.1.4 para subespacios vectoriales cuales-
quiera:

Definicién 6.1.2. Sea W C V un subespacio vectorial. Se dice que:
1. W es de tipo espacial o que su cardcter causal es espacial, si gl es definida positiva.
2. W es de tipo temporal o que su cardcter causal es temporal, si gl es no degenerado y de indice 1.

3. W es luminoso o que su cardcter causal es de tipo luz, si gl es degenerado.
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En particular, si W = {0}, se dice que W es de tipo espacial.

Nétese que si W es un subespacio de tipo espacial, entonces (W, g|w ) es un espacio con producto
interno, mientras que si es de tipo temporal, (W, gl ) vuelve a ser un espacio vectorial Lorentziano.

Lema 6.1.3. Sea W C V subespacio vectorial. Entonces W es de tipo espacial, de tipo temporal o de tipo
luz. Dichas condiciones son adema&s excluyentes.

Demostracion. Sea W un subespacio de V. Supongamos que g|y es no degenerada. Sea ind(WW) > 0 su
indice. Si ind(W) = 0, entonces g|w es definida positiva y W es de tipo espacial. Si no, como, de acuerdo
con el Corolario 2.3.22

1 =ind(V) = ind(W) + ind(W1),

y ind(W+) > 0, ha de ser ind(W) = 1. Ademds, es inmediato a partir de la definicién que las tres
situaciones son mutuamente excluyentes. O

Notese que si en particular V es el espacio tangente a una variedad Lorentziana en un punto, para cada
vector tangente v € V, el cardcter causal de v tal y como se definié en la Definicién 4.1.4 es el mismo que
el del subespacio generado por v, [v]. Es por ello que, en el caso de un espacio vectorial Lorentziano V
general, se puede definir el cardcter causal de un vector directamente como el del subespacio que genera.

Esta clasificacién de los subespacios de un espacio vectorial Lorentziano resulta de gran utilidad en
su estudio. En primer lugar, nos permite descomponer V' como una suma directa de un subespacio de
tipo temporal y otro de tipo espacial. En este tltimo, al ser g/ un producto interno, serd mas sencillo
trabajar, pues se recuperan herramientas como la Desigualdad de Schwarz, |g(v, w)| < |v||w|, de acuerdo
con la Definicén 2.3.16 de la norma de un vector.

Lema 6.1.4. Un subespacio vectorial W C V es de tipo temporal si y solo si W+ es de tipo espacial. En
particular, si z € V es de tipo temporal (es decir, [z] es de tipo temporal), entonces z* es de tipo espacial
yV=[]]®zt.

Demostracion. Sea W C V un subespacio vectorial de tipo temporal. En particular, W es no degenerado
y, por ello, W+ también. Ademds, a partir del Corolario 2.3.22, deducimos que ind(W=) = 0 y, por ello
glw . es un producto interno, es decir, W+ es de tipo espacial.

Reciprocamente, si W+ es de tipo espacial, es no degenerado y (W+)L = W es no degenerado. Usan-
do de nuevo el Corolario 2.3.22, concluimos que W es de tipo espacial.

Ademas, en cualquier caso, por las propiedades de los espacios con producto escalar al ser W no de-
generado, V=W @ W+ O

Estudiamos ahora dos resultados que nos permiten caracterizar el cardcter causal de los subespacios
vectoriales de V' de dimensiéon mayor o igual a 2. Nétese que el cardcter causal de los subespacios de
dimension 1 esta determinado por el caracter causal de un vector cualquiera suyo no nulo.

Lema 6.1.5. Sea W C V un subespacio de dimensién mayor o igual que 2. Son equivalentes:
1. W es de tipo temporal.
2. W contiene dos vectores linealmente independientes luminosos.
3. W contiene un vector de tipo temporal.

Demostracion.

1 = 2. Sea ey, ...,en,, una base ortonormal de W. Como W tiene indice 1 podemos suponer que e; es un
vector de tipo temporal y el resto son vectores de tipo espacial. Entonces, e; 4+ e2 y e; — es son dos
vectores luminosos

gler £ea,e1 £ea) = gler,er) 2g(er, e2) +glea,e2) =14+0—-1=0,

que son claramente independientes.
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2 = 3.

Comencemos viendo que u,v dos vectores luminosos son colineales si y solo si g(u,v) = 0. Es claro
que si son colineales, por ser luminosos, son perpendiculares. Supongamos que g(u,v) = 0 y sea
ey, ...,en una base ortonormal de V' con e; de tipo temporal. Multiplicando por una constante si es
necesario, podemos suponer que:

n n
u=e;+ g areg, v=-e1+ g bre.
k=2 k=2

Como g(u,u) = g(v,v) = g(u,v) = 0, entonces:
NI S S
k=2 k=2 k=2

Consideremos U = [eq, ..., e,], el subespacio de V' generado por los ltimos n — 1 elementos de la
base, el cual es de tipo espacial (pues tiene una base ortonormal de vectores tipo espacial). Sean
u = _sakep y v => 1 _,brey vectores de U. Usando la Desigualdad de Cauchy-Schwarz en U:

[W'[[0'] = g(u, v).

Como de hecho sabemos que se da la igualdad, pues ambos miembros de la ecuacién son iguales a
1, de acuerdo con lo calculado antes, se tiene que v’ y v’ son colineales y, por tanto, u y v son colineales.

As{ pues, si existen u,v € W luminosos independientes, g(u,v) # 0. Supongamos sin pérdida de
generalidad que g(u,v) > 0 (si no bastarfa con cambiar u por —u). Entonces es inmediato que
glu—v,u—wv) <0y, por ello, u — v es de tipo temporal.

. Sea z € W vector de tipo temporal. Entonces, por las propiedades de los subespacios ortogonales,

W+ c zt. Como por el lema previo, 2+ es de tipo espacial, es un producto interno y, todos sus
subespacios son de tipo espacial. Como W+ es de tipo espacial, de nuevo por el lema previo, W es
de tipo temporal.

O

El concepto de cono de luz juega un papel muy relevante en la teoria de la relatividad general, como
frontera entre los sucesos posibles y los que no pueden tener lugar.

Definicién 6.1.6. El cono de luz de V', A, es el conjunto de todos sus vectores luminosos, es decir:

A ={v e V\{0}; /g(v,v) = 0}.

Lema 6.1.7. Sea W un subespacio de V. Son equivalentes:

1.

W es de tipo luz.

2. W contiene un vector luminoso, pero no un vector tipo temporal.
3. WnA = L\{0}, siendo L un subespacio 1-dimensional y A el cono de luz de V.
Demostracion.
1 = 2. Como W es degenerado, contiene un vector luminoso. Ademds, si W tuviera un vector de tipo

2 = 3.

temporal, de acuerdo con el lema previo, W seria de tipo temporal, absurdo.

Por el lema previo, como W no contiene un vector de tipo temporal, no es de tipo temporal y no
puede haber dos vectores luminosos independientes. Sea v € W luminoso, el cual existe por hipétesis.
Entonces se tiene que [v] C W y como no puede haber vectores luminosos que no sean colineales con
ven W, WnNA=[v]\{0}.

. Como W contiene algin vector luminoso, g|w no puede ser definida positiva. Ademds, como no

contiene dos vectores luminosos independientes, por el lema previo, no puede ser de tipo temporal.
Por tanto W ha de ser de tipo luz.

O
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W spacelike W timelike

A

4

W lightlike

Figura 7: Conos causales en el espacio vectorial Lorentziano R?. En cada figura se representa un subespacio
vectorial de dimensién 2 con un tipo causal distinto. Fuente: B. O’Neill, Semi-Riemannian Geometry With
Applications to Relativity [17].

Consideremos el espacio vectorial Lorentziano (R?,g), con g el producto escalar para el que la base
canénica de R3 es ortonormal con g(es,e3) = —1 y g(e;,e;) = 1, i = 1,2. En la Figura 7 se representa
el cono de luz del espacio vectorial asi como un subespacio vectorial de capa tipo. Los vectores de tipo
temporal son aquellos que se encuentran dentro del cono de luz, es decir, més préximo al eje z.

En relatividad general, los vectores de tipo temporal estaran relacionados con la evolucion temporal del
sistema. Por ello, interesa distinguirlos entre dos conjuntos, los que “apuntan al futuro” y los que “apuntan
al pasado”. Para cada punto del espacio en relatividad general, los puntos que conforman el futuro (y el
pasado) son distintos, por lo que es necesario hacer esta distincién en cada punto del espacio. Todo ello
motiva la siguiente definicién:

Definicién 6.1.8. Sea 7 el conjunto de todos los vectores de tipo temporal de V. Para cada u € T se
define el cono temporal que contiene a u como:

C(u) = {U € T/g(u,'u) < O}v
y se define el cono temporal opuesto a u como:
C(—u)=-C(u) ={veT /g(u,v) >0}

El siguiente resultado muestra que, tal y como se intuye en las representaciones de la Figura 7 para
un ejemplo de espacio vectorial Lorentziano, es cierto en general que los dos conos temporales dividen el
conjunto de vectores de tipo temporal.

Lema 6.1.9. T es la unién disjunta de C'(u) y C'(—u) para cada u € T.

Demostracion. Sea u € T. Como u' es de tipo espacial, no contiene ningtin vector de tipo temporal. Por
tanto, si v € T, v & ut y, por ello g(u,v) # 0. Por tanto, o bien v € C(u) o bien v € C(—u). Ademés,
ambas opciones son claramente excluyentes, con lo que se concluye el resultado. O

Notese que, como el producto escalar de un vector de tipo temporal por si mismo es siempre negativo,
es razonable considerar que dos vectores temporales "apuntan en el mismo sentido” cuando su producto
escalar es negativo, al contrario de lo que ocurre en los productos internos. Esto se refleja en el siguiente
resultado.

Lema 6.1.10. Sean u,v,w € T. Entonces v, w estdn en el mismo cono temporal de u si y solo si g(v, w) < 0.

JAIME BaJjo DA Costa 127



6 ESPACIOS ROBERTSON-WALKER

Demostracion. Supongamos que v € C(u) y veamos que w € C(u) si y solo si g(v,w) < 0. Pongamos
V = [u] @ [u]*, con lo que podemos expresar v = au + v', w = bu + w' con v/, w’ € [u]*. Como g(v,v) =
—a? + |v'|? y v es un vector de tipo temporal, es claro que |a| > [v’|. Por el mismo motivo, |b| > |w’|. Por
otro lado, como v € C'(u), a > 0. Calculando

g(v,w) = —ab+g(v', w’),

y usando que por la Desigualdad de Schwarz en [u]*, |g(v',w’)| < |[v/||w’| < |ab|, se tiene que el signo de
g(v,w) es el mismo que el de —ab y por tanto, g(v,w) < 0 siy solo si b > 0, si y solo si w € C(u). O

Este resultado en particular nos permite ver que los conos temporales son propios del espacio vectorial
V' vy no dependen del vector temporal que se elija.

Proposicién 6.1.11. La relacién u ~ v si y solo si g(u,v) < 0 en T es una relacién de equivalencia.
Ademés, dado u € T cualquiera, las clases de equivalencia de esta relacién son C(u) y C(—u), los cuales
denominamos conos temporales de V. En particular, solo existen dos conos temporales en V', los cuales
forman una particién de T .

Demostracion. Nétese que u ~ v si y solo si v € C(u). Es inmediato que u € C(u) para cada v € T y
que v € C(u) siy solo si u € C(v) para cada u,v € T, por la simetria de g. El lema anterior prueba la
transitividad de la relacién de equivalencia. Ademds, C'(u) es la clase de equivalencia de u y C(—u) la de
—u. Como su union es T, se concluye el resultado. O

Lema 6.1.12. Los conos temporales son convexos.

Demostracion. Sea u € T. Veamos que, de hecho, para todos a,b € R, a,b > 0, si v,w € C(u), entonces
av + bw € C(u). Para ello basta notar que

g(av + bw, av + bw) = a®g(v,v) + 2abg(v, w) + b*g(w,w) < 0, g(u, av + bw) = ag(u,v) + bg(u,w) < 0,

donde hemos utilizado que g(v,w) < 0 pues ambos estdn en el mismo cono temporal. As{ pues, por la
primera desigualdad, av 4+ bw € T vy, por la segunda, av + bw € C(u). O

Esta inversién de la intuicién para los vectores de tipo temporal también tiene su andlogo en otras
propiedades tipicas de los espacios con producto interno, como son la desigualdad de Cauchy (y por ello
la desigualdad triangular) y la definicién de un dngulo entre vectores.

Proposicién 6.1.13. Sean v, w € 7. Se cumple lo siguiente:
1. (Desigualdad de Schwarz inversa) |g(v, w)| > |v||w| y la igualdad se da si y solo si v, w son colineales.

2. Si v,w estan en el mismo cono temporal de V| existe un dnico ¢ > 0, llamado angulo hiperbdlico
entre v y w, tal que:
g(v,w) = —|v[|w| cosh .

3. Si v, w estdn en el mismo cono temporal, entonces |v| + |w| < |v + w|
Demostracion. Pongamos V = [v] @ [v]* y sea w = av + w’, con w’ € [v]*.
1. Como w es de tipo temporal:
g(w,w) = a’g(v,v) + g(w’,w') < 0.

Por tanto, usando que, al ser [v]* de tipo espacial, g(w’,w’) > 0 y que g(v,v) < 0 por ser de tipo
temporal:

g(v,w)* = a?g(v,0)* = (g(w,w) — g(w',w") g(v,v) > g(w, w)g(v,v) = [w|*|v]*.

Ademaés, la desigualdad en el razonamiento anterior es una igualdad si y solo si g(w’, w’") = 0y, como
gl+ es un producto interno, esto ocurre si y solo si w' = 0, si y solo si v y w son colineales.

2. Siv,w estdn en el mismo cono temporal, g(v,w) < 0y, por tanto,

glv,w)
o]

> 1.

Como cosh : [0,00) — [1,00) es una biyeccidn, se tiene el resultado.
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3. Como v, w estdn en el mismo cono temporal, g(v,w) < 0y, por tanto, la Desigualdad de Schwarz
inversa lleva a que |[v||w| < —g(v,w). Por tanto:

([o] + [w)* = [ + 2ol Jw] + [w]* < [o]” = 2g(v,w) + [w]* = —g(v + w,v +w) = |v+w|*.

O

El ultimo punto de la proposicién anterior establece que es mas corto el camino de un punto a otro a
través de un tercero no colineal que el camino recto.

Al particularizar este estudio a las variedades semi-Riemannianas, nos encontramos con que no siempre
va a ser posible definir un cardcter causal a una subvariedad (diferenciable), pero que si lo serd cuando esta
sea una subvariedad semi-Riemanniana. En lo que resta de seccién, M sera una variedad semi-Riemanniana
Lorentziana.

Definicién 6.1.14. Una subvariedad P C M se dice que es de tipo espacial, de tipo temporal o de tipo
luz, si para cada p € P, T,P C T,,M es de tipo espacial, de tipo temporal o de tipo luz, respectivamente.

Lema 6.1.15. Sea M una variedad Lorentziana. Toda subvariedad semi-Riemanniana, P C M es o bien
de tipo espacial o bien de tipo temporal.

Demostracion. Basta tener en cuenta que si P C M es una subvariedad semi-Riemanniana, para cada
p € P, T, P es un subespacio no degenerado de T,,M y, por ello, o bien es de tipo temporal o bien es de
tipo espacial. Como el indice de cada espacio tangente es fijo en una subvariedad semi-Riemanniana, o
bien T, P es de tipo espacial para todo p € P (de indice 0) o bien es de tipo temporal (de indice 1). O

Ejemplo 6.1.16. En el Ejemplo 4.6.2 vimos que en R?, la subvariedad diferenciable

P={(z,y) eR* Ju =y},

no era una subvariedad semi-Riemanniana pues el espacio tangente a P en cada punto, de dimension 1, esta
generado por un vector luminoso. Por tanto, cada espacio tangente es de tipo luz y P es una subvariedad
de tipo luz, aunque no semi-Riemanniana.

En este contexto también podemos definir el cardcter causal de ciertas curvas regulares (aunque no
toda curva en M tiene por qué tener un cardcter causal definido).

Definicién 6.1.17. Sea o : I — M una curva regular, con I un abierto convexo de R. Se dice que el
carédcter causal de « es de tipo espacial, temporal o luz si para todo t € I, o(t) es de tipo espacial, temporal
o luz, respectivamente.

Al estar definido a partir del producto escalar de cada espacio tangente, es de esperar que el caracter
causal se conserve mediante isometrias locales. De hecho, podemos probar que se conserva incluso por
homotecias, en el siguiente sentido:

Proposicién 6.1.18. Sean (M, gus), (N, gn) variedades semi-Riemannianas Lorentzianas y sea ¢ : M —
N una homotecia de coeficiente c.

» Paracadape M yveT,M, el cardcter causal de v es el mismo que el de d¢,(v) si ¢ > 0.

» Sic<0,paracadape M ywveT,M, el cardcter causal de v es tipo temporal si y solo el de d¢,(v)
es de tipo espacial y viceversa. Ademds, el cardcter causal de v es luminoso si y solo si el de dg,(v)
lo es.

= Sea o : I — M una curva con cardcter causal de tipo espacial, temporal o luz. Entonces ¢ o« es una
curva con caracter causal de tipo espacial de tipo espacial, temporal o luz, respectivamente, si ¢ > 0.
Si ¢ <0, ¢ o« es una curva con caracter causal de tipo temporal, espacial o luz, respectivamente.

» Si P C M es una subvariedad y ¢(P) es subvariedad de N, entonces si el cardcter causal de P
es de tipo espacial, temporal o luz, el cardcter causal de ¢(P) es de tipo espacial, temporal o luz,
respectivamente, si ¢ > 0. Si ¢ < 0, el cardcter causal de ¢(P) es, respectivamente, de tipo temporal,
espacial o luz.
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Demostracion. Como h es una homotecia, sabemos que ¢*gny = cgnr, con lo que para todo v € T, M se
tiene que
cgum (v, U) = 9N (d¢pv7 d(bpv)v

de donde los apartados 1,2 y 3 se deducen de forma inmediata.

Probemos el apartado 4. Comencemos notando que para todo p € M, d¢, : T,M — Ty, N es un
isomorfismo. En particular, lo es al restringirnos a d¢, : T,P — Ty, ¢(P). Como ademds, para cada
v,w e T,P

1
QM('U» w) = EgN (d¢pv7 d¢pw)7

es inmediato que gas|7,p es degenerada si y solo si gN\T¢(p)¢(p) lo es. Ademas, si gas|r,p la imagen por
d¢, de una base ortonormal suya sera una base ortogonal de T}, ¢(P), cuyos elementos tendran el mismo
caracter causal que los originales si ¢ > 0 y el opuesto si ¢ < 0. Por tanto, si ¢ > 0y T), P es de tipo espacial
(resp. de tipo temporal), Ty, ¢(P) es de tipo espacial (resp. de tipo temporal) y si ¢ < 0y T, P es de tipo
espacial (resp. de tipo temporal), Ty, #(P) es de tipo temporal (resp. de tipo espacial). O

Ya hemos visto que los conos temporales son una forma de dividir los vectores de tipo temporal en
el espacio tangente en cada punto de una variedad Lorentziana en dos conjuntos disjuntos. Asi, en cada
espacio tangente se puede elegir uno de estos conjuntos como aquel que “apunta al futuro”, lo que se conoce
como orientar temporalmente el espacio tangente. No obstante, a priori no sabemos si se puede hacer esta
eleccién de forma suave.

Definicién 6.1.19. Una aplicacién 7 que a cada punto p € M le asigna un cono temporal se dice que es
diferenciable si para cada p € M existe un campo de vectores definido en un entorno U de p, V € X(U), tal
que V;, € 7(¢) para cada ¢ € U. En tal caso, se dice que T es una orientacion temporal de M. Se dice que
M es orientable temporalmente si admite una orientacién temporal. Si M es orientable temporalmente,
elegir una orientacién temporal se dice que es orientar temporalmente M.

Ejemplo 6.1.20. Si consideramos el espacio semieuclideo R7, siendo z?, ..., 2™ componentes de la identi-

dad, se define su orientacién temporal usual como aquella que contiene al campo vectorial de tipo temporal
)

o’

Cabe destacar que, si bien el problema de la orientabilidad temporal de una variedad Lorentziana es
formalmente similar al problema de la orientacién usual de una variedad diferenciable, no hay una relacién
entre la orientabilidad de una variedad Lorentziana y su orientabilidad temporal. De hecho, se sabe que
se puede definir un tensor métrico de indice 1 en la botella de Klein de forma que esta sea orientable
temporalmente, a pesar de no ser orientable.

El siguiente resultado establece una caracterizaciéon de las variedades Lorentzianas que son orientables
temporalmente.

Teorema 6.1.21. Una variedad Lorentziana M es orientable temporalmente si y solo si existe un campo
vectorial de tipo temporal, X € X(M), es decir, tal que para cada p € M, X, es de tipo temporal.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que existe X € X(M) tal que para cada p € M, X, es de
tipo temporal. Entonces la eleccién en cada punto del cono temporal que contiene a X, da una orientacién
temporal.

Reciprocamente. Supongamos que existe una orientaciéon temporal 7 en M. Por la definicién de que 7
sea diferenciable, para cada p € M existe U, abierto entorno a p y X,, € X(U) tal que para todo q € U,
X4 esta en el cono temporal elegido por 7.

Sea {fp :p € M} una particién de la unidad subordinada al recubrimiento por abiertos de M, {U, :p €
M}, es decir, tal que para cada p € M, Sop(f,) C U,. Definimos:

X =" f,Xp

peEM

Nétese que, para cada p € M, f,X, € X(M), sin més que definirlo como el vector tangente nulo fuera de
U. Ademas, gracias a que la familia {Sopf, : p € M} es localmente finita, en un entorno de cada punto
de M, X estd definido como una suma finita de campos de vectores diferenciables y, por ello, X € X(M).
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Adema3s, esto mismo asegura que para cada ¢ € M existen una cantidad finita de puntos, p1,...,p,, tales
que:

X(Q) = Z fpk (q)ka (q)
k=1

Como X, (q) estd en el cono temporal escogido por 7 para k = 1,...,7y Y 1_; fp.(¢) = 1, por las
propiedades de la particién de la unidad, X (g) es una combinacién lineal convexa de elementos del cono
temporal escogida por 7 en ¢q. Como este es convexo, X (q) estd en dicho cono temporal (y en particular es
de tipo temporal). O

Finalmente, introducimos los conceptos de vectores y conos causales, analogos a los temporales pero
que ahora incluyen ademaés a los vectores luminosos.

Definicién 6.1.22. Sea (V,g) un espacio vectorial Lorentziano. Se dice que un vector v € V es causal si
es de tipo temporal o luminoso. Para cada vector de tipo temporal u € V', se define su cono causal que
contiene a u como:

C(u) = {v € V causal /g(u,v) < 0},
y su cono causal opuesto como C(—u) = —C(u). Ademés, si M es una variedad Lorentziana, se dice que
una curva « : I — M, con I un convexo abierto de R, es una curva causal si para todo t € I, o/(t) es
causal.

Las propiedades de estos objetos son muy similares a las que poseen los respectivos conceptos tempo-
rales. De hecho, si se considera en V cualquier topologia de espacio vectorial topolégico (todas ellas son
equivalentes), se puede ver que C(u) es la adherencia (salvo en 0) de C(u). No obstante, no entraremos en
estos detalles topologicos.

Proposicién 6.1.23. Sea (V, g) un espacio vectorial Lorentziano. Dado w un vector de tipo temporal, se
tiene que el conjunto de vectores causales de V' es unién disjunta de C'(u) y C(—u) y ambos son convexos.
Ademéds, dados v, w vectores causales, v,w estdn en el mismo cono causal de u si y solo si g(v,w) < 0 o
ambos son luminosos y w = av para cierto a > 0. Finalmente, se cumple que C(u) C C(u) U A.

Demostracion. La ultima de las afirmaciones es trivial a partir de la definiciéon de cono causal.

Sea w € V de tipo temporal, el cual suponemos de norma 1 sin pérdida de generalidad, y sea v cau-
sal. Como ut es de tipo espacial, v ¢ u' y, por ello, o bien v € C(u) o bien v € C(—u). Ademés, es claro
que ambos conjuntos son disjuntos, por lo que forman una particién del conjunto de vectores causales de V.

Sean v,w vectores causales. Supongamos que v € C(u). Veamos que w € C(u) si y solo si g(v,w) < 0
o w = av con a > 0 y ambos son luminosos. Como u es de tipo temporal, V = [u] @ [u]*, con lo que
podemos descomponer v = au + v’, w = bu + w’ con v',w’ € [u]* y a,b # 0, pues sino tendrian cardcter
espacial. Asi, como g(v,v) = —a? + |[v'|? y v es causal, |a| > |v'|. Como ademds v € C(u), ha de ser a > 0.
Razonando de igual forma para w, b2 > |w’|>. Como ademés,

g(v,w) = —ab+g(v',w'),

y usando la Desigualdad de Schwarz en [u]*, |g(v/, w’)| < [v/||w’| < a|b|. As{ pues, o bien g(v,w) tiene el
mismo signo que —ab y, por ello, el signo opuesto a b, o bien g(v,w) es nulo.

En el primer caso, como g(u,w) = —b, el signo opuesto a b es el de g(u,w), por lo que si g(v,w) es
no nulo, w € C(u) siy solo si g(v,w) < 0.

Supongamos g(v, w) = 0, es decir, ab = g(v',w’). Entonces ha de darse la igualdad |g(v', w’)| = [v/]|w’| en
la Desigualdad de Schwarz y, por tanto, existe A € R tal que w’ = Av’. Ademds, ha de tenerse que a = |V’
y que |b] = |w'| = |A|[v'| = |\|a. De hecho, para que g(v,w) = 0, ha de ser b = Aa, con lo que w = Aa.
Ademss, g(v,v) = —a® + [v/|2 = 0, con lo que son luminosos ambos. Por tanto, g(u,w) = —Xa < 0 si y
solo si A > 0, con lo que se concluye el resultado.

Veamos finalmente que C(u) es convexo. Para ello tomemos v,w € C(u) vectores causales y veamos
que, de hecho, para todos a,b > 0 (no simultdneamente nulos), av + bw € C(u). Para ello calculamos en
primer lugar

g(av + bw, av + bw) = a’g(v,v) + 2abg(v, w) + b*g(w, w),
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con lo que comprobamos que g(av + bw, av + bw) < 0. Ademas, es nula si y solo g(v,w) =0 = g(v,v) =
g(w,w), en cuyo caso w = Av con A > 0, con lo que av + bw es un vector luminoso (no nulo en particular).
Asi pues, comprobamos que av + bw es causal. Finalmente es inmediato que

9(u, a0 + bw) = ag(u,v) + g(u, w) < 0,
con lo que av + bw € C(u). O

De forma anéloga a lo que ocurre con los conos temporales , el resultado anterior nos permite dar la
siguiente definicién.

Definicién 6.1.24. Se denomina cono causal a cada uno de los dos conjuntos que forman una particién
de los vectores causales, C1, Cs, tales que para cada u € V de tipo temporal, o bien C; = C(u), o bien

CQ = C(u)

Observacion 6.1.25. Cabe destacar que, como los espacios vectoriales Lorentzianos se utilizan principal-

mente en el estudio de la relatividad general, en lugar de considerar que en las bases ortonormales ey, . . ., e,
con e,, el vector de tipo temporal es el n-ésimo, con lo que el tiempo seria la n-ésima dimensién, se utiliza
la notacién eq, ..., e,_1, siendo eq el vector tipo temporal. El mismo comentario es aplicable a las coorde-
nadas naturales de los espacios semi-euclideos Lorentzianos, R7, las cuales denotaremos a partir de ahora
20,..., 2" 1, siendo el elemento de linea del tensor métrico:

n—1

ds* = —(dz°)? + Z(dxk)2.
k=1

6.2. Definiciones fisicas basicas

Para poder entender la teoria de la relatividad general, en primer lugar hemos de formalizar una serie
de conceptos fisicos en el lenguaje de las variedades Lorentzianas. La mayoria de ellos son habituales en el
dia a dia, como la velocidad, la energia o el concepto de observador y su definicién dentro del paradigma
newtoniano, aun cuando se utiliza el lenguaje de la geometria Riemanniana para ello, es bastante directa.

No obstante, al tratar de generalizar estos conceptos para que sean validos en las teorias de la rela-
tividad especial y general, la dificultad es mayor. Por ejemplo, en estas teorias, no existe el concepto de
simultaneidad, pues esta depende del observador. Es decir, no se puede decir que dos eventos sucedan a
la vez, solo que un observador los observa a la vez. De la misma forma tampoco se puede afirmar que dos
sucesos ocurran en el mismo punto en instante distintos de forma global. Todo ello hace que el concepto
de observador tome una relevancia especial en la teoria.

En primer lugar, comencemos estableciendo el marco de trabajo de la relatividad general.

Definicién 6.2.1. Una variedad Lorentziana de dimensién 4, M se dice que es un espacio-tiempo si es
conexa y estd orientada temporalmente (o al menos es orientable temporalmente). Cada punto p € M se
denomina un evento.

Gracias a la orientacién temporal, podemos establecer los conceptos de pasado y futuro en cada punto.

Definicién 6.2.2. La orientacion temporal de M se denomina el futuro y la orientacién opuesta, el pasado.
Se dice que los vectores tangentes en cada cono causal del futuro apuntan al futuro, mientras que los de la
orientacién opuesta apuntan al pasado.

Una curva causal se dice que apunta al futuro si todos sus vectores velocidad apuntan al futuro.

Para cadap € M, si C' C T, M es el cono temporal que se escoge en la orientacién de M, este determina
un tnico cono causal, C'. Por tanto, si v € T;, M es un vector causal luminoso, diremos que apunta al futuro
si v € C. Se define de forma analoga los vectores tangentes luminosos que apuntan al pasado.

Intuitivamente, una particula es un objeto de tamano despreciable con respecto a las distancias tipicas
del modelo. Las particulas son objetos reales que, por tanto, han de moverse como mucho a la velocidad de
la luz, de acuerdo con la comprensién actual del Universo. Un estudio detallado de la relatividad especial
permite formalizar que el hecho de que este limite equivale a que las particulas no pueden influir en un
evento si no estan en su pasado.
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Definicién 6.2.3. Una particula material es una curva de tipo temporal que apunta al futuro, o : I — M,
con I un abierto convexo de R, tal que |&/(7)| = 1 para todo 7 € I. El pardmetro 7 de la curva se denomina
tiempo propio de la particula y el campo o’ € X(«) se denomina 4-velocidad de la particula.

Este parametro 7 se identifica con el tiempo que marcaria un reloj que viajara con la particula, con lo
que en principio el tiempo medido por distintas particulas no tiene por qué coincidir, si su movimiento es
distinto. En relatividad general, al ser el tiempo una magnitud relativa, solo importardn las diferencias de
tiempo entre dos eventos, por ello la reparametrizacion de una particula por una traslacién de I se sigue
considerando la misma particula.

Definicién 6.2.4. Una particula luminosa es una geodésica luminosa que apunta al futuro, v : I — M,
donde I es un abierto convexo de R.

Nétese que en este caso, como las particulas de luz siguen geodésicas luminosas, (7',~') = 0y, por ello,
no tiene sentido hablar de una parametrizacién de la particula por tiempo propio. Es decir, estas particulas
no pueden llevar un reloj.

Una de las principales diferencias entre las particulas materiales y las luminosas es que solo las primeras
tienen masa. Esta es una propiedad que determina el comportamiento dindmico de las particulas materiales,
como se hard mas patente al definir el campo energia-momento. Si bien para sistemas complejos la masa
de una particula puede cambiar con el tiempo, consideraremos solo sistemas cerrados, es decir, de masa
constante.

Definicién 6.2.5. Sea « : I — M una particula material. Se asigna a « una constante m > 0 que se
denomina masa de a.

Observacion 6.2.6. Hemos de realizar una puntualizacién en cuanto a las magnitudes fisicas introducidas.
Nuestra experiencia cotidiana nos dice que el tiempo y el espacio son conceptos distintos y, por ello, para
medirlos, usamos distintos estandares respecto a los que compararlos, es decir, utilizamos distintas unida-
des para la medida del tiempo y del espacio. Esto puede dar lugar a un conflicto en la teoria pues hemos
pedido, por ejemplo, que |o/(7)| = 1 para una particula material, sin preocuparnos de en qué unidades se
mida el vector velocidad.

Para evitar la aparicion de constantes universales de la fisica, como la velocidad de la luz, ¢ o la constante
de gravedad G, que podrian complicar las expresiones de la teoria se decide trabajar en un sistema uni-
dades concreto: las unidades geométricas. En este sistema de unidades se fija el valor de c =1y G = 1.
De esta forma, el tiempo y el espacio pasan a medirse en las mismas unidades. Esto es lo que se hace
al hablar de distancias en el universo en términos de segundos-luz o anos-luz. En particular, la velocidad
en este sistema de unidades es adimensional y se mide respecto a la velocidad de la luz en una escala de 0 a 1.

De hecho, en este sistema, la masa también se mide en las mismas unidades que el tiempo o la distancia.
Todo ello simplifica algunas comparaciones asi como el estudio de los limites en los que se recuperan la
teoria de la relatividad especial y la dindmica newtoniana a partir de la relatividad general.

Introducimos ahora un concepto vital en el resto de la teoria, el de observador. Si bien un observador
es una particula mas, su rol en el modelo es relevante, puesto que respecto de él se realizaran las medidas
de posiciones e instantes.

Definicién 6.2.7. Un observador en M es una particula material w : I — M. Ademas, si p € M, un
observador instantdneo en p serd un vector tangente unitario que apunta al futuro, u € T, M.

Finalmente, definimos los conceptos dindmicos relacionados con las particulas que permiten entender
cémo las fuerzas pueden influir en su movimiento: el campo vectorial energia-momento y su generalizacién
en relatividad general, el campo tensorial de energia-impulso.

Definiciéon 6.2.8. Sea a : I — M una particula material de masa m. Su campo vectorial energia-
momento es el campo vectorial P = ma’ € X(a). Si v : I — M es una particula de luz, se define su
campo vectorial energfa-momento como P =~ € X(«).

Estas definiciones son similares a las habituales en mecéanica clasica para el momento lineal. Si bien no
entraremos en detalles, en cada punto a(7p) = p € «(I) de la imagen de una particula, siendo u € T, M un
observador instantdneo, podemos poner o'(7y) = au+u’, con u’ € ut de forma tinica. En estas condiciones
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se identifica u’/a con la velocidad de la particula « en ese evento vista por el observador instantdneo w.
Nétese que, por ser o (79) de tipo temporal, la norma de esta velocidad siempre serd menor que 1, que la
velocidad de la luz. De forma andloga, se entiende que si P(7g) es el campo vectorial energia-momento en
7o, al hacer la descomposiciéon P = Eu + P’, E se identifica con la energia de la particula en ese instante
y P’ con su momento lineal, segtin los observa w.

El tensor energia-esfuerzo es el encargado de describir en un espacio-tiempo M dado, con una cierta
distribucién de materia, cudl es la energia y el momento lineal promedio en cada evento. Al tratar de
describir el comportamiento de la materia, de la cual no se tiene una descripciéon general en relatividad
general, no existen unas reglas generales que permitan construir este tensor. De hecho, es el objeto que
caracteriza cada modelo de la teoria, pues determina como es la gravedad de ese modelo, es decir, la cur-
vatura del espacio-tiempo.

No obstante, para que los modelos validos sean compatibles con las observaciones del comportamiento
de la materia, se piden ciertas propiedades a este campo tensorial. En primer lugar, siempre se trata de un
campo tensorial de tipo (0, 2), que suele generalizar el concepto de tensor de esfuerzos tipico de la mecénica
de medios eldsticos. Ademds, dado un observador instantdneo u en un evento p € M, se identifica T (u,u)
con la densidad de energia que observa u entorno a ese evento, por lo que ha de ser positivo. Ademsds, la
conservacion de la energia-momento en cada punto del espacio-tiempo, la cual es una de las leyes bésicas
de la fisica, se puede probar que, con las definiciones adecuadas, equivale a que div(T) = 0.

Definicién 6.2.9. Un campo tensorial energia-esfuerzo, T, en un espacio-tiempo, M, es un campo tensorial
de tipo (0, 2) tal que para cada p € M y cada u € T,M de tipo temporal, T'(u,u) > 0 y div(T") = 0.

Incluimos finalmente por completitud, el concepto de particula en caida libre, pues, si bien no estudia-
remos en los modelos Robertson-Walker el comportamiento de particulas materiales, es uno de los pilares
de la relatividad general.

Definicién 6.2.10. Se dice que una particula material a : I — M esta en caida libre si es una geodésica.

6.3. Ecuacion de Einstein

La ecuacion principal de la teoria de la relatividad es la ecuacién de Einstein, la cual permite relacionar
el campo tensorial de energia-esfuerzo con el tensor métrico del espacio-tiempo M, a través de su curvatura
de Ricci. Teniendo en cuenta que div(T) = 0 para cualquier campo tensorial de energia-esfuerzo, se llega
a la conclusién de que la relacién ha de estar dada por el campo tensorial de Einstein:

Definicién 6.3.1. El campo tensorial de Einstein de un espacio-tiempo M es G = Ric — %Sg, siendo Ric
la curvatura de Ricci de M y S su curvatura escalar.

Entre las propiedades principales del campo tensorial de Einstein que establecemos a continuacion,
destaca que contiene la misma informacion que el tensor de curvatura de Ricci, pues uno se puede obtener
a partir del otro, incluso usando la misma expresién una vez se tiene en cuenta que la curvatura escalar es
la contraccién métrica de la curvatura de Ricci: S = C(Ric).

Proposicion 6.3.2. El campo tensorial de Einstein de M cumple:
1. G es un campo tensorial simétrico de tipo (0,2) de divergencia nula.
2. Ric =G — 3C(G)g, siendo C(G) su contraccién métrica.
Demostracion.

1. En primer lugar nétese que tanto Ric como g son campos tensoriales de tipo (0, 2) simétricos, mientras
que S € F(M). Por tanto, es inmediato que G lo es. Ademds, de acuerdo con la Proposicién 4.4.19
y el Ejemplo 4.3.14:

1 1 1
div(G) = div(Ric — =Sg) = =dS — =dS = 0.
2 2 2
2. Comencemos recordando que, por el Ejemplo 4.3.9 se tiene que C(g) = 4. Por tanto, por la definicién

de curvatura escalar: )
C(G) = C(Ric) — §SC’(g) =-5.
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Por tanto, a partir de la definicién de G:
. 1 1
Ric=G + 559 =G - iC(G)g.

Por tanto, se concluye la demostracién. O

De esta forma se llega a la ecuacién de Einstein que gobierna el comportamiento de los espacio-tiempos
en relatividad general:

Definiciéon 6.3.3. La ecuacién de Einstein establece que en un espacio-tiempo M con tensor energia-
esfuerzo T
G = 8nT,

con G el campo tensorial de Einstein.

Cabe destacar que la ecuacién de Einstein presentada en este trabajo asume la constante cosmoldgica
igual a A = 0, tal y como supuso Einstein en su trabajo original. No obstante, las teorias actuales de la
relatividad general incluyen este término adicional (que nosotros ignoraremos), con lo que la ecuacién de
Einstein se cambi6 por [8]:

G+ Ag =8nT.

Ambas ecuaciones son consistentes con que el campo tensorial de energia-esfuerzo sea un campo tenso-
rial de tipo (0, 2) de divergencia 0. Ademds, imponen una restriccién adicional sobre los campos tensoriales
de energia-esfuerzo con significado fisico: estos han de ser simétricos.

En ellas se hace claro que es la materia y, més concretamente, el tensor energia-esfuerzo el que determina
la curvatura (de Ricci) del espacio-tiempo, mientras que el hecho de que las particulas en caida libre sigan
geodésicas, implica que es la curvatura la que determina como se mueve la materia.

Definicién 6.3.4. Sea M es un espacio-tiempo Ricci plano, se dice que M es un wvacio.

Notese que, gracias a la ecuacion de Einstein y a que el campo tensorial de Einstein determina la
curvatura de Ricci, es equivalente que M sea un vacio a que T' = 0, lo que da sentido a esta definiciéon.

6.4. Fluidos perfectos

Consideremos ahora que el Universo estd ocupado por un fluido, es decir, por un medio continuo no
rigido. Una opcién para describir la dinamica de estos sistemas seria considerar un gran niimero de particu-
las materiales, las “moléculas” del fluido. No obstante, este enfoque es demasiado complejo para aportar
resultados significativos y, por ello, es preferible trabajar modelando el fluido como un continuo. En este
caso, en vez de trabajar con la 4-velocidad de cada particula, se define un campo de vectores en todo M
que da, de forma intuitiva, la 4-velocidad promedio de las moléculas del fluido en cada evento.

Teniendo en mente esta idea, una serie de argumentos heuristicos, basados en el comportamiento
fisico del tensor de esfuerzo clasico, permiten concluir que las caracteristicas que permiten modelar el
comportamiento de un fluido perfecto a través de un campo tensorial de energia-esfuerzo son que, siendo
U el campo vectorial que representa la 4-velocidad del fluido y X,Y campos vectoriales ortogonales a U
en cada punto de M:

TUU)=p, TX.U)=TUX)=0, T(X,Y)=pn(XY),
donde p representa por tanto la densidad de energia del fluido y p la presién que este ejerce.

El adjetivo “perfectos” se debe a que, al realizar estos argumentos, se considera que no los fluidos no
poseen viscosidad ni presentan fuerzas de cizalladura.

En cualquier caso, estos argumentos heuristicos llevan a la siguiente definicién formal de los fluidos
perfectos:

Definicién 6.4.1. Un fluido perfecto en un espacio tiempo M es una terna (U, p, ) donde:

JAIME BaJjo DA Costa 135



6 ESPACIOS ROBERTSON-WALKER

= U es una campo vectorial unitario de tipo temporal que apunta al futuro, el cual se denomina campo
vectorial de flujo.

= p, € F(M) se denominan (funcién de) densidad de energia y (funcién de) presidn.
= Kl campo tensorial de energia-esfuerzo de M estd dado por
T=(p+mU @U"+pug,
donde U* es la 1-forma métricamente equivalente a U.

Veamos que esta expresion del campo tensorial energia-esfuerzo cumple las condiciones necesarias para
representar el efecto de un fluido perfecto en el espacio-tiempo.

Lema 6.4.2. Sea (U, p, ) una terna tal que U € X(M) es unitario y de tipo temporal, apuntando al
futuro y p,n € F(M). Entonces, para cada X,Y € X(M) perpendiculares en todo punto a U se tiene que
un campo tensorial de tipo (0,2) cumple

T(U,U) = p, TU,X)=T(X,U) =0, T(X,)Y)=p(X,Y),
siysolosiT = (p+ p)U* @ U* 4+ ug. Ademds, en tal caso, T es un campo tensorial simétrico.

Demostracion. Comencemos suponiendo que T = (p+ p)U* @ U* + pug y sean X, Y € X(M) tales que
para cada p € M, X,,,y, L U,. Entonces:

T(U,U) = (p+ m)U(U)U*(U) + pg(U,U) = (p + w)g(U,U)* + pug(U,U) = (p+ p) — = p-
Ademas, como g(U, X)) =U*"(X)=0=U*(Y) = g(U,Y) se tiene que:
T(U,X) = (p+ w)U* (U)U*(X) + pg(U, X) = 0.

Como U*®U* y g son dos campos tensoriales de tipo (0, 2) simétricos, es claro también que T es simétrico
y T(X,U) = 0. Finalmente:

T(X,Y) = (p+ m)U"(X)U(Y) + pg(X,Y) = p (X, Y).

Supongamos ahora que 7' cumple las cuatro condiciones del enunciado. Para cada p € M, U, es un vector
tangente de tipo temporal unitario. Podemos extenderlo a una base ortonormal U, z,y € T, M. Sabemos,
de acuerdo con el Teorema 4.3.10 que existe un entorno de p, V' y campos de vectores X,Y € X(V) tales
que U, X', Y’ es una referencia ortonormal en V, con X, = z,, ¢ Y}, = y,,. Consideremos V' C V entorno
cerrado de p. Sabemos que existe f € F(M) que es idénticamente 1 en V' y con Sopf C V’. Entonces
U, X = fX',Y = fY’ son campos de vectores en M con X,Y ortogonales en cada punto a U. Asf pues,
en particular, sabemos que:

T(Uy,Up) =T(U,U)(p) = p(p), T(Up,zp) = T(U, X)(p) =0 =T(xp, Up),

T(zp,yp) = T(X,Y)(p) = plp) (Tp, Yp) -

Siendo S = (p+ p) U* @ U* + ug € T M, por lo probado antes, se tiene que S y T actian igual sobre los
vectores tangentes de una base de cada espacio tangente. Por tanto, T, = S, para todo p € M, es decir,
S=T. O

Ademids, como T ha de ser un campo tensorial de divergencia nula, se obtienen las siguiente relaciones
entre los elementos de un fluido perfecto.

Proposicién 6.4.3. Si (U, p, pt) es un fluido perfecto:
1. Up = —(p+ p)divU (ecuacién energética).
2. (p+ p)DyU = —grad p (ecuacién de fuerzas).

Donde grad, pv se denomina gradiente espacial de presién y es la componente de grady ortogonal a U.
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Demostracion. Sea T el tensor de tipo (2,0) métricamente equivalente a T, es decir, aquel que se obtiene
realizando dos subidas de fndices. Veamos que div(T) = 0 si y solo si div(T) = 0. Para ello, veamos
que, de hecho, d1v( [') =11 div(T). Consideremos una carta local (V, ) de M. Respecto de esta carta las
componentes de 11 div(7T') de acuerdo con (4.3) y (4.11) son

div(T J = Zg T (Tl div(T Zg” ngqul g

p,q p,q

siendo T, la componente p, i, g-ésima de DT, donde el tltimo indice se refiere a la nueva componente
covariante debida a la derivada covariante.

Por otro lado, como la derivada covariante y los cambios de tipo conmutan, podemos hallar las com-
ponentes de DT respecto a esta carta local como

DT =3 g7¢ Tprn,

con lo que la divergencia de T tiene componentes

C’lDT Zgﬂ quprhq’

p,q

con lo que comprobamos que se da la igualdad. Usando de nuevo la ecuacién (4.3) se comprueba que las
componentes de g* =11 o 11 g, respecto a la carta local, son:

(9°)" = g".
Por tanto, como T = (p + pu) U* @ U* + g, aplicando 11 o 13 a ambos lados de la igualdad se llega a que:
T=(p+uUeU+pug".

Por tanto, si ponemos U = >, U* a?ﬂ

T = (p+ p) U'V7 + ug.
Por tanto, su divergencia tiene componente i-ésima respecto d esta carta

divT" = ZT” = Z ((o+ WgUTT + (p+ WUSU? + (p+ WUV + 1397 )

donde hemos utilizado la regla del producto de la derivada covariante, asi como que g es paralelo, para
hallar las componentes de DT'. Nétese que, ademas,

(DyU)' =ULU?, Dylp+p)=Ulp+p) =Y (p+p),;U7, (gradp)’ Zu,gg, div(U ZU
J

por lo que podemos concluir que:
divT =U(p+ p)U + (p+ p)DyU + (p + p)(divU)U + gradp.

Como divT = 0y, por ser U un vector unitario y por ello (U, U) constante, derivando la expresién anterior,
se obtiene que (DyU,U) = 0. Como ademds U es de tipo temporal, en cada p € M, T,M = [U,] @ [U,]*,
por lo que, proyectando en Upl ambos lados de la igualdad:

0= (p + /L)DUU + gradlu.
Por otro lado, usando que <divT, U> = 0, calculando este producto:

0 =U(p+p) (U, U)+0+(p+p)(div0) (U, U)+{gradu, U) = =Up—=U u—(p+p)divU+Up = —U p—(p+u)divU.

Reordenando, se obtiene la ecuacién energética. O
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La primera ecuacién determina cual es la evolucion temporal de la densidad de energia en un fluido
perfecto (vista en el sistema de referencia que se mueve con el propio fluido, es decir, por el observador
instantdneo Uy, p € M).

Ademis, entendiendo el gradiente espacial de la presion como una generalizacién de las fuerzas clasicas,
la segunda de las ecuaciones es el anidlogo a la segundo ecuacién de Newton, F' = ma, pues DyU es la
aceleracién promedio de las moléculas del fluido (medida en el sistema de referencia del propio fluido). Eso
si, mediante esta interpretacién, no solo la energia si no también la presién aporta a la masa del sistema,
cuya densidad es p + .

Cabe senalar que la definicién de los fluidos perfectos no dice cémo construir un espacio-tiempo para
modelar un fluido perfecto. Este de hecho es una de las grandes dificultades del estudio de la relatividad
general. De acuerdo con la ecuacién de Einstein, la distribucién de materia en el Universo viene determinada
por la geometria del mismo. Por tanto, 7'y M no se pueden elegir arbitrariamente, sino que se han de
encontrar espacio-tiempos tales que su campo tensorial energia-esfuerzo pueda representar una situacién
fisicamente realista. Es por ello que la construcciéon de modelos en relatividad general es al fin y al cabo
un proceso de emparejamiento entre los espacios-tiempos y sus propiedades fisicas.

6.5. Espacios Robertson-Walker

A continuacién presentamos uno de los modelos mas sencillos para describir la evolucién del Universo a
gran escala. Si bien la materia en nuestra Universo se observa que se agrupa en galaxias y estas a su vez en
cumulos de galaxias, en que la densidad es mayor, cuando se realiza un estudio del Universo a las mayores
escalas posibles, este parece isétropo, es decir que es aproximadamente igual en todas las direcciones.

Por tanto, un modelo cosmolégico que incluya la isotropia como una caracteristica fundamental es un
buen candidato para ser fisicamente razonable.

Ademas, por analogia con el caso newtoniano un modelo especialmente sencillo del Universo podria
estar determinado por una variedad producto del tiempo y el espacio. Todo ello nos lleva a las siguien-
tes definiciones que nos permiten determinar progresivamente las propiedades que se espera que tenga
un espacio-tiempo que represente el Universo. Tras determinar cuales son estas propiedades, daremos la
definicién formal de este tipo de modelos.

Definicién 6.5.1. Sea I un convexo y abierto de R y S una variedad diferenciable de dimensién 3 conexa.
Definimos M =1 xSyt: M — I, 0: M — S las proyecciones canénicas.

Sea U = % el levantamiento a M del campo vectorial estandar d/dt en I C R.

Para cada p € S se define la galazia v, como la curva v, : I — I x {p} dada por v,(t) = (¢,p).

Para cada tg € I se define la hipersuperficie obtenida manteniendo t; fijo como:

S(to) = {to} x S.
El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de las propiedades de las variedades producto:

Lema 6.5.2. En las condiciones anteriores, para cada p € S, 7, es una curva integral de U. Por ello, se
denomina a la proyeccion t tiempo propio.

Observacién 6.5.3. Para toda funcién h € F(I), denotaremos del mismo modo a su levantamiento a M vy,
ademés, denotaremos por b’ a U(h) = 4.

El propdsito de estas definiciones es que puedan representar un fluido en que cada punto sea una
galaxia. Ademads, es razonable asumir que en dicho modelo el tiempo propio de las galaxias ha de venir
determinado por ¢, dando U los observadores instantaneos respecto a los que estudiar el modelo. Ademas,
por la isotropia del espacio, esperariamos que el movimiento relativo entre las galaxias sea despreciable, por
lo que S(tp) es esperable que sea una variedad en que todas las galaxias estén en reposo simultdneamente.
Estas dos ideas, junto con la formalizacién del concepto de isotropia, conducen a que si se quiere dotar a
M de un tensor métrico de manera que se convierta en una variedad Lorentziana que modelo la evolucién
del Universo, ha de cumplirse que:

= U sea un campo vectorial unitario de tipo temporal, es decir, (U,U) = —1.
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Para cada s € I, S(s) ha de ser ortogonal a U (y por ello una subvariedad Riemanniana).

Para cada (t,p) € M, existe un entorno U tal que dados vectores tangentes unitarios x,y € T(y,,)S(t)
existe una isometria ¢ de U en si mismo, de la forma ¢ = id x ¢s, tal que do ) (x) = y. Este tipo
de isometrias se dice que conservan las galaxias.

El siguiente resultado permite deducir propiedades que ha de tener M con una métrica que cumpla que
cumpla los tres puntos anteriores.

Proposicién 6.5.4. Si a M se le dota de un tensor métrico que cumpla las tres condiciones anteriores,
se cumple que:

2)
b)

para cada t € I, S(¢) tiene curvatura seccional constante, C(t).

para cada s,t € I, la aplicacién ns(s,p) = (t,p) de S(s) en S(f) es una homotecia.

Demostracion.

a)

Sea (t,p) € S(t) y sea Il un plano tangente de T{; ,,)S(t), el cual es no degenerado. Entonces, como su
subespacio ortogonal en T{; ,)S(t) es de dimensién 1, existe x € T, ,)S(t) unitario tal que IT = zt.
Asi pues, dados II, II" planos tangentes de T(;,)S(t), existen z,y € T(,)S(t) unitarios tales que
't =M eyt =TI (el ortogonal en T, ,)S(t)) . De acuerdo con la propiedad de isotropfa, existe una

isometria ¢ = id X ¢g de un entorno de (¢,p), V, en s{ mismo que manda x en y.

Por actuar separadamente en [ y S, sabemos que la restriccién de ¢ a V N .S(t) es de nuevo una iso-
metria que, por tanto, mandard - = IT en y* = I’ (el ortogonal en T(t,p)S(t)). Como las isometrias
conservan la curvatura seccional, las curvaturas seccionales de II y IT' serdn las mismas y, de acuerdo
con el Teorema 4.4.15, S(t) tiene curvatura constante.

Veamos en primer lugar que para todo € T{, ,)S(s) unitario se tiene que |dns:(z)| es el mismo. Para
ello fijemos = en estas condiciones. Entonces, por la condicién de isotropia, para todo otro vector
tangente unitario existe una isometria ¢ = id X ¢ en un entorno, V.= J x W, de (p, s) que lleva z
en dicho vector, do(z).

Supongamos en primer lugar que t € J. Entonces es claro que ¢ y 7y conmutan, por lo que lo
hacen sus aplicaciones diferenciales por la regla de la cadena. Como ¢ es una isometria:

|dnsi(d(2))| = |dp(dnsi ()] = |dnst ()]

Para un t general, consideramos el compacto [s,t]. Por la hipé6tesis de isotropia, este se puede re-
cubrir por abiertos J (que podemos tomar que sean intervalos) en las condiciones anteriores. Asi
pues, por compacidad, existen Ji,...,J; intervalos abiertos de R, entornos Wy,..., Wy de p en S
e isometrias ¢q,..., ¢k, ¢; : J; x W; — J; x W; tales que los J; recubren [s,t]. Ademds, siendo
Ji = (a4, b;) reordenando y reduciendo algunos intervalos si es necesario, podemos suponer que para
todoi=1,...,k—1, <a; < a;41 <b; <bj41yquete Jg, s € Ji. Por tanto, tomando para cada
t=1,...,k— 1% € (ai+1,b;) y usando que Nst = M.ty © Mey_1tu_o © O Nioty O Nty s, iterando el
razonamiento previo k veces, se concluye el resultado.

Sea h(s,p,t) el factor de escala en la norma de los vectores tangentes en (s,p) y veamos que es
una funcién diferenciable. En primer lugar, como 7, es un difeomorfismo, para cada x € T\, ,)S(s)
unitario, dns;xz es no nulo. Tomemos X € X(I x S) un campo de vectores unitario en un entorno
de (s,p), W = J x V, tangente a S(t), el cual sabemos que existe por el Teorema 4.3.10, tomando
como primer campo vectorial de la referencia de campos U, ortogonal por hipétesis a S(¢). Dado
x € T{s ) S(t) no nulo, considerando una carta adaptada de I x S de la forma (I x V,id x ¢) con (V, ¢)
carta de S, vemos que las coordenadas de x respecto a la base asociada a esta carta de T( ) X S son
las mismas que las de dns; respecto a la base de T{; ;I x S asociada a la carta. Por tanto, expresando
h2(s,p,t) = {dns(x),dnse(x)) / (z,x) respecto a esta carta adaptada, comprobamos que h? es dife-
renciable y, como no se anula, h es diferenciable en I x S x I. Veamos que para todo z € T(I x S x I)
tangente a S unitario se tiene que x(h) = 0. Usando cartas locales adaptadas a la estructura de
variedad producto, al ser S conexa, concluiremos pues que h solo depende de su primera y ultima
variable y, por tanto, 7y sera una homotecia de coeficiente h(s,t)? = h(s, p,t)? para cualquier p € S.
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Sea x € T4+ (I x Sx) que identificamos con su proyeccién a T, ,)S(s) y sea o la geodésica
en S(s) con o(0) = (s,p) y 0/(0) = z. Sea ¢ = id X ¢g una isometria en un entorno de (p, s) tal
que do|(p 5)(7) = —x, la cual sabemos que existe por la condicién de isotropia que cumple M. Como
o(—u) es la geodésica en S(s) con velocidad inicial —x y las geodésicas se conservan por isometria,
poa(u) = o(—u), con lo que do|,(,(0'(u)) = —o'(—u). Usando de nuevo que 7y y ¢ conmutan:

h(o(u),t) = |dnseo’ (w)| = |doly,, (o)) @stlow) 0" ()| = [dNst]p(o ()]0 (w0’ (u)] =

= |dnstlo(—uyo’ (—u)| = h(o(—u), ).
Nétese que o’(u) es unitario para todo u pues la norma del vector velocidad de una geodésica se
conserva.
Por tanto:

Loy, =0,

(oh)(s,p1) = o

con lo que se concluye el resultado.

O

Usando la notacién de la demostracién anterior, de acuerdo con la relacién entre las curvaturas seccio-
nales y las hometecias dada en la Seccién 4.5:

h(s,t)2C(t) = C(s).

Como ademas 7 es claramente un difeomorfismo, i no se anula nunca y, por ello C' : I — R es de signo
constante, k = —1,0, 1.

Proposicién 6.5.5. En las condiciones anteriores, fijamos a € I y definimos f(a) > 0 de forma que
C(a) = f(a)?k. Sea g, la restriccién del tensor métrico de M a S(a) y definamos g = ﬁjjgm siendo
Ja(s) = (a,s) para cada s € I. Entonces S tiene curvatura seccional constante k y para todo t € I,
je 8 — S(t) es una homotecia de coeficiente 7.

Demostracion. Basta tener en cuenta que, con esta definicién del tensor métrico en S a partir del de S(a),
se tiene que j, es una homotecia de coeficiente f%w) Por las propiedades de la curvatura seccional respecto

a las homotecias y la definicién de f(a), se tiene que la curvatura de S es entonces k.
Ademas, para cada t € I, podemos ver j; = 14; © j,. Por ser composicién de dos homotecias, sabemos que
Jt lo es. Ademds, su factor de escala es el producto de los factores de escala de cada uno. Al ser h(a,t)

diferenciable respecto a t, f%(t) = }}(Q‘z(f)) es diferenciable. O

Todos estos resultados muestran que, si en M queremos dar un tensor métrico que de lugar a un espacio-
tiempo que represente correctamente nuestro Universo a gran escala, de acuerdo con la Proposicién 5.0.5,
este tiene que dotar a M de estructura de producto warped. Es mas, podemos elegir S de manera que
tenga curvatura constante igual a —1, 0 o 1, de acuerdo con la proposicién previa.

Esto nos permite concluir que los espacio-tiempos que permiten dar una descripcién a gran escala del
Universo han de definirse de la siguiente forma:

Definicién 6.5.6. Sea S una variedad Riemanniana conexa de curvatura constante k € {—1,0,1}. Sea
f > 0 una funcién diferenciable en un abierto convexo I C R}. Se denomina espacio-tiempo de Robertson-
Walker al producto warped:

Mk, f)=1xs85.

En M (k, f) se considera la orientacién temporal dada por U € X(M(k, f)), el levantamiento de 4 € X(I),
el cual se denomina campo vectorial de flujo. Ademads, se dice que I es maximal si f no se puede extender
a una funcion diferenciable en un intervalo estrictamente mayor que I.

Como veremos mas adelante, la denominaciéon de U como campo vectorial de flujo es compatible con
la definicién de este concepto dada para flujos perfectos.

Establecemos ahora la nomenclatura relativa al espacio, .S, en estos espacio-tiempos. Este es un modelo
de cada una de las subvariedades S(t), t € I. Cabe mencionar que, dado que como es una variedad
Riemanniana de dimensién 3 de curvatura constante, los modelos estdndar para S son (abiertos de) H3,
el espacio hiperbélico de 3 dimensiones, R? y S3.
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Definicién 6.5.7. Sea M (k, f) un espacio-tiempo de Robertson-Walker. Con la notacién de la definicién
anterior, se dice que S es el espacio de M (k, f) y se denota a su tensor métrico por (, ), a su conexién de
Levi-Civita, V, y al conjunto de los levantamientos de campos de vectores de S a M (k, f), L(.5).

El estudio de la conexién y la curvatura en los espacio-tiempos Robertson-Walker, necesario para
poder estudiar sus dindmicas, es una consecuencia inmediata de las propiedades generales de los productos
warped, como muestran los resultados siguientes.

Corolario 6.5.8. Con las notaciones anteriores, sean X,Y € L(S). Entonces:
1. DyU = 0.
2. DyX = DxU = fT/X.
3. normDxY =IL(X,Y) = (X,Y) L-U.
4. tan DxY es el levantamiento de VxY de S a M(k, f).

Como siempre en los productos warped II es el tensor de forma para las fibras, en este caso S(t), t € I.

Demostracion. Basta aplicar el Teorema 5.0.10 a este caso concreto con F =Sy B = 1.

Como U € L(I), entonces DyU en M es el levantamiento de DyU en I. Como I C Rl y U es uno
de sus vectores coordenados, sabemos que es paralelo, lo que demuestra 1.

2. y 4. son aplicacién directa de los respectivos apartados de dicho teorema. Para 3. basta con notar
que, como f solo depende de ¢, para todo X € £(.S)

(grad(f),X) = X(f)=0,  (grad(f),U) =U(f) = [,

de donde se deduce, por ser el tensor métrico no degenerado y U unitario de tipo temporal, que grad(f) =
—f'U. O

Corolario 6.5.9. Para cada p € S, 7, es una geodésica de M (k, f).
Demostracion. Basta aplicar el apartado 1. del corolario previo, puesto que 7, (t) = U(t,p). O

Corolario 6.5.10. Con las notaciones anteriores, sean X,Y, Z € £(S). Entonces:
A2 2
I Ry Z = ((§) +(5) ) (X, 2)Y — (¥, 2) X).

2. RxoU =X
3. RxyU =0.
4. RxyY = L (x,v)U.

Figura 8: Fotografias de Howard P. Robertson y Arthur G. Walker. Fuente: AIP Niels Bohr Archives and
Library [9] & Hitchin Nigel J. Arthur Geoffrey Walker. 7]
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Demostracion. Basta aplicar los resultados del Teorema 5.2.4. Para ello, hemos de tener en cuenta lo
siguiente:

1. Como la fibra S es de curvatura constante k, sabemos que Ry Z = k((Z,X)Y — (Y,Z)X) =
%(Z, X)Y — (Y, Z) X (ignorando la diferencial de la incluisén), por el Corolario 4.4.14.

2. Hemos de notar que HY(U,U) = f”, por lo desarrollado en el Ejemplo 4.3.18.
3. Se deduce inmediatamente del punto 3. de dicho teorema.
4. Basta notar que Dy (grad(f)) = Dy(—f'U) = —-f"U.

O

Corolario 6.5.11. Sea M (k, f) un espacio-tiempo de Robertson-Walker con campo vectorial de flujo, U.

1. La curvatura de Ricci estd dada por:

L/I

Rie(U.U) = =37, Rie(U, X) =0,

I\ 2
Ric(X,Y) = <2 (];> + 22kf,,> (X,Y), para todos X,Y L U.
2+ F

o (LY kL
o= <(f) +f2+f>'

Demostracion. Basta aplicar los resultados del Corolario 5.2.5 para los resultados sobre el tensor de Ricci.
Para ello hemos de notar lo siguiente:

2. La curvatura escalar es:

= A partir de la definicén del laplaciano, Af = —f".
= Usando (4.14), deducimos que, al ser S de curvatura constante
Ric®(z,z) = (3 — 1)k(x,z) = 2k(z, z), para todo z € T'S,

con lo que polarizando, Ric(z,y) = 2k(z,y) para todos x,y vectores tangentes a S. Asi pues, levan-
tando dicha igualdad:
RicS(X,Y) = 2% (X,Y),
para todos X,Y € L(S).
= Como I es de curvatura 0, Ric! (U,U) = 0.

Para los resultados sobre la curvatura escalar, basta aplicar el Corolario 5.2.6, teniendo en cuenta que la
curvatura escalar de I es 0, al serlo su curvatura y que, a partir de la curvatura de Ricci, se obtiene que
la curvatura escalar de S es 6k. O

Veamos ahora que para todo espacio-tiempo de Robertson-Walker, U da lugar a un fluido perfecto, por
lo que son modelos fisicamente realista.

Teorema 6.5.12. Si U es el campo vectorial de flujo en un espacio-tiempo de Robertson-Walker, M (k, f),
entonces (U, p, 1) es un fluido perfecto, siendo:

8o (SN Lk I (f)k
3_(f) +f2, 8wu—2f+ 7 —I—f2.
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Demostracion. Por la ecuacién de Einstein, se tiene que T = é(Ric - %Sg. Por tanto, como para cada
X € L(S), Ric(U,X) =0y U L X, de acuerdo con un corolario previo, entonces T'(U, X) = 0. Por otro
lado si X,Y € L(S):

87T(X,Y) = Ric(X, Y)f%S (X,Y) = (2 (J;I) + QP + f;) (X,Y)-3 ((?) + F + J;:) (X,Y) =

f/ > k fl/
=|-|=) —=—-2=4 | {(X,Y).
( (7) -~ 527 )
Teniendo en cuenta el Lema 6.4.2, se tiene la expresién para pu.

Finalmente, calculando p, usando de nuevo dicho lema:

" 7\ 2 " N\ 2
e S (GRS AR R (GRS

Reordenando se obtiene la expresién del enunciado. O

En particular, notese que la densidad y la presién son funciones que solo dependen de ¢, lo que muestra
que con estos modelos se consigue recuperar efectivamente la isotropia del espacio.

Las expresiones explicitas de p y p nos permiten ademéas obtener una relacion entre la densidad y la
presion del modelo, a través de la warping function:

Corolario 6.5.13. Sea (U, p,u) el fluido perfecto asociado a un espacio-tiempo de Robertson-Walker
M (k, f). Entonces:

3ffH = —4m (p+ 3u).

Demostracion. Basta sustituir en la expresiéon de —8mu hallada en el resultado previo, los ultimos dos
sumandos por 87p/3 y reordenar. O

También podemos obtener la ecuacion energética para este modelo, lo que nos dice cémo evoluciona
la energia, mediante una EDO. Nétese que, como DyU = 0 al ser I de curvatura nula y ademaés, como p
solo depende de ¢, grad p = 0, entonces la ecuaciéon de fuerzas no aporta informacién.

Corolario 6.5.14. Sea (U, p, p) el fluido perfecto asociado a un espacio-tiempo de Robertson-Walker
M (k, f). Entonces:

f/

f

Demostracion. Notemos en primer lugar que, por definicién, p’ = Up. Adem4s, considerando una referencia
local ortogonal con primer campo de vectores Fy = U, podemos hallar la divergencia de U usando (4.9):

p=-3(p+n %

3
div(U) = — (DyU,U) + > (Dg, U, En,
m=1

Usando el Corolario 6.5.8, se concluye que cada sumando es f’/f. Basta utilizar la Proposicién 6.4.3 para
concluir. O

Los modelos Robertson-Walker dan lugar a varias predicciones importantes sobre el comportamiento
del Universo a gran escala, de las cuales presentamos una selecciéon a continuaciéon. En lo que sigue, asu-
miremos que M (k, f) = I x; S es un espacio-tiempo de Robertson-Walker dado, con I maximal, asociado
al fluido perfecto (U, p, ).

La primera de ellas es que puede dar cuenta de la expansién del Universo, es decir, de la observa-
cién experimental de que los cimulos de galaxias se alejan todos entre si. Este hecho fue primeramente
descubierto por Hubble y, por ello, la siguiente constante lleva su nombre:
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Definicién 6.5.15. Se denomina constante de Hubble a la funcién Hy € I dada por:

Teorema 6.5.16. Si existe ty € I tal que Ho(tp) > 0 y ademds p + 3u > 0, entonces I tiene un punto
inicial t, con Ty — Ho(to)_l <ty < tgy, obien f' > 0 siempre, o bien f tiene un méximo tras ty e I es un
intervalo finito, (t.,t*).

Demostracion. De acuerdo con el Corolario 6.5.13, como p + 3 > 0, entonces f” < 0. Por tanto, f es
estrictamente céncava. Por tanto, todo el grafo de f (salvo en tp), estd por debajo del grafo de la recta
tangente a f en tg, que tiene por ecuacion, teniendo en cuenta la definicién de Hy:

F(t) = f(to) + Hof(to)(t — to).

Como el grafo de esta recta corta al eje FF =0 en t =ty — HO_1 y Hy > 0, entonces f tiene que tener
una singularidad antes de ese tiempo, pues f > 0. Es decir, ha de haber un punto a partir del cual f no
se pueda extender con diferenciabilidad (o siendo positiva) para instantes anteriores, el cual serd su punto
inicial.

Ademds, como f” < 0, o bien f’ es siempre positiva (en ¢y lo es, por ser Hy > 0) o bien f alcanza
un méximo tras el cual f’ < 0. en este ultimo caso, para cierto instante ¢; en que f'(¢1) < 0, un argumento
como el inicial muestra que ha de haber una singular en un instante t* > t; > ¢g. O

Este resultado en particular muestra que las ideas que se tenfan a principio de siglo de que el Universo
era estatico son incorrectas, pues las medidas actuales de Hy muestran que esta es positiva. Ademas, dan
lugar a la prediccién de un inicio del Universo, el Big Bang. Ademads, a partir de las medidas de Hy se
puede estimar la edad del Universo, de acuerdo con este modelo.

La segunda prediccion relevante de estos modelos que estudiaremos es el desplazamiento al rojo de las
particulas luminosas. Es decir, que la luz procedente de galaxias distantes, al llegar a la Tierra, posee una
longitud de onda mayor de la esperada, “més roja”.

Para hacer este estudio, consideraremos curvas « : J — M(k, f), con J un convexo abierto de R.
Podemos escribir para cada s € J, a(s) = (¢(s), 3(s)), siendo ¢ el tiempo propio de las galaxias, es de-
cir, la proyecciéon canénica en I. Esto da lugar a que haya dos tipos de derivadas temporales distintas
de funciones h € F(J) al considerar estas curvas, las derivadas respecto al pardmetro s de la curva, que
denotaremos o’h = h'; y las derivadas respecto al tiempo propio de las galaxias, que denotaremos hy; = Uh.

Haciendo uso de esta notacién, gracias a los resultados generales sobre las curvas geodésicas en los
productos warped, se deduce que:

Corolario 6.5.17. Una curva a = (¢, 8) en M(k, f) es una geodésica si y solo si:

1L (8,8 f(t) f(t) = 0.

2. g + 20l dt g — 0.

Demostracion. Comencemos notando que se tiene que grad(f) = —f;U con la nueva notacién. Adem4s,
usando la regla de la cadena:

(7)) = AT

ds ds
Usando el Teorema 5.1.1, teniendo en cuenta que, lo que en ese teorema se llamaba «, ahora lo denominamos
tyt'= j—zﬁU , se concluye el resultado de forma inmediata. O

Corolario 6.5.18. Si a = (t,3) es una geodésica luminosa en M(k, f), entonces la funcién f(t)% es
constante.
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Demostracidon. Teniendo en cuenta que el vector velocidad de o es o = %U + @', por ser luminoso:

2
0= <Oé/,Oé/> - _ <§z> 4 (5/76/)f2~

Multiplicando por f la condicién 1. del corolario anterior y sustituyendo:

d?t at\? d dt
0= dsQ'i‘ft(dS> :ds(f(t)ds)’

de donde se concluye, por ser I conexo. O

Definimos que es el concepto de corrimiento al rojo, que nos permite entender cémo varia la longitud de
onda de la luz (esencialmente su color) recibida de galaxias lejanas, respecto a aquella con que se emitio.

Definicién 6.5.19. Sea A, la longitud de onda con que se emite una particula de luz y sea A, la longitud
de onda con que se observa. Se define el corrimiento al rojo de dicha particula como:

R Y

z )\p

En fisica, la energia de una particula de luz estd determinada univocamente por su longitud de onda,
de acuerdo con la relacién de Planck (en unidades geométricas)

E=—,
A
siendo h la constante de Planck. Asi pues, a partir del concepto de observador instantaneo en la galaxia
origen y en la galaxia final, se llega a la siguiente conclusién:

Teorema 6.5.20. En el espacio-tiempo de Robertson-Walker M (k, f), una particula de luz emitida en un
tiempo ¢, desde la galaxia p € S y recibida en ~,(t,) tiene un corrimiento al rojo dado por:

z= I(to) — 1.

f(tp)

Demostracion. A partir de la definicién del campo vectorial energia-momento para la particula de luz
considerada, a, se tiene que:

dt
/: iU /.
@ ds +5

Un observador galdctico en el instante s ve a la particula con una energia ﬁ = E(s) = %(s). Por el

. . . t ) .
corolario anterior, se tiene que % es una constante a lo largo de «, por ser una geodésica luminosa.

Sustituyendo en la definicién de z que A(s) = C'f(t(s)), se tiene el resultado. O
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7. Conclusiones

Tras realizar un estudio detallado de la geometria semi-Riemanniana hemos comprobado cémo la posi-
ble existencia de vectores luminosos complica la demostracién de algunos resultados. No obstante, la mayor
parte de ellos siguen siendo validos en este marco, mas general que el de la geometria Riemanniana.

Por medio del estudio detallado de los productos warped y su posterior aplicacién al estudio de la Relati-
vidad General, hemos podido comprobar la utilidad del tensor de curvatura, asi como de sus contracciones:
el tensor de Ricci y la curvatura escalar. Algunos resultados como el Teorema 4.4.15 nos muestran la uti-
lidad de poder describir el tensor de curvatura de forma alternativa mediante la curvatura seccional.

La caracterizacién de los mismos a partir de su relacién con la fibra y la base nos ha permitido concluir
que este tipo de variedades son las adecuadas para describir un universo isétropo. Hemos comprobado
cémo los modelos de Robertson-Walker permiten predecir la existencia del Big-Bang, asi como explicar el
corrimiento al rojo cosmoldgico detectado experimentalmente.

Ademsds, se han calculado los principales objetos geométricos definidos a lo largo del trabajo (simbolos
de Christoffel, geodésicas, tensor de curvatura,...) para los espacios prototipicos de las variedades semi-
Riemannianas: los espacios semieuclideos, comprobando que su comportamiento es similar al del espacio
euclideo.
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