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Capitulo 1

Abstract / Resumen

1.1. Inglés

Applied Mathematics is responsible, among other things, for modelling,
studying and solving problems in Physics and Engineering. In particular, it
allows the study of phenomena related to marine biology, such as the study
of the echolocation ability of some marine mammals. To do this, problems
are modelled by a Partial Differential Equation (PDE) to which appropriate
boundary conditions are added.

In this End of Degree Project, we will study the Finite Element Method
(FEM), a numerical method that allows us to solve acoustic problems with
an approximate solution by solving a linear system. The equation that mo-
dels the propagation of acoustic waves is the Helmoltz equation.

The first two problems we will solve will be unidimensional situations.
The first one will include Dirichlet-type boundary conditions (impenetrable
object conditions), while the second one will have a Dirichlet and a Robin
condition (non-reflection condition or artificial boundary that makes the
problem look more like a two-dimensional one).

For both problems, in the first place, we will solve the different linear
systems spanned from using different sound frequencies and meshes of a real
interval. This will serve us to analyse the evolution of the error with these
two variables. After that, we will choose a frequency used by a cetacean to
perform its echolocation ability and try to see what happens when we apply
the FEM to a problem with realistic data. The discretisation inherent in the
finite element method will be carried out using the Lagrange Py standard
functions.

The last problem will be two-dimensional and we will use the Matlab
PDEtool to solve it. For simplicity reasons, this problem will have a Neumann-
type boundary condition. The chosen frequency will be that of the real exam-
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6 CAPITULO 1. ABSTRACT / RESUMEN

ple used in the one-dimensional problems. The solution will provide us an
approximate 3D graphic of the shape of the wave.

1.2. Espanol

La Matematica Aplicada se ocupa, entre otras cosas, de modelar, estudiar
y resolver problemas de la Fisica y de la Ingenieria. En particular, permite
estudiar fenémenos relacionados con la Biologia Marina, como el estudio
de la habilidad de ecolocalizacién que poseen algunos ceticeos. Para ello,
se plantean problemas modelados por una Ecuacién en Derivadas Parciales
(EDP) a la que se le anaden unas condiciones de contorno adecuadas.

En este Trabajo de Fin de Grado, estudiaremos el Método de Elementos
Finitos (FEM, por sus siglas en inglés), un método numérico que nos permite
hallar una solucién aproximada para un problema de Actstica resolviendo
un sistema lineal. La ecuacién que modela la propagacién de ondas actsticas
es la ecuacion de Helmholtz, cuya expresién se deducird en este trabajo.

Los dos primeros problemas que resolveremos seran situaciones unidi-
mensionales. El primero de ellos incluird condiciones de contorno de tipo
Dirichlet (condiciones de objetos impenetrables), mientras que el segundo
tendra una condicién Dirichlet y otra de tipo Robin (condicién de no refle-
xién o frontera artificial que hace al problema asemejarse mas a uno en dos
dimensiones).

Para ambos, en primer lugar, resolveremos los diferentes sistemas lineales
generados al utilizar diferentes frecuencias de sonido y particiones de un
intervalo real. Esto nos servira para analizar la evolucién del error con estas
dos variables. Después, elegiremos una frecuencia usada por un cetaceo para
ejercer su capacidad de ecolocalizacion y trataremos de ver qué sucede al
aplicar el método de elementos finitos a un problema con datos realistas. La
discretizacién inherente al método de elementos finitos sera llevada a cabo
mediante las funciones Lagrange Py standard.

El dltimo problema serd bidimensional y usaremos la PDEtool de Matlab
para resolverlo. Por simplicidad, este problema llevara una condicion fronte-
ra de tipo Neumann. La frecuencia escogida serd la del ejemplo real usado en
los problemas unidimensionales. La soluciéon nos proporcionard una grafica
tridimensional aproximada de la forma de la onda.



Capitulo 2

Conceptos previos

2.1. Biologia marina. Actstica de cetaceos

2.1.1. Conceptos basicos de actustica

La actstica es la rama de la Fisica centrada en el estudio de las ondas
sonoras. Una de las magnitudes analizadas en este campo es la frecuen-
cia, representada por f, que se define como el nimero de ciclos completos
(vibraciones) que realiza la onda en una unidad de tiempo. En el Sistema
Internacional, la frecuencia se mide en hercios (Hz), que equivalen al inverso
de los segundos (1 Hz = 1 s71).

Sensorialmente, podemos identificar la frecuencia con lo grave o agudo
que percibimos un sonido, lo que en musica suele denominarse altura del
sonido. Asf pues, los sonidos de mayor frecuencia seran mas agudos y, los de
menor frecuencia, mas graves.

Otro parametro relevante en actstica es el nimero de onda, representado
por k, que indica el niimero de vibraciones que realiza la onda en una unidad
de longitud. Se mide, en el Sistema Internacional, en m~!. El niimero de onda
se relaciona con la frecuencia a través de la siguiente expresién:

k= ﬁ, (2.1)
c
donde c es la velocidad del sonido en el medio a través del que se transmite
la onda.

En el océano, el valor de la velocidad del sonido no es igual en todos
los puntos del mismo. Este depende de variables como la temperatura del
agua, la salinidad y la presién, dependiendo todas ellas de la profundidad
(por ejemplo, la presién aumenta 1 atm por cada 10 m que aumenta la
profundidad).

Aunque es comtn emplear el valor ¢ = 1500 m/s, existen férmulas empiri-
cas que permiten determinar la velocidad del sonido con mayor grado de
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8 CAPITULO 2. CONCEPTOS PREVIOS

precisién en funcién de la temperatura del agua, la salinidad y la presion.
La utilizada por la UNESCO es la férmula de Chen y Millero, cuya expresion
es:

¢(8,T,p) = co(T,p) + A(T, P)S + B(T, P)S*? + D(T, P)S?,  (2.2)

donde los coeficientes ¢,,, A, B y D tienen, a su vez, sus propios desarrollos
en funcién de los coeficientes tabulados en [12].

2.1.2. Cetaceos y ecolocalizacion

Dentro de la Biologia, el término cetaceo se usa para el orden de mamife-
ros compuesto por todas las especies de ballenas y delfines, animales cono-
cidos por vivir en el agua. Este orden, a su vez, se subdivide en odontocetos
(con dientes, como los delfines y los cachalotes) y misticetos (con barbas,
como las grandes ballenas).

La acustica tiene un papel muy importante en la vida de todos estos
animales, ya que el sonido viaja a gran velocidad en el agua y la visibili-
dad subacuatica esta limitada. La especie mas estudiada en este campo es
el delfin mular (tursiops truncatus), con la se demostré experimentalmente
que la zona mas sensible al sonido en cetdceos se encuentra en su mandibula
inferior. El hecho que motiva estos experimentos es que los ceticeos care-
cen de pabellones auditivos como consecuencia de su adaptacién a la vida
acudtica [15].

Respecto a la emisién y transmision del sonido, la distincién entre odon-
tocetos y misticetos es clave, ya que Unicamente los miembros del primero
de estos dos subordenes posee en su cabeza una zona denominada meldn, la
cual esta rellena de una sustancia grasa llamada espermaceti que, como se
verd mas adelante, juega un papel fundamental de cara al fenémeno de la
ecolocalizacién.

La ecolocalizacién se define como el proceso en el que un organismo
proyecta senales acusticas y obtiene informacién sobre su entorno procedente
del eco recibido. En un sentido general del término, cualquier animal que
pueda oir tendria una cierta capacidad ecolocalizadora. No obstante, un
criterio mas restrictivo del término otorgaria esta habilidad tnicamenente
a aquellas especies que, mediante la recepcién de ondas sonoras, pueden
determinar la presencia de objetos de un tamano notablemente menor al de
ellos mismos, asi como reconocerlos, localizarlos en el espacio tridimensional
y distinguir entre diferentes objetos.

Bajo este sentido mas exclusivo del término ”ecolocalizacién”, tan solo
los cetaceos odontocetos poseen esta capacidad. Su sistema de ecolocaliza-
cion puede dividirse en tres subsistemas:
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= Subsistema de transmisién: engloba los mecanismos para la produccién
de ondas sonoras, propagacién acustica desde la cabeza del delfin hasta
el agua y las caracteristicas de las senales en los alrededores del animal.

= Subsistema de recepcion: se encarga de la escucha y recepcién de
senales acusticas.

» Subsistema de procesamiento/decisién: tiene que ver con el procesa-
miento de la informacién actstica por parte de los sistemas nerviosos
central y periférico.

Mas concretamente, es en el subsistema de transmisién en el que el melén
de espermaceti resulta ser una pieza clave del fenémeno de ecolocalizacion,
ya que las senales actsticas de este proceso se generan en el sistema nasal
y se canalizan hacia el agua mediante el melén, lo que causa que solo los
odontocetos posean esta capacidad.

Especie Rango de Observaciones
frecuencias (Hz)

Delfin mular 110 — 130 Mediciones realizadas

(Tursiops truncatus) en mar abierto

Delfin mular 30 — 60 Mediciones realizadas

(Tursiops truncatus) en un tanque

Beluga 40 — 60 Mediciones realizadas

(Delphinapterus leucas) en San Diego

Beluga 100 — 120 Mediciones realizadas

(Delphinapterus leucas) en Kanehoe Bay

Falsa orca 20 — 60 Mediciones realizadas

(Pseudorca crassidens) en un tanque

Falsa orca 100 — 110 Mediciones realizadas

(Pseudorca crassidens) en mar abierto

Cachalote 15 — 25

(Physeter macrocephalus)

Cuadro 2.1: Frecuencias de emisién de odontocetos

Las frecuencias de emision de las ondas actsticas emitidas por los odon-
tocetos dependen de la especie que se esté estudiando. La tabla muestra
diferentes ejemplos de especies de ballenas dentadas junto a sus rangos de
frecuencias de emisién [15].

Calcular la velocidad del sonido para las diferentes especies de la tabla
(2.1) (y, por consiguiente, el nimero de onda) resulta algo mds laborioso
ya que, como se ha comentado en 2.2.1, esta depende de otras variables que
estan relacionadas, a su vez, con la profundidad. Aunque es cierto que, como
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mamiferos que son, todas las especies mencionadas deben alcanzar en algin
momento la superficie del agua para respirar, las profundidades hasta las que
son capaces de bajar para localizar a sus presas pueden ser muy distintas
entre unas especies y otras. Por ejemplo, un cachalote puede descender hasta
los 1000 o 2000 m de profundidad para cazar calamares gigantes, mientras
que un delfin mular acostumbra a permanecer en un rango de entre 10 y
50 m de profundidad.

2.2. Espacios de funciones

Antes de proceder con el estudio de los problemas de acuistica, es necesario
revisar algunos conceptos y resultados sobre los espacios de funciones en
los que se trabajara, los cuales seran importantes tanto para una mejor
comprension de los problemas como para demostrar algunos de los resultados
que se enunciaran en los capitulos posteriores.

Proposicién. Dados dos espacios de Hilbert separables V y H tales que
V' C H con inclusién continua y densa, se tendra que el dual de esta inyeccién
candnica serd una aplicacién continua e inyectiva de H' en V. Por lo tanto,
si se identifica H con su espacio dual (teorema de Riesz), se podra considerar
V' como un subespacio de su dual V’:

VsH=H —-V.

Demostracion. Ver [3]. O

Teorema (de Lax-Milgram). Sean V' un espacio de Hilbert sobre C, L €
V'ya:V xV — C una forma bilineal continua, es decir, que verifica que:

M >0:  |a(u,v)| < Ml|ullv]|jv|]ly VYu,veV.

Si, ademas, se cumple que
Ja>0: Rela(v,0)] > all||} veV, (2.3)
entonces el problema:

Buscar u € V tal que

a(u,v) = L(v) Yv eV,

tiene solucién unica.

Demostracion. Ver [3], [6], [2]. O
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Definicién. Sea Q un dominio abierto y acotado de R?. Se define el espacio
L?(2) como el espacio de las funciones medibles en el sentido de Lebesgue
y de cuadrado integrable, es decir,

L*(Q) := {f : Q — C / Lebesgue-medibles y con /Q |f(x)[2dx < oo} .

En el espacio L?(€), se denotaré el producto escalar de dos funciones f y g
mediante:

(. dhog = /Q F(x)gx)dx

y la norma de una funcién f € L?(2) como:

1llog = ( / f(x)f(x)dxf _ ( / \f(x)|2dx>é.

Definicién. Sean Q un dominio abierto y acotado de R? y m € N. Se define
el espacio de Sobolev de orden m H™(£2) como:

H™Q):={ve L3(Q)/ 0% € L*(Q), Yo = (a1, a0) € N2y ag +ap < m},

donde las derivadas,
5o oY1tz
L 9Mzdoy’

se interpretan en el sentido de las distribuciones.

Los espacios de Sobolev adquieren la estructura de espacio de Hilbert cuando
se les dota del siguiente producto escalar:

(U, V)0 = Z (0%, 0%v)o 0.

ar1t+az<m

Por otro lado, la norma de un elemento de un espacio de Sobolev vendra
dada por:

allma == S 10°ulBa(q

al+az<m

En este trabajo se empleara repetidamente el espacio de Sobolev de orden
uno H'(Q), definido por:

HY(Q) := {v € L*(Q) / 227 gz = LQ(Q)},
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donde el producto escalar y la norma vendrédn dados, respectivamente, por:

(O, O+ (2, 0
8.1" O 0,2 6y’ 8:1/ 0,25

lullva == y/llull§ o + ul? o,

siendo || - [|o.o la norma en el espacio L?(f2) (se utilizard esta notacién de
aqui en adelante) y |ul; o la seminorma en H'(Q) definida mediante:

<’LL, U)LQ = <U’U>0,Q +

ou
2
|u’1,Q : Hax

2 N Hau 2
0,0 W lloq
Observacién. Si I es un intervalo abierto de la recta real y m € N, la
definicién de espacio de Sobolev es trasladable al caso unidimensional:
m 2 dv 2 .

H™(I):=3velL“I)/ g eL“(I),Vj=1,...,m¢,
siendo el correspondiente producto escalar también andlogo al caso bidi-
mensional. En particular, para las funciones de H'(I) se tiene el siguiente
resultado:

Teorema. Si I C R es un intervalo acotado, entonces el espacio H'(I) se
inyecta de manera continua en C°(I), es decir, existe C' > 0 tal que:

maz{|v(z)| /z € I} < C|jv||lr1, Yve HY(I).

Demostracion. Ver [3] O

Esta propiedad no es cierta en dimensién dos, lo que nos impide hablar de
la restriccién de una funcién v € H*(Q) a la frontera 92 de €. Sin embargo,

la densidad del espacio C*°(2) de las funciones indefinidamente derivables
en () nos permite extender por continuidad la aplicacién

C®@Q) — L*09)
v — U‘@Q

a todo HY(Q) dando lugar asi a un operador v : HY(Q) — L?(9Q) lla-
mado aplicacién traza y que representa (en un sentido amplio) el operador
restriccién a 9 en HY(Q) (ver [3]).

En los espacios de Sobolev en general, y en H!(£2) en particular, es habitual
definir los operadores de tipo traza para extender una funcién a la frontera
de su dominio de definicién segun el siguiente teorema:

Teorema. Sea 2 C R™ un dominio acotado con frontera Lipschitz continua.
Entonces, existe un operador traza lineal y continuo:
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v HY(Q) — L*(09)
urulpg

Ademss, la continuidad de v implica que existe C' > 0 tal que

vullzza0) < Cllullmg)  Yu € HY(Q).

Demostracion. Ver [2], [3] y [7]. O

Ademss, la propiedad sobre la densidad anteriormente definida hace que la
segunda férmula de Green, aplicada sobre espacios de Sobolev, sea valida:
siu€ HY(Q)yve HY(Q), entonces se cumplird que

/Auvdx:/Vu-Vvdx/ v(Vu) - nyv do,
Q Q o0

siendo n el vector normal unitario exterior a la superficie Lipschitz-continua

oN.

La siguiente desigualdad serd importante en diversas pruebas en capitulos
posteriores:
Proposicién (desigualdad de Poincaré). Sea €2 un dominio acotado de R".

Entonces, existe C' > 0 tal que

lull 20 < Clulo, Yu € H'(Q).

Demostracion. Ver [5]. O

Definicién. Dados 2 C R? un dominio y el espacio de SobolevH!(f2), se
define el espacio H}(2) como:

H)(Q) = {ve H(Q) /v(x) =0, Vx € 0Q} .

2.3. Ecuacion de Helmholtz

En esta seccion se deducira la ecuacion de Helmholtz.

Sean v(x,t), p(x,t), p(x,t) y S(x,t) la velocidad, presién, densidad y en-
tropia, respectivamente, de un fluido. Las leyes de comportamiento que rigen
el movimiento de dicho fluido son la ecuacion de conservacién de la masa,

dp B
a—i—V-(pv)—O,

y la ecuacién de Euler,
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g‘tf—i-(v-V)v—i-)\v—&-/l)Vp:O,

donde A\(x) un coeficiente de amortiguacion que se anula fuera de una zona
acotada. Estas dos ecuaciones se completan con la hipotesis adiabdtica,

oS
E‘FV'VS—O,

y la ley de estado p = f(p,S), donde f es una funcién que depende de las
propiedades del fluido. En resumen, hemos planteado el siguiente sistema de
ecuaciones en derivadas parciales:

op B
a—l—V-(pv)—O,

%—l—(v-V)v—i—)\V%—}Vp:O,
p (2.4)
08
E‘FV'VS—O,
p:f(pvs)

Por definicién, una onda acustica es una oscilacién de pequena amplitud del
fluido en torno a un estado estacionario. Nos interesard, entonces, encontrar
una configuracién en la que el movimiento del fluido resulte de una pequena
perturbacién de un estado en el que S, p y p sean constantes y la velocidad
sea nula. Bajo estas condiciones, supondremos que las variables tienen la
forma

v(x,t) = Evi(x,t) + O(£2),

p(x,t) = po + Ep1(x,t) + O(£3),

p(x,t) = po + Ep1(x,t) + O(£2),

S(x,t) = So+ £S1(x,t) + O(€2),
donde £ > 0 es un parametro introducido. Si sustituimos las expresiones
anteriores en el sistema y despreciamos los términos cuadraticos en &,

obtendremos el siguiente sistema:

)
% +poV vy =0, (2.5)
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3v1 1 .
5 + vy + %VPl =0, (2.6)
P P
aﬁ(po, So)or + 6";@0, 50)51 = pr, (2.7)
98,
ﬁ —_— 0' (2.8)

De ([2.8), deducimos que S; es indepediente del tiempo. Ademads, derivando
la ecuacion ([2.7)) respecto del tiempo y teniendo en cuenta ([2.8]), tendremos
que

eyt (2.9)

siendo ¢y = g(po, So) la velocidad del sonido.

dp

Por otra parte, derivando (2.9) y (2.5) respecto del tiempo y combinando
ambas con ([2.6)), obtendremos que

82p1—2[A Vv + Api] (2.10)
2 Co [APO Vi P1]- .
Combinando ahora (2.5)) con (2.9), resulta que

Op1

o = —c2poV - 1.

Finalmente, sustituyendo esta tltima ecuacién en (2.10), veremos que la
presion pp satisface la ecuacion de ondas:

32101
ot?

op1

)\7
A5

= cAAp. (2.11)

Si ahora suponemos que p; tiene un comportamiento arménico en el tiempo
con una frecuencia w > 0 y una amplitud compleja u(x), es decir, que
p1(x,t) = Re [u(x)e™ ™|, deduciremos que (2.10) verificard que

Au(x) + k? <1 + z)\(x)> u(x) =0, (2.12)

w

. w , . . . p
siendo k = — el nimero de onda (en este trabajo, k siempre serd el niimero

<o
de onda). En el caso de que A(x) se anule, la ecuacién (2.12)) recibird el
nombre de ecuacion de Helmholtz.

Au + k*u = 0. (2.13)
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2.4. Meétodo de elementos finitos

En este capitulo se expondran algunas nociones basicas sobre el método
numérico que se empleard en la resolucién de los problemas planteados en
secciones posteriores.

2.4.1. Descripcion del método

El método de elementos finitos (FEM, por sus siglas en inglés) es un
método numérico que permite aproximar la solucién de un problema mode-
lado mediante una EDP, como la ecuacién de Helmholtz, que pertenecera
de manera natural a un espacio de dimensién infinita, como H'(f2), por una
solucién perteneciente a un espacio de dimensién finita, lo que permitira
hallar una solucién estimada mediante la resolucién de un sistema lineal de
ecuaciones, facilitando su implementacién.

Dado un dominio acotado 2 de la recta o el plano real, el método de
elementos finitos se aplicard sobre un problema compuesto por una ecuacion
en derivadas parciales, que en el caso de este trabajo de fin de grado serd la
ecuacién de Helmholtz, y un conjunto de condiciones de contorno sobre la
frontera del dominio, lo que se conoce como formulacién fuerte del problema.

Para poder aproximar la solucién, serd necesario, en primer lugar, ayu-
darse del cédlculo variacional para llegar a la formulacién débil del problema,
definiendo para ello los espacios adecuados de manera que se tengan en
cuenta las condiciones de contorno.

Una vez hallada la formulacién débil, se buscara un espacio de funciones
de dimensioén finita, que debera verificar las mismas restricciones que existian
en el problema débil. Al tener dimensién finita, tendra una base, de modo que
la solucién numérica se escribira como la combinacién lineal de los elementos
de la base. La formulacién de la matriz de coeficientes del sistema, asi como
del vector de términos independientes, vendra dada en cada caso por la
formulacion débil del problema.

Para llevar a cabo estas tareas de discretizacién, serd necesario realizar
una particién del dominio € (también conocida como mallado, especialmente
en los casos bidimensionales) que tendra por didmetro el parametro h, el cual
dependerd del tamano de la malla.

2.4.2. Error del método

Definiciéon. Sean u una solucién exacta de un problema y wuj; una solucion
aproximada del problema que ha sido obtenida por un método numérico. Se
definiré el error relativo de la aproximacién como:
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donde ||-|| representa alguna norma en la que se pueden medir tanto v como
Up,.

Para realizar un primer acercamiento al estudio del error del método de
elementos finitos, el siguiente lema cobra una gran relevancia:

Lema (de Céa). Sean V un espacio de Hilbert y V}, C V un subespacio
de dimension finita. Si a : V x V. — C es una forma bilineal continua y
V-eliptica, L : V' — C es un operador lineal acotado y se consideran los
problemas

Buscar u € V' tal que,
a(u,v) = L(v), Yo eV

Buscar uy, € V, tal que:
a(up,v) = L(v), Yv € Vy,

entonces para las soluciones u y uy de dichos problemas se verificard que:
M
e —unll < —llu =], Yo € H,

donde M es la constante de continuidad y « la de V-elipticidad (ver teorema
de Lax-Milgram).

Demostracion. Sea e := u — uyp,. Dado v, € X}, arbitrario, como a(u,vp) =
L(vy) = a(up,vp), se tendra que a(e,vy) = 0 Vo, € Xp,. Esto implica que e
es ortogonal a X}, en el sentido de a, es decir, que a(u—up, vy) = 0 Vo, € Xp,.

Bajo las hipétesis del enunciado, se sigue que:
allu—up|)? < alu—up, u—up) = a(u—up, u—v)+a(u—up, v—up) = a(u—uy, u—0v)
< Mllu — upl|, Yv € Xp.
Utilizando la ortogonalidad antes deducida, se llega directamente a que:
a(u,v) = L(v) = a(up,v), Yv € Vj,.

O]

El lema anterior implica que uj, es la mejor aproximacién de u en el
subespacio X}y, lo que hace que la desigualdad del lema se pueda reescribir
como

M
—up|| < =— nf |Ju—vl.
lu—unll < = inf [lu— vl



18 CAPITULO 2. CONCEPTOS PREVIOS

Teorema. Sean V C H'(Q) el subespacio de H'(Q) establecido para un
problema débil del que se ha buscado una solucién aproximada a través del
método de elementos finitos y a : V x V — C la misma forma bilineal del
lema de Céa. Entonces, la constante de inf-sup

|a(u, v)]

= inf sup ——7——
0£uEV g2vev [ul1,0lv]1,0

satisface que
Cy Co
< < =
. =B=

para constantes Cy y Cs que no dependen de k.

Demostracion. Ver [§]. O

Observaciéon. La constante § del teorema anterior recibe el nombre de
constante de inf-sup o constante de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi.

En la practica, las aplicaciones a y L vendran dadas por la formulacién
débil del problema, por lo que en 1ltima instancia dependeran de la ecuacién
(2.13)), del término fuente introducido y de las condiciones de contorno.

Para valores de k y h lo suficientemente bajos, es decir, a frecuencias
bajas y para una particién del dominio lo suficientemente fina, se tendra que
M y v no dependen de k, por lo que el error cometido en las aproximaciones
quedard acotado, de manera aproximada, de la siguiente forma:

lu — upll1,0 < kh + O((kh)?),

lo que indica que el error varia linealmente con k. Esta situacién es conocida
como caso asintético.

Conforme k va aumentando su valor, la cota de error asintética deja
de ser valida, ya que aparecen otros términos de orden superior que ganan
relevancia, lo que se conoce como error de polucién:

l|w —up||10 < Cikh + Cyk>h2.

Para tratar de mantener el error controlado incluso para valores de k
elevados, es habitual construir las mallas del dominio de manera que se veri-
fique que hk < 1, lo que se conoce como rule of the thumb. No obstante, esta
condiciéon no es necesariamente suficiente para controlar el error cometido
en la aproximacién [9].



Capitulo 3

Problema con condiciones de
contorno de tipo Dirichlet

3.1. Problema modelo

Sean (a,b) un intervalo de R, u : (a,b) = C y a, 8 € R. La ecuacién de
Helmbholtz, deducida en el capitulo anterior, se adapta a una dimension de
la siguiente manera:

Buscar u : (a,b) — C tal que:

u" + k*u=0, siz€(a,b) (3.1)

En la expresién anterior, las condiciones frontera que asignan los valores
de la funcion incégnita en los extremos del intervalo reciben el nombre de
condiciones de tipo Dirichlet. Estas condiciones son las mas sencillas que
pueden introducirse en un problema unidimensional y hacen referencia a la
existencia de obstaculos impenetrables a ambos lados del intervalo.

La motivacién para resolver este problema viene dada porque puede re-
presentar la propagacién de una onda acustica generada en los labios fénicos
a través del meldn, siendo las condiciones de contorno los valores de la onda
en los extremos del melén, es decir, en el lugar por el que entra la onda
(x = a) y el lugar por el que sale redirigiéndose al agua (z = b).

3.2. Formulacién variacional y problema débil

Para hallar la formulacién variacional del problema, deberemos multipli-
car la ecuacién por una funcién test v : (a,b) — C lo suficientemente regular

19
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e integral en todo el dominio:

B / " @)o(@)di — k2 /a " u@)ole)dz = 0.

Haciendo uso de la férmula de Green (que en el caso unidimensional se
traduce en una integracién por partes),

b

b
/ o (z)v(z)dz + / o' (z)v (z)dx = o' (b)v(b) — v (a)v(a),

a

se obtendra que

b b
/ o (2)v (z)dx — o' (b)v(b) + ' (a)v(a) — k:2/ u(z)v(z)dr = 0.

Finalmente, si le exigimos a v que se anule en los extremos del intervalo, es
decir, v(a) = v(b) = 0, obteniendo:

b b
/ o' (2)v (z)dx — k‘2/ u(x)v(x)dz = 0. (3.2)
El problema débil se sigue de (3.2). Su expresion sera la siguiente:
buscar u € H'(a,b) tal que u(a) = a, u(b) =By
b b (3.3)
/ o (z)v' (x)dx — k:Q/ u(z)v(z)de =0, Yo € Hi(a,b).
Observacién. En la expresion (3.3)), Hi([a,b]) se define como:
Hl(a,b) := {ve H'(a,b) / v(a) =0, y v(b) = 0}.
Teorema. Existe una unica solucién para el problema descrito en ([3.3)).

Demostracion. Sean g € H'(0,1) tal que g(a) =ay g(b) =By a=1u—g.
Entonces, se tendra que u € H& (0,1). Bajo estas condiciones, la formulacién
variacional (3.2) quedara reescrita como:

b b
[ @@+ g @) @da— i [ (@) + gla))o(a)d = o

Reordenando los términos, la expresion anterior se reformula del siguiente
modo:

/a bf"(ﬂf)”'<ﬂf)dw—k2 /a bﬁ(m)v(m)dw =- ( / ’ ()0 (x)dz — K /a ’ g(x)v(x)d:c) .
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Probaremos que se cumplen todas las condiciones del teorema de Lax-
Milgram. Para ello, en primer lugar identificaremos los términos del pro-
blema:

] H&(a, b) serd el espacio vectorial V' en el que trabajemos.

b b
» a(u,v) = / o (z)v' (x)dx — k2/ u(x)v(x)dz serd la forma bilineal.

b b
» La forma lineal del miembro derecho serd L = — </ g (x)v (z)dz — kz/ g(m)v(m)dw).

Una vez identificados los términos, se deberan probar las siguientes propie-
dades:

= Continuidad de a: Mediante la desigualdad de Cauchy-Schwarz, pode-
mos acotar de la siguiente manera:

b
/u'() ()dx—kQ/ 2)dz
<[/ loel[v[lo.0 + E*[|ulloellv]loo

/ab u(x)v(x)dz

< (1vllo.o + Kllullo.o)(1V'llo. + kllvlloe) <

siendo C' > 0 una constante.

‘a(u7v)‘ =

+k2

1.0,

» Coercividad de a: Dado que v € H}([a,b]), la desigualdad de Poincaré
garantiza que existe una constante D > 0 tal que ||v||oo < D||V'|[o-
Expandiendo la forma bilineal:

a(v,v):/abv’( W (z)dz— k2/ dx—/ |/ (z)|?dz— k:2/ lv(z)|2dz

1o/l 0 > W15 o—k*C21VII3 o = (1=K C*)[[V'[[§ o > [lullf o,

donde la dltima desigualdad se debe a las relaciones entre normas
descritas en [13].

= Continuidad de L: Anéloga a la de a.

En virtud del teorema de Lax-Milgram, el problema

Buscar @ € H}(a,b) tal que :

a(i,v) = L(v), Yv € H}(a,b)
tiene solucién unica.
O

Observacién. Para demostrar la coercividad de a, es necesario que el valor
de k sea pequeno.
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3.3. Problema discreto

Para poder resolver numéricamente el problema mediante el uso de he-
rramientas informaéticas de cdlculo como Matlab, realizaremos una particiéon
del intervalo [a,b] y aproximaremos de manera apropiada la funcién u por
una que pueda ser calculada de manera mas sencilla.

Sea a = 9 < x1 < ... < xy = b una particién del intervalo [a,b]. Se
considera también el espacio de funciones X, = {v € C%(a,b) / V2 ,2;41] €
Py, Vj =0,...,N—1}. Se elige discretizar el problema mediante las funciones
base Lagrange P standard, ¢;, las cuales se definen como:

r — I
i — r € [xo, 1]
1— o
po(z) =
0, en otro caso
T —Ti_1 .
— x€zj_1,25], Vj=0,..,N—1
SL‘]’ — xj—l
. — T — Tj+1 .
(p](:E) —73, x € [:L‘j,xj+1], Vj=0,.,N—-1
Lj+1 = Tj
L 0, en otro caso
r—TN-1
—_— x € [rN-_1,0]
_ TN —TN-1
en(z) =
0, otro caso

Las figuras y muestran las grificas de las funciones ¢, ¢;
(para j =1,..., N — 1) y ¢n, respectivamente. Puede probarse que las fun-

ciones Lagrange P standard forman una base del espacio Xj, es decir,
Xh =< {(1007 ceey SON} >.

Bajo estas condiciones, aproximaremos la solucién del problema, u, por
una funcién up € Xp que verificard, por tanto, que

N
un(z) =Y ujpi(x).
§=0

Interesa conocer los coeficientes u;, j = 0,1, ..., N. Para ello, se sustituye
la expresion anterior en , escogiendo como funcidon test cada una de las
funciones de la base de X}, descrita anteriormente, designando estas como
o, l=0,..,N—1:
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Funcién base de Lagrange ¢o(x) en el intervalo [0, 1]
1.0} @o(x)

0.8

0.6

@o(x)

0.4r

0.2r

0.0r

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.1: Funcién base de Lagrange [Py standard inicial en el intervalo [0, 1]
con N =5 nodos.

0—/ Zujgo] )d:c—kQ/ Zu]goj oi(x)dx =

N
Z / dx—k22u]/g0] x)p(z)dx, YI=0,..,N
j=0 a

En la expresién anterior, para asegurarnos de que la solucién aproximada
verifique las condiciones frontera, estableceremos que ug = oy uy = 3, lo
que implica que el subindice [ de la funcién base usada como funcién test
no puede ser ni 0 ni N. Teniendo en cuenta esta informacién, la expresion
discretizada se reescribe como:

b b N-1 b
a / (@)l (x)d + B / @l @)dr+ Y u; / o (2) () da
a a J=1 @

b b N-1 b
o [ qu@te)da+ 5 [ onaalis + 3 [ @t =0

Observacién: Dada la forma de las funciones base ¢}, los productos que
aparecen dentro de las integrales solo tendran un valor no nulo si los indices
son consecutivos o iguales.

Teniendo en cuenta la observacién anterior, las ecuaciones se pueden
reescribir en funcién del valor de [, planteando el siguiente problema discreto:
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Funcién base de Lagrange ¢,(x) en el intervalo [0, 1]

1.0 — ¢2x)

0.8r

0.6

02(x)

0.4

0.2r

0.0r

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.2: Funcién base de Lagrange P; standard intermedia en el intervalo
[0,1] con N =5 nodos.

Buscar {u;:j=1,...,N — 1} tal que:
b N-1 b
uj/ @ (x)g (z) dx — k> Z uj/ j(z)p1(z) de =
a j=1 a

b
a[/ (Fo(@)e1(z) — eh(a)¢h () da

ug/so AC dﬂ:—kQZuj/go] D)) de =0, Y=2,.,N—2
7j=1
N—-1 b

ua/so )@y (@ dxkzua/% x)on-1(x)dr =
j=1

b
8 [ | (Poxrt@ron(s) - s @hoiv(a) do
‘ (3.4)

La escritura de (3.4]) se puede simplificar definiendo las matrices K, M
y A como sigue:

k=(/ b o . (3.5)
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Funcién base de Lagrange @y(x) en el intervalo [0, 1]
1.0} @s(x)

0.8

0.6

on(x)

0.4r

0.2r

0.0r

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3.3: Funcién base de Lagrange P; standard final en el intervalo [0, 1]
con N =5 nodos.

v bsoj<x>sok<x>dx> e (3.6)

A=K - kM (3.7)

Las matrices K y M anteriormente definidas reciben el nombre de matri-
ces de rigidez y masa, respectivamente. Ademads, los términos independientes
de (3.4) también se pueden escribir en un vector de la siguiente manera:

b
o [ [ Rl - o) (@)

0

0

b
8 [ [ on1@en(@) - o 1@ (a)ds

Haciendo uso de (3.7)) y (3.8)), el problema discreto queda reescrito de la
forma:
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Buscar uy tal que:

Auh = b,

siendo u, = (o, ug,...,un_1,8)". De esta manera, el problema numérico
queda reducido a resolver un sistema lineal de ecuaciones.

3.4. Resultados numeéricos

Para el ejemplo de aplicacién, supondremos que la particion del inter-
valo [a,b] es uniforme, es decir, dado h = ZFT“, se tendra que los nodos del
subintervalo serdn de la forma x; = a + jh, j = 0,1,..., N. Nétese que, de
esta forma, se mantiene que xg = a 'y que xy = by que z; —x;_1 = h

Vi=1,..,N.

3.4.1. Planteamiento de las matrices
Teniendo en cuenta las definiciones de las matrices de masa, M, y de

rigidez, K, asi como la del pardmetro h, se tendrd que sus elementos se
construiran de la siguiente forma:

b
. M(j.j) = / 3(2)p;(x) da

T 2 5 2
_ [ ([t S (s Bt
_/x < . > dx—i—/mj < W > dx

j—1

_ 1 _($ - xjfl)?) I (xjp1 — m)?’ ‘Bj+1]
h? I 3 . 3 .
- 1 [ (25 — 95]‘—1)3 (Tj41 — xj)3
h2 | 3 3
1 [r3 R3] 2 '
=72 ? + 3] = —h, paratodoj=1,.. N.
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MG+ = [ p@eale) ds

Zj

Tt —xi X — arjd
= —_ . €T
. h h

J

1 Tj+1 9
=——= / (2° — (2j + zj1)x + 2jwjp1) do
x

h? /.
J
1 3|2 41 2 |Titt
== 3| T@tTm) 5|t - )
i x; Tj
r..3 3 2 2
1 |%5,  2f Tit1 %
=13 33 — gj —(zj +xj41) ( 32 - 2J> + @1 (@541 — xj)]
1] 14 14 1, 1
= _ﬁ —6$]+1 + éxj + 2CCj+1l'j - §$j+lxj
1 /1 . .
=73 g(x] zj+1)° | = zh, paratodoj=1,..,N —1.
zj
P MG = [ @ d
Cﬂj_l

1
= Eh’ para todo j = 2,..., N (por simetria).

Para la matriz de rigidez K serad necesario conocer la forma de las deri-
vadas de las funciones base ¢;, que en el caso particular de este problema
sera:

1
7 € [zj1, )]
! - 1
#5(@) = 7 T € [z, 7541]
0, en otro caso

De manera similar a lo sucedido con las funciones originales, los Unicos
productos entre derivadas no nulos seran los de derivadas con subindices
consecutivos o iguales, lo que también originard una matriz tridiagonal.

Li+1 o1 i+t 1 h h 2

. K(i7) = /42 d:/ —d / dr = — 4+~ 2

Gy = [ = [ e [ fpde = gty =
para todo j =1,.., N.

Tit 1 h 1

G = - [ 5 = 5 = -4,

J

Tj+1

F kG = [

Ty

para todo j=1,...,N — 1.
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Zj

1
» K(j—1,5) = / @1 ()i (x)de = ... = —» para todoj=2,...,N,
x

-1
por simetria con la diagonal secundaria superior.

En resumen, las matrices de masa y rigidez se escribiran de la siguiente
manera:

s Loy 0
2
1 1
3 2 3
h 1
M=— - 1
5|0 5 2 0 (3.10)
c 1
"2
1
0 0 = 2
2
2 —1 0 0
! 1 2 -1 :
K=-10 -1 2 "~ 0 (3.11)
. .
0 0 -1 2

Por otra parte, el vector de términos independientes b que aparecera en
el miembro derecho del sistema de ecuaciones sera:

ho1
=+ —
(5+7)

0

0

oh 1
2(#5+5)

Observacién: Dadas las deducciones realizadas en la seccién 4.3 del trabajo,
las matrices M, K y A, asi como el vector b, seran de tamafio N — 1, ya
que las condiciones frontera ya fijan el primer y el tltimo valor de uy,.
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Una vez se tienen las matrices de masa y rigidez, se escribe un cédigo en
Matlab para implementarlas junto al vector b para resolver el sistema.

El programa (o, mejor dicho, la funcién) que llevard a cabo estos calcu-
los serd helmholtzid.m. Dicho programa tomara los extremos del intervalo
[a, b], los pardmetros de las condiciones frontera (« y /), el nimero de onda
(k) y el nimero de nodos (N), resolvera el sistema propuesto y calculard los
errores relativos en las normas infinito, L?(a,b) y H'(a,b).

3.4.2. Resultados generales

Una vez se tiene una funcién que resuelve el sistema lineal que plantea
el método de elementos finitos, es preciso averiguar si el método es fiable
al ir variando los pardmetros introducidos. En particular, se han estudiado
los errores obtenidos en las tres normas consideradas al aumentar tanto el
numero de onda como el nimero de nodos.

Para ello, se ha desarrollado un script en Matlab llamado helmholtz1d_
results.m. Dicho cédigo realiza diversas llamadas a la funciéon helmholtz1d
para un conjunto de nimeros de onda y otro de cantidades de nodos y mues-
tra los errores obtenidos en base a k y N en forma de tablas y graficas.

En particular, las tablas y muestran los errores relativos en
las normas L%, H' e infinito, respectivamente. En las tres tablas, la variable
N estara registrada en las filas, mientras que la variable k, medida en m™*
lo estard en las columnas.

k=5 k=10 k=25 k =50
h=0,1 2,9031 - 1072 1.2898 2.7269 0.95988
h=2-10"21] 1,238-1073 | 2,0962- 102 0.46494 1.1117
h=10"2 3,1054 - 10~* | 5,1552- 103 0.2314 0.47642

h=2-10"3 ] 1,2445-107° | 2,0531-10~* | 1,3597-10~2 | 0.051415

h=10"3 3,1118-107% | 5,1327-107° | 3,4503 - 1072 | 1,3603 - 102
h=2-10"%|1,2418-1077 | 2,0532-107° | 1,3869 - 10~* | 5,5452 - 10~*
h=10""1 3,1647-107% | 5,1197-107 | 3,4679-107° | 1,3871-10%

Cuadro 3.1: Errores relativos en la norma L2

Los resultados de las tablas se pueden visualizar grificamente en las
figuras de esta seccién. En ellas, para cada una de las normas escogidas,
se podran observar los errores cometidos al aplicar el método de elementos
finitos en funcién tanto del didmetro de la particién (figuras v [3-8),
fijando k, como del nimero de onda (figuras y , fijando h.

Atendiendo tanto a las tablas como a las graficas antes mencionadas,
se observa que el error relativo, independientemente de la norma en la que

.m
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k=5 k=10 k=25 k=50
h=0,1 2,7781 - 1072 1.1736 2.4483 1.0664
h=2-10"2|8,1713-10~% | 1,6349 - 102 0.45086 1.0619
h =102 1,5902-10~% | 3,4825- 1073 0.21629 0.46932
h=2-10"3 | 3,1154-107° | 8,0132-107° | 1,0195- 102 | 0.047192
h =103 5,5768 - 1077 | 1,4799 -107° | 2,1525-1072 | 1,1559 - 102
h=2-10"%]1,0053-107% | 2,7499 - 107 | 4,6509 - 10~ | 3,2187 - 10~*
h=10"1% 1,8145-1079 | 4,8728 - 1073 | 8,4619-1075 | 6,2368 - 10~
Cuadro 3.2: Errores relativos en la norma H?!
k=5 k=10 k=25 k=50
h=0,1 3,7934 - 1072 1.8311 3.9505 1.185
h=2-10"2 | 1,6553-107> | 3,0017 - 102 0.66588 1.7162
h =102 4,1508 - 10~* | 7,374 -1073 0.32835 0.70943
h=2-10"3|1,6612-107° | 2,9343-10~* | 1,9273-1072 | 0.073462
h =103 4,1532-1076 [ 7,3347-107° | 4,8894 - 1073 | 1,9429 - 102
h=2-10"1]1,6576-10"7 | 2,9337-107% [ 1,9652- 10~ | 7,9175-10~*
h=10""% 4,2395-1078 | 7,3159 - 1077 | 4,9138-10~° | 1,9805- 104

Cuadro 3.3: Errores relativos en la norma infinito

se calcule, aumenta con el niimero de onda y disminuye conforme crece el
didmetro de la particién (y por tanto la cantidad de nodos).

Profundizando un poco mas, aunque cabria esperar que la variacion del
error, al menos en la norma H', fuera aproximadamente lineal con h, los
datos parecen aproximarse mas bien a una variacién del error con h%. Esto se
debe a que, al tratarse de un problema unidimensional en el que, ademas, se
trabaja con una malla uniforme, el problema se asemeja a uno de diferencias
finitas, lo que causa que el error decrezca mas rapido de lo esperado con el
tamano de la particién (lo que se conoce como superconvergencia). El efecto
de polucién se hace patente conforme crece el valor de k, ya que el patron
lineal se estropea para valores altos del niimero de onda. Ademads, dado que
el error aumenta con k, se deduce que el método de elementos finitos no es
adecuado para frecuencias altas.

3.4.3. Ejemplo real: ecolocalizacién de un cetaceo

Tras el andlisis de los errores cometidos al emplear el método de elemen-
tos finitos para la resolucién del problema (3.1)) en casos abstractos donde
las frecuencias (o los nimeros de onda) eran escogidos de manera arbitraria
para mostrar una tendencia, se procede a analizar un caso (problema) con
un valor de k real, es decir, que proviene de un fenémeno real.

Dado que los cédlculos desarrollados a lo largo de las secciones anteriores
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h: Diametro de la particion

Figura 3.4: Error en la norma L? en funcién de h

permiten deducir que el método pierde efectividad (hasta volverse intitil)
conforme aumenta el valor de k, y este pardmetro es, a su vez, directamen-
te proporcional a la frecuencia segun la ecuacion , se empleara como
ejemplo de estudio las ondas acisticas emitidas por un cachalote (Physeter
macrocefalus), ya que segun la tabla estas son las de menor frecuencia.

En dicha tabla, la minima frecuencia de ecolocalizacion a la que emite
un cachalote es de 15 kHz. Esta especie de cetdceo puede descender hasta
profundidades de 1000 o 2000 metros para cazar calamares gigantes, su
principal presa. Para una profundidad intermedia de 1500 m, la temperatura
y salinidad promedio son de 2 °C y 35 PSU, respectivamente. Segin la
férmula de Chen-Millero descrita en , para estos parametros la velocidad
del sonido seria de ¢ = 1699,55 m/s. Entonces, sustituyendo la frecuencia y
la velocidad del sonido en la expresién , se obtiene un nimero de onda
k = 55,45 m™!.

Una vez se tienen estos datos, se pretende, como en los casos generales,
mostrar la evolucion del error relativo con el niimero de nodos que conforman
la particién del intervalo. Ademds, también se extraera el condicionamiento
de las matrices de los sistemas resueltos. Con esta informacién, se evaluard
si el método de elementos finitos resulta adecuado para estudiar una ver-
sién simplificada, en una dimensién, del problema de la emisiéon de ondas
acusticas de un cetaceo odontoceto, siendo este el primer paso del fenémeno
de ecolocalizacién. El script de Matlab desarrollado para este propdsito es
helmholtzld cachalote.m.
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Figura 3.5: Error en la norma L? en funcién de k

h Error norma L2

1074 4,8363-10~*
2.107% | 1,9342-107*

1073 4,8121-1073
2.107% | 1,8971-1072

1072 0,39763
2.1072 3,3037

0.1 0,96468

Cuadro 3.4: Errores en la norma L? (cachalote)

Las tablas y recogen los errores que resultan de aplicar el
método de elementos finitos al problema planteado en , variando el
nimero de nodos y, por tanto, el tamaifio de la particién, en las normas L?,
H' e infinito, respectivamente. Las figuras|3.10}[3.11]y3.12|ilustran los datos
de las tablas.

Los comentarios realizados en la seccién 5.4.2 sobre la evolucién del error
son aplicables también a esta situacién (de hecho, el nimero de onda de
partida, k = 55,45 m™!, es similar a uno de los valores que se empleé en
los ejemplos generales de la seccién anterior). Los efectos de polucién son
bastante notorios, lo que unido al hecho de que existan particiones de mallas
con errores relativamente elevados lleva a que el método de elementos finitos

no resulta especialmente preciso a la hora de estudiar el problema de acustica
(3.1) aplicado a un cachalote.
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Figura 3.6: Error en la norma H' en funcién de h

h Error norma L2
107% 2,3696 - 10~°
2.107% | 1,2059-10~*
1073 4,2229 - 1073
2.1073 | 1,7768-1072

102 0,3872
2.1072 3,1594
0.1 1,209

Cuadro 3.5: Errores en la norma H! (cachalote)

h Error norma L2
107% 7,8001 - 107°
2.107* | 3,1197-107*
1073 7,7685-1073
2.1073 | 3,0709-1072

1072 0,66665
2.1072 4,8005
0.1 1,3052

Cuadro 3.6: Errores en la norma infinito (cachalote)

33
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Error en la norma H1
b
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Figura 3.11: Error en la norma H' (cachalote)

Error en la norma infinito
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h: Diametro de la particion

Figura 3.12: Error en la norma infinito (cachalote)



Capitulo 4

Problema unidimensional con
condiciones Dirichlet y Robin

4.1. Problema modelo

A diferencia de la seccién anterior, en este capitulo se considerard un
problema en una dimensién con una condicién de contorno de tipo Dirichlet
y otra de tipo Robin:

Buscar u : (a,b) — C tal que:
u” + k*u =0 z € (a,b) (4.1)
u(a) = a, ik-u(b)+ u/'(b) = 4.

4.2. Formulacion variacional y problema débil

De manera similar al capitulo cuatro, consideraremos una funcién test
v : (a,b) — C lo suficientemente regular. Multiplicando por v la ecuacién de
(4.1)) e integrando en el dominio, tenemos que:

/a (o) de 4R / " (@)o(@)de = 0.

Si integramos por partes el primer sumando de la expresién anterior,

b b
/ v (z)v(z)dr = u/(x)v(x)‘z - / o (z)v (x)dx = u' (b)v(b) — v/ (a)v(a)

b b
—/ o (z)v (x)dx = [§ — ik - u(b)] v(b) — v/ (a)v(a) — / o (z)v (x)dx,

37
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y sustituimos en la primera expresion integral, llegaremos a:

b b
/ o (2)0(@)dz + k2 / w(@)o(z)dz = [5 — ik - u(b)] v(b) — o (a)v(a)

- [ a2 [ o

Si, como en el problema anterior, le exigimos a la funcién v que se anule en
T = a y reescribimos la expresién anterior, deduciremos que:

b b
/ o (z)v' (x)dx — k2/ uw(z)v(x)dz + ik - u(b)v(b) = dv(b).
De esta manera, la formulacién débil del problema serd la siguiente:

Buscar u € H'(a,b) tal que:

b b
/ o (2)v'(z)dx — k:2/ u(z)v(z)dz + ik - u(b)v(b) = dv(b) (4.2)

Yo eV, v(a) = a,

siendo V := {v € H'(a,b) / v(a) = 0}.
Teorema. El problema (4.2)) tiene una tnica solucién.

Demostracion. Sean g € H'(a,b) tal que g(a) = a y @ tal que @ = u — g.
Resulta claro que @ € V. Sustituyendo este cambio de notacién en (4.2)),

b b
/ (@ (@) + ¢ () (@)da — K / () + g())o(a)dz + ik - u(b)o(b) = 6u(b),

y reordenando los sumandos, se llega a:

b b
/ ()0 () dz — K / i(@)o(z)dz + ik - A(B)o(b) =

Su(b) — ( / " @ (2 — K / bg(x)v(x)dx) k- g(b)o(b).

La demostracion del teorema se basard en la aplicacién del teorema de Lax-
Milgram a la expresion anterior. Relacionando términos:
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= V es el espacio de trabajo.

b b
» a(d,v) :/ ’EL/(:E)U/(CC)CZI‘—]{Z2/ t(z)v(z)dr+ik-u(b)v(b) es la forma
bilineal. ’

b b
. L(v) = du(b) — ( / § (2 (2)dz — K2 / g(m)v(m)dm) ik - g(b)o(b)
serd el funcional lineal.

Entonces, se deberan probar las siguientes propiedades:

= Continuidad de a: aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en las
dos integrales y el teorema de la traza en el término dv(b) —ik-g(b)v(b),
ya que x = b pertenece a la frontera del [a, b],

0.0 + k[ - [a(b)] - |v(b)]

la(@,v)] < [|@|

o.llvlog + &lallo.allv

< Ml

1ollvllLe-

s Coercividad de a: Si

b b
a(v,v):/ |v/|da:—k2/ |v|2dx + ik|v(b)|?,

entonces la parte real de a(v,v) seré:

b b
Rela(v,v)] :/ ]v/\dx—k2/ lv|2dz.

Utilizando la desigualdad de Poincaré en V, existirda C' > 0 tal que
l|1allo.0 < C||@']|o,q. Por lo tanto:

Rela(v,v)] > (1 — k2C?).

= Continuidad de L: Para probar que L es un operador continuo, se aco-
tardn los cuatro términos que lo componen:

o [5u(b)] < 8] - [o(b)] < Culd]l[v][1.q-

b
o | [ 97 < Iglloallvlon < Calslhallello. donde la iltima
a

desigualdad es debida a [13].

b
. / gv| < llglloallvlloe < Csllglli,allvll1,0, donde la tltima des-
a

igualdad es debida a [13].
o [ik-g(v)u(®)] < [k[-1g(b) - [v(b)] < Calk]- llgll10 - l|v][1,0-
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Por el teorema de Lax-Milgram, existird una tdnica funciéon @ € V para el
problema
Buscar @ € H}([a,]) tal que :

a(i,v) = L(v), Yv € H}(a,b),
lo que concluye la demostracién de este teorema.

Observacion. Para que se verifique la coercividad de a, serd necesario que
el valor de k sea pequeno.

Observacién. Durante la demostracién del teorema anterior, se ha cometido
el abuso de notacién de identificar a la norma en el espacio V con la del
espacio H'([a,b]). Recuérdese que V es un subespacio de H([a, b]).

O

4.3. Problema discreto

Para hallar el problema discreto, se trabajard con el mismo espacio de
funciones que en el caso con dos condiciones Dirichlet y con el mismo tipo
de particién del intervalo [a, b]. Asi pues, si se escriben los dos miembros de
en base a las funciones base de X}, y se considera como funcién test a
una funcién ¢; de la base de dicho espacio, se tendra que:

/ Zu]gpj x)dr— k:2/ Zuycpy (x)dz+ik Zu]goj ©1(b)

7=0

= 0¢y(b).

Alternando los sumatorios con las integrales, nos queda que:

N b N b N
Zuj/ @}(Jf)@?(fv)dw—kQZuj/ pi(@)er(@)datik | > ujp;(b) | pi(b) =
j=0 a j=0 e j=0

= 0¢y(b).

Unificando todos los sumatorios,
Zu] [t -1 [ o + ik o0n0)] = 500

En la ecuacion anterior, y teniendo en cuenta como se definen las funciones
base ¢; de acuerdo con el capitulo 4.3, se observa que el tnico valor de
Jj €1{0,1,...,N} para el que ¢;(b) no se anula es j = N. Ademds, en estas

b—axn_
condiciones se tendrd que oy (b) = — 1 =1,
IN —IN-1
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También, de la misma manera y por las mismas razones que en el proble-
ma anterior, consideraremos que ug = «. Asi, el problema discreto quedard
de la forma:

( Buscar {u;:j=1,.., N} tal que
N b N b
w | @) @)de =23 u; [ oo (@)da =
; /a ()l ; /a vi()p1
b
—a | [ Wenaroro) - chfopci@is].
a (4.3)
N b N b
Zuj / @ (@) (z)dx — k? Zu]/ vj(z)pp(x)de =0, Vk=2,.,N—1
j=1 7 j=1 7
N b N b
Sou [ ez - Y w [ e + ik ;00 (0) =5
L j=1 a j=1 a

De nuevo, para construir el sistema matricial que se deduce de las ex-
presiones anteriores se emplearan las matrices K, M y A definidas en ,
y , respectivamente, salvo por el aumento de tamano (de N — 1
a N) y porque el valor del elemento N-ésimo sera la mitad del que cabria
esperar. Ademads, el sumando "ik - ¢;(b)¢;(b)”, al no encajar en ninguna
de las matrices anteriormente mencionadas, requiere del establecimiento de
otra matriz més, B, definida como:

0 0

B = (@j(b)ﬁpl(b))gj,lgN ={: - ] (4.4)
. S
0 0 1

Por otra parte, los miembros derechos de (4.3) se pueden reescribir en
un vector.
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b
o [ [ R ale)eno) - et (@)

0

0

De esta manera, el problema discreto se podra escribir de manera ma-
tricial como sigue:

Buscar uy, tal que:
(4.5)
(A+ikB)uy, = b,

siendo 1y, = (ug,...,un) . El vector completo de coeficientes sera:

u= (a,ug, .., un).

4.4. Resultados numéricos

Al igual que en el problema con dos condiciones de tipo Dirichlet, con-
sideraremos una particién uniforme del intervalo [a, b], siendo h la longitud
de los subintervalos. Esto permite reutilizar los calculos desarrollados en la

seccion 4.4 en relacién a la forma de las funciones base ¢;, j = 0,1,..., N

1
y a las matrices de masa y rigidez. En particular, dado que ¢y (b) = iz se

tendra que el vector b del problema matricial (4.5)) serd

a [/ab(k%o(x)@l(ﬂf) - @6(@@’1(@)“} o (kQZ + ]11>

0 0

S| =
SR
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De nuevo, estos desarrollos se implementaran en Matlab para resolver el
sistema lineal. En este caso, la funcion desarrollada para este fin se llama
helholtzld Robin.m, recibird argumentos analogos a los del problema an-
terior y mostrard también como argumentos de salida los errores relativos
calculados para las normas infinito, L?(a,b) y H'(a,b).

4.4.1. Resultados generales

Una vez se tiene una funcién que resuelve el sistema lineal que plantea
el método de elementos finitos, es preciso averiguar si el método es fiable
al ir variando los pardmetros introducidos. En particular, se han estudiado
los errores obtenidos en las tres normas consideradas al aumentar tanto el
nimero de onda como el nimero de nodos.

Para ello, se ha desarrollado un script en Matlab llamado helmholtz1d _Robin
_results.m. Dicho cédigo realiza diversas llamadas a la funcion helmholtz1d.m
para un conjunto de ntimeros de onda y otro de cantidades de nodos y mues-
tra los errores obtenidos en base a k y N en forma de tablas y graficas.

En particular, las tablas y muestran los errores relativos en
las normas L%, H! e infinito, respectivamente. En las tres tablas, la variable
h estara registrada en en las filas, mientras que la variable & (el nimero de
onda) lo estard en las columnas.

k=5 k=10 k=25 k=50
h=0,1 5,7589 - 10~2 0.44928 3.1142 0.99324
h=2-10"%|2,3741-1073 | 1,9203 - 102 0.29406 1.8972
h =102 5,941 -10~* | 4,8135-1072 | 7,4834-102 0.58128
h=2-10"32,3771-107° | 1,927-10~* | 3,0082- 103 | 2,4039 - 102
h=10"3 5,9428 - 1076 [ 4,8177-107° | 7,5216 - 10~* | 6,0136 - 103
h=2-10"%12,3711-10"7 | 1,9271-107% | 3,0088 - 10~ | 2,4059 - 10~*
h=10"4 6,0365 - 10~° | 4,8059 - 10~7 | 7,5221-107° | 6,0148 - 10~°

Cuadro 4.1: Errores relativos en la norma L2

Los resultados de las tablas se pueden visualizar graficamente en las
figuras de esta seccion. En ellas, para cada una de las normas escogidas,
se podran observar los errores cometidos al aplicar el método de elementos
finitos en funcién tanto del didmetro de la particién (figuras y [£.5)),
fijando k, como del nimero de onda (figuras y , fijando h.

En este caso, también se observa el mismo fenémeno de superconvergen-
cia mencionado en el tratamiento de datos del problema con dos condiciones
de contorno de tipo Dirichlet. Resulta destacable el hecho de que el com-
portamiento resulta mucho mas lineal que en el problema anterior, lo que
permite deducir que el efecto de la polucién es menor en este problema. Aun
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k=5 k=10 k=25 k=50
h=0,1 5,7764 - 102 0.43074 2.6701 1.0877
h=2-10"2 | 2,4007 - 107> | 1,9146 - 102 0.29126 1.8311
h =102 6,0089 - 10~* | 4,805-1072 | 7,4621-10~2 0.57604
h=2-10"3|2,4045-107° | 1,9244 - 10~* | 3,0062 - 1073 | 2,4027 - 102
h =103 6,0113-107% | 4,8113-107° | 7,517-10~% | 6,0123-103
h=2-10"112,3985-10"7 | 1,9245-107% | 3,007-10=° | 2,4056 - 10~ *
h=10""% 6,1076 - 1078 [ 4,7994-10~7 | 7,5178 - 10~° | 6,0141 - 10~°
Cuadro 4.2: Errores relativos en la norma H'
k=5 k=10 k=25 k=50
h=0,1 8,6068 - 102 0.64965 4.277 1.2308
h=2-10"2 | 3,5478 1072 | 3,0592 - 102 0.49179 3.0712
h=10"2 8,8795-10~* | 7,6906 - 10~3 0.12532 0.9871
h=2-10"3 | 3,5537-107° | 3,0797-10~* | 5,0458 - 1073 | 4,095 - 1072
h =103 8,8842-107° | 7,6996 - 10~° | 1,2616 - 102 | 1,0251 - 102
h=2-10"%|3,5451-10"" | 3,0798 - 1076 | 5,0468 - 10~° | 4,1016 - 10~*
h=10""* 9,0339-107% | 7,6815-10"" | 1,2617-107° | 1,0254 - 10~*

Cuadro 4.3: Errores relativos en la norma infinito

asi, para valores elevados del nimero de onda, se obtienen valores del error
altos si la malla no esté lo suficientemente refinada.

4.4.2. Ejemplo real: ecolocalizacion de un cetaceo

De manera similar al apartado 5.4.3, la intencién aqui es la de obser-
var la aplicacion del método de elementos finitos para resolver el problema
en el caso concreto de un cachalote emitiendo ondas acusticas pa-
ra el fenomeno de ecolocalizacion. Los datos numéricos desde los que se
parte son los mismos que en el problema con dos condiciones de contorno
de tipo Dirichlet (esencialmente, se trabajard con un valor del nimero de
onda de k = 55,45 m~!). El script de Matlab utilizado en este caso es
helmholtzld Robin_cachalote.m.

Las tablas[4.4] [4.5]y [4.6| muestran los errores cometidos al aplicar el méto-
do de elementos finitos al problema (4.1) en las normas L?, H' e infinito,
respectivamente.

Por otra parte, las graficas de las figuras y ilustran la evo-
lucién del error conforme varia el didmetro de la particién del intervalo,
midiéndose dicho error en las normas L?, H! e infinito, respectivamente.

De manera similar a lo comentado para las graficas generales de este
capitulo, se observa que las tendencias lineales son mucho mas fuertes que
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Figura 4.1: Error en la norma L? en funcién de h

h Error norma L2
1074 8,2022 - 10~°
2.107% | 3,2808-10~*
1073 8,1993-103
2.1073 | 3,2761-1072

1072 0,77656
2.1072 2,3594
0.1 0,99431

Cuadro 4.4: Errores en la norma L? (cachalote)

en el caso del problema con dos condiciones Dirichlet. Esto permite intuir
que el efecto de los términos de contaminacién es menor que en el primer
problema, lo que aporta una mayor estabilidad al control de los errores
cuando se cumpla la rule of thumb. No obstante, para tamafnos de malla
grandes (particiones del dominio con pocos nodos) el error sigue siendo muy
alto.
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Figura 4.2: Error en la norma L? en funcién de k

h Error norma L2
10712 8,2028 - 10~°
2.107% ] 3,2811-107*

1073 8,199 -1073
2.1073 | 3,2749-1072
102 0,76803
2.1072 2,2599

0.1 1,3065

Cuadro 4.5: Errores en la norma H'! (cachalote)

h Error norma L2
107% 1,4008 - 10~4
2.1074 5,603 - 10~*
1073 1,4002 - 103
2.1073 | 5,9469 - 102

1072 1,3195
2.1072 3,5526
0.1 1,3051

Cuadro 4.6: Errores en la norma infinito (cachalote)
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h: diametro de la particién

Figura 4.3: Error en la norma H! en funcién de h
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—*—h=10" e

—=—h=210" L

h=10*

Errores en la norma H1

5 10 25 30 50
k: nimero de onda (m")

Figura 4.4: Error en la norma H' en funcién de k
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Errores en la norma infinito

108
104

—&—k=3

L

24104

103 2¢10°®
h: diametro de |a particion

102 24102

Figura 4.5: Error en la norma infinito en funcién de h

Errores en la norma infinito
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=
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L
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k: nimero de onda (m")

Figura 4.6: Error en la norma infinito en funcién de &
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Error en la norma L2

Error en la norma H1
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Figura 4.7: Errores en la norma L? (cachalote)
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Figura 4.8: Errores en la norma H' (cachalote)
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h: Diametro de la particion

Figura 4.9: Errores en la norma infinito (cachalote)



Capitulo 5

Problema bidimensional

5.1. Problema modelo

Sean  un dominio acotado Q de R2?, 9Q su frontera y u : Q — C.
El problema fuerte parte de la ecuacién (2.13)), a la que se le anaden una
o varias condiciones frontera, en funcién de la situacién a considerar. En
particular, en esta seccién se estudiard el siguiente problema:

Buscar u : 2 — C tal que:

Au(x) + k?u(x) = 0, x € (5.1)
gz(x) —gx). xR

A la condicién frontera empleada en (5.1 se le denomina condicién de
tipo Neumann.

5.2. Formulacién variacional y problema débil

Sea v : 2 — C una funcién test lo suficientemente regular. De manera
andloga al capitulo anterior, la formulacién variacional del problema comen-
zard multiplicando a la ecuacién en derivadas parciales de (5.1) por v e
integrando en €

/Q(Au(x) + k?u(x)) v(x) dx = 0. (5.2)

Si empleamos la férmula de Green,

/Q(V-F)vdx _ /m(F n)ds,

o1
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en (5.2)), con F = Vu, tendremos que:

/Vu-Vvdx—k:2/uvdx—/ (Vu -n)vds = 0.
Q Q onN

Finalmente, aplicando la condicién de contorno, llegaremos a:

/Vu-Vvdx—kz/uvdx—/ gvds = 0.
Q Q o0

El problema débil se sigue inmediatamente de la formulacién variacio-
nal:

Buscar u € H'(2) tal que

(5.3)
/Vu-Vvdx—k:Q/uvdx:/ gvds, Yv € H(Q)
Q Q G19)

Los argumentos cldsicos basados en la alternativa de Fredholm [3] y
el hecho de que el operador resolvente asociado a este problema sea un
operador compacto autoadjunto, muestran que el problema variacional
tiene solucién Unica excepto para una secuencia infinita de valores reales del
nimero de onda {k;}32,, que deben entenderse como las resonancias del
sistema mecanico asociado a este problema modelo. A lo largo del resto de
esta seccidn, todos los valores del nimero de onda seran seleccionados de tal
manera que no coincidan con ninguno de los valores de resonancia donde la
solucién no es tUnica.

5.3. Discretizacion

Sea 7, una particion de €2 en triangulos T de didmetro menor o igual
que un cierto h tal que 0 < h < 1. Bajo estas condiciones, el didmetro de la
particién se definird como:

0 := max su x—vl|.
i sup x—y]

La triangulacion 73, debe verificar que, dados dos triangulos Ty, T € 7,
con T1 # T5, entonces se cumplird alguna de las tres situaciones siguientes:

0
Ty NT5 =< un lado en comun

un vértice en comun
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Sean {aj}é-vzl el conjunto de todos los vértices de los triangulos de la
particién 75, y Xp, := {v € C%(Q) : v|p € Py, T € 71,}, con P! = {ax+by+c:
a,b,c € R}, el espacio discreto considerado. Entonces, a todo vértice a; de
T, se le puede asociar la funcién ¢; € V}, definida por:

1 si j=k
pj(ar) = (5.4)
0 si j#k

De manera inmediata, se comprueba que el conjunto {¢; : j =1,..., N}
N

es una base de Xj. Asi pues, si v € V},, se tendrd que v(x) = Z v(a;)p(x).
j=1

Sean ahora T' un tridngulo de la particién y air, as T y a3 sus tres

vértices. Entonces, las funciones ¢; de la base de V}, se pueden formular de

7 .« . _ T . . _ . . T

manera local sobre 7', utilizando la notacién ¢;|r = Aj.Siajr= (xj,95) ",
las funciones /\;‘-F se podran escribir como:

1 =z Y 1 =z Y
Lozjpr yim| |1 it Y
1 =z j 1 =z ;
A]TZ i+2 Yi+2| _ J+2 Yj+2 7 (5.5)
1 Z; Yj 2|T‘
1 i1 yjn
1 zjto yj42

donde los subindices de las coordenadas han de interpretarse médulo 3.

Asi pues, se aproximara la solucién del problema mediante la biisqueda
de una funcién up, € X}, tal que

N
up(x) = Y ujpi(x).
i=1
Bajo estas condiciones, el problema discreto se escribird como

Buscar uy, € X, tal que

/Vuh-Vvdx—kz/uhvdX:/ gvds, Yv € X,
Q Q o0

donde Xp, =< @1, ..., oN >.

(5.6)
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5.4. Resultados numeéricos

Dado el aumento de la complejidad a la hora de escribir un cédigo similar
al del caso unidimensional, para el ejemplo bidimensional se ha optado por
hacer uso de la herramienta Partial Differential Equation Toolbox (PDEtool)
de Matlab. En particular, el problema que se va a resolver mediante este
método es el siguiente:

Au(z,y) + ku(z,y) =0, (2,y) € Q=[-1,1] x [-1,1]

(5.7)
ou -
8711(1:7:[/) = elkx7 (ﬁ,y) € 89

PDEtool es una herramienta incluida en Matlab que permite dibujar y
mallar un dominio en dos dimensiones, asi como establecer la ecuaciéon en
derivadas parciales y las condiciones frontera, para resolver un problema.
La siguiente figura muestra la interfaz general de PDEtool junto al dominio
dibujado.

oeas

e i o et el I =

Figura 5.1: Interfaz de PDEtool. Dibujo del dominio

Una vez se ha disenado el dominio, se establecen la ecuacién en deriva-
das parciales y las condiciones frontera seleccionando las opciones "PDEgz
”Boundary”, respectivamente.

Comparando la ecuacién (5.7)) con la figura del PDE Mode, el coeficiente
a coincide con el valor k2 de la ecuacién (en este caso, se tendria que k = 10).
El coeficiente ¢ debe ser —1 para conservar los signos.

Los ultimos pasos para resolver el problema consisten en crear la malla
y seleccionar la opcién ”Solve”.

En la grafica se observa que la frecuencia de la onda emitida por el
cachalote, directamente ligada al nimero de onda segin la ecuacién (2.1),
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4 PDE Specification

Equation ~div(ctgrad(u)+a‘u=t

Type of PDE
(@) Eliptic

(O Parabolic
() Hyperbolic

() Eigenmodes.

Coefficient Value
c
a

f

oK Cancel

Figura 5.2: Coeficientes de la EDP

4 Boundary Condition

Boundary condition equation

n*c*grad(u)+qu=g

Condtion type: Coefficient Value Description
(®) Neumann 9 -exp(*55.45"x)
() Dirichlet q 0
1
oK

Cancel

Figura 5.3: Condiciones frontera

95

resulta bastante elevada para poder aplicar el FEM de manera fiable, ya
que se observa que las ondas dibujadas no poseen exactamente la forma que
cabria esperar (dicho en otras palabras, se notan mucho los errores cometidos

al aplicar el método).
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Figura 5.4: Mallado del dominio

Color: u Height: u

Figura 5.5: Solucién del problema
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Capitulo 6

Conclusiones

El objetivo principal de este Trabajo de Fin de Grado ha sido el de
estudiar la aplicacién de un método numérico conocido para resolver un
problema de acistica cuyos datos estdn extraidos (o al menos motivados)
del comportamiento real de una especie animal.

La conclusiéon més relevante que se puede extraer de las simulaciones
realizadas por ordenador es que el método de elementos finitos permite es-
tudiar numéricamente el fenémeno de la ecolocalizacién perpetrada por un
cetaceo odontoceto cuando la malla es lo suficientemente fina para que los
errores sean del orden de 1072 o inferiores.

Se ha observado que, si el valor de k es demasiado elevado, el método
da errores bastante grandes, especialmente si el mallado del dominio no es
muy fino. Ademds, en la capacidad de controlarlos serd menor (incluso si se
cumple la rule of the thumb, el papel de la polucién no se puede desestimar).
Si se tienen estos problemas para el valor mas bajo de frecuencias recogido
en la tabla , es evidente que para frecuencias mas elevadas el método
fallard mas. Aun asi, para valores de h muy pequenos se han podido alcanzar
errores razonablemente pequenos.

La principal mejora para el trabajo seria la de cambiar de método numéri-
co y pasar a utilizar el método de elementos finitos con particiéon de la unidad

(Partition of Unity Finite Element Method, PUFEM), el cual emplea fun-
N

ciones base que cumplen que Zgoj(x) = 1 para todo z € €, que luego
§=0

se combinaran con otras funciones v; cuya forma estard adaptada al pro-

blema que se vaya a tratar, principalmente exponenciales, sin necesidad de

restringirse tinicamente a funciones polindmicas bésicas.

La ventaja principal del PUFEM es que funciona bien a frecuencias altas,
como las que puedan involucrar a un cetéceo o a un submarino [I1]. Ademss,
este método permite trabajar con problemas mas complejos (e interesantes)

o7
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para estudiar, por ejemplo, qué sucede cuando una onda acustica choca
contra un objeto en el mar y/o cuando la onda que rebota es interceptada
por el emisor original.

Por otro lado, para la realizacién de este trabajo han sido necesarios
conocimientos de varias materias. Fundamentalmente, los contenidos de es-
ta memoria se podrian relacionar con las asignaturas de Introduccién a los
Espacios de Funciones, Anélisis Numérico y Ampliacién de Ecuaciones Dife-
renciales, vistas en el Grado de Matemaéticas. La parte mas préctica, aquella
relativa al uso de Matlab, estaria vinculada con las asignaturas de Calculo
Numérico, Analisis Numérico y Ampliaciéon de Anadlisis Numérico, también
del mismo grado, ya que son en las que se ensena a manejar este software.
Ademas, aquellos conceptos méas puramente de Acustica se podrian relacio-
nar con el Grado de Fisica.

En resumen, el desarrollo de este Trabajo de Fin de Grado me ha permi-
tido partir de los contenidos estudiados a lo largo de la duracién del Grado
de Matematicas para aprender cémo se puede aplicar un método numérico
procedente de razonamientos abstractos para describir un fenémeno real,
obteniendo aproximaciones relativamente buenas en algunos casos (cuando
la malla del dominio es lo suficientemente fina) y estableciendo qué acciones
se podrian llevar a cabo en el futuro para mejorar el estudio de la ecoloca-
lizacién submarina.
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