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Resumen

Este trabajo se estructura en cinco capitulos en los que se desarrolla el es-
tudio de los codigos Reed-Muller. Se comienza presentando los preliminares
necesarios para el desarrollo del trabajo. Se introducen conceptos y resulta-
dos sobre los cuerpos finitos y los cédigos lineales, que constituyen la base
sobre la cual se construyen y analizan los c6digos Reed-Muller. En segundo
lugar, se estudian los cédigos de evaluacion, se describe la construccion de
los codigos a partir de las evaluaciones de los polinomios, y se presentan dos
de sus parametros fundamentales: la longitud y la dimensiéon. A continua-
cion, calculamos la distancia minima, y para ello recurriremos a los ideales
monomiales y a la cota de footprint. Posteriormente, se analiza un algoritmo
de descodificacion, y se estudia su funcionamiento y su justificacién tedrica.
Por ultimo, se introduce el concepto de codigos descodificables localmente y
se ve como los Reed-Muller cumplen esta propiedad.
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Abstract

This work is structured into five chapters, in which the study of Reed—Muller
codes is developed. It begins by presenting the necessary preliminaries for
the development of the work. Concepts and results related to finite fields
and linear codes are introduced, as they form the foundation upon which
Reed—Muller codes are constructed and analyzed. Secondly, evaluation co-
des are studied: the construction of the codes from polynomial evaluations
is described, and two of their fundamental parameters—length and dimen-
sion—are presented. Next, the minimum distance is computed, for which
monomial ideals and the footprint bound are employed. Subsequently, a de-
coding algorithm is analyzed, including its operation and theoretical justifi-
cation. Finally, the concept of locally decodable codes is introduced, and it
is shown how Reed—Muller codes satisfy this property.
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Introduccion

Desde los inicios, la transmision de la informacion ha estado expuesta
a errores, ya sea por interferencias, defectos técnicos o limitaciones de los
canales de comunicacion. Para afrontar este desafio, surgié la teoria de la co-
dificacién, una rama de las matemaéticas que estudia métodos eficientes para
detectar y corregir errores en mensajes. Este campo con raices algebraicas
ha demostrado ser esencial en miltiples &reas de la ciencia y la tecnologia,
y tiene importantes aplicaciones en la transmisién y almacenamiento de la
informacion.

Entre los muchos tipos de cédigos correctores que se han desarrollado, los
codigos Reed-Muller destacan por su estructura algebraica, su capacidad co-
rrectora y sus propiedades que los hacen ttiles en contextos como la compu-
tacion distribuida, la complejidad computacional y la teoria de la informa-
cion. Estos codigos fueron introducidos en la década de 1950 por Irving S.
Reed y David E. Muller, y fueron creados inicialmente para mejorar la fia-
bilidad en la transmisién de datos a través de canales ruidosos, como los
utilizados en las primeras comunicaciones espaciales. A pesar de haber sido
propuestos hace medio siglo, los c6digos Reed-Muller siguen siendo objeto
de estudio.

En este trabajo de fin de grado se realiza un estudio de los c6digos Reed-
Muller desde una perspectiva algebraica, abordando tanto sus fundamentos
tedricos como algunos aspectos relacionados con su descodificacion.

El objetivo de este trabajo final de grado es estudiar la construccion, los
parametros fundamentales y métodos de descodificaciéon de los codigos Reed-
Muller. Para ello vamos a introducir nociones sobre los cuerpos finitos, los
codigos lineales y los codigos de evaluacién, ya que constituyen la base sobre
la que se construyen los coédigos Reed-Muller, vamos a recurrir a herramientas
de la teoria de ideales, como los ideales monomiales y la cota de footprint pa-
ra poder calcular uno de los parametros fundamentales: la distancia minima,
vamos a estudiar un método de descodificaciéon y a introducir el concep-
to de localmente descodificable que acabara proporcionandonos métodos de
descodificacion local.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Cuerpos finitos

Para poder describir un cédigo y las palabras de este vamos a necesitar
una estructura algebraica sobre este c6digo, y para esto vamos a definir y
estudiar los cuerpos finitos. En este apartado vamos a ver la existencia, la
unicidad y la construccion de estos, y todo lo que vayamos a necesitar a la
hora de trabajar con los cdédigos Reed-Muller.

Para la escritura de este capitulo se ha utilizado como referencia [4].

Cardinal de un cuerpo finito

Decimos que un cuerpo es finito si posee un niimero finito de elementos.
Lo primero que tenemos que comprobar es si estos cuerpos existen, y vamos
a ver con este resultado que si lo hacen:

Proposicion 1.1. El anillo cociente Z/(p) es un cuerpo si y solo si p es un
numero primo.

Demostracion. Si p es primo entonces todo m € Z/(p) no nulo es primo con
él, con lo cual, por la identidad de Bezout, existen enteros z e y tales que
1 =2xm + yp, y tomando clases médulo p, tenemos que z es el inverso de m
y por tanto m es unidad. Pero, si p no es primo, todo divisor no trivial de p
es divisor de cero, y por tanto Z/(p) no puede ser un cuerpo. ]

Por tanto, tenemos que para todo niimero natural primo p existe un cuer-
po finito de p elementos, con lo que hemos probado la existencia de cuerpos
finitos. La pregunta que podemos hacernos ahora es si existen cuerpos fi-
nitos con cualquier cardinal, y para esta cuestién vamos a ver el siguiente
resultado:

Proposicion 1.2. Si g es el cardinal de un cuerpo finito, entonces existen

un numero primo p y un numero entero positivo r tales que ¢ = p’.

7
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Demostracion. Sea K cuerpo finito con ¢ > 2 elementos.
Consideramos O el neutro de K para la suma y 1x el neutro de K para
el producto. Para todo entero n podemos definir lo que denotaremos por

n wveces
——N—
n-lg:sin=0,n-1g :=0g,sin>0,n-1g =1+ ---+ 1g, ysin <0,
—Nn veces
——
n'lK::—(lK—{—---—i-lK).

Esto nos permite definir una aplicacion:
p0:Z— K;p(n)=n-1g.

Tenemos que ¢ es un homomorfismo de anillos, y sabemos que el ker(p) =
¢ 1(0k) es un ideal de Z, y como Z es infinito y K es finito ¢ no puede ser
inyectivo y ker(p) # (0).

Entonces existe s > 1 tal que ker(¢) = (s).

Como K es un cuerpo en particular es un dominio de integridad y por tanto
(0x) es primo y entonces ¢~ !(0x) también es primo.

Esto implica que ker(yp) = (p) con p primo, ya que si p no fuese primo exis-
tirfan n y m tales que p =n-m, y n y m no estarian en ker(y) y p si, y el
ideal por tanto no seria primo.

Ademas, tenemos que K’ = Im(y) ~ Z/ ker(¢) = Z/{p) con lo cual K con-
tiene al subcuerpo K’, y por tanto tiene una estructura de espacio vectorial
sobre K’. Como tiene un nimero finito de elementos, es de dimension finita
sobre K'. Si r es tal dimensién puesto que K ~ K'" tenemos que K tiene p”
elementos. O

De esta demostracion podemos deducir también:

Corolario 1.1. Z/(p) es el inico cuerpo con un nimero primo p de elemen-
tos salvo isomorfismos.

A estos cuerpos los denotaremos [Fy,.
Con esto hemos visto como es el cardinal de un cuerpo finito, pero ;existe
para todo primo p y todo ntimero natural r un cuerpo con p” elementos? Para
poder responder a esta pregunta vamos a necesitar el suiguiente resultado,
que no demostraremos por brevedad, pero se puede encontrar en [4]:

Teorema 1.1. Para todo nimero primo p y todo entero r > 1 existe un
polinomio de Fplx] irreducible de grado r.

Este resultado nos va a permitir construir un cuerpo con p” elementos, y
con ello demostrar el siguiente teorema:

Teorema 1.2. Para todo niumero primo p y todo numero natural r, existe
un cuerpo K con p” elementos.
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Demostracion. Tomamos un polinomio f € Fylz] de grado r, irreducible,
consideramos A = I, [x]/(f).

Vamos a ver que A es un cuerpo: tomamos un elemento g € A distinto de 0,
como f es irreducible tenemos que med(f, g) = 1.

Por la identidad de Bezout, sabemos que existen otros dos polinomios ¢, t €
Fp[z] tales que: f-g+g-t = 1. Esto en A, nos indica que g x ¢ = 1 y entonces
t es el inverso de g en A.

Ya hemos visto que es un cuerpo, pero jcuantos elementos tiene?

Ocurren dos cosas:

1) Si g € Fp[z] es un polinomio arbitrario, entonces si lo dividimos por f
obtenemos que existen ¢, s € [, [x] tales que g = ¢- f + s y con deg(s) < r.
Por tanto, g = § en A, con lo que todo elemento de A tiene un representante
con grado menor a r.

2) Si s,s" € Fpy[x] son dos polinomios distintos en Fp[z] y ambos con grado
menor que r entonces son distintos también en A. Ya que si § = s’ entonces
s—s € (f), y por tanto, f|(s— '), pero el grado de s — s’ es menor que r, y
por tanto menor que el grado de f, y como el inico multiplo de f de grado
menos que el de f es el polinomio nulo, esto implica que s — s’ = 0 con lo
cual s = s’ con lo que llegamos a una contradiccion.

De 1) y 2) concluimos que el nimero de elementos de A es el numero de

polinomios de Fj[z] de grado menor que r, con lo cual, el cardinal de A es
-

.
O

Caracteristica de un cuerpo

Ahora vamos a hablar sobre la caracteristica de un cuerpo:

Definicion 1.1. Si K es un cuerpo, la caracteristica de K se define como
p veces

——l
el menor entero p > 0 tal que 1x + --- 4+ 1x = 0 si existe tal entero. Si no
existe decimos que la caracteristica del cuerpo es nula.

Ademaés si un cuerpo K tiene caracteristica p tenemos que para todo
a € K
p veces

——
pa:a++a:(p1K)a:0

Si tenemos un cuerpo K con ¢ = p” elementos, hemos visto en una de las
demostraciones anteriores que si consideramos la aplicacion ¢ : Z — K con

¢(n) = n- 1k, suntcleo es de la forma ker(yp) = (p), lo que quiere decir que
p veces

lg + -+ 1x = 0 y que es el minimo entero mayor que 0 que lo cumple.
Por tanto tenemos que la caracteristica de un cuerpo finito de cardinal p",
con p primo, es p.

Gracias a la caracteristica p de los cuerpos finitos de cardinal p”, con p primo,
tenemos la siguiente propiedad:
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Proposicion 1.3. Siq = p", entonces para cada par de elementos a,b € K,

con K cuerpo finito de cardinal q, y cada entero positivo s, se verifica que
(a+b)P" =aP" + b¥".

Demostracion. Vamos a probarlo por induccién:

Para s = 1 desarrollamos el término de la izquierda mediante la féormula del
binomio de Newton y tenemos:(a + b)? = Zf:_ol (P)aP~"b".

Como tenemos que (f) = w y pes primo con todo 1 <7 <p—1
tenemos que (I?) es miltiplo de p, y como p es la caracteristica de K, (f) =0
en K, excepto para i = 0 e i = p ya que (8) = (

. p) = 1. Con lo cual
(a+ b)P = aP + bP.

p
Ahora lo suponemos cierto para s, vamos a probarlo para s + 1. Usando el
binomio de Newton, la hipdtesis de induccién y lo probado para s = 1:
(@b = (4D = (@ + 0P = (@ P+ (P =

O

Unicidad de los cuerpos finitos

Ya hemos probado la existencia de los cuerpos finitos y que solo existen
cuerpos finitos con cardinal ¢ = p" con p primo y r nimero natural, lo que
nos falta ver es la unicidad, si estos cuerpos que hemos construido son tinicos.
Vamos a ver que si, y para ello vamos a probar unos resultados que nos van
a ayudar a demostrarlo:

Lema 1.1. Sea K un cuepo finito contenido, como subcuerpo, en otro cuerpo
finito L. Entonces para todo o € L no nulo, el subconjunto de polinomios de
KI[X] que tienen a como raiz, no es unicamente el polinomio nulo y coincide
con el de maltiplos de un polinomio monico e irreducible.

Demostracion. L es un espacio vectorial de dimensioén finita sobre K, si esta
dimension es r entonces {1,q,...,a"} es linealmente dependiente sobre K.
Una relacién de dependencia no trivial nos proporciona un polinomio no nulo
que tiene como raiz a «. Sea f(X) el polinomio moénico, no nulo, de grado
minimo (menor o igual a r) que tiene como raiz a a. Como es de grado
minimo f(X) es irreducible, ya que si se diese que f(X) = f1(X)f2(X)
entonces « tendria que ser raiz de f1(X) 6 de fa2(X) que tienen grado menor
que f(X), y esto contradiria que f(X) sea de grado minimo. Nos falta ver
que todo polinomio que tenga a o como raiz es multiplo de f(X), sea g(X) un
polinomio que tiene a como raiz. Realizando la division euclidea, podemos
escribir g(X) = f(X)e(X) + h(X), si evaluamos en a para que g(a) = 0
necesariamente h(a) = 0 y h(X) tiene grado menor que f(X), por tanto
h(X) =0y g(X) en multiplo de f(X). O

Gracias a este lema podemos definir:
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Definicién 1.2. El polinomio f(X), cuya existencia y unicidad nos demues-
tra el lema anterior se denomina polinomio minimo o irreducible de « sobre
K. Lo denotaremos por Irr(a, K), o si no hay posibilidad de confusion sim-
plemente Irr(a).

Proposicion 1.4. En un cuerpo finito de q elementos K, todo a € K wverifica
que a? = a.

Demostracion. Sabemos que llamamos orden de un grupo G al cardinal de
este grupo, y que llamamos orden de x, un elemento de este grupo, al menor
entero n > 1 tal que 2" = 1. Si denotamos los érdenes por ord(G) y ord(x)
por el Teorema de Lagrange tenemos que para todo = € G, ord(z)|ord(G),
y entonces para todo z € G, 274G = 14.

Si esto lo aplicamos ahora al grupo multiplicativo K* (los elementos no nulos
de K), obtenemos que para todo a # 0 de K, a?! = 1, y a? = a. Y si
a = 0 el enunciado es evidente. O

Corolario 1.2. El polinomio X9—X factoriza completamente sobre el cuerpo
K de q elementos, es decir,

X0 X = [Lex(X —a).

Demostracion. Si consideramos el polinomio X7 — X, por lo visto en la pro-
posicién anterior, afirmamos que todo a € K es raiz de este polinomio, con
lo cual J],cx(X —a)|X9— X. Como estos dos polinomios tienen el mismo
grado y ademas tienen la misma costante dominante que es 1, deducimos
que son iguales. O

Nota 1.1. La proposicion anterior nos muestra que los elementos de K
coinciden con las raices del polinomio X9 — X en dicho cuerpo. Esto nos da
una definicion alternativa de K, como conjunto de raices de este polinomio,
pero para que la definicion sea la correcta hay que asegurar la existencia de
estas raices en algin cuerpo de caracteristica p lo que coduce a la nocion
de clausura algebraica de ), que se define como el mds pequeno cuerpo que
contenga a este y a las raices de todo polinomio de F,[X]. De los teoremas
de la existencia y unicidad de la clausura algebraica junto con el corolario
anterior se deduciria facilmente la unicidad del cuerpo K.

Proposicion 1.5. Sea f(X) € Fp[X] un polinomio irreducible de grado r y
sea ¢ = p". El polinomio f(X) factoriza completamente sobre el cuerpo de q
elementos K (es decir, tiene r raices en K ).

Demostracion. Sea el cuerpo con ¢ elementos Fp[X]/(f (X)), y sea z la clase
de X en este cuerpo. Como x es unaraiz de f(X), entonces f(X) = Irr(z,F,),
ya que f(x) = 0 implica que Irr(z,F,)|f(X), pero f(X) es irreducible, por
tanto tienen que ser iguales. Como x también es raiz de X? — X por ser un
elemento de un cuerpo de cardinal ¢, por el Lema 1.1, f(X)|X? — X. Dado
que X7 — X factoriza completamente en K, ocurre lo mismo para f(X). O
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Corolario 1.3. Sea f(X) € F,[X]| un polinomio irreducible de grado r y sea
q =7p". El cuerpo de q elementos K es isomorfo, como espacio vectorial, al
conjunto de expresiones polinomicas ag + aja + - - - + ar,_1a" "4, donde a es
una raiz cualquiera de f(X) en K y a; € Fp.

Demostracion. Basta probar que el conjunto {1,q,...,a" '} es una base de
K como espacio vectorial sobre [F,,. Como el conjunto estad formado por r
elementos basta con probar que son linealmente independientes, y lo han de
ser porque si no: existen \; € F, no todos nulos, tales que Z:;& it =0,
y entonces, si consideramos g(z) = Z;:ol A;z*, polinomio no nulo ya que no
todos los \; son nulos, tenemos que g(a) = 0 y esto implica que Irr(a,Fp) =
f(X)|g(X) lo cual es absurdo, ya que f tiene grado r y g grado menor o
igual a 7 — 1. Con lo cual los elementos son linealmente independientes y el
conjunto es una base. O

Teorema 1.3. (Unicidad de un cuerpo finito) Para toda potencia q
de un numero primo existe, salvo isomorfismo, un solo cuerpo finito con ¢
elementos.

Demostracion. Sea ¢ = p" y f(X) € Fp[X] un polinomio irreducible de
grado r. Lo que queremos ver es que el cuerpo K de cardinal g es isomorfo a
F,[X]/(f(X)). Gracias al corolario anterior, tenemos que todos los elementos
de K se pueden expresar de la forma ag + ajo + -+ + a,_1a" "1, siendo
a una raiz de f(X). Con lo cual el isomorfismo que estamos buscando lo
podemos obtener asignando a tal elemento el ag+a; X +---+a,_1 X"~ !(mod

f(X)). m

Notacion: Hemos probado que existe un tnico cuerpo finito de tamano
g =p", y vamos a denotar este cuerpo tnico como FFy.

Estructura de los cuerpos finitos

Por tltimo, vamos a estudiar la estructura de los cuerpos finitos.
El cuerpo finito Fy, contiene dos grupos abelianos (Fy, +) y (Fy,-). Vamos a
ver la estructura de ambos.

Teorema 1.4. (Estructura aditiva) Si q = p", el grupo aditivo (Fq,+) es
un producto directo de r grupos ciclicos de orden p:

(Fg,+) =Z/(p) x --- x Z/{p)

Demostracion. Como F, es un espacio vectorial sobre F,, cualquier base
induce el isomorfismo anterior. O

Para estudiar la estructura multiplicativa recordamos como ya hemos
visto antes en este capitulo que dado un grupo abeliano finito (G, -), el orden
de x, un elemento de este grupo, es el menor entero n > 1 tal que 2" = 1.
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Definicion 1.3. Si (G, -) es un grupo abeliano finito, llamaremos exponente
de G a exp(G) := mem{ord(z), z € G}.

Por definicién, para todo = € G tenemos que z¢P(¢) = 1.
Como ya hemos visto, ord(z)|ord(G), para todo z € G, entonces exp(G)|ord(G)
y en particular exp(G) < ord(G).
Vamos a tener el siguiente resultado:

Lema 1.2. Si (G,-) es un grupo abeliano finito existe un elemento x € G
tal que su orden coincide con el exponente de G.

Demostracion. Si descomponemos el exponente de G en producto de primos
exp(G) = p{*--pSr, afirmamos que para todo ¢, 1 < i < m, por pertenecer p;"
a la factorizacion, existe x; € G tal que ord(x;) = pf" k; para cierto k; natural.

“ik, , )
Tenemos que wf ¢ ™ =1, por tanto, para y; = wfl, el orden de y; es p;*. Ahora

si consideramos = = yj - - - Yy, tenemos que ord(z) = p{* ---pir = exp(G). O

Teorema 1.5. (Estructura multiplicativa) El grupo multiplicativo (Fy, )
es ciclico de orden q — 1.

Demostracion. Tenemos que Fy es un grupo de orden ¢ — 1, por tanto por
lo que hemos visto antes, tenemos que exp(FF Z) < g — 1. Por otra parte, si
denotamos n = exp(F;) por definicién n es un multiplo del orden de cualquier
elemento, es decir, que para todo a € Fy, a" =1, entonces los elementos de
el grupo multiplicativo de F, son raices del polinomio X"™ —1 lo que nos lleva
a que HaelF; (X —a)|X™ =1y como el primer polinomio tiene grado ¢ — 1y
el segundo n llegamos a que ¢ — 1 < n, y finalmente n = ¢ — 1.

Dado que por el lema anterior existe un elemento de orden g — 1 el grupo es
ciclico. O

Definicién 1.4. Llamaremos elemento primitivo de [F, a todo elemento que
genera a Fy como grupo ciclico.

Asi, si o es un elemento primitivo de F,; entonces F, = {0, a, a?, ..ol =

1.

Teorema 1.6. Si ¢ = p" y o es un elemento primitivo de Fy, entonces
Fy =TFpla].

Demostracion. El polinomio minimo de « debe tener grado r, ya que si
este fuera menor por la Proposiciéon 1.5 el polinomio minimo factorizaria
completamente en un cuerpo con menos de ¢ elementos y por tanto sus
raices, incluida « estardn en este cuerpo y « tendria un orden inferior a
g — 1. Entonces, F,[a] tiene al menos ¢ elementos, y como Fy[a] C F, (ya
que F, CF, y a € Fy) llegamos a la igualdad. O
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Los teoremas que acabamos de ver nos sugieren varias maneras de repre-
sentar y manejar los elementos de un cuerpo finito:

Representacion aditiva: gracias al Teorema 1.4 vemos que los elementos
de IF, se pueden representar como vectores r-dimensionales con coeficientes
en I, es decir, de la forma (ai,as,...,a,) con a; € {0,1,...,p — 1}. Esta
representacion permite sumar los elementos facilmente (coordenada a coor-
denada modulo p) o multiplicarse escalarmente por un elemento de Fp, pero
no permite multiplicar elementos facilmente.

Representaciéon multiplicativa: gracias al Teorema 1.5 vemos que si «
es un elemento primitivo de Iy, entonces F; = {at:i=1,..,q —1}. Esta
representacion es la més comoda para la multiplicaciéon de elementos, pero
no permite sumar facilmente y se necesita encontrar un elemento primitivo
para utilizarla.

Representaciéon polindmica: el Teorema 1.6 nos permite identificar los
elementos de F, con expresiones polindémicas en o con grado menor que r y
coeficientes en {0,1,...,p — 1}. Esta representacion nos permite tanto sumar
como multiplicar elementos.

Ejemplo 1.1. Sean p = 2 y r = 3. Si consideramos el cuerpo Fy y el
polinomio de grado 3 f(x) = 2% + = + 1 tenemos que f(x) es irreducible en
F2, yva que al ser de grado 3 basta con comprobar que los elementos de Fg
no anulan al polinomio y en este caso f(0) =1y f(1) = 1.

Por lo visto en el apartado de unicidad de los cuerpos finitos tenemos que
Fg =2 Fo[X]/(f(X)), y si a es una raiz de dicho polinomio la representacion
polinémica del cuerpo sera:

Fs={0, 1, a, a+1, a®>, a®* +a, a*+a+1, a®> +1}.

Tenemos que a® 4+ a+1 = 0, y con esto podemos calcular las potencias de a:

4

d=a+1, a*=d’>+a, d=d*+d>=d*+a+1,

6

a :a3—|—a2+a:a2+1, a’

:a3—|—a:1.

Vemos entonces que a es un elemento primitivo de Fg, por lo tanto la repre-
sentaciéon multiplicativa del cuerpo seré:

Fi = {a, a*, o, at, a®, % a" =1}.

Por ultimo, con la representacion aditiva los elementos de Fg se representa-
rian de la forma: (a1, ag, a3) con a; € {0,1}, 1 < i < 3. Es decir,

Fs = {(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (1,1,0), (0,0,1), (0,1,1), (1,1,1), (1,0,1)}.
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1.2. Cobdigos lineales

Ahora introduciremos conceptos sobre los codigos lineales que van a ser
necesarios para luego entender y ver como funcionan los c6digos Reed-Muller.

Definicién y parametros fundamentales

Definicién 1.5. Un codigo lineal C sobre un cuerpo finito IF; es un subes-
pacio vectorial de Fy para algin n > 1.

Los parametros fundamentales de un codigo son los que vamos a definir a
continuacion:

= 7 es la longitud del cédigo, es decir, el tamano de las palabras de este
codigo. Si la longitud es n, C estard en [Fy.

= k es la dimensién del cédigo, la dimension como F4-espacio vectorial,

luego su cardinal siempre es una potencia de g, ¢~.

Para poder explicar el siguiente parametro debemos definir antes la distancia
de Hamming;:

Definicién 1.6. Si tenemos dos palabras del codigo, z,y € C, x = (1, ..., Tn),
y = (y1,...,Yn), la distancia de Hamming entre x e y es

d(x7y) :ﬁ{.j 01 SJ Snaxj #y]}

= d es la distancia minima del c6digo, es decir, el minimo de la distancia
que acabamos de definir entre dos palabras distintas del cédigo: d =

min{d(z,y) : x,y € C,x # y}.

Para abreviar, un codigo cuyos pardmetros son n, k y d se dice que es de
tipo [n, k] o [n, k, d].
Asociados a los parametros fundamentales tenemos otros dos parametros:

= La redundancia del cédigo, que es r =n — k.

» La tasa de transmision, cuya expresion es R(C) = %

En relaciéon con la distancia de Hamming y la distancia minima podemos
definir el siguiente concepto:

Definicion 1.7. Llamamos peso de Hamming de x € C y le denotamos
wpr(z), al namero de digitos no nulos de z.

Vemos que el peso de Hamming de un elemento = es la distancia de
Hamming de x con 0, ya que wy(z) = 4{j : 1 < j < n,z; # 0} = d(z,0).
Esta relaciéon nos permite demostrar:
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Lema 1.3. SiC es un cddigo lineal de tipo [n, k, d] entonces d = min{wg/(c) :
ceC,c#0}.

Demostracion. Si d es la distancia minima, hay dos palabras distintas x,y €
C tales que d = d(z,y), también tenemos que d(z,y) = wg(x — y) y por
ser C un subespacio vectorial x —y € C, por tanto la distancia minima es el
peso de una palabra. El minimo de sus pesos a la vez, es la distancia entre
el elemento de dicho peso y 0. Con lo cual se cumple la igualdad. 0l

Matriz generatriz

Si C es un codigo lineal de tipo [n, k], es decir, un Fg-espacio vectorial dentro
de Fy y de dimension k, entonces existe una aplicacion f, f : IF’q“ — Fy
lineal e inyectiva donde C = Im(f). Podemos entender entonces que f es la
aplicacion de codificacion y que los elementos de IF’; es la informacion que
estamos codificando.

A esta aplicacion se la puede asociar una matriz G € My, (Fy), y las filas
de esta matriz seran una base de C, ya que con esta matriz y los elementos de
F’; se puede generar todo el codigo, es decir, C = {aG : a € F’q“ } (escribimos
los vectores en forma de filas, no de columnas).

Definicién 1.8. Llamamos matriz generatriz del coédigo C a la matriz G €
Mxn(Fy) asociada a una aplicacion lineal e inyectiva f : FZ — C C Fy.

Como la base de C no es tnica, la matriz generatriz tampoco lo es, pero
todas las matrices generatrices de un mismo cédigo tendran el mismo tamano
(k x n), el mismo rango (k), y seran semejantes, es decir, si G1 y G2 son
matrices generatrices de un mismo co6digo existe una matriz inversible P tal
que G1 = PGs.

Por supuesto, distintas matrices generatrices van a estar asociadas a distintas
aplicaciones f, y por tanto van a dar lugar a distintas formas de codificar la
informacion.

Ejemplo 1.2. Vamos a considerar el siguiente coédigo de ocho palabras y
contenido en Fj:

C={(0011),(1010),(1001),(0101),(1100),(1111),(0110),(0000)}

Vemos que es un coddigo lineal de longitud 4, y de dimensién 3, el niimero
de palabras como podemos ver es 23 = 8, y la distancia minima entre sus
palabras podemos ver que es 2. Por lo tanto el codigo es de tipo [4, 3, 2].
Eligiendo tres vectores de C linealmente independientes podemos obtener
una matriz generatriz de este codigo:

0 011
G=|1100
1 010
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Tenemos que el espacio de partida de la aplicacién f asociada a esta matriz es
I3, entonces multiplicando todos los elementos de este espacio vectorial por
la matriz G obtendremos todos los elementos de C. Si cogemos por ejemplo
el elemento (0, 1, 1) la palabra del codigo que obtendremos es (0, 1, 1)-G =
(0, 1, 1, 0) y sera su codificacion.

En este ejemplo si en vez de esa base de C hubiéramos cogido como base
los vectores (1001),(0101)y (001 1) lamatriz habria tenido una forma
particular, formada por la identidad 3 x 3 y una columna a mayores:

1 0 01
G=[0101
0011
Vamos a definir a las matrices que son de esta forma:

Definicién 1.9. Decimos que una matriz generatriz es de la forma estadndar
cuando tiene la siguiente forma: G = (I, A) donde Ij es la matriz identidad
k x k,y A es una matriz k x (n — k).

Con este tipo de matrices la codificacién de una palabra a € IFZ seré de la
forma (a, z), con z € FZ’_k. De esta manera, en la palabra resultante tenemos
que los k primeros digitos se encuentra la informacion y los siguientes son
de control. De esta forma la decodificacién es mucho mas facil. Este tipo
de codigos se llaman sistemdticos, es decir, un codigo es sitemdtico si tiene
alguna matriz generatriz con la forma estdndar.

No todos los codigos tienen una matriz generatriz estandar, por lo tanto
no todos los codigos son sistematicos, pero con esta definicion podremos
relacionar los c6digos que son siteméticos y los que no.

Definicion 1.10. Diremos que dos codigos C1 y Ca, de longitud n ambos,
son equivalentes si existe una permutacion o de {1, ...,n} tal que Cy = {o(c) :

(S Cl}

Entonces dos codigos son equivalentes si se diferencian en el orden de sus
coordenadas, es decir, si reordenando las columnas de la matriz generatriz
de uno de los c6digos obtenemos una matriz generatriz del otro. Dos c6digos
equivalentes ademas de tener la misma longitud, tienen los mismos parame-
tros k y d. Reciprocamente, dado un cédigo C,cualquier permutacién como
la de la definicién genera un coédigo equivalente a C.

Proposicion 1.6. Todo cidigo es equivalente a un cidigo sistemdtico.

Demostracion. Si C es un codigo de longitud n y dimensiéon k su matriz
generatriz G tiene dimension k X n y tiene rango k, luego tiene k colum-
nas linealmente independientes. Mediante una permutacion o de {1,...,n}
podemos tener estas columnas linealmente independientes en la primeras k
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posiciones. De esta manera obtenemos G’ = (A, B) con A matriz regular
k x k. Ahora mediante operaciones elementales, por el método de Gauss, A
se puede transformar en la matriz identidad Iy. Realizando estas operacio-
nes en G/, obtenemos una matriz en forma estandar que genera por tanto
un codigo sisteméatico y que es el mismo codigo que genera G’ por lo que es
equivalente al generado por G. O

Ejemplo 1.3. Como ya mencionamos, en el ejemplo anterior si hubiéramos
escogido otra base podriamos tener como matriz generatriz:

100 1
G=10101
00 1 1

Por lo tanto este cédigo es sistematico.
Pero si consideramos el codigo C generado por la matriz:

1 011
Gi=|110 1
1100

tenemos que este co6digo no es sistemético ya que las tres primeras columnas
son linealmente dependientes. Pero podemos encontrar un cédigo sistematico
al que sea equivalente. Vemos que las columnas 1, 2 y 4 si son linealmente
independientes, por lo tanto vamos a elegir la permutaciéon o siguiente:

o(l)=1, 0(2) =2, 0(3) =4, o(4) =3.

Una matriz generatriz del cédigo resultante de aplicar dicha permutaciéon a
C es:
101 1
Go=111 10
1100

Ahora podemos aplicar a esta matriz operaciones elementales hasta obtener
una matriz de la forma estandar:

1 01 1 1 01 1 1 0 01

Go—11 1 10]—=1010T1}]—=1(01 01

0 01 O0 0 01 0 00 10
Matriz control

Ya hemos visto con la matriz generatriz que un codigo puede describirse
mediante un sistema de generadores, pero esta no es la tnica manera de
describir un subespacio de Fy, también se puede hacer mediante ecuaciones
implicitas. Esta va a ser por tanto otra manera de describir un cédigo, y por
lo tanto, vamos a dar la siguiente definicion:
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Definiciéon 1.11. Una matriz H se dice que es una matriz de control del
codigo C si es de rango méaximo y para todo = € Fy, se verifica que x € C si
y solo si Hx! = 0.

Esta matriz nos permite saber qué elementos de I son palabras del c6-
digo.
Si C estéa definido sobre Fy y es de tipo [n, k], entonces H estd definida en
F,, es de tamafio (n — k) x n y tiene rango n — k, ya que al ser C un subes-
pacio de Fy de dimension k, el nimero de ecuaciones implicitas linealmente
independientes necesarias es n — k.

Ejemplo 1.4. Si volvemos al Ejemplo 1.2 en el que teniamos como matriz
generatriz G, vemos que todos los elementos de este coédigo cumplen que si
(z,y,2,t) € C entonces x +y + 2+t = 0 y tenemos también que todos los
elementos de 3 que cumplen esta ecuacién estan en el codigo, por tanto una
matriz de control de este codigo serfa:

H=(1111)

La relacién entre la matriz de control y la matriz generatriz va a ser la
siguiente:

Proposicion 1.7. Si G es la matriz generatriz de un codigo C y H es su
matriz de control entonces GH' =0 y HG! = 0.

Demostracion. Efectuar ambos productos es equivalente a sustituir los vec-
tores de una base de C en las ecuaciones implicitas de dicho cédigo, lo cual
seria igual a O. O

Si tenemos que G es una matriz generatriz de la forma estandar, es de-
cir, que G = (I, A), entonces es facil ver que la matriz H = (=A%, I,,_y)
tiene tamano (n — k) x k, rango n — k y cumple GH' = 0 luego es una ma-
triz de control del cédigo que genera G. Una matriz de control de la forma
H = (B, I,_) es una matriz de control de la forma estandar.

Vamos a ver ahora que las matrices de control nos van a poder servir para
calcular la distancia minima de un cédigo.

Lema 1.4. Si C es un cddigo lineal v H es su matriz de control entonces:
existe una relacion de dependencia lineal entre j columnas de H si y sélo si
existe una palabra del codigo de peso j.

Demostracion. Sitenemos una relacion de dependencia lineal entre j colum-
nas de H y z es el elemento cuyas coordenadas son los coeficientes de tal
combinacién lineal tenemos que Ha! = 0 y por lo tanto x esta en C y tene-
mos que su peso es j.

Reciprocamente, si una palabra z del cédigo tiene peso j esto proporciona
(por Hz! = 0) una relaciéon de dependencia lineal entre las j columnas de H
correspondientes con las coordenadas no nulas de . O
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Corolario 1.4. La distancia minima de un cddigo lineal es el menor nimero
de columnas linealmente dependientes de una matriz de control del codigo.

Ejemplo 1.5. Vamos a considerar el codigo binario C dado por la siguiente
matriz de control:

0001111
H=10 11 0 0 1 1
1010101

Observando H podemos saber que la longitud del codigo es 7 y su dimension
4. La distancia minima podria ser algo bastante dificil de calcular si no fuera
por los resultados que acabamos de ver, gracias a ellos sabemos que como no
hay ninguna columna nula en H y ninguna de sus columnas es multiplo de
otra entonces d > 3, y como podemos ver la suma de la primera y la segunda
columnas da lugar a la tercera, por tanto hay una relaciéon de dependencia
lineal entre tres columnas, con lo que d = 3. C es de tipo [7,4, 3].

Podemos notar que las columnas de la matriz H son todos los elementos de
F3, excepto (0,0, 0), luego C es el codigo binario con dimension 4 y distancia
minima 3 de mayor longitud posible. Este tipo de cddigos se llaman codigos
de Hamming binarios, en concreto, C es un coédigo de Hamming binario de
redundancia 3, y se denota Ha(3).

Dualidad

Si tenemos un coédigo C y H su matriz de control, como esta tiene rango
maximo, podriamos interpretarla como la matriz generatriz de otro cédigo.

Definiciéon 1.12. Dado C un cédigo lineal con matriz de control H, el co-
digo dual de C, denotado por C*, es el codigo que tiene a H como matriz
generatriz.

De esta definicién tenemos que:
= Si C es de tipo [n, k], entonces C* es de tipo [n,n — k].

s Si GG es la matriz generatriz del codigo C, entonces G es la matriz de
control de C, ya que tiene las dimensiones necesarias y cumple que
GH'=0y HG' =0.

» En particular, (C+)* =C.

Vamos a recordar ahora algunas nociones de algebra lineal para poder en-
tender mejor la relacion entre C y C: vamos a considerar sobre [y la forma
bilineal e la cual si u,v € Fj esta definida por:

n
uev = E U;V;
=1
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Tenemos que dos vectores u,v € Fy son ortogonales si uwev = 0. Con lo cual
si tenemos que S = {vy, ..., v} es un conjunto de vectores su ortogonal sera
St={uc Fy cuev; =0,Vi=1,..,m}. S es un subespacio vectorial, y si
la dimension de S es k la dimension de S+ es n — k. Entonces, si los vectores
v1, ..., v son una base de S, los elementos de ST son los u que son soluciéon
del sistema del sistema lineal homogéneo con k ecuaciones y n incognitas:
uev; =0,1=1,..., k.

La interseccién de S y su ortogonal puede no ser vacia, ya que puede pasar
que si aplicas la forma bilineal sobre un vector y él mismo sea igual a 0, como
por ejemplo es el caso de (1,1) € F3.

Gracias a este recordatorio podemos enunciar la siguiente proposicion:

Proposicion 1.8. SiC es un cidigo lineal entonces su dual C es el ortogonal

de C.

Demostracion. Acabamos de ver que los elementos del ortogonal a un con-
junto son aquellos elementos que haciendo el producto e con los elementos
de la base del conjunto son iguales a 0. Tenemos que los elementos de una
base de C estan en G, y los elementos de una base de C* estan en H, asi que
por GH? = 0 tenemos que C es el ortogonal de C. O

Como hemos visto que la interseccion de un conjunto con su ortogonal
puede no ser vacia tenemos ahora que es posible que C N C* # {0}. Incluso
puede ocurrir que C = C*, pero para que esto ocurra tiene que darse que la
dimension de ambos sea la misma, es decir k =n — k.

Definicién 1.13. Un cédigo lineal se dice que es autodual cuando coincide
con su codigo dual.
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Capitulo 2

Codigos Reed-Muller

Ahora que ya hemos visto como funcionan los cuerpos finitos y los codigos
lineales podemos centrarnos en estudiar los cédigos Reed-Muller. Los cédigos
Reed-Muller son una familia infinita de c6digos que pertenecen la familia de
los codigos de evaluacion, y vamos a ver en esta primera seccién co6mo son
estos codigos.

En este capitulo se ha utilizado como referencia [4].

2.1. Cobdigos de evaluaciéon

Sea P = {P,..., P,} un conjunto de puntos distintos entre si que perte-
necen a un objeto geométrico X'. Si V' es un espacio vectorial de funciones
f: X = F,, podemos considerar la siguiente aplicacion:

evp : V. — Ty, evp(f) = (f(P1), ..., f(Pn)),

a la que llamaremos aplicaciéon de evaluacion en P.

Esta aplicacion es lineal, y su imagen un subespacio vectorial de Fy, por
tanto, es un coédigo lineal sobre F, de longitud n. Las palabras de este codigo
seran cada una de las funciones de V' evaluadas por esta aplicacion, es decir,
los evp(f) con f € V. Diremos que el codigo es obtenido por evaluacion en P
de las funciones de V', y sus pardametros pueden deducirse de las propiedades
de V excepto la longitud, que depende del ntiimero de puntos que haya en P.

Ejemplo 2.1. Si cogemos como conjunto de funciones a evaluar los poli-
nomios en una variable de grado < k, y 1, ..., z, elementos distintos de [,
obtenemos un cédigo de evaluacion. Estos codigos de evaluacion se llaman
codigos Reed-Solomon, y son de esta forma:

Rsk,n = {(f(x1)7 7f(xn)) € FZL : f € Fq[X]’deg(f) < k}

Tenemos que una base de los polinomios de grado < kes {1, X, X2, ..., kal}
y si evaluamos estos polinomios en los elementos x1, ..., x, obtendremos una

23
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base del codigo. Con esta base podemos calcular una matriz generatriz de
los co6digos Reed-Solomon, que sera de esta forma:

1 1 1
I xI9 Tn
G = :B% x% x2
k—1 k—1 k—1
Ty Lo Tn

En este tipo de codigos vemos que X = F,, P es un subconjunto de F, y
V ={f eF,[X]: deg(f) <k}.

La dimensién de estos codigos es k ya que tenemos que la aplicaciéon de
evaluacion del codigo evp : V' — Fy' es lineal e inyectiva. La linealidad esta
clara, la inyectividad la podemos ver de la siguiente manera: si consideramos
f €V tal que evp(f) = 0, esto significa que f(x1) = ... = f(x,) =0, con lo
cual el nimero de raices de f es mayor o igual que n > k > deg(f), entonces
f = 0. Como esta aplicacion es inyectiva RSy, = Im(evp), y esto quiere
decir que dim(RSy, ) = dim(V) = k.

El ultimo pardmetro de estos cédigos que nos queda por saber es la distancia
minima. Vamos a ver que d = n — k + 1: si consideramos el polinomio f =
(x —x1)--- (v — zk—1) € V tenemos que evp(f) = (0,...,0, f(xk), ..., f(zn)),
entonces evp(f) tiene peso menor o igual que n — (k—1) =n—-k+ 1,y
como evp(f) # 0 esto implica que d < n — k + 1. Por otro lado, si tenemos
un f tal que f #0y c=evp(f) #0, y w=wpg(c) el ntumero de ceros de f
entre x1,...,x, es n —w. Como f # 0, n —w < deg(f) < k — 1, con lo cual
w>n—k-+1. En conclusion d =n — k + 1.

Por tanto alcanzan la cota de Singleton y son MDS, esta cota y la definicion
de este concepto las podemos encontrar en la seccion 2.4 de [3].

Ejemplo 2.2. Para ver otro ejemplo vamos a considerar un cédigo de Ham-
ming binario Ha(r), ya definimos este tipo de codigos en el Ejemplo 1.5 y
vimos que la matriz de control de este codigo tiene en las columnas todos
los elementos de [, excepto del 0. Entonces, tenemos que HQ(’/’)J— es un co-
digo de evaluacion, ya que se obtiene de la evaluaciéon de los polinomios de
Fa[X1, ..., X;] de grado 1 en los puntos P = I, — {0}, y & = [y

2.2. (Cobdigos Reed-Muller

Un caso particular de lo que acabamos de ver tomando X =P =F¢" y
V =F,[Xy, ..., X)), donde F,[ X1, ... X,,]") denota el conjunto de polino-
mios de F,[X1, ..., X;,] con grado < r, son los codigos Reed-Muller. Vamos a
ver primero las propiedades del anillo F,[X7, ..., X;,] que se necesitaran mas
adelante.
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Anillo de polinomios Fy[X1, ..., X,]

F,[X1,...., X;] es como se denota en anillo de polinomios sobre F, en las
indeterminadas Xi, ..., X;,. Un polinomio de este anillo tendré la siguiente
expresion:

FX1 o X)) = > i X1 X,

i1

Donde i; son niimeros enteros no negativos, a;,...;,, € Iy, y solo una cantidad
finita de a;,...;,, son no nulos. Si no hay posibilidad de confusién podemos
escribir f en lugar de f(X7i,..., X;,) por simplicidad.

Si evaluamos f en todos los puntos de Fg" podemos definir una funcién,
que vamos a denotar también f, f: Fi* — F, que vamos a llamar funcion
polinémica asociada a f. Si fijamos un orden en los elementos de Fy", una
forma de describir la funcién es mediante una tabla en la que a un lado estan
los elementos de Fy" y al otro las evaluaciones de f en esos puntos. Esta tabla
se llama tabla de evaluaciéon de f.

Vamos a ver un ejemplo para entender mejor esto:

Ejemplo 2.3. Consideramos el cuerpo Fa, y vamos a establecer en 3" el
siguiente orden: un elemento de F3" con coordenadas (o, ..., ) esta en la
posicion i sii—1 = a; +2as+---+2""ta,,. Si m = 3 la tabla de evaluacion
seria la siguiente:

000 fu
100 | fo
010 f3
110 f4
001 f5
101 | fs
011 f-
111 fs

Esto significa que f(0,0,0) = f1, f(1,0,0) = fa, etc.
Si por ejemplo, la funciéon f fuese f = X1 X2 X3, la tabla de evaluacion seria:

000
100
010
110
001
101
011
111

_ O O O o o oo
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Gracias a estas tablas podemos asociar a cada funcién f un vector de
Fy, £ = (f1,...; fn), donde n = ¢, ya que estamos evaluando f en todos los
elementos de Fi*. Vamos a poder probar que el reciproco es cierto, es decir,
que cada vector proviene de evaluar un polinomio, gracias a lo siguiente:

Si tomamos V' = Fy[X1, ..., Xpm] y P = Fy* podemos considerar la aplicacion
que definimos al principio de la seccién anterior, la aplicaciéon de evaluacion
en P:

evp : Fy[Xq, ..., Xin] — Fy,

y tenemos la siguiente proposiciéon:

Proposiciéon 2.1. La aplicacion que acabamos de considerar, evp es lineal
y sobreyectiva. Y para todo v € Fy" existe un polinomio F, € Fol X1, ..., Xl
que cumple:

1 siw=wv

L Fy(w):{ 0 siw#w.

2. degy, (Fy) < q—1<gq, para todo i =1,2,...,m.

Demostracion. Que esta aplicacion sea lineal es evidente ya que

evp(Af) = (AF(01)s s Af(00) = A (01), s f(00)) = Aevp(f) y

evp(f+9) = (F+9)(01)s-crs (F49)(1n)) = (F(01)s oy F(00))H(9(01), o g(00)) =
evp(f) + evp(g).

Probemos la sobreyectividad, vamos a definir para todo v € Fi*, v = (a1, ..., am)
el siguiente polinomio:

m

Fy(X1, 0 X) = [J(1 = (X — ai)™). (2.1)
=1

Vemos que este polinomio va a tomar el valor 1 si lo evaluamos en v ya que
el factor (X; — o) se anularia en cada producto y quedaria solo el 1, y si lo
evaluamos en w = (wi, ..., wy,) € Fy* con w # v, entonces para algtin 7 entre
1y m, w;—a; #0y como w; —a; € Fy, (w; — ;)91 = 1 y se anularfa en
ese 1 en concreto, y como tenemos que uno de los factores es igual a cero el
polinomio seria 0 en este caso. Por tanto la evaluaciéon del polinomio es:

1 siw=w
F”(w)_{ 0 siw#v

También vemos que degy, (F,) < ¢ —1 < g, por tanto hemos probado la
existencia de un polinomio F;, que cumple las condiciones del enunciado.
Ademis el conjunto {evp(Fy) : v € Fj'} es la base candnica de Fy. Y la
linealidad de la aplicacién implica, entonces, la sobreyectividad. O

Con esto, ya podemos probar el reciproco.
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Proposicion 2.2. Cada elemento de Fy representa una inica funcion poli-
nomica de Fy* en F,.

Demostracion. Por la Proposicion 2.1 tenemos que la aplicacién evp es so-
breyectiva. Eso significa que a cada elemento de Fy se le puede asociar un
polinomio de F,[X7, ..., X;;] y, por tanto, su funcién polinémica asociada,
que esta definida de Fj" en Fy.

Esta funcion es tnica, ya que si un elemento de Fy estd asociado a més de
un polinomio por la aplicacion evp eso significard que las evaluaciones de
ambos polinomios en todos los puntos de Fy" son iguales, y por tanto, sus
funciones asociadas también lo seran, ya que dependen unicamente de las
evaluaciones del polinomio. O

Diremos que f es el vector caracteristico de la funcion f.
Cuando el cuerpo base es R o C distintos polinomios inducen siempre distin-
tas funciones polinémicas, pero, cuando el cuerpo es finito como F, existen
polinomios que aunque sean distintos inducen las mismas funciones ya que
como a? = a, X y X9 induciran la misma funcién. Por tanto, en estos cuerpos
habré que considerar el anillo cociente:

A=TF, [ X1, ., X (X] = X1, 00, XL, — X))

Proposicion 2.3. La aplicacion de evaluacion evp se puede definir de A en
Fy, donde n = q™, y definido asi es un isomorfismo de espacios vectoriales
sobre .

Demostracion. Primero tenemos que ver que la aplicacién evp esta bien de-
finida, es decir, que si dos polinomios son iguales en A tienen las mismas
evaluaciones. Sean f y g dos polinomios iguales en A, entonces f — g €
(X1 —X1,..., X% — X)), y eso quiere decir que

FX15 o X)) = 9(X1, s Xon) = Y @iy i (XT = X)) (X, = X))

Pero como para todo a = (a1, ...,am) € Fy" tenemos que al = a; para todo i

entre 1y m, entonces f(a) — g(a) = 0. Con lo cual las evaluaciones de f y g
son iguales para todo elemento de F, como querfamos ver.

Probemos ahora la inyectividad, sean f y ¢g dos polinomios en A que tienen
la misma imagen con la aplicaciéon evp, es decir, que tienen las mismas eva-
luaciones. Vamos a probar que el polinomio f — g = 0, y que por tanto, son
iguales en A.

Tenemos que degy,(f — g) < ¢ para todo 7 entre 1 y m, y que para todo
a € F' (f —g)(a) = f(a) — g(a) = 0. Vamos a ver que es igual a 0 por
inducciéon sobre m.

Sim = 1 entonces f — g serd un polinomio de una sola variable y como se
anula en todo a € Fy tendremos que tiene ¢ > deg(f — g) raices, entonces

f=9=0.
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Supongamoslo cierto para m—1, probémoslo para m. Sea f—g € Fy[X1, ..., X]
si agrupamos los términos con el mismo exponente en X, tenemos:

(f — g)(Xl, ,Xm) = ho(Xl, ---,mel)
—+ hl(Xl, ---,mel)Xm

+ hr(Xl, ...,mel)X;’L’

donde sabemos que r < q y hi(X1,..., Xin—1) € Fy[ X1, ..., X;m—1] para todo
0 <i<r. Sifijamos (a1, ...,qpm—1) € IFZI”_I:

(f—9)(aa,...,am—1,Xm) = holoa, ..., m—1)
+hl(a1a-~uam—1)Xm

+ hr(ala sy O‘mfl)X:‘;m € Fq[Xm]

tenemos un polinomio de una variable, que para todo v € F, se anula, por lo
que estamos de nuevo en el caso m = 1, por tanto (f—g)(auq, ..., am—1, Xpm) =
0, y esto implica que h;(aq,...,m—1) = 0 para todo 0 < i < r. Como esto
ocurre para todo elemento de Fg”_l por hipétesis de induccién tenemos que
hi(X1, ..., X;m—1) = 0 para todo 0 < i < r, con lo que llegamos a f — g = 0.
Solo nos faltaria probar que la aplicacién es sobreyectiva, y por la Proposicion
2.1 tenemos que para todo v € Fy existe un f € Fy[Xy,..., Xp] tal que
evp(f) = v, con lo que queda probado que la aplicacion es sobreyectiva. [

Definicion 2.1. Si f € Fy[X, ..., X,,] al polinomio f* = S b;,..;, XI* - X7
que verifica que 0 < ji,...,Jm < ¢ — 1 y que esté en la clase de equivalencia
de f en A le vamos a llamar polinomio reducido de f.

Corolario 2.1. Sea f € Fy[Xy,..., Xp]. Si f(v) = 0 para todo v € F'
entonces f* = 0.

Ejemplo 2.4. Si consideramos el cuerpo Fs para reducir cualquier polinomio
f consiste en igualar cada exponente a 1, ya que todo polinomio reducido en
F5 es una suma de monomios en los cuales las potencias de las X; son o 1 o
0.

Construccion de los cédigos

Ya podemos centrarnos en los codigos Reed-Muller y en como se construyen
estos. Como hemos dicho antes son un caso concreto de los codigos de eva-
luacién considerando P = Fp* y V' = Fy[Xq, ..., X,,]("), fijamos un orden en
los elementos de Fg*, Fg* = {v1,...,vn}, donde de nuevo tenemos que n = ¢,
y consideramos la aplicaciéon de evaluacion:

evp t Fo[ X1, oo, X)) — B2, evp(f) = (f(v1), ey fvn).
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Por la Proposicién 2.1 tenemos que la imagen por la aplicaciéon evp del
espacio vectorial F,[X7, ...,Xm](r) es un subespacio vectorial de Fy, y por
tanto un cédigo lineal.

Definicién 2.2. Un codigo se dice que es un codigo de Reed-Muller g-ario
de orden r y longitud n = ¢" si es la imagen por la aplicacién evp del espacio
vectorial Fo[X7, ..., Xm](”, donde P = F". Denotaremos estos codigos como

RMy(r,m).

RMgy(r,m) se puede definir de forma alternativa como el conjunto de
vectores caracteristicos de los polinomios de Fq[Xl,...,Xm](r), ya que si
fEF,[X1, ..., Xin]"), evp(f) es el vector caracteristico de f.

Esta interpretacion y el hecho de que evp sea sobreyectiva nos llevan a que
toda funcién de Fy" en Fj es polindmica.

Veamos ahora como construir una matriz generatriz para estos codigos.

Proposicion 2.4. La matriz que tiene como filas los vectores caracteristicos
de los monomios reducidos de Fq[X, ...,Xm](’") es una matriz generatriz de

RMgy(r,m).

Demostracion. Sabemos que una manera de construir una matriz generatriz
de un coédigo es encontrar una base de ese coédigo y colocar los elementos de
esa base como filas de la matriz. Tenemos que el conjunto de los monomios
reducidos de F [ X7, ..., Xm](r) forman una base de dicho subespacio, y como
hemos visto que RM,(r,m) se puede ver como el conjunto de vectores ca-
racteristicos de los elementos de F,[X7, ...,Xm](’”) tenemos que los vectores
caracteristicos de la base de Fq[X1, ..., X)) son un sistema de generadores
para estos codigos. Falta probar que son linealmente independientes. Sean
fi, .., f+ los monomios reducidos de F,[ X1, ..., X)), s existen A, ..., A\ € F,
no todos nulos tales que

Arevp(fi) + -+ Nevp(fy) =0

tendriamos que los vectores caracteristicos de estos monomios son linealmen-
te dependientes, pero entonces

Mevp(fi) + -+ hevp(fe) =evp(Mfi+ -+ M fe) =0

esto significa que el polinomio A1 f1 +- -+ + A¢ f; se anula en todo F" y como
es un polinomio reducido por ser suma de monomios reducidos aplicando el
Corolario 2.1 tenemos que Ay f1+- - -+ A fy = 0y como teniamos que f1, ..., fi

son linealmente independientes necesariamente A\; = --- = Ay = 0. Con lo
cual los vectores caracteristicos de los monomios reducidos son linealmente
independientes y forman una base de RM,(r,m). O

Corolario 2.2. Sir > m(q—1) entonces RM,(r,m) =Fy.
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Demostracion. Recordamos que un polinomio reducido toma la forma si-
guiente Y bj,..;, Xi' - X tal que 0 < ji, ..., jm < ¢ — 1, con lo cual un
polinomio reducido tiene grado < m(q — 1), por lo tanto, los polinomios re-
ducidos de Fy[X1, ..., X;u]™ van a ser los mismos para todo r > m(q — 1),
luego, por lo visto en la proposicién anterior, la base de RM,(r,m) sera
la misma para todo r > m(q — 1), con lo cual el codigo sera el mismo. Y
como hemos visto que la aplicacién evp es sobreyectiva tenemos que para

r>m(q—1), RMy(r,m) = Fy. O

Con este corolario vemos que solo tiene sentido considerar los codigos
RMy(r,m) con 0 <r <m(qg—1). Y como tenemos que en RM,(r,m) y en
RMgy(r + 1,m) la base es la misma salvo que en la segunda se afiaden las
evaluaciones de los monomios reducidos de grado r + 1 tenemos la siguiente
relacién de inclusion:

(1) = RMy(0,m) € RMy(1,m) - - € RMy(m(q — 1),m) = F2.

Ejemplo 2.5. Vamos a ver por ejemplo los cdédigos Reed-Muller con g = 2
y m = 3, es decir, vamos a ver los c6digos Reed-Muller sobre Fq, y los
polinomios sobre los que vamos a evaluar son de 3 variables, estos c6digos van
a tener longitud 23 = 8. Por el corolario que acabamos de ver los monomios
reducidos que vamos a tener sobre Fo[X1, X5, X3] van a ser: 1 (de grado 0),
X1, XQ, X3 (de grado 1), X1X2, X1X3, X2X3 (de grado 2) y X1X2X3 (de
grado 3), el resto de monomios de més grado no son monomios reducidos.
Entonces RM2(0, 3) esta generado solo por 1, con lo cual su matriz generatriz
sera:

G=(11111111).

RMas(1,3) estara generado por las evaluaciones de 1, X1, Xo y X3, para
obtener la matriz generatriz G tenemos que evaluar estos polinomios en
todos los elementos de IF%, y vamos a utilizar de orden de evaluacién el que
utilizamos en el Ejemplo 2.3, con lo cual la matriz generatriz de este c6digo
sera:

o O o
S O = =
O = O =
O = ==
_ o O
= O =
_ = O
— = = =

RM3(2,3) lo generaran los vectores caracteristicos de 1, X, Xo, X3, X1 X0,
X1X3, XoX3, por lo tanto evaludndolos en los elementos de IF% obtenemos
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la matriz generatriz:

@Q

I
OO OO oo
[N eNeNeNel S
SO OO~ O
SO = O = =
OO O = OO
O OO M =
_ O O == O
i e e

Por tltimo, tenemos que RMo(3,3) = F3.
Dimensién de los cédigos

Vamos a calcular los parametros de RM,(r, m). Sabemos que la longitud de
las palabras de este tipo de cédigos dependen del namero de elementos que
evaluemos, y como en los c6digos Reed-Muller se evaliian todos los elementos
de Fy" tenemos que n = ¢"'. Como sabemos que una base son los vectores
caracteristicos de los monomios reducidos de Fy[ X, ..., X,,]™), 1a dimension
coincidira con el niimero de monomios reducidos en Fy[X, ..., X,,]"). Para
poder calcular este valor vamos a necesitar el siguiente lema:

Lema 2.1. El nimero de formas de colocar t objetos en m celdas de modo
que en ninguna celda haya mds de s objetos es

B ()

i=0
Demostracion. El nimero de maneras de colocar ¢t objetos en m celdas sin

ninguna restriccion es
t+m—1
; .

Mientras que el nimero de formas de colocar t objetos en m celdas, de las
cuales ¢ celdas fijadas tienen al menos s 4+ 1 objetos, es

(t - z‘is_t(ls)iln)z - 1> _

Lo que queremos calcular es el ntimero de formas de colocar t objetos en
m celdas de modo que en ninguna celda haya mas de s objetos, y esto sera
igual a calcular el nimero de formas de colocar t objetos en m celdas menos
el nimero de formas en las que hay mas de s objetos en alguna celda. El
primer término de esta resta ya lo tenemos, nos falta el segundo.

Si llamamos Ay = {formas de poner ¢ objetos en m celdas con al menos
s + 1 objetos en la k-ésima celda}, tenemos que lo que queremos calcular
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es la unién de estos conjuntos desde uno hasta m. Para calcular esta unién
podemos utilizar el principio de inclusién-exclusion:

m

Uy Al =D (=D YT A N0 A

=1 1<ki1<-<k;<m

Por la forma en la que hemos definido a Aj tenemos que Ay, N--- N Ay,
son las formas de poner t objetos con al menos s + 1 objetos en las celdas
k1, ..., k;. Por tanto 21§k1<---<ki§m | Ag, N---N Ag, | seré el ntimero de formas
de colocar t objetos en m celdas con ¢ celdas con al menos s + 1 objetos.

Esta suma se calculara fijando primero un subconjunto de m de i elementos
y después calculando el ntimero de formas de colocar ¢ objetos en m celdas,
pero sabiendo que en las ¢ celdas fijadas ponemos s+ 1 objetos en cada una.
Con esto llegamos a que el tamafio de la unién de los conjuntos Ay desde

uno hasta m es
B ()2

i=1

Entonces si al numero total de formas le restamos esta unién obtenemos
que el namero de formas de colocar ¢t objetos en m celdas de modo que en
ninguna celda haya més de s objetos es

(1) Ee () )-

i=1
—Em:(—l)i m\ (t—i(s+1)+m—1
= i t—i(s+1) '
Teorema 2.1. La dimension de RMy(r,m) es

& m\ ([t—ig+m—1
— 7
=X ()
Demostracion. El nimero de monomios reducidos de Fy[ X7, ..., X;,] con gra-
do exactamente ¢, 0 < ¢t < m(q — 1), es el nimero posible de elementos de
la forma (i1,...,%,) tales que 0 < i; < ¢ — 1 para todo j = 1,....,m y
i1 + -+ + %y = t, es decir, el nimero de formas de colocar ¢t objetos en
m celdas de modo que en ninguna haya més de ¢ — 1 objetos. Por tanto,
utilizando el lema anterior, como sabemos que la dimension de RM,(r, m)
es el namero de monomios reducidos de Fq[ X7, ...,Xm](r), la expresién que
obtenemos es la del lema anterior desde que ¢ = 0 hasta que ¢ = r, teniendo
en cuenta que s = q — 1. O
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En el caso binario la expresiéon es més simple:

Corolario 2.3. La dimension del cédigo binario RMa(r,m) es

T

m

k= .

> ()
t=0

Demostracion. En este caso, ya que ¢ — 1 = 1 el grado méaximo de cada

variable va a ser 1, entonces el nimero de monomios reducidos de grado ¢ es
el nimero de formas posibles de escoger t variables de X1, Xa, ..., X, ¥ esto

) ()

Dualidad

Ahora vamos a calcular el codigo dual de un cédigo Reed-Muller y vamos a
ver que este codigo va a ser otro Reed-Muller.

Teorema 2.2. RMqL(r,m) =RMy(N —r—1,m), donde N =m(q—1).

Demostracion. Por lo visto en la Proposiciéon 1.8 tenemos que el dual de un
codigo es también su ortogonal, por lo tanto queremos ver que ce v = 0,
siendo ¢ = evp(f) y v = evp(g), para todo f € Fq[Xl,...,Xm](’"), g €
Fy[ X1,y X ] V7771,

Es decir, queremos ver 0 = cev = ZUEFZ]" f(v) - g(v).

Cogiendo los polinomios reducidos f* y g* en lugar de f y g podemos asumir
sin pérdida de generalidad que degy, (f) < ¢, degy,(9) < ¢ para todo i €
{1,...,m}.

Como son reducidos y definen la misma funcion de Fg* en Fy,

gt =Y (9w - Fo= > f() g(v)- Fy,

vEF? UEF?

son iguales como polinomios.

Sea coef(h, X!):= coeficiente de X* en el polinomio h.

Como deg(f - g) = deg(f) +deg(g) <r+ (N —r —1) <m(q— 1), entonces
tenemos que el coeficiente que acomparna a Xf_l co X3 en el polinomio
f - g sera 0, ya que sobrepasa el grado del polinomio, con lo cual

0 = coef(f-9, X{~ - Xi) = coef | 30 f(0) - g(v) - Fo, X{~ o X071 | =

m
veFy

= > J(v) - g(w) - coef (F,, XI71 - XOL),

veFm
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y si nos fijamos en el polinomio F, en la ecuacion 2.1, podemos ver que
coef (Fp, X371 X271 = (=1)™, y sustituyendo en lo anterior

N fw) - g(v)

veFy

Por tanto llegamos a ZveFm (v) - g(v) = 0 que es lo que queriamos ver.

Con esto tenemos que RMy (N —r —1,m) C RMqL(’I“, m).

Para concluir, basta con ver que ambos tienen la misma dimensién, o equi-
valentemente, que dim(RMy(N —r — 1,m)) + dim(RM,(r,m)) = n. Esta
comprobacion a partir de la féormula de la dimensiéon que vimos en el Teo-
rema 2.1 es extremadamente tediosa y extensa, por tanto en lugar de hacer
la demostracion general, lo demostraremos para el caso ¢ = 2. En este caso
N—-r—1=m(¢g—1)—r—1=m—r—1y por la férmula de la dimension
para ¢ = 2 vista en el Corolario 2.3 :

dim(RMa(r, m)) ( )

dim(RMg(m—r—lym))Zmil<> mti:1< t) i (?)

t=0 j=r+1

Entonces, sumando ambas dimensiones y usando la féormula del binomio de
Newton

dim(RMs(r,m)) + dim(RMa(m — r — 1,m)) = Z <’7’;‘> N f: (m> _

t=0 j=r+1 J

()=

t=0

como queriamos ver. O



Capitulo 3

Distancia de los codigos
Reed-Muller

Ya hemos visto cudl es la dimension y la longitud de los co6digos Reed-
Muller, el parametro fundamental de este codigo lineal que nos falta de
calcular es la distancia minima. Vamos a utilizar esta primera secciéon para
hablar del orden y los ideales monomiales, y de las bases de Grobner, que
seran necesarios para poder estudiar y demostrar la cota de Footprint. Esta
cota, a la que dedicaremos la segunda seccién, nos permitird estudiar la
distancia minima de estos c6digos.

Dos referencias ttiles para este capitulo han sido [1] y [2].

3.1. Ideales monomiales y bases de Grobner

En esta seccion vamos a utilizar la siguiente notacion: si « = (aq, ag, ..., ) €
m - «@ a1 a2 «
2% vamos a denotar con X a X7 - X5% -+ X0m € Fo[Xy, ..., Xon].
Vamos a comenzar dando la definicién de orden monomial:

Definicién 3.1. Llamamos orden monomial > sobre Fy[X7, ..., X;;,] a una
relacion en ZZ),, o equivalentemente en el conjunto de monomios X con
a € ZT, que satisface:

1. > es un orden total en Z’Z”O.
2. Sia>pyy€ZY entonces a+v> [ +7.

3. > es un buen orden en ZZ,. Y esto significa que en todo subconjunto
no vacio de Z%, existe un minimo respecto del orden >.

Un ejemplo de este tipo de orden es el orden lexicografico:

Definicién 3.2. (Orden lexicografico) Sean oo = (avq, ..., ) v B = (B1, -y Bm)
en 2%, decimos que & >e; [ sl en la diferencia a — 8 € ZT; la componente

35
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no nula situada mas a la izquierda en el vector es positiva. Y escribiremos
X% >pep XP sia >, B.

Vamos a utilizar la siguiente terminologia:

Definicién 3.3. Sea f =) aa X® € Fy[X1, ..., X;5] un polinomio no nulo,
y > un orden monomial. Definimos entonces:

1. El grado total de f es

MG(f) = méx{a € ZT; : aq # 0}.

2. El coeficiente lider de f es

LC(f) = aMg(f) cF.

3. El monomio lider de f es

LM(f) = XMG(),

4. El término lider de f es
LT(f) = LO(f) - LM(f).

Ejemplo 3.1. Si consideramos el polinomio f = 4XY?Z +42% — 5X3 +
7X272 y el orden lexicografico tenemos

MG(f) = (3,0,0)
LC(f) = -5
LM(f) = X3

LT(f) = —5X3

(

(
El grado total tiene las siguientes propiedades, cuya demostracion es

elemental.

Lema 3.1. Sean f,g € Fy[X1, ..., Xpn] dos polinomios no nulos. Entonces:

1. MG(f - g) = MG(f) + MG(g)

2.8 f+g # 0 entonces MG(f + g) < max(MG(f),MG(g)). Y si
MG(f) # MG(g) se da la igualdad.

Vamos a introducir también la siguiente definicién que serd necesaria.

Definicion 3.4. Sea I un ideal de Fy[X7, ..., X,,]. Se define como V(1) a:

V(I) ={(a1,as,...,am) € F" : f(a1,as,...,am) =0,Vf € I},
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Sabemos como se dividen los polinomios de una variable, pero no como es
en el caso de los polinomios en varias variables, ni si existe un método para
hacerlo. Para saber un poco mas sobre ello enunciamos el siguiente teorema:

Teorema 3.1. (Algoritmo de division) Fijamos un orden monomial > en
2%y, y consideramos ' = (f1, ..., fs) una s-upla de polinomios de Fo[X1, ..., Xpp].
Entonces cada f € Fg[X1, ..., X,,] se puede escribir como

f=afi+-+asfs+r,

donde a;,r € Fy[X1,..., Xm], y 0 bien v = 0, o bien r es una combinacion
lineal, con coeficientes en Iy, de monomios de los cuales ninguno es divisible

por LT(f1),...,LT(fs).
Llamaremos a r resto de la division por F.Y ademds, si a;f; # 0, entonces

MG(f) > MG(a; f;).

La demostracién de este teorema y el algoritmo para calcular esta des-
composicion la podemos encontrar en [1] en la pagina 64. El resultado de la
divisién no tiene por qué ser tinico, y va a depender del orden monomial que
€scojamos.

Ahora vamos a dar una nueva definicién para caracterizar los ideales defini-
dos por monomios.

Definicion 3.5. Un ideal I C Fy[X1, ..., X,;] es un ideal monomial si existe
un subconjunto A C ZZ, (posiblemente infinito), tal que I estd formado
por todos los polinomios que son combinaciones lineales finitas de la forma
Y aca haX® donde hy € Fo[X1, ..., Xpp]. Es decir, I es el ideal generado por
los monomios X¢ donde o € A, y entonces, el ideal se puede escribir como

I=(X“:acA).

Podemos caracterizar también los monomios que se encuentran en este
ideal:

Lema 3.2. Sea I = (X®: o € A) un ideal monomial, entonces el monomio
X8 estd contenido en I siy sélo si XP es divisible por X para algin o € A.

Demostracion. Si X? es un multiplo de X® entonces por definicion de ideal
XPel.

Por otro lado, si X? € I, entonces X# = Yoy ha(i)XO‘(i) donde hy;) €
Fe[X1,...; Xim] v a(i) € A. Como cada h,(;y es una combinacion lineal de
monomios entonces cada uno de los sumandos se va a poder dividir por un
X v por tanto el término que esta en el lado izquierdo de la igualdad
también. O

Si tenemos en cuenta que X7 sea divisible por X significa que X? =
X X7 para algiin v € ZZ,, y que esto es equivalente a que 3 = o + v,
entonces -

o+ Ty = {at+ iy € 28}
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es el conjunto de todos los exponentes de los monomios divisibles por X“.
De esta manera podemos saber qué monomios pueden pertenecer a un ideal
monomial.

Ejemplo 3.2. Si I = (X*Y?2 X3Y* X2Y") entonces los exponentes de los
monomios en I forman el conjunto

((4,2) +Z20) U ((3,4) + Z%0) U ((2,5) + Z2,).

Demostraremos a continuaciéon que, dado un polinomio f, se puede de-
terminar si se encuentra en un ideal monomial observando sus monomios.

Lema 3.3. Sea I un ideal monomial, y sea f € Fy[Xq,...,X,,]. Entonces
son equivalentes:

1. fel
2. Cada término de f se encuentra en I.
3. f es una combinacion Fy-lineal de los monomios de I.

Demostracion. Las implicaciones (3) = (2) = (1) son inmediatas por la
definicion de ideal. Nos falta probar la implicacion (1) = (3):

Como f € I y por ser I ideal monomial [ = (X : a € A) para un A C ZZ,
podemos escribir f de la forma -

f= i: ha@ X,
=1

donde hy(;y € Fy[X1, ..., Xin] ¥ a(i) € A, y razonando como en la demostra-
cién del lema anterior tenemos que cada uno de los sumandos se va a poder
dividir por un X entonces todo término de f se puede dividir por un
X vy por el Lema 3.2 estan en 1. O

Una consecuencia inmediata de la parte (3) del lema es que un ideal
monomial estd determinado tinicamente por sus monomios. Por lo tanto,
tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.1. Dos ideales monomiales son iguales si y solo si contienen
los mismos monomios.

Ya definimos lo que era el término lider de un polinomio, ahora vamos a
definir el término lider de un ideal.

Definicion 3.6. Sea I C Fy[X, ..., X;,] un ideal distinto de {0}.

1. Denotamos LT(I) al conjunto de los términos lideres de los elementos
de I. Por tanto,

LT(I) ={cX“:3f € I con LT(f) = cX*}
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2. Denotamos (LT(I)) al ideal generado por los elementos de LT(I).
Decimos que (LT(I)) es el ideal lider de 1.

Pero, si tenemos un ideal I, dado por I = (f1,..., fs), entonces los idea-
les (LT(f1),...,LT(fs)) y (LT(I)) pueden ser diferentes. Es cierto que como
LT(fi) € LT(I) c (LT(I)), entonces por definicion (LT(f1),...,LT(fs)) C
(LT(I)), sin embargo, la contenciéon puede ser estricta. Para ver que esto
puede pasar podemos ver el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.3. Consideramos I = (f1, f2), donde f; = X? —2XY y fo =
X2Y —2Y2 + X, y el orden lexicografico.Podemos ver que

X fo-Y-fi=X(XY -2Y2+X)-V(X®-2XY) = X2,

entonces como es combinacion lineal de fi y fo, X? € I. Y por tanto
X? = LT(X?) € (LT(I)). Sin embargo, tenemos que X2 no es divisible
por LT(f1) = X3 ni por LT(f2) = X2Y, con lo cual por el Lema 3.2 no
puede pertenecer al ideal (LT(f1),LT(f2)). La contencién en este caso, por
tanto, vemos que es estricta.

Ahora, vamos a dar una de las definiciones méas importantes de esta
seccion.

Definicién 3.7. Fijamos un orden monomial. Sea I C Fy[X7,..., X;,] un
ideal y G = {¢g1, ..., g+ } un subconjunto finito de I, se dice que G es una base
de Grébner de [ si

(LT(g1), -, LT(g¢)) = (LT(1)).

Si aplicamos el Lema 3.2 a esta definiciéon vemos que un conjunto G =
{91, .., 9t} contenido en I es una base de Grébner de I siy solo si todos los
términos lideres de los elementos de I son divisibles por algin LT(g;).

Si volvemos a la cuestion de la divisién de polinomios de varias variables,
recordamos que habiamos visto que el resultado de la divisién no era tnico y
que podia variar dependiendo del orden monomial que se escogiera, por tan-
to el resto de la divisién r también varia dependiendo del orden. Pero ahora
que hemos definido las bases de Grobner podemos ver el siguiente resultado:

Proposicion 3.1. Sea G = {¢1,...,g¢} una base de Grobner de un ideal
I C FylXq,....Xnml|, y [ € Fy[Xy,..., Xyn]. Entonces existe un tnico r €
F[X1,..., Xim] que cumple lo siguiente:

1. Ningin término de r es divisible por ningun LT (g1), ..., LT (g¢).

2. Existe un g € I tal que f =g+ .



40 CAPITULO 3. DISTANCIA DE LOS CODIGOS REED-MULLER

En particular, v es el resto de la division de f por G, sin importar el orden
que se considere en los elementos de G.

Demostracion. Sabemos por el Teorema 3.1 que dado un conjunto de po-
linomios G = {¢1,...,9:} todo polinomio f se puede escribir como f =
arg1 + -+ + argr + r, donde a;,r € Fy[Xy,...,Xp], ¥y que r es una com-
binacién lineal de monomios de los cuales ninguno es divisible por ningtn
LT(g1),...,LT(g¢), con lo cual tenemos que se cumple (1). Y como el conjunto
GG es una base de Grobner del ideal I tenemos que g = a191 + -+ -+ arg: € 1,
con lo que se cumple también (2).

Nos falta probar la unicidad de r, supongamos que f = g+r =g +1'y
que ' también cumple (1) y (2), entonces tenemos que r — ' = ¢ — g, y
como ¢',g € I eso quiere decir que » — r’ € I, y por lo tanto LT(r —1’) €
LT(I) = (LT(g1),...,LT(g¢)). Por el Lema 3.2 vemos que LT(r — 7’) es di-
visible por algin LT(g1), ..., LT(g¢). Pero por (2) ningtn término de r ni de
r’ divide a ningan LT(g1), ..., LT(g¢), por tanto r — 7’ tampoco, con lo cual
LT(r — ') = 0 y eso significa que r — ' = 0. O

A este resto r a veces se le denomina la forma inicial de f.
Aunque el resto sea tnico, incluso con las bases de Grobner, los cocientes a;
no son unicos si se cambia el orden monomial o el orden de ¢y, ..., g¢.
Como corolario de la proposicion que acabamos de ver obtenemos el siguiente
criterio para identificar cudndo un polinomio se encuentra en un ideal.

Corolario 3.2. Sea G = {g1,...,9:} una base de Grébner de un ideal I C
FolX1,.... Xonl, v f € Fo[ X, ..., Xpn]. Entonces f € I siy sdlo si el resto de
la division de f por G es igual a cero.

Demostracion. Si el resto es cero entonces f = a1g1 + - - - + azg¢, por lo tanto

fel
Por el contrario, si f € I entonces f = f+0 cumple (1) y (2) de la Proposicion
3.1 por lo tanto el resto de la division de f por G es igual a cero. O

Vamos a utilizar la siguiente notaciéon para el resto.

Definicién 3.8. Denotaremos como ff al resto de la division de f por la
s-upla F' = (f1, ..., fs) con un orden fijado.

Ahora, vamos a ver que todos los ideales monomiales de Fy[X7, ..., Xp,]
se generan de forma finita.

Teorema 3.2. (Lema de Dickson) Sea I = (X : o € A) C Fy[Xq,..., Xp]

un ideal monomial, entonces podemos escribir I de la forma I = <X°‘(1), e X“(S)>
donde a(1),...,a(s) € A. En particular, I tiene un conjunto finito de gene-
radores.



3.1. IDEALES MONOMIALES Y BASES DE GROBNER 41

Demostracion. Vamos a probarlo por induccién sobre m, el niimero de va-
riables.

Sim = 1 entonces I esta generado por todos los monomios X{* con o € A C
Z>qo. Consideramos el elemento mas pequeno de A, 3, como tenemos que
8 < « para todo o € A, entonces Xlﬂ dividira al resto de generadores X7{*.
Por tanto, I = <X1’8>

Supongamoslo cierto para m—1, probémoslo para m. Vamos a escribir las va-
riables como X7, ..., X;,—1,Y, de modo que los monomios de Fy[ X7, ..., X;—1,Y]
se pueden escribir de la forma X*Y™" donde o = (aq, ..., ¥pm—1) € Z;”O_I y
nec ZZO' -
Supongamos que I C Fy[X1,..., X;;,—1, Y] es un ideal monomial, para encon-
trar sus generadores vamos a considerar J, el ideal de Fy[X1, ..., X;,—1] tal
que X% € J si XY" € I para algin n € Z>o. J es un ideal monomial
de Fy[X1, ..., X;n—1], asi que por hipotesis de induccion tenemos que J esta
finitamente generado por monomios, lo que significa que ponemos escribir
J = <X°‘(1), e Xa(5)>. J se puede entender como una "proyeccién” de I en
FolX1,.os Xon—1].

Para cada i entre 1 v s, por definicién de J tenemos que X*DY™ € I para
algin n; > 0. Sea n el mayor de todos los n; y, para todo k entre 0 y n — 1,
consideramos el ideal J;, C Fy[X7, ..., X;,,—1], generado por todos los mono-
mios X7 tales que XPY* € I. Usando de nuevo la hipotesis de induccion,
tenemos que J; = (X)X k(58)),

Podemos comprobar que I esta generado por la siguiente lista de monomios:

De J obtenemos: XMy xas)yn,
De Jy obtenemos: X0 . xao(so),
De J; obtenemos: X1y, ... x*1(s0)y

De J,_1 obtenemos: Xn—1yn=1__ xon-1(sn-1)yn-1

Vamos a ver que cada monomio de I es divisible por algin elemento de la
lista: sea X*YP € I. Si p > n tenemos que YP es divisible por Y™ ya que
son dos monomios de una sola variable, y como X“YP € I por definicién de
J, X* e J,ycomo J = <X0‘(1), ...,XO‘(S)), X es divisible por algin X,
Por tanto X®Y? es divisible por X*MY ™ que est4 en la lista.

Si p <n—1, como tenemos que X*Y? € I por definicion de J,, X € J,,, y
como J, = <X‘“P(1), oy X%(SP)>, X es divisible por algin X*»(). Entonces
XYP es divisible por X*WYP que esté en la lista.

Con esto por el Lema 3.2 deducimos que que los monomios anteriores gene-
ran un ideal que tiene los mismos monomios que I, y por el Corolario 3.1 los
ideales tienen que ser los mismos.

Para completar la demostraciéon, si volvemos a escribir las variables como
X1, ..., X;m, nos falta probar que I esta finitamente generado por mono-
mios X® tales que a € A. Acabamos de ver que I = (XPU) . XB©)
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para XA € I. Como para todo 0 < i < s, Xf() ¢ T = (X* : o € A)
entonces por el Lema 3.2, XP) es divisible por X*) con a(i) € A pa-
ra todo 4. Esto implica que XP® ¢ (X“(l) L X 5)> para todo i, y es-

to nos lleva a que (XP(M . XP6)) ¢ (X« X)) 'Y como tenemos
que (XM xeG)y 1 = (XPO) Xﬂ( )> llegamos finalmente a que
I=(x*W . X)) con a(l),...,a(s) € A. O

Ejemplo 3.4. Vamos a aplicar el mecanismo utilizado en la demostracion al
ideal I = (X*Y2 X3Y* X2Y®) para poder asi entender mejor la demostra-
cion. En este caso podemos ver que J = (X?2), y como el tinico monomio de
I que tiene a X? como producto es X2Y?, entonces el n que tomabamos en
la demostracién en este ejemplo es n = 5. Entonces calculamos Jy, J1, Jo, J3
y J4

Jo = J1 ={0}.

Ya que en I no hay ningtn término que no contenga a Y, ningin término
de la forma XY
Jo = J3 = (X%,

Ya que X*Y? € I y X4Y3 € I también ya que X?Y3 es divisible por
X4Y2 Por tltimo
Jy = (X3).

Entonces, siguiendo la prueba del teorema tenemos que
I =(X*Y? X3 X374 X?YP).

Este teorema nos da una manera de describir a los ideales monomiales

ya que nos asegura que todos ellos van a tener un conjunto de generadores
finito. También nos da una manera de comprobar si un polinomio f esta en
un ideal o no, ya que si el ideal es de la forma I = (X*() . X)) f estara
en el ideal si al dividirlo por X Xs) ] resto es cero.
Con esto que hemos visto, si ahora probamos que (LT(I)) es un ideal mo-
nomial tendremos que se genera a partir de un ntmero finito de monomios,
y nos va a interesar ver si estos monomios son términos lider de algunos
elementos.

Proposicion 3.2. Sea I C Fy[X1,..., X;] un ideal. Entonces se cumple:
1. (LT(I)) es un ideal monomiall.
2. Ezisten g1, ...,g¢ € I tales que (LT(I)) = (LT(g1), ..., LT (g¢))-

Demostracion. Primero vamos a probar (1). Los monomios lideres de los ele-
mentos g € I — {0} forman un ideal monomial (LM(g) : g € I — {0}). Como
LM(g) y LT(g) difieren solamente en una constante distinta de cero, ambas
generan los mismos ideales, por tanto (LT (g) : g € I — {0}) = (LT(I)) es un
ideal monomial.
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A continuacion probamos (2). Como (LT(I)) esta generado por los mono-
mios LM(g) con g € I — {0}, por el Teorema 3.2 tenemos que (LT(I)) =
(LM(g1), ..., LM(g;)) para un namero finito de g1, ..., g; € I. Como LM(g;) y
LT(g;) difieren solo de una constante no nula, generan los mismos ideales,
por tanto, (LT(I)) = (LT(g1), ..., LT(g¢)). O

Esta proposiciéon nos dice que todo ideal tiene una base de Grobner, ya
que los elementos gy, ..., g: cumplen la definicién.
Ahora podemos utilizar la proposicién que acabamos de probar y el algoritmo
de divisién para probar la existencia de un conjunto finito de generadores en
cada ideal polinomial.

Teorema 3.3. (Teorema de la base de Hilbert) Todo ideal I C Fy[ X1, ..., Xp)
tiene un conjunto de generadores finito, es decir, I = (gi,...,qt), donde
g1, Gt € 1.

Demostracion. Si I = {0} tomamos como conjunto generador {0} que es
finito.

Si I contiene un polinomio no nulo vamos a ver como encontrar el conjunto
de generadores finito de I. Por la Proposiciéon 3.2, hemos visto que existen
g1, gt € I tal que (LT(I)) = (LT(¢g1), ..., LT(g¢)), vamos a probar que estos
g1, ---, ¢ son los generadores de I.

Es claro que (g1, ...,9:) C I ya que cada g; € I. Nos falta ver la otra conten-
cion, sea f € I un polinomio, si dividimos f entre (g1, ..., g:) por el Teorema
3.1 podemos obtener la siguiente expresion

f=aig1+ - +ag+r

donde r no tiene ningin término divisible por ningtin LT (g1), ..., LT(g¢) o es
igual a 0. Pero tenemos que

r=f—-—ag1— - —ag €1

entonces como esta en I, LT(r) € (LT(I)) = (LT(¢1),...,LT(g¢)), y por el
Lema 3.2, LT(r) es divisible por algin LT(g;), con lo cual, necesariamente
r = (0. Por tanto

f=ai1 + - +ag € (91, gt)-
Esto implica que I C (g1,...,9¢), y se llegaa I = (g1, ..., 9¢)- O

Con este resultado acabamos de ver que una base de Grobner nos da
unos generadores para el ideal. Con lo cual tenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.3. Fijado un orden monomial, todo ideal I C Fq[X7, ..., X))
no nulo tiene una base de Grobner. Ademds, cualquier base de Grébner para
un ideal I es un conjunto de generadores para I.



44 CAPITULO 3. DISTANCIA DE LOS CODIGOS REED-MULLER

Demostracion. La Proposiciéon 3.2 nos dice que para todo ideal existen g1, ..., g¢ €

I tales que (LT(I)) = (LT(g1), ..., LT (g¢)), y €l conjunto G = {g1, ..., g+ } cum-

ple exactamente con la definiciéon de base de Grobner.

Para probar la tltima afirmacion, basta ver que si tenemos (LT(I)) = (LT(g1), ..., LT(g¢))
utilizando los razonamientos que hemos utilizado en la demostracion del Teo-

rema 3.3 llegamos a que I = (g, ..., g), con lo que la base de Grobner G es

un conjunto de generadores para I. O

3.2. Cota de footprint

En esta secciéon vamos a probar la cota de footprint, que es una cota
superior en el nimero de ceros de un polinomio de varias variables, y que
nos va a servir para en la siguiente secciéon calcular la distancia minima de
los co6digos Reed-Muller.

Vamos a considerar un ideal I C Fy[Xy,...,X,,] y el conjunto V(I) que
recordamos que lo definimos en la seccién anterior como los elementos de F¢*
que anulan a todos los polinomios contenidos en I. La cota de footprint va
a consistir en dar una cota para el cardinal de este conjunto.

Para poder dar esta cota vamos a necesitar antes la siguiente proposicion.

Proposicion 3.3. Sea I C Fy[Xy,..., X,,] un ideal, y consideramos el con-
gunto A(I) = {X*: X* ¢ LT(I)}. Entonces la aplicacion
¢ : IE‘q[)(ly -Hva]/I — <A(I)>]Fq

dada por ¢(f +I) = f€, donde G es una base de Grébner de I, estd bien
definida y es un isomorfismo de espacios vectoriales sobre IFy.

Demostracion. Primero vamos a ver que la aplicacion ¢ esti bien definida.
Sabemos que los restos de una division por una base de Grébner son tinicos, lo
que tenemos que ver es que si f y g estan en la misma clase de equivalencia
en Fy[X1,..., X;n]/1 entonces tienen el mismo resto. Si f y g estan en la
misma clase de equivalencia tenemos que f — g € I, y por el algoritmo de
division f = f'+7 y g = ¢’ + ro donde 71 y 75 son los restos, entonces
rm—ro=(f—-9g —f +gd €lyaque f—gestaen Iy f yg también
estan en I. Pero esto implica que si G = {¢1, ..., g+}, algin LT(g;) divide a
LT(ry — r2), lo cual es absurdo porque ninguno de los monomios de 71 ni de
r9 es divisible por ninguno de los LT(g;) para todo i entre 1 y ¢t. Por tanto,
necesariamente 1 — ro = 0, y llegamos a que 1 = ro.

La aplicacion es Fy—lineal, ya que si f = f'+ 71y g = ¢ + 172 donde r1 y
ro son los restos de la division por G, para todo A1, A2 € F, tenemos que
Mf+Xog = A f' + Xag’ + Airy + Aara, y Air1 + Aarg tiene que ser el resto.
Para probar finalmente que es isomorfismo, vamos a considerar la aplicacién

0 (AD))g, — Fy X1, ooy X /T
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dada por o(f) = f + I, y vamos a ver que es su inversa. Si f € (A(/))r,
entonces f& = f ya que f = 0+ f, 0 € I y ningtin monomio de f es
divisible por ninguno de los LT(g;). Entonces ¢(p(f)) = f. Por otra parte,
o(o(f + 1)) = f+1I puesto que f = f' + f& y como f' € I entonces
fC+I=f+1

Con lo que tenemos que es un isomorfismo. O
Ahora podemos probar la cota.

Teorema 3.4. (Cota de footprint) Sea I C Fq[X1, ..., Xy] un ideal, entonces
se cumple que

V(DI < AT
Demostracion. Para esta prueba vamos a considerar la aplicaciéon
e Fy[X1, oo, Xpn) — FIV D)

dada por £(f) = (f(a))qev (1), es decir, las evaluaciones de los polinomios en
los elementos de V(I). Tenemos que la aplicacion es F,—lineal, y vemos por
la definicion de V(I) que I C ker(e). Entonces, por el Teorema de isomorfia
existe una aplicacién

g F[Xy, oo, Xi] /T — FY D

tal que &(f + 1) = (f(a))aev (1), para todo f € Fo[X1, ..., Xin].

Vamos a ver que estd bien definida. Si f y g estdn en la misma clase de
equivalencia, entonces f — g € I, esto implica que (f — g)(a) = 0 para
todo a € V(I), con lo cual f(a) = g(a) para todo a € V(I), es decir,
(f(a))ae\/([) = (g(a))aEV(I)-

También tenemos que es sobreyectiva, ya que por la Proposiciéon 2.1 para
todo v € IF,‘JV(I)', existe f € Fy[X1, ..., X;n] tal que (f(a))aev(r)y = v-

Por tanto, dim(Fl]V(I)l) < dim(F,[X1, ..., X;n]/I). Por la Proposicion 3.3 tene-
mos que como ¢ es un isomorfismo dim(Fy[X1, ..., X;n]/I) = dim((A(1))F,),
y dim((A(1))r,) = |A(I)| porque los monomios son F,—linealmente inde-
pendientes. Con lo cual

[V (I)| = dim(FY Dl < dim(Fy[ X1, ..., Xpn)/T) = dim((A(D))g,) = |A(D))

llegando asi a la desigualdad que queriamos probar. ]

3.3. Distancia minima

Queremos calcular la distancia minima de RMg(r, m) que, como sabe-
mos, es el minimo de los pesos de Hamming de las palabras del coédigo.
También sabemos que el peso de una palabra es el niimero de sus coorde-
nadas menos el nimero de ellas que son nulas. Como estas palabras vienen
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de la evaluaciones de un polinomio estaremos restando al ntimero total de
evaluaciones el numero de ceros del polinomio. Acabamos de ver en la seccion
anterior la cota de footprint, que es una cota sobre el niimero de ceros de un
ideal de polinomios, y que nos va a ayudar a demostrar el teorema que nos
va a dar el valor de la distancia minima.

Para poder demostrar ese teorema también va a ser necesario el siguiente
lema.

El Lema 3.4 y el Teorema 3.5 que vamos a enunciar y demostrar a continua-
cion los hemos cogido del articulo [2].

Lema 3.4. Sean q,m,r € N tales que 0 < r < m(q — 1). Consideramos
(i1, ..oy im) € NJ* que cumplen que iy, ...,0m < q, y i1+ -+ iy < r.Entonces
el minimo valor de [[[%;(q—i1) es (g—b)g™ !, donde a,b € Ny satisfacen
quer=a(lqg—1)+b, con0<b<qg-—1.

Demostracion. Para que [];", (¢ — 4;) sea lo mas pequefio posible bajo las
condiciones 41, ...,%m € No, 01,0, < q, ¥ %1 + -+ + i, < 1, claramente

vamos a tener que i1 + -+ + i, = 7. Entre las m—uplas (iy, ..., %) que
hacen que [[;"; (¢ — i;) tengan su valor minimo podemos elegir, gracias a su
simetria, aquella que cumple que i3 > -+ > 4,,. Si elegimos (i1, ...,7,) de

esta manera no puede haber ningtn ¢ € {1,...,m — 1} tal que 0 < i; < g —1
v 0 <idpp1 < ¢ — 1, ya que si lo hubiese tendriamos que

(g=i1) -+~ (q=is—1)(a=(is+ 1)) (g— (ir1=1))(g=irs2) - - - (a—im) < [ [(a—i0),
=1

y como la upla (i1, ...,5¢—1,4t+1,9¢41—1, 9442, ..., i) también cumple las con-
diciones necesarias, esto entra en contradiccion con que [~ (¢ — 7;) tiene el
minimo valor posible. Con lo cual, si i; < ¢—1 entonces i;11 = 0. Escribiendo
r como en el enunciado, r = a(q — 1) + b, llegamos a que la tnica opcion es
1= =tg=q— 1,411 = b,y tgr2 = -+ =iy, = 0. Sustituyendo por esos
valores nos queda que (g —b)g™ %! es el minimo valor de [[}", (¢ —14;). O

Vamos a definir ahora un orden que es el que vamos a utilizar en el
siguiente teorema.

Definicién 3.9. Decimos que X{*--- X5 <, Xl’g1 .. Xfm con el orden
lexicogréfico graduado, si (a1, ...,m) # (B1, o0y Bm) Y @1+ -+ < B1 +
o4 Bm,0siar+ -4y, = P14+ Bm ¥ la primera coordenada distinta
de cero de (81 — aq, ..., B — Qi) €8 positiva.

Teorema 3.5. Dado r € Ny, con 0 < r < m(q—1), escribimos r = a(q —
1) 4+ b, con a,b € Ny y 0 < b < q— 1. Entonces la distancia minima de
RMy(r,m) es (g —b)gm™ 7L,
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Demostracion. Como acabamos de comentar la distancia minima de RM,(r, m)
es el minimo de los pesos de Hamming de las palabras del codigo. Si tene-
mos el polinomio F' € Fy[X1, ..., X;n], que cumple deg(F) < ry degy, (F) <

g, para todo i, 0 < ¢ < m, y enumeramos los elementos de F;" como
{a1,aqg, ..., agm }, tendremos que la palabra dada por ¢ = (F'(a1), ..., F'(agm)) €
Fgm tendra peso wy(c) = ¢™ — |V(F)| ya que ¢" es el numero de puntos
que se evalian y |V (F)| el namero de ceros del polinomio F'. Por tanto, la
distancia minima es

d = min{q"™ — |V(F)| : deg(F) < r,degx, (F) < q, Vi,0 <i <mj}

— ™ — max{[V(F)| : deg(F) < r, degy, (F) < ¢, ¥i,0 < i < m)}.

Asi que tenemos que acotar |V (F')|. Por la definicion de V ((F')) tenemos que
\V(F)| = |[V({(F))|, y como los polinomios X{ — X1,..., X;}, — X,,, se anulan
en todo Fy* entonces |V ((F))| = [V ((F, X{ — X1, ..., Xji, = Xp))|. Aplicando
la Cota de footprint 3.4

V(E)| = [V({(F,X] = X1, X[ = X))

< |A(F, XI = X1, .0, XE, — X))
< JA(LM(F), X1, ..., X))l

esta tltima desigualdad se debe a que A((F, X{ — X1,..., X, — X;,)) C
A(LM(F), X7, ..., X%)). Si escribimos LM(F) = X' - .- Xim  tenemos

m

ACXT - X XY X)) = ¢ = [ [ (g — ).
=1

Entonces

m

qumfméux{quH(qfil):i1+---+im§7“, Wy ey im < q} =
=1

m
=q" —qm+m1’n{H(q—il) DU Ay ST 0 e i < Q)
=1

Por el Lema 3.4, d > (q — b)g™ L.

Si ahora encontramos una palabra que tenga este peso tendremos la igualdad.
Si escribimos Fq = {a1, ..., ag} tenemos que el polinomio I, Hf{zl(Xl —ap)
tiene como monomio lider Xi'--- X! y tiene exactamente ¢"™ — ]2, (q —
i;) ceros. Si tomamos los 4; que minimizan [}, (¢ — ¢;) tendremos que de
nuevo por el Lema 3.4 la palabra dada por este polinomio tiene peso (¢ —

b)gm L. O
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Capitulo 4

Descodificacion de los cédigos
Reed-Muller

En este capitulo, estudiaremos un algoritmo de correcciéon de errores para
c6digos Reed-Muller. Vamos a centrarnos en la descodificacion para codigos
Reed-Muller binarios, por lo que en los siguientes apartados vamos a consi-
derar q = 2.

La referencia en la que se ha basado este capitulo es [4].
En esta primera seccién vamos a introducir unos conceptos que vamos a
necesitar para el algoritmo de descodificacién.

4.1. Geometrias finitas

Consideramos un polinomio reducido f de Fo[X7y, ..., X;,,], si escribimos

los elementos de F5* como {vy,...,v,} teniendo de nuevo que n = ¢ = 2™,
y £ = (f1,..., fn) es el vector caracteristico de f, podemos considerar el
conjunto Sy = {v; : f; =1} C F3".
Sabemos por la Proposicién 2.3 que cada vector de F5* se corresponde con un
polinomio reducido f, por lo tanto, se le puede asociar también el conjunto
S¢. Reciprocamente, si tenemos un conjunto S C F3* podemos asociar a este
subconjunto un vector de F3*, que sera aquel que tenga un 1 en la posiciéon
isiv; €S,y tenga un 0 en la posicion j si v; ¢ S.

Definicién 4.1. Sea S un subconjunto de F3'. Llamaremos vector caracte-
ristico de S al vector asociado a este conjunto tal y como acabamos de ver.
Lo denotaremos como fg.

Como tenemos que cada vector de F5" se corresponde con un polinomio
reducido de Fa[X7, ..., X;], a cada subconjunto S C F5* se le puede asociar
un polinomio. Ademas, por como hemos visto que era el vector caracteristico
de S tenemos que Sy = S.

49
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Definicién 4.2. Sea S un subconjunto de [F5'. Llamaremos polinomio aso-
ciado a S al polinomio reducido f € Fo[X1,..., X,,] tal que S = Sy. Lo
denotaremos como fgs.

Recordamos el concepto de variedad afin, que es equivalente al de la clase
de equivalencia de un espacio vectorial cociente.

Definicién 4.3. Si V' es un espacio vectorial de F5' y a € Fy', la variedad
afin que pasa por a y tiene direccion V es la clase de equivalencia

a+V={a+v:veV}

Hay 24m(V) representantes en a + V' y se llama a cada uno punto de la
variedad. Llamaremos dimensiéon de la variedad a + V' a la dimensiéon de V/
como espacio vectorial.

Ejemplo 4.1. Para entender mejor las variedades vamos a ver con estos
ejemplos como es una variedad dependiendo de la dimensién de V. Vamos
a ver también cudles son los vectores caracteristicos dependiendo de cada
subconjunto.

1. Si V tiene dimension 0 esto significa que V' = {0}, y entonces la varie-
dad es a +V = {a}. Con esto vemos que las variedades de dimension
0 son puntos, y todo punto se puede considerar como una variedad
de dimensién 0. Si consideramos el espacio afin F3 podemos asociar a
cada variedad un vector caracteristico, en el caso de las variedades de
dimension 0, en la siguiente tabla vemos sus vectores caracteristicos.

Punto Vector Punto Vector
V1 10000000 Vs 00001000
(5 01000000 Vg 00000100
V3 00100000 v7 00000010
V4 00010000 Vg 00000001

Recordamos que los vectores caracteristicos de un subconjunto son
aquellos que tienen un 1 en la posicién ¢ si v; esta en el subconjunto y
un 0 si no lo esté.

2. SiV tiene dimension 1, significa que V' = {0, u}, y entonces la variedad
a+V = {a,a+u} es una recta afin. Si consideramos de nuevo el espacio
afin 3, los vectores caracteristicos de las rectas seran los siguientes.
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Recta Vector Recta Vector
{v1,v2} 11000000 | {v3,v5} 00101000
{v1,v3} 10100000 | {vs,v¢} 00100100
{vi,v4} 10010000 | {v3,v7} 00100010
{v1,v5} 10001000 | {vs,vg} 00100001
{vi,v6} 10000100 | {v4,v5} 00011000
{v1,v7} 10000010 | {vg,v6} 00010100
{vi,vg} 10000001 | {vg,v7} 00010010
{v2,v3} 01100000 | {v4,vg} 00010001
{vg,v4} 01010000 | {vs,v6} 00001100
{ve,v5} 01001000 | {vs,v7} 00001010
{va,v6} 01000100 | {vs,vg} 00001001
{ve,v7} 01000010 | {ve,v7} 00000110
{va,vs} 01000001 | {vg,vg} 00000101
{vs,v4} 00110000 | {v7,vg} 00000011

3. Si la dimensién de V' es 2, tenemos que V' es un plano vectorial y
V = {0, u1, ua, u; +ug}. Ahora la variedad de dimension 2 serd a+V =
{a,a +ui,a+ug,a+uy + uz} = {a+ Ajus + Aqug : A1, A2 € Fa}, que
se llama plano afin. Si de nuevo buscamos los vectores caracteristicos
en 3 esta vez de los planos obtenemos la siguiente lista.

Plano Vector Plano Vector
{1}1,1}2,1}3,1}4} 11110000 {’1)2,’1)3,’1)5,’1)8} 01101001
{v1,v9,v5,v6} 11001100 | {vg,v3,ve,v7} 01100110
{v1,v2,v7,v8} 11000011 | {v2,v4,vs,v7} 01011010
{v1,v3,v5,v7} 10101010 | {ve,v4,ve,vg} 01010101
{v1,v3,v6,v8} 10100101 | {wv3,v4,v5,v6} 00111100
{2}1,2)4,1)5,1)8} 10011001 {1)3,1)4,1)7,1)8} 00110011
{v1,v4,v6,v7} 10010110 | {ws,ve,v7,v8} 00001111

4. SiV tiene dimension m—1, V' = {uy, ..., uym—1} y es un hiperplano vec-
torial. Entonces, la variedad serd a+V = {a+ A ui+- -+ Ap—1Um—1 :
ALy ey Am—1 € Fo}, y lo llamamos hiperplano afin. Si consideraramos
de nuevo el cuerpo F3, estarfamos en el ejemplo anterior.

Ahora, lo que queremos ver es si teniendo un subespacio vectorial V' de
F5*, v una variedad a4V, podemos averiguar cuél es el polinomio asociado a
esta variedad, y la relacion entre los polinomios asociados y las variedades. Si
tenemos que H = (h;;) es una matriz control de V', podemos obtener unas
ecuaciones implicitas del subespacio, ya que un elemento = = (x1,...,Zy,)
estara contenido en V si y s6lo si hjyx1 + -+ + himxy, = 0, para todo 7 =
1,...,m—k, siendo k la dimensién de V. Entonces, si consideramos k = m—1
y a,b € F3', tendremos que H = (hq, ..., ;) ¥y que como b € a+V siy sélo si
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b—a € V, esto implicara que hy(by —ai)+- -+ hp(bm —am) = 0, y llegamos
a que hiby +- -+ hpby = hiar +- - -+ hypay,. Con lo cual, si llamamos ap, =
hia1+: - -+hpapn, v consideramos el polinomio h = h1 X1+ - -+hp X +ap+1
tendremos que b € a+ V si y solo si h(b) = 1. Por lo tanto a + V = S},.
Utilizando este razonamiento podemos probar la siguiente proposicion:

Proposicién 4.1. 51 S es una variedad en Fy' de dimension k, entonces el
polinomio asociado a S tendrd grado m — k.

Demostracion. Sea a € F3', tal que S = a+V, y sea H = (h;j) la matriz
de control de V, que tendra dimensiones (m — k) x m. Vamos a llamar
ap;, = hirar + - - - + himay, y a considerar los polinomios h; = hj1 X1 + -+ +
himXm~+ap;+1 paracadai = 1, ..., m—k. Razonando como hemos hecho para
k =m—1, tenemos que b € S si y solosi h;(b) = 1 paratodoi =1,...,m—k,
con lo cual, si h = hy -+ - hy, g entonces S = Sp. Como tenemos que el grado
de h; es 1 para todo ¢ = 1,....m — k, y h es el producto de todos ellos, el
grado de h serd menor o igual que m — k. Y si tomamos la matriz H en la
forma estédndar, tendremos que uno de los monomios de h serd Xy11 -+ X,
luego su grado sera exactamente m — k. O

Con esta demostracién no solo hemos estudiado la relacion entre la di-
mensién de una variedad y el grado de su polinomio asociado, también hemos
visto como obtener el polinomio asociado a una variedad.

Antes de ver el algoritmo de descodificaciéon vamos a definir una operacion
que vamos a utilizar en la siguiente seccion:

Definicién 4.4. Sean u,v € F", se define el vector u x v como el vector que
tiene en su ¢i—ésima componente el producto de las i—ésimas componentes
de u y v, es decir, u* v = (UL, ..., U V)

4.2. Algoritmo de descodificacion

Ahora ya podemos estudiar un algoritmo de descodificacion para los codi-
gos Reed-Muller. Si consideramos RMa(r, m) ya hemos visto que la distancia
minima sera (¢—b)g™ %!, donde r = a(¢—1)+b,a,b € Ngy b < g—1, como
ahora ¢ =2, ¢ — 1 =1, y entonces tenemos que a = r y b = 0. Sustituyendo
llegamos a que d = (2)2™~ "1 = 2™~ Por tanto, el nimero de errores que
vamos a poder corregir va a ser 27 "1 — 1.

Vamos a suponer que ¢ € RMsy(r,m) es la palabra del codigo enviada, y la
palabra recibida es y = ¢ + e, y definimos el siguiente concepto.

Definiciéon 4.5. Sea S C F5' una variedad, decimos que es par (con respecto
a y) si y contiene un nimero par de errores en las posiciones de sop(fg).
Decimos que S es impar (con respecto a y) si y tiene un ntimero de errores
impar en las posiciones de sop(fy).
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Alternativamente, la paridad de S también se puede definir como la pa-
ridad de wg(fg * €). Si consideramos las variedades de dimension 0, {v;},
calcular su paridad va a ser equivalente a comprobar si en la posicién ¢ hay
un error. Ya que como vimos en el Ejemplo 4.1, el vector caracteristico de la
variedad {v;} es aquel que tiene un 1 en la posiciéon i y un 0 en el resto de
posiciones, por tanto si w H(f{vi} xe) = 1 significa que hay un 1 en la posicion
i de e, es decir, un error. Y si wH(f{Ui} x e) = 0, en esa posicion no hay un
error. El algoritmo de descodificacion se va a centrar en calcular la paridad
de estas variedades.

Vamos a ver un lema que va a ser necesario para probar el siguiente resultado.

Lema 4.1. Siu y v son dos vectores de Fy', entonces wy(u+v) = wy(u)+
wi(v) — 2wy (u * v)

Demostracion. Tenemos que wy(u) = fsop(u), y por estar en un cuerpo
binario se cumple wg(u + v) = fsop(u) + tsop(v) — 2¢{sop(u) N sop(v)}.
Vemos también que sop(u) N sop(v) = sop(u * v), con lo que queda probado
el resultado. O

Proposicion 4.2. Si S CFY' es una variedad de dimension r + 1, entonces
su paridad coincide con la de wy(fg *y).

Demostracion. Sitenemos que la dimensién de S es r+ 1, por la Proposicion
4.1 el grado del polinomio asociado a S serd m — r — 1, y entonces como el
vector asociado esta dado por las evaluaciones de este polinomio tenemos que
fg € RMy(m —r —1,m). Sabemos que RMy(m —r —1,m) = RMy (r,m),
con lo cual fg e ¢ = 0, y esto implica que wy(fg * ¢) tiene que ser par.
Aplicando el Lema 4.1, wy (fsxy) = wy(fs* (c+e€)) = wy(fsxc+fgxe) =
wi (fs *¢) + wpy (fs *x e) — 2wp (fg * ¢ * ) vemos que la paridad de wy (fs * y)
tiene que coincidir con la de wg(fs * €), y por tanto con la de S. O

Esto nos da la manera de calcular la paridad de una variedad de dimen-
sién r+1, pero como las variedades de las que nos interesa conocer la paridad
son de las de dimensién 0, vamos a estudiar el mecanismo para averiguar las
paridades de las variedades con dimensiéon r,7 — 1, ..., 1,0 de maneta iterada
a partir de las de dimensién r 4 1. Para ello, vamos a necesitar los siguientes
resultados.

Lema 4.2. Cada variedad S C F3' de dimension k < m, estd contenida en
2m=F — 1 variedades de dimension k + 1.

Demostracion. Paratodo b € F3' — S existe una tnica variedad de dimension
k 4+ 1 que contenga a S y a b. En S, por tener dimensién k, tenemos que
hay 2 elementos, por tanto en F5' — S hay 2™ — 2% elementos y todos ellos
pueden formar una variedad de dimensiéon k + 1 en la que esté contenida
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S, pero de ellos 2¥*1 — 2% van a generar la misma variedad. Con lo cual el
ntmero de variedades de dimension k + 1 que contengan a S van a ser

om _ ok om—k _ 1

_ __ om—k __
DT ok = g1 o ° L

O

Proposicion 4.3. Sea S C F5' una variedad de dimension k (0 < k < r).
Si el nimero de errores de y no supera 2™~ ""1 — 1, entonces la paridad de S
(con respecto de y) coincide con la paridad de la mayoria de las variedades
de dimension k + 1 que la contienen.

Demostracion. Vamos a considerar una variedad T que contiene a S y tiene
dimensién k + 1. Si esta variedad tuviera paridad distinta de S existirfa un
elemento v; € T'— S tal que en la posicién ¢ de y hay un error. Como el
namero de errores de y es como maximo 2™ "~! — 1, habra como mucho
2m=r=1 _1 variedades con distinta paridad que S. Por el Lema 4.2 tenemos
que el nimero de variedades de dimensiéon k£ + 1 en las que S esta contenida
son 2™~ % — 1 con lo cual el nimero de variedades con la misma paridad que
S es, como minimo,

(mek _ 1) _ (2m7r71 _ 1) — mek _ 2m77‘71 — 2m77‘71(2r+17k _ 1)
y como k <7, entonces k+1 <r+1, y esto implica 1 < r 41—k, por tanto
2m77'71(2r+17k . 1) > 2m7r71(2 . 1) — 2mfr71'

Con esto hemos visto que el nimero de variedades cuya paridad coincide con
la de S es mayor que el niumero de aquellas con las que no coincide. O

Con estos resultados obtenemos un método para corregir errores: cuando
recibimos la palabra y utilizamos la Proposicion 4.2 para calcular la paridad
de las variedades con dimensiéon r+ 1. Una vez calculadas, por la Proposiciéon
4.3 podemos obtener la paridad de las variedades de dimensién r, viendo qué
paridad tienen la mayoria de las variedades que las contienen. De la misma
manera podemos obtener la paridad de las variedades de dimensién r — 1,
y repitiendo el proceso iteradamente, podemos llegar a las variedades de di-
mension 0. Como sabemos, los errores de y se encuentran en las posiciones
correspondientes a las variedades de dimensiéon 0 impares, por tanto mo-
dificamos estas coordenadas y asi corregimos los errores y obtenemos c, la
palabra enviada.

A continuacion, vamos a ver un ejemplo de como aplicar este método:

Ejemplo 4.2. Vamos a considerar RMs(1,3), este codigo tiene distancia
minima 237! = 22 = 4, y va a poder corregir 237171 —1 =2 —1 =1 error.
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Sea ¢ = (01101001) € RM3(1,3) la palabra enviada, e y = (01100001) la
palabra recibida, como podemos ver, solo tiene un error, con lo cual con
el método que hemos descrito vamos a poder corregirlo. Como en este ca-
so r = 1 vamos a comenzar calculando las paridades de las variedades de
dimensién 2, por la Proposicién 4.2 podemos calcular la paridad de las va-
riedades haciendo el producto * entre el vector caracteristico e y y calculando
su peso. En el Ejemplo 4.1 vimos todas las variedades de dimension 2 de F3
y sus vectores caracteristicos, la paridad por ejemplo de {vy,v2,v3,v4} seria
wr ((11110000)*y) = 2, par, y la de {v1, va, v5,v6} es wy ((11001100)xy) = 1,
impar. Haciendo los calculos con todos los vectores caracteristicos de todas
las variedades obtenemos los siguientes resultados. En la tabla denotaremos
por 0 las variedades pares y por 1 las impares.

Variedad Paridad Variedad Paridad
{01,02,03,1)4} 0 {1)2,’1)3,’1)5,’1)8} 1
{v1,v2,v5,v6} {v2,v3,v6, v7}
{v1,v2,v7, 08} {v2,v4,v5,v7}
{v1, v3,vs5,v7} {2, v4, v, v3}
{v1,v3,v6,vs} {v3, va,v5,v6}
{1, v4, vs5, v8} {3, v4,v7, 08}
{1, v4,v6, v7} {vs,ve, v7,v8}

SO R O = O
—_ O = O = O

Ahora que tenemos la paridad de las variedades de dimensién 2 vamos a
calcular las de dimensién 1. Sabemos por el Lema 4.2 que cada variedad de
dimensién 1 va a estar contenida en 237! —1 = 4 — 1 = 3 de dimensién
2, y tenemos que ver en esas tres cual es la paridad que més se repite. Si
consideramos la variedad {v1, v2} tenemos que las paridades de las variedades
que la contienen son 0,1,0, con lo cual su paridad es 0, es decir par. Pero
si consideramos {vy,vs} las paridades son 1,1, 1 con lo que su paridad es 1,
es decir, impar. De nuevo hacemos una tabla con las paridades de todas las
variedades.



56 CAPITULO 4. DESCODIFICACION DE LOS CODIGOS REED-MULLER

Variedad Paridad | Variedad Paridad
{’Ul, ’UQ} 0 {1}3, 1}5} 1
{1)1, 1)3} 0 {1}3, 1)6} 0
{v1,v4} 0 {vs,v7} 0
{’01, ’05} 1 {1}3, ?}8} 0
{v1,v6} 0 {vg,v5} 1
{’Ul, ’U7} 0 {U4, Uﬁ} 0
{v1,v8} 0 {vg,v7} 0
{’UQ, ’Ug} 0 {U4, Ug} 0
{1)2, U4} 0 {U5, UG} 1
{va,vs5} 1 {vs, v7} 1
{Ug, 1)6} 0 {1}5, ’Ug} 1
{ve,v7} 0 {ve,v7} 0
{1)2, 1)8} 0 {1)6, 'Ug} 0
{vs,v4} 0 {v7,v8} 0

Repetimos el proceso para las variedades de dimensién 0. Ahora cada va-
riedad va a estar contenida en 23 — 1 = 7 variedades de dimension 1, en el
caso de {v1} las paridades de las variedades en las que esté contenida son
0,0,0,1,0,0,0, y por tanto su paridad serd 0, es decir, par. Mientras que
para {vs} las paridades son 1,1,1,1,1,1,1, con lo cual la suya es 1, es de-
cir, impar. Como estamos estudiando ya las variedades de dimensién 0 esto
significa que en la posicion 5 hay un error en y. Hacemos una tabla con las
paridades de todas.

Variedad Paridad | Variedad Paridad
U1 0 Vs 1
V9 0 Ve 0
V3 0 vy 0
V4 0 (O} 0

Podemos ver en la tabla que la paridad de todas las variedades es par excepto
la de {vs} que es impar, por lo tanto el error de y estara en la posicion 5, y
la palabra decodificada seria (01101001), que es efectivamente c.



Capitulo 5

Codigos descodificables
localmente

En este capitulo vamos a estudiar los c6digos localmente descodificables
y corregibles, v a ver procedimientos de descodificacién local para cédigos
Reed-Muller. La descodificaciéon local va a consistir en poder corregir una
coordenada de una palabra con una probabilidad alta mirando r componen-
tes de la palabra con errores, lo cual supondré una mejora comparado con
corregir la palabra de forma global.
Se usa como referencia en este capitulo [5].

5.1. Cobdigos descodificables y corregibles localmen-
te

En esta seccion vamos a definir los conceptos de c6digos localmente desco-
dificables y c6digos localmente corregibles, que tienen definiciones distintas,
y vamos a ver la relacion entre ellas.

Vamos a denotar por A(z,y) a la distancia de Hamming relativa entre x e
1y, es decir, una fracciéon de las coordenadas en las que difieren = e y.

Por A denotaremos un algoritmo aleatorio que tiene como entrada un ele-
mento y € Fy, y como salida una variable aleatoria A(y) en Fy. A(y); serd
su coordenada ntimero ¢, que es una variable aleatoria en Fj.

Definiciéon 5.1. Dados un entero positivo r y constantes §, ¢ > 0, se di-
ce que un coédigo dado por la aplicaciéon de codificacion f : F’; — Fy, es
(r,0,e)—localmente descodificable si existe un algoritmo aleatorio de desco-
dificacion A tal que:

1. Para todo x € IF’;, i€{l,...,k}, y todo y € Fy, tal que A(f(z),y) <4
se cumple que
P(A(y)i = xi) 21—,

donde P es la probabilidad.

o7
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2. A hace como mucho r consultas a y, es decir, A observa como mucho
r componentes del vector y (de ahi el término local).

Un cédigo descodificable localmente permite descodificar probabilistica-
mente cualquier coordenada de un mensaje mirando solo algunas coordena-
das de su codificacién con errores. Una propiedad maés solida, que es la que
vamos a ver ahora, es la corregibilidad local, que permite recuperar no solo
las coordenadas del mensaje, sino también las coordenadas de la codificacion.

Definicion 5.2. Un codigo C contenido en Fy se dice que es (r,d,e)—localmente
corregible si existe un algoritmo aleatorio corrector A tal que:

1. Para todo ¢ € C, i € {1,...,n}, y todo y € Fy, tal que A(c,y) < 4 se
cumple que
P(A(y)i=c) > 1—¢

donde P es la probabilidad.

2. A hace como mucho r consultas a y.

El siguiente resultado relaciona estos dos tipos de c6digos y nos mues-
tra como obtener un coédigo localmente descodificable a partir de un cédigo
localmente corregible.

Lema 5.1. Sea C C Fy un codigo (r,0,e)—localmente corregible, enton-
ces existe C', un cédigo dado por la aplicacion de codificacion f' que co-
difica mensages de longitud k = dim(C) a mensajes de longitud n, que es
(r,0,e)—localmente descodificable.

Demostracion. Sea I C {1,...,n} un subconjunto de cardinal k tal que C
es sistematico sobre I. Tal conjunto sabemos que existe por la Proposicién
1.6. Para ¢ € C denotamos como c|; € ]F’; al vector con las coordenadas de
¢ correspondientes a I. Dado un mensaje x € }Fg definimos f’(x) como el
tnico elemento ¢ € C que cumple que ¢|; = x. Por tanto, la corregibilidad
(r,d,e)—local de C implica la decodificabilidad (r,d,e)—local de C'. O

5.2. (Cobdigos Reed-Muller localmente descodifica-
bles

En esta seccion vamos a considerar R M, (7, m) tal que r < ¢—1, entonces
como en este caso vamos a tener que el nimero de monomios en m variables

de grado <7 va aser (™), la dimension de este codigo serd k = ("17).
r s

Descodificacion basica en lineas

Vamos a ver el procedimiento mas simple para la correccién local de cédigos
Reed-Muller. Vamos a tratar con este procedimiento de recuperar el valor
de la evaluacion de un polinomio F' € Fy[Xy, ..., X)) en un punto w € '
trazando una linea afin que pase por w.
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Proposicion 5.1. Sea g una potencia de un primo y m y r enteros positivos
tales que r < q — 1. Entonces existe un codigo de dimension k y longitud
n=4q", (r+1,0,(r + 1)0)—localmente corregible para todo §.

Demostracion. Consideramos RMg(r,m). El procedimiento de correccién
local que vamos a seguir es el siguiente. Tomamos un elemento de este codigo,
que esta dado por las evaluaciones de un polinomio F' € F,[Xq, ...,Xm](’"),
con como mucho nd errores. Tomamos también un punto w € F;* el cual
se corresponde con la coordenada de la palabra codificada que queremos
corregir, v eligiendo aleatoriamente otro vector v € F7*

o » consideramos la
recta

L. F, — }FZ”
A — w4+

Sea S un subconjunto arbitrario de Fy tal que [S| = + 1, y consideramos
las evaluaciones de F' en los puntos w+ Av, A € S, a las que vamos a denotar
como ey. A continuacién, interpolamos el tinico polinomio h de una variable
y grado a lo sumo r que cumple que h(\) = ey para todo A € S. El procedi-
miento termina devolviendo el valor h(0).

Vemos que si las consultas al vector de evaluaciones de F' se hacen en coor-
denadas en las que no estan los errores entonces h(0) = F(w), y como
las coordenadas del vector se eligen aleatoriamente, la probabilidad de no
elegir una coordenada errénea es de 1 — (r + 1)d. Las consultas que hace-
mos al vector son r + 1, y se puede corregir un vector con una proporciéon
de hasta d errores. Con esto hemos probado que RM,(r,m) es un coédigo
(r 41,0, (r + 1)d)—localmente corregible. O

Vamos a decir que un codigo C tolera una fracciéon § de errores si C es
(r,0,e)—localmente corregible (o descodificable) para algtin e < % Por tanto,
los codigos dados por la Proposicion 5.1 van a tolerar una fraccion de errores
0 < ﬁ Con lo cual, la tolerancia del c6digo va a ser menor cuanto mas
grande sea el nimero de consultas que hagamos. En el siguiente apartado,
vamos a ver otro procedimiento para cédigos Reed-Muller que va a tolerar
una fracciéon de errores § cercana a i independientemente del niimero de

consultas.
Descodificacion mejorada en lineas

A diferencia de el caso anterior, para este procedimiento vamos a necesitar
que r sea bastante més pequeno que gq.

Proposicion 5.2. Sea o < 1 un nimero real positivo. Sea q una potencia de
un primo y m y r enteros positivos tales que r < o(q—1)—1. Entonces existe
un cddigo de dimension k y longitud n = ¢™, (¢ — 1,9, %)—localment@

o)
corregible para todo §.
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Demostracion. De nuevo vamos a considerar RMg(r, m), y vamos a utilizar
un procedimiento de correccién local muy similar al de la Proposicion 5.1.
Tomamos un elemento del cédigo, dado por las evaluaciones del polinomio
F e Fq[Xy, ...,Xm](r), con como mucho né errores, un punto w € Fy* que
se corresponde con la coordenada de la palabra codificada que queremos
corregir, escogemos aleatoriamente un v € Fg" y consideramos la recta

L. F, — IF”q"
A — w+

Consultamos las coordenadas del vector de evaluacién de F' correspondientes
a los puntos w + Av, para todo A € Fy, y denotamos a estas como e.
Calculamos el tnico polinomio h de una variable y grado a lo sumo r que
cumple que h(A) = ey, para todos menos a lo sumo L%J valores de
A € Fy. Terminamos devolviendo el valor A(0). Si el polinomio A no existiese
devolveriamos el valor 0. La buisqueda del polinomio h se puede hacer de
manera eficiente utilizando algin algoritmo de correcciéon de errores para
codigos Reed-Solomon. Notese que la restriccion de las evaluaciones de F' a
la recta L menos w, es decir, las evaluaciones de h en Fg, dan lugar a una
palabra de un c6digo de Reed-Solomon de grado r + 1 y longitud ¢ — 1. Por
tanto, un algoritmo de descodificacion para tal codigo puede corregir hasta

V_IJ B {(q—l)—r—lJ N {(q—l)—a(q—lm—lJ _ {(1—a><q—1>J

2 2 2 2

errores. Véase por ejemplo la seccion 5.4 de (3], y el Ejemplo 2.1.

Sabemos que si las coordenadas del vector de evaluaciéon de F' que hemos
utilizado para encontrar h no tenian errores, o tenian un ntmero de errores
corregibles tendremos que h(0) = F(w), vamos a estudiar la probabilidad de
que esto suceda. Para un a € Fj", y un A € F} vamos a denotar azé como la
funcion indicadora del suceso aleatorio L(A) = a, donde A y a son fijos, y

w, v aleatorios. Esta funcién toma los siguientes valores:

A 1 SIL()\):G
a_{ 0 siL(\) #a.

x

Sea E2 C F* el conjunto de todos aquellos a € F* tales que sus evaluaciones
en I tienen errores. Asumiremos el peor de los casos, que es aquel en el que
|E| = nd. Consideramos
A A
Tp = Z Ty -

acE

La cual, por la definicion de )

x_ [ 1 siL(A\)eFE
xE_{ 0 siL(\)¢E.

, tomaré los valores
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Es por tanto, la funcién indicadora del conjunto FE.
Si calculamos la esperanza de esta variable aleatoria tenemos que

E(ry) = P(LN) € E) = > E(z)) =Y P(L(N\) €a)= % =

acE a€FR a€EFE
1 1
=|E|-—=nd-—=9
n n

donde P(L(A) € a) = 1, porque a es fijo, L(A) es uniformemente aleatorio
en Fy, y [Fy'| = ¢ = n.
Finalmente, consideramos la variable aleatoria

T = E T,
AEF;

que cuenta el namero de consultas que llegan a coordenadas con errores.
Tenemos que la esperanza es

E(x) = (¢ — 1)6.

Entonces, la probabilidad de elegir una coordenada errénea, utilizando la
desigualdad de Markov, es

P<$Z (1—0)2(q—1)> < 26(q—1) 26

“(1-0)(g—-1) 1-0
El ntimero de consultas que hacemos al vector son el nimero de elementos
que hay en Fy, que es ¢—1, y se puede corregir un vector con una proporcion
de hasta § errores. Con esto hemos probado que RM,(r,m) es un codigo

(g —1,6, a%‘z))—localmente corregible. O
En la Proposicién 5.2 si queremos que € = % < % entonces debemos
tener que § < i(l — o), el cual se acerca a i cuando o es pequeno. En el

siguiente apartado, vamos a ver un procedimiento que mejora la tolerancia
hasta una facciéon de errores de % aproximadamente.

Descodificacion en curvas

Para este procedimiento también vamos a necesitar que r sea bastante méas
pequeno que g. Vamos a tratar, de nuevo, de obtener la evaluacién de un
polinomio F' € Fy[ X, ..., Xm](’”) en un punto w € Fg*, pero en este caso, en
vez de utilizar una recta, vamos a utilizar una curva cuadratica paramétrica
aleatoria que pase por w.

Proposicion 5.3. Sea o < 1 un nimero real positivo. Sea q una potencia de
un primo y m y r enteros positivos tales que r < o(q—1)—1. Entonces existe
un codigo de dimension k y longitud n = ¢, tal que para todo 0 < & < % -0
es (g —1,0, 0075(5))flocalmente corregible.
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Demostracion. Consideramos RMg(r,m), el procedimiento va a ser muy si-
milar a los anteriores. Tomamos un elemento del c6digo, dado por las evalua-
ciones del polinomio F' € Fy[X7, ..., Xm](”), con como mucho nd errores, un
punto w € Fi* que se corresponde con la coordenada de la palabra codificada
que queremos corregir, escogemos aleatoriamente dos vectores vy, vo € IF;” y
consideramos la curva cuadrética

x: Fg — Fy"
A — w4 A+ Ny

Consultamos las coordenadas del vector de evaluacién de F' correspondientes
a los puntos w + Av; + A2vg, para todo \ € Fy, y denotamos a estas como
ex. Calculamos el tnico polinomio h de una variable y grado a lo sumo 2r
que cumple que h(A) = ey, para todos menos a lo sumo L%J
de A € F}. Para terminar el procedimiento, devolvemos el valor h(0). Si no
existiera h devolverfamos 0. El procedimiento tiene éxito si el ntmero de
consultas que van a coordenadas con errores es como maximo L%j
El razonamiento es similar al de la prueba de la Proposiciéon 5.2, es decir,
utilizamos un algoritmo de correccién de errores, pero ahora para un codigo
de Reed-Solomon de grado 2r + 1 y longitud ¢ — 1.

Vamos a analizar la probabilidad de que nuestro procedimiento no tenga
éxito. Al igual que como hicimos en la demostraciéon de la Proposicién 5.2
para un a € Fi", y un A € Fy vamos a denotar )
del suceso x(A) = a, donde A y a son fijos, y w, vy, vs aleatorios. Esta funcion
toma los siguientes valores:

A1 six(A\)=a
“_{ 0 six(\) #a.

De nuevo tomamos E C Fi* el conjunto de todos aquellos a € Fi* tales que
sus evaluaciones en F' tienen errores, y asumimos el peor de los casos, en el
que |E| = nd. Consideramos

valores

como la funcion indicadora

X

B=Ya

acE

Que al ser la funcién indicadora del conjunto E, tomaré los valores

A1 six(\)eE
xE{o si x(\) € E.

Si calculamos la esperanza de esta variable aleatoria tenemos de nuevo que

B@}) = PXO) € ) = YE) = 3 Py ey =3 1 =

acE a€EFE a€EFR

1 1
—|E|-~=né-~ =3
n n
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donde P(x(\) € a) = %, porque a es fijo, x(\) es uniformemente aleatorio
en FJ', y |[F'| = ¢™ = n.
Entonces, la varianza seré

Var(e) = E((23)%) — E(ep)? = E(2) — E(ep)? = 6 — 6%

Finalmente, consideramos la variable aleatoria
z=) ap,
AEF;

que cuenta el nimero de consultas que llegan a coordenadas con errores. Por
independencia, tenemos que la esperanza y la varianza son

E(r) = (g — 1))
Var(z) = (¢ — 1)(6 — 6?).

Con lo cual, utilizando la desigualdad de Chebyshev

P<$Z (1_202)((1_1)) SP(|SE—E(CE)|Z (1—202)(q—1) —(q—1)5> _

(¢ —1)(1 —2(c +9)) A(g —1)(6 = 8%
=P —E > < =
(te-Bi> 2 = =120 - 20 + 9)?
4(6 — 62) 1
pr— 2 p— 00_76 _ .
(¢—1)(1 —2(c +9)) q
El namero de consultas sigue siendo (¢ — 1), y la proporciéon de errores que
vamos a poder corregir §. Con esto hemos probado que RM,(r,m) es un

codigo (¢ —1,9,045 (%))—localmente corregible. O
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Conclusion

Hemos visto en este trabajo que los cdédigos Reed-Muller se construyen a
partir de las evaluaciones de los polinomios en m variables de grado menor
o igual que 7 en todos los puntos de F¢'. Viendo esto, hemos podido saber
que su longitud es el namero de elementos de Fg',
podido calcular su dimensién que es el nimero de monomios reducidos de

Fy[ X1, ey Xon] ).

Hemos llegado también a que la distancia minima de estos codigos es (¢ —
b)g™ %! donde r = a(q — 1) + b y a,b € Ny, acotandola inferiormente por
la cota de footprint y comprobando que existe una palabra con ese peso.
Hemos estudiado un algoritmo de correcciéon de errores para cdédigos Reed-
Muller binarios que va a poder corregir 2™~ "~! — 1 errores, utilizando la
paridad de las variedades.

Por 1ultimo, gracias al estudio de los codigos localmente descodificables y a
la comprobacién de que los coédigos sobre los que estamos trabajando son lo-
calmente descodificables hemos visto tres algoritmos de correccion local para
c6digos Reed-Muller, siendo el tercero el que muestra mejores pardmetros.

es decir, ¢, v hemos

65
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