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Resumen

En esta memoria se abordara en profundidad el método de refinamiento
iterativo, una estrategia orientada a mejorar la precision de soluciones aproxi-
madas de sistemas lineales. Se comenzara con un anélisis detallado del efecto de
los errores de redondeo cuando los residuos se calculan con una precisién doble
respecto a la utilizada en la resolucion de los sistemas triangulares implicados.
Ademas, se exploraran otros resultados que respaldan el empleo de esta técnica
utilizando hasta tres niveles distintos de precision, asi como su aplicacion en
sistemas lineales mal acondicionados. Finalmente, se estudiaran diferentes fa-
milias de matrices que se utilizaran para ilustrar el comportamiento de algunas
de las metodologias implementadas, utilizando la simulacién de aritmética en
coma flotante de multiples precisiones que ofrece MATLAB, y se mostraran los
resultados numéricos obtenidos.

Palabras clave: refinamiento iterativo, sistemas lineales, aritmética de pun-
to flotante.

Abstract

This report will take an in-depth look at the iterative refinement method,
a strategy aimed at improving the accuracy of approximate solutions to linear
systems. It will begin with a detailed analysis of the effect of rounding errors
when the residuals are calculated with twice the precision used in solving the
triangular systems involved. In addition, other results supporting the use of this
technique will be explored, using up to three different levels of precision, as well
as its application in ill-conditioned linear systems. Finally, different families of
matrices will be studied to illustrate the behaviour of some of the implemented
methodologies, using the multi-precision floating-point arithmetic simulation
offered by MATLAB, and the numerical results obtained will be shown.

Keywords: iterative refinement, linear systems, floating-point arithmetic.



Introduccion

En el ambito de la resolucién numérica de sistemas lineales, el refinamiento
iterativo ha sido durante décadas una herramienta fundamental para mejorar la
precision de las soluciones obtenidas mediante factorizaciones directas. A pesar
de su simplicidad conceptual, esta técnica encierra una sorprendente profun-
didad tedrica y ha evolucionado en paralelo al desarrollo de la computacion
moderna. El objetivo de este trabajo es estudiar de manera rigurosa y practica
distintas variantes del refinamiento iterativo, utilizando diferentes configuracio-
nes de precisiones, comparando su comportamiento, tanto tedrico como practico.

El refinamiento iterativo cldsico tiene sus raices en el ano 1948 [2], cuando
James H. Wilkinson implementé una versiéon primitiva del método utilizando
factorizaciones LU y calculos de residuos en una precision superior a la precision
de trabajo. Estos calculos se realizaban en méaquinas mecanicas de escritorio y
con tarjetas perforadas Hollerith, lo que subraya la notable eficiencia y utilidad
del método incluso con los recursos computacionales limitados de la época.
Durante las décadas siguientes, el método se mantuvo en uso debido a que
muchas arquitecturas computacionales permitian acumular productos internos
con el doble de precisién de forma eficiente.

Durante los anos 70 [2], comenz6 a considerarse el refinamiento iterativo en
precision fija, en el que todos los calculos se realizan en la misma precisién. Este
enfoque fue analizado por autores como Jankowski y Wozniakowski para méto-
dos generales de resolucion, y por Skeel especificamente para la factorizacion
LU. Nicholas Higham, figura clave en el analisis moderno de errores numéricos,
extendio estos estudios a partir de los anos 90, incluyendo variantes con residuos
en precision extra. Esta evolucion metodoldgica estd reflejada en bibliotecas de
software ampliamente utilizadas como LAPACK, que implementan versiones de
refinamiento en precision fija.

En los anos 2000 [2], el refinamiento iterativo volvié a despertar un gran in-
terés debido a que en muchos procesadores modernos, la aritmética en precision
simple es significativamente mas rapida que en precisiéon doble. Esto motivo el
desarrollo de esquemas mixtos en los que las partes mas costosas del algoritmo se
realizan en menor precision, mientras que los residuos se calculan en precisiones
mas altas. Esta estrategia permite una mejora en el rendimiento computacional



sin comprometer la precisién final, siempre que la matriz original esté suficien-
temente bien acondicionada. Trabajos como los de Langou et al. y Dongarra y
sus colaboradores contribuyeron a formalizar y difundir esta aproximacion.

Mas recientemente, en 2017 [2], Carson y Higham desarrollaron un analisis
que permite aplicar el refinamiento iterativo incluso en casos donde la matriz
tiene un nimero de condicién tan alto como el inverso de la unidad de redondeo.
Este resultado amplia de forma notable la aplicabilidad del método, al demos-
trar que, bajo ciertas condiciones, es posible obtener soluciones numéricamente
estables incluso en escenarios adversos.

Este trabajo se estructura de la siguiente manera: en el Capitulo 1 se pre-
sentan los preliminares tedricos, incluyendo el analisis de errores y la aritmética
de punto flotante; en el Capitulo 2 se aborda el refinamiento iterativo clési-
co, mientras que el Capitulo 3 esta dedicado al caso de tres precisiones. En el
Capitulo 4 se describen varias familias de matrices de prueba, disenadas para
evaluar el comportamiento del algoritmo en contextos diversos. Finalmente, en
el Capitulo 5 se exponen los experimentos realizados, analizando el impacto
del nimero de condicién y de las distintas configuraciones de precisién en la
convergencia del método.

Con este estudio se pretende aportar una vision completa, tanto tedrica como
practica, sobre el refinamiento iterativo, destacando sus variantes mas actuales.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo. se presentan algunos conceptos y resultados que seran
necesarios en los desarrollos posteriores. Se introducen las nociones de error re-
gresivo y progresivo, distintos enfoques para el andlisis del error, el niimero de
condicién de una matriz y las bases de la aritmética de punto flotante, asi como
algunos resultados bésicos sobre las operaciones matriciales mas frecuentes. Es-
tos preliminares serviran de base para la comprensién rigurosa de los métodos
y del andlisis que se trataran en los siguientes capitulos.

1.1. Errores regresivos y progresivos

En primer lugar, empezaremos explicando los conceptos de error progresivo
y error regresivo [6].

Sea y una aproximacién a y = f(z) calculada con aritmética finita y una pre-
cision u, donde f es una funcion escalar real de variable escalar real. Tenemos
varias formas de medir la calidad de g.

En la mayoria de los casos, compararemos 3 con y, buscando que el error
relativo sea del tamano de la unidad de redondeo u. Pero como esto no siempre
es posible, optaremos por hacernos otra pregunta: ; Para qué valor de & = x+Ax
tenemos que § = f(z + Az)? En general, habrd muchos Ax que verifiquen esto
y buscaremos que el tamano de Ax sea pequeno. Para precisar estas ideas,
introducimos las siguientes definiciones.

Definicién 1.1.1. Definimos el error regresivo (en inglés, backward error) co-
mo el menor |Az| que verifica que § = f(x + Az). En ocasiones, podemos
encontrarnos también este valor |Ax| dividido por |z|, es decir, |Ax|/|x| (error
regresivo relativo).

Llamamos andlisis regresivo del error al proceso de acotar el error regresi-
vo de una solucion calculada. En el error regresivo interpretamos la solucion
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aproximada como la solucién exacta para un dato perturbado.

Definicién 1.1.2. Los errores progresivos (en inglés, forward errors) hacen
referencia a la diferencia y — ¢ y pueden ser errores absolutos

Eas(y) = |y — 9|
y relativos
ly — 1
Erel Yy) = —F—7"7—-
W ="

Para ilustrar las Definiciones 1.1.1 y 1.1.2 observemos la Figura 1.1.

Input space Output space
T o— oy = f(z)
~
backward error ™~
\ \
T+ Ax ~ forward error
~
~
~~
\

5= fla+ Ac)

Figura 1.1: Representacién grafica del error regresivo y progresivo (tomada de

[6])-

Normalmente, los datos contienen cierta incertidumbre debido a errores en
mediciones, calculos previos, o errores cometidos al almacenar los niimeros en
el ordenador. Luego, si el error regresivo es menor o igual que estas incertidum-
bres, entonces la solucién calculada a priori podria ser la solucién que estamos
buscando.

Definicién 1.1.3. Se dice que un método para calcular y = f(x) es estable
regresivamente si para cualquier x calcula la aproximacién ¢ con un error regre-
sivo pequenio, es decir, existe Ax pequeno tal que § = f(z + Az). El significado
de “pequeno” dependerd de cada contexto.

Los conceptos definidos en esta seccién seran necesarios para comprender
correctamente conceptos de los que se hablara posteriormente. En esta seccion
se ha considerado tinicamente el caso escalar pero posteriormente trabajaremos
también con el caso vectorial.
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1.2. Analisis componente a componente y anali-
sis en norma

A lo largo de esta memoria haremos principalmente dos tipos diferentes de
analisis de error que explicaremos durante esta seccién [6].

Definicién 1.2.1. Sea b € R™. Denotamos por |b| al vector cuyas componentes
son el valor absoluto de las componentes de b. Es decir, si b = (b;)1<;<, tenemos
que |bf = ([bi|)1<i<m-

Sea A € R"™*". Denotamos por |A| a la matriz cuyos coeficientes son el valor
absoluto de los coeficientes de A. Es decir, si A = (a; j)1<i<m,1<j<n tenemos que

Al = (laij1<icmi<j<n-
Con estas definiciones, es facil probar el siguiente resultado.

Teorema 1.2.1. Sean A € R™*" y B € R"*P. Se verifica la siguiente desigual-
dad

|AB| < |A[|B].
Demostracion:
Llamaremos C' € R™*? al resultado de multiplicar A y B y queremos ver que
|C| < [A]|B].

Escribimos A = (@i,j)lgigm,lgjgn y B = (bi,j>1§i§n,1§j§p- Si llamamos D € R™*P
a la matriz D = |A||B| = (d;i j)1<i<m,1<j<p, tenemos que

n
dig = laiglbogl, 1<i<m, 1<j<p. (1.1)
k=1
Por otro lado, si escribimos C' = (¢; j)1<i<m,1<j<p tendremos que
n
Cij = Zai,kbk,j, 1<i<m, 1<5<p.

k=1

Tomando valores absolutos y aplicando la desigualdad triangular,

n
E ai,kbk,j
k=1

n

< il lbr ]
k=1

=d

’Cz’,j! =

1,5
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Como todos los elementos de la matriz |C| son menores o iguales que los ele-
mentos de la matriz D, concluimos entonces que |C| < D, o lo que es lo mismo,

[AB| < |A]|B],

y queda terminada la demostracion. U
Utilizando esta notacién hablaremos de anélisis de error componente a com-
ponente como el andlisis de error en el que se quieren demostrar cotas en térmi-
nos de |A| y |b|.
Otra forma de analizar el error es mediante la utilizaciéon de una norma vectorial
y de la norma matricial derivada de ella. A este analisis le llamaremos analisis
del error en norma. La norma que mas utilizaremos en este texto serd la norma
infinito, cuya definiciéon recordamos a continuacion.

Definicién 1.2.2. Sea b € R™. La norma infinito de b viene dada por

bl = méx |b]- (1.2)

1<i<m

Sea A € R™*™. Su norma infinito viene dada por

m

[ Alle = i > oy, (1.3
j=1

es decir, es el maximo sobre las filas de las sumas de los valores absolutos de los

elementos de cada fila.

Veremos que el andlisis componente a componente es mas fino que el analisis
en norma.

Definicién 1.2.3. Sea A € R™" y b € R". El error regresivo componente a
componente para una solucion aproximada y de un sistema lineal Ax = b se
define como

wee(y) =min{e: (A+AA)yy =b+ Ab, |AA| <eE, |Ab|<e€f},
donde E y f son matrices de tolerancias no negativas.

Existe una férmula computacionalmente simple para wg ¢(y), como se mues-
tra en el siguiente resultado cuya demostracién puede encontrarse en [6]. Adop-
tamos la convencién de que £/0 se interpreta como cero si & = 0 e infinito en
caso contrario.
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Teorema 1.2.2. El error regresivo componente a componente definido en la
Definicién 1.2.3 esta dado por

wely) = mix —
= BN D,

donde r = b — Ay es el correspondiente residuo.

En el caso particular de £ = |A] y f = |b| se tiene

AL b] i<i<n (|A]ly| + [b]);’

¥ wiap,b|(y) controla las variaciones relativas |[AA|/|A] y |Ab|/|b| en los datos.

Definicién 1.2.4. Sea A € R™™" y b € R". El error regresivo en norma para
una solucién aproximada y de un sistema lineal Ax = b se define como

n(y) :=min{e: (A+AAd)y =b+Ab, [[AA <€|[Af, [|Ab] <€|b]}.

En [6] se puede ver la demostracién del siguiente resultado.

Teorema 1.2.3. El error regresivo en norma definido en la Definicién 1.2.4 esta
dado por
]

n(y) = :
Ayl + (bl

1.3. Numero de condicion de una matriz

Definicién 1.3.1. Sea A € R™". Para cada x € R", con x # 0, se define en
[6]

_ AT Ao

%[l

cond(A, x) (1.4)

El ntimero de condicién componente a componente de una matriz se define como
cond(A) = cond(A,e), (1.5)

donde e = [1,1,...,1]T € R™.
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Se verifica que cond(A) = |||[A7!|A|||s como se detalla a continuacién. En
primer lugar, se tiene que ||e|l« = max;|e;| = 1 luego

cond(A) = || |A™"] |A|eHOO.

Ahora bien, el i-ésimo componente del vector |[A~t||Ale es
(1471 Ale), = > (1ATY[A]), &5 = D (1ATMIA]),,,
=1 =1
pues e; = 1. Por tanto,

n

147 Ale], = mix >~ (47141),, = [[ 147 4]

Jj=1

donde la tltima igualdad es la definicién de la norma-oo de una matriz. ||e||o, =
max; |e;| = 1, se tiene

cond(A) = || [A7"][Ale]| .
Por otro lado, el niimero de condiciéon en norma infinito de la matriz A viene
dado por
oo (A) = [|A™H|oo | Al o (1.6)
Se muestra a continuacién la relacion entre ambos nimeros de condicién.

Lema 1.3.1. Sea A € R"*". Se verifica que
cond(A) < kso(A). (1.7)

Demostracién:

cond(4) = [|A7H|Allloe < A ool Allloe = A ool Allo = Fioo(A)-

g

1.4. Aritmética de punto flotante

La aritmética de punto flotante constituye la base de la representacién
numeérica en la mayoria de los sistemas informaticos modernos. A diferencia
de la aritmética entera, permite trabajar con una amplia gama de valores, des-
de cantidades extremadamente pequenas hasta nimeros muy grandes, aunque
siempre con una precision limitada por el formato utilizado. Esta seccién in-
troduce los fundamentos de los sistemas ntmericos de punto flotante, describe
el modelo estandarizado de aritmética, explora las principales precisiones em-
pleadas actualmente y finalmente trata una forma de trabajar con diferentes
precisiones en MATLAB.
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1.4.1. Sistema numérico de punto flotante

Para comprender la aritmética de punto flotante [11] debemos presentar el
concepto de sistema numérico de punto flotante [7].

Definicién 1.4.1. Un sistema numérico de punto flotante es un conjunto finito
F = F(B,t, émm, émax) de R cuyos elementos son de la forma

T =4m x g (1.8)

Denominaremos base a 3, que es 2 en practicamente todos los ordenadores
actuales. El entero ¢ es la precision y el entero e es el exponente, que se encuentra
en el rango enm < € < enax, v el estandar IEEE requiere que e, = 1 — emgx-
La mantisa m es un entero que satisface 0 < m < ¢ — 1. Para asegurar una
representacién tnica de cada x € F diferente de cero, se asume que m > Bt}
si x # 0, de manera que el sistema esté normalizado.

Los nimeros positivos més grandes y mas pequenos en el sistema son x5, =
Bemax (B — 174 v xpq = B respectivamente. Otras dos cantidades impor-
tantes son u = 18", la unidad de redondeo, y e = 37, el épsilon de mdquina,
que es la distancia desde 1 hasta el siguiente ntimero de punto flotante mas
grande.

Los ntimeros con € = epmm y 0 < m < 871 se denominan nimeros subnor-
males, tienen el exponente minimo pero menos de t digitos de precision y se
utilizan para representar nimeros tan préximos a 0 que no puedan ser repre-
sentados en forma normal, es decir, con la forma de (1.8). El conjunto de estos
nimeros forma una cuadricula equiespaciada entre 0 y el niimero normalizado
mas pequeno.

En la Tabla 1.1 podemos observar los niimeros positivos mas pequenos, en
la segunda columna, y mas grandes, en la tercera columna, para algunos de los
formatos de punto flotante més utilizados. Profundizaremos més en cada uno
de estos formatos en la Seccién 1.4.3.

Precisién Tnin Tméx

bfloatl6 11,8 x 1073 339 x 1036
fpl6 61,0 x 1075 65,5 x 103
fp32 11,8 x 10737 340 x 1036
fp64 22,2 x 107399 180 x 103%

Tabla 1.1: Tabla de formatos de punto flotante indicando el niimero minimo
T ¥ MAXIMO Tp4, que pueden representar.
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1.4.2. Modelo estandarizado de aritmética

Haciendo operaciones aritméticas basicas en un ordenador también se come-
ten errores luego para realizar un analisis de redondeo debemos hacer algunas
suposiciones. Las operaciones mas comunes y con las que trabajaremos en este
texto son las que incluyen uno de los siguientes operadores +, —, % o /. En el mo-
delo estandarizado de aritmética [7] con el que vamos a trabajar supondremos
que:

fl(x op y) = (v op y)(1 +9), 0] Su,  op=+4,—,%,/. (1.9)

1.4.3. Tipos de precisiones que se utilizaran

En esta seccion explicaremos el formato y el tamano de algunas de las pre-
cisiones mas utilizadas actualmente.

» En primer lugar, hablaremos sobre la aritmética de media precision (half
precision artihmetic) [10], a la que nos referiremos en los experimentos
como 'h’. Fue publicada en el estandar IEEE 754 y también es conocida
de forma mas técnica como fpl16. Este nombre se debe a que las palabras
tienen 16 bits, el primer bit estd dedicado al signo (serd 1 si el nimero que
queremos representar es negativo y 0 si es positivo), los 5 bits siguientes
estan dedicados al exponente y los ultimos 10 a la mantisa. En este caso
tendremos que la base [ serd igual a 2.

Signo Mantisa

Exponente

Figura 1.2: Estructura y organizacién de los bits en la precisién media.

» Otra de las precisiones mds conocidas es la precisién simple (single
precision arithmetics) [1], a la que nos referiremos en los experimentos
como ’s’. También fue publicada en el estandar IEEE 754 y se conoce
de forma técnica como {32, puesto que utiliza 32 bits. Al igual que para
la fp16, el primer bit es para indicar el signo, los 8 siguientes para el
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exponente, y finalmente los iltimos 23 bits se utilizaran para la mantisa.
En este caso también tendremos que la base § serd igual a 2.

Signo Mantisa

Exponente

Figura 1.3: Estructura y organizacion de los bits en la precisién simple.

» La ultima precision publicada en el estandar IEEE 754 de la que hablare-
mos serd la precisién doble (double precision arithmetics) [1], a la que
nos referiremos en los experimentos como ’'d’. Esta precisién también es
conocida como fp64. En este caso se necesitan 64 bits para guardar un
valor numérico, el primer bit, al igual que en los dos casos anteriores, es
para indicar el signo, los 11 siguientes para el exponente, y los 52 bits
restantes se utilizaran para la mantisa. En este caso también tendremos
que la base (8 sera igual a 2.

Signo Mantisa
Exponente

Figura 1.4: Estructura y organizacién de los bits en la precisién doble.

» Por dltimo, hablaremos sobre la precisién bfloat16 [5]. Esta es la tnica
precision de las que hemos comentado que no fue publicada en el estandar
IEEE 754 sino que fue creada por el equipo de investigacién de inteligen-
cia artificial de Google Brain. Al igual que la fp16 necesita 16 bits para
guardar valores numéricos pero estos se distribuyen de forma diferente. El
primer bit guardaré el signo, los 8 bits siguientes el exponente y finalmente
los 7 bits del final la mantisa.
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Signo Mantisa

Exponente

Figura 1.5: Estructura y organizacion de los bits en la precisiéon bfloat16.

Una vez explicadas las principales precisiones con las que trabajaremos

podriamos preguntarnos el por qué de la existencia de dos precisiones que ocu-
pen lo mismo, 16 bits, la fp16 y la bfloat16. El motivo es sencillo, la fp16 dedica
mas bits a la mantisa lo que nos permite tener mas precisién a la hora de re-
presentar fracciones mientras que la bfloat16 dedica mas digitos al exponente
lo que nos permite representar un rango mayor de valores. En conclusion, cada
una aporta beneficios diferentes y debemos emplear en cada caso la que mas
nos convenga.
En la Tabla 1.2 encontramos de forma organizada la informacion sobre los bits
dedicados a la mantisa y el exponente, en la segunda columna, y el valor de
la unidad de redondeo, en la tercera columna, de los casos particulares de los
formatos de punto flotante explicados durante esta seccién para asi tener una
visién mas completa de la “precision” de cada uno de estos formatos.

Precision (mantisa, exp) u

bfloat16 (7, 8) 3,91 x 1073
fp16 (10, 5) 4,88 x 1074
£p32 (23, 8) 5,96 x 10~%
fp64 (52, 11) 1,11 x 10716

Tabla 1.2: Tabla de formatos de punto flotante indicando los bits dedicados a
la mantisa, los bits dedicados al exponente y el valor de la unidad de redondeo
u.

1.4.4. Precisiones en MATLAB

Para trabajar con las diferentes precisiones en MATLAB utilizaremos la funcion
chop. Esta funcién es un simulador de precisiones [8] que nos permitira simular
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las precisiones presentadas anteriormente para poder trabajar con una o varias
de ellas en nuestros experimentos. Esta funcién nos permitira trabajar con la
precision que queramos, como podemos observar en la Tabla 1.3, y también
elegir el tipo de redondeo que queremos que se realice en las operaciones, entre
otros ajustes posibles, como podemos ver en la Tabla 1.4.

Alias Matlab Descripciéon

'b’, ’bfloat16’ bfloat16

'h’, ’half’, 'fpl6’ IEEE half precision (por defecto)
’s’, “single’; 'fp32’ | IEEE single precision
'd’, "double’, ’fp64’ | IEEE double precision

'¢’, ’custom’ formato personalizado

Tabla 1.3: Formatos de precisiéon para la funciéon chop

Parametro Matlab Descripcién del redondeo

1 Redondea al niimero entero més préximo uti-
lizando el redondeo par en caso de empate
Redondeo hacia arriba

Redondeo hacia abajo

Redondeo hacia cero

Redondeo estocastico con probabilidad pro-
porcional a 1 menos la distancia a esos niime-
ros de coma flotante

6 Redondeo estocastico con la misma probabi-

lidad

(S8 =N NS )

Tabla 1.4: Tipos de redondeo para la funciéon chop

1.5. Operaciones matriciales en aritmética de
punto flotante

Revisamos en esta seccion algunos resultados sobre los errores regresivos
en las operaciones méas sencillas (y también maés utilizadas) entre vectores y
matrices.

1.5.1. Producto escalar
Consideramos el producto escalar de dos vectores [6] x,y € R",

Sp =Xy =1y1 + - + Tolp, (1.10)
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y denotamos por s; a la suma parcial i-ésima,
Usando el modelo estandarizado explicado en la Seccion 1.4.2 tenemos que

81 = fl(viyr) = vy (1 +61),

S = [l(S1 + ay2) = (81 + Taya(1l + d2)) (1 + J3)
= (11 (1 4 01) + 22y2(1 4 92)) (1 + d3)
= 21y1(1 4 61)(1 + 03) + w2y2 (1 + d2) (1 + d3),

con |0;] <wu,i=1,...,3.

En este caso no necesitamos distinguir entre los diferentes 9; asi que susti-
tuiremos las expresiones d; + 1 por £ 1 con |4| < u. Continuando con el proceso
llegamos a que

80 = 21y (1 £ 0)" + 2oy2(1 £0)" + 23y3(1 £ 6)" 1+ + 2y, (1 £ )% (1.12)

Con el siguiente Lema introduciremos una notacién que nos ayudara a sim-
plificar la expresion de (1.12).

Lema 1.5.1. Si |§;| <uyp; =+l parai=1,...,n, y suponemos que nu < 1,

entonces
n

[J@+6)=1+6,,
1=1

donde
nu

1 —nu
Demostracién:
La demostracién se hace por induccién y separaremos los casos de p, = +1

y pn=—1L

1. Paran=1

» Si p, = p1 = 1, debemos ver que (1 + 6;) = 1+ 60y, con |0;| <
u/(1 —u). Como §; = 6y, basta con ver que |§;| < u/(1 —u). Como
sabemos que |d;| < u, veremos que u < u/(1 — u). Por las condiciones
del Lema sabemos que

0<u=1-u<l

y, por tanto, que 1 — u > 0, asi que dividiendo a ambos lados por u
y multiplicando por 1 — u tenemos que

u < sl—-u<lsu>0.

~ (=)

Por tanto, como u > 0, el Lema se cumple paran =17y p, = +1.
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» Si p, = p1 = —1, debemos ver que =1+ 64, con |0 <
5 146 5
1
u/(1 — u). Como 55 1—1 +151, llegamos a que |6, | = ]1 +151| <
J
il <Y  Comol-u < 1+ |6;] pues u > 0, concluimos

L4 [01] = 14104
que |01] < u/(1 —u).

2. Suponemos que se cumple para n — 1, veamos, de nuevo separando p,, = 1
y pn = —1, que se cumple para n.

= Comencemos por el caso en el que p, = +1. Por un lado tenemos

que
n

[T +6) = (1 +8)0+6,-0) =146,
i=1
luego operando llegamos a que,

Op = 0p+ (14 0,)0,1.

Aplicando que |d,| < u y la hipétesis de induccion para n—1 llegamos
a que

_(n=bu_
l1—(n—1)u
_u(l—(n—1u) + (L +u)(n—u (1.13)
1—(n—1)u

0, <u+ (14w

B nu <
C1—(n—1u =T

Y por tanto, queda probado por induccién que el Lema se cumple

para el caso p, = +1.

= Para el caso en el que p, = —1, encontramos, de manera similar, que

nu — (n — 1)u?
—nu+(n—1)u

|0n| < 1 D) < Ya-
O
La notacion presentada en el lema anterior se utilizara a lo largo del texto
en numerosas ocasiones y siempre que se utilice se supondréa que nu < 1, lo cual
es verdad en practicamente cualquier circunstancia que nos encontremos traba-
jando con aritmética IEEE de doble o simple precisiéon. Por tanto, aplicando el
Lema 1.5.1 a la expresién de (1.12), llegamos a que

8n = 211 (1 + 0p) + 2oya (L +0,,) + 23y3(1 + On 1) + - - - + 2pyn(1 + 02).
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Este es un resultado de error regresivo y podemos interpretarlo como que el
producto interno calculado es el exacto para un conjunto perturbado de datos
Ty Ty Y11+ 600), y2(1 4 62), ..., yn(1 + 02) (alternativamente, podriamos
perturbar los x; y dejar los y; sin cambios). Cada perturbacion relativa esta
acotada por v, = nu/(1 — nu), por lo que las perturbaciones son pequenas.

Este resultado aplica a un orden concreto de evaluacion y es facil ver que
para cualquier orden de evaluacién tenemos, usando notacién vectorial,

flxTy) = (x+Ax)Ty =x"(y+Ay), |Ax| <[x[, [Ay| <y.lyl, (1.14)

donde |x| denota el vector con elementos |z;|. Por tanto, deducimos la siguiente
cota de error de forma inmediata

x"y = fllx"y)| = X"y~ (x+Ax)"y| < [x"y = (1+73)x"y| = 7 [x"y|. (1.15)
También podemos escribir esta expresion como
x"y — fl(x"y)| < nulx"y| + O(u?). (1.16)

Ambas expresiones son validas y la elecciéon de trabajar con una o con otra
dependera del contexto. Por ejemplo, usar cotas de primer orden como en (1.16)
puede facilitar el dlgebra del andlisis pero también puede generar algunas dudas
sobre el tamano del término constante oculto por la O de Landau.

Si y = x, de manera que estamos formando una suma de cuadrados x'x,
esto muestra que se obtiene una alta precision relativa. Sin embargo, en general,
una alta precisién no estd garantizada si [x7y| < |x|T|y].

1.5.2. Multiplicaciéon de un vector por una matriz

Sea A € R™" x € R", ey = Ax € R™ [6]. Observamos que podemos
construir el vector y como m productos internos de la forma, y; = al
1,...,m, siendo al la i-ésima fila de la matriz A. De (1.14) tenemos que la
componente i-ésima calculada en aritmética de punto flotante y; satisface

X, 1 =

Ui = fl(a)"x = (a; + Ag;)Tx, |Aa;| < v,la
lo que nos permite concluir con este resultado sobre el error regresivo
y = (A+ AA)x, |AA| < v,]A] (1.17)
y con este otro para el error progresivo

v =¥ < 7lAllx].
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1.5.3. Factorizacion LU de una matriz

Sea A € R™"™ y suponemos que podemos descomponerla en el producto de
dos matrices A = LU siendo L € R™" una matriz triangular inferior con unos
en la diagonal y U € R™™ una matriz triangular superior invertible [6]. Esta
factorizacion es especialmente 1util para resolver sistemas de ecuaciones de la
forma Ax = b, ya que nos bastaria con

1. Resolver Ly = b.
2. Después, resolver Ux =y.

Aunque, a priori, resolver un sistema utilizando la factorizaciéon LU pueda pare-
cer mas costoso, en realidad, es notablemente menos costoso en general debido
a la forma concreta de las matrices L y U que nos permite resolver los sistemas
de forma mas barata.

En general, cuando hablemos de calcular la factorizacion LU de una matriz
A nos referiremos a calcularla utilizando el algoritmo de eliminacién gaussiana,
con o sin pivotaje.

Aunque la factorizacion LU no es uno de los objetivos principales de este texto,
presentaremos ahora unos resultados cuya demostracién puede encontrarse en
[6] y que seran utilizados posteriormente.

Teorema 1.5.1. Si aplicamos eliminacién gaussiana a A € R™*" para hallar
su factorizacion LU, los factores calculados en aritmética finita L € R™" y
U € R™*" satisfacen

LU = A+ AA, con |AA| <~,|L||0).

Teorema 1.5.2. Sea A € R™" y suponemos que calculamos la factorizacién
LU con eliminacién gaussiana. Sean L y U los factores calculados, y X una
solucion calculada para Ax = b. Entonces

(A+AA)x=b, con |AA| < s, |L||U].

Ahora presentaremos el concepto de factor de crecimiento que medira el
posible aumento en la magnitud de los elementos de la matriz a lo largo del
proceso de eliminacién gaussiana sin pivotaje.
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Definicién 1.5.1. El factor de crecimiento en la eliminacién gaussiana se define
como

méxi,j,k |a§f) ‘

S , 1.18
p max; ; |a;;| ( )

donde agf) representa el elemento i,j de la matriz en la etapa k del proceso
de eliminacién (justo antes de eliminar la incégnita xy). Este factor cuantifica
el crecimiento de los elementos de la matriz durante la factorizacién LU sin
pivotaje.

Utilizando la cota

n—1 ,
| = ] < pa mx fayy, (1.19)

llegamos al siguiente teorema cldsico cuya demostracién se encuentra en [6].

Teorema 1.5.3. Sea A € R™" y suponemos que la eliminacién gaussiana con
pivotaje parcial produce una solucién calculada x para Ax = b. Entonces,

(A+AA)Xx=b, con [[AA]lee < 1*Y3000]lAllso- (1.20)



Capitulo 2

Refinamiento iterativo clasico

El refinamiento iterativo es una técnica utilizada para mejorar una aproxi-
macién X a la solucién de un sistema lineal

Ax =b, (2.1)

siendo A € R™™ una matriz cuadrada no singular y b € R™.
El proceso consiste en tres pasos:

1. Calcular el residuvor = b — Ax
2. Resolver Ad =r
3. Actualizar y =x+d

Este proceso se repite si fuera necesario tomando x =y.

La idea de esta técnica se basa en que si r y d se calculan con suficiente pre-
cisién obtendremos mejoras en la aproximacién a la solucién de (2.1). Ademas,
la economia del refinamiento iterativo es favorable ya que basta con calcular
una unica vez una factorizacién de la matriz (habitualmente la factorizacién
LU) ya que en las iteraciones posteriores la podremos reutilizar.

2.1. Analisis del error progresivo para el refi-
namiento iterativo clasico

Sea A € R™™ una matriz no singular y x una solucién aproximada de
Ax =b.
Definimos x; = X y consideramos el siguiente algoritmo de refinamiento itera-
tivo: Para+1=1,2,...

1. Calcular r; = b — Ax;, con precision u

25
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2. Resolver Ad; = r;, con precisién u
3. Actualizar x;,1 = x; + d;, con precisién u

El refinamiento iterativo cldsico utiliza © = u?, es decir, el residuo r; se
calcula con precisién doble que la utilizada para el resto de los calculos.
De ahora en adelante, para simplificar la notacién llamaremos r;,d; v x; a las
cantidades calculadas. Lo 1inico que debe cumplir el método con el que se van a
resolver los sistemas lineales con matriz A es que la solucién calculada x para un
sistema Ax = b sea solucion exacta de un sistema lineal perturbado, es decir,
que exista una matriz AA tal que

(A+AA)x=Db, con |[AA| <uW, (2.2)

donde W es una matriz no negativa dependiente de A, n y u, pero independien-
te de b. En virtud del Teorema 1.5.2 esto se cumple si los sistemas lineales se
resuelven con eliminacion gaussiana, como se comentard mas adelante. Vamos
a analizar ahora el error que se produce en cada uno de los tres pasos de este
algoritmo.

= Primero, analizamos el calculo de r;, que se divide en dos etapas. En la
primera calculamos, s; = fli(b — Ax;) = b — Ax; + As; en la precisién
(posiblemente) extendida u. Por tanto, aplicando la cota (1.17) tenemos

que
|Asi| < Fnpa (] + [Allxi]), (2.3)
: _ (n+1)u
do v < ——————.
e R I

En la segunda etapa, redondeamos el residuo r; a la precision en la que
estamos trabajando, r; = fi(s;) = s; + f;, donde |f;]| < us;|.

Por lo tanto, uniendo los resultados obtenidos en el analisis de estas dos
etapas, llegamos a que

r, = b — AXi + Ari, |AI‘1’ S u|b — AXJ + (1 + U)7n+1(‘b| + |AHX1|)

Si escribimos x; = x+ (x; —X) y sustituimos en esta expresién, obtenemos
la cota

|Ari| < [u+ (14 u)gna]|Allx = xi| + 2(1 + u)Vnga | Al[x]. (2.4)

» Para el segundo paso del algoritmo y utilizando (2.2) tenemos que (A +

AA;)d; =r;, donde |AA;| < ulV. Escribimos
(A+AA) " = (AT + ATTAA)) P =T+ ATAA) A
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Suponiendo que en alguna norma matricial derivada de una norma vec-
torial ||AAA;|| < 1 y desarrollando en serie de potencias la inversa de
I+ A7'AA; tenemos que

(T+ATAA) T =D (ATAA) =T — AT'AA +) (-ATAA)
k=0 k=2

y, podemos escribir
(A+AA) " =T+ F)A™

con

Fi=-ATAA+) (AT AA)N
k=2

Tomando valores absolutos
| < AT DAL+ 37 (1471 1a A"
k=2

Como por (2.2) sabemos que |AA;| < uW, podemos escribir el sumatorio
como O(u?) y entonces, usando el Teorema 1.2.1

|Fy| < |ATH|AA] + O(u?) < ulATHW + O(u?). (2.5)

Debemos ver la matriz F; como una matriz que describe la perturbacion
inducida por AA; en la inversa de la matriz A. Por lo tanto,

di=(+F)A v, = (I + F)(x —x; + A" Ary). (2.6)

= Finalmente, para el tercer paso tenemos que
Aplicando la expresién obtenida en (2.6) para d; tenemos que

Xi—i—l = X; —+ ([ + Fl)(X — X; + A_IAI'i) —|— AXZ
= x+ A7'Ar; + Fi(x — x;) + F;A7 Ar; + Ax;

y llegamos a

Xi+1 — X = E(X — Xi) + (I + .FZ‘)A_IAI'Z' + AXZ'.
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Acotando componente a componente, usando (2.7) y de nuevo (2.6),
i — x| < [Flx — x|+ (I + |[FDIATAG] + ulx — x;| + ulx| + uld;]
< |Fillx —xi| + (I +|F])| A7 Ar]
tulx — x;| + ulx| + u(l + |F|)(]x — x;| + |A7||Ary))
= ((L+u)|F]+2ul) [x = x| + (L +u)(] + [F])[A7HAr] + ulx|.

Teniendo en cuenta la cota para |Ar;| que hallamos en (2.4) y sustituyendo
en la cota anterior observamos que

xi1 — x| < (L4 u)|Fi| 4+ 2ul) |x — x;]
(14 u) (4 (14 u)nra) (T + [Fi)[ATH]Alx — x;]
F2(1 + u)* Y (I + [F AT Alx] + ulx]

=Gilx — x| + g,

con

Gi = (L+u)(|F| +2ul + (1 +u)(u+ (14 u)Fns1) (I + [F)A|A])

g = 2(1 +u)*Fns1 (I + [Fi)) A7 Allx] + ulx].

Usando la cota obtenida para F; en (2.5), podemos estimar

Gi = |Fi|+ (u+ )+ [FE)]AT]A]
(2.8)
S ulATHW + (u+ Y ) (T + u| ATHIW)|A]

g ~ (I +|FDATAx] + ulx|
(2.9)
2901 (I + u|ATHW)ATY|A[[x] + ulx]

En general, tendremos que ||G;||oc < 1 a no ser que A esté muy mal acon-
dicionada y que el método que utilicemos para resolver los sistemas lineales sea
muy inestable. Esto significa que el error |x — x;| se va contrayendo hasta llegar
a un punto en el que el término g; se vuelve significativo.
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Definicién 2.1.1. Definimos la precision limite en norma infinito del refina-
miento iterativo como el valor minimo de

13 = Xilloo /1%l (2.10)

La precisién limite en norma, es aproximadamente ||g;||s/||X||oo. Esto se
debe a que como ||G;|| < 1 entonces el método converge y por tanto ||x —xX;||oo
tiende a 0, como estamos trabajando con el minimo de ||x — X;||~ tenemos que

i % = Xleo < [[Gilloollx = Xictlloo +[I8illo0 ~ lI8illoo- (2.11)
<i<n

Si nos fijamos en la aproximacién (2.9) y recordamos la definicién de nimero
de condicién (1.4) podemos hacer la aproximacion siguiente:

123l
%[l

~ 2nu cond (A, x) + u. (2.12)

De hecho, si existe cierto u que verifique 2nai(I +u| A= W)| A7 |Al|x| < uplx],
entonces el error relativo obtenido componente a componente seré de orden pu,
o lo que es lo mismo,

o%iéln Ix — x;| < pulx|. (2.13)
Mirando la expresién (2.8) observamos que G; es esencialmente independien-
te de u. Por tanto, las tasas de convergencia del refinamiento iterativo utilizando
precisién fija (trabajando solamente con u) o precisiéon mixta (trabajando con
las dos precisiones u y @) son muy similares. La diferencia de usar una u otra
técnica se verd reflejada en la precisién limite.
Ya se ha comentado que habitualmente en el uso del refinamiento iterativo se
utiliza @ = u? y, por tanto, podemos resumir nuestros hallazgos con el siguiente
teorema.

Teorema 2.1.1. (refinamiento iterativo con precisién mixta) Aplique-
mos refinamiento iterativo en precision fija a un sistema lineal Ax = b de
tamafno n X n con matriz no singular usando un método que satisfaga (2.2) y
calculando los residuos en precisién doble. Sea n = u|||A™|(JA]+W)||s. Enton-
ces, suponiendo que 7 es suficientemente menor que 1, el refinamiento iterativo
reduce el error directo por un factor de aproximadamente 7 en cada iteracion,
hasta que

1% = Xi|oo/[[X[|oo = u.
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Para la factorizacion LU, por el Teorema 1.5.2 tenemos que siendo L y U
los factores calculados, se verifica que |AA| < ~3,|L||U|. Por tanto, podemos
concluir que tomando

uW573n|E||(7|,

se verifica la condicién (2.2) que debe cumplir el método empleado para resolver
los sistemas lineales de matriz A.

Consideremos ahora el caso en que @ = u, lo que se denomina refinamiento
iterativo en precisiéon fija. Tenemos un andlogo del teorema previo.

Teorema 2.1.2. (Refinamiento iterativo en precision fija) Apliquemos
refinamiento iterativo en precision fija a un sistema lineal Ax = b de ta-
mano n X n con matriz no singular usando un método que satisfaga (2.2) y
sea 1 = ul||]A7Y|(JA] + W)||s. Entonces, suponiendo que 7 es suficientemen-
te menor que 1, el refinamiento iterativo reduce el error directo por un factor
aproximadamente 7 en cada iteracion, hasta que

1% — Xi| oo/ ||X] 00 S 2ncond(A, x)u.

Y

La principal diferencia entre utilizar precisién mixta o precisién fija es que
en el caso de la precision fija no podemos asegurar un error relativo del orden
de u, como con la precisién mixta, sino que tan solo podemos asegurar un error
relativo del orden de cond(A, x)u. Se trata de una cota mas fuerte que la que se
obtiene para la solucion original calculada x, de la que s6lo podemos decir que

Ix = Xlloo o NAT W[l
%[l ™ X[l
observando la expresion de n en el teorema anterior.

De hecho, un error relativo limite del orden de cond(A,x)u es el mejor que
podemos esperar si no usamos una precisiéon mayor, porque corresponde a la
incertidumbre introducida al realizar perturbaciones relativas por componentes
en A de tamano u; este nivel de incertidumbre esta usualmente presente, debido
a errores en el calculo de A o en el redondeo de sus elementos al representarlos
en el sistema de coma flotante.

Como conclusion final de esta subseccion podemos resaltar que, por lo que
se refiere al error, el refinamiento iterativo merece la pena, incluso si los residuos
se calculan tinicamente con la precisién de trabajo u.

2.2. Analisis del error regresivo para el refina-
miento iterativo en precision fija

En esta seccién haremos un analisis del error regresivo del refinamiento ite-
rativo en precision fija, que sera aplicable a una amplia clase de métodos para
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resolver sistemas de ecuaciones lineales.
Suponemos que la solucién calculada x de Ax = b satisface

b — Ax| < u (g(A, b)[%| + h(A, b)), (2.14)

donde g : R™* (D) 5 Rxn v | - R+ 5 R” tienen entradas no negativas.
Las funciones g y h pueden depender de n y u, asi como de los datos A y b.
También suponemos que el residuo r = b — Ax se calcula de tal manera que si
r denota el residuo calculado

I# — 1| < ut(A, b, %), (2.15)

donde t : R™*("*+2) 5 R™ es no negativo. Si r se calcula de la manera conven-
cional con precisién u, entonces podemos tomar

t(A,b, %) = L (| A[[%]| + |b]), (2.16)

u

con Y11 = (n+ 1)u/(1 — (n + 1)u). Primero damos un resultado asintético
que no hace ninguna suposiciéon adicional sobre el método que se utiliza para
resolver el sistema de ecuaciones lineales.

Teorema 2.2.1. Sea A € R™™"™ no singular. Supongamos que el sistema lineal
Ax = b se resuelve en aritmética de punto flotante y se obtiene una solucién
X, v que se aplica un paso de refinamiento iterativo que produce la solucion
corregida y. Si la solucion calculada x satisface (2.14) y el residuo calculado r
satisface (2.15), entonces la solucién corregida y satisface

b — AY| < u(h(A.F) + t(A.b.3) + |All§]) + ua. (2.17)
donde q = O(u) si #(A, b,X) — H(A,b,¥) = O(|% — ll.c).
Demostracion:

Para realizar esta demostracion, iremos siguiendo por orden los pasos del
algoritmo de refinamiento iterativo:

= En primer lugar, se considera el residuo exacto r = b — Ax de la solucion
inicialmente calculada x que por (2.14), satisface

r| = |b— Ax| < u(g(A, b)|X| + h(4,b)). (2.18)

El residuo calculado en aritmética de punto flotante es de la forma r =
r + Ar, y por (2.15)

|Ar| = |t — r| < ut(A, b,x). (2.19)
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= En el siguiente paso del algoritmo, resolvemos Ad = r. Por tanto, si
aplicamos (2.14) al sistema Ad = f tendremos que la correccién calculada
d satisface

Ad=¢+1f, con |fi| <u(g(A 1)d] +h(A,1T)), (2.20)
ya que por (2.14) se tendria que
¢ — [Ad]| < i — Ad| < u(g(A.#)[d] + h(4,8)).
» Finalmente, realizaremos la suma y = x + d. Como estamos utilizando el
modelo estandarizado de aritmética explicado en la Seccion 1.4.2 tenemos

que: ) R
flx+d)=(x+d)(1+9),

con |0| < u. Entonces, operando llegamos a que
(x+d)(1+6) =%+d+d(x+d)

y como

(6% +d)| = 1] (% + d)| < u(|x]| +|d])

se puede escribir

~ ~

y=fl(x+d)=x+d+£f, con | <u(x|+|d]). (2.21)

Reuniendo los resultados anteriores obtenemos
b—Ay=b— Ax— Ad — Af, =t — Ar — Ad — Af, = —f; — Ar — Af,.

Por lo tanto, combinando todas las acotaciones que hemos ido calculando lle-
gamos a que

b — Ay| < u(g(A, #)|d| +h(A, 1)) + ut(A,b,%) + ulA|(]] +|d])
=u(h(A4,£) +t(4,b,y) + |A][y]) + uq (2.22)

donde
q=t(A,b,%) —t(4,b,3) + g(A #)[d| + |A|(X] — |y| + |d]).

Como tenemos que X — ¥, |%| — |y| y d son de orden u podemos finalmente
concluir q = O(u) si t(A,b,x) —t(A,b,y) = O(|Xx — ¥|lec)- O
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El Teorema 2.2.1 muestra que, a primer orden, el error regresivo componente
a componente w4 b|(y) serd pequenio después del primer paso de refinamiento
iterativo, siempre y cuando h(A,r) y t(A,b,y) estén acotados por un multiplo
modesto de |A||y| + |b|. Para comprender dicha observacién basta con fijarse
en la expresién de wyap|(y) dada en el Teorema 1.2.2. Esto es cierto para t
si el residuo se calcula de la manera convencional como vimos en (2.16), y en
algunos casos podemos tomar h = 0, como se muestra abajo. Nétese que la
funcién ¢ de (2.14) no aparece en el término de primer orden de (2.17). Esta
es la principal razén por la cual el refinamiento iterativo mejora la estabilidad
ya que la posible inestabilidad manifestada en g es suprimida por la etapa de
refinamiento.

Una debilidad del teorema anterior es que la cota (2.17) es asintética. Dado
que no se da una cota estricta para q, es dificil sacar conclusiones firmes sobre
el tamano de wya),b|(y). El siguiente resultado resuelve este problema, a cambio
de imponer més condiciones sobre las funciones g y h que aparecen en (2.14).

Para ello, comenzaremos introduciendo

O'(B, X) _ HH%X’LGBHXDZ7

min; (| B [x|);

una medida de cémo de bien o mal escalado estd el vector |B||x|, que sera
una forma de medir la uniformidad o disparidad del tamano de las distintas
componentes del vector | B||x].

Teorema 2.2.2. Bajo las condiciones del Teorema 2.2.1, suponemos ademas
que g(A,b) = GJA| y h(A,b) = H|b|, donde G, H € R™™" tienen entradas
no negativas, y suponemos también que el residuo se calcula de la manera
convencional. Entonces, existe una funcion

toty +n+1) 20t +n+2)%(1 + uty)?

t1,t9) =
fltt) cond(A-1) (n+1)
tal que si
cond(A™)o(A, ) < (f (IGllo, |1 Hloe) w) ™"
entonces
b — Ay| < 29,11 |A][Y]-
Demostracion:

En esta demostracion, continuaremos el razonamiento de la demostracion del
teorema anterior desde (2.22) y usando la férmula (2.16) para t puesto que
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calculamos el residuo de forma tradicional. Con las nuevas hipotesis sobre g y
h tenemos

b — Ay| < u(g(A,£)|d| + h(A, ) + ut(A, b, %) +u|A[(j%| +|d])  (2.23)
A “ ’}/n R N A
= u(G|A[d| + HI|) + u=—"=(JA||%] + [b]) + u|A[(|] + [d]) (2.24)

u
< wHIE| + osalbl + (st + 0| AIR] + oI+ G)|Ad]. (2.25)

Por otro lado, la desigualdad (2.18) implica

b — [A||%| < [b— A%| = [r| < u(g(A, b)[X|+h(A, b)) = u(G|A[%| + Hb]),

o lo que es lo mismo
(I —uH)|b| < (I +uG)|A|lx].

Si ul|H|| < 1/2 (por ejemplo) entonces I — uH es no singular con una
inversa no negativa. Para ver que es invertible basta ver que ker(I —uH) = {0}.
Razonaremos por reduccion al absurdo suponiendo que existe x distinto de 0O
que cumple que x € ker(/ — uH ). Entonces tendriamos que

(I—uH)x=0=x—uHx=0=uHx=x.
Como ||uH || < 1, tomando normas y usando la igualdad anterior se llega a
1l = e x|[o0 < [luH [[ool[X[loo < [I%[loo,

lo cual es absurdo. Por tanto, queda probado que I — uH es no singular.
Ademés, es conocido que (I —uH)™* = >"° juFH" y por tanto, como H es una
matriz con entradas no negativas tenemos que (I —uH)~! también lo es por ser
suma de matrices con entradas no negativas ya que u > 0.

También tenemos que

> (uH)

y como habiamos supuesto que u||H||» < 1/2 tenemos que

oo oo 1
< 1 e < 3 I =

o0

(7 = uH) e < 2.
Multiplicando por (I — uH)™! en (2.2) podemos acotar |b| de forma que

bl < (I —uH)™ (I +uG)|Al[%].



2.2. ANALISIS DEL ERROR REGRESIVO 35

Una vez hemos acotado |b| podemos suponer durante el resto de la demostracién
que b = 0 para simplificarla sin que esto suponga perturbaciones importantes.
Haciendo este reemplazo en (2.25) y aproximando 7,11 + © & 7,41, tenemos

b — Ay| < wH[E| + Yo |AlIX] + u(l + G)|Ald]. (2.26)

Nuestra tarea ahora es acotar |A|[X|, |¢| v |A||d| en términos de |§|. Mani-
pulando (2.21) obtenemos la desigualdad

%< (1= (9] + (1 + w)ldl) ~ 3] +|d] (2.27)
ya que por (2.21)
% = [y = d = B < [y]+ [d] + &) <[]+ [d] + (%] + |d]).

Ademads, podemos acotar |r| utilizando la cota para |r| de (2.18) y la cota
para |Ar| dada por (2.19) para el caso particular en el que el residuo se calcula
de la manera convencional

7] = [r + Ar| < [r[ + [Ar| < u (G]A[|x] + H[b]) +vor1 (JA[[X] + [b])
y eliminando los términos |b| y utilizando (2.27) se obtiene
| < (UG + Vi1 D) |A||X] < (G + Yo D) |A(|Y] + \El\) (2.28)
Sustituyendo las cotas calculadas en (2.27) y (2.28) en (2.26) obtenemos que

b—Ay| < (Wil +uH UG + vi1l)) [A] |y]
+ (Ynsrd +u(l + G) + uH (uG + ya1)) |Al |d] (2.29)
=: (VoL + My) |A||y| + M |A] |(§1|

donde
[Millo < ulHlloo(ul|Glloo + Ynt1),

[Mallse < Ynt2 + ul|Glloo + ul[H|oo (]| Glloe + nt1)-
A partir de (2.20), tenemos

~

d == A71<f' + f1>

con

1] < u(g(A,#)|d] + h(4, 1)),
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y haciendo uso de (2.28) llegamos a la siguiente cota para d

~

dl < 147 (5] + uGlAlld] + uH]z)

< AT (1 + uH) (WG + i DIA](151+ 1)) + uGlAJld])
Después de pre-multiplicar por |A|, esto se puede reorganizar como
(I = uMg)| Al|d] < ul A||A™[Ma|Al[3], (2.30)

donde
My = [Al[AT((I +uH)(G + (Yasr/u)I) + G),
My = (I+uH)(G+ (Yps1/u)).

Usando que

T+l nu n n+1

= <
u wl—nu) 1—nu—"1—(n+1)u

~n+1,

tenemos las cotas

[Msloe < cond(AT)([|Glloe +n+ 1)(2+ ul Hloo),

[Malloo < ([|Glloc + 1+ 1)1 + ul| Hl|oo).

Si, por ejemplo, u||Ms||s < 1/2 entonces I — uMjz es no singular con ||(I —
uM3) ™o < 2 (utilizando el mismo razonamiento que hicimos para probar que
I — uH era no singular y acotar su inversa) y podemos reescribir (2.30) como

[Alld] < u(l —uMs) ™" A[| AT My All]. (2.31)
Sustituyendo esta cota en (2.29) obtenemos
[b—Ay| < (ynpal + My +ulMo(l — ubs)~HA[[A™ [ My)|Ally]

(2.32)
= (Wrd + Ms)|A[ly| < (yr1 + [|Ms]|leeo (A, 3)) [ Ally]-

Finalmente, acotamos || Ms||«. Escribiendo g = ||G||oo, b = ||H||s0, tenemos

[ M5|s0 < ugh + uhynir + 2u(%+2 +ug + u*gh + uh%H)
x cond(A™) (g +n+1)(1 + uh). (2.33)

Esta expresion se aproxima a estar acotada por u*(h(g +n + 1) +2(g+n +
2)%(1 4 wh)?). Por tanto, si ||Ms]|.0(A,y) es menor o igual que 7,1, llegamos
al resultado que queriamos probar.

O
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El teorema anterior dice que, mientras A no esté demasiado mal acondi-
cionada, |A||y| no esté demasiado mal escalado, es decir, cond(A~1)o(A,y) no
sea demasiado grande, y el método utilizado para resolver los sistemas linea-
les con matriz A no sea demasiado inestable, es decir, f(||G||oo, ||H||) 1o sea
demasiado grande, entonces

WiAlb| < 2Vn+1

después de un paso de refinamiento iterativo. Nétese que el término v,1|A||y|
en (2.32) proviene de la cota de error para la evaluacién del residuo, por lo que
esta cota para w es la menor que podriamos esperar probar.

Apliquemos el Teorema 2.2.2 a la eliminacion Gaussiana con o sin pivota-
je. Si hay pivotaje, asumimos sin pérdida de generalidad, que no se requieren
intercambios. El Teorema 1.5.2 muestra que podemos tomar

g(A, b) ~3n|L||U|, h(A,b)=

donde L U son los factores LU calculados de A. Para aplicar el Teorema 2.2.2
usamos A ~ LU y como entonces |U| ~ |L'A| escribimos

9(A,0) = 3n|L|| L™ A| < 3n|L|| L] Al,
lo cual muestra que podemos tomar
G =3n[L|IL7, f(IGloo: 1 Hloo) = 180l L] L7H]I%

Sin pivotaje, el factor de crecimiento |||L||Z |||« 1o esté acotado, pero con
pivotaje parcial no puede exceder 2" y tipicamente es O(n).

Podemos concluir que, para la eliminaciéon Gaussiana con pivotaje parcial,
un paso de refinamiento iterativo con precision fija generalmente serd suficiente
para producir un error relativo pequeno por componentes mientras A no esté
demasiado mal acondicionada y |A||y| no esté demasiado mal escalado. Sin
pivotaje, esto también es cierto con la condicion adicional de que el calculo de
X original no sea demasiado inestable.
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Capitulo 3

Refinamiento iterativo con tres
precisiones

Como ya hemos visto, el refinamiento iterativo es un método para mejorar
una soluciéon aproximada X de un sistema lineal Ax = b mediante el calculo
del residuo r = b — Ax, la resolucién de la ecuacion de correccién Ad = r, la
formacién de la actualizacion y = X + d y la repeticién de estos pasos segin
sea necesario. En capitulos anteriores, hemos analizado paso a paso el error de
este algoritmo utilizando 2 precisiones diferentes o precision fija para realizar
estos pasos y durante este capitulo plantearemos resultados para cuando se
consideran tres niveles de precision:

= wu, es la precision con la que se almacenan los datos A, b y la solucién x
(la precision de trabajo),

= uy, es la precisién con la que se calcula la factorizacion de A,

= u,, es la precisién con la que se calculan los residuos.

Se supone que las precisiones satisfacen
u < u < uy. (3.1)

El algoritmo también considera una cuarta precision u, con la que se resuelve
(efectivamente) la ecuacién de correccidn, y se supone que u < uy < uy.

Mientras que u, uy y u, pueden ser diferentes dependiendo del entorno de
célculo (idealmente determinado por el hardware), us, en los casos que nos
interesan, serd igual a uy o u.

Siguiendo [2], vamos a ir exponiendo algunos resultados sin demostracién
sobre el andlisis regresivo y el analisis progresivo para el algoritmo de refina-
miento iterativo con 3 precisiones descrito en el Algoritmo 1.

39
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Algoritmo 1 Refinamiento Iterativo

Sea la matriz no singular A € R"*" y b € R™ dados en precision u. Este algorit-
mo utiliza refinamiento iterativo para generar una secuencia de aproximaciones
x;, todas almacenadas en precisién u, para la solucién de Ax = b.

[t

: Resolver Axy = b en precisién u; y almacenar x, en precision u.

2: fori=0:00 do

3 Calcular r; = b — Ax; en precision u, y redondear r; a precision wu.
4: Resolver Ad; = r; en precisién u, y almacenar d; en precisién u.

5 X;+1 = X; + d; en precisién u.

6: end for

Para realizar el analisis progresivo y regresivo supondremos que el método utili-
zado para resolver el sistema en el paso 4 del Algoritmo 1 produce una solucién
calculada d; para Ad; = r; que satisface tres condiciones

~

17; — Adilloe < us(cr[[Allool[dilloo + c2]|Fi]| o), (3.3)
It — Ad;| < u,Gyldy), (3.4)

donde ¢, co son constantes no negativas y E;, G; son matrices con entradas no
negativas. Todas ellas pueden depender de n, A, 1; v us

3.1. Analisis progresivo

Vamos a resumir los resultados que se obtienen en [2] tras un exhaustivo
analisis progresivo con el siguiente teorema y el siguiente corolario.

Teorema 3.1.1. Si aplicamos el Algoritmo 1 a un sistema lineal Ax = b,
donde A € R™" es no singular, y suponemos que el método que utilizamos
para resolver el sistema en el paso 4 produce una solucién d; que satisface (3.2),
entonces para todo ¢ > 0, la soluciéon calculada x;,, tras la iteracién i-ésima
satisface

x — X1 | < Filx — %] + 1,

donde
F, = us(I + us\Ei\)|A*1HCi\ + us| B,

£ = (1 +us)yy (1 +us B AT (Ib] + [All%i]) + ul%i

| Filloo < 2us min(cond(A), koo (A) i) + ts|| Fi | sos (3.5)
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[filloe < 201 + wo )y [[ATH A (%] 4 [%3] oo + wllXit1[]sos (3.6)
siendo 1A o
X — X;
T i ) A ) - Ai .
Ak o M £ 0 Ix =%l 0 (37)

El siguiente resultado nos da informacién sobre la convergencia del Algorit-
mo 1 y la precision alcanzable con el mismo.

Corolario 3.1.1. Bajo las condiciones del Teorema 3.1.1, siempre que
¢; = 2us min(cond(A), Koo (A) ;) + us|| Ei| oo (3.8)

sea suficientemente menor que 1, el error progresivo se reduce en la i-ésima
iteracion por un factor aproximadamente ¢; hasta que se produce un iterante x
para el cual

< 4pu,cond(A, x) + u, (3.9)

siendo p el nimero maximo de componentes distintas de cero en cualquier fila
de la matriz ampliada [A b] (n + 1, en general, si A no es dispersa).

Obsérvese que ¢; en (3.8) depende tnicamente de u,. Esto significa que la
tasa de convergencia del refinamiento iterativo depende solamente de la preci-
sion efectiva de las soluciones y no se ve afectada por la precision con la que se
almacenan los datos o se calcula el residuo. Por el contrario, la precisién limite
(3.9) depende de w, y de u, pero no de us.

También debemos tener en cuenta que la precision uy utilizada para la so-
lucién inicial en el paso 1 no aparece explicitamente en el Teorema 3.1.1 ni en
el Corolario 3.1.1. Sin embargo, independientemente del método que utilicemos
para resolver los sistemas en el Algoritmo 1, uy afecta a la precisién de X y, por

lo tanto, al niimero de iteraciones requeridas para alcanzar el nivel de tolerancia
fijado.

3.2. Analisis regresivo

Resumimos a continuacién los resultados que se obtienen en [2] para el andli-
sis regresivo, dividiéndolos en resultados obtenidos trabajando con la norma, en
la Subseccién 3.2.1, y resultados obtenidos trabajando componente a compo-
nente, en la Subseccion 3.2.2.
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3.2.1. Analisis regresivo en norma

Resumiremos los resultados sobre el andlisis regresivo en norma con el si-
guiente teorema y el siguiente corolario, cuyas demostraciones se encuentran en

2].

Teorema 3.2.1. Si aplicamos el Algoritmo 1 a un sistema lineal Ax = b con
una matriz no singular A € R"*" que satisface ¢1k00(A)us < 1, y suponemos
que el método que utilizamos para resolver el sistema en el paso 4 produce una
solucién d, que satisface (3.2), entonces para todo ¢ > 0, la solucién calculada
X;+1 tras la iteracién i-ésima satisface

b — A%i1lleo < aillb — AXl|oo + Bi,
donde

A
o = Ug (1+(1+us) C1fioo )+02)

1 — 1Ko (A)ug
y

B Us(C1h00(A) + ¢2)
bi = (1 + 1 — C1Roo(A)usg

) (1) 7, (D loo+ [ Alloo 1%l oo) +24l| All o I X1 [l -

Corolario 3.2.1. Bajo las condiciones del Teorema 3.2.1, si
¢ = (c1hico(A) + c2)us (3.10)

es suficientemente menor que 1, entonces el residuo se reduce en cada iteracion
por un factor aproximado de ¢ hasta que

b = Axiloe S (P loo + [[Allool%im1]lo0) + ul[ Al oo %] oo-

Bajo las condiciones del corolario anterior, suponiendo que ||X; 1|0 & ||X;]]0o,
lo cual es bastante razonable, y usando que u, < u, se obtiene, finalmente que

b = A%f|oo S pu|bllce + [[Allocl[Xilloo)- (3.11)

Si recordamos la caracterizacién de 7(y) que encontramos en el Teorema 1.2.3
vemos que (3.11) equivale a

n(x;) S pu
es decir, X; es una solucién estable regresivamente, con respecto a la precision
de trabajo u. El tamano de ¢; y ¢z en (3.3) da cuenta de la mayor o menor
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estabilidad del método con el que se resuelven los sistemas lineales con matriz
A, y mientras (¢1ha0(A) + c2)u, sea suficientemente menor que 1, el Corolario
3.2.1 garantiza que el refinamiento iterativo generara un error regresivo pequeno.

Cabe destacar que hay poca o ninguna ventaja en los errores regresivos en
norma al calcular los residuos con una precisién extra, ya que observamos que
a; en el Teorema 3.2.1 es independiente de u, y el residuo limite no es menor
cuando u, < u.

3.2.2. Analisis regresivo componente a componente

Resumiremos los resultados sobre el andlisis regresivo componente a compo-
nente con el siguiente teorema y el siguiente corolario cuyas demostraciones se
encuentran en [2].

Teorema 3.2.2. Si aplicamos el Algoritmo 1 a un sistema lineal Ax = b con
una matriz no singular A € R™*"™ y suponemos que el método que utilizamos
para resolver el sistema en el paso 4 produce una solucién d; que satisface (3.2),
y que para todo ¢

u||Gi|A™H [0 + (1 + us)7y) cond(A™) < (3.12)

[\:)I>—t

entonces, para ¢ > 0, el iterante calculado x;,, satisface
b — AX; | < Wilb — Axi| +y;,
donde
Wi = u d + (1 +ug) My Z1| A7,
¥i = (L4 u)(L+u)y, (I + My Zi| A7) (Ib] + |Al%si1]) + ul All%isal,

y donde
Zy = usGi + (1 + us)vy | Al

con G; definida en (3.4) y

M, = —Z,|A )™

Para interpretar el teorema, observamos primero que M; = I + O(uy), pues

o0 o0

My=(I-Z|A) " =) (Z|AT) =T+ ) (Z|A),

k=0 =1
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por lo que
Wi 5 USI + (USGZ + ’Y;|AD|A_1|,

lo que implica que
[Willoo < us + us[|Gil A7 [l + 5 cond(ATY), (3.13)

y ademas ||W;|l < 1 por (3.12). En la préctica podemos esperar que G; > |A],
por lo que el término dominante en esta cota serd u,||G;|A™|||o. Finalmente,
concluimos que ||W;]|o < 1 si el método que utilizamos para resolver siste-
mas en el Algoritmo 1 no es demasiado inestable y A no estd demasiado mal
acondicionada en relacion con la precision wu.

El lema siguiente nos dara una cota para el error regresivo componente a
componente, wap|(Xit1)-

Lema 3.2.1. Para A € R™*" y x € R” tenemos
|Allx[ < [[Allo€ (x)[x],

donde £(x) = méx; |z;|/ min; |z;|, con x; denotando la j-ésima componente de
X.

Usando el lema anterior, llegamos a que

] S5 (1 Il 14D 147

(3.14)
x &([b] + |Al[xita]) ([b] + [All%is1]) + u|Al|%s41]-
Por lo tanto, el error regresivo relativo componente a componente de X;
satisface

wir1) S (1 + usl|Gil A [loo + 7, cond(A™))E(b] + [Al[Xi41]) +u. (3.15)

Esta cota sera del orden de u siempre que el método que utilicemos para
resolver sistemas en el Algoritmo 1 no sea demasiado inestable, A no esté dema-
siado mal acondicionada y £(|b|+|A||X;+1]) no sea demasiado grande. La tltima
condicién esencialmente requiere que el vector |b| + |A||x| no esté demasiado
mal escalado.

En la Tabla 3.1 encontramos un resumen de las condiciones suficientes para
la convergencia del refinamiento iterativo con tres precisiones y las cotas del
valor limite para los errores progresivos, regresivos en norma y regresivos com-
ponente a componente que hemos desarrollado en la Seccién 3.1 y la Seccion
3.2.
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Error Condicién de convergencia Cota del valor limite
Progresivo 2us min(cond(A), Koo (A) ;) 4pu, cond (A, x) + u
+us|| Eilloo <1
Regresivo en norma (C1hoo(A) + c2)us < 1 pu
Regresivo componente usl|Gil A7 [loo + (1 + us) Yo (14 usl|Gil A7 [l o+
a componente x5 cond(A™1) < 1/2 vy cond(A™1)) x &(|b| + [Al]x]) + u

Tabla 3.1: Resumen de los resultados obtenidos para el andlisis progresivo y los
analisis regresivos en norma y componente a componente.
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Capitulo 4

Familias de matrices de prueba

Para ilustrar los resultados tedricos incluidos en los dos capitulos anteriores,
hemos implementado el refinamiento iterativo con varias precisiones, utilizan-
do para ello distintas familias de matrices para las que es posible conocer el
comportamiento de su nimero de condicién. En este capitulo se presentan muy
brevemente las matrices ortogonales (matrices muy bien acondicionadas) y las
matrices de Hilbert (matrices muy mal acondicionadas), y se hace un estudio
més detallado de una familia de matrices construida en [3], para las que se
conoce su numero de condicién y cuya factorizaciéon LU es conocida.

4.1. Matrices ortogonales

En esta subseccion nos centraremos en hablar sobre las matrices ortogonales
[4] vy su importancia en nuestros experimentos. A continuacién se proporciona
una de las definiciones mas extendidas para las matrices ortogonales.

Definicién 4.1.1. Se dice que una matriz cuadrada ) € R™*" es ortogonal si
QTQ =1, o lo que es lo mismo Q! = Q7.

Otra definicion es la siguiente.

Definicién 4.1.2. Se dice que una matriz cuadrada ) € R"*" es ortogonal si
sus columnas (y filas) forman un sistema ortonormal, es decir, sus columnas son
vectores ortogonales y con norma 1 para el producto interno habitual.

En el siguiente teorema proporcionaremos algunas propiedades importantes
sobre las matrices ortogonales.

Teorema 4.1.1. Sea ) € R™™ una matriz ortogonal

1. Para todo u,v € R", (Qu,Qv) = (u,v) y [|Qulz = ||u|2.

2. Si A es un valor propio real de (), entonces A = +1.

47
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Demostracién:

1. Dados u,v € R™:

(Qu,Qv) = (Qu)T(Qv) = W (Q"Q)v = u"I,v = u” v = (u, V).

En particular,

1Qullz = V(Qu, Qu) = v/(u, u) = [[u].

2. Sea A € R un valor propio de la matriz ortogonal ) € R™*" existe x € R"”
con x # 0 tal que Qx = \x.

Esto implica que (Qx, Qx) = (Ax, Ax), desarrollaremos ambos términos:

= (Qx,Qx) = [|Ix[|3.
(X, Ax) = A2 (x, x) = \?||x]|3

Finalmente, como x # 0, concluimos que ||x||3 # 0 y por tanto A = +1.

O

El motivo por el cual se dice que las matrices ortogonales estan bien acon-

dicionadas es que su nimero de condicién para la norma euclidea es 1, pues el

numero de condicién de una matriz A, con respecto a la norma euclidia, resulta
ser

K2 (A) = Zma:lx
min

donde 0,45 ¥ Omin SON el mayor y el menor valor singular de A, respectivamente.
Para una matriz ortogonal, todos sus valores singulares son iguales a 1, ya que
se calculan como las raices de los autovalores de la matriz Q7Q que es igual a
la identidad, lo que implica que

Ka(Q) =1

Estas matrices nos seran muy utiles durante los experimentos al estar tan bien
acondicionadas ya que las utilizaremos para comparar los resultados obtenidos
con los obtenidos con otros tipos de matrices que, en principio, daran resultados
peores.



4.2. MATRICES DE HILBERT 49

4.2. Matrices de Hilbert

En esta subseccién nos centraremos en hablar sobre las matrices de Hilbert
[9] ¥ su importancia en nuestros experimentos.

La matriz de Hilbert de dimension n es una matriz cuadrada cuyos elementos
son de la forma siguiente

1
Yo+

De forma general, la matriz de Hilbert de dimension n es de la forma

1 1 1
1 2 3 n
1 1 1 1
2 3 4 n+1
H =11 1 1 1
n 3 4 5 n+2
1 1 1 - 1
n n+1 n+2 2n—1

El motivo por el cual estas matrices seran tan importantes en nuestros ex-
perimentos es que estan muy mal acondicionadas. En la Tabla 4.1 podemos
observar como el nimero de condicién crece de forma muy rapida con la dimen-
sién de la matriz, llegando a ser del orden de 10'6 para n = 12.

Dimensién Numero de condicién

1
19.281
524.06
15514
4,7661 x 10°
1,4951 x 107
4,7537 x 108
1,5258 x 1010
4,9315 x 101
1,6025 x 10'3
5,2218 x 101
1,6455 x 1016

— =
PSS ©Ww-10 Uk Wi~

Tabla 4.1: Nuimero de condicién de matrices de Hilbert hasta dimension 12.
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4.3. Familia de matrices con numero de condi-
cién predefinido

En esta seccién hablaremos sobre una familia de matrices propuestas en [3],
con una caracteristica fundamental, y es que podemos elegir los pardmetros con
los que se contruyen de forma que la matriz tenga el nimero de condicién en la
norma infinito que a nosotros nos interese.

4.3.1. Construccion de la familia de matrices

Para comenzar a exponer cémo se construyen las matrices de esta familia
consideramos en primer lugar la matriz triangular superior T'(6) € R™" cuyo
elemento (i, 7) viene dado por

0, 1> 7,
(T00)i; =1, =14 (4.1)
—0, 1<y,

donde € es un parametro real no negativo. Es decir,

1 -0 -0 --- —0
o 1 -6 --- —6
T@O)=|(0 0 1 - —0
Do S
o o0 o0 - 1

Es facil comprobar que los coeficientes de la inversa de T'(f) vienen dados por

0, 1> 7,
(T(O)")y =41, i=j, (4.2)
O(1+0) 1 i< j.

Utilizando la matriz T'(f) € R™*" que acabamos de definir en (4.1), vamos
a definir una familia biparamétrica de matrices A(«, 5) € R™" como

Ala, B) = L{a)U(p), (4.3)

siendo
L = T()", U = T(p), (4.4)

con
0<a<l1, B>0. (4.5)
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Dado que los elementos subdiagonales de L tienen moédulo como maximo 1, la
eliminacion gaussiana con pivotaje parcial de A no requiere intercambios de
filas cuando se aplica para hallar la factorizacién LU de la matriz A = A(«, f3)
en aritmética exacta.

En general, generar la matriz A multiplicando las matrices L y U requeriria
2n3 /3 operaciones en coma flotante, lo cual es demasiado costoso en un entorno
de computacion a gran escala. Pero aprovechando la estructura de los factores
L y U que encontramos en (4.4) podemos dar una expresién explicita de los
elementos de A para cada n. Para facilitar este proceso, escribiremos de forma
genérica la estructura de las matrices L y U.

1 0 O 0 1 —=p =6 -+ =B
—a 1 0 0 0 1 —p --- =B
L=|-a —a 1 . : y U=]10 0 1 :
: S .0 Do U
—a —a - —a 1 o o0 - 0 1

Dado que L y U son matrices triangulares inferior y superior respectivamen-
te, tendremos en general que

min(i,j)
Qij = E Lik k.

k=1

En particular, para los elementos de la diagonal de A (en los cuales i = j), se
tiene que

i i—1
k=1 k=1

Para aquellos elementos que se encuentren por encima de la diagonal (i < j)
tenemos que

i i—1
Q5 = Zgikukj = Zaﬁ -1-8=-5+ (Z - 1)0457
k=1 k=1

y para los elementos que se encuentren por debajo de la diagonal (i > j) ten-
dremos que

J j—1
a; =Y lpugj =Y af—a-1=—a+(j—1ap.
k=1 k=1
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Por lo tanto, el coeficiente (i, 7) de la matriz A(a, ) € R™"*™ seré de la forma

—Oé—i-(']—l)Oéﬁ, i>j7
a; =1+ (i—1Nap,  i=j (4.6)
—B+(i—1Dap, i<y,

y podemos escribirla de la siguiente manera para comprender de forma més
visual su estructura

1 8 —p

~a 1+af -B+aB -~ —B+ap
Ala, f) = | —a —a+ af 14+2af -+ —=f+2ap

—a —a+af —a+2af -+ 1+ (n—1)ap

4.3.2. FEl efecto de los errores de redondeo

Ahora que sabemos cémo podemos construir las matrices de esta familia,
hablaremos de los errores de redondeo que surgen en la construccion y factori-
zaciéon de las matrices A(q, B) en aritmética de punto flotante.

Primero, consideramos los errores en el calculo de A(«, 5) a partir de (4.6).
Usando el modelo estandar de aritmética de punto flotante desarrollado en la
Seccién 1.4.2, encontramos que los coeficientes de la matriz calculada A\(a, B)
satisfacen

73(054_(]_1)046)7 i>j7

[@i; — aij] < {31+ (i —1Dap), i=j

(B + (i = Dap), i<y,
donde recordemos que 7y, = ku/(1 — ku), siendo u la unidad de redondeo. Uti-
lizamos vy, con k = 3 ya que para construir cada uno de los @;; hacen falta 4
operaciones, como podemos ver en (4.6). Por ejemplo, para el caso en el que

i > j, para calcular @;;, en primer lugar hallamos j — 1, en segundo lugar, o,
en tercer lugar (5 — 1)af y en cuarto lugar, —a+ (7 — 1)af.

Observando la estructura de A(a, 3) en (4.6), es facil darse cuenta de que

méx |ag| > mix(8, 1+ (n— 1)af).
l’]
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y por tanto, se tiene que
|Gij — ai;| < 273 mdx [ay),
1’7]
y entonces,

JA = Al < 2730]| Ao, (4.7)

donde el factor n es pesimista. De hecho, también se cumple que |A—A| < ¢ys| A
siempre que | —a+ (j — 1)af|y | — 8+ (i — 1)af| no excedan a + (j — 1)af y
f + (i — 1)ap, respectivamente, en mas de un factor ¢ para todos los i # j.

Esta tltima condicion se cumple con una constante modesta ¢ siempre que
ni o ni § estén demasiado cerca de un elemento del conjunto {1/k : k =
1,2,...,n—1}. Concluimos que A(q, [3) se construye con la precisién esperada.

También necesitamos mostrar que la factorizacion LU sin pivotaje es numéri-
camente estable para A. Por lo tanto, necesitamos acotar los elementos de todos
los complementos de Schur que surgen en la factorizacién.

Definicién 4.3.1. Sea A € R™ "™ una matriz invertible que se factoriza me-
diante eliminacién gaussiana sin pivotaje, es decir, A = LU, donde L es una
matriz triangular inferior con unos en la diagonal y U es una matriz triangular
superior, ambas invertibles. Durante el proceso de eliminacién, en cada paso
se produce una particion de la matriz y se define un complemento de Schur
correspondiente.

Concretamente, si en un paso se particiona la matriz A como

A Ap
A p—
<A21 Azz) ’
donde A;; es invertible, el complemento de Schur se define como

S = Agy — A9 AT Ao

La estabilidad numérica de la factorizacién LU sin pivotaje para A se garantiza
si se pueden acotar adecuadamente los elementos de todos los complementos de
Schur que surgen durante el proceso.

Durante la factorizacién, a partir de la estructura de 7),(#), donde el subindi-
ce n denota la dimension de la matriz, tenemos que

Ala, B) = T(a)"T(8) = {_;e Tn?(T@)T} [(1) T;Bj;)}

[ —Bel
- {—oze T 1 ()T, 1(8) + aﬂeeT] ’
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donde e es el vector de unos de tamano adecuado. Asi, después del primer paso
de eliminacién Gaussiana, tenemos la matriz

1 —Be”
O Tn—l (a)TTn—l (5) ’

en la cual T),_;(a)TT,,_1(B) es la submatriz principal de orden n —1 de A(«, B3).
Por induccion, se sigue que todos los elementos de todos los complementos de
Schur son elementos de A(a, 8), y por lo tanto, el factor de crecimiento es

HléXi’j’]C \agf) |

pu(A) = ~1, (4.8)

méx; ; |ag|
que es un resultado muy conveniente.
Recordemos que por el Teorema 1.5.1 sabemos que los factores L y U calculados
L y U satisfacen

LU = A+ AA, |AA| <, |L||U]. (4.9)

Ahora, dado que lzj = l;; + O(u) y Uy = uy; + O(u), se tiene que |E||ﬁ| =
|L||U] + O(u), y también

IL||U| = (=L +20)(~U +21) = LU —2(L+U) + 4] = A+ G,

con

G=-2(L+U)+41I. (4.10)

Recordando que [[Aflo = max; ) _; a;, que [|All; = |AT||s v la forma de las
matrices 7'(f) dadas por (4.1) tenemos

Ll = IT(@) e = 14+ (n—1)a
(4.11)
Ul = ITB)le = 1+ —-1)5
y por tanto que
IZllo < 1Al ¥y Ulloc < [|Also- (4.12)

De aqui en adelante trabajaremos con la condicién o < 3, y usando (4.12) y la
definicién de G dada en (4.10), obtenemos

1Glloe < 2([|Llloc + [Ullo0) + 4 < 2([|Alloc + [|A]l0) + 4| Alloc = 8[| Al
Por lo tanto,

[AA]se < 97| Allse + O(u) = Inul[ Al + O(u), (4.13)

y concluimos que la factorizacién es numéricamente estable.
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4.3.3. Matrices de la familia con un numero de condicién
predefinido

En esta subseccién hablaremos de como podemos elegir los pardmetros «
y B para que A(q, 3) tenga el numero de condicién en norma infinito deseado
Ko, l0 cual es la ventaja principal de esta familia de matrices. Esta tarea se
puede lograr eficientemente combinando una técnica econémica para evaluar
Koo(A) = ||Allso ] A7 s con un algoritmo de bisqueda de raices que se utiliza
para resolver la ecuacién escalar ko (A(«, 5)) = k. Ademds, proporcionaremos
férmulas explicitas para ||All ¥ [|[A7}|l« que pueden evaluarse en un ntimero
de operaciones que apenas depende de la dimensién, y finalmente, discutiremos
cémo pueden aprovecharse para encontrar un valor adecuado de o y . Durante
toda la subseccion supondremos que 0 < o < 1y que a < 3.

Para poder dar una expresién para ko.(A(«, 3)), vamos a comenzar dando
una expresion tanto para ||A(a, 8)||s como para ||A(a, 8) 7| s

Para calcular || A(a, )|l debemos calcular la suma de los valores absolutos
de todas las filas de la matriz A(«, ), y esto lo podemos hacer de forma sencilla
(4.6). Si llamamos \; a la suma de los valores absolutos de los elementos de la
fila i-ésima de A(«, ) tenemos

n
A= layl
j=1

n

(Z_ ](j—l)aﬁ—od) +1+ (G —1)ab+ Z (i —1DaB =B (4.14)

j=it1

J=1

—oz<_ |1—(j—1)ﬁ|>+1+(i—1)aﬁ+(n—i)ﬁ|1—(i—l)oz\.

Para calcular el maximo de los A;, y por tanto, la norma infinito de A(«, f3),
analizaremos la diferencia A; = \;11 — \; entre la suma de los valores absolutos
de dos filas consecutivas. Restando la formula de \; de la de \;;1, obtenemos

Ai=a|ll—(—-1)p]+ap
+(n—i—1)811 —ial — (n—14)B8|1 — (i — 1)al. (4.15)

El valor de A; depende del signo de las tres cantidades que se encuentran
dentro de los valores absolutos en (4.15). En general, esto darfa lugar a 2% = 8
combinaciones posibles, pero si 1 — (i — 1)a < 0 entonces 1 —ia < 0,y a < 8
implica que también 1 — (i — 1)8 < 0. Por lo tanto, solo hay que analizar cinco
casos de los ocho posibles.
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En [3] tras un razonamiento largo pero no demasiado complejo en el que
se analizan los cinco casos, llegan a una expresion cerrada para ||[A(a, )|l
de la que hablaremos en el Teorema 4.3.1 y ademas observaremos que calcular
|A(e, )]s requiere solo un ntiimero moderado de operaciones.

Para calcular || A(a, 8) 7! ||«, primero debemos calcular la suma de los valores
absolutos de los elementos de cada fila de la matriz A(a, 3)~!. Denotamos por
0; a la suma correspondiente a la fila i-ésima. Teniendo en cuenta que

-1

Ala, )" = [T(@)T-T(B)] " =TB)" - [T()7]

y que se puede utilizar (4.2) para obtener explicitamente los coeficientes de
A(a, 8)71 se llega a que

i =(1+a) <<1+a>—1+%>, (4.16)
donde r = (1 + a)(1+ 5).
Introduciendo de nuevo la diferencia entre la suma de los valores absolutos de
los elementos de dos filas consecutivas, A; = ;.1 — d;, con 7 entre 1 y n — 1, se
tiene que
(a) si A; <0, entonces Ay <0 para 1 <k < i;
(b) si A; > 0, entonces Ay, > 0 para i < k < n.

Tenemos

B : 1 B =il 1 B =
Ai_<1+&)+1<1+a+ L=r )_(1+a) <a+1+ 1—r )

_(It+a) el —r)+ (1 +a)®B1—r ) — 1+ a)B(1 — ")

1—7r
_ (It (el =)+ (1 +a)af+ (1 +a)fr ' (r —1—a))
1—r

~ ()T (e 4 (14 )B4

- 1—r

_ (I4+a)?@+8)" el — (1+a)?84")

B r—1 '

Por lo tanto, las cantidades A; y ¢; = a?r"™ — (14 a)?% " tienen el mismo
signo, ya que los otros factores son necesariamente positivos siempre que 'y
lo sean, y teniendo en cuenta que 0 < a <1y > 0.
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De manera similar, los signos de A; 1 y A;41 dependen de los signos de

G =a’r' — (1+a)*B*"

<i+1 — 0627"i+2 _ (1 4 &)2527”71,

respectivamente. Como r = (1 + a)(1 4+ £) > 1, A; < 0 implica A;_; <0y
A; > 0 implica A;;; > 0. Si continuamos con el razonamiento por induccion,
como

Aj=0i11—0;, 1<i<n

podemos concluir que

| A(c, B) Yoo = max(dy,dy).

Con los resultados que acabamos de obtener, enunciaremos el siguiente teo-
rema

Teorema 4.3.1. Sea A(a, 3) = T(a)"T(8) € R™", donde T estd definido en
(4.1). Para0 < a <1y a < 3, tenemos

|A(a, B)]lo = max(A1, Air, An),  [[A(a, B) 7 H|oo = méx(dy, 5,), (4.17)

donde i = min ([1/a],n), y A; v d; estan definidos en (4.14) y (4.16), respec-
tivamente. La notacién |1/« hace referencia a la parte entera del nimero real
1/a.

Por tanto, deducimos que

koo (A(e, B)) = | Aler, B)llsollAler, )l = méx(Ar, A, A) méx (61, 6,).
(4.18)
Calcular el nimero de condicién de A(«, ) requiere solo un nimero de ope-
raciones lineal en n, pues tanto calcular ||A(«, 8)||s, como calcular || A(c, 8) ||
también requieren de un ntimero de operaciones lineal en n.

Vamos a analizar el efecto que tienen los errores de redondeo en el ntimero
de condicién de la matriz calculada. Sabemos por (4.7) que la matriz calculada
E(a, B) tiene un error relativo componente a componente pequeno. Ademas, en
[3] se prueba que

koo (A, B)) — Koo A(a, B))]
koo(Al, B))

S 6nuks (Ala, B)).
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Por lo tanto, si elegimos los pardmetros o y § de forma que el ntmero de
condicién koo (A(a, B)) < u™t, entonces ko (A(a, 3)) serd del mismo orden de
magnitud que k. (A(a, #)), lo cual es un resultado muy bueno.

Para generar una matriz de prueba con un nimero de condiciéon dado &, es
necesario determinar los posibles valores de o y 3 tales que

Koo(A(a, B)) = K.

Fijandonos en la expresién para el nimero de condicién dada en (4.18), obser-
vamos que esto equivale a encontrar un cero de la siguiente funcién

f<a76;n7’%) = ||A<a75)||00”14(057ﬁ>_l“00_/{

= max(A1, A}, \p) méx(d1, 9,) — R,

(4.19)

para a € (0,1] y a < S.

La solucién para un valor dado de k no es tnica. La funcién f es continua pero
no diferenciable, y las raices pueden encontrarse convirtiendo f(c, 8;n, k) =0
en una ecuacién de un solo parametro, definiendo, por ejemplo, a como multiplo
fijo de 8. En ese caso, podemos escribir la funciéon f como

fo(Bin, k) = f(pB, Bin, k), p € (0,1], (4.20)

Es importante asegurar que para una solucion 3, se cumpla a = pf, < 1;
si esta desigualdad no se satisface, entonces se debera usar un valor diferente
de p. Aunque hay numerosas formas de escoger a y [ para obtener el nimero
de condicién deseado, una de las méas comunes es escogiendo a = /2, es decir,
escoger p = 1/2.

En la Tabla 4.2 reproducimos la Tabla 4.2 de [3] que corresponde a p = 3y
donde se fija el parametro § para construir matrices A(8/2, ) de dimensiones
entre n = 10%, y n = 10%°, y con nimeros de condicién en norma infinito entre
10% y 10%. En nuestros experimentos numéricos hemos utilizado tinicamente
matrices de dimensién n = 100 y n = 1000, y niimeros de condicién entre 102 y
108.

Kk = 10? k= 10% k= 10 k= 108 Kk = 101
n=10> 254 x 1072 5,35 X 1072 8,07 x 1072 1,09 x 107! 1,40 x 101
n=10° 250x 1073 5,21 % 1073 7,81 % 1073 1,05 x 1072 1,33 x 1072
n = 10* 2,50 x 1074 5,20 X 1074 7,79 X 1074 1,04 x 1073 1,32 x 1073

Tabla 4.2: Valores de 5 que generan una matriz A(8/2, ) de tamafo n x n con
nimero de condicién en norma infinito igual a .



Capitulo 5

Experimentos numeéricos

En esta seccién se presentardn experimentos en MATLAB que ayudaran a
comprender mejor los resultados presentados en la parte tedrica y a darnos una
vision mas tangible de las mejoras que supone utilizar precision mixta y tres
precisiones en el refinamiento iterativo.

5.1. Importancia del niimero de condicién en
la convergencia del refinamiento iterativo

En esta secciéon vamos a poner en valor la importancia del niimero de con-
dicion de la matriz, mostrando a través del siguiente experimento que cuanto
mayor sea el nimero de condicion, mayor sera el tiempo de CPU que requiere
la ejecucion del algoritmo para alcanzar una precision determinada.

Vamos a trabajar iinicamente con precisién doble pues las matrices de Hil-
bert estan muy mal acondicionadas. Ademsds, el refinamiento iterativo se de-
tendra si w < 107*. En caso de no llegar a satisfacerse dicha condi-

il
cién, se parara . ..el refinamiento iterativo en un méaximo de 10 iteraciones.

En la Figura 5.1 se ha representado el tiempo de CPU necesario para alcan-
zar la precisién fijada (o el nimero maximo de iteraciones permitido) frente a
la dimensién de la matriz, para tres tipos de matrices cuadradas de dimensio-
nes n = 500, 1000, - - - , 2500. Se han considerado las matrices de Hilbert (como
ejemplo de matriz muy mal acondicionada), matrices ortogonales obtenidas me-
diante la ortonormalizacién de las columnas de matrices aleatorias (como ejem-
plo de matrices con nimero de condicién unidad en norma euclidea) y matrices
aleatorias, como un caso intermedio.

Si observamos la Figura 5.1, nos damos cuenta de que el tiempo de CPU
aumenta notablemente con la dimension de la matriz y ademas, para la misma

29
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dimensién el tiempo de CPU es mayor que el resto para las matrices de Hilbert
y menor que el resto para las matrices ortogonales, algo que cabia esperar por
lo visto en capitulos anteriores.

Comparacion del tiempo de CPU dependiendo de la dimension

0.18 |

——8— Tiempo con matrices aleatorias
0.16 | = = Tiempo con matrices ortogonales
Tiempo con matrices de Hilbert

0.14 -

0.12

500 1000 1500 2000 2500
Dimensién de la matriz

Figura 5.1: Grafica que mide el tiempo de CPU al ejecutar el algoritmo de
refinamiento iterativo con matrices aleatorias, ortogonales y de Hilbert de dife-
rentes dimensiones.

Efectivamente, si miramos la Tabla 5.1 podemos ver los nimeros de condi-
cién en norma infinito de las matrices utilizadas y comprobar que cuanto mayor
es el nimero de condicién, mas tarda el algoritmo de refinamiento iterativo en
completarse.

Dimensién | Aleatorias Ortogonales Hilbert
200 69375 411,15 6,0791 x 10%°
1000 1,0932 x 10° 818,81 1,1484 x 1022
1500 1,0694 x 108 12239 2,2498 x 10%4
2000 1,3065 x 106 1625,9 2,1688 x 10%
2500 2,1482 x 10° 2036 9,4915 x 10*

Tabla 5.1: Nimeros de condicién en norma infinito de las matrices de la Figura
5.1.
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5.2. Comparacién cuando se utilizan distintas
precisiones

Durante esta seccién analizamos como afectan las precisiones escogidas a la
convergencia del refinamiento iterativo. Para ello trabajaremos con la familia
de matrices de la Seccién 4.3 y utilizaremos diferentes niimeros de condicién.
Generalmente, y a no ser que se indique lo contrario, se trabajard con matrices
de dimensién n = 100. Ademas, en todos los casos se tomara que la solucién x
del sistema lineal Ax = b sera el vector de unos, luego b serd el producto de
A1 calculado con la precision de trabajo u.

En cada subseccion, se presenta la combinacion de precisiones con las que
vamos a trabajar, algunos resultados tedricos sin demostracién sobre cotas para
la constante ¢; definida en (3.8) y para la precisién limite, y los resultados de los
experimentos. Ademds, para cada experimento se incluiran dos tipos de graficas
para ilustrar los resultados:

» Una gréfica que muestra el factor ¢; por el que se reduce el error progresivo
en la iteracién i-ésima, definido en (3.8), y los distintos términos que
contribuyen en la definicién de ¢;: 2uscond(A), 2uskoo(A) i v Us|| il o-

= Otra gréafica con el valor del error progresivo, del error regresivo en nor-
ma y del error regresivo componente a componente en cada iteracién del
refinamiento iterativo. Ademads, en estas gréaficas se marcara con linea dis-
continua el valor de la precision de trabajo u.

A lo largo de esta seccién tomamos u; = uy. Ademads, como en la Seccién 3.1,
llamaremos p al niimero maximo de componentes distintas de cero en cualquier
fila de la matriz ampliada [A b)].

En todas las graficas se observa que se han dado 10 iteraciones. Esto se ha
decidido de esta forma porque asi se aprecia mucho mejor la convergencia del
método, ademds de que visualmente es méas sencillo comparar graficas corres-
pondientes a distintas configuraciones de precisiones.

5.2.1. Refinamiento tradicional con residuos en precision
extra

Consideremos el caso donde uy = u y u, = u?, lo que corresponde al refina-
miento iterativo tradicional con residuos calculados al doble de la precisiéon de
trabajo. Segun el Corolario 3.1.1 (ver también Tabla 3.1), la maxima precisién
que puede alcanzarse es
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4
4pu? cond(A,x) +u < dpucond(A) - u +u < <§¢Z + 1) u, (5.1)

por lo que mientras ¢; sea suficientemente menor que 1, se lograra una solucion
con error relativo en norma del orden de .

[lustraremos este resultado, en primer lugar, tratando el caso en el que
(upyu,up) = (h,hy8) ¥y Koo(A) = 10 En la grafica izquierda de la Figura 5.2
observamos que ¢; es del orden de 107! en todas las iteraciones, y por tanto,
suficientemente menor que 1. Esto se refleja en la grafica derecha de la Figura
5.2 donde observamos que tras 3 iteraciones el error progresivo es del orden de
u pues u = 271 ~ 107 ya que la precisiéon de trabajo es la precisién media.
Los errores regresivos son algo inferiores, siendo menor el medido componente
a componente.

LU-IR, fx(A) =9.9¢+ 01, (ug,u,u,) = (hh,s) LU-IR, fix(A) =9.9¢+ 01, (ug,u,u,) = (hh,s)

koo (A)pt;
2ucond(A)
— /| B[l
e

10“?7/4?4\7\.* 102 \

0 en norma,
sivo componente a componente

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Iteracion del refinamiento iterativo Iteracion del refinamiento iterativo

Figura 5.2: Grafica con cotas (izquierda) y grafica de errores (derecha) del refi-
namiento iterativo con precisiones (uys, u,u,) = (h,h,s) y fe(A4) = 102

Podemos comparar los resultados anteriores con los que obtenemos utili-
zando precisiones (ug, u,u,) = (,8,d) ¥y Koo(A) = 105 En primer lugar cabe
destacar que en el caso anterior hablabamos de una matriz con ntimero de con-
dicion koo (A) = 102, muy inferior al niimero de condicién con el que trabajamos
ahora. La matriz ahora estd mucho peor acondicionada, pero trabajamos con
mayor precision. Observando la grafica derecha de la Figura 5.3 vemos que tras
apenas 2 iteraciones ya obtenemos unos errores regresivos por debajo de wu,
que ahora es aproximadamente 10~7, ya que estamos trabajando con precisién
simple. El valor del error progresivo, aunque grande, es totalmente esperable
si observamos la expresion del valor limite que aparece en la Tabla 3.1, pues
Keo(A) = 10°. Los errores son significativamente inferiores para este caso que
para el anterior (en ambos casos del orden de la unidad de redondeo, como se
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esperaba) incluso trabajando con un nimero de condicion mucho mayor y en
una iteracién menos.

LU-IR, koo (A) = 1.0e + 06, (uf.u,u,) = (s,s.d) LU-IR, ko (A) = 1.0e + 06, (ug, u,u,) = (s.s,d)

—6&— Error ¢ en norma

—— Error progresivo
1073 Error regresivo componente a componente

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Iteracion del refinamiento iterativo Iteracion del refinamiento iterativo

Figura 5.3: Grafica con cotas (izquierda) y grafica de errores (derecha) del refi-
namiento iterativo con precisiones (uy, u,u,) = (s, $,d) y koo(A) = 10°.

5.2.2. Refinamiento con precision fija

Si tomamos uy = u = u,, tenemos refinamiento iterativo con precision fija,
y ¢; permanece sin cambios con respecto al caso anterior. La diferencia es que
la precisién limite ahora es [2]

4pu cond(A, x) + u ~ 4pu cond(A, x). (5.2)

puesto que u, = u.

El beneficio del refinamiento iterativo con precision fija para el error directo
es que proporciona una precisién limite del orden de cond(A,x)u en lugar de
Koo(A)u que es la precision de la solucién calculada original, y esto es indepen-
diente de cualquier inestabilidad en la factorizacion siempre que ¢; < 1.

Para ilustrar este resultado comenzaremos con el caso en el que todos los
céalculos se hacen en precision simple, es decir, (uys, u,u,) = (5,5,5) ¥ kiso(A) =
102. Observamos en la grafica izquierda de la Figura 5.4 que en este caso ¢; es
del orden de 1075. Ademds, se ha calculado que cond(A,x) ~ 6,4 x 1073 y u es
del orden de 107 porque estamos trabajando con precisién simple. Por tanto,
la precisién limite serd del orden de 10~7. Si observamos la gréifica derecha de
la Figura 5.4 vemos que solo llegamos a valores para el valor del error regresivo
en norma del orden de 1075,

Se continua comentando el caso en el que todos los célculos se hacen en preci-
sién doble, es decir, (us,u,u,) = (d,d, d) y se trabaja con una matriz con nimero
de condicién en norma infinito de ko (A) = 108, En primer lugar, observamos
en la grafica izquierda de la Figura 5.5 que en este caso obtenemos valores de ¢;
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LU-IR, ki (A) =9.9¢ + 01, (uf,u,u,) = (ss.) LU-IR, ki (A) =9.9¢ + 01, (uf,u,u,) = (ss.)

10° 10
koo A)pt; ——— Error progresivo
2u,cond(A) —o— Error regresivo en norma.
107" S— || Ei| Error regresivo componente a componente
——
10
103
10
10'5v\v\v\v/vm
y
o5 g o
100 RN e
¢
. /
10-7 5 £
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Iteracion del refinamiento iterativo Iteracion del refinamiento iterativo

Figura 5.4: Grafica con cotas (izquierda) y grafica de errores (derecha) del refi-
namiento iterativo con precisiones (ur, u, u,) = (8,5,8) ¥ Koo(A4) = 102

notablemente inferiores a los obtenidos en los experimentos anteriores, siendo
del orden de 1071Y. Estos valores tan bajos a priori indicarfan una convergencia
muy rapida. Se ha calculado que en este caso, cond(A,x) ~ 3x 107 y u es aproxi-
madamente 2 x 10716, pues estamos trabajando con precisién doble. Segtin (5.2)
la precisién limite deberfa ser del orden de cond(A, x)u = 6 x6x 107°. La grifica
derecha de la Figura 5.5 proporciona informacién sobre los errores y vemos que
efectivamente los valores del error progresivo son aproximadamente del orden
de 107 lo que encaja perfectamente con el resultado teérico proporcionado en
esta seccion.

o LU-IR, fix(A) =93¢+ 07, (ug,u,u,) = (d,d,d) s LU-IR, fix(A) =93¢+ 07, (ug,u,u,) = (d,d,d)
10 107
2o (A)pt; ] [~ Error progresivo
2u,cond(A) ~—_ A & Error regresivo en norma
wlEill > Error regresivo componente a componente [~
——
10-10 \(
10°
10712
107
10-14
10-15
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Iteracion del refinamiento iterativo Iteracion del refinamiento iterativo

Figura 5.5: Grafica con cotas (izquierda) y grafica de errores (derecha) del refi-
namiento iterativo con precisiones (ur, u,u,) = (d,d,d) y koo(A) = 108

Cabe destacar que el refinamiento iterativo con precisién fija doble ha pro-
porcionado errores muy inferiores al refinamiento iterativo con precision fija sim-
ple sobre todo teniendo en cuenta que en el experimento con precision doble se
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ha utilizado una matriz con nimero de condicién en norma infinito . (A) = 10®
mientras que para el experimento con precisién simple se ha trabajado con una
matriz con nimero de condicién en norma infinito aproximado k. (A) = 10%
es decir, hacer todos los célculos en precision doble proporciona resultados mas
precisos que hacerlos con precisién simple, incluso trabajando con matrices mal
acondicionadas.

Ademas, en ambos experimentos utilizando precision fija, observamos que el
refinamiento iterativo no ha reducido significativamente los errores.

5.2.3. Refinamiento de precision mixta con soluciones en
menor precision

El tercer escenario de interés es aquel en el que calculamos la factorizacién
LU y realizamos las sustituciones progresiva y regresiva con una precision menor
que la precisién de trabajo. Consideramos tres casos particulares, que generan
nuevos resultados.

= Caso 1: u = u, = u}. En este caso, la convergencia estd asegurada si [2]

¢i = 3n[l|ATH|L|IUlocu'? < 1 (5:3)

y, suponiendo que esta condicién se cumple, la precisién limite es [2],

4 4
4pu cond (A, x) +u < u? - 4pu'/? cond(A) < §¢iu1/2 < §u1/2. (5.4)

Comparado con el refinamiento en precision fija, tenemos un requisito de
convergencia mas estricto y la misma precision limite, pero ahora hay un
ahorro computacional significativo.

Los errores regresivos en norma y por componentes permanecen del orden
de u bajo las suposiciones de que A no esta demasiado mal acondicionada
o de que la factorizacion no es demasiado inestable.

Comenzamos hablando sobre el caso en el que (uf,u,u,) = (h, s, s) para
ilustrar estos resultados. En la primera grafica de la Figura 5.6 observa-
mos que ¢; es del orden de 107! y por tanto es menor que 1 para todos
los valores de i y efectivamente en la segunda grafica de la Figura 5.6
observamos que el refinamiento iterativo converge, aunque son necesarias
6 iteraciones para alcanzar la precision limite esperada. De hecho, como
hemos comentado anteriormente el error relativo en norma es del orden
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de u pues en este caso u es la unidad de redondeo para la precision simple
que, como ya se ha indicado anteriormente, es del orden de 1077,

LU-IR, kuo(A) =9.9e + 01, (ug,u,u,) = (hss)

10°
Quttioe (At
2u,cond(A)
10"(?——9—9—9—9N o—ulBle |5
——0
102 \/
10
10
10%
10
107
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Iteracion del refinamiento iterativo

LU-IR, kuo(A) =9.9e + 01, (ug, u,u,) = (hss)

——— Error progresivo
—o— Error regresivo en norma
Error regresivo componente a componente

3 4 5 6 7 8 9
Iteracion del refinamiento iterativo

Figura 5.6: Grafica con cotas (izquierda) y grafica de errores (derecha) del refi-
namiento iterativo con precisiones (uys, u,u,) = (h, s,s) y feo(A) = 102.

A continuacién, consideramos el caso en el que (ur,u,u,)

(s, d,

d) y

trabajaremos con una matriz con nimero de condicién en norma infinito
Koo = 102 y otra con ks = 10*. En la primera grafica de las Figuras 5.7 y
5.8 observamos que ¢; es del orden de 1075 cuando k., = 10% y del orden
de 1075 cuando k. = 10* y, por tanto, en ambos casos es bastante menor

que 1 para todos los valores de 7.

LU-IR, fx(A) =99+ 01, (ug, u,u,) = (s,d,d)

Iteracion del refinamiento iterativo

10714

10716

LU-IR, fix(A) =9.9¢+ 01, (ug,u,u,) = (s,d,d)

10718

——— Error progresivo
—©— Error regresivo en norma
= Error regresivo componente a componente

Iteracion del refinamiento iterativo

Figura 5.7: Grafica con cotas (izquierda) y grafica de errores (derecha) del refi-
namiento iterativo con precisiones (ur, u,u,) = (s,d,d) y koo(A) = 10%

Obsérvese que estos valores para ¢; son notablemente inferiores que los
obtenidos anteriormente trabajando con (uf,u,u,) = (h, s, s), lo que pro-
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porciona una convergencia mas rapida segun el Corolario 3.2.1, y es evi-
dente al comparar la grafica de la derecha de las Figuras 5.7 con la de la
Figura 5.8. Ademds, para ambos niimeros de condicion volvemos a obtener
errores relativos en norma del orden de u pues en este caso, u es la unidad
de redondeo para la precisién doble que es del orden de 10716, Cuando
el nimero de condicién de la matriz es 10* observamos, sin embargo, que
el error progresivo es bastante mayor que los errores regresivos y que se
mantiene por encima de 1073,

LU-IR, ku(A) = 1.0e+ 04, (ug, u,u,) = (s.d,d) LU-IR, ku(A) = 1.0e+ 04, (uy, u,u,) = (s.d,d)

-6
107 ¢

= Error progresiv
—o— Error
Error regresivo componente a componente

esivo en norma

107

10710 F\

—————— 10712

10714

1071

2 3 4 5 6 7 8 9 10
Iteracion del refinamiento iterativo Iteracion del refinamiento iterativo

Figura 5.8: Grafica con cotas (izquierda) y grafica de errores (derecha) del refi-
namiento iterativo con precisiones (uys, u,u,) = (s,d,d) y £ (A) = 10%.

Caso 2: u, = u?, u = ufc En este caso, si se logra la convergencia el error
relativo en norma viene dado por [2]

4
dpucond(A, x) + u < u¥*4pcond(A, x)u'/? 4+ u < §u3/2 +u =~ u.

Ahora logramos la precision total u, aunque solo para problemas con
Koo(A) no mayores que u~'/2. No obstante, esto es una ganancia signi-
ficativa sobre el Caso 1, a cambio de calcular unos pocos residuos con
precisiéon u2. La cota del error regresivo es del orden de u, como en el caso
anterior.

Si se observa la gréafica derecha de la Figura 5.9 se aprecia que, como
se habia anunciado en el resultado tedrico, los errores regresivos son del
orden de u pues en este caso u es la unidad de redondeo para la precision
simple, que es del orden de 10~7. Ademds, se observa que esta grafica es
muy similar a la obtenida en la grafica derecha de la Figura 5.6 en la que
se trabajaba con precisiones (uys,u,u,) = (h,s,s) y el mismo nimero de
condicién en norma infinito k. (A) = 10%, pero sin recurrir a la precisién
doble para el calculo de los residuos.
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LU-IR, fx(A) =99+ 01, (ug,u,u,) = (hs,d)

koo A)pt;
2u,cond(4)
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LU-IR, fix(A) =9.9¢+ 01, (ug,u,u,) = (hs,d)

—— Error progresivo
—&— Error regresivo en norma
++— Exror regresivo componente a componente

Iteracion del refinamiento iterativo

Figura 5.9: Grafica con cotas (izquierda) y grafica de errores (derecha) del refi-
namiento iterativo con precisiones (ur, u,u,) = (h,s,d) y koo(A) = 102.

s Caso 3:u=u, = ujlc. En este caso mas extremo, la factorizacion se realiza
a un cuarto de la precision de trabajo. La condicién de convergencia es

2],

¢i = 3n[ AT LU [locte* < 1,

y la precisién limite es

4
Apucond (A, x) +u < u®* dput/*cond(A) +u < §¢iu3/4 +u < udt

De nuevo, la cota del error regresivo es todavia del orden de .

LU-IR, ku(A) =9.9e+01. (u, u,u,) = (h,d.d)

10
Dtk (A)pt;
2u,cond(A)
&— 4| B[l
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Iteracion del refinamiento iterativo

LU-IR, kx(A) =9.9e+01. (uf, u,u,) = (h.dd)

1040

10718

——<— Error progresivo
—&— Error regresivo en norma,

Error regresivo componente a componente

2 3 4 5 6 7 8 9
Iteracion del refinamiento iterativo

Figura 5.10: Gréfica con cotas (izquierda) y gréfica de errores (derecha) del
refinamiento iterativo con precisiones (us, u,u,) = (h,d,d) y keo(A) = 10%

Para ilustrar este caso consideramos (uy, u, u,) = (h,d,d) y koo (A) = 107
Como se puede apreciar en la grafica derecha de la Figura 5.10, el valor
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de los errores regresivos en la décima y ultima iteracion es del orden de
1072, Segun el resultado tedrico la cota del error regresivo es u, es decir,
aproximadamente 2 x 10716 y, por lo tanto, 10 iteraciones no han sido
suficientes para conseguir la precision esperada.

5.2.4. Comparativa

En esta seccién se comparan los resultados de las distintas configuraciones
de precisién utilizadas en los experimentos de las subsecciones anteriores. Se
observa que, en general, todas las combinaciones validas consiguen reducir el
error, pero algunas lo hacen de forma mas eficiente que otras.

En particular, cuando se usa mayor precision en la resolucién del sistema (u)
y en el calculo de residuos (u,), como en los casos (s,d,d) o (d,d,d), la conver-
gencia suele ser mas rapida y se alcanzan errores finales mucho mas pequenos.
Esto se nota en el valor del factor ¢;, que es més bajo y permite llegar antes al
limite teodrico de precision.

Por otro lado, configuraciones computacionalmente més baratas, como la
utilizada en la Figura 5.6 (h,s,s), también funcionan bien en algunos casos,
especialmente si el nimero de condicién de la matriz no es muy alto. En estos
casos, aunque la precisién final es menor (por ejemplo, errores del orden de
u = 1077), el coste computacional es mucho menor, lo que puede ser interesante
en ciertas aplicaciones.

Sin embargo, observamos que aunque (h, s, s) y la configuracién tradicional
(s,s,d) alcanzan errores del mismo orden, el refinamiento tradicional lo hace de
forma mas rapida.

También se ha visto que en las configuraciones con precision fija, como
(s,s,5) o (d,d,d), el refinamiento no siempre consigue mejorar notablemente
el error, y ello depende principalmente de como de bien acondicionada esté la
matriz.

En resumen, dependiendo de cudnta precision se necesite en el resultado
final, puede ser mejor usar una configuracién u otra:

» Para obtener una solucién muy precisa, es mejor usar (s,d,d) o (d,d,d),
aunque sean mas costosos.

= Si se busca un equilibrio entre coste y precisién, una opcién como (h, s, s)
puede ser suficiente aunque (s, s, d) proporcionard errores del tamano de
la cota tedrica en menos iteraciones, lo cual puede suponer menos coste
total aunque el coste por iteracion sea mayor.

= Si la precisién no es tan importante, configuraciones como (s, s, s) pueden
valer, sabiendo que el error final sera mayor.
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Estas observaciones pueden servir como guia a la hora de elegir qué confi-
guracion de precisiones usar para el refinamiento iterativo segin el problema y
los recursos disponibles.

Ademas de comparar los distintos esquemas de refinamiento por la precision
final alcanzada, resulta interesante estudiar su robustez frente al nimero de
condicién ko (A) de la matriz. Como se mostré en la Seccién 5.1, el coste en
tiempo de CPU depende fuertemente de k4 (A) especialmente para dimensiones
altas de la matriz.

Rango de ko (A) | Configuraciones recomendadas
Koo(A) < 107 (h,s,d), (h,h,s), (h,s,s), (s,8,8)

10% < Koo (A) < 107 (s,d,d), (s,s,d)
10% < Koo (A) < 109 (s,8,d)
Koo(A) > 10° (d,d,d)

Tabla 5.2: Tabla que muestra las configuraciones de precisiones més recomen-
dadas segin el niimero de condicién de la matriz.

Basandonos en los experimentos planteados, para cada configuracion de pre-
cisiones se puede identificar un rango practico del valor del niimero de condicién
dentro del cual el refinamiento converge en menos de diez iteraciones y alcanza
la cota tedrica indicada en la subseccion correspondiente. Para ilustrar esto se
ha creado la Tabla 5.2 que nos muestra recomendaciones generales sobre que
configuracion de precisiones elegir si conocemos aproximadamente el nimero de
condicion de la matriz con la que vamos a trabajar.
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Apéndice A

Cdédigos en MATLAB utilizados
para crear las graficas de los
experimentos numéricos

A continuacién, se presentan los cédigos con los que se han generado las

graficas del Capitulo 5 referente a los experimentos nimericos.

function [x, iter, residuos, error_rel, error_abs,
error_exacto_rel, error_exacto_abs,tiempoCPU] =

refinamiento_iterativo_con_tres_precisiones_familia(

alfa, beta, n, sol, b, uf, u,ur,us, maxIter)
%Esta funcion tiene como objetivo hacer el
refinamiento iterativo para
%un sistema lineal de la forma Ax=b utilizando 3
precisiones diferentes

hgracias a la funcion chop de Matlab, siendo A una

matriz de la forma
%A=LU=T(alfa)’T(beta).

% Entradas:

yA alfa: parametro para construir la matriz L

% beta: parametro para construir la matriz U

yA n: dimension del sistema

% sol: solucion exacta del sistema (para despues
calcular los errores exactos)

b b: Vector de terminos independientes.

% ur: Precision para el calculo del residuo (paso 1)

% uf: Precision para la resolucion del sistema Ad=r
(paso 2).

73
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% u: Precision para la actualizacion de la solucion
(calculo de d)(paso 3).

% us: precision con la que se resuelve la ecuacion
de correccion

% maxIter: Maximo numero de iteraciones permitidas.

% Salidas:

% x: Matriz con las aproximaciones a la solucion en
cada iteracion.

% iter: Numero de iteraciones realizadas.

% residuos: Vector con los residuales en cada
iteracion.

% error_rel: error relativo

% error_abs: error absoluto

yA error_exacto_rel: error relativo respecto a la
solucion exacta

% error_exacto_abs: error absoluto respecto a 1la
solucion exacta

% tiempoCPU: tiempo que tarda la CPU en realizar el

refinamiento iterativo

% Inicializamos las variables:

% Contador de iteraciones

iter = 0;

x=zeros (n,maxIter);
error_rel=zeros (maxIter);
error_abs=zeros (maxIter);
error_exacto_rel=zeros (maxIter);
error_exacto_abs=zeros (maxIter);
errrc=zeros (maxIter ,1);
temp=zeros (maxIter,1);

% Configuramos chop a precision doble para calcular la
factorizacion LU

% L=generar_matriz_T (alfa,n)’ ;

% U=generar_matriz_T(beta,n) ;

options.format=uf;

options.round=1;

chop([], options);

A=generarAfam (alfa,beta,n,u);
[L,U]l= lutx_chop(A,uf);
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x(:,1)=resolver_sistemalU_fam(L, U, b, us);

options.format=u;
options.round=1;
chop([], options);
x(:,1)=chop(x(:,1));

%Calcular el numero de condicion de A, cond(A) y cond(
A,x) para la

%solucion exacta

kA = cond(A,’inf?)

condAx = norm(abs(inv(A))*abs(A)*abs(sol),’inf’)/norm(
sol,’inf’);

condA = norm(abs(inv(A))*abs(A),’inf’);

tic

%Comenzamos con las iteraciones del refinamiento
iterativo

while iter < maxIter

% Paso 1: Calculamos el residuo r = b - A*x con la
precisionl

% Configurar chop a precisionl

options.format=ur;

options.round=1;

chop([], options);

r=chop(b-multiplicarLUfam(alfa, beta, x(:,iter+1),

ur) ) ;
residuos (iter + 1) = norm(r, inf);
% Paso 2: Resolvemos el sistema Ad = r con la

precision?2
% Configurar chop a precision?2
options.format=us;
options.round=1;
chop([], options);
d=resolver_sistemalU_fam(L,U,r/residuos (iter+1) ,us

)

% Paso 3: Actualizamos la solucion y = x + d con
la precision3

% Configurar chop a precision3

options.format=u;
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options.round=1;

chop([], options);

x(:,iter+2) = chop(x(:,iter+1) + residuos(iter+1)=x
d);

%Calculamos los errores pra la figura 3

normx=norm(x(:,iter+2),inf) ;

error_exacto_abs(iter+1)= norm((x(:,iter+2)-sol),
inf) ;

error_exacto_rel(iter+1)= error_exacto_abs(iter+1)
/norm(sol,’inf’); Ymp

error_abs (iter+1)= norm((x(:,iter+2)-x(:,iter+1)),

inf) ;

error_rel(iter+1)= error_abs(iter+1)/normx;

options.format=’4d’;
options.round=1;
chop([], options);

%Calcular el error progresivo (errp), mu_i(que la
utilizaremos

%despues para calcular lim, que es la primera cota
que calculamos para la segunda figura),

% despues calculamos el error regresivo en norma y
finalmente el

% error regresivo componente a componente

% CALCULAR LO QUE DIBUJAREMOS EN LA FIGURA 1

errp(iter+1) = chop(norm(x(:,iter+2)-sol,’inf’)/
norm(sol,’inf’));
mu(iter+1) = chop(norm(chop(A*xchop(x(:,iter+2)-sol

)),’inf’)/chop(norm(A,’inf’)*norm(chop(x(:,iter
+2)-s0l),’inf’)));

errrn(iter+1) = chop(norm(r,’inf’)./chop(chop(norm
(A,’inf’)*norm(x(:,iter+2),’inf’))+ norm(b,’inf
)

temp = chop(abs(r) ./ chop(chop(abs(A)*abs(x(:,
iter+2))) + abs(b))) ;

temp (isnan(temp)) = 0; 7 Hace que 0/0 sea O.

errrc(iter+1) = max(temp);

% Incrementamos el contador de iteraciones
iter = iter + 1;

%CALCULAR LO QUE DIBUJAREMOS EN LA FIGURA 2
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lim(iter) = chop(chop(chop(2*calcularu(us))*kA)*mu
(iter));

lim2(iter) = chop(chop(2*xcalcularu(us))*condA);

dact = chop(A\chop(r./norm(r,’inf’)));

etai(iter) = chop(norm(chop(d-dact),’inf’)./norm(
dact,’inf’));

phi(iter) = min(lim(iter),lim2(iter))+etai(iter);

end
tiempoCPU=toc;

residuos=residuos (1:length(residuos) -1);

hajustamos los vectores de errores
error_rel=error_rel (l:iter);
error_abs=error_abs (l:iter);
error_exacto_rel=error_exacto_rel(l:iter);
error_exacto_abs=error_exacto_abs (1:iter);

“en caso de que alguno de los valores sea 0 para la
maquina (aunque en

hrealidad no sea 0) se le da el valor de la precision
de trabajo para

%que se dibuje en la grafica

errrc=errrc(l:length(errp));

errp(errp == 0) = calcularu(u);
errrn(errrn == 0) = calcularu(u);
errrc(errrc == 0) = calcularu(u);
errp(“isfinite(errp)) = calcularu(u);

errrn(“isfinite(errrn)) calcularu(u);
errrc(“isfinite (errrc)) calcularu(u);
lim(~“isfinite(lim)) = calcularu(u);
1lim2 (" isfinite(1lim2)) calcularu(u);
etai(~“isfinite(etai)) calcularu(u);
phi(“isfinite(phi)) = calcularu(u);

% PRIMERA GRAFICA

%Dibujamos la grafica con los errores progresivos y
regresivos en norma y componente a componente resp.
errp, errrn, errrc
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figl = figure();

semilogy (l:iter, errp, ’-rx’);

hold on

semilogy(l:iter, errrn, ’-bo’);

hold on

semilogy(l:iter, errrc, ’-gv’);

hold on

semilogy (l:iter, calcularu(u)*ones(iter,1), ’--k’);

atm = get(gca,’xticklabels’);
m = str2double (atm);

xlab = [];
num = 1;
for i = 1:numel(m)
if ceil(m(i)) == m(i)
xlab(num) = m(i);
num = num + 1;
end
end

set (gca,’xticklabels’,xlab);

set(gca,’xtick’,xlab);

xlabel ({’Iteracion del refinamiento iterativo’},’
Interpreter’,’latex’);

str_e = sprintf(’7%0.1le’,kA);

tt = strcat(’LU-IR, $$\, \kappa_{\infty}(A) = ’,str_e
, 0, \, (u_f,u,u_r) = $$ (’,uf,’,’,u,’,’,ur,’)’);

title(tt,’ Interpreter’,’latex’);

h = legend(’Error progresivo’,’Error regresivo en
norma’,’Error regresivo componente a componente’);
set(h,’Interpreter’,’latex’);

%SEGUNDA GRAFICA

lim(lim==0)=eps;
1lim2(lim2==0)=eps;
etai(etai==0)=eps;
phi (phi==0)=eps;
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fig2 = figure();

semilogy(l:iter, lim, ’-cx’);

hold on

semilogy(l:iter, 1lim2, ’-+’,’Color’,[1
0.600000023841858 0.200000002980232]) ;

hold on

semilogy(l:iter, etai, ’-mo’);

hold on

semilogy(l:iter, phi, ’-kv’);

hold on

semilogy (1:iter, omnes(iter,1)’, ’--k’);

set (gca,’xticklabels’,xlab);

set(gca,’xtick’,xlab);

xlabel ({’Iteracion del refinamiento iterativo’},’
Interpreter’,’latex’);

title(tt,’Interpreter’,’latex’);

h = legend(’$2u_s \kappa_{\infty}r(A)\mu_3i$’,’
$2u_s$cond$(A)$’, ’$u_s \Vert E_i \Vert_\infty$’,’$
\phi_i$’);

set(h,’Interpreter’,’latex’);

Cédigo A.1: refinamiento_iterativo_con_tres_precisiones_familia.m

function u = calcularu(precision)

switch precision
case ’h’
u

27 (-10);

)

o

case '’
2°(=-7);

[
I

case ’s’

0

eps (’single’);

[=]
]

case ’d’

u eps(’double’);
otherwise
error(’La precisi n introducida no es v lida

L)
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end
end
Codigo A.2: calcularu.m
function A = generarAfam(alfa, beta,n, precision)
% CREARMATRIZCHOP Crea la matriz A de tama o n x n con:
yA a_{ij} = -alfa + (j-1)=*alfa*beta, si i > j
h a_{ij} = 1 + (i-1)*alfax*beta, si i = j
yA a_{ij} = -beta + (i-1)=alfa*beta, si i < j

h

h

aplicando chop en cada operaci n aritm tica que
involucre
a alfa y beta.

options.format=precision;
options.round=1;
chop([], options);

% Convertimos alfa y beta a la precisi n dada
alfa = chop(alfa);
beta = chop(beta);

% Inicializa la matriz A

A = zeros(n);
for i = 1:n
for j = 1:n
if 1 > j
% a_{ij} = -alfa + (j-1)=*alfax*beta

% (j-1) no necesita chop porque (j-1) es
un entero exacto

product = chop(alfa * beta); % alfax
beta

product = chop((j-1) * product); % (j-1)x
alfa*xbeta

A(i,j) = chop(-alfa + product); % —alfa
+

elseif i < j

% a_{ij} = -beta + (i-1)*alfax*beta
product = chop(alfa * beta); %h alfax
beta

product = chop((i-1) * product); % (i-1)=x
alfax*xbeta
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A(i,j) = chop(-beta + product); % -beta
+

else
% a_{ij} = 1 + (i-1)*alfaxbeta
product = chop(alfa * beta); % alfax
beta
product = chop((i-1) * product); % (i-1)=x
alfaxbeta
A(i,j) = chop(1 + product); %1+
end
end
end
end
Codigo A.3: generarAfam.m
function y = multiplicarLUfam(alfa, beta, v, precision)

% Multiplica dos matrices L=T(alfa) ’*U=T(beta) por un
vector v en la
% precision indicada
% Detailed explanation goes here
n=length(v);
w=zeros(n,1) ;
y=zeros(n,1); ’mp

options.format=precision;
options.round=1;
chop([]l, options);

%Calculamos el producto de Uxv
for i=1:n-1

w(i) = chop(v(i)- chop(beta*chop(sum(v(i+1:n)))));

end
w(n)=v(n);

%#Calculamos el producto de L*w=LUv
y(D)=w(l);
for i=2:n

y(i)= chop(w(i)- chop(alfa*chop(sum(w(1:i-1)))));

end
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end

Cédigo A.4: multiplicarL.Ufam.m

function[]= numerocondicionparamatricesdehilbert (n)
SUNTITLED2 Summary of this function goes here
% Detailed explanation goes here
Numero_de_condicion=zeros(n,1);
for m=1:n

H=hilb (m)

Numero_de_condicion(m,1)=cond (H)
end

% Graficamos los resultados obtenidos del numero de
condicion de las
% matrices de hilbert

x=1:n;

figure;

plot (x, Numero_de_condicion, ’-o’, ’LineWidth’, 2 );
xlabel(’Dimensi n de la matriz’);

ylabel(’N mero de condici n’);

title(’N mero de condici n de matrices de Hilbert de
diferentes dimensiones’);
grid on

Dimension= x’;
table(Dimension, Numero_de_condicion)
end

Codigo A.5: numerocondicionparamatricesdehilbert.m

function x = resolver_sistemalU_fam(L,U,b, precision)

options.format=precision;
options.round=1;
chop([], options);

L = chop(L);
U = chop(U);
b = chop(b);

% Resolver Ly =D
n = length(b);
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y = zeros(n, 1);
y(1)=b(1);
for i = 2:n
y(i) = chop(b(i) - chop(L(i, 1:i-1) * y(1:i-1)));
end

% Resolver Ux =y
x = zeros(n, 1);
x(n)=y(n)/U(n,n);
for i = n-1:-1:1
x(i) = chop((y(i) - chop(U(i, i+1l:n) * x(i+1:n)))
/ Ui, 1));
end
end

Codigo A.6: resolver_sistemalLU _fam.m

% Definir las precisiones
precisiones = {’h’, ’b’, ’s’, ’d’};

% Calcular los valores de u uno por uno
u_h = calcularu(’h’);

u_b = calcularu(’b’);
u_s = calcularu(’s’);
u_d = calcularu(’d’);

% Crear un array con los valores
valores_u = [u_h; u_b; u_s; u_d]l;

% Crear la tabla
tabla_u = table(precisiones’, valores_u, ’VariableNames’,
{’Precision’, ’UnidadRedondeo’});

% Mostrar la tabla
disp(tabla_u);

Codigo A.7: tablaconu.m

function [x, iter, residuos] =
refinamiento_iterativo_tres_precisiones (A, b, uf, u,ur
,us, tol, maxIter)
%Esta funci n tiene como objetivo hacer el
refinamiento iterativo para
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%un sistema lineal de la forma Ax=b utilizando 3
precisiones diferentes gracias a la funci n chop
de Matlab

% Entradas:

% A: Matriz del sistema

% b: Vector de t rminos independientes.

pA tol: Tolerancia para la norma infinito del residuo
% maxIter: M ximo n mero de iteraciones permitidas

% Salidas:

% x: Aproximaci n final a la soluci n.
% iter: N mero de iteraciones realizadas.
% residuos: Vector con los residuales en cada

iteraci n.

% Inicializamos las variables:

% Soluci n inicial

x = zeros(size(b));
% Contador de iteraciones
iter = 0;

% Configuramos chop a precisi n doble para calcular
la factorizaci n LU

% de forma precisa

options.format=uf;

options.round=1;

chop([], options);

[L, U, P] = 1lu(h);

tic
%Comenzamos con las iteraciones del refinamiento
iterativo
while iter < maxIter
% Paso 1: Calculamos el residuo r = b - A*x con la
precisi nl
% Configurar chop a ur
options.format=ur;
options.round=1;
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chop([], options);
r = chop(b - A * x);
residuos(iter + 1) = norm(r, inf);

% Verificamos si la norma infinito del residuo es
menor que la
% tolerancia, si lo es, acabamos con el
refinamiento iterativo
if norm(r, inf) <= tol
break;
end

% Paso 2: Resolvemos el sistema Ad = r con la
precision?2

% Configurar chop a us

options.format=us;

options.round=1;

chop([], options);

d = chop(U \ (L \ (P * r)));

% Paso 3: Actualizamos la soluci n y = x + d con
la u

% Configurar chop a u

options.format=u;

options.round=1;

chop([], options);

x = chop(x + d);

% Incrementamos el contador de iteraciones
iter = iter + 1;

end
if iter == maxIter && norm(r, inf) > tol
warning (’El refinamiento iterativo no convergi
despu s de %d iteraciones.’, maxIter);
end

tiempo=toc;

Codigo A.8: refinamiento_iterativo_tres_precisiones.m

function [tiemporand, tiempoort, tiempohilbert] =

medir_tiempos_tamano (tamanomax, uf, u,ur,us, tol,
maxIter)
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%Esta funci n tiene como objetivo medir el tiempo que
se tarda en

%realizar el proceso de refinamiento iterativo con 3
precisiones fijas

%y variando el tama o de las matrices, trabaja con
matrices aleatorias, ortogonales y de hilbert,
despues dibuja una gr fica que

%representa estos resultados

b

% Entradas:

% tamanomax: se trabajar con matrices de 500,
500x2, ...,
yA 500*tamanomax asique esta variable indica el
tama o m ximo de las
yA matrices que se quieren analizar
% tol: Tolerancia para la norma infinito del residuo
% maxIter: M ximo n mero de iteraciones permitidas

%
% Salidas:

% tiemporand: tiempo que se tarda en realizar el
refinamiento iterativo con la
yA funci n

refinamiento_iterativo_tres_precisiones utilizando
matrices

yA aleatorias

yA tiempoort: tiempo que se tarda en realizar el
refinamiento

b iterativo con la funci n
refinamiento_iterativo_tres_precisiones

b utilizando matrices ortogonales

% tiempohilbert: tiempo que se tarda en realizar el
refinamiento

yA iterativo con la funci n

refinamiento_iterativo_tres_precisiones
% utilizando matrices de Hilbert

% Inicializamos las variables:

% Tiempos iniciales

tiemporand = zeros(l,tamanomax) ;
tiempoort = zeros(l,tamanomax) ;
tiempohilbert = zeros(l,tamanomax);




39

40

41

87

conl= zeros (1, tamanomax) ;
con2= zeros(1l,tamanomax) ;
con3= zeros (1, tamanomax) ;

for

end

n=1:tamanomax

% Definimos la matriz A y el vector independiente
b

% aleatoriamente

A = rand (500%n,500%n) ;

b = rand (500%n,1) ;

% Comenzamos a medir el tiempo

tic

refinamiento_iterativo_tres_precisiones (A, b, uf,
u,ur,us, tol, maxIter);

% Paramos el temporizador y guardamos el tiempo

tiemporand(l,n)=toc;

conli(1,n)=cond(A,"inf");

% Definimos la matriz A de forma que sea ortogonal

A = orth(rand (500%n,500%n)) ;

con2(1,n)=cond(A,"inf") ;

% Comenzamos a medir el tiempo

tic

refinamiento_iterativo_tres_precisiones (A, b, uf ,
u,ur,us, tol, maxIter);

% Paramos el temporizador y guardamos el tiempo

tiempoort (1,n)=toc;

% Definimos la matriz A de forma que sea de
Hilbert

A = hilb(500%n);

con3(1,n)=cond(A,"inf") ;

% Comenzamos a medir el tiempo

tic

refinamiento_iterativo_tres_precisiones (A, b, uf,
u,ur,us, tol, maxIter);

% Paramos el temporizador y guardamos el tiempo

tiempohilbert(l,n)=toc;
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% Graficamos los resultados obtenidos del tiempo por cada
dimensi n (vector x)
x=(1:tamanomax) *500;

figure;

plot(x, tiemporand, ’-o’, ’LineWidth’, 2);
hold on;

plot(x, tiempoort, ’--s’, ’LineWidth’, 2);
plot(x, tiempohilbert, ’:d’, ’LineWidth’, 2);
hold off;

xlabel(’Dimensi n de la matriz’);
ylabel (’Tiempo’);

legend (’Tiempo con matrices aleatorias’, ’Tiempo con
matrices ortogonales’, ’Tiempo con matrices de
Hilbert’)

title(’Comparaci n del tiempo de CPU dependiendo de
la dimensi n’);
grid on

%tabla con los n meros de condicion de las matrices
table(conl’, con2’, con3’)

end

Cédigo A.9: medir_tiempos_tamano.m




