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Resumen

La aceleracion de Anderson (AA) es un método utilizado para acelerar la convergencia en
problemas iterativos, donde las técnicas clasicas son insuficientes. Este trabajo aborda el analisis
detallado de AA, su conexion con algoritmos como GMRES y FOM en el caso lineal y su
relacion con los llamados métodos multisecantes en escenarios no lineales. Ademés, se presentan
resultados numéricos que evidencian su rendimiento en problemas lineales y no lineales.

Palabras clave: Aceleracién de Anderson, iteraciones de punto fijo, métodos de Krylov, GM-
RES.

Abstract

Anderson Acceleration (AA) is a method used to accelerate convergence in iterative problems,
where classical techniques are insufficient. This work presents a detailed analysis of AA, its
connection with algorithms such as GMRES and FOM in the linear case, and its relationship
with so-called multisecant methods in nonlinear scenarios. Additionally, numerical results are
provided, showing its performance in both linear and nonlinear problems.
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Capitulo 1

Introduccion

La cuestion principal sobre la que trata este trabajo se centra en las iteraciones de punto
fijo y qué métodos son los mejores para acelerar su convergencia. Consideramos un problema
general de punto fijo

“dado g: R" — R", resolver z = g(z)”. (1.0.1)

El problema (|1.0.1)) puede reformularse como un problema de resolucién de ecuaciones alge-
braicas
“dado f: R™ — R", resolver f(z)=0". (1.0.2)

La relacién entre las ecuaciones (1.0.1)) y (1.0.2) se establece mediante la deduccién de una
funcién f a partir de g, o viceversa, bajo la condicién de que z es un punto fijo de ¢ si, y solo si,
es una raiz de f. No siendo, en general, posible la resolucion exacta ni de ni de (1.0.2)), es
necesario buscar una aproximacién mediante algin procedimiento numérico. Un método clésico
se basa en la bisqueda de aproximaciones de forma iterativa, generando una sucesion que, bajo
ciertas condiciones, puede converger a la solucion del problema. Las técnicas elementales que
se explican en el Grado de Matemaéticas basadas en esta idea, [SS], pueden formularse a partir
del problema o de . Entre estas se encuentran el algoritmo de biseccién (para el
caso escalar n = 1), el método de la secante (y sus versiones para n > 1, como el método de
Broyden, [B]), la iteracién de punto fijo clésica

T =g(xg), k=0,1,...,

o el método de Newton
Tp1 = Tk + O,
Jf(xk)ék = —f($k>, k:O,l,...,

donde J¢(x) denota el jacobiano de f en z,

on oA ... Of
oz 0o Jzn
Of2 9fzr ., Of2
Or1  Ox2 Oxn,

Jp(e) =70 T T
Ofn Ofn .. Ofn
3$1 8$2 811771

y que puede formularse como iteracién de punto fijo, con funcién de iteracién

g(z) =z — J; ' (x) f(2),

donde asumimos f diferenciable.



CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.1. Métodos de aceleracion

Todos estos procedimientos requieren, para su convergencia a una soluciéon de (|1.0.1) o
, de condiciones mas o menos restrictivas. Centrados en iteraciones de punto fijo, el
mayor problema se encuentra en que las iteraciones pueden no converger y, de hacerlo, solo con
velocidad lenta. Es aqui es donde entran los métodos de aceleracion, que pueden potencialmente
aliviar la convergencia lenta y, en algunos casos, también la divergencia. El objetivo de estos
métodos es transformar una sucesion de vectores generada por algiin proceso en una nueva
sucesion que converja mas rapido que la sucesion inicial. Los més populares se pueden clasificar
en dos categorias: los métodos polindémicos y los algoritmos tipo €. La primera familia incluye
métodos como el del polinomio minimo (MPE) de Cabay y Jackson, el método de rango reducido
(RRE) de Eddy y Mesina, y el método de polinomio minimo modificado (MMPE) de Sidi et al,
Brezinski y Pugachev. La segunda clase incluye el algoritmo topolégico € (TEA) de Brezinski
y los algoritmos ¢ escalares y vectoriales (SEA y VEA) de Wynn. Los métodos polindmicos
tienen origen en la aceleracién de la convergencia para la resolucién de sistemas lineales, [JS], y
su formulacién se extendié més adelante al caso de sistemas no lineales, [SI]. Por su parte, los
algoritmos de tipo ¢ fueron inicialmente formulados para el caso escalar no lineal y extendidos
después a sistemas, [BR.

1.2. Presentacion del método de aceleracion de Ander-
son

Nuestro interés en este trabajo radica en un método de aceleracién particular al que nos
referimos como método de aceleracién de Anderson, el cual denotaremos a menudo por AA. El
método se implementa en el algoritmo [I} donde || - ||» representa la norma euclidea.

Esta técnica fue propuesta por Donald G. Anderson en 1965, [A], como procedimiento
para evitar algunas desventajas de los métodos clédsicos de iteracion de punto fijo en sistemas
algebraicos generados en la resoluciéon numérica de ecuaciones integrales no lineales, pero en
su trabajo original, ya sugiere que el procedimiento puede generalizarse a otros sistemas de
ecuaciones no lineales.

La aceleracion de Anderson difiere mateméticamente de los métodos polinémicos y e-
algoritmos y, de hecho, pertenece a una categoria distinta de métodos.

AA destaca por su versatilidad y por tener un buen rendimiento en situaciones dificiles. Por
eso es muy utilizada en simulaciones en dinamica molecular, fisica computacional, biofisica,
bioinformatica, problemas de dinamica de fluidos computacional, entre muchos otros. Reciente-
mente, el profesor de Oxford Samar Khatiwala, ha publicado un articulo sobre la simulacién de
modelos del sistema terrestre, los cuales son fundamentales para predecir el cambio climatico fu-
turo, donde la aceleracién de Anderson tiene un papel vital para ahorrar tiempo computacional,

Nuestro objetivo en este trabajo es profundizar y analizar con detalle la aceleracion de
Anderson y su comportamiento, asi como su equivalencia con otros algoritmos. En el capitulo
2l nos centraremos en introducir los algoritmos de Arnoldi (algoritmo [2)) y GMRES (algoritmo
4), v estudiar la equivalencia entre este tltimo y la aceleracion de Anderson en problemas
lineales, asi como su convergencia. En el capitulo [3| revisamos la relacién de la aceleracién de
Anderson con los llamados métodos multisecante, [F'S]. Ademéds, mostramos que un miembro
particular de la familia de métodos de Anderson (el método Tipo I) es, en problemas lineales,
esencialmente equivalente al método de Arnoldi o FOM (Algoritmo . En ambos capitulos,



CAPITULO 1. INTRODUCCION

ilustraremos los resultados con algunos ejemplos numéricos.

Algoritmo 1: Aceleracién de Anderson

Entrada
» 29 € R": Solucion aproximada inicial.

= g:R" = R": Funcion de iteracion.

» m € Z: Truncamiento, que serd mayor o igual que 1.

Salida

m 251 € R": Solucion aproximada del sistema.

Funcién AA(zg, g, m):

1 < g(20);

para k < 1,2,... hacer

my < min(k, m);

Fy < [fk—mk fk:], donde f; « g(z;) — 3;

T
Determinar a*) = <a(()k), o ,aﬁfz) que resuelve
mg
min FLa sujeto a a; = 1; 1.2.1
(oo )T | Frarll2 J ; ( )

)

mp

(k
Thy1 < Zi:o Q;

devolver x;.1;

g(xk—mk-i-i);




Capitulo 2

El método AA en problemas lineales

En este capitulo exploraremos el rendimiento del método de aceleraciéon de Anderson (AA)
aplicado a problemas lineales, es decir, a la familia de problemas definida en (|1.0.1)) para el caso
especifico en que la funcién de iteracién g toma la forma

g(r) = Az + b, con AeR™™ beR" (2.0.1)

En este caso, el método de aceleracién de Anderson tiene gran relacién con los métodos de
Krylov empleados en la resolucién iterativa de sistemas lineales, en particular, con dos de los
algoritmos mas representativos de esta clase: el Método de Arnoldi o Full Orthogonalization
Method (FOM) y el Generalized Minimal Residual Method (GMRES).

En la primera parte del capitulo revisaremos la familia de métodos de Krylov, para luego en-
focarnos en FOM y GMRES, explorando tanto su construccién como su convergencia. Posterior-
mente, analizaremos como el método de aceleracién de Anderson es esencialmente equivalente,
en cierto sentido que especificaremos, a estos tltimos en problemas ((1.0.1]) y (2.0.1).

Para concluir, presentaremos los resultados de convergencia especificos del método AA cuan-
do se aplica a problemas lineales de la forma descrita en , poniendo especial énfasis en la
eficiencia del método en este contexto y en la comparacién de su rendimiento con los métodos
de Krylov mencionados.

2.1. Métodos de Arnoldi y GMRES:

Por su relacion con AA, estudiamos aqui los métodos iterativos de Arnoldi y GMRES para
la resolucién de sistemas lineales

Az = b, con AeR"™™ nosingulary beR". (2.1.1)

Los sistemas siempre han sido objeto de gran estudio en el d&mbito matematico, debido
a la cantidad de aplicaciones practicas en las que aparecen. Sin embargo, cuando estos sistemas
tienen dimensiones muy grandes o estan mal acondicionados, su resolucion se vuelve muy com-
pleja v costosa. Una matriz se considera mal acondicionada cuando pequenas perturbaciones
en los datos de entrada resultan en cambios grandes en la solucién, indicando inestabilidad en
el proceso de resolucion.

Aunque los métodos directos tedricamente dan la solucion exacta de en un numero
finito de operaciones, su aplicacion en sistemas de gran tamano y con estructura esta limitada
por diversos problemas computacionales, como la propagacién de errores de redondeo, la ca-
pacidad de almacenamiento y el mal acondicionamiento. Por su parte, los métodos iterativos,
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CAPITULO 2. EL METODO AA EN PROBLEMAS LINEALES

que buscan la solucién de (2.1.1)) a partir de un proceso de convergencia con aproximaciones
sucesivas, suelen ser una alternativa mas eficiente en este contexto, al aprovechar, sobre todo, la
estructura de la matriz. Si bien estos métodos no garantizan una solucién exacta en un nimero
finito de pasos, son mas adecuados para problemas de gran escala.

Hay varios procedimientos para el diseno de métodos iterativos. Los més basicos, como el
de Jacobi, Gauss-Seidel o el de sobrerelajacién, se basan en la modificaciéon conveniente de
componentes de la solucién aproximada y generan una sucesion que, bajo ciertas condiciones,
converge a la solucién de (2.1.1)), [S].

Uno de los enfoques méas actuales consiste en el uso de los llamados métodos de proyeccion.
Estas técnicas buscan una soluciéon aproximada dentro de un subespacio K C R™ de dimensién
k, imponiendo k£ condiciones independientes de ortogonalidad sobre el residuo b — Ax, que
definen un subespacio de restricciones £ de dimension k. Entre los métodos més destacados de
proyeccion estan aquellos basados en subespacios de Krylov, donde el subespacio K se define a
partir de un iterante inicial xy € R", como

K = Ki(A, 7o) = span{re, Arg, ..., A" ry}, con rg=>b—Axy, y xz9€R"

La diferencia entre los distintos métodos de Krylov se encuentra principalmente en la selec-
cién del subespacio de restricciones £. En este capitulo, nos centraremos en dos de los més
conocidos, el método de Arnoldi o Full Orthogonalization Method (FOM) y el llamado Gene-
ralized Minimal Residual Method (GMRES), para luego establecer su relacién con el método
de aceleracién de Anderson (AA).

2.1.1. Meétodos de proyeccion

Un método de proyeccién sobre un subespacio K y ortogonal a otro subespacio £ es un
proceso que encuentra una solucién aproximada & de (2.1.1)), que satisface

TeK talque b— Az L L.

Si deseamos aprovechar el conocimiento de la aproximacién inicial xy para la solucién, el pro-
blema debe redefinirse para encontrar una solucién aproximada & de (2.1.1)), que satisfaga

Te€xg+ K talque b— Az L L. (2.1.2)
SiZ=ux9+0yrg=b— Axg, entonces T puede calcularse a partir de las condiciones
T = To + (5,

(ro — Ad,w) =0, Yw e L. (2.1.3)

Los métodos iterativos basados en la proyeccién consisten en calcular cada aproximacion con
este procedimiento, volcando en zq el ultimo iterante calculado y reiniciando el proceso para la
nueva iteracion xy, donde los subespacios K y £ cambian con k. Mas concretamente, a partir de
una aproximacién inicial xg, el método genera iteraciones z;, (aproximaciones a la solucién de
(2.1.1))) en el espacio afin zg + Ky de dimensién k a partir de las condiciones de ortogonalidad
sobre el subespacio £, de dimensién k

Tp € xo+ Ky, b—Ax, L L,

El método de proyeccién antes descrito tiene una representaciéon matricial que utilizaremos més
adelante. Sea V = [Ul e vk} una matriz n X k cuyas columnas forman una base de IC = Ky,

11



CAPITULO 2. EL METODO AA EN PROBLEMAS LINEALES

yW = [wl e wk} una matriz n X k cuyas columnas forman una base de £ = L. Utilizando

([2.1.2)), podemos escribir

f:xo—FVy,

con y € R*. Por otro lado, aplicando las condiciones de ortogonalidad en (2.1.3) para w = wy,
jg=1,...,k, se tiene:
WTAVy = W,

Si WT AV es no singular, entonces
F=xg+V (WTAV) " WTr,

En este trabajo, por su relacion con el método de aceleracién de Anderson, estamos interesados
en dos métodos de proyeccion: el método de Arnoldi o FOM y el método GMRES. El primero
es ortogonal (£ = K) y el segundo oblicuo (£ # K), pero ambos tienen en comun que son
métodos basados en subespacios de Krylov.

2.1.2. Meétodos de Krylov

Antes de comenzar con los métodos de Krylov, es esencial definir en qué consisten los
subespacios en los que se basan, ya que esto ayuda a comprender su naturaleza.

Definicién 2.1.1. Sea A € R™", r € R", y un entero positivo k, definimos la sucesion de
Krylov de orden k como el conjunto de vectores

r, Ar, A%, . AR L (2.1.4)
El subespacio de Krylov Ki(A,r) generado por A y r es
span {r, Ar, A%r, ... ,Ak_lr} .

Si los vectores son linealmente independientes, entonces la dimension del subespacio
Ki(A,r) serd k. En general no podemos garantizar que la dimensién de K (A, r) sea igual a k.
De hecho, més adelante veremos que GMRES terminara cuando se produzca dim Ky (A, r) < k.
Definimos a continuacién un concepto clave para esta seccion.

Definicién 2.1.2. Sea A € R™"™ una matriz reqular y r € R™ un vector. Se llama polinomio
minimo de r respecto de A al polinomio monico p € P., de menor grado v > 0 tal que:

p(A)r =20
Denominamos a v como grado de r respecto de A. Lo denotaremos como grado(A,r).

Observacion 2.1.1. Los vectores de KC,(A, 1) pueden ser vistos como los vectores x € R™ que

pueden escribirse como x = p(A)r con p(A) polinomio de grado menor o igual que k — 1. Los
coeficientes de p(A)r son los coeficientes de = en la base {r, Ar, A%r,..., A*"1r} de Ki(A,r).

Proposicién 2.1.2. Sea A € R™"™ una matriz reqular, r € R™ un vector y k > 1 natural. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) r,Ar, ... AFr son vectores linealmente dependientes.

(b) ,Ck(A,T’) = ICk+1(A,T>.

12



CAPITULO 2. EL METODO AA EN PROBLEMAS LINEALES

(c) AKp(A,r) C Kr(A,r).
(d) A='r € Ki(A,r).

Demostracion. (a) = (b): Por la definicién R.1.1], es claro que Kj(A,r) C Kgi1(A,r). Por
otro lado, de la hipdtesis (a), existen ag,aq,...,ar_1 € R no todos nulos tales que A*r =
Ef;é ajAlr. Por tanto, se tiene que A*r € Kp(A,r) v Kiy1(A,r) C Ki(A,7), por lo que tales
subespacios son iguales.

(b) = (c): Por definicién de subespacios de Krylov y por (b), obtenemos
AKk(A, 7“) - ICkJrl(A, 7”) = ]Ck(A, 7“).

(¢) = (d): Sea la aplicacién lineal L: KCp(A,r) — Ki(A,r) definida por L(v) = Av, con
v € Kr(A,r). Por (¢), L esté bien definida y, ademads, es inyectiva por ser A una matriz regular.
Por tanto, dim(Im(L)) = dim(/Cx(A, 7)) y L es una aplicacién biyectiva. Luego, existe un vector
v € Kip(A,r) tal que Av = r. Asimismo, como A es una matriz regular, v = A7'r € Ky (A, 7).

(d) = (a): Sea v = A™'r € Ki(A,r) la solucién del sistema de ecuaciones Az = r. Entonces,
r € span{Ar,..., Akr} y {r, Ar,... AFr} son linealmente dependientes. O

Proposicion 2.1.3. Consideremos las hipdtesis de la proposicion . Sea v = grado(A,r).
Entonces se cumple:

i) Kp(A,r) tiene dimension k para todo k < 7.
i) Ke(A,r) =K, (A,r) para todo k > 7.
Demostracion. Demostremos ambos resultados por separado:

i) Si k < =, entonces por la definicién no existe ningin polinomio p(z) de grado
menor o igual que k — 1 tal que p(A)r = 0 y, por tanto, 7, Ar, ..., A¥~1r son linealmente
independientes.

i1) La demostracién utiliza la siguiente propiedad:

Sea p(A) = apl + 1A+ ...+ a,_1 A7t + A7 el polinomio minimo de r respecto a A. Sea
q(z) = —(apl + aqx + ...+ a,_1277"). Notemos que ¢(z) tiene grado v — 1y

q(A)r = Ar, (2.1.5)

ya que p(A)r = 0.

Pasemos ahora a la demostracién por induccién sobre k: si k = v+ 1, por ([2.1.5)) tenemos
que A7r es combinacién lineal de 7, Ar, ..., A7 'r y, por tanto, K,1(A,7) = K,(A,7).
Supongamos ahora que K1, (A,r) = K,(A,r) entonces

ATy = A A = AT q(A)r € Kypm(4,1) = K, (A, 1),
donde se sigue que K1 (A, 1) = K, (A, 7).
[

Corolario 2.1.4. En las condiciones de la pmposz’cz’én la dimension de KCi(A,r) es k si,
y solo si, v = grado(A,r) > k.

13



CAPITULO 2. EL METODO AA EN PROBLEMAS LINEALES

Demostracion. Primero probemos la implicacién hacia la derecha. Por la segunda parte de la
Proposicién|2.1.3] si v < k entonces dim(KC (A, 7)) = v < k. La otra implicacién es consecuencia
directa de la primera parte de la Proposicion [2.1.3] O

El siguiente corolario es consecuencia directa de la Proposicion [2.1.3]

Corolario 2.1.5. En las condiciones de la proposicién[2.1.4, dim(Ky(A,r)) = min(k, grado(A,1)).

Una vez comprendido en que consisten estos particulares subespacios, adentrémonos en los
llamados métodos de Krylov.

Consideremos el problema . Si denotamos la solucién exacta como z* = A7'b y
To € R™ es una aproximacién inicial a x*, definimos entonces el vector residuo inicial como:

ro = A(z" — x9) = b— Axy.

Asumimos que rg # 0. Entonces, resolver equivale a resolver Az = 1y, con z = x — xg.
Asi, definimos también z* = 2* — x4, de forma que z* = A~ 1r,.

Los métodos de Krylov, como hemos mencionado antes, son métodos de proyeccién que se
basan en proyectar nuestro problema en un subespacio de Krylov. Concretamente, son
una familia de métodos de proyeccion donde

’C = ICk(A, TO)

Existen varias razones para utilizar los métodos de Krylov en la resolucion de sistemas de ecua-
ciones lineales, como la eficiencia computacional, pero sobre todo por la capacidad de manejar
matrices de gran tamatno de manera efectiva. Son especialmente ttiles cuando trabajamos con
matrices de dimensién muy grande, las cuales contienen grandes bloques de ceros. Esto per-
mite obtener soluciones de alta precision con un costo computacional relativamente bajo en
comparacion con otros métodos. Aunque en este trabajo nos centramos en la utilidad de estos
métodos para resolver (2.1.1)), también son comunmente usados para hallar los autovalores de
una matriz cuadrada, [S]. Los métodos de Krylov incluyen varios algoritmos bien conocidos, de
los cuales nos centraremos en dos:

» El método GMRES (Generalized Minimal Residual Method).
» El método de Arnoldi o FOM (Full Orthogonalization Method).

Estos son de gran interés en este trabajo puesto que, como veremos mas adelante, son equi-
valentes en cierto sentido en el caso lineal al método de la aceleracion de Anderson. FOM es
apropiado para resolver sistemas lineales con matrices simétricas o bien acondicionadas. Esta
basado en el algoritmo de Arnoldi y es un método de proyeccion ortogonal, es decir, se tiene que
L = K. En cambio, GMRES es eficaz cuando se trata de sistemas no simétricos y no definidos
positivos. Es una buena eleccion cuando nuestra matriz esta mal acondicionada. A diferencia
del método de Arnoldi, en GMRES se tiene que £ = AK.

Sin embargo, estos métodos presentan frecuentemente varios inconvenientes:

= Convergencia lenta: el mayor problema en ambos métodos es que en muchos casos la
convergencia es lenta, especialmente cuando las matrices estan mal acondicionadas o
cuando los valores propios estdn distribuidos desfavorablemente (por ejemplo, cuando
estdn dispersos o cerca del origen). En tales casos, el nimero de iteraciones requerido
para obtener una solucién precisa puede ser muy grande.
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= Necesidad de preacondicionamiento:Para mejorar la convergencia, a menudo es necesario
preacondicionar la matriz. El preacondicionamiento tiene como objetivo reducir el nimero
de iteraciones necesarias, pero elegir un preacondicionador adecuado suele ser dificil, y su
construccién puede ser costosa (véase el capitulo 9 de [J]).

= Costo computacional: ambos métodos son muy costosos cuando k es grande debido al
crecimiento de los requisitos de memoria y computacion a medida que k& aumenta. Para
reducir el esfuerzo computacional, son posibles implementaciones alternativas, como las
basadas en el reinicio y el truncamiento, que describiremos mas adelante.

= Sensibilidad a errores de redondeo: Ambos métodos utilizan bases ortogonales que, cuando
se calculan en aritmética de punto flotante, pueden perder ortogonalidad debido a errores
de redondeo.

2.1.3. Método de Arnoldi

El procedimiento fue introducido por primera vez por Walter Arnoldi en 1951 como un medio
para reducir una matriz densa a la forma Hessenberg mediante una transformacién unitaria,
[AR]. Definamos este tipo de matrices, ya que hablaremos de ellas a lo largo de la subseccion.

Definicién 2.1.3. Una matriz de Hessenberg superior (resp. inferior) es una matriz en la que
todos los elementos por debajo de la subdiagonal (resp. por encima de la superdiagonal) son
cero.

Mas tarde se descubrié que esta estrategia que usé Arnoldi, conduce a una técnica eficiente
para aproximar los valores propios de matrices grandes y dispersas, y la técnica se extendio
posteriormente a la resolucion de sistemas lineales grandes y dispersos. Este método se basa en
el llamado algoritmo de Arnoldi, el cual construye una base ortonormal de nuestro subespacio
de Krylov, lo que lo hace particularmente ttil cuando se trata de matrices dispersas grandes.
El algoritmo de iteracién de Arnoldi no solo encuentra una base ortonormal de Ky (A,r), sino
que ademds calcula una matriz Hessenberg superior, que denotaremos por Hj. Esta jugard un
papel importante en el algoritmo GMRES, el cual también hace uso del algoritmo de Arnoldi.

Observacion 2.1.6. De momento supondremos que dim {r, Ar, A?r, ... ,Ak_lr} =k, descar-
tando el caso grado(A,r) < k. El caso en que la dimension de Ki(A,r) es menor que k lo

trataremos en la subseccion [2.1.4] en relacion con GMRES.

Algoritmo de Arnoldi

El algoritmo consiste en usar el proceso modificado de ortogonalizacién por Gram-Schmidt
a partir de nuestra base {r, Ar, A%r, ..., A¥='r}, para llegar a una ortonormal {q1, s, . . ., qk+1}-
Los ¢; calculados por el algoritmo de Arnoldi se llaman vectores de Arnoldi. El proceso
de obtencién de los vectores ¢; puede describirse a partir del algoritmo de Gram-Schmidt
modificado. Nuestro primer elemento lo obtenemos simplemente normalizando 7:
r
P

A partir de aqui realizamos el siguiente algoritmo para 1 < i < k para obtener
i
Giv1 = Ag; — Z%‘hﬂ, (2.1.6)
j=1
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donde h;; es el coeficiente de Gram-Schmidt

con (-, -) el producto escalar euclideo. En cada iteracién, basta normalizar ¢;1; para obtener los

vectores ortonormales buscados.

hll
his
h13

hik

forman la matriz (k + 1) x k de Hessenberg mencionada anteriormente:

hll
h21

~ 0
Hy,

0

qi+1 =

h21
h22
h23

hok

h21
h22

hss

0

qi+1

Gisall2

Los coeficientes de Gram-Schmidt se computan en este orden:

h32
h33 h34

P i

P—1 k-1

Pk je—1
0

hik
hak

P i
Pkt e

(2.1.7)

(2.1.8)

Observacién 2.1.7. Definimos la matriz Q, € R™* como la que tiene por columnas los
vectores qi,...,qg. Si construimos un algoritmo iterativo que en la iteracion (k + 1)-ésima
amplie la matriz Q. obtenida en la iteracion k-ésima de forma que Qg1 = [Qk | qk+1} , entonces

tendremos un algoritmo que en cada iteracion amplia una base ortonormal qy, . .

a una base ortonormal q1, ..., qk, Qi1 de Kri1(A, 7).
Podemos pensar en las matrices Q. como en una unica matriz () que en cada iteracion se

amplia con una nueva columna.

- 4k de K:k(A7 T)

Dado el subespacio de Krylov ICi (A, r), el algoritmo se implementaria de la siguiente manera:
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Algoritmo 2: Iteraciéon de Arnoldi

Entrada
» A€ R"™": Matriz generadora de Kr(A,1).

n 7 € R": Vector inicial de K(A,r).

» k€ Z: Dimension de IC,(A,r).
Salida

" Qi1 = (qi,j) € R0 - Matriz que tendrd por columnas los qu, .. ., Qi1

» H), = (hij) € REFDXE: Matriz descrita en (2.1.8).
Funcién Arnoldi(A, r, k):
q1 < W%
para ¢ < 1 hasta k hacer
t +— Ag;;
para j < 1 hasta i hacer
L hji < qft;
t <1t —hjq;
hit1i < I]]2;
si hi+1,; # 0 entonces

L i+1 < Rt

| devolver [(q;j)1<i<n1<j<kt1, (hij)i<i<kii,1<i<k]

Ejemplo 2.1. Apliquemos el algoritmo anterior al siguiente ejemplo. Sean la matriz A, vector
r y entero k siguientes:

1 2 3 4 1
5 6 7 8 1
A=19 1011 12| "= 1| k=3
13 14 15 16 1

Después de usar el algoritmo obtendriamos la matriz de de vectores ortogonales Q3 y la
matriz 4 x 3 de Hessemberg Hs definida previamente en (2.1.8)):

0,5 —0,6708 0,1693  0,3533 34 44721 —5,2339

|05 —0,2236 —0,0462 —0,3006 F.o_ | 178885 0 —27537
Qs = 0,5 02236 —0,8774 04670 |> 3 0 0 0
0,5 0,6708 0,4464  0,7528 0 0 0

FEs decir, la base ortonormalizada de KC3(A,r) es

0,5 —0,6708 0,1693
0,5 —0,2236 —0,0462
05]° | 02236 | | 08774
0,5 0,6708 0,4464
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Este algoritmo tiene algunas variantes, como el algoritmo de Householder-Arnoldi, que usa
reflectores de Householder para la ortogonalizacion, en lugar de la técnica clasica de Gram-
Schmidt. Estos reflectores se utilizan para transformar una matriz a una forma més simple,
generalmente una matriz Hessenberg, al aplicar transformaciones ortogonales que eliminan ele-
mentos debajo de la diagonal principal mientras preservan la ortogonalidad de los vectores en el
subespacio de Krylov. De igual manera, existe otra version donde se utilizan transformaciones
de Givens con el mismo objetivo, [J].

Algoritmo de Arnoldi aplicado a la resolucién de sistemas lineales (FOM)

El método de Arnoldi o FOM es el método iterativo de proyeccion para resolver
basado en el algoritmo de Arnoldi, a partir de una base ortonormal para Ky(A,rg), con ry =
b— Axg y xp el iterante inicial. En la implementacion del método usamos una parte de la matriz
Hk descrita en - En concreto H;, € R¥** que es la matriz Hk después de eliminar su
ultima fila. El método se implementa de la siguiente manera:

Algoritmo 3: Full Orthogonalization Method (FOM)

Entrada
s A € R"™™: Matriz de coeficientes.

» b€ R": Vector de términos independientes.
» 29 € R": Aproximacion inicial a la solucion.

» k€ 7Z: Dimension del subespacio de Krylov.
Salida

s 1, € R": Aprozimacion k-ésima a la solucion.

Funcién FOM(A, b, xg, k) :

ro < b— Axg ;

B |roll2 ;

(Qrs1, ﬁ[k] < Arnoldi(A,ro, k) (Algoritmo ;
e < Hy ' (Ber) 5

Ty < To + QrYr ;

devolver z;, ;

Observacion 2.1.8. El algoritmo|[5 depende de un pardmetro k que es la dimension del subes-
pacio de Krylov. En la prdctica, es deseable seleccionar k de manera dindmica. Esto seria
posible si la norma del residuo de x, estuviera disponible sin tener que calcular xy. Entonces, el
algoritmo podria detenerse en el paso adecuado. En este sentido, se tiene el siqguiente resultado,

Cf. [S/.
Proposicion 2.1.9. El vector residuo de la solucion aproximada x. calculada por el algoritmo
FOM se puede expresar como

b— Avp = —hpp1 k€h YrQrr-

Por lo tanto,
Hb — A.’L’kHQ = hk+17k’€£yk’. (219)
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De este modo, la formula (2.1.9)) puede incorporarse al algoritmo @ para su control a través de
un entero de parada, con xo como el ultimo iterante calculado.

Ejemplo 2.2. Para cada valor de j entero positivo, se consideran las matriz de Toeplitz
simétricas AY) € RI¥I | generadas respectivamente por un vector v9) € RI, donde vV =
(1, 2,3,... ,j)T. Especificamente, para cada j, la matriz AY) se construye tomando como prime-
ra columna y primera fila el vector v9) extendido hasta completar las dimensiones requeridas.
Tomemos para cada j, el sistema lineal

AW @) — @) (2.1.10)

ddnde el vector de términos independientes bY) serd un vector de solo unos y el vector inicial
ZU(()J) serd el vector nulo, ambos de tamano j. Esto es:

1 2 3 i1 | 0

2 1 2 -2 -1 1 0

| 3 2 1 =3 j—2 N o
AW = : : : . : = 1] z) = 0
j-1 j-2 j-3 -« 1 2 : :
io=1 =2 21 1 0

Tras aplicar FOM (algoritmo @ para distintos valores de j y k, los residuos finales obtenidos
se muestran en la tabla 21

k
10 20 30 40
100 | 6,14 x 1073 | 5,36 x 107° | 8,18 x 1078 | 8,63 x 10~ 12
300 | 1,67x1072[1,92x 1073 [2,21 x10~* | 1,30 x 10~°
500 | 2,16 x 1072 [ 3,68 x 1072 [ 1,02 x 1073 | 1,74 x 10~*
.1 700 6,11 x107%2[4,74x1073 [ 1,55 x 1073 | 5,76 x 10~*
117900 [3,00x 107 [ 5,63 x 102 | 3,50 x 103 | 7,30 x 102
1100 [ 3,40 x 1072 [ 6,37 x 1072 [ 3,98 x 1072 | 9,55 x 10~ *
1300 | 1,47 x 1077 [ 7,02 x 1073 [ 3,11 x 1073 | 2,26 x 1073
1500 | 4,04 x 1072 | 7,61 x 1073 | 3,46 x 1073 | 1,71 x 1073

Tabla 2.1: Norma del residuo k-ésimo obtenido al resolver (2.1.10) con FOM para diferentes
valores de j y k.

Se puede observar que FOM muestra una convergencia razonable para matrices de Toeplitz
pequenas cuando k es grande, logrando residuos bajos. Sin embargo, a medida que j aumenta,
wmcluso con k = 40, los residuos son relativamente grandes. Fsto se debe al mal acondicio-
namiento de las matrices de Toeplitz, lo que causa un aumento en el residuo final. Esto es
un claro indicador de que FOM enfrenta dificultades al manejar sistemas mal acondicionados,
sugiriendo la necesidad de mas iteraciones o de preacondicionar previamente.

Otras variantes del método de Arnoldi son FOM con reinicio, IOM (Implicit Orthogonali-
zation Method) y DIOM (Deflated Implicit Orthogonalization Method), cada una de las cuales
adapta el método de Arnoldi para mejorar su eficiencia y precision en la resolucién de (2.1.1)).
FOM reiniciado introduce un mecanismo de reinicio que permite ejecutar el método en blo-
ques, reiniciandolo periédicamente para mantener las matrices de tamano manejable y mejorar
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la convergencia. IOM optimiza el proceso de ortogonalizacién utilizando un enfoque implicito,
reduciendo el costo computacional y el uso de memoria al evitar el almacenamiento explicito
de grandes matrices de ortogonalizacién. DIOM complementa esto con técnicas de deflacion,
acelerando la convergencia, [S].

2.1.4. Método GMRES

El método GMRES (Generalized Minimum Residual) fue propuesto por Saad y Schultz en
1986 como un método de subespacios de Krylov para la resolucién de sistemas con matriz no
singular y algin grado de dispersién, [SS]. Se trata de un método de proyeccién que se basa en
tomar £ = AK,(A,ry) como espacio de restricciones. La idea fundamental de este método es
expresar x en términos de la base ortonormal {q¢i, ..., qx} generadora de Ky(A,rg) usando el
algoritmo de Arnoldi y en el cual ¢; es un multiplo escalar del residuo inicial 7y = b — Axy.

El método GMRES consiste en generar una sucesion de aproximaciones iterativas x; que se
mejoran en cada paso mediante un proceso de minimos residuales. Veamos ahora una relacion
la cual necesitaremos para la construccion del algoritmo para GMRES.

Proposicion 2.1.10. Las matrices Qy, Qg1 definidas en la observacién Y [?[k, definida
en (2.1.8), satisfacen la siguiente relacion:

AQy = Qi1 Hy, (2.1.11)

Demostracion. De las relaciones (2.1.6]) y (2.1.7)) se tiene

i i i+l
Ag; = Z qihji + qiv1 = Z qihji + hiv1iGi1 = Z qjhji. (2.1.12)
j=1 j=1 j=1
Formamos lamatriz Qy = [¢1 ¢ -+ @] € R™*ylamatriz Qpi1 = [a1 @2 -+ @ Gu1] €
R™(++1) a partir de los vectores columna {g;}, tal como se muestra en la observacion La
ecuacién matricial (2.1.11]) se sigue directamente de la ecuacién ([2.1.12)) ]
Las soluciones que buscamos son de la forma

Te = 7o + Qtk, Uk € RY, (2.1.13)

donde @y es la matriz que tiene por columnas los vectores de R que forman una base ortogonal
del subespacio de Krylov K (A, rg) = {7“0, Arg, A%rg, . .. ,Ak_lro} y donde el vector y; es el que
hace minimo la norma del residuo k-ésimo. Es decir, en el cual

7]l = 1|6 — Ao + Qry)ll2 = [Iro — AQryxl|2

es minimo en Kx(A, 7). Este es un problema de minimos cuadrados. A partir del algoritmo de
Arnoldi, podemos simplificar el problema como sigue. Sea (5 := ||ro||2. Nuestra primera eleccién

en el método de Arnoldi serd ¢; = ”:ﬁ, luego ro = Bq;. Por la relacion (2.1.11]) y puesto que

T .
q1 = Qk+1 (]-7 07 cee 70) = Qk’-‘rlel) se tiene que

I7ill> = llro — AQkyilla = I8¢ — Qusr Hiyells = | Qua (Ber — Hye) |-

Como las columnas de ;11 son ortonormales, basta con que minimicemos
1Ber — Hiyill2,
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de manera que, resolviendo el sistema
f‘jkyk = 661, (2114)

en el sentido de minimos cuadrados, obtenemos una solucién aproximada de en la forma
. El problema se resuelve aprovechando la estructura de la matriz Hj, donde
es necesario descomponer la matriz en factorizaciéon QR con la ayuda de, o bien el método
de Gram-Schmidt, o bien rotaciones de Givens oportunas, [E], o bien transformaciones de
Householder, [S]. Una vez hallada la solucién, este proceso se repite hasta que se alcanza una
tolerancia deseada.

El algoritmo se implementa de la siguiente manera:

Algoritmo 4: GMRES

Entrada
w A e R"™": Matriz de coeficientes.

= b e R": Vector de términos independientes.
s 19 € R": Aproximacion inicial.

» k € Z: Dimension de Ki(A,ry), menor que n.
Salida

s 10 Aproximacion k-ésima a la solucion.
Funcién GMRES(A, b, xq, k):
ro < b— Axg ;
B |r 0] 25
[Qr+1, H] < Arnoldi(A,r, k) (Algoritmo ;
Determinar y; que minimiza

Hﬁel - ﬁkyk’b

Ty < o + QrYr ;
devolver z; ;

Observacion 2.1.11. En la implementacion practica de GMRES, una estimacion xj, a menudo
no es suficiente para obtener la tolerancia de error deseada. Una opcion viable es usar xy como
un vector inicial mejorado y repetir el proceso hasta alcanzar la tolerancia de error.

El método GMRES converge a la solucién exacta en exactamente n iteraciones, como vere-
mos ahora en la proposicién [2.1.13] Previamente, necesitamos la siguiente caracterizacién del
residuo.

Proposiciéon 2.1.12. Sea A € R™"™ una matriz no singular y xp la k-ésima iteracion del
GMRES, entonces para todo P € Py, = {p: p es polinomio de grado k y p(0) =1},

= min |[P(A .
Irill2 = min [[P(A)ro]l.

Demostracion. Sea P € Py. Entonces podemos escribir P como P(z) = 1+ pyz + ... + pp2F,

donde 1, py, ..., pr son sus coeficientes. Consideramos la matriz V' que tiene por columnas los
vectores {rg, Arg, ..., A¥71ry} que forman una base de K1 (A, 7). Por tanto tendremos que
AV = A |:’I“0 A’f’o s Akilro} = [A’I“O A2T0 o AkTo] .
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De esto se sigue que

Irklle = [|b — Azg||l2 = min _||rg — AVyl| = min  |jrg —y1Arg — ... — ykAkTOH
y=(y1,yx)T y=y1,.yk) T
= min ro — piArg — ... — pAFroll = min [|[P(A)ro]].
e |ro — p1Aro Pk ol Pep: [P (A)roll

]

Proposicion 2.1.13. Sea A € R™™ wuna matriz no singular, entonces GMRES obtiene la
solucion exacta en n pasos.

Demostracion. Sea p(z) = det(A — zI) el polinomio caracteristico de A, tal que su grado sea n.
Observemos que p(0) = det(A), que es no nulo puesto que A es singular por hipdtesis. Consi-

deremos ¢, (z) = igg; € Pn. Asi, por el teorema de Cayley-Hamilton, p(A) = det(A)g,(A) = 0,

y por la proposicién [2.1.12] r, = b— Axy = 0, en otras palabras, x;, es solucion del sistema. [

Ejemplo 2.3. La proposicion puede ilustrase con el siguiente ejemplo. Sean A y b de la
siguiente manera:

4 -1 1 1
A=|-1 3 =2, bv=12
1 -2 3 3

Tras aplicar el algoritmo GMRES, nuestra solucion aproximada es:

0,2222
z = 24444
2,5556

En este ejemplo hemos realizado un total de 4 iteraciones, con un error relativo nulo.

Ejemplo 2.4. Apliquemos ahora GMRES utilizando los mismos datos del ejemplo [2.3. Los
resultados obtenidos para diferentes valores de j y k se muestran en la tabla[2.3.

k
10 20 30 40
100 | 2,72 x 1072 | 8,65 x 1072 | 8,79 x 1072 | 8,83 x 10~
300 [ 4,99 x1072[2,09x102]1,85x 1072 1,86 x 1072
500 | 6,49 x 1072 | 2,44 x 1072 | 2,43 x 1072 | 2,43 x 1072
.| 700 [ 7,80 x 1072 [ 2,90 x 1072 [ 2,98 x 1072 | 2,89 x 1072
J17900 [211x 107 | 331 x10°2 | 328 x 102 | 3,28 x 102
1100 [ 9,67 x 1072 [ 3,65 x 1072 | 3,64 x 1072 | 3,64 x 1072
1300 | 1,11 x 1071 [ 3,96 x 1072 | 3,96 x 1072 | 3,95 x 1072
1500 | 1,13 x 1071 [ 4,25 x 1072 | 4,26 x 1072 | 4,25 x 1072

Tabla 2.2: Norma del residuo k-ésimo obtenido al resolver (2.1.10)) con GMRES para diferentes

valores de j y k.

Como se puede observar, al igual que con FOM en el ejemplo GMRES también es
sensible al mal acondicionamiento de las matrices de Toeplitz, reflejando en ambos casos la
necesidad del preacondicionamiento.
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Como hemos comentado antes, GMRES se vuelve poco ttil cuando k£ es grande debido
al crecimiento de los requisitos de memoria y computaciéon a medida que k£ aumenta. Estos
requisitos son idénticos a los de FOM, y al igual que con este algoritmo, hay dos variaciones
de GMRES que buscan solucionar estos problemas. Una esta basada en el reinicio y la otra en
truncar la ortogonalizacion de Arnoldi. Describamos estas dos variaciones de GMRES, [S]:

= GMRES con reinicio: En esta variante, después de aplicar GMRES, se reinicia el
proceso y se comienza de nuevo utilizando la aproximacion obtenida como aproximacion
inicial. Esta idea es la comentada en la observacion [2.1.11] Este proceso se realiza hasta
alcanzar una tolerancia deseada. De esta manera conseguimos mejores soluciones aunque
el proceso sea mas lento, puesto que estamos aplicando GMRES varias veces, cada una
de ellas con una aproximacion inicial mas proxima a la solucion.

= GMRES truncado: En esta version, en lugar de ortogonalizar completamente cada
vector al llamar al algoritmo de Arnoldi, se utiliza una versién truncada de este proce-
dimiento, la cual simplifica los calculos y reduce el costo computacional. Esto resulta en
una aproximacion menos precisa, pero mas eficiente. Por esto, aunque GMRES estandar
puede darnos una mejor aproximacion a la solucién debido a que aprovecha un subespacio
completo, la versién truncada lo hace con menos recursos computacionales y de memoria.

Relacién entre GMRES y FOM

Por 1ltimo, veamos qué relacién existe entre los métodos de Arnoldi y GMRES. Sea pf
(resp. pJG) la norma del residuo lograda en el paso j por el FOM (resp. GMRES).

Proposicién 2.1.14. ([S]) Supongamos que se han tomado k pasos del proceso de Arnoldi y
que Hy no es singular. Entonces

F_ Ju%

Pr = )

@\ 2

- ()
Pr—1
y por lo tanto
1
pY = : (2.1.15)

St (i)

Observacion 2.1.15. La proposicion sugiere la cercania de ambos métodos. Notemos
primero que, a partir de (2.1.15)) se tiene que

oS <pf, i=0,... k. (2.1.16)
Por otro lado, definamos p,i =min{pl", i =0,...,k}. Entonces, se tiene que
1 1 kE+1

(h)? “

)

— (n)? : (pf)? (2.1.17)

Por lo tanto, de (2.1.16) y (2.1.17)) llegamos a la conclusion siquiente:

P?SPQS VEk+ 1pf.
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2.2. Equivalencias entre la aceleracion de Anderson y
GMRES:

El objetivo de esta seccion es establecer una equivalencia entre la aceleracion de Anderson sin
truncamiento, es decir, con my = k para cada k, y GMRES en un sistema lineal. Asumimos por
tanto, que nuestra funcién de iteracion g es de la forma Ax 4 b para una matriz de coeficientes
A € R™™ y un vector de términos independientes b € R™. La relacion se puede escribir
como

O=fz)=Az+b—a=(A—-1)x+0.

Esto permite interpretar la aceleracion de Anderson como un método iterativo para el sistema
lineal

(I—A)z=b, (2.2.1)

donde se supone que I — A es no singular. Explicitamente, del algoritmo [1}, los iterantes son de
la forma

mg
k
L = ZOJE )g(xk—mk—‘rz’) = 9(Tmin),
i=0
con

my m
_ E (k) (k) _
Lmin = O " Th—my+i ;" = 17

y residuo ry, = b — (I — A)zy, = x — g(ax). Siguiendo el algoritmo [I, observamos que Zmm
proporciona el minimo residuo en el subespacio generado por zj_p,,, ..., Tk.
Antes de empezar, especifiquemos la notacion que usaremos a lo largo del capitulo.

Notacién. Para cada k, definimos xS™MEES o pSMEES - gy denotan la k-ésima iteracion y el re-

siduo de GMRES, respectivamente, y K = {TOGMRES, (I — A)yr§MRES (I — A)kilroGMRES},
que denota el k-ésimo subespacio de Krylov generado por (I — A) y r§MEES. Definimos también

la k-ésima iteracion de Anderson por x4,

El principal resultado de esta secciéon muestra que, bajo ciertas hipdtesis, la aceleracién de
Anderson y GMRES son esencialmente equivalentes. Esto significa que las iteraciones obtenidas
por cualquiera de los dos métodos se pueden generar a partir de los del otro. Esta equivalencia
se puede extender a las diferentes variantes de GMRES, [WN]. Pero antes de adentrarnos en el
resultado, veamos un pequeno lema que necesitaremos para la demostracién del teorema.

Lema 2.2.1. Supongamos que GMRES se aplica a (I — A)xz = b con (I — A) no singular. Si
GMRES| |, . ||y GMRES||, GMRES ¢ |
: .

|5 > 0 para algin j > 0, entonces 1;
Demostracion. Por conveniencia, definimos Ky = {0}. Para ¢ > 0, denotamos rF™MRES como
r¢ y denotamos la proyeccién ortogonal sobre (I — A)(K,)* por . Dado que (I — A)(K,)* C
(I — A)(Kp_1)* para £ =1,...,j, demostramos por induccién que se verifica que r; = m;7;_1.
Supongamos que r; # 0 para algin j > 0. Si r; € K;, entonces r; € K; N (I — A)(K;)* C
K;n(I—A)(K;_1)*. Dado que K;N(I—A)(K;_1)* es un subespacio unidimensional que contiene
arj_1, tenemos que r; = Ar;_; para algtn escalar . Entonces r; = m;r; = Am;r;_1 = Ar;. Dado
que 7; # 0, se sigue que A = 1y r; = r;_1 y, en consecuencia, que |[r§NRES|[; = [[pFMRES|], ]
Teorema 2.2.2. Consideremos el problema (1.0.1) con g(x) = Az + b, donde A € R™" y
b € R" y supongamos lo siguiente:

i) No hay truncamiento en la aceleracion de Anderson, es decir, my = k para cada k.
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ii) (I — A) es no singular.
iii) Se aplica GMRES al sistema (2.2.1)), con x{MEES = g4,

w) Para algin k > 1, rSMRES £ (),

G’MRESH > HTGMRESH

v) Para este mismo k, [|r; para cada j tal que 0 < j < k.

Entonces
(k) AA _ _GMRES AA GMRES
E Q; Ty = Tk ) xk+1_g(xk )

Demostracion. Por la hipétesis iii), denotamos por comodidad zy = zSMBES = 284 Para

i=1,...,k, definimos z; = 2 — . Para demostrar el teorema, necesitamos probar los dos
Siguientes lemas, bajo las hlpotesis i)awv):

Lema 2.2.3. Parai < j <k, si{z,...,z;} es una base de K;, entonces

(4) .AA _ _.GMRES AA _ GMRES
E o T = y rif = g(xj ).

Demostracion. Partimos de que

fo=g(x0) — 20 = Axg+ b —xg =b— (I — A)zg = rg™""s. (2.2.2)
Ademas, para i = 1,..., k, tenemos que, como g(z) = Az + b, de la hipdtesis iii)
= g(a?) — 2
= g(xo + % To + 2
- iix; e +(<2 B 223

GMRES _ (1 _ A)z;.

I
<

Por tanto, por (2.2.2)) y (2.2.3)), para i < j < k y cualquier o = (ao, - ,ozj)T, llegamos a que

Fioo = Zaifi = <Z al> GMRES _ (1 _ A) (Z aiz,) ) (2.2.4)

Luego, por ([2.2.4), podemos verificar facilmente que si {21, ..., z;} es una base de K;, entonces

, N N\T . .
al) = <a6j), ot ,aj(?)) con o) =1 -5 oY resuelve el problema de minimizacion:
J
min | Fja|2, sujeto a Zai =1, (2.2.5)
i=0
, AT
si y solo si (agj ), o ,ay )> resuelve el problema de minimizacién de GMRES:

(2.2.6)

J
ro S — (1 — A) (Z Oéz‘Zz')
i=0

min
o

2
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, . AT
Como consecuencia, la solucién o) = (a((f), . ,oéj )> de (2.2.5)) satisface:

J J J J J
Zay)xf“‘ = a((f)xo+z o (zg+2) = (Z a§])> x0+2a§])zi = m0+z alz; = wSMRES,
i=0 i=1 i=1 i=1

i=0
(2.2.7)
Por tanto,
#A4) AA GMRES
JH—Za glx —g(za) >—g( ).
L]
Lema 2.2.4. Para 1 < j <k, {z,...,%} es una base de K,.
Demostracion. Por induccién sobre j, sea z; = 24 — g = g(x0)70 = r$MEES. Si de la hipdtesis
), k = 1, entonces r§™MBES £ 0. Si k > 1, por la hipdtesis v) se tiene que |[r§MBES||, >
||7’G_1\4RESH2 > 0. Por tanto, {21} es una base de K;.
Supongamos ahora que k > 1y, como hipétesis inductiva, que {z1,...,2;} es una base de
K; para algtn j tal que 1 < j < k. Por el lema y (2.2.7), tenemos que
Ziy1 = -’17}44;41 — Ty = g(x]GMRES) — 9= AmJGMRES +b—x

J J
_ ijGMRES +b— ijMRES + Z aZ(J)Zi _ TJGMRES + Z a@(])zi.
i=1 i=1

Dado que TGMRES ey Z 1 a zz € K;, tenemos que z;11 € Kj11. Ademads, dado que por
las hlpotesm iv) y v) se tiene

HTGMRESH GMRESH2 > ||TGMRES||2 > 07

> ||7’

entonces se sigue por el lema[2.2.1 que TJC-;MRES € K;. En consecuencia, z;;1 no puede depender

linealmente de {z1, ..., 2;}, y concluimos que {z1,..., zj11} es una base de ;1. Esto completa
la induccién y la demostracion del lema [2.2.4) O
Demostracion del teorema [2.2.2 es inmediato a partir de los lemas y [2.2.4) O

Las condiciones del teorema admiten la posibilidad de que el residuo en la iteracion
k-ésima sea cero o que GMRES deje de avanzar a partir de la k-ésima iteracion. Estos escenarios
son especialmente relevantes y suelen presentarse con cierta frecuencia. Vamos a profundizar
en ellos.

2.2.1. Caso en el que el residuo en la iteracion k-ésima es cero

GMRES

Si se cumplen las hipdtesis del teorema y = 0, entonces zUMRES — (7 GMRES) © o
decir, z5MRS es un punto fijo de g. Luego, el teorema implica que 33y = g(zfMRES) = g MRES

también es un punto fijo de g, y una implementacién practica del algoritmo AA terminaria en
el paso k + 1, alcanzando la solucion de .

Podemos observar que la equivalencia de los problemas de minimos cuadrados (2.2.5) y
(2.2.6) implica que - ) tiene una solucién tnica y, por lo tanto, 224 '+ estd definido de manera
Unica en este caso, aunque Fj sea de rango deficiente segiin la siguiente proposicion.
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Proposicién 2.2.5. Supongamos que se cumplen las hipdtesis del teorema [2.2.3. Entonces,
rango(Fy) >k, y rango(Fy) = k si y solo si rSMEES = (.

Demostracion. A partir de (2.2.4)) con j = k, tenemos que
FkOé =0

T . .
para o = (ag, - ,ozk) si y solo si
k k
(1= A)) oz =Y amg™s, (2.2.8)
i=1 i=0
Dado que {z1,..., 2z} es linealmente independiente y (I — A) es no singular, se sigue de (2.2.8))

que
k
Z oy = 0
1=0

si y solo si & = 0. En consecuencia, al considerar soluciones no triviales de Fya = 0, podemos
asumir sin pérdida de generalidad que

Supongamos que o = (ao, e ,ak)T ya= (640, e ,oZk)T satisfacen Fra = Fra =0y
k k
Se=Ya=
i=0 i=0

Entonces, a partir de (2.2.8)), su diferencia oz — & satisface

(I—A)) (o — )z =0.

i=1

Como arriba, se sigue que a@ = @. Se concluye que la dimensién del espacio nulo de Fj es a lo
sumo uno; por lo tanto, rango(Fy) > k.
T
Ademés, observemos que rango(Fy) = k si y solo si existe un o¥) = (a(()k), e ,oz](f)> tal
que Fra® =0y Zf:o agk) = 1. Por ([2.2.8)), se verifica que esto se cumple si y solo si
k
(I —A) Z agk)zi = pGMRES

i=1

lo cual se cumple si y solo si rg™MBES = ()
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2.2.2. Caso de estancamiento de GMRES

En ciertos casos, al aplicar el método, el mal acondicionamiento de la matriz, la imprecisién
numérica o la propia estructura del problema hacen que llegue un momento en el que ya no es

posible acercarse més a la solucién de ([2.1.1]).

Definicién 2.2.1. Un método iterativo se dice que se estanca en la iteracion k-ésima cuando,
a partir de esa iteracion, deja de avanzar hacia una mejor solucion. En otras palabras, las
iteraciones posteriores no logran reducir de manera significativa el error o el residuo, lo que
sugiere que el método ha dejado de converger o que la mejora en la aproximacion de la solucion
es insignificante.

Proposiciéon 2.2.6. Supongamos que se cumplen las hipotesis del teorema y que rSMRES —
rMRES 40, Entonces zif = .

Demostracion. Se sigue de la proposicién que rango(Fy) = k + 1; en consecuencia, el
problema (1.2.1)) (con my = k) tiene una solu(non tinica. Luego dado que TGMRES pOMRES g

solucién debe ser de la forma oy, = (a[()kfl), . ,a,(f:ll), O) , 1o que implica

(k— 1) AA
ka—EO‘ &; )_xk'

O

Si se cumplen las suposiciones del teorema-y GMRES estanca en el paso k con roMRES —

rOMRES £ () entonces la proposicién muestra que el Algoritmo AA sin truncamiento
satlsface m?ﬁl = A, Se sigue entonces que fr = frs1, es decir, las dos columnas finales de

F}11 son las mismas, y el problema de minimos cuadrados

mg
min T||Fk04||2 s.a. Zaizl (2.2.9)

a:(a07~"7amk

en el paso (k + 1) es deficiente en rango. Por esto, se esperarfa que el estancamiento cercano
de GMRES en algtin paso resulte en una mala condiciéon del problema de minimos cuadrados
en el siguiente paso. Esto representa una debilidad numérica potencial de la aceleracion de
Anderson en relaciéon con GMRES, que no se descompone cuando se estanca antes de que se
encuentre la solucién. Como resultado, la condicion del problema de minimos cuadrados es una
consideracién central en la implementacion del Algoritmo AA.

2.2.3. Preacondicionamiento del sistema

Como ya comentamos previamente, uno de los mayores problemas de los métodos iterativos
en general es la lenta convergencia en algunos casos. La soluciéon a este problema suele ser
preacondicionar nuestro sistema. Utilizamos esta técnica con la intencién de resolver de
tal manera que los métodos iterativos puedan converger mas rapidamente y con mayor ﬁablhdad
(véase el capitulo 9 de [J]).

Para el resto de esta seccién, cambiamos ligeramente la notacién. Consideramos resolver
numéricamente un sistema usando una iteracion estacionaria clasica basada en una
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descomposicion de operadores A = M — N, donde M, N € R™™ y M es no singular. Con esta
descomposicion, el sistema (2.1.1)) se reformula como la ecuacién de punto fijo

r=g(x)=M'Nz+ M1b,

y la iteracion estacionaria es una iteracién de punto fijo con esta g.

El siguiente corolario del teorema[2.2.2) afirma que, con este g, la aceleracién de Anderson sin
truncamiento es esencialmente equivalente en el sentido del teorema a GMRES aplicado
al sistema precondicionado izquierdo de M !, comenzando con el mismo .

La notacién es la misma, excepto que ahora el residuo GMRES k-ésimo es ahora rgMRES =
M~ — ML Ax{MRES para cada k.

Corolario 2.2.7. Asumimos las siguientes hipotesis:
m A=M — N, donde A € R™" y M € R"™™ son no singulares.
» g(x) = M'Nz + M~'b para b € R".

La aceleracion de Anderson no estd truncada, es decir, my = k para cada k.

GMRES se aplica al sistema precondicionado izquierdo M~ Ax = M~1b con punto inicial
gGMRES — g4,

Para algin k > 1, rZMEES £ 0. Ademds, para cada j tal que 1 < j < k, |[rZ{RE5||; >

R,
Entonces i
k), AA GMRES AA GMRES
ZO‘E )Iz’ =Tk y Tt = 9(z; ).
=0
Demostracion. Aplicamos el teorema con Ay breemplazados por M N y M~1b, respec-
tivamente. 0

2.3. Resultados de convergencia de la aceleraciéon para
problemas lineales

El objetivo de esta seccién es ver como se comporta la convergencia de la aceleracion de
Anderson en el caso lineal, [TK]. Como solo nos referimos a la aceleracién de Anderson, escri-
biremos a partir de ahora z2* como ;. Recordemos que el caso lineal es donde la funcién de
iteracién es g(x) = Az +b, con A € R™" regular y b € R". Por tanto el residuo k-ésimo de la
aceleracién (Algoritmo (1)) es fr = g(zx) —xx = b — (I — A)xy. En esta seccidén probaremos que
la convergencia de la sucesién de residuos es ¢-lineal. Pero veamos primero qué significa este
tipo de convergencia.

Definicién 2.3.1. Una sucesion {x} que converge a un limite x* se dice que converge q-
linealmente si existe una constante ¢, con 0 < ¢ < 1, tal que para todo k > 0, se cumple:

[2pr = 22 < el — 27|z

Teorema 2.3.1. Si ||Alls = ¢ < 1, entonces la iteracion de Anderson converge a x* =
(I — A)_1 b y los residuos convergen q-linealmente a cero con factor q igual a c.
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Demostracion. Dado que Z o a; = 1, del algoritmo (1| se tiene

mg
fror=b—(I = A)zppr = > _ajb— (I = A)(b+ Az, +))]
7=0
my mg
=D G Ab — (I = A)apmig] = A 5 frmmprse
j=0 j=0

Del hecho de que si {a;}]"% es la solucién del problema de los minimos cuadrados ([1.2.1)),

entonces, por definicién,
mg
> frms
Jj=0 2

Por lo tanto, podemos concluir con que

< [ fell2,

| frs1ll2 < el fello-

2.4. Ejemplo numérico

En esta seccién, nuestro objetivo es mostrar en un caso practico la relacién que hemos visto
entre el algoritmo AA y GMRES para el caso lineal. Queremos implementar ambos métodos
para un problema de la forma y comparar su residuo en funcién del niimero de iteraciones
méximas. Vamos a trabajar con el problema presentado en [L]. Expliquémoslo brevemente.

Consideremos el problema de valor inicial y contorno siguiente.

Ui(x,t) = Upe(x,t) + f(x), x€][0,1],t€[0,T],

U(O,t):U(l,t)—O, tG[O,T], (2.4.1)
U(fL‘,O) = U(:E), 2SS [07 1]’ o
v(0)=v(1)=0

donde T > 0 y se nos dan las funciones f y v. Los subindices indican con respecto a qué variable
se toma la derivada. El problema se puede resolver analiticamente, si bien la solucion se
expresa en forma de una serie infinita. Alternativamente, el uso de diferencias finitas permite
obtener aproximaciones que convergen a la soluciéon bajo ciertas condiciones. En la proxima
subseccién veremos que, al ser un problema lineal, la formulacién en diferencias finitas

nos lleva a tener que resolver un sistema lineal en cada paso, cuya resolucion nos permite
comparar los métodos AA y GMRES.

2.4.1. EIl Método de Diferencias Finitas y Euler Implicito

Fijados N, M > 1 enteros, discretizamos el intervalo [0, 1] x [0, 7] con una red uniforme de
nodos (xl,tg) coni=20,...,N,{=0,...,M, z; = iAz y t, = (At, con longitudes de paso
Az =+, At = L. El metodo de d1ferenc1as finitas estd basado en buscar aprox1ma01ones UM
a los Valores U (:L‘Z, t¢) de la solucién, a partir de la evaluacién de la primera ecuacién de
en los nodos (z;,t,). Con la condicién de contorno U(0,t) = U(1,t) = 0, podemos Considerar

solo {xy,...,2Nn_1}.
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Para obtener la ecuacion en diferencias finitas que satisface U; ¢, aproximamos las derivadas
de (2.4.1) mediante las férmulas

U(zi, te) — U(wis te-1) 1<i<N—-1 1<(<M
At LT T

U(xiﬂ, tg) — 2U<.CEZ, tg) + U(.fl?i_l, t()
Ax? ’

Ut(Ii7 tf) ~

U, 10) ~ 1<i<N-1, 0<f<M.

Esto nos lleva a las ecuaciones en diferencias

(’if LZ’Z—I Li—i—lé 2(’25 Li—lf .
: d = ’ : =+ ; 1<i<N-1, 1<Ii<M 2.4.2
ﬁt ﬁxQ f('ll;l)? St > ) —g— ) ( )

con U; o = v(z;). En (2.4.2)) se incluyen las condiciones de contorno Uy, = Uy, = 0. Esto nos
permite plantear la formulacion matricial

U =Up+ At(AUg.H + f), 0<i<M-—1, (243)

donde f= (f(z1),..., f(a;N_l))T, A € RW=Dx(N=1) e de la forma

-2 1 0 0

1 1 -2 1 0

A=—120 1 -2 0
Az? . : ’

0 0 1 -2

y Uy = (U, ..., UN,L@)T, siendo U, , =~ U(x;,t,). La solucién obtenida via (2.4.3|) converge a
la solucién de (2.4.1) cuando At, Az — 0 con AA—;,Z < 1, [MM]. Podemos observar que (2.4.3)
es una iteracién de punto fijo para cada 0 < ¢ < M — 1y, al expandir y ordenar los términos,
obtenemos

Uy = (AtA)Ugy + (Up + Atf). (2.4.4)
Ademas,vamos a definir L = AtA y, para cada t,,

by .= U, + Atf,
e (2.4.5)
ge(u) = Lu + by.
Entonces ([2.4.4)) se escribe en la forma ((1.0.1])
Ug+1 = gg(Ungl). (2.4.6)
Alternativamente, podemos escribir (2.4.4) como
(I — L)Upy = by. (2.4.7)

En consecuencia, no solo podemos aplicar, para cada 0 < ¢ < M —1, la aceleraciéon de Anderson

al problema ([2.4.6)), sino también GMRES al problema equivalente ([2.4.7).
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2.4.2. Implementacion

Para implementar los métodos de aceleracion de Anderson (AA) y GMRES se ha utilizado
MATLAB. El objetivo principal de este ejemplo es analizar la relacion entre el Algoritmo AA
y GMRES en un problema comiin de iteracion lineal derivado de . Para simplificar el
analisis y enfocarnos en la comparacion, consideraremos tinicamente el primer paso del esquema
iterativo, es decir, £ = 0.

En este caso, el dato inicial en los nodos se define como

Uy = (v(z1),...,v(zn-_1))7,

lo que nos permite calcular by segin ([2.4.5)). El esquema iterativo para este primer paso toma
la forma:

Ut — U™, k=o0,1,...,
donde gg viene dado por ([2.4.5) con ¢ = 0. Para mayor simplicidad en la notacién, redefinimos

U=U vy g:=go0

Para cada iteracion k£ nos interesa el calculo de la norma de los residuos de ambos métodos,
denotados como ||riad ||y y [|rSMRES||,.

Para la implementacion, requiere, ademas, un tamano de paso de tiempo At, que en
nuestros experimentos serd At = 107% y varios Az que especificaremos después. Una entrada
adicional para el algoritmo de aceleracion de Anderson es el parametro de truncacién my, pero
para este ejemplo tomaremos my = k, es decir, aplicaremos AA sin truncacién.

En el caso de la aceleraciéon de Anderson, el algoritmo requiere resolver un problema de
minimos cuadrados con restriccién. Para hallar a®) en la iteracién k-ésima, usaremos la funcién
1sqlin(Fy,On_1, [ |, [ |, Pks1, 1), donde On_; es el vector columna nulo de tamano N — 1
(tamano de la red dadas las condiciones iniciales) y pry1 es un vector fila de unos de tamano
k + 1. Esencialmente, se esta resolviendo el siguiente problema equivalente a :

a®

= m;'n |Frae —On_1]l2 sujetoa priia=1.
Cabe senalar que Fang y Saad [ES] proponen resolver un problema de minimos cuadrados sin
restricciones equivalente a , el cual sera presentado en el siguiente capitulo.

El programa compara el residuo obtenido por ambos métodos para un maximo de k ite-
raciones, parametro que iremos ajustando segin se vaya alcanzando o no la precisién de la
maquina cuando ejecutemos el cédigo. En nuestro ejemplo iniciaremos con el vector nulo como
aproximacién inicial.

Dado que en cada iteracién es necesario determinar Fj = [ fo - fk], se almacena el
calculo de F}, con el fin de evitar redundancias y no ralentizar el programa, puesto que Fj, 1 =
[Fi | fun] para k> 1y my = k.

Finalmente, se genera una grafica para cada caso que muestra la comparacién entre los dos
métodos.

2.4.3. Resultados

Dado el problema ([2.4.3)) en el paso de tiempo ¢ = 0, consideremos los dos pares diferentes
devy f:
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» Caso 1:
{f(x) = sin?(x)
v(x) = sin(nx)
» Caso 2:
{f(x) = cos?(z)
v(z) =a® — 32 + Ju

Es sencillo comprobar que en ambos casos v satisface las condiciones de compatibilidad v(0) =
v(1) = 0. Probemos ambos casos para N = 500 y N = 1000, es decir, para Az = ﬁ y
Ax = ﬁ respectivamente. Las graficas de la norma relativa de los residuos en funcién del
nimero de iteraciones para los métodos implementados en los 4 casos pueden verse en los
graficos [2.1al, [2.1b] 2.1¢ y [2.1d] Se ha usado £ = 15 como nimero maximo de iteraciones,
puesto que para valores mas altos, la precisién de la maquina se alcanza y no se nos ofrece

resultados interesantes para comparar.
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(c) Caso 1, N = 1000. (d) Caso 2, N = 1000.

Gréfico 2.1: Comparacién entre AA y GMRES para distintos tamanos de N y casos.

En vista de los resultados, podemos concluir que para estos ejemplos ambos métodos conver-
gen rapidamente con velocidad similar. Podemos observar un pico en el caso de AA para k = 1.
Esto se debe a que la primera aproximacién est4 completamente determinada por g(U®), y a
partir de este punto se comienza a minimizar el residuo.
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Capitulo 3

El método AA en problemas no lineales

En este capitulo, nos centraremos en el problema para el caso no lineal. Primero nos
adentraremos en la familia a la que pertenece el método de aceleracion de Anderson, los métodos
multisecantes, concretamente multisecantes de Broyden. Veremos dénde se ubica el algoritmo
AA (algoritmo (1)) dentro de los métodos iterativos, conocido como Anderson “mixing”, que es
el término usado en literatura de estructuras electrénicas, [Al [F'S]. Después generalizaremos los
métodos de Anderson como una familia, donde diferenciaremos dos variantes, tipo I y tipo I1. En
el capitulo[2] vimos cémo la aceleracién de Anderson tiene cierta equivalencia al método GMRES
cuando se trata de problemas lineales de la forma . En este capitulo, de manera analoga,
mostraremos cémo en problemas lineales, un miembro particular de la familia de métodos de
Anderson (el método de tipo I) guarda cierta equivalencia al método FOM (algoritmo .

3.1. Los métodos multisecantes

Consideremos el problema , el cual podemos reformular como f(z) = 0 a través de
la relacién ([1.0.2)). Para resolverlo, se emplean técnicas iterativas basadas en la construccién y
mejora de aproximaciones sucesivas a la solucién. La resolucion mediante el enfoque iterativo
puede dividirse en dos categorias principales:

= Métodos secuenciales que no requieren alta regularidad para f y que mejoran la conver-
gencia de los vectores de aproximacién en cada paso, [SI].

= Métodos derivados de la resoluciéon numérica del sistema mediante aproximaciones del
jacobiano Jy(x) = V f(x) o de su inversa. El ejemplo clasico en este sentido es el método de
Newton, el cual presentamos en la introduccion de este trabajo. Recordémoslo brevemente:
si f: R™ — R" es diferenciable con continuidad, a partir de la aproximacion

flx 4+ Az) = f(x) + Js(x) Az,

el método de Newton, en su iteracion k-ésima, viene determinado por:

Jf(xk)Axk = —f(.il?k)

Entonces

Tpa1 = T + Az = 1) — Jf(%k)_lf(.%"k) (3.1.1)

y f(zr + Azy) = 0 si la solucién Azy, es suficientemente pequena.
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La eleccion del método iterativo adecuado esta influenciada por una serie de limitaciones practi-
cas asociadas al calculo y evaluacion de f y sus derivadas:

1) Evaluacién limitada de f debido a la alta dimensionalidad del sistema.
2) No disponibilidad explicita del jacobiano J¢(z).
3) Alto costo computacional asociado a la evaluacién de f y su jacobiano.

4) Uso limitado para evaluar f por errores que pueden presentar en su calculo, [BC].

Estos desafios motivan el disenio de métodos que minimicen el impacto de estas restricciones. En
esta seccion discutiremos este problema como sigue. Comenzaremos mencionando los métodos
cuasi-Newton. Estos se basan en aproximaciones J;, al jacobiano J¢(xy) de forma eficiente, sin
calcular derivadas de f. Una manera de hacer esto estd dada por los métodos multisecantes.
En ellos se busca J, de manera que

f(l‘k) + Jk(l’ — :L'k) (3.1.2)

interpole a f en x, y xpy1. Los métodos de este tipo mas utilizados fueron propuestos por
Broyden, [B].

La alternativa de usar aproximaciones de la inversa del jacobiano (en lugar del jacobiano
mismo) lleva a la generalizacién de los métodos de Broyden (de los que el método de Anderson
es un ejemplo) y Eirola-Nevalinna [EN].

Por ultimo, estos métodos pueden modificarse actualizando la aproximacién a la inversa del
jacobiano a partir de estimaciones del jacobiano mismo. Presentaremos aqui dos familias de
métodos, llamados de Broyden y de Anderson, [E'S].

3.1.1. Meétodos cuasi-Newton

En el método de Newton, el jacobiano se requiere en para cada iteracion, lo cual no es
siempre préctico. Los métodos cuasi-Newton aproximan .J;(z) con cierta matriz Jy, y obtienen
Ji+1 a partir de J; anadiendo una matriz de bajo rango en cada iteracion. Estos métodos
aprovechan la informacion analitica sin calcular explicitamente el jacobiano real. Entre ellos,
podemos destacar el método de Broyden, el método de Eirola-Nevalinna y Anderson mixing,

IFS).
3.1.2. Meétodo de Broyden

El método de Broyden se basa en calcular las aproximaciones Jj al jacobiano J¢(zy) impo-
niendo dos condiciones. Las mostramos a continuacién, donde definimos A fy = f(zx11) — f(xk)
Yy Az = Tpqq — T

» Condicién secante:

Jk+1AJZ‘k = Afk, (313)

requerida por la condicién mencionada anteriormente de que la aproximacion lineal a f(z)

dada por (3.1.2)) interpola a f en & = xp41.

= Condicién “no change”:
Jri1q = Jpqg Vg tal que ¢F Azy, =0, (3.1.4)

que establece que pasar de J; a Ji;1 no cambia las direcciones ortogonales a Axy.
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Broyden [B] desarrollé un método que satisface tanto la condicién secante (3.1.3) como la
condicién “no change” (3.1.4]). Esto se demuestra en el siguiente lema.

Lema 3.1.1. Dadas las condiciones secante (3.1.3) y “no change”(3.1.4)), entonces se cumple

T
Axy,

Jet1 = i + (Afr — JAzy) ———.
k+1 k+ (Afe = Ji k)A:UZAxk

(3.1.5)

Demostracion. Dado v € R™ arbitrario, lo descomponemos como combinacién lineal de Azy, y
un elemento ortogonal. Esto es

v = aq+ BAxy, conql Az, = 0 y para ciertos o, § € R.

En particular,

Azxlv
Ariv = AT Ary = B = WZ%
Entonces, por (3.1.3)) y (3.1.4)), se tiene que
Jpp1v = adpy1q + B Amy,
= aJyq + BA Sy
= Jk(aq) + Jk(ﬁAxk) + 6(Afk — JkAZL’k)
N R e {
= JEU k EQTE Am%Awkv

[]

La matriz Ji1 en (3.1.5) es la tnica que satisface ambas condiciones (3.1.3) y (3.1.4)).

Ademés, se puede demostrar (véase [DM]) que Ji41 se obtiene como solucién del problema

m)gn |X — Jull7  sujeto a (3.1.3),

donde || - || denota la norma de Frobenius. Puede parecer inicialmente que el método de
Broyden es costoso, ya que calcular el paso cuasi-Newton Axj; requiere resolver un sistema
lineal en cada iteracion. Sin embargo, el jacobiano aproximado es una modificacién de bajo
rango de una matriz diagonal, es decir, una matriz facil de invertir. Por lo tanto el coste de
pasar de Ji a Jiy1 no es elevado si Axy es pequeno para un nimero de iteraciones moderado.

Una alternativa al método de Broyden, llamada método segundo de Broyden, aproxima la
inversa del jacobiano en lugar del propio jacobiano, [E'S]. Usamos Gy para denotar la aproxima-
cion del inverso del jacobiano en la iteracion k-ésima. Podemos expresar las condiciones

y (3.1.4) de la forma

s Condicién secante:

» Condicién “no change”:

Gri1q9 = Grq Vg tal que ¢" Af, = 0. (3.1.7)
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Igualmente, Gy se obtiene minimizando E(X) = || X — Gi||r sujeto a (3.1.6)). Esto lleva a la
férmula de actualizacién

AfF
GkJrl = Gk + (Ailfk — GkAfk)m,
k

la cual es la tnica que cumple las condiciones (3.1.6) y (3.1.7), [ES].

3.1.3. Meétodo de Broyden generalizado y Anderson mixing

Veamos ahora una generalizacién del método de Broyden satisfaciendo un conjunto de m
ecuaciones secantes, para m < n:

GpAf; =Ax; parai=k—m,..., k—1, (3.1.8)
donde asumimos que Afi_p,...,Afr_1 son linealmente independientes. Podemos reescribir
(3.1.8)) de forma matricial como

GpFr = X (3.1.9)

donde
Fr = [Afk_m s Afk—l] y X = [A.Ik_m <. Al‘k_l] e R™™,

La condicién “no-change” (3.1.7) en cada diferencia Af; coni =k —m, ..., k—1 da lugar a las
ecuaciones
Gr-md = Gr—m1q, Vg tal que ¢" Afj_p, =0,

Gr-m+1q = Gr_m+2q, Vq tal que qTAfk—m—l-l =0,

Gr-19 = Grq, Vq tal que ¢"Afy_q =0,

0, equivalentemente,

(Gr — Gi—m)q =0,

para todo ¢ ortogonal al subespacio generado por A fi_,., ..., Afr_1, es decir, el espacio columna
de Fj, col(Fi). Entonces

ker(Gy — Gr_m) = span{Afi_pm, ..., Afr_1}= = col(Fp)*.

Por tanto

col(Fi) = ker(Gr, — Gr—m)t = col((Gy — Gp_m)").

Luego, para una cierta matriz desconocida 7,
(Gr — Go—w)' = F 27, (3.1.10)
Trasponiendo y multiplicando por Fj. a la derecha, obtenemos
(Gr — Goen)Fr = ZFLFe = Z= (X — GrenFn)(FLF) ",
donde hemos utilizado y la hipétesis de que Afy_,,, ..., Afr_1 son independientes, de

manera que JF; Fj. Finalmente, esto produce
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que actualiza la aproximacion a la inversa del jacobiano en el paso k a partir de la aproximaciéon
en el paso k —m. De nuevo, esta actualizacion de Gy_,, en se obtiene también a partir
de la minimizacién de E(X) = ||X — Gx_||r sujeto a la condicién (3.1.9).

La férmula de actualizacion para zx4; se deduce de (3.1.11)) y (3.1.1)):

T+1 = Tk — kak
= 2 — Gremfr — (X — GremFr) (FLFe) L FL (3.1.12)
=Tk — Grem i — (X — GreemFr) Ve,

donde el vector columna -, se obtiene resolviendo las ecuaciones normales (]:kT Fi)v = ]:kT I,
que es equivalente a resolver el problema de minimos cuadrados
min || Fry — fill2.
v

Este método es conocido como método segundo de Broyden generalizado.

Anderson mixing

Anderson Mixing, también conocido como aceleraciéon de Anderson o simplemente método
de Anderson (algoritmo [1]), es equivalente al método segundo de Broyden generalizado como
veremos a continuacion.

Primero, reescribamos el problema de minimos cuadrados . Tomemos m = my y

v = (70, e ,Vm_l)T relacionado con o = (ao, e ,am)T de la siguiente manera:
%:Zaj, para 0 <i <m — 1. (3.1.13)
j=0

Entonces (1.2.1]) es equivalente al problema de minimos cuadrados sin restricciones, [E'S, [A]

=05+ Ym—1

T
Denotando la solucién de (3.1.14) por v*) = <7((]k), e ,%(f)_l> , podemos determinar ¥*) mi-

nimizando

E(x) = || fu — Fizll3,
a partir de las ecuaciones normales

Fi Frx = Fi fr, (3.1.15)

que tiene solucién tinica v*) porque suponemos que rango(F;) = m. La ecuacién de actualiza-
cién del Algoritmo AA estd dada por, [WN],

—_

m—

wip = 9@k) = 30 (9 (@nmain) = 9 (@homei)) (3.1.16)

1=

=z, + fr — (A + F) v ™.
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Podemos por tanto implementar el algoritmo [I| de forma equivalente de la siguiente manera:

Algoritmo 5: Aceleracién de Anderson sin restricciones

Entrada
= 19 € R": Solucion aproximada inicial.

» g:R" = R": Funcion de iteracion.

s m € Z: Truncamiento, que serd mayor o igual que 1.
Salida

m 21 € R": Solucion aproximada del sistema.

Funcién AA(zg, g, m):

r1 < g(20);

para k < 1,2,... hacer
my < min(k, m);

Fio = [Afuemy -+ Afpoa], donde Af; = fin — f; vy fi = glz;) — xj;
T
Determinar y*) = (fyék), e ,’y,(,]f,2> que resuelve
min - F ,
L | fr = Fryll

mp—1

k
| rer = glan) = 0 Y Agi, i, donde Ag; = g(w41) — g(x;);

devolver x;.1;

Sustituyendo la caracterizacién de la ecuacién normal (3.1.15) en (3.1.16)), se obtiene la
forma cuasi-Newton

Tpp1 = Tp + fr — (X + Fi) (FLF) L FL fe (3.1.17)
Podemos observar que nuestra formula de actualizacion (3.1.17)) es la misma que (3.1.12)) to-
mando G_,, = —I. En este contexto, el algoritmo AA es equivalente al método segundo de

Broyden generalizado.

3.1.4. Familia de Broyden generalizada

La familia de Broyden generalizada es una variante del método segundo de Broyden gene-
ralizado de la seccién [3.1.3 donde la actualizacién de Gy, utiliza la aproximacién al jacobiano
Jk = G;l

De manera anéloga a la obtencién de , obtenemos la férmula de actualizacién para
el jacobiano aproximado Jj

Je = Jbem + (Fe — Jom X)) (XL X)L, (3.1.18)
a partir de los pasos siguientes:

= Satisfacer las condiciones secante Jy Xy = Fr y “no change” J.q = Jy_,,q para q ortogonal
al subespacio generado por las columnas de AX.

= Minimizar E(X) = HX — kamHF sujeto a Jka = .Fk
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La férmula (3.1.18) se puede expresar en términos de Gy = J, ' aplicando la férmula de
Woodbury, [W]:
Gy, =Gp_y + (Xk — Gk_mfk)(XgGk_ka)_lngk_m. (3.1.19)

En vista de las claras diferencias entre (3.1.11]) y (3.1.19)), pasemos a distinguir métodos de dos
tipos, [ES].

Definicién 3.1.1. Dado un conjunto de ecuaciones secantes representado por Xy y Fy, defini-
mos:

s Métodos Tipo-1: aquellos métodos que actualizan Gy mediante (3.1.19)), minimizando el
cambio del Jacobiano aproximado en la norma de Frobenius. Los métodos de Tipo-I se
diferencian entre si por como se selecciona el conjunto de ecuaciones secantes.

s Meétodos Tipo-1I: aquellos que actualizan Gy mediante la formula , minimizando
el cambio del Jacobiano inverso aproximado en la norma de Frobenius. Al igual que los
métodos de Tipo-1, los métodos de Tipo-1I también se diferencian entre si por la forma
en que se elige el conjunto de ecuaciones secantes.

Ahora podemos escribir la familia generalizada de Broyden, en la que un algoritmo de
actualizacion toma la forma

Gr = Grem + (X — kamfk)VkTa

donde V' F, = I, de modo que se cumple la condicién secante (3.1.9). El primer método
generalizado de Broyden (ecuacién (3.1.19)) y el segundo método generalizado de Broyden
(ecuacién (3.1.11))) son dos miembros particulares de esta familia, que ahora podemos llamar
métodos de Broyden generalizado tipo I y tipo II respectivamente.

3.1.5. Familia de Anderson

Recordemos que el método de Anderson mixing forma implicitamente el Jacobiano inver-
so aproximado Gy y minimiza |Gy + I||F, sujeto a las ecuaciones secantes disponibles. Como
vimos, el método generalizado de Broyden presentado en la subseccion [3.1.3, es un miembro
particular de la familia generalizada de Broyden, y que podemos ahora llamar método gene-
ralizado de Broyden tipo II. También hemos visto que el método Anderson mixing presentado
en la subseccién , es el algoritmo AA (algoritmo [I)) y, a su vez, es equivalente al método
generalizado de Broyden tipo II en este contexto. El objetivo de esta seccion es presentar la
familia de Anderson, donde distinguiremos Anderson tipo I y II, miembros particulares de esta
familia, de manera andloga a como lo hicimos con la familia generalizada de Broyden. Por tlti-
mo veremos que el algoritmo AA o Anderson mixing se puede identificar, mediante la definicién
B.1.1], como el método de Anderson tipo II.

Para definir la familia de Anderson, generalizamos reemplazando (F! F;) ' Fl por

una matriz V;!,

Thpr = T + fro — (X + Fo) Vi i (3.1.20)
donde V;, € R™™ satisface V;I F;, = I para cumplir con la condicién secante ([3.1.9)).

Puesto que el método de Anderson mixing corresponde al método de Broyden generalizado
tipo II, lo podemos clasificar como un método de tipo II. Por lo tanto, a partir de ahora lo
nombraremos como Anderson mixing tipo II.
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De manera similar, tomando V;I' = (X F) 'X en (3.1.20), obtenemos asi el método
Anderson mixing tipo I
Ty1 = T + fr — (X + F) (XL Fe) 7 X fr, (3.1.21)

que corresponde al jacobiano aproximado J; en (3.1.18]) con J,_,, = —I, por lo que satisface
las condiciones secante Jy X = Fi y minimiza ||J; + I .

3.2. Equivalencias entre aceleracién de Anderson tipo I
y FOM

El objetivo de esta seccién es establecer, en sistemas del tipo ([2.2.1)), cierta equivalencia
entre FOM (algoritmo [3]) y la aceleraciéon de Anderson tipo I, es decir, el método que tiene a
(3.1.21)) como ecuacién de actualizaciéon, [WN]. En esta seccién suponemos entonces que g es

de la forma (2.0.1)).
zF0

Notacién. Para cada j, v¥M y TFOM denotan la j-ésima iteracion y residuo del método FOM
respectivamente. KC; denota el j-ésimo subespacio de Krylov generado por (I — A) y rfM. Por
dltimo, ij%po T denota la j-ésima iteracion del método de Anderson tipo 1.

Teorema 3.2.1. Consideremos el problema (1.0.1) con g de la forma (2.0.1) y supongamos lo
stguiente:

i) El método de Tipo I no estd truncado, es decir, my, = k para cada k.
ii) (I — A) es no singular.
ii) FOM se aplica al sistema ([2.2.1)) con zfOM = 2",

iv) Para algin k > 1, :L'FOM estd definido para 1 < j <k yrfoM +£0.

T
Entonces ?C']T}"j es no singular para 1 < j < k vy, con a®) = <a(()k), e ,a%i) dado por (3.1.13)
con Oz,(,]f,)c =1- 7751“,3 y (3.1.15). Ademds,

k) szo I_ FOM Tipo I FOM
E a X Yy Ty _g(xk )

Demostracion. La demostraciéon sigue un recorrido similar a la del teorema ([2.2.2)), salvo por

. . . Tipo I
algunos detalles. Por la hipétesis #ii), denotamos por comodidad zg = 2fM = z,°". Para
, Tipo I

i=1,...,k, definimos z; = x; *°" — xy. Para demostrar el teorema, necesitamos probar los dos

siguientes lemas, bajo las hlpotesis i) a iv):

Lema 3.2.2. Parai < j <k, si{z,...,z} es una base de K;, entonces
: )
() _Tipo I FOM Tipo I FOM
E o, = x; Tip = (xj ).
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Demostracion. Para 1 < 7 < k y cualquier v = (’yo, e ,’yj,l)T, se cumple:
j—1
fi—Fiv=1— Z%’(fz‘ﬂ —fi)=mfotarfi+. . Foyafiataf; (3:2.1)
i=0

donde ag = Y0, ; = 73 — Y51 para 1 <i < j,y a; = 1 —7;_1. Por lo tanto,
J
dai=vp+m—)+-+—v)+(1—ya) =1 (3.2.2)
i=0
Ademas, se tiene que

fo=g(m) —20= Ao +b—39=b— (I — A)zo = rp M. (3.2.3)

De manera similar, parai = 1, ..., k, tenemos que, como g(x) = Azx+b, de (3.2.3)) y la hipétesis
fi _ g(xiTipO I) . J:;:I‘ipo I _ g(xo + ZZ) . (.',Uo + ZZ)
=g(xo) — o+ (A—Dz = rfM — (I — A)z.

Entonces, por (3.2.1)), (3.2.2)) y (3.2.4),

(3.2.4)

j
fi=Fy=moM = (1= A4)) iz,
=1

lo que significa que f; — F;v es el residuo asociado con xy + ZLI «;z;, que resulta del paso

7,z € K;. Dado que

IC; = span{z1, z2,...,2;} = span{z1, 22 — 21,..., 2j — zj_1} = span{Axg, Azy,...,Ax;_1},

FOM

entonces la condicién de residuo ortogonal que caracteriza de manera tinica z; ™ (como método

de proyeccién), si estd definido, es:

J J

J
X (fi = Fy) = &) TgOM_(I—A)ZOéiZi =0. (3.2.5)
i=1

Por lo tanto, nuestra suposicion de que x?OM estd definido implica que existe un tnico 7 (y su

correspondiente «v) que resuelven el sistema ([3.2.5)). De esto se deduce que XJT}"] es no singular.

Ademas, la solucién es 4
W = (XF) X,

y el correspondiente a/) satisface, usando (3.2.2) v la definicién de los z;,

J J
FOM _ 2 : () _E : () . Tipo I
x; =T+ Q; 2z = Q" T, )
i=1 i=0

de donde se sigue que .
x0Tt = g(2FOM), (3.2.6)

42



CAPITULO 3. EL METODO AA EN PROBLEMAS NO LINEALES

Lema 3.2.3. Para 1 <j <k, {z,...,%} es una base de K;.

Demostracién. Por induccién sobre j. De la hipétesis 4ii) se tiene que z; = g(zg) — xo = r§ M.

Por la hipétesis ) llegamos a que ri°M =£ (. Por lo tanto, {21} es una base de IC1 Supongamos
ahora que {z1,...,2;} es una base de K; para algtn j con 1 < j < k. Por , se tiene que

Zit1 = :L‘;FflOI —z0=g(x FOM) To = A:E]F-OM +b— 2
J
—=b— (I — A)at FOM :EFOM To = TJEOM + Z%@Zi-

Sabemos que ;M € KC; 1 N5y 7O # 0 porque rp oM # 0. Ademés, dado que ST a )z €

K;, se deduce que z;41 no puede depender linealmente de {#1,...,2;}. Porlotanto, {z1,..., 241}
es una base de ;1. Esto completa la induccién y la demostracién del lema m ]
Demostracion del teorema [3.2.1;: es inmediato a partir de los lemas v 13.2.3 O

Concluimos esta seccién con un analogo del corolario para el caso en el que una
iteracion estacionaria basada en una descomposicién del operador A = M — N se aplica para
resolver ([2.1.1)).

Corolario 3.2.4. Asumamos las siguientes hipdtesis:
s A=M — N, donde A € R™*™ y M € R"™™ son no singulares.
» g(x) = M~ 'Nz+ M, conbeR"
s Kl método de Tipo I no estd truncado, es decir, my = k para cada k.

= FOM se aplica al sistema precondicionado por la izquierda M~Ax = M~1b con zfoM =

Tipo I
Lo

» Para algun k > 1, xFOM estd definido para 1 < j <k yrf°M £ 0.

Entonces, con a®) = <a(()k), . ,a,(ff,l) dado por (3.1.13) y (3.1.15),

k

k) Tipo I Tipo I
ZO‘E )xi ' o My Tt = = g(z°").
i=0
Demostracion. Aplicamos el teorema reemplazando A y b por M~'N y M~1b, respecti-
vamente. o

3.3. Resultados de convergencia de la aceleracién para
problemas no necesariamente lineales

En esta secciéon mencionamos brevemente algunos resultados de convergencia del método
AA en el caso no lineal, cuya demostracion puede seguirse en [TK]. Hay que tener en cuenta que,
por un lado, no hay resultados generales (no hay una teoria de convergencia para los métodos
multisecantes) y, por otro, que la mayoria de las aplicaciones utilizan valores pequenos de m,
en comparacion con el tamano n del sistema.

De los resultados obtenidos en [TK], destacamos el referido al caso m = 1 con g regular
y contractiva en una bola en R™. Entonces los residuos del método convergen g-linealmente

(véase la definicion [2.3.1)).
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Teorema 3.3.1. ([TK|) Supongamos que se cumplen las siguientes hipdtesis:
i) Existe x* € R™ tal que f* = g(z*) —2* = 0.
ii) g es continuamente diferenciable en una bola B(p) = {x: ||z|| < p} para algin p > 0.
iii) La funcion g es contractiva en B(p), es decir, eziste ¢ € (0,1) tal que

lg(w) = g(v)ll2 < cllu —vlla para todos u,v € B(p).
) xo € B(p).
v) ¢ es lo suficientemente pequenio como para que

3¢ — 2
1—c¢

¢

<1 (3.3.1)

Entonces, los residuos de Anderson con m =1 convergen q-linealmente con factor q igual a ¢.

Observacion 3.3.2. El resultado anterior puede generalizarse a m > 1 y si el problema se
plantea en diferentes normas, bajo la hipdtesis adicional de que en cada paso k los coeficientes

agk) estan acotados, e. g. [TK|] para detalles.

3.4. Ejemplos numéricos

En esta seccién, presentamos tres ejemplos para ilustrar los resultados previos de la ace-
leracién de Anderson, uno lineal, para completar lo desarrollado en el capitulo [2| y otros dos
referidos a problemas no lineales.

3.4.1. Primer ejemplo: Problema PageRank

El algoritmo PageRank, desarrollado por Google, se utiliza para clasificar paginas web en
funcion de su importancia relativa dentro de una red de hiperlinks. Matematicamente, el Pa-
geRank consiste en calcular el vector propio asociado al valor propio dominante de una matriz
de transicién estocastica G € R™ ™, una matriz no negativa en la que cada columna suma 1,
representando probabilidades de transicion entre nodos. Este vector describe la distribucién
de probabilidades de un caminante aleatorio, es decir, un modelo que simula a un usuario
navegando por la red al moverse entre paginas siguiendo los enlaces disponibles.

Sea S € R™™ una matriz estocastica por columnas. El modelo de transicién utilizado para
PageRank se define por

(1-ao) 7

G=aS+ T Untn, @ €(0,1), (3.4.1)

donde « es un parametro de amortiguamiento que modela la probabilidad de que un usuario
siga un enlace en lugar de saltar a una pagina aleatoria, v,, € R"™ es un vector columna de unos,

1— . Coe . L . .
y %vnvg asegura que la matriz sea estocastica incluso si alguna pagina no tiene enlaces

salientes, [BCRS].

El algoritmo PageRank va mucho mas alla de los motores de busqueda. Especificamente,
puede utilizarse para analizar la estructura y las relaciones dentro de redes sociales, como las
representadas en el conjunto de datos con el que trabajaremos en este ejemplo numérico. En
particular, usaremos los datos de la red social Facebook extraidos del conjunto ego-Facebook de
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la Stanford Large Network Dataset Collection, |e-F], que representan relaciones de amistad en
la red social.

En este caso, cada nodo en el grafo representa un perfil de un usuario, mientras que los
enlaces entre nodos indican relaciones de amistad. La matriz de transicion estocastica G modela
la probabilidad de que un caminante aleatorio, que simula un usuario moviéndose por la red
social, pase de un perfil a otro a través de sus conexiones directas. De este modo, el vector propio
asociado al valor propio dominante de GG proporciona una medida de centralidad o importancia
relativa de cada usuario dentro de la red social, similar al modo en que el PageRank mide la
relevancia de las paginas web.

Esta capacidad de modelar redes arbitrarias mediante el algoritmo PageRank permite su
aplicacion en una amplia variedad de contextos, como la identificaciéon de nodos influyentes en
redes sociales, la deteccién de comunidades o la priorizacién de informacion en grafos de gran
escala. Por lo tanto, aunque la red ego-Facebook difiere en naturaleza de una red de paginas
web, el algoritmo sigue siendo aplicable y proporciona informacion valiosa sobre la estructura
de la red y la importancia relativa de sus nodos.

Formulacién como iteracion de punto fijo

El objetivo es encontrar el vector de Perron u* € R"™, que es el correspondiente al valor
propio A = 1, resolviendo
Gu=wu, conu>0y|ul=1, (3.4.2)

donde || - ||; representa la norma ¢;. Para resolver este problema numéricamente, lo podemos
expresar como una iteracion de punto fijo de la forma

Uk+1 = g(uk)a

donde g(u) = Gu. Comenzamos con un vector inicial ug estocdstico (es decir, ||uply =1 y con
componentes no negativas) y actualizamos iterativamente hasta que ||g(ug) — ugll2 < tol, con
tol una tolerancia fijada.

La convergencia del método es lineal, con un factor de convergencia dado por el cociente de
los valores propios dominante y subdominante de G, que se aproxima a O(a*) a medida que
a — 1. Este comportamiento puede ser insuficiente para aplicaciones practicas, especialmente
en redes con millones de nodos, motivando el uso de aceleraciones como AA.

Implementacién

Para comparar el método de iteracién de punto fijo y la aceleracién de Anderson (AA) en el
problema de PageRank, hemos desarrollado un programa en MATLAB que analiza la convergen-
cia de ambos métodos. El objetivo es comparar, para distintos valores de m, el comportamiento
del residuo ||g(ug) —ug||2 en funcién del niimero de iteraciones, tanto para el método de iteracién
de punto fijo como para AA.

La matriz S se construye directamente a partir del conjunto de datos, que incluye un total
de n = 4039 nodos. Estos describen las conexiones entre los nodos (amigos en Facebook) en
forma de pares ordenados (i, ), donde 7 y j son los identificadores de los nodos. A partir de
estos datos, seguimos los siguientes pasos para construir la matriz estocastica S:

= Primero, se crea una matriz de adyacencia dispersa A, que es una representacion ma-
temdatica de un grafo en forma de matriz. Se utiliza para describir las conexiones (o
aristas) entre los nodos (o vértices) de un grafo, donde A(7,j) = 1 si hay un enlace de j
ai.

45



CAPITULO 3. EL METODO AA EN PROBLEMAS NO LINEALES

» Posteriormente, se manejan los nodos colgantes (columnas sin conexiones salientes) asig-
nando probabilidades uniformes a todas las columnas que suman cero. Esto asegura que
la matriz sea valida para el algoritmo de PageRank.

» Finalmente, las columnas de A se normalizan para que cada una sume 1, obteniendo asi
una matriz S que es estocastica por columnas. Este procedimiento garantiza que S sea
apta para el calculo iterativo en el problema de PageRank.

El programa utiliza como punto de partida un vector inicial ug, definido como estocastico
uniforme: ug = %vn, donde v,, es un vector columna de unos de tamano n. Ademas, se establece
una tolerancia de convergencia tol = 107!, que determina el criterio de parada. Cuando el
residuo ||g(ux) — ugl||2 cae por debajo de esta tolerancia, entonces el bucle se detiene y uy se
considera el vector numérico de Perron del método.

Una vez inicializado el programa, se crea G a partir de (3.4.1), donde hemos tomado o =
0,99.

En el caso de la iteracién de punto fijo, el programa implementa un esquema iterativo, donde
en cada iteracion k se evalia ug,; = g(uy) y se calcula el residuo. En la iteracién k-ésima se
almacena tinicamente uy, 1, necesario para obtener uy, o en la iteracion siguiente, lo que permite
un manejo eficaz de la memoria. Si el residuo cae por debajo de la tolerancia antes de alcanzar
el nimero méximo de iteraciones (en nuestro caso, 10), el proceso se detiene.

Para implementar la aceleracién de Anderson, utilizaremos la versién que resuelve el proble-
ma de minimos cuadrados sin restricciones (algoritmo [5|) para diferentes valores de m. Dado que
en cada iteracién es necesario calcular F;, = [A fro—m, -+ A fk_ﬂ , se guardan los calculos con
el fin de evitar redundancias y no ralentizar el programa. Esto se debe a que, para determinar
Fri1, se pueden reutilizar my — 1 componentes de Fj, que ya fueron calculadas en la iteracion
k.

Finalmente, el programa genera una grafica que compara la norma del residuo k-ésimo frente
a k para los distintos métodos. Para este ejemplo usaremos los valores m = 1,2, 4.

Resultados

El grafico muestra la comparacion entre el método de iteracion de punto fijo y la acelera-
cién de Anderson (AA). Para la primera iteracién, todos los métodos aproximan u; por g(ug),
pero a partir del segundo paso empiezan a distanciarse, especialmente a partir de la tercera
iteracion. Para m = 1, la norma del residuo es muy parecida. Esto probablemente se debe a
que tanto el método de punto fijo como AA con m = 1, aproximan wug,; en funciéon de wug, sin
utilizar informacion de iteraciones previas. Sin embargo, para m = 2y m = 4 si que lo hacen, y
la reduccién de los residuos es considerablemente mas rapida, especialmente en las iteraciones
iniciales.

Un aspecto notable es que cuanto mayor es m, el método AA alcanza el mismo nivel de
residuo en menos iteraciones, lo que demuestra la ventaja de incluir informacién de pasos pre-
vios. Para el limite impuesto al niimero de iteraciones, todos los métodos alcanzan la tolerancia
fijada para el residuo, lo que ilustra numéricamente su convergencia. Los resultados demuestran
que la aceleracion de Anderson mejora la velocidad de convergencia, que serd mayor cuanto mas
grande sea m. Ademas, la mejora se ralentiza segin aumenta m, lo que sugiere utilizar valores
moderados que aceleren el proceso sin aumentar en exceso el coste computacional.
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Gréfico 3.1: Comparacion entre IPF y AA para m = 1,2,4.

3.4.2. Segundo ejemplo: Problema de Poisson no lineal

Consideremos, como segundo ejemplo, el siguiente problema de valor inicial y de contorno
no lineal
~ (a(w) @)+ r(w) + o = s(2), @€ (0,1), (343)
u(0) = vg, u(l) = vy,

donde las funciones ¢, r y s son conocidas, y vy, v; son los valores en los extremos del dominio.
Supongamos que ([3.4.3)) tiene solucién unica u. Nuestro objetivo es aproximarla discretizando
el problema con diferencias finitas y usando para su resoluciéon la aceleracion de Anderson.

Discretizacién y formulacién como iteracion de punto fijo

Dividimos el intervalo [0, 1] en N 41 puntos equiespaciados z; = jh, con h = % Denotamos
u; ~ u(x;) como la aproximacién a la solucién en los nodos z;, donde j = 0,...,N. Las
derivadas primera y segunda en x; se aproximan mediante diferencias finitas de la siguiente

manera:
Uj1 — U Uji1 — 25 + Uj

2h ’ h?
Sustituyendo estas expresiones en ([3.4.3)), obtenemos la ecuacién discreta en el nodo z;:

u' (1) ~ u' () ~

2
Uiyl — Ui U, 1—2U‘+U'_1 Uiyl — Ui
—q'(u;) <—J+ o ’ > — qluy) =+ h; = () + 5 — = s,

donde s; = s(x;) paraj=1,...,N — L.

Las condiciones de contorno uy = vy y uy = v; se incorporan directamente en la discretiza-
cién, lo que nos lleva a resolver un sistema no lineal en las incognitas uq, ..., uy_1. El sistema
discreto resultante se puede escribir como

donde U = (uq, ... ,UN—l)T, vy f=(f,... 7fN—1)T : RN=1 5 RN=1 est4 dado por
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"(u; h
fitU) = —¥ (g1 = uj-1)" = q(uy) (ugn = 2u; + uy1) + hr(uy) + 5 (W1 —uj1) = Ws,

para j =2,..., N — 2, y extremos dados por

HiU) = - (:1) (ug — U0)2 — q(u1)(u2 — 2uy +vg) + hr(ur) + g(w —vg) — h?s1,
fna(U) = —% (v1 — un—2)” — q(un—1)(v1 — 2un—1 + un—2) + h*r(uy-_1)
+ g(vl — UN_2> - h281.

Finalmente, considerando la funcién de iteracion g(U) = f(U)+U, podemos escribir la iteracion
de punto fijo como

[k+1) — g(U(k)).

Implementacién

Para comparar el método clasico de iteracién de punto fijo y la aceleraciéon de Anderson,
utilizaremos de nuevo un programa en MATLAB. Primero calcularemos la funciéon g a partir
de los datos iniciales q, r, s, vy y v,. Para este ejemplo, hemos usado las condiciones iniciales
vy = v; = 0 y las funciones

q(u) =1 +u?,
r(u) =0,
s(z) = 97 sin(37w) + 97% sin® (37 x)

— 1877 cos®(37x) sin(3mx) + 37 cos(3mz).

Estas se han tomado tal que u(x) = sin(37x) sea la solucién exacta. Nuestra aproximacion
inicial sera el vector nulo y ejecutaremos el programa para m = 3,5,6,10,20,40. A partir
de este punto, la implementacion es analoga al anterior ejemplo para ambos métodos. Una
vez ejecutado el programa y calculados los residuos para cada uno, graficamos los resultados
presentando la norma del residuo frente al niimero de iteraciones méaximas permitidas. También
graficaremos en [0, 1] la aproximacién obtenida U®) tras 200 iteraciones frente a la solucién real
del problema u(z) = sin(37z) para AA con m = 10, 20, 40.

Resultados

El gréﬁco muestra la comparacién de la norma del residuo || f(U*)) ||, frente al nimero de
iteraciones permitidas para los distintos valores de m. Se observa que la iteracion de punto fijo
diverge rapidamente, como lo demuestra el crecimiento continuo del residuo. Cuando analizamos
los resultados obtenidos con la aceleracion de Anderson, podemos observar que la divergencia va
atenudndose a medida que aumenta m (la norma de los residuos va decreciendo), transformando,
a partir de m = 10, la divergencia en convergencia. La dificultad de la iteracién (el iterante
inicial esta lejos de la solucién y el método clésico es divergente) se refleja en la necesidad de
aumentar m, con el consiguiente coste en nimero de iteraciones.
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107 ¢

= = = |teracion de punto fijo
—AA m=3

AA, m=5
—AA mM=6
—AA m=10
—AA m=20
— AA, m=40

[FRCCARIP
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Grafico 3.2: Comparacién de la norma del residuo entre IPF y AA para distintos valores de m.

Asimismo, el gréfico muestra la comparacién entre la solucién exacta u(z) = sin(37x),
dibujada en negro con una linea més gruesa, y las aproximaciones obtenidas tras 200 iteraciones
del método AA para m = 10, 20, 40, donde se evidencia la mejora en la precision del método al
aumentar m.

L((Ql'm)
o

[ | =—S0lLCION eXacta
—— AA, m=10
08 f|=———AA, m=20
— AA, m =40

T

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
T

Gréfico 3.3: Comparacién entre la solucién exacta u(z) = sin(37z) y las aproximaciones obte-
nidas con AA para m = 10, 20, 40 tras 200 iteraciones.

3.4.3. Tercer ejemplo: Ondas no lineales localizadas

Para el ultimo ejemplo, se considera el problema diferencial

—ep(z) + 582 +6"(2) =0, zeR, (3.4.4)
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para ¢ > 0 fijo, con dos soluciones: ¢ =0y

¢(z) = 3csech? <§z) : (3.4.5)

Ambas soluciones pueden verse como puntos fijos cuando (3.4.4)) se escribe en la forma

(c—07)b = %¢2- (3.4.6)

Nuestro objetivo es analizar numéricamente (3.4.4) como problema de punto fijo (3.4.6)), me-
diante procesos iterativos. Dada la forma localizada de la solucién (3.4.5)), el tratamiento numéri-
co requiere primero aproximar (3.4.4) por el problema periédico

—c(2) + 56(2)* + ¢"(2) =0, z€[-T,T],
¢(=T) = o(T).

en un intervalo [—T, 7], con T suficientemente grande.

Discretizacion y formulacién como iteracion de punto fijo

Dividimos el intervalo [T, 7] en N + 1 puntos equiespaciados z; = =T + jh, donde j =

2T ) —~ ) . <2 .z )

0,...,N,y h = 5. Definimos ¢; = ¢(z;) como la aproximacién a la solucién en los nodos z;.

Incorporando las condiciones periddicas en los extremos, la discretizacién mediante diferencias
finitas conduce a las ecuaciones en el nodo z;

Pj41 — 20, + ¢

1

2
para j = 0,..., N — 1. Estas condiciones se traducen en las ecuaciones discretas
h2
¢1 — (24 ch?)do + dn-1 = —341%7 J=0,
h? :
¢j+1 - (2 + Ch2)¢j + ¢j_1 = —?Qb?, J = 17 sy N — 27 (347)

h? ,
do — (2 + Ch2)¢N—1 + On_2 = —Ecb?v_l, j=N—1.

Reformulamos como un sistema matricial. Sea el vector ® = (gbo, [ PN N_l)T, que representa
las incégnitas en los nodos. Entonces, (3.4.7) puede escribirse de la forma

h2
L = —EF(CI)), (3.4.8)
donde Ly F(®) son

—2 — ch? 1 0 0 1 2
1 —2 — ch? 1 0 0 g
L= 0 1 —9 — ch? 0 0 CF@)=| @
: : : o ; 5

1 0 0 e 1 =2 — ch? N-1
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Una vez obtenido el sistema (3.4.8)), podemos formular una iteracién de punto fijo. Nuestra
funcion de iteracion es 2
g(@¥) = —Z-LTF(@W) = oY, (3.4.9)

aunque en la practica no necesitamos calcular explicitamente L', En lugar de eso, resolveremos
el sistema lineal en cada iteracion.
Como alternativa al método clasico (3.4.9)), se considera la iteracién

<Lq>(k)7 q>(k)>
F (20), 50)’ (
D) — m2g(@®), k=0,1,.... (

my = 3.4.10)

3.4.11)

que es una modificacién de (3.4.9)) con un factor de estabilizacién (3.4.10)). El método (3.4.11]),
que llamaremos IPF estabilizado, suele utilizarse en problemas donde la iteracién clasica (3.4.9))
no es convergente o bien converge pero con inestabilidad o muy lentamente, [PS].

Implementacion

Para comparar el método de iteracion de punto fijo y la aceleracion de Anderson, utilizare-
mos el programa de MATLAB implementado en el ejemplo anterior, con una tinica modificacién:
la definicién de la funcién de iteracion. En este caso, emplearemos una malla de N = 5000 pun-
tos, con la cual construiremos la matriz L previamente definida. Esta matriz nos permitira
definir la funcién g, que no implementaremos como se describe en por motivos de efi-
ciencia computacional. En su lugar, definiremos la funcién de iteracién ¢ tal que, dado ®*),
devuelva ®*+1) solucién de 2

LO*+D) — —?F(tb(k)).

Es decir, resolveremos el sistema en cada paso. Este enfoque es mucho menos costoso que
calcular explicitamente L™!. En cuanto a la norma del residuo k-esimo, en este problema es

h2
Irellz = 120 + Z-F(@O)]. (3.4.12)

Para este ejemplo, usaremos ®© = 3¢ (sech(z), . .. ,sech(zN_l))T como aproximacién inicial.
Ejecutaremos el programa para los valores m =1,2,4y ¢ =3, T = 16.

Resultados

Comenzamos comparando la iteracién clésica con su modificacion a partir de la
aceleracién de Anderson sin estabilizacién. El grafico[3.4] compara la norma euclidea del residuo
frente al niimero de iteraciones para y AA con distintos valores de m. Como en el
ejemplo anterior, tenemos que la iteracion clasica es divergente, mientras que, si se implementa
con AA, pasa a converger, esta vez mas rapidamente (observemos que el iterante inicial estd
relativamente cerca de ((3.4.5)).
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Gréfico 3.4: Comparacién de la norma del residuo entre los métodos IPF y AA sin estabilizacion
para distintos valores de m.

El gréfico compara las aproximaciones obtenidas por cada método tras 5 iteraciones
con , representada en negro. Dado que las diferencias entre AA y la solucién no trivial
son practicamente imperceptibles, también mostramos el grafico que amplia la region
alrededor del maximo para apreciar mejor las variaciones. Ademads se observa que, a partir de
un valor, aumentar m no mejora significativamente la aceleracion.
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Grafico 3.5: Comparacion entre las aproximaciones obtenidas con IPF y AA param = 1,2,4
sin estabilizacion tras 5 iteraciones.

Ahora comparamos con la versién estabilizada. En el grafico [3.6] observamos que tanto
(3.4.11)) como AA estabilizado son convergentes. En este caso, AA actiia como acelerador de la
convergencia a partir de un valor de m.
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Gréfico 3.6: Comparaciéon de la norma del residuo entre los métodos IPF y AA estabilizados
para distintos valores de m.

El grafico compara las aproximaciones obtenidas por cada método estabilizado tras 4
iteraciones con la solucién (3.4.5). Dado que las diferencias son practicamente imperceptibles,
también mostramos el grafico [3.7b] que de nuevo amplia la regién alrededor del méximo para
apreciar mejor las variaciones. Se puede observar que tanto la solucién obtenida con IPF esta-
bilizado como con distintos AA estabilizados (para m = 1,2,4) convergen hacia una solucién
no trivial en muy pocos pasos, simulando la forma localizada de la soluciéon (3.4.5)). De nuevo se
observa que no siempre es beneficioso aumentar m indefinidamente, pues la mejora es minima.
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Grafico 3.7: Comparacion entre las aproximaciones obtenidas con IPF y AA param = 1,2,4
estabilizados tras 4 iteraciones.

Una tultima observacion se refiere al caracter local de la convergencia. Con valores de ¢
pequenos, el dato inicial tiene una amplitud lo suficientemente baja como para estar mas
cercano a la solucién ¢ = 0. En este caso, los experimentos mostraban que las iteraciones
(incluida la generada por ) convergian hacia la solucién trivial.
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