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Resumen

Este trabajo de fin de grado tiene dos objetivos principales. El primero es modelizar matematica-
mente la respuesta de una poblacién de neuronas ante un conjunto de estimulos, utilizando cédigos
binarios correctores de errores cuya transmisién se estudia a través de un canal binario asimétrico.
Para ello, se introducen los cédigos del campo receptivo, que asocian cada estimulo con un patrén
de activacién neuronal, es decir con el conjunto de neuronas que responden a él, identificando cada
una de ellas como posiciones de un vector. El segundo objetivo es analizar en detalle el canal binario
asimétrico, definiendo nuevos parametros que permitan medir la discrepancia entre las palabras del
c6digo y explorando distintos métodos de decodificacion. A diferencia de los canales simétricos, que
son lo habitual en teoria de cédigos, la asimetria de este canal permite ajustarse mejor a los datos
experimentales y proporciona una representacién mas realista de la transmisién de informacién en
el cerebro.

Abstract

This thesis has two main objectives. The first is to mathematically model how a population of
neurons responds to a set of stimuli, using binary error-correcting codes transmitted through an
asymmetric binary channel. To achive this, receptive field codes are introduced, establishing a
relationship between each stimulus and a neuronal activation pattern—that is, the set of neurons
that respond to it—where each neuron is represented as a position in a vector. The second objective
is to conduct a detailed analysis of the asymmetric binary channel, defining new parameters to
quantify the discrepancy between codewords and exploring different decoding methods. While
symmetric channels are the standard in coding theory, incorporating asymmetry allows to create
a model that aligns better with the experimental data, offering a more accurate representation of
how information is transmitted in the brain.

Palabras clave

Teorema de codificacién de Shannon, Codificacién Neural, Cédigos del Campo Receptivo, Cédigos
Correctores, Respuesta Neural, Estimulos, Canal Binario Asimétrico, Discrepancia, Discrepancia
Simétrica, Decodificador de Discrepancia Minima, Probabilidad de Decodificacién no Exitosa.

Key words

Shannon’s Coding Theorem, Neural Coding, Receptive Field Codes, Error-Correcting Codes, Neu-
ral Response, Stimuli, Binary Asymmetric Channel, Discrepancy, Symmetric Discrepancy, Mini-
mum Discrepancy Decoder, Probability of Unsuccessful Decoding.



Indice general

mtroducciénl

[ntroductionl

1T e Ta ok el
IL.1. Introduccionl. . . . . . . . e
IL.2. Fuentes de Informacionl . . . . . . . . . ..
IL.3. Medida de la informacionl . . . . . . . ... oL
1.4 ntropial . . . . . . e

|12. Teoria de codigos aplicada a codigos neurales|
[2.1. Codigos neurales y parametros asociados|. . . . . . . . . . ... oo
[2.2. Codigos del Campo Receptivol. . . . . ... ... ... ... ... .........
2.3. Codigos de Comparacion|. . . . . . . . . . o vt e e e e e e e
[2-4. Discretizacion del espacio de estimulos] . . . . . . . . .o oo
12.5. Modelizacion de la respuesta neural a los estimulos| . . . . . . ... ... ...
[2.6. Decodificadores ML y MAP| . . . . .. . ... oo oo

B C 5 . . ol
[3.1. Definiciones basicas y notacion| . . . . . . . ... Lo Lo oo
[3.2. Parametros de discrepancial . . . . . . ... oL Lo

[3.2.1.  Decodificador de maxima verosimilitud y de discrepancia minimaj . . . . . .
[3:2:2. Discrepancia minima y discrepancia minima simétrical . . . . . . . . . . . .
[3-2.3. Condicién necesaria para la decodificacion] . . . . . . . . v v v v v i
13.3. Cotas superiores para la probabilidad de error|. . . . . . . .. .. ... ... ....

4."Conclusiénl

|A. Codigo en SageMath: Canal binario asimétrico|

26
26
29
31
33
34
36

38
39
41

53
55
58

67

71



Introduccion

La codificaciéon neural es un campo de estudio dentro de la neurociencia que consiste en ca-
racterizar la relacién que existe entre los estimulos y la respuesta neural que da nuestro cerebro a
ellos. Un estimulo puede tener un origen externo a nosotros, que captamos través de los 6rganos
sensitivos o provenir del interior de nuestro organismo, siendo en este caso, los interceptores los
encargados de recibir esta informacion, pero de cualquier manera son siempre los estimulos y la
informacién contenida en ellos lo que desencadena la activaciéon neural. Las neuronas son células
que tienen la capacidad especial de propagar senales eléctricas rapidamente mediante potenciales
de accién, que son ondas que se transmiten a lo largo de la membrana celular modificando la dis-
tribucién de la carga eléctrica a su paso, la informacién recibida en forma de estimulo se codifica
en el cerebro en un patrén de potenciales de acciéon que conlleva en que se activen un conjunto de
neuronas. El estudio de como una poblacién de neuronas responde a un conjunto estimulos tiene
fundamentalmente dos objetivos claros, uno es predecir las respuestas de la poblaciéon de neuronas
a nuevos estimulos y dos, el procedimiento inverso, encontrar el estimulo al que se ve sometido
el cerebro a partir de una respuesta neural, un patrén de potenciales de accién o un conjunto de
neuronas activas.

El objetivo de este trabajo de fin de grado es modelizar matematicamente la respuesta de una
poblaciéon de neuronas a un conjunto de estimulos a los que se ve expuesta. Para alcanzar esta
meta vamos a utilizar las herramientas que nos proporciona la teoria de cédigos, en particular
vamos a trabajar con los denominados codigos correctores que permiten recuperar la informacién
corrompida, tras su paso a través de un canal ruidoso. Estos cddigos se denominan cédigos neura-
les del campo receptivo, también seria correcto emplear el término neuronal, que tiene el mismo
significado. Pero es importante destacar, que este estudio no esta relacionado, en principio, con
redes neuronales [8] ni con inteligencia artificial. Mientras que las redes neuronales artificiales son
modelos computacionales utilizados para entrenar algoritmos, este trabajo se centra en la mode-
lizacién matemaética del funcionamiento del cerebro desde una perspectiva tedrica, precisamente
por esta confusion posible, se considera que usar el término neural en este contexto es mas ade-
cuado. Ademas, cabe mencionar que el canal binario asimétrico que utilizaremos para modelizar
la respuesta neural, aiin es un area de investigacion reciente en un estado inicial de desarrollo.
En particular, el articulo de referencia [2] que se ha utilizado es del ano 2022, y su impacto y
aplicaciones en el estudio de los cédigos neurales estdn aun por explorarse en profundidad.

Nos remontamos para desarrollar esta teoria al trabajo seminal de Claude Elwood Shannon
publicado en el ano 1948, A Mathematical Theory of Comunication [12] que fue la base para el
posterior libro que escribi6 junto a Warren Weaver titulado The Mathematical Theory of Comuni-
cation que vio la luz un ano més tarde, donde se introdujo un pequeno cambio en el nombre, que
va refleja la relevancia de su trabajo. Este texto da lugar a dos campos de investigacién la teoria
de la informacién y la teoria de cédigos, mientras que la teoria de la informacion si ha sido amplia-
mente usada en neurobiologia tedrica, la representacién de la respuesta neural a través de cédigos
es algo bastante novedoso cuando se publica en el ano 2013 el articulo Combinatorial Neural Codes
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from a Mathematical Coding Theory Perspective |4], por Carina Curto, Vladimir Itskov, Katheri-
ne Morrison, Zachary Roth y Judy L. Walker, esté sera otra referencia fundamental de este trabajo.

Este trabajo consta de tres capitulos, en el capitulo 1 se dard una introduccién a la teoria
de la informacién tratando de responder a las preguntas fundamentales de ;jcomo se modela ma-
tematicamente la informaciéon?, y mas aun, jcémo podemos medirla?, aqui entrardn en juego los
conceptos clave de fuente de informacién, cantidad de informacién y entropia. Aplicaremos estos
conocimientos a un canal con ruido teniendo como objetivo final llegar a demostrar del teorema de
codificacién de Shannon, piedra angular de la teoria de codigos. Junto a otras referencias, se han uti-
lizado fundamentalmente el libro Elements of information theory |3] de los autores Thomas Cover
y Joy Thomas y el texto Codificacion de Informacién escrito por Carlos Munuera y Juan Tena [10].

Posteriormente en el capitulo 2, se estudiaran los cédigos neurales que se presentan en el articu-
lo cientifico ya mencionado [4]. Un cédigo neural no es méds que la aplicacién entre los estimulos
y la respuesta neural que provocan en la poblacién de neuronas estudiada. Vamos a utilizar cédi-
gos binarios, donde en cada palabra del cédigo, un digito no nulo representa una neurona que
genera un potencial de accién, respondiendo a un estimulo al que se ve sometida; mientras que
un digito nulo equivaldrd a una neurona que permanece en silencio, que no transmite el potencial
de accién. Esta nueva visién de la representacion neural de los estimulos presenta varios aspectos
clave, por un lado, se hace una distinciéon entre las palabras del cédigo, que seran simplemente
un conjunto de vectores desprovisto de un significado intrinseco y los estimulos reales que recibe
el cerebro; por otro lado, la aplicaciéon de codificaciéon que se presenta es determinista, es decir
se considera que las diferentes representaciones neurales de un mismo estimulo son consecuencia
de la transmision de la respuesta a través de un canal con ruido, lo que provoca alteraciones en ella.

Finalmente, en el capitulo 3, vamos a estudiar el canal binario asimétrico utilizado para el
modelo siguiendo el articulo Parameters of Codes for the Binary Asymmetric Channel [2], de los
autores Giuseppe Cotardo y Alberto Ravagnani. Lo que caracteriza a este canal es que la proba-
bilidad de que un digito se transforme en otro a causa del ruido, depende del propio valor de este.
Es decir, en un cédigo binario existen dos probabilidades diferentes de que se produzca un error
en un digito, una si el digito que se envia es el cero y otra si es el uno. Este canal es relevante,
yva que no es habitual en teoria de cédigos, siendo lo mas comun el uso de canales simétricos,
donde la probabilidad de error en la transmisién de un digito no depende del valor de este. Debido
a la naturaleza del cerebro este canal asimétrico es méas adecuado para la representacion de la
respuesta neural, ya que se ha comprobado de forma experimental que es mds probable que una
neurona no responda a un estimulo cuando estaba previsto que lo hiciera, a que ocurra lo contrario.

La relevancia de esta representaciéon neural de los estimulos en neurociencia por cédigos neu-
rales que se envian a través de canales asimétricos, es patente en numerosos articulos cientificos
posteriores que utilizan esta construccién para diferentes estudios de indole bioldgica. Se propor-
cionan algunos ejemplos de su utilidad en la conclusion final del trabajo, capitulo 4.



Introduction

Neural coding is a field of study within neuroscience that aims to characterize the relationship
between stimuli and the neural response our brain generates to them. A stimulus can originate
externally, being perceived through sensory organs, or it can come from within our own body,
in which case interceptors are responsible for receiving this information. However, regardless of
its origin, it is always the stimuli and the information they carry that trigger neural activation.
Neurons are specialized cells capable of rapidly propagating electrical signals through action po-
tentials—waves that travel along the cell membrane, altering the distribution of electrical charge
as they move. The information received as a stimulus is encoded in the brain as a pattern of ac-
tion potentials, leading to the activation of a group of neurons. The study of how a population of
neurons responds to a set of stimuli has two fundamental objectives: first, to predict the responses
of a neuron population to new stimuli; and second, the inverse problem—determining the stimulus
to which the brain was exposed based on a neural response, a pattern of action potentials, or a set
of active neurons.

The objective of this undergraduate thesis is to mathematically model the response of a popu-
lation of neurons to a given set of stimuli. To achieve this, we will employ the tools provided by
coding theory, specifically error-correcting codes, which allow the recovery of corrupted information
after passing through a noisy channel. These codes are referred to as receptive field neural codes
(also known as neuronal codes, as both terms share the same meaning). However, it is important
to emphasize that this study is not related to neural networks or artificial intelligence. While arti-
ficial neural networks are computational models used to train algorithms, this work focuses on the
mathematical modeling of brain function from a theoretical perspective. Additionally, the binary
asymmetric channel we will use to model the neural response is still a relatively new research area,
in an early stage of development. In particular, the reference paper [2] used in this study was
published in 2022, and its impact and applications in neural code research are still being explored
in depth.

To develop this theory, we trace back to the seminal work of Claude Elwood Shannon, published
in 1948, A Mathematical Theory of Communication |12], which later became the foundation for the
book he co-authored with Warren Weaver, The Mathematical Theory of Communication, published
a year later. The slight modification in the title already reflects the significance of their work. This
text gave rise to two fields of research: information theory and coding theory. While information
theory has been widely applied in theoretical neurobiology, the representation of neural responses
through codes is a relatively new approach, first introduced in 2013 with the paper Combinatorial
Neural Codes from a Mathematical Coding Theory Perspective [4], by Carina Curto, Vladimir Its-
kov, Katherine Morrison, Zachary Roth, and Judy L. Walker. This will be another fundamental
reference for this work.
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This thesis consists of three chapters. In Chapter 1, we introduce information theory, ad-
dressing fundamental questions such as: How is information mathematically modeled? And even
further, how can it be measured? Here, key concepts such as the source of information, the amount
of information, and entropy will come into play. These concepts will be applied to a noisy channel,
with the ultimate goal of proving Shannon’s coding theorem, a cornerstone of coding theory. The
primary references used for this chapter include the book Elements of Information Theory [3] by
Thomas Cover and Joy Thomas, as well as Codificacion de Informacion by Carlos Munuera and
Juan Tena [10].

Next, in Chapter 2, we will study neural codes as presented in the previously mentioned scien-
tific paper [4]. A neural code is essentially the mapping between stimuli and the neural responses
they trigger in a studied population of neurons. We will use binary codes, where each codeword
represents a neural activity pattern: a nonzero digit indicates a neuron that fires an action poten-
tial in response to a stimulus, whereas a zero digit corresponds to a silent neuron that does not
transmit an action potential. This new perspective on neural representation of stimuli highlights
key aspects. On the one hand, it establishes a clear distinction between codewords—merely a set
of vectors without intrinsic meaning—and the actual stimuli received by the brain. On the other
hand, the encoding function used is deterministic, meaning that variations in the neural represen-
tations of the same stimulus are attributed to the transmission of the response through a noisy
channel, which introduces alterations.

Finally, in Chapter 3, we will examine the binary asymmetric channel used in the model,
following the paper Parameters of Codes for the Binary Asymmetric Channel [2], authored by
Giuseppe Cotardo and Alberto Ravagnani. What characterizes this channel is that the probability
of a digit flipping due to noise depends on its original value. In a binary code, this means there are
two distinct probabilities of error—one if the transmitted digit is a zero and another if it is a one.
This channel is particularly relevant because, in coding theory, the most commonly used models
assume symmetric channels, where the probability of transmission error does not depend on the
digit’s value. Due to the nature of the brain, the asymmetric channel is more suitable for modeling
neural responses, as experimental evidence has shown that it is more likely for a neuron to fail to
respond to a stimulus when it was expected to fire than for the opposite to occur.

The significance of this neural representation of stimuli in neuroscience, based on neural codes
transmitted through asymmetric channels, is evident in numerous subsequent scientific studies that
use this framework for various biological investigations. Some examples of its utility are provided
in the final conclusion of this work, Chapter 4.



Capitulo 1

Teoria de la informacion

Vamos a comenzar con algunas nociones de teoria de la informacién para proporcionar un marco
tedrico mas amplio para los resultados que vamos a presentar a lo largo de este trabajo. Para la
redaccién de este capitulo se han tomado principalmente estos dos libros de texto como referencia
Codificacion de Informacion de Carlos Munuera y Juan Tena [10] y Elements of information theory
de los autores Thomas Cover y Joy Thomas [3].

Empecemos por el principio, el objetivo de la teoria de la informacién es modelizar matemaética-
mente la cantidad de informacién que aporta un mensaje. La idea fundamental es que existe una
relacién entre la probabilidad de un mensaje y la cantidad de informacién que aporta. Pensemos
por ejemplo, en una noticia que leemos en un periédico si lo que nos cuentan ya lo intufamos, por-
que era muy probable que sucediera, podriamos considerar que no nos ha aportado gran cantidad
de informacién esa noticia, mientras que sin embargo, si aquello que leemos es inesperado o era
muy improbable que sucediera, podemos considerar que estamos recibiendo una mayor cantidad
de informacién.

1.1. Introduccion

Lo primero es concretar el modelo que vamos utilizar y para ello necesitamos que el esquema bésico
de transmision de la informacién este claro: el emisor envia un mensaje previamente codificado a
través de un canal, que puede ser por ejemplo espacial o temporal, y el receptor del mensaje deberd
decodificarlo para obtener de vuelta la informacién que contenia. Codificar la informacién significa
reescribirla de una forma diferente, incluso en otro alfabeto distinto, siguiendo unas determinadas
reglas. Este proceso puede ser de gran utilidad cuando la informacién no esta escrita de una forma
adecuada para su transmisién.

Definicién 1.1. El alfabeto fuente A = {ay,as,...,an} es el conjunto de simbolos en los que esta
escrita la informacién legible.

Definicién 1.2. El alfabeto cédigo B = {b1,ba,...,bs} es el conjunto de simbolos a los que se
traduce la informacién cuando se somete al proceso de la codificacién.

Ambos alfabetos pueden coincidir o no hacerlo.

Definicién 1.3. El proceso de codificar el alfabeto fuente A = {ay,aq,...,a;} en el alfabeto
c6digo B = {by, ba, ..., bs} consiste en especificar una aplicacién inyectiva ¢ : A — P(B). Haciendo
corresponder a cada elemento del alfabeto fuente un conjunto de simbolos del alfabeto cédigo.



INTRODUCTION

codificacion decodificacion

EMISOR CANAL RECEPTOR

Figura 1.1: Esquema bésico de transmisién de la informacion

Se dice que la imagen de un elemento del alfabeto fuente c¢(a;) es la codificacion de dicho elemento
a; y el subconjunto C = I'm(c) C P(B) se denomina el c¢ddigo y sus elementos son las palabras.

También es procedente definir en general algunas caracteristicas o propiedades de los cédigos
que seran de utilidad més adelante.

Definicién 1.4. El tamano de un cédigo C es el nimero total de palabras de las que se condone,
es por tanto el cardinal del conjunto, |C|.

Definicién 1.5. Si todas las palabras tienen una longitud fija n, se puede definir la longitud del
c6digo C como n también.

Definicién 1.6. El peso de Hamming wp(c) de una palabra del cédigo ¢ € C de longitud n es el
numero de posiciones distintas de cero en la palabra.

wr(z):={1<i<n:z; #£0}.

Definicién 1.7. La distancia de Hamming entre dos palabras del cédigo ¢, ¢’ € C seré el niimero
de posiciones en las que se diferencian una de otra, es decir, definimos la distancia entre c y ¢’
como

dy(e,d) = {i|z; #yi, 1 <i<n}|

1.2. Fuentes de Informacion

Para medir la cantidad de informacién en un mensaje, vamos a trabajar con un objeto abstracto al
que vamos a llamar una fuente de informacién, y que ahora definiremos de forma tedrica, pero que
sencillamente su cometido es emitir simbolos de entre los de un conjunto finito que sera el alfabeto
fuente y cada uno de ellos con una cierta probabilidad.

Definicién 1.8. Una distribucidn de probabilidad P = {p1,p2,...,Pm} sobre un conjunto de
simbolos A = {a1,az...,an}, consiste en asignar a cada simbolo a; una probabilidad p; = prob(a;),
de forma que se cumplan las dos condiciones siguientes:

1. 0<p; <1l,parat=1,2,..,m,
2.p1+p2t-tpm=1

Definicién 1.9. Una fuente de informacion F = (A, P) estd formada por un alfabeto fuente
A = {a1,as...,a,} junto con una distribucién de probabilidad P = {p1,p2,...,pm} sobre el
conjunto de simbolos que componen ese alfabeto fuente A.
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Las probabilidades de cada simbolo no son mas que las probabilidades de emisién de dicho caracter
por la fuente de informacién que se esta considerando. Este modelo supone ademas que la emisién
de un simbolo es un evento independiente de todas las emisiones de simbolos anteriores. Es decir
que para el calculo de la probabilidad de emisién de un mensaje m compuesto por la concatenacion
de r simbolos m = a;, a;, - - - a;,, serd necesario multiplicar la probabilidad de emisién de cada uno
de ellos.

prob(m) = prob(a;, ai, - - ai,) = pi, iy * ** Di, -

Supongamos ahora que una fuente de informacién emite m caracteres determinados {a1, as, ..., an},
podriamos pensar que entonces el alfabeto fuente estd univocamente determinado y es el formado
por los simbolos que emite la fuente A = {aj,as,...,a,}. Sin embargo, tenemos libertad para
interpretar que la fuente no emite los simbolos por separado, sino que lo puede hacer de dos en dos
o de k en k, entonces tendriamos que estudiar la probabilidad conjunta de las duplas o k-tiplas de
simbolos. Es decir que de forma més general, podemos considerar como alfabeto fuente AF, cuyos

elementos son k-tplas de elementos de A = {a1,as,...,amn}.
Definicién 1.10. Dada una fuente de informacién F asociada al alfabeto fuente A = {a1,a2,...,am}
con una distribucién de probabilidades P = {p1, pa, ..., Pm}, llamaremos extension k-ésima de F

a la fuente de informacién F* que tiene como alfabeto fuente A* y cuya distribucién de probabi-
lidades se obtiene mediante la regla:

prob(a;, , aiyy -y @iy ) = DiyDin -+ - Dig -

Esta definicién del calculo de probabilidades es congruente con el hecho de que las emisiones de
simbolos son eventos probabilisticamente independientes.

1.3. Medida de la informacion

Para cuantificar la cantidad de informacién, fijemos la fuente de informacién més simple posible F
aquella que emite tan solo dos elementos con igual probabilidad, es decir que tenga como alfabeto
fuente Ag = {a1,as} y distribucién de probabilidad Py = {%, %} En este caso la informacién que
aporta el simbolo a; es la misma que la que aporta el simbolo a2, ya que sus probabilidades son
iguales. Vamos a utilizar esta cantidad como unidad de medida de la informacién.

Definicién 1.11. Llamaremos bit a la cantidad de informacién que contiene cada uno de los dos
simbolos de una fuente de informacién que conste solo de dos simbolos equiprobables.

Para un fuente genérica F, con un alfabeto A = {ay,as,...,a,} y distribucién de probabilidad
asociada al alfabeto P = {p1,p2,...,pm}. Podemos denotar por I(a;) la cantidad de informa-
cién correspondiente al simbolo a;, pero esta debe depender exclusivamente de la probabilidad p;
asociada a este simbolo a;. Debido a esta propiedad, es comin escribir I(p;) en lugar de I(a;),
enfatizando que la cantidad de informacién estd determinada tnicamente por la probabilidad del
stmbolo.

Ejemplo 1.12. Tendremos que en el caso de la fuente que hemos usado antes para definir la
unidad de medida, Fo = (Ap, Po) la més sencilla posible con dos elementos equiprobables.

Una propiedad que debe de tener esta funcién I es que debe ser decreciente, pues la informacién
que aporta un suceso serd mayor cuanto mas improbable sea que suceda, es decir cuanto menor
sea la probabilidad de suceder. Escrito de forma matematica, si p; < p;, entonces I(p;) > I(p;).
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Ademads, dado que la fuente F no tiene memoria, la emisién de un simbolo no depende de los
anteriores, la cantidad de informacién contenida en dos simbolos es la suma de la informacién que
contiene cada uno de ellos por separado, o lo que es lo mismo se debe verificar que para cada par
de simbolos a;,a; € A que I(a;,a;) = I(a;) + I(a;), lo que quiere decir que el suceso a; y el suceso
a; son sucesos independientes.

Proposicién 1.13. Si f: (0,1] = R es una funcidén que verifica:
1. f es decreciente en (0,1]

2. f(xy) = f(x) + f(y) para cada z,y € (0,1,
entonces existe una constante k < 0 tal que f(x) = kln(z).

Demostracion. La funcién f que hemos definido es positiva, ya que f(1) = k- In(1) = 0 pues
In(1) = 0y por (1) es f decreciente. Esto tiene sentido pues si k es cualquier constante estrictamente
negativa y In(t) < 0 para todo t en el intervalo (0, 1), luego tendremos una funcién f estrictamente
positiva en (0,1).
Para estudiar el comportamiento de la funcién f en (0,1) vamos a fijar un punto y € (0,1), y
escribimos k como

_f)

b= In(y)’

Como 3° = 1 y tomando el limite cuando m tiende a infinito ™ — 0, para cada punto arbitrario
x € (0,1) y cada n € N, existe un entero m (dependiente de 2 y de n) tal que nos permite acotar
x™ superior e inferiormente con dos potencias de y de esta manera:

ym+1 S xn < y'm.

Como f es decreciente, al aplicar f sobre estos puntos (todos ellos pertenecen al intervalo (0, 1)
donde estd definida la funcién) obtenemos las desigualdades contrarias

fly™) < f@@™) < fly™,
de donde, segtin la condicién (2) del teorema, podemos escribir:
mf(y) <nf(z) <(m+1)f(y).

Ahora, dividiendo los tres términos de esta desigualdad por nf(y), se tiene:

<7

fly) = n

Razonando de forma andloga con la funcién — In(x), que verifica las mismas propiedades (1) y (2)
obtendremos la misma relacién:

m f(x)<m+1
n

m _In(z) _m+1
n

con lo que:

y como % puede hacerse arbitrariamente pequeno, tendremos la igualdad entre ambas fracciones:

f(z) _ In(z)

fly)  In(y)’
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o lo que es lo mismo:

f(z)

In(z)

k < 0 para todo z € (0, 1), con lo que la funcién queda definida como f(x) = kln(z). O

toma un valor constante

Luego hemos llegado a lo que queriamos demostrar , el cociente

Como consecuencia inmediata de la proposicién, se tiene que la funcién cantidad de informacién
que aporta un simbolo tiene que ser de la forma I(p;) = kIn(p;), y solo falta determinar la constante
k, que dependerd de la unidad de medida. Fijada la unidad como el bit, tenemos que:

1=1 (;) = kln <;) = —kIn(2),

de donde deducimos que k = *ﬁ-

Definicién 1.14. La aplicacién cantidad de informacion medida en bits se define como la aplica-
cién I : (0,1] — R tal que

1
" In(2)

I(p) =

In(p) = —log, p,

y denominamos a I(p) la cantidad de informacién que aporta un simbolo con probabilidad p.

La funcién I es continua, lo cual se deduce del hecho de que el logaritmo también lo es. Esto implica
que pequenos cambios en la probabilidad de un simbolo generan tnicamente pequenos cambios en
su cantidad de informacién. Evaluando en la férmula vemos que se cumple que I(1) = 0. Esto
significa que la ocurrencia de un suceso seguro, uno con probabilidad igual a 1, no proporciona
ninguna informacién nueva, como ya intuiamos.

Ejemplo 1.15. El codigo de paridad C se define como el conjunto de los vectores con coeficientes
el cuerpo Fy que son imagen de la aplicacién de codificacién ¢ : F5 — F§ la cudl que envia un
vector (1,2, ...,77) € F} en el elemento:

7
(x1,29,...,27,Y) € Fg donde y = Zwl en Fo
i=1
Esto implica que el ultimo bit y, llamado de paridad se establece de modo que la palabra codificada
siempre tenga un numero par de unos. Si el numero de unos, en los siete primeros digitos, es par
tomard el valor cero, mientras que si este nimero es impar tomara el valor uno.
También, podemos definir el cédigo como el conjunto

8
C={(z1,22,...,28) | Zmi:O méd 2} C FS.
i=1

Por ejemplo: ¢(11000000) = (11000000), ¢(11111111) = (11111111).
Es claro que en este codigo de paridad, 7 bits de cada palabra del cédigo aportan informacién,

mientras que el octavo solo es un digito de control, que no aporta nueva informacién. A estos
digitos también se les conoce como bits de redundancia.
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1.4. Entropia

Antes de definir de forma rigurosa la entropia, la vamos a ilustrar este concepto con el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 1.16. Consideremos dos fuentes de informacién F; y F2 con el mismo alfabeto fuente
A = {A, B,C, D} formado por cuatro simbolos, pero con dos distribuciones de probabilidades
diferentes P1, Ps respectivamente.

La primera fuente JF; produce simbolos equiprobables:

prob(A) = prob(B) = prob(C) = prob(D) = 0,25.
Mientras que la segunda fuente F5 los emite siguiendo esta distribucién de probabilidades:
prob(A) =0,5 prob(B) =0,125 prob(C) = 0,125 prob(D) = 0,25.

; Cuantas preguntas esperariamos hacer para adivinar el simbolo que va a salir en cada fuente?
Bien, pues realizando las preguntas de la manera explicada en la Figura[I.2] para la primera fuente
JF1 tendremos siempre hacer dos para acertar el simbolo. Mientras que en el caso de la segunda
fuente F5 si las formulamos de la manera explicada en la Figura[1.3] en algunos casos nos bastard
con hacer una pregunta, en otros casos haremos dos, llegando en algunas ocasiones hasta hacer
tres preguntas. Para esta segunda maquina seria interesante saber cuantas preguntas hariamos de
media para poder establecer una comparacién entre ambas.

Figura 1.2: Esquema de preguntas para la Figura 1.3: Esquema de preguntas para la
primera maquina. segunda maquina.

Vamos a explicar esto con una analogia, pensemos que en vez de querer adivinar el siguiente
simbolo, lo que queremos es construir las maquinas para recrear las fuentes de informacién. Ima-
ginemos un experimento fisico en el que dejamos caer una pelota desde una cierta altura sobre
el medio de una cuna de madera triangular de forma que la pelota tiene igual probabilidad de
caer hacia la izquierda o hacia la derecha de esta. Basandonos en hacia que lado cae la pelota
podemos generar un simbolo o otro. Es decir en el caso de la primera maquina necesitamos debajo
del primer triangulo anadir otra segunda fila con una cuna a cada lado de la primera, para poder
generar cuatro resultados equiprobables. En el caso de la segunda maquina, en el primer bote la
pelota si cae hacia un lado obtendremos el resultado A que ocurria el 50 % de las veces o si cae
hacia el otro tendremos una nuevo triangulo de madera, que daréd lugar a dos nuevos resultados o
bien a una D que ocurre el 25 % de las veces o a un tercer bote en el que se decidird entre la C' y
la D que ocurren el 12,5 %.

Para calcular el nimero promedio esperado de botes B que realizard la maquina para generar una
letra, multiplicamos el nimero de botes para alcanzar una letra por su probabilidad:

B = prob(A) - 1+ prob(B) - 3 + prob(C) - 3 + prob(D) - 2 = 1,75.

10



INTRODUCTION

AN
VANEEVAN LA

A B C D C B
Figura 1.4: Esquema de botes para la generacién Figura 1.5: Esquema de botes para la
de los simbolos de la primera maquina. generacién de los simbolos de la segun-

da méquina.

Podemos observar en la Figura y en la Figura que existe una completa similitud con
la forma en que tenfamos que hacer las preguntas para adivinar el siguiente simbolo que saliera
de las méaquinas con el nimero de botes necesarios para generar un simbolo en cada maquina.
Luego el numero esperado de botes que tendra que dar la pelota es igual al nimero esperado de
preguntas promedio que tenemos que hacer para adivinar un simbolo. La primera maquina necesita
2 botes para generar un simbolo y hacen falta dos preguntas para adivinar uno, mientras que la
segunda maquina necesita 1.75 botes en promedio para generar un elemento y por tanto solo haran
falta en promedio 1.75 preguntas para adivinar un simbolo. Lo que significa que la méquina 2 esta
produciendo menor cantidad de informacién pues hay menor incertidumbre en los mensajes que
salen de ella.

Vamos a ver que esta medida de la informacién que produce una méquina o de la incertidumbre
promedio en la generacion de los simbolos que emite, la definiremos mas adelante de forma rigurosa,
pero serd la entropia de la fuente. Se va a representar por la letra H y la unidad de medida va a
ser el bit, que como hemos visto anteriormente es la incertidumbre que genera una fuente con dos
resultados equiprobables o la informacién que produce. En nuestro caso un bit es equivalente a un
bote de la pelota hacia un lado o hacia el otro de la cuna de madera; es decir, que en realidad lo
que hemos estado calculando era la entropia.

Podemos definir la entropia entonces como:

H= Zpi - #{Botes hasta el simbolo a;.}
i=1

El ntimero de botes que tiene que realizar la pelota para llegar al simbolo a; depende de lo
abajo que estemos en el esquema de drbol que hemos dibujado. Si nos fijamos después de un bote
solo podemos tener dos resultados diferentes mientras que después de dos botes podremos tener
hasta cuatro diferentes, y asi sucesivamente. Es decir que si denotamos:

B = {Numero de botes de la pelota hasta el simbolo a;}

R = {Nuamero de posibles resultados en la fila de a;}

se tiene que 28 = R o lo que es lo mismo B = log,(R). Para calcular el niimero de resultados en
el nivel del arbol de a; podemos hacer el inverso de la probabilidad del suceso a;, R = pi Luego

11
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juntando todos estos resultados, tenemos que

H=Y pi-B=) pi-logsR=> pi- lOQzl;
i=1 i=1 i=1 b

La idea esencial es que la entropia disminuye cuando nos alejamos de una fuente con resultados
equiprobables, y por tanto también disminuye el niimero de preguntas p que debemos hacer para
adivinar los simbolos que proceden de la méquina, o dicho de otra manera la incertidumbre en el
resultado disminuye.

Definicién 1.17. La entropia de la fuente F, denotada como H(F), se define por la expresién:

m m 1 m
H(F) = sz' I(p;) = Zpi -log, (p) = —Zpi -log, (pi),
i=1 i=1 ¢ i=1

donde:
= m es el nimero de simbolos en el alfabeto A = {a1,az,...,am}.

= p; es la probabilidad de ocurrencia del simbolo a;.

= I(p;) = log (pi) = —log(p;) es la cantidad de informacién asociada a la ocurrencia del
simbolo a; con probabilidad p;.

Una fuente en el contexto de la probabilidad no es més que una variable aleatoria que toma valores
en un conjunto discreto con una ciertas probabilidades.

La entropia H(F) se interpreta como la media ponderada de la cantidad de informacién que se ob-
tiene al observar un simbolo del alfabeto. Como hemos visto en el ejemplo cuanto més improbable
sea un simbolo, més informacién aporta su aparicién. En el caso de que alguna de las probabili-
dades sea p; = 0, no tiene sentido considerar el cociente pi Pero en este caso ese simbolo no sera
emitido nunca y la entropia de la fuente serd la misma que la de otra fuente F’ exactamente igual
en todo lo demas pero sin ese simbolo de probabilidad nula.

La entropia de una fuente serd méaxima cuando todos los simbolos del alfabeto tienen la misma
probabilidad, es decir, cuando la distribucién es uniforme. En este caso, la incertidumbre es maxi-
ma porque todos los simbolos son igualmente probables. Al contrario, serd minima (igual a cero)
cuando uno de los simbolos tiene probabilidad 1 y todos los demés tienen probabilidad 0. En este
caso, no hay incertidumbre porque siempre se observara el mismo simbolo.

Ejemplo 1.18. Calculo de la entropia.

Supongamos que tenemos un alfabeto fuente A = {a1,a2,a3}, vamos a ver que ocurre con la
entropia dependiendo de la distribucién de probabilidades que le asociemos al alfabeto.

La fuente F; tendra la siguiente distribucién de probabilidades asociada a su alfabeto fuente A,
Pr={p1 =06 p;=0,3 p3=0,1}. Luego, el cdlculo de su entropia es como sigue:

H(F)=—(0,6-1log,(0,6) + 0,3 - log,(0,3) + 0,1 - log,(0,1)) = 1,2954.

Mientras que si tenemos otra fuente Fo con el mismo alfabeto A pero con distribucién de proba-
bilidades P2 = {p1 = 0,3 p2 =0,3 ps = 0,4}, entonces el valor de la entropia sera:

H(F)=-(0,31log,(0,3) + 0,3 - log,(0,3) 4+ 0,4 - log,(0,4)) = 1,5709.

12
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Por 1ltimo, tenemos una tercera fuente F3 con el mismo alfabeto A pero con esta distribucién
Ps={p1=0,1 py=0,1 ps=0,8}, la entropia se calculard como:

H(]:) = (071 : lOgQ(O,l) +0,1- 10g2(071> +08- 10g2(038)) = 0,9219.

Podemos observar claramente que la entropia es mayor cuanto mas cerca estemos del caso en el
que los tres eventos son equiprobables, y tiende a cero cuando nos acercamos al caso en que solo
un evento tiene probabilidad uno de suceder y los otros dos tienen probabilidad nula.

Es claro que el cero es una cota inferior para la entropia, pero también podemos establecer una
cota superior para esta. Veamos primero un lema previo necesario.

Lema 1.19. Sean P = {p1,p2,...,pm} ¥ Q@ ={q1,G2,- .., qm} dos distribuciones de probabilidades
sobre el mismo alfabeto fuente A= {ay,as...,an}. Entonces

m

szlog2< ) szlog2< )

se da la igualdad si y sdlo si p; = q; para todo i, es decir, si ambas son la misma .

Demostracion. Sabemos que la funcién logaritmo neperiano es convexa, es decir, que su gréfica
estd por debajo de la de su tangente en cualquier punto. En particular, tomando el punto xy =
1,50 = In(zp) = 0, la recta tangente en el punto serd f(x) = x — 1 y obtenemos que In(z) <z —1
y teniéndose la igualdad In(z) = x — 1 si y sélo si = 1. Por tanto

In(z)  z-1
1 = <
°8:(7) = 1.5 = o)’
con lo que
1 & g
szlog< ) szlog( ) szlog< ) < 5@ > pi (p—l) =0
i=1 v
con igualdad si y sélo si el cociente ¢;/p; = 1 para todo . O

Teorema 1.20. Si F es una fuente de informacion asociada al alfabeto A con m simbolos y
distribucion de probabilidades p1,pa, ..., pm, entonces

0 < H(F) <log(m).
Ademds, H(F) = 0 si y solo si existe un i tal que p; = 1; y H(F) = log(m) si y solo si p; = %
para todo 1.

Demostracion. Es evidente que la entropia es no negativa, ya que se calcula como una suma de
valores no negativos. En particular, H(F) = 0 si y solo si cada sumando es nulo, es decir, p; =00

log (i) = 0. Como la primera posibilidad no puede darse para todo j, existird un unico i tal que

log (pi) = 0, lo que implica que p; = 1.
Para la segunda desigualdad, aplicando el Lema con q; = % obtenemos:

Zpl log( ) sz log(m) = log(m).

Ademas, segun el Lema la igualdad se da tnicamente cuando p; = ¢q; = % para todo ¢. [

13
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Ejemplo 1.21. Sea F una fuente formada por un alfabeto A = {a;,as} con distribucién de
probabilidades:

conl<p<l,peR

a1 con probabilidad p,
as con probabilidad 1 — p.

Entonces, la entropia de la fuente H(F) estd dada por:

H(F) = —plogp — (1 - p)log(1 — p) < H(p).

En particular, H(F) = 1 bit cuando p = 1. La gréfica de la funcién H(F) = H(p) se muestra en la
Figura[1.6] esto nos permite visualizar de forma clara algunas de las propiedades de esta funcién.
La entropia es una funcién convexa y es igual a 0 cuando p = 0 o p = 1. Esto tiene sentido, ya que
cuando p = 0 o p = 1, la variable no es aleatoria y no existe incertidumbre. De manera similar,
la incertidumbre es maxima cuando p = %, lo que también corresponde al valor maximo de la
entropia, cuando ambos sucesos son equiprobables.

1,2

)

H(p)

0,8 |
0,6 |
04|

0,2 |

02 04 06 08 1 12

Figura 1.6: Distribucién de la entropia segun los valores que tome la probabilidad, para un alfabeto
fuente compuesto por dos simbolos.

La entropia de una fuente extendida también puede calcularse y se hace en funcién de la
entropia de la fuente original. Intuitivamente como cada elemento del alfabeto A* estd formado
por k simbolos de A, el promedio de informacién que contiene cada simbolo en el alfabeto extendido
debe de ser k veces mayor.

Proposicién 1.22. Para cada fuente de informacion F y cada entero positivo k, se verifica que
H(F*) = kH(F).

Demostracion. Vamos a demostrarlo por induccién sobre k.
Si k =1, el resultado es evidente.
Supongamos, por hipétesis de induccién, que H(F*~1) = (k — 1)H(F).
Entonces, para k, tenemos:
1 )

H(]_‘k) — Z Diy *** Di IOg <

0150yt =1

14
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Descomponiendo el logaritmo:
- 1 1
mr= 5 e (Y (1).
i =1 Piy o Pig 4 Diy,
Lyeenslh=
Utilizando a propiedad distributiva dividimos el sumatorio en dos:

m m 1
— Z Z pi, - piy, log <pi1 — 'Pik1> +

i1,eyin_1=145=1

m
+Z Z Di, -+ P, log (;)
1k

=111, ig—1=1

Agrupamos todo lo que depende de la iltima variable k y lo que depende de las otras primeras

k—1:
)zpm

Zkl

m

= Z Piy o Pip_y log <p

i1y ik—1=1

+ Zplk log < ) Z Piy o Pig_q-

’Lk 1 ’Ll ..,ik71:1

* Pig_y

Utilizando que estas sumas de probabilidades valen 1 y la hipotesis de induccién, podemos simpli-
ficar la expresion:

m m
E Pi, = 17 E Piy*Dipg_1 = 17
in=1 iyeip1=1

H(F* =HF*" Y+ HF) = (k- 1)H(F)+ H(F) = kH(F).
O

Para lo que resta de capitulo vamos a necesitar también los conceptos de entropia conjunta y la
entropia condicionada que se pueden definir para dos variables aleatorias de la siguiente manera,
y mas adelante los aplicaremos a nuestro caso de fuentes de informacion.

Definicién 1.23. La entropia conjunta de dos variables aleatorias X e Y, denotada como H(X,Y),
se define como:
— > prob(z, y)log, (prob(z, y))
rzeX yey

donde prob(z,y) es la probabilidad conjunta de los simbolos z € X y y € Y, es decir que la variable
aletoria X tome el valor z y la variable aleatoria Y tome el valor y simultaneamente.

Esta entropia conjunta representa la incertidumbre combinada sobre la observacién de ambas
variables aleatorias.

Definicién 1.24. La entropia condicional de una variable a aleatoria X dada otra variable alea-
toria Y, denotada como H(X|Y), se define como:

H(X|Y) == prob(z,y)log,(prob(zy))

rzeX yeyY

donde prob(z|y) es la probabilidad condicionada del suceso x sabiendo que se ha producido el
suceso y.

15
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La entropia condicional H(X]Y") mide la incertidumbre que resta en una variable aleatoria X
después de conocer el resultado de la variable Y. Si estan fuertemente correlacionadas, el conoci-
miento de Y reduce significativamente la incertidumbre sobre X. En cambio, si son independientes,
conocer Y no aporta informacién sobre X y la entropia condicional es maxima.

En resumen, la entropfa conjunta H(X,Y) refleja la incertidumbre combinada de ambas fuentes,
mientras que la entropia condicional H(X|Y) indica cudnta incertidumbre resta en una fuente
conociendo lo que ha emitido otra.

1.5. Canal con ruido

Los mensajes que produce una fuente de informacién han de enviarse a través de algun canal
a su destinatario. La realidad es que suponer que los mensajes se envian con exactitud a través
del canal no es realista, ya que en los canales pueden producirse interferencias que modifican el
mensaje original que se pretendia enviar. Este fenémeno es lo que se conoce como el ruido del
canal. Los cédigos disenados para transmitir informacién a través de estos canales de denominan
codigos correctores de errores, su finalidad es que aunque se produzcan perturbaciones en el men-
saje original, ser capaces de detectarlas y corregirlas, es decir de recuperar la informacién perdida
durante la transmision del mensaje.

En un canal afectado por ruido, los mensajes pueden sufrir diversas alteraciones. Dependiendo
de la naturaleza de estas alteraciones, podemos distinguir dos tipos. Los errores que son simbolos
del alfabeto recibidos que difieren de los enviados. El receptor del mensaje no puede diferenciar un
caracter transmitido correctamente de un error. Y un segundo tipo, que son los borrones, simbolos
que no son legibles o que el receptor no puede interpretar. El receptor si que los detecta pues no
son otros caracteres que formen parte del alfabeto.

Aunque para simplificar, nos referiremos a ambos como errores, podemos interpretar los borrones
como errores cuya posicién es conocida.

Definicién 1.25. Un canal es una terna (A, S,P) donde:

s A = {ai,as,...,a,} es el alfabeto fuente, es decir el conjunto de simbolos que se van a
enviar por el canal.

= S =1{s1,82,...,8,} es el conjunto de simbolos que salen del canal es decir los que conforman
el alfabeto de salida.

» P = {prob(sila;) | i=1,...,hyj=1,...,m} el conjunto de las probabilidades con-
dicionadas de los simbolos del alfabeto salida a cada uno de los simbolos del alfabeto de
entrada.

Aclaremos algunos aspectos de la definicién.
El cardinal de A es m, es decir |A| = m.
Concretamente prob(s;|a;) representa la probabilidad de recibir el simbolo s; cuando se sabe que
se ha emitido el simbolo a;.
El alfabeto de entrada es claro que esta formado por los elementos del alfabeto de una fuente de
informacion, y para el alfabeto de salida existen dos posibilidades:

= Si no hay borrones, entonces S = Ay s; = a; para ¢ = 1,...,m, en este caso el cardinal de
ambos conjuntos coincide |S| = m.

= Si hay borrones, tenemos que incluir otro cardcter distinto de todos los del alfabeto fuente,
S=AU{l}ys;=a;parai=1,...,m,y Sms+1 = L y entonces [S| =m + 1.
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Aunque a; = s; para todo i € {1,2,..,m} en ambos casos, vamos a mantener las dos notaciones a;
y s; para aclarar cuando nos referimos a un simbolo como entrada y cuando como salida.

El modelo de canal que vamos a considerar es discreto y sin memoria: es decir que emite una senal
por unidad de tiempo, ademads la transmisién de cada senal no afecta a las siguientes, y cada senal
que se emite proporciona siempre una palabra que se recibe.

Supongamos que tenemos una fuente de informacién F con alfabeto fuente A = {a1,a9,....,am} y
distribucién de probabilidades P, = {prob(as ), prob(asz),...,prob(a,)}. Vamos a estudiar la dis-
tribucién de probabilidad del alfabeto de salida, Ps = {prob(sy), prob(sz),..., prob(s,,)}. Veremos
que esta queda determinada completamente por la distribucién de probabilidades del alfabeto de
entrada P, y el conjunto de probabilidades condicionadas que definen el canal C, por la regla:

m

prob(s;) = Zprob(aj) - prob(s;la;).

j=1

Es decir que, la probabilidad de que salga un simbolo s del canal es la suma de las probabilidades
de que salga s condicionada a que haya sido emitido cada uno de los simbolos del alfabeto fuente,
por la probabilidad de emisién de cada uno de ellos.

Ejemplo 1.26. Distribucién de probabilidad del alfabeto de salida.
Sea una fuente F que emite dos simbolos {0, 1} con distribucién de probabilidad:

Pu = {prob(0) = 0.7, prob(1) = 0.3}.

Sea {A,S,P} un canal con ruido que transmite los simbolos que emite la fuente de informacién F.
Tendra como alfabeto de entrada a A = {a1,a2} = {0, 1}, como alfabeto de salida, si suponemos que
no se producen borrones, tendrd al conjunto S = {s1,s2} = {0, 1}, y las siguientes probabilidades
condicionadas:

prob(si|a;) = prob(0]|0) = 0,9, prob(sz|a;) = prob(1|0) = 0,1
prob(si|az) = prob(0|1) = 0,2, prob(sz|az) = prob(1]1) = 0,8.

Esto significa que si se emite un “0”, el receptor lo recibird correctamente con un 90% de
probabilidad, pero con un 10 % de probabilidad recibird un “1”debido al ruido. De manera similar,
si se emite un “1”, serd recibido correctamente con una probabilidad del 80 %, y con un 20% de
probabilidad serd recibido incorrectamente como un “0”.

Vamos a calcular ahora la distribucién de probabilidad Ps que inducen la distribucién de probabi-
lidades P, y las probabilidades condicionadas del canal.

La probabilidad de recibir un simbolo s; en la salida sera:

2
prob(sy) = Zprob(aj) - prob(s1]a;).
j=1
prob(s;) = (0,7-0,9) + (0,3 -0,2) = 0,63 + 0,06 = 0,69.

Por lo tanto, la probabilidad de recibir un “0” es del 69 %.
De manera similar, la probabilidad de recibir un simbolo s se calcula como:

prob(sz) = (0,7-0,1) + (0,3 -0,8) = 0,07 + 0,24 = 0,31.
Por lo tanto, la probabilidad de recibir un “1” es del 31 %.

Ps = {prob(s1) = 0,69, prob(s2) = 0,31}.
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1.6. Capacidad de un canal

Cuando de un canal con ruido recibimos un elemento s;, realmente no podemos saber si el
simbolo que se envié fue ese mismo a; = s;. Es decir, existe una cierta pérdida de informacién
que nos gustaria poder cuantificar para evitar usar canales cuya pérdida de informacion sea tan
elevada que resulten inttiles para la transmision de informacién a través de ellos. El objetivo de
esta seccién por tanto es medir esa pérdida de informacién.

Vamos a calcular lo primero la probabilidad conjunta de a; y s;, o lo que es lo mismo la
probabilidad de que a; sea el simbolo de entrada y s; el simbolo de salida, y lo vamos a denotar
por prob(a; ~ s;), que visualmente es mas claro que prob(a;, s;). Utilizando las ley de probabilidad
de Bayes:

prob(a; ~+ s;) = prob(a;) - prob(s;|a;) = prob(s;) - prob(a;|s;).

Es decir que la probabilidad conjunta de ambos, es la probabilidad de uno de ellos por la proba-
bilidad del otro condicionada a que ha salido el primero.

Ahora supongamos que se ha recibido un cierto simbolo s;. Nos interesa saber entonces que
simbolo a; del alfabeto fuente es mas probable que haya sido enviado. Esta probabilidad es facil
de calcular a partir de las relaciones anteriores:

prob(a;) - prob(s;|a;)
prob(s;) '
Entonces observemos que hemos obtenido una nueva distribuciéon de probabilidades en el alfabeto

de entrada A para cada simbolo del alfabeto de salida s;, en particular condicionada por haberlo
recibido.

prob(a;]s;) =

Nota 1.27. Se ha calculado en el apartado anterior la entropia de una fuente H(F) pero estd
siempre tendra asociado un cierto alfabeto A, as{ que vamos a denotarla ahora por H(A) directa-
mente que es mds conveniente, ya que también calcularemos la entropia del alfabeto de salida del
canal.

Con esta nueva notacién, escribimos que la entropia del alfabeto de entrada A con la distribucién
de probabilidades inducida por el elemento s; es:

H(Als) = Y- problaglsotos ().

Jj=1

Pero esto tan solo es para un simbolo concreto del alfabeto de salida y nos va interesar una medida
que releje la incertidumbre media sobre la entrada una vez conocida la salida. Necesitamos realizar
para ello la media ponderada de estas cantidades H(.A|s;) sobre todos los simbolos de salida s; y
la denotaremos por H(A|S):

1
H(A|S) = Zprob s;)H(A]s;) Zprob S5 Zprob a;ls;)log <prob) .

=1 =1 (ajlsi)

Otra forma equivalente de escribir H(.A|S) es utilizando la definicién de prob(a; ~» s;):

m m 1
H(A|S) = gg prob(a; ~ s;)log (prob(aj|si)>'
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Definicién 1.28. Llamaremos entropia de la entrada condicionada por la salida a la cantidad:

m m 1
H(A|S) = zzjz:;prob(aj ~ 8;)log (prob) ,

(a;]s:)
medida en bits por simbolo.

La incertidumbre sobre la entrada al canal antes de conocer la salida es H(A), es decir, la cantidad
de informacién necesaria para describir la entrada sin conocer nada de la salida. Sin embargo, una
vez que se conoce la salida, la incertidumbre sobre la entrada disminuye, y la nueva incertidumbre
es H(A|S), que mide cudnta informacién falta para determinar la entrada sabiendo el simbolo
que salié del canal. Por lo tanto, la diferencia H(A) — H(.A|S) mide cudnta incertidumbre hemos
eliminado sobre la entrada al conocer la salida. En otras palabras, esta diferencia representa la
informacién que obtenemos sobre la entrada al observar la salida.

Definicién 1.29. La informacion mutua entre la entrada A y la salida S es:
I(A|S) = H(A) — H(A|S)
medida en bits por simbolo.

De forma similar, podemos medir la incertidumbre sobre la salida antes de conocer la entrada,
H(S), y la incertidumbre restante sobre la salida al conocer la entrada, H(S|.A). La informacién
mutua puede escribirse también como:

I(S|A) = H(S) — H(S|A).

Hasta ahora, puede parecer que estas dos formas de expresar la informaciéon mutua son distintas,
pero en realidad son equivalentes. Esto quiere decir que la informacién que obtenemos sobre la
entrada al observar la salida es exactamente la misma que la que obtenemos sobre la salida al
conocer la entrada.

Proposicion 1.30. La informacion mutua es una aplicacion simétrica.
I(A|S) = I(S]A).
Lo que justifica el término mutua de la definicién.

Demostracion. Vamos a desarrollar las expresiones usando las probabilidades conjuntas y condi-
cionales. Para abreviar en la notacion, estamos trabajando en bits luego los logaritmos con los
que trabajaremos son en base dos aunque no se especifique y que lo que hemos denotado como
prob(a; ~» s;), no es mas que la probabilidad conjunta de ambos simbolos y que en vez de denotar
por prob(a) denotaremos sencillamente por P(a) como es también habitual.

m 1 m+1 m
I(A|S) = H(A) — H(A|S) :ZP (a;)log a‘)—zzp(ajvsi)logm
= i) s =t T
m+1 m m+l m
P(si)
= Z Z (aj,s log Pla;) Z Z (a5, 8:)log 5 ——— P(aj, si)

R P(aj, si)
- gg %018 B ) Plss)
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Anélogamente se puede repetir el procedimiento intercambiando los papeles de A y de S.

m+1 m m-+1
I(S|A)=H H(S P(s;) ] P( )1
(S1A) = H(E) ~ HEA = 2 Plobos P Z 2 Plowa) o8 s P<s1|aj>
m m+1 m m-+1
P(a;)
= Z P(s;,a;) log Z Z P(s;,a;)log ————
j=1 i=1 j=1 i=1 P(si,a;)
m m+1
P(Siva')
:Z P(si,a;)log =2,
j=1 i=1 P(Sl)P(CLJ)
Notese que las dos expresiones a las que hemos llegado son idénticas. O

La informacién mutua no solo depende del canal, sino también de la distribucién de probabilidad
del alfabeto de entrada P, = {p1 = prob(ay), p2 = prob(as), ..., pm = prob(am)}.

Definicién 1.31. La capacidad del canal C, es el valor méximo de I(.A|S) sobre todas las posibles
distribuciones de probabilidad en el alfabeto de entrada A:

C=max{ I(AS) | pi,p2,---,pm €0, 1] yp1+p2+---+pm =1}

Este concepto representa la cantidad méxima de informacién que puede transmitir un canal por
unidad de tiempo, y efectivamente se alcanza pues estamos estudiando los extremos de una funcién
continua en un conjunto compacto de R™ y por el teorema de Weierstrass [6] existe el méximo y
el minimo absolutos y ademaés se alcanzan en puntos del conjunto.

Ejemplo 1.32. Continuemos con el ejemplo
Queremos calcular ahora la informaciéon mutua del canal, que sabemos que se puede calcular
utilizando esta féormula:

I(S|A) = H(S) — H(S|A).

Luego para ello necesitamos calcular la entropia de S y la entropia condicionada de el alfabeto de
salida, conociendo la entrada del canal H(S|A).

2

H(S)=- Z prob(s;) logs prob(s;)
i=1

= — (0,6910g,(0,69) + 0,3110g,(0,31))
~ 0,87284 bits.

2
H(S|A) = Zprob a;)H(S|A = a;)

Calculamos H(S|A=a1) y H(S|A= a2) para sustituir después en la expresién:
H(S|A =a1) = —(0,910g5(0,9) + 0,110g,(0,1)) ~ 0,46900 bits,
H(S|A = az) = —(0,210g,(0,2) + 0,810g,(0,8)) = 0,72193 bits.

H(S|A) = (0,7-0,46900) + (0,3 - 0,72193) ~ 0,54488 bits.

La informacién mutua tiene el valor:

I(A;S) = H(S) — H(S|A) ~ 0,87284 — 0,54488 ~ 0,32796 bits.
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Si C es un c6digo de longitud n sobre el alfabeto A con un totalg simbolos, entonces puede poseer
a lo més ¢™ palabras. Por tanto, todo cédigo en bloque con m palabras tiene longitud al menos
[log,(m)]. De hecho, podemos considerar que de los n sfmbolos de cada palabra del cédigo C,
logq(m) contienen la informacién y el resto son unicamente de control. Esto motiva la siguiente
definicién:

Definicién 1.33. Si C es un cédigo de cuyas palabras tienen todas longitud n y con un nitimero
total de palabras |C| = m palabras sobre un alfabeto fuente A con | A| = ¢ elementos, llamaremos
tasa de transmision de informacion de C al cociente

R(c) = &)

n

1.7. Teorema de Shannon

Claude Shannon, en su trabajo seminal de 1948 titulado “A Mathematical Theory of Communica-
tion”, demostrd que se puede alcanzar siempre la capacidad maxima de transmision de informacién
de un canal si los cédigos que se emplean son suficientemente largos. En él proporcioné una demos-
tracién probabilistica que se basa en la idea de usar cédigos aleatorios pero que sin embargo no es
constructiva, no detalla la forma de obtener dichos cédigos. Para la demostracién que se presenta
en este trabajo se ha utilizado el libro de texto Codes and Cryptography [14].

Definicién 1.34. Dado un cédigo binario C de longitud n, llamaremos probabilidad de error del
cédigo, denotada como prob,,..(C), a la probabilidad media de que una palabra sea decodificada
de forma errénea por el receptor cuando la informacién a sido codificada utilizando el cédigo C.

El significado de que una palabra sea decodificada de forma errénea es que al pasar por el canal
ruidoso se han producido més errores de los que se permiten para poder decodificar de forma
correcta y por tanto al decodificar la palabra recibida hemos obtenido una diferente a la original.
Si suponemos que todas las palabras cédigo son enviadas con la misma frecuencia, entonces la
probabilidad de error sera la media de la probabilidad de error de cada palabra del cédigo:

prob,,..(C) Zprob(error habiendo enviado c).

1
|C| ceC

Teorema 1.35 (Teorema de codificacién de un canal ruidoso de Shannon). Dado un
canal binario simétrico con capacidad C, y una tasa de transmision arbitraria pero menor que la
capacidad del canal 0 < R < C. Si se tiene que M, es una sucesion de numeros naturales que
cumplen que para todo n que, 1 < M, < 28" y e > 0 es cualquier cantidad positiva, entonces
en esas condiciones existe una sucesion de codigos C,, que tienen cada uno M, palabras con una
longitud de n digitos y también existe un entero ng € N tal que para todo n > ng, se cumple que la
prOberr (Cn) S €

Para la prueba de este resultado vamos a necesitar dos desigualdades que vamos a exponer a
continuacion:

Proposicién 1.36 (La desigualdad de la cola). Para cualquier A € R, con 0 < A < %,

[An]

n
< th()\)
() ==

k=0

donde h es la siguiente funcion h(\) = —[Alog A + (1 — A) log(1 — A)].
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Demostracion. Para facilitar las cosas, y sin pérdida de generalidad, podemos asumir que el pro-
ducto An es un niimero entero. Entonces podemos escribir

An
1:4A+«1—An”=§:<;)xq1—Awk

o () () - )

Por lo tanto, haciendo uso de la propiedad logaritmica a = 2/°92(%) y de la definicién de la funcién
h se obtiene la desigualdad del enunciado.

An

> (Z) <AL =)

k=0
n
Z (Z) < 2log,\*n>\+log(1f>\)7n(1—>\) _ 27n()\log)\+(1*)\)log(1f)\))'
k=0

O

Recordemos si tenemos una variable aleatoria discreta X, el valor esperado p = E[X] se define
como la media ponderada de los valores que puede tomar por sus probabilidades, mientras que la
varianza Var[X] es el valor esperado de X menos su valor esperado p todo ello al cuadrado [9].

X) =Y wiP(w) VarlX] = E[(X — )]

Donde z; representan todos los posibles valores que puede tomar la variable aleatoria distreta X.
Antes de introducir la desigualdad de Chebyshev que vamos a utilizar en la prueba del teorema,
es necesario tambien introducir la desigualdad de Markov.

Proposicién 1.37 (Desigualdad de Markov). Sea X una variable aleatoria no negativa y a > 0
un numero real. Entonces, se cumple que:

P(X >a) <

Demostracion.

Dado que z > a, podemos escribir:

P(X > a) ZZ‘P =1).

T:r>a

Al extender la suma al soporte completo de X, y pasar la constante a dividiendo al otro término
obtenemos la desigualdad buscada:

P(X>a)< Y z-P(X=2)<) z-P(X =x)=E[X].

r:r>a

O

Es importante notar que la condicién X > 0 es utilizada en la tercera linea de la demostracién
para garantizar que la desigualdad se mantenga.
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Proposicién 1.38 (Desigualdad de Chevychev). Sea X wuna variable aleatoria, y sea A > 0.
FEntonces,

Var[X]

A2
Demostracion. Sea p = E[X] el valor esperado de X. Si definimos la variable aleatoria ¥ como
Y = (X —p)? = X% - 2uX + 2. Entonces,

P(IX —pl=4)<

E[Y] = E[X?] — 2uE[X] + p? = E[X?] — 2® + i = E[X?] — E[X]? = Var[X].
Dado que Y > 0, podemos aplicar la desigualdad de Markov a esta variable. Tenemos

E[Y] Var[X]

A? A?

P(X —pl > A)=P(Y > A?) <

O

La demostracién de este teorema se basa en la siguiente idea:
Si fijamos un entero n y trabajamos con cédigos binarios en FJ. Supongamos que estamos in-
tentando encontrar un cédigo con cardinal M. Elegiremos estas palabras del cédigo ¢; para todo
1 = 1,2,..., M mediante el método siguiente. Seleccionando un vector al azar de entre los del es-
pacio Fg, de forma independiente para cada ¢ = 1,2,..., M. Este proceso es denominado como
codificacion aleatoria. Después decodificaremos, fijando un ntmero r > 0 y si denotamos por B,.(y)
a la bola de radio r alrededor de y € F3, es decir,

B.(y) ={z € F3 | d(y,2) <r}.

Entonces, si y es el vector recibido, decodificamos y como la palabra cédigo c; si ¢; es la tnica
palabra cédigo dentro de la bola B,.(y); en caso contrario, decodificamos y como alguna palabra
cédigo arbitraria.

Procedamos ahora sf con la demostracién detallada del Teorema [[.35

Demostracion. Sea ¢ € C una palabra del cédigo que se envia a través del canal ruidoso, sea Y el
vector recibido una vez que la palabra atraviesa el canal. Denotemos por E el suceso “Ocurre un
error en la decodificacién”, o lo que es lo mismo que Y es decodificado como una palabra cédigo
distinta de la enviada c, a esta otra palabra del cédigo la denotaremos por ¢’. Ahora, un error en
la decodificacién solo puede ocurrir si se cumple una de estas dos condiciones:

(a) d(¢,Y) >r
(b) d(¢,Y) <ryd(d,Y) <r para alguna otra palabra cddigo ¢’

Es decir si hemos caido fuera de la bola de radio r alrededor del vector ¢, o si estamos dentro
simultaneamente de dos bolas de radio r alrededor de dos palabras del cédigo distintas.
Denotamos los sucesos descritos por (a) y (b) como A y B respectivamente, de modo que nuestro
suceso inicial serd la unién de ambos £ = AU B, y por lo tanto su probabilidad serd

P(E) = P(AUB) < P(A) + P(B).

Consideremos ahora el suceso B; este tendra lugar si no se cometen mas de r errores en la trans-
mision, y ademds otra de las palabras cédigo distinta de ¢ estd a una distancia menor que r del
vector recibido Y.
Si estos dos sucesos los denotamos respectivamente por By y Bs respectivamente, entonces, como
B = By N By, tenemos

P(B) < P(B3).
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Ahora consideremos el suceso By. Que la distancia entre palabra del cddigo recibida ¢’ y la otra
palabra del c6digo y € C distinta de la enviada ¢ sea menor que r, d(y,c’) < r es equivalente a
que la palabra ¢’ este en la bola de F} centrada en la palabra y y de radio r, es decir en B, (y).
Dado que las palabras cédigo son elegidas al azar, y que el nimero de vectores de F5 que estan
en B, (y) es el mismo que el nimero de vectores que hay en la bola del mismo radio pero centrada
en el vector cero B,.(0). Que se calcula con los coeficientes binomiales (Z) que no son més que los
vectores de F5 de peso k es decir que tienen k posiciones no nulas de las n disponibles, sumandolos
desde que su peso vale 0 hasta que vale r.

Bl =1.01=3 (})

k=0

Por lo tanto, la probabilidad de que al menos una de las otras M — 1 palabras cédigo distintas de ¢
esté a una distancia r del vector recibido y satisface la siguiente desigualdad. Tenemos que dividir
el nimero de vectores en la bola B,.(y) entre el nimero total de vectores en Fy y multiplicarlo por
el niimero de palabras del cédigo distintas a la recibida y tras la decodificacion.

P(By) < MQ; ! i (Z)

k=0

Por lo tanto, si para algin € > 0, tomamos r = |np + ne| como el mayor entero que no supera
np + ne donde p es la probabilidad de error del canal binario que estamos utilizando, obtenemos
de las dos desigualdades anteriores y la desigualdad de la cola, siendo h la funcién de la entropia
del canal, que la probabilidad de B tiene que estara acotada por .

[np+ne]
M-1 n M
< < § < = gn(h(pte))
)= i) = A (k> = g0

Ahora, pasamos al segundo tipo de error dado por el suceso A. Sea T el niimero de errores que se
han producido el la palabra del cédigo ¢ al ser transmitida a través del canal ruidoso. Entonces
podemos escribir la probabilidad del suceso A como la probabilidad de que T' sea mayor que 7.

P(A) = P(T > r)

La variable aleatoria T que estamos considerando seguira una distribucién binomial con parametros
n la longitud de una palabra y p la probabilidad de que un digito sea modificado por el ruido del
canal. Por lo tanto, por la desigualdad de Chebyshev, podemos acotar la probabilidad del suceso

A.
var(T)

P(A) = P(T > np+mne) < P(|T —np| > ne) < peCRE

Dado que T es una variable aleatoria binomial, tenemos
var(T) = npq,

donde g es el conjugado de p y, por lo tanto, la probabilidad total de error satisface la siguien-
te desigualdad que se obtiene de la suma de las dos cotas para los dos tipos de errores que se
contemplaban

P(E) < Mo—n(A=h(p+e) 4 Pq
- ne?’

para n suficientemente grande. Como podemos expresar la capacidad del canal como 1 menos la
informacién perdida a causa del ruido C(p+¢) =1 — h(p + €), esto se reduce a

P(E) < 2L 4 pro-nCiete),

ne?
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Dado que € > 0, esta probabilidad de error puede hacerse arbitrariamente pequena para n suficien-
temente grande, siempre que M el nimero de palabras del cédigo, considerado como una funcién
de n, crezca a un ritmo no mayor que 2"¢(®).

Hemos probado el teorema de codificacion acotando la probabilidad de error media en lugar
de la probabilidad de error maxima. Luego para finalizar la demostracion es necesario mostrar la
existencia de cédigos C,, que tengan un ntimero M,, de palabras tal que M, < 2" y tal que la
probabilidad de error en la decodificacién maxima sea < €.

Si tomamos ¢’ = § y M;, = 2M,,, es decir un cdédigo con el doble de palabras y notamos que, dado
que M, < 2" yv R < C, debe existir R’ con R < R’ < C, y Ny tal que, para todo n > Ny se
cumple

MwlL S 2nR'7

de esta manera podemos construir una sucesién de cédigos C,, cada uno con M palabras y proba-
bilidad de error media en la decodificacién < &’ para todo n > Nj.
Si 21,...,xp, son las palabras cédigo de CJ,, esto significa que

M/

LM

T O P(E|x) <<
n =1

Por lo tanto, al menos la mitad de estas palabras cédigo x; deben satisfacer

P(E|z;) <2 =e.

. . M . .
Sea C,, un subconjunto cualquiera de formado por M, = —* palabras cdédigo que satisfacen la
ecuacion anterior; entonces hemos obtenido nuestro codigo tal que su probabilidad de error maxima
es < e.

O

Destacar aqui, que este teorema esta demostrado para el caso en el que el canal sea simétrico,
no para el caso de que el canal sea asimétrico, estudiaremos las propiedades de este 1ltimo canal
en el Capitulo [3| de este trabajo, ya que es el que vamos a utilizar en el modelo.
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Capitulo 2

Teoria de cédigos aplicada a
codigos neurales

El objetivo de este capitulo es modelizar matematicamente la respuesta neural que da una po-
blacién de neuronas a un conjunto de estimulos mediante teoria de c6digos correctores de errores.
Para ello vamos construir los codigos del campo receptivo. Estos cédigos simulan que neuronas
responden a cada estimulo y el ruido al transmitirlos por el canal es lo que explicard las variaciones
observadas en las poblaciones de neuronas al responder al mismo estimulo. Un cédigo, como ya
sabemos, no es més que la imagen de una aplicacién lineal de codificacién, y en el caso de los
cédigos del campo receptivo, el espacio de salida de estd aplicacion es el espacio de estimulos, el
cual serd descrito formalmente en este capitulo.

A lo largo de todo este capitulo vamos a considerar, F5 = {0,1} el cuerpo finito con dos
elementos, N = {0, 1,2, ...} el conjunto de nimeros naturales, y n > 2 un ntimero natural.

2.1. C(Cdbdigos neurales y parametros asociados

Vamos a definir formalmente los cédigos neurales con sus diferentes parametros.

Definicién 2.1. Un conjunto de neuronas enumeradas N se define como un subconjunto de los
nimeros naturales con esta forma N = {1,2,...,n} C N, donde el niimero i representa la neurona en
la posicién i. Este conjunto tiene cardinal |[N| = n, y por lo tanto, el conjunto partes de N, P(N) que
es el conjunto de todos los posibles subconjuntos de neuronas, tiene cardinal |P(N)| = 2Nl = 27,

Definicién 2.2. La aplicacién de identificacion I : Fy — P(N) es una aplicacién que tiene como
espacio de salida el espacio vectorial de dimensién n con coeficientes en el cuerpo de dos elementos
Fs, v que tiene como espacio de llegada el conjunto de todos los subconjuntos posibles de neuronas

P(N). Esta aplicacién envia un vector x € Fy en I(z) = supp(z) %ef {ie N|z; =1} € P(N).

Es decir, cada subconjunto de neuronas se identifica mediante esta aplicacién con un vector de
longitud n donde la posicién i toma el valor 1 o 0 respectivamente dependiendo de si la neurona
i € N se encuentra o no en el subconjunto original.

Proposicién 2.3. La aplicacion de identificacion I : ¥y — P(N) asi como la hemos definido es
biyectiva.

Demostracion. Vamos a demostrar primero que esta aplicacién es inyectiva. Sean supp(z), supp(z’) €
P(N) imdgenes de z, 2" € FY tales que supp(x) = supp(a’), eso implica que si una neurona esta en
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uno de los dos conjuntos estara en el otro también, luego la posicién x; = x} serd 1 si estd o 0 sino,
luego todas las posiciones de ambos vectores son iguales x = 2/, la aplicacién es inyectiva y como
ambos conjuntos tienen el mismo cardinal entonces se tiene que la aplicacién I es una biyeccién.
O

En el cerebro cualquier respuesta neural, es consecuencia de la presencia de un estimulo, que
puede ser de muchas clases, pero es siempre un estimulo el que desencadena un potencial de accién
que activa o inhibe unas neuronas en concreto.

Definicién 2.4. Vamos a denotar por A C R al espacio de estimulos, al subespacio vectorial que
representa un conjunto continuo de estimulos.

Bastaria con pedir que el espacio de estimulos A fuera simplemente un espacio topoldgico para
poder definir relaciones de proximidad y continuidad entre estimulos. Sin embargo, podemos con-
siderar que A es un subconjunto de R? ya que es particularmente ttil para poder estudiar también
su geometria.

Esta modelizacion del espacio de estimulos es coherente con el funcionamiento del cerebro, el cual
organiza los estimulos de forma que aquellos que son parecidos entre si tienen representaciones
neurales similares. Por ejemplo, una barra inclinada a 45 grados se percibe como maés similar a
otra inclinada a 50 grados que a una que se encuentra en una posicion perfectamente vertical. En
lugar de ver los estimulos como datos aislados, nuestro cerebro organiza la informacién sensorial
de manera que percibamos relaciones y patrones lo que nos facilita la interpretacién adecuada de
nuestro entorno.

Sin embargo, es complicado definir lo que es un estimulo, o medirlo de alguna manera, pero lo que si
que podemos observar es como un organismo reacciona a él, y mas en concreto cémo lo hace su ce-
rebro. Dada una poblacién de neuronas, el subconjunto de ellas que se activan en la presencia de un
estimulo es algo tangible y que podemos observar. Es decir, vamos a identificar de ahora en adelante
un estimulo con el subconjunto de neuronas de nuestra poblacién que idealmente responderian a él.

Como sabemos un cédigo se define como la imagen de una aplicacién inyectiva que traduce
el alfabeto fuente en el alfabeto cédigo. En el caso de cddigos neurales que vamos a definir a
continuacion; el alfabeto fuente serd el conjunto de estimulos A mientras que el alfabeto de la
informacioén codificada serd F3 que se puede interpretar segin la aplicacién de identificacién de la
Definicién [2.2] como un conjunto de neuronas.

Definicién 2.5. Un cdédigo neural C es la imagen de una aplicacién de codificacién ¢ : A — F3,
es decir, C = Im(c) donde cada estimulo se envia al vector que representa el conjunto de neuronas
que se activan o que responden a él.

Podemos hablar de diversos parametros asociados a un cédigo neural, en particular, cuatro de
ellos: el tamano, la longitud, el peso de Hamming y la distancia de Hamming; ya los definimos para
cédigos en general en la introduccién del Capitulo pero vamos a concretarlo en esta seccién
para el caso especifico de los cédigos neurales que acabamos de definir.

Definicién 2.6. El tamarnio de un cédigo neural C es simplemente el nimero total de palabras de
cédigo |C|, que corresponderd a la cantidad de estimulos que estemos considerando en el espacio
A, ya que cada uno de ellos conlleva una repuesta neural, representada como un vector en F5.

Definicién 2.7. La longitud de un cédigo neural C es la longitud de las palabras del cédigo,
(podemos definirla de esta manera, ya todas tienen la misma longitud por como hemos construido
el c6digo) y por tanto va a coincidir con el nimero de neuronas n, el cardinal del conjunto N.
Un cédigo neural con n neuronas es un cddigo de bloque de longitud n.
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Definicién 2.8. El peso de Hamming wg(x) de una palabra del cédigo = € C se define como
el cardinal del conjunto imagen de ¢ € C por la aplicacién de identificacién I(z) = supp(x), o
alternativamente, el niimero de posiciones no nulas cuando se ve como un elemento de F5y. Esto
corresponde con el nimero de neuronas que se activan o que responden al estimulo.

(@) =|{ieN | =1}

Definicién 2.9. La distancia entre dos palabras del cédigo neural z,z’ € C serd el nimero de
posiciones en las que se diferencian una de otra, es decir, definimos la distancia entre z y 2’ como
d(z,2") = {i | z; # vi, 1 <1 < n}|. El nimero de neuronas que reaccionan de forma distinta para
cada uno de los dos estimulos.

Definicion 2.10. La dispersion s de un cédigo neural es la media de los pesos relativos de todas
las palabras del c6digo, donde los pesos relativos se calculan como el peso de la palabra dividido
entre la longitud de esta, que es siempre n.

1 wi ()
P
zeC

Observando esta definicién podemos ver que la dispersion es siempre positiva y toma valores en el
rango 0 < s < 1. La dispersion representa la idea de cudntas neuronas responden a cada estimulo.
Si s es pequeno, préoximo a 0, el codigo serd disperso y en él la activacién neural serd mas selectiva,
solo un pequeno numero de neuronas responde significativamente a un estimulo concreto. Esto
ocurre en el cerebro, cuando no existe demasiado solapamiento entre los campos receptivos de las
neuronas que estamos considerando; los campos receptivos son las regiones espaciales alrededor
de cada neurona donde la presencia de un estimulo provoca que la neurona se active, pero mas
adelante veremos mas detalladamente este concepto.

Definicién 2.11. La redundancia p de un cédigo neural C se define como

L, los(icl)

n
Esta cualidad del codigo esté estrechamente relacionada con su tamano, cuantifica cuantas neuronas
a mayores de las necesarias se estan utilizando para codificar un conjunto dado de estimulos, o la
informacion que nos transmiten cada uno de ellos.
Observemos también, que |C| < 2", suponiendo que el cédigo esta formado por al menos una
palabra 0 < log,(|C|) < n, en consecuencia la redundancia p de un cdédigo varia también entre 0
y 1, y cualquier par de cdédigos con el mismo tamano y la misma longitud (misma cantidad de
neuronas) tendran automdaticamente la misma redundancia, pues esta solo depende de esos dos
parametros.

Ejemplo 2.12. Redundancia y dispersion de cédigos sencillos
Podemos considerar dos casos extremos y simples:

1. El primero es el cédigo de repeticién C = {@), N} que contiene solo dos palabras la palabra
con todo ceros y la palabra con todo unos. En el contexto en el que estamos serian dos
palabras correspondientes a un estimulo que no consigue desencadenar ninguna respuesta
neural, y otro que no deja indiferente a ninguna neurona de la poblaciéon. La redundancia de
este codigo neural es p = %, lo que sugiere que todas las neuronas son redundantes excepto
una, es decir con tan solo una se podria transmitir la misma cantidad de informacién.

En este caso la dispersion de este cédigo es sencillamente,
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2. Por otro lado, tenemos el caso opuesto, el cédigo C = P(N), que incluye todos los subconjun-
tos posibles de N, la redundancia de este c6digo es nula p = 0, lo que significa que todas las
neuronas son esenciales para la codificacién, si se suprimiera alguna no seria posible trans-
mitir la misma cantidad de informacién.

Para este ejemplo, si consideramos por ejemplo n = 3 para simplificar los calculos, la disper-
sién sera:
:i (0 3~1+3~2+3) :i(0+1+2+1):1/2
TEl\3tP3tY3T3) T '
En ambos ejemplos, la dispersién es exactamente igual a un medio, pues las palabras con peso rela-
tivamente bajo y aquellas con peso relativamente alto se pueden encontrar en la misma proporcién
en el codigo.

Ejemplo 2.13. Sea C el cédigo
¢ ={(0,0,0,1),(0,0,1,0),(0,1,0,0),(1,0,0,0)} C F2.

Podemos calcular su dispersion muy facilmente:

1/1 1 1 1
=-|l-+-+-+-)=1/4.
s 4<4+4+4+4> /
En este caso, como todas las palabras del cédigo tienen peso igual a 1, lo cual es muy bajo, la

dispersién serd menor que 1/2 y por lo tanto, podriamos decir que es un cdédigo disperso.
En cambio, sea C el codigo

¢ =1{(0,1,1,1),(1,1,1,0),(1,1,0,1),(1,1,1,1)} C F2.

1/3 3 3 4
= (2+24+242) =13/16.
s 4(4+4+4+4) 3/16

Su dispersion sera:

Este cédigo es muy poco disperso, pues el peso de las palabras que lo componen es alto, ya que
el peso maximo de las palabras de F3 es a lo sumo 4 y por lo tanto, al calcular su dispersién
comprobamos que estd es mayor que 1/2.

2.2. (Cdbdigos del Campo Receptivo

En neurociencia, el campo receptivo de una neurona no es més que es la regién del espacio
dentro del cerebro en la cual la presencia de un estimulo puede provocar la respuesta de dicha neu-
rona, es decir es la regién del espacio donde esta es sensible a la presencia de estimulos. Mientras
que la tasa de activacién o de disparo de una neurona es la cantidad de potenciales de accién que
genera por unidad de tiempo, es decir la cantidad de senales que la neurona emite para comunicarse
con otras células nerviosas, es decir, mide la frecuencia con la que se comunica una neurona. La
presencia de un estimulo en el campo receptivo de una neurona, provoca variaciones en la tasa
de disparo aumentandola, o en algunos casos inhibiéndola, es decir que podemos tomar la tasa de
disparo como un buen indicador del nivel de activacién neural.

Para estudiar como afectan los diferentes estimulos a la poblaciéon o conjunto de neuronas con el
que estamos trabajando vamos a definir una aplicaciéon para cada neurona, que contenga la infor-
macién de como se comporta respecto a cada uno de los estimulos del espacio, y esta aplicacion es
lo que mateméticamente va a recibir el nombre de campo receptivo.
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Definicién 2.14. El campo receptivo asociado a la neurona i € N es una aplicacién f; : A = Rxg
que va desde el espacio de estimulos A en el conjunto de los niimeros reales R. Sea z € A un estimulo,
definimos f;(z) como la tasa de activacién de la neurona i, como respuesta a dicho estimulo.

Seria interesante conocer el conjunto de todos los estimulos que provocan una reaccién en
la neurona %, podriamos pensar en obtenerlo considerando aquellos cuya imagen por el campo
receptivo es no nula. Pero en la practica, debido a diferentes limitaciones en los instrumentos de
medida y capacidad de medicion, vamos a necesitar definir un umbral, de tal manera que si la tasa
de activacion de una neurona para un estimulo dado supera el umbral, consideraremos que esta
activa y sino lo supera, consideraremos que esta inactiva.

Definicién 2.15. Dado un umbral 8 > 0, 8 € R, definimos el soporte del campo receptivo bajo el
umbral 0 asociado a la neurona i como el subconjunto del espacio de estimulos Sy C A donde la
aplicacién f; toma valores superiores al umbral.

So={z€A| fi(z) >0}

Vamos a cometer un abuso de notacién, ya que en lo que resta de este trabajo se designara como
campo receptivo tanto a la aplicacion en si como a su soporte dando por hecho que se ha fijado un
umbral, siempre y cuando no de lugar a confusién.

La interpretacién bioldgica es que cuando un estimulo se encuentra en la intersecciéon de varios
campos receptivos, las neuronas correspondientes a dichos campos receptivos se activaran, mien-
tras que aquellas para las que el estimulo no se encuentra en su campo receptivo permaneceran
inactivas, como ya adelantabamos.

Lo que sabemos hasta ahora es lo siguiente, si tenemos o C N un subconjunto de neuronas de
nuestra poblacion, tal que es el conjunto de todas las que se activan ante un determinado estimulo
z € A. Mediante la aplicacién de identificacién lo podemos considerar también un elemento del
espacio vectorial x € [F5.

1 siieco,
x=(x1,...,2,), supp(x)=o, donde z; = b” 7
0 siido.

El objetivo es definir un cédigo neural que tenga en cuenta los campos receptivos de las neuronas.

Definicién 2.16. Dado un umbral 8 > 0, 8 € R, definimos la aplicacion de respuesta binaria a la
aplicacién que transforma una respuesta neural a un estimulo (es decir un conjunto de neuronas
que reaccionan a él) en una palabra del cédigo un elemento de F} de la siguiente manera:

di(z) =1 si fi(z) >0

¢:A—TF5, donde bi(2) =0 si fi(z) <0

con x € A.

Es decir, la posicién ¢ de la palabra del cédigo serd 1 si la tasa de activacion de neurona i es
superior o igual a 6, en caso contrario, la posicién i serd 0 si la tasa de activacién de la neurona i,
no llega al umbral delimitado.

La aplicacién de respuesta binaria ¢ no es inyectiva, lo que significa que diferentes estimulos pueden
producir la misma palabra del cédigo. En particular, esto ocurre en las regiones donde se producen
solapamientos del soporte de los campos receptivos, es decir, el solapamiento de las regiones del
espacio donde las neuronas que estamos considerando son sensibles a los estimulos.
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Palabra del codigo | 1 1 0 1 (1]

1 2 3 4 5
Patrones de actividad O O O O (_)

N

Figura 2.1: Esto es una representacién de un cédigo de campo receptivo bidimensional de longitud
5 es decir sobre un conjunto de 5 neuronas, cada una tiene asociada un campo receptivo que
divide el espacio bidimensional de estimulos en regiones superpuestas o no, como se ilustra en la
imagen. Todos los estimulos que estén dentro de la region sombreada activaran el mismo conjunto
de neuronas y, por lo tanto, estaran asociados a la misma palabra del cédigo.

Definicién 2.17. Para un conjunto de neuronas dado NN, un espacio de estimulos A junto con sus
respectivos campos receptivos, definimos el cddigo del campo receptivo C o simplemente RF abre-
viatura de su nombre en inglés Receptive Field Code, como la imagen de ¢ : A — F5 la aplicacién
de respuesta binaria que acabamos de definir.

El codigo del campo receptivo estd formado por palabras que representan subconjuntos de
neuronas de una poblacién conocida, los subconjuntos formados por aquellas que se activan frente
a cada uno los diferentes estimulos a los que se las expone, por lo tanto es claro que habra tantas
palabras en el c6digo como estimulos estemos considerando en el espacio de estimulos. Considerando
que activarse significa que su tasa de activacion frente al estimulo supera el umbral establecido
para definir el soporte de los campos receptivos y la aplicacién de respuesta binaria.

Definicién 2.18. La dimension de un cédigo del campo receptivo o RF es la dimensién del espacio
de estimulos subyacente.

2.3. Cbdigos de Comparacion

Para evaluar el rendimiento y la eficiencia de los cédigos del campo receptivo (RF), una es-
trategia seria compararlos con cédigos generados aleatoriamente que compartan las mismas ca-
racteristicas clave: tamano, longitud y dispersién. Dado que la redundancia solo depende de estos
parametros, estos codigos aleatorios tendrian la misma redundancia que los cédigos del campo
receptivo correspondientes, lo que los convierte en una herramienta tutil para su andlisis. Vamos a
describir en esta seccién dos en concreto: codigos permutados y cdédigos de peso constante.

La elecciéon de estos codigos se justifica por tres razones principales. Primero, segtin el teorema
de codificacién de canal de Shannon (1948), Teorema se espera que los cédigos aleatorios
presenten un rendimiento cercano al 6ptimo, aunque esta demostracién estd limitada a canales
binarios simétricos y no se extiende directamente al canal asimétrico considerado en este modelo.
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Segundo, permiten ajustar sus parametros para que coincidan con los cédigos del campo receptivo,
facilitando asi la comparacién. Y tercero, desde el punto de vista biolégico, los cédigos aleatorios
son una opcién plausible para el cerebro, ya que podrian implementarse mediante redes neuronales
con conexiones aleatorias.

En este trabajo no se llevara a cabo un anélisis detallado de la eficiencia de estos codigos. Su
descripcién aqui tiene el propdsito de destacar su relevancia como una herramienta potencialmente
util para estudios futuros.

Definicién 2.19. Un cddigo permutado C' se define como

C' = {(cr.(1)s Cro(2)s - Cron))/c € C, . € P}
donde
= C es un cédigo del campo receptivo

s P = {r./c € C} es un conjunto de permutaciones que cumple que para cada par de ellas
distintas ¢, ¢’ € C, entonces

(Cro(1)s Cre(2)s o1 Cre(n)) 7 (Cxr(1)5 Cr(2)s -+ Cs(m))

Es decir, un cédigo permutado no es mas que un cédigo del campo receptivo donde hemos reorde-
nados los elementos de todas las palabras de acuerdo con unas permutaciones fijas, exactamente
se elije una permutacién diferente para cada palabra.

El cédigo permutado C’ tiene el mismo niimero de palabras, es decir el mismo tamaio, las palabras
tienen el mismo niimero de letras luego la misma longitud y distribuciéon de peso, es decir para
cada palabra su correspondiente palabra permutada tendrd el mismo peso y, por lo tanto, este
c6digo también tendra la misma dispersion y redundancia que el cédigo original C.

Definicién 2.20. Un cddigo de peso constante m C,, es un conjunto de vectores con coeficientes
en Fy que cumplen que todos sus elementos tienen el mismo peso igual a m, es decir cada palabra
del cédigo tiene m posiciones igual a 1.

Para generar un coédigo de peso constante con parametros similares a un cédigo del campo receptivo
C. Haremos lo siguiente:

1. Calcularemos la media del peso de las palabras del cédigo C y redondeamos ese valor para
obtener un entero w € Z.

2. Elegimos aleatoriamente un conjunto de tamano w de entre los indices de los elementos, es
decir, del conjunto {1,2,...,n}, donde n es la longitud del cédigo C. De forma natural los
elementos en este representan las posiciones de los unos en la palabra del cédigo de peso
constante, mientras que las demas posiciones se completan con ceros.

3. Repetimos este proceso hasta generar |C| palabras distintas todas con peso w.

El cédigo resultante C,, tiene la misma longitud y el mismo tamano, por como lo hemos construido
y la misma redundancia que C pues esta solo depende de la longitud y tamano del cédigo, y por
como lo hemos construido tiene aproximadamente el mismo peso y por tanto también aproxima-
damente la misma dispersién.
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2.4. Discretizacién del espacio de estimulos

Es importante tener en cuenta, que para estudiar desde el marco de la teoria de cédigos, los
nuevos codigos del campo receptivo que acabamos definir, es necesario discretizar el espacio de
estimulos. De esta manera podemos definir una aplicacién de codificaciéon inyectiva que tenga co-
mo espacio de partida el espacio de estimulos y como llegada el conjunto de palabras del cédigo, lo
que en la practica significa, que utilizando la aplicacién inversa a la codificacién podemos obtener
de vuelta el estimulo equivalente. Se pretende a través de esta aplicacion identificar cada estimulo
con un patron cerebral, o lo que es lo mismo, con el conjunto de neuronas se activan o reaccionan
ante dicho estimulo. Podemos utilizar con este fin, la respuesta ideal de la poblaciéon de neuronas,
a cada uno de los estimulos para definir esta aplicaciéon, que no es mas que una aplicacién de
respuesta binaria descrita en la Definicién [2.16] .

Segin hemos definido los codigos del campo receptivo, sabemos que el espacio de estimulos
A C R™ es un subconjunto continuo de un espacio euclideo, y que ademas, a través de la inversa
de aplicacién de respuesta binaria, un conjunto de n campos receptivos, asociados cada uno a una
neurona, divide el espacio de estimulos en n regiones diferentes, que pueden solaparse. La region del
espacio de estimulos para una neurona es el conjunto de estimulos, que la activan, mateméticamente
que la imagen del estimulo por aplicaciéon de campo receptivo supera el umbral establecido.
Recordemos que el cdédigo del campo receptivo se definfa como la imagen de ¢ : A — F3 la
aplicacién de respuesta binaria, entonces para cada palabra del cédigo = € C, existe una regién
de las anteriores, denotada como ¢~ !(z), donde todos sus puntos en su interior se codifican en la
misma palabra del cédigo x. Esto implica que el cddigo C no puede distinguir entre estimulos que
estan dentro de la misma regién, es decir que dispone de resolucién limitada. Para poder definir
entonces una aplicacién inyectiva vamos a tener que discretizar el espacio de estimulos asignando
un representante para cada conjunto de estimulos que se mapeen a la misma palabra del cédigo,
para todos aquellos estimulos que activen las mismas neuronas.

Definicién 2.21. El centro de masa de la regién del espacio ¢~ (z), que son los puntos que se
codifican en la palabra z, suponiendo que la densidad de masa en todos los puntos es la misma e
igual a 1, se define como
[y zdz
i(x) = L@ 7 ,
Jomr @) 42
donde
= 2 es el vector de posicién de los puntos en la regién ¢! (z)

» La primera integral del numerador | $-1(x) zdz es el momento ponderado de la distribucion
de masas.

= La integral del denominador fdfl(ﬂe) dz calcula el total de la masa de la regién ¢—1(x).
Definicion 2.22. El espacio de estimulos discretizado se define como
A={3x)|zeC}cA,

Es el conjunto de todos los centros de masa de cada una de las regiones del espacio que se codifican
en la misma palabra. De esta manera, tiene que existir una aplicacién biyectiva entre los estimulos
en espacio discretizado A y las palabras del cédigo en C, resultando en que ambos conjuntos tengan
el mismo cadinal |A| = |C|.

Definicién 2.23. Podemos definir ahora la aplicacion de codificacion como la restriccion de la
aplicacion de respuesta binaria al espacio de estimulos discretizado.

QDZ(bA:A—)C.
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La aplicacién de codificacion ¢ es inyectiva, lo que significa que tiene una aplicacién inversa bien
definida. Por lo tanto, la estimacién de respuesta ideal devuelta por el decodificador puede actuar
como una aproximacién del estimulo real.

Para los codigos de comparacion, se utilizaria el mismo espacio de estimulos discretizado A que
en el cédigo del campo receptivo correspondiente. A cada estimulo se le asignaria aleatoriamente
una palabra del cédigo usando una aplicacién de codificacién aleatoria, ¢ : A — C. Esta aplicacién
se podria crear por ejemplo, ordenando tanto los estimulos en A como los cédigos en C, y luego
aplicando una permutacion aleatoria que asigne cada estimulo a cada palabra.

2.5. Modelizacién de la respuesta neural a los estimulos

Cuando el cerebro humano percibe un estimulo la reaccién que se produce a nivel neural no
es siempre la misma, sino que se pueden producir pequenas modificaciones cada vez, un mismo
estimulo puede provocar diversas reacciones neurales, o lo que es lo mismo el conjunto de neuronas
que se activan en su presencia puede variar ligeramente. El objetivo de esta seccién es modelar
de forma matematica este fenémeno, con el fin de que aunque la respuesta neural no coincida
exactamente con la respuesta ideal o respuesta modelo se pueda identificar cual es el estimulo que
la ha desencadenado.

Recapitulando, si consideramos un espacio de estimulos discretizado A y la aplicacién de codi-
ficacién ¢ : A—cCC F3 que es la aplicacién inyectiva que manda cada estimulo en la palabra
del cédigo correspondiente, es decir, que cada estimulo provoca una reacciéon neural diferente en
nuestra poblacién. Podemos modelizar la reaccién neural a un estimulo de la siguiente manera.
Si tenemos un estimulo z € A utilizando la aplicacién de codificaciéon obtenemos una palabra del
cédigo ¢(z) = x con € C C Fy, esta pasard a través de un canal con ruido donde cada digito
puede ser modificado con una cierta probabilidad. En este modelo es el ruido lo que explica, porque
no siempre la respuesta neural a el mismo estimulo es siempre igual, luego si el ruido provoca una
alteracion en un digito es que ha ocurrido uno de estos dos fenémenos:

= Un cambio de un digito que pasa de ser un 1 a un 0, corresponde con una neurona que
idealmente se tenia que activar en la respuesta ideal, pero que en la realidad no se activa.

= Un cambio de un digito que pasa de ser un 0 a un 1, corresponde con una neurona que no se
tenia que haber activado en la respuesta ideal, pero que en la realidad si responde al estimulo.

Definicién 2.24. La palabra recibida y es un vector perteneciente a F3 que se obtiene como resul-
tado cuando una palabra del cédigo recorre el canal ruidoso. La palabra recibida no tiene porque
pertenecer al conjunto de las palabras del cédigo, ya que ha visto sometida a esa probabilidad de
sufrir modificaciones en sus digitos.

Una vez que la palabra del cédigo atraviesa el canal, y se obtiene la palabra recibida, esta tendra
que someterse a un decodificador que en la siguiente secciéon definiremos de forma rigurosa, pero
de forma resumida su funcién es estimar cual era la palabra original del cédigo enviada a través
del canal, buscando la palabra del cédigo que mas se asemeja a la palabra recibida. Finalmente,
si se desea encontrar también una aproximacion del estimulo original basta aplicar la inversa de
la aplicacién de codificacion, la cual existe por ser estd biyectiva, a la palabra estimada del c6digo
que obtiene el decodificador. Pero como en el cerebro solo se pueden medir patrones de actividad
es innecesario hacer el cambio y se puede considerar la respuesta neural como una representacion
del estimulo en s{ mismo. En la Figura [2.2] podemos ver con detalle como funciona este modelo.

Segin este modelo los patrones de actividad del cerebro que se obtienen al realizar mediciones
corresponden a las palabras recibidas en lugar de a las palabras del cédigo, aqui podemos ver un
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poco el objetivo del decodificador serd obtener de vuelta de esos patrones cerebrales la respuesta
ideal, y asi averiguar el estimulo al que se han visto expuestos.

Hay que tener en cuenta que el decodificador solo podra funcionar si la palabra recibida no es otra
palabra del cédigo, ya que esta va a ser la forma que tiene de detectar si ha ocurrido un error. Esto
quiere decir que si la palabra enviada se deforma tanto, que se convierte en otra palabra del cédigo,
no podremos hacer nada. Es decir, es el decodificador es eficiente cuando las palabras del codigo
estan lejos entre si, pues de esta forma aunque se modifiquen bastantes digitos sigamos estando
suficientemente cerca de la palabra original con respecto a las demds, para que los errores puedan
corregirse enviando la palabra recibida a la la palabra del cdigo mas cercana. Esto es exactamente
igual que lo que ocurre en teoria de cédigos clasicos.

La funcién de un cédigo neural es representar la informacién de manera que se pueda decodifi-
car bien en un porcentaje muy alto de las ocasiones. La redundancia en la representacion de la
informacion de un cédigo va a jugar un papel clave, ya que es lo que nos va permitir corregir errores.

Canal

Aplicacion de codificacion Aplicacion de decodificacion

o= con ruido i 9 A
¢:A—C Decodificador o 0 — A
Espacio 0 @t Espacio
; ; Palabras del Vectores Palabras del : :
discretizado de codigo € C F? en cédigo C C FT discretizado de
estimulos A =R 2 =2 estimulos A
Estimulo Palabra del cédigo - Palabra del cédigo Estimulo estimado
— y € F

z€R oz)=xecC estimada % € C o i®) = 2€el

Figura 2.2: Modelo de codificacién y decodificacién de un estimulo a través de un canal ruidoso.
Primero, la aplicacién de codificaciéon envia un estimulo a una palabra del cédigo, que representa
como responderia idealmente a ese estimulo, la poblacién de neuronas estudiada. En este modelo se
considera que la respuesta real de la poblacién de neuronas se obtiene al atravesar la palabra inicial
un canal ruidoso, y convertirse en otro vector y la palabra recibida, que ya no tiene porque ser
una palabra del codigo, y esta es el patrén cerebral que observamos en las mediciones. Finalmente,
se utilizard un decodificador para encontrar una palabra, que si que pertenezca al cédigo y que
sea una estimacién de lo que era la palabra y antes de pasar por el canal ruidoso, y por ultimo se
puede utilizar la inversa de la aplicacion de codificacién para recuperar el estimulo original al que
se expuso a la pobracion de neuronas.

Nota 2.25. Es conveniente hacer notar que se habla usualmente del proceso de decodificacién no
como la inversa de la aplicacién de codificacion, la cual existe por ser la aplicacién de codificacion
inyectiva, este proceso es trivial ya que la aplicacién de codificaciéon es conocida. Sino como la
estimacién de la palabra del cédigo original que se envio a través del canal a partir de la obtenida
tras la trasmision. Un decodificador usual para corregir los errores producidos en la transmisiéon
es el que devuelve la palabra del cédigo mas cercana a la recibida, en el sentido que minimiza la
distancia de Hamming entre ellas [10].

Para modelar este fenémeno también es fundamental describir el canal ruidoso involucrado. Se
utiliza un canal binario asimétrico, la diferencia con el canal binario simétrico, que se utiliza en
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la teoria de cédigos clésica, radica en que existen probabilidades distintas para cada uno de los
posibles cambios que se pueden producir.

Esto quiere decir que existe una probabilidad p de que un digito 0 cambie al 1, es decir una pro-
babilidad p de falso positivo y una probabilidad ¢ de que el digito 1 cambie al 0, es decir de que
se produzca un falso negativo, ambas probabilidades se consideran siempre menores a 1/2; pues
que se produzcan errores ha de ser menos probable que, que la transmisién sea correcta. Dos casos
especiales del canal binario asimétrico se producen cuando p = ¢ obteniéndose el canal binario
simétrico y cuando p = 0 se obtiene el Z-canal, que es el canal que transmite todos los digitos
que son iguales a 0 de forma correcta y transforma los digitos que son iguales a 1 en 0 con una
probabilidad ¢ < 1/2. Se puede observar este modelo de canal binario asimétrico en la Figura
Ademas, se considera que el ruido del canal actiia de forma independiente sobre cada uno de los
simbolos que conformen la palabra del cédigo que se esta transmitiendo, es decir sobre los los
componentes individuales de un vector de F3.

En el cerebro, se ha observado que es méas probable que una neurona que en principio se tenia
que activar en la respuesta ideal no lo haga, a que una neurona que no tenia que activarse en la
respuesta ideal se active. Para modelizar correctamente entonces este fenémeno, vamos suponer
que p < ¢, esto nos dice que es mas probable que un 1 se convierta en un 0 que un 0 se convierta en
un 1, de acuerdo con la realidad observada experimentalmente, haciendo que el modelo se ajuste
a ella. Estudiaremos mas en profundidad este nuevo canal méas adelante en el Capitulo |3| de este
trabajo.

Figura 2.3: Representacion gréfica del canal binario asimétrico

2.6. Decodificadores ML y MAP

La funcién de un decodificador es tomar la respuesta real de una poblacién de neuronas y obtener
de vuelta el estimulo al que han sido expuestas. Un decodificador toma la palabra recibida a través
del canal y € {0,1}"™ = F} y devuelve una palabra del cédigo & € C que serd una estimacién de
la palabra enviada x € C. En el siguiente capitulo, al describir con mayor profundidad en canal
asimétrico veremos que existe otro decodificador equivalente al que introducimos ahora, el de maxi-
ma verosimilitud, pero cuya expresién de calculo es mucho mas sencilla, solo que se necesita para
ello un mayor conocimiento del canal. Introducimos aqui brevemente estas nocién de decodifica-
dor, ya que es una pieza fundamental del modelo pero atin es necesario definir también de forma
rigurosa la funcién probabilidad condicionada que estamos utilizando, conectaremos con esto en el
Capitulo [3]

Para cada combinacién de cédigo y canal, el decodificador que es 6ptimo en el sentido de que
minimiza errores, es el que devuelve la palabra del cédigo Z que tiene la mayor probabilidad de
haber sido enviada, sabiendo que se ha recibido y.

Definicion 2.26. El decodificador de mdzimo a posteriori o MAP por sus siglas en inglés se define
como la palabra del cédigo = € C que maximiza la probabilidad condicionada de recibido y, haber
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sido enviado .
DMAP () = arg méé( P(enviado = z | recibido = y).
e

También es conocido en la literatura de neurociencia como decodificador de inferencia bayesia-
na o decodificador del observador ideal. Aunque este decodificador siempre es éptimo, es dificil de
implementar en el contexto neural, ya que requiere conocer las todas las probabilidades de recibido
y, cual es la probabilidad de haber sido enviado = para cada x € C, que son de calculo complejo,
por que es equivalente a conocer la distribucion de probabilidad de los estimulos. Por lo tanto, es
utépico pensar que se pueden utilizar en la préctica.

En su lugar, podemos pensar en este otro decodificador, para el cual veremos que las probabi-
lidades involucradas en su definicién son maés sencillas de calcular.

Definicion 2.27. El decodificador de méxima verosimilitud, también se suele ver escrito abreviado
como (ML), con las siglas que provienen de su nombre en inglés, mazimum likelihood decoder, y
se define como la palabra del cédigo x € C que maximiza la probabilidad condicionada habiéndose
enviado x de recibir el vector y.

DY (y) = arg még( P(recibido = y | enviado = z).
HAS

Busca la palabra del cédigo = que maximiza la probabilidad de haber recibido el mensaje y
cuando se ha enviado dicha palabra del cédigo x. Este es més sencillo de implementar, porque equi-
vale a optimizar una funcién simple que se puede calcular directamente a partir de los parametros
del canal, o lo que es lo mismo de las probabilidades p y ¢ de que ocurran errores en la transmisién,
como veremos en detalle en el capitulo siguiente. Luego en la practica serd este decodificador el
que se implemente.
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Capitulo 3

Canal binario asimeétrico

Hemos estado estudiando siguiendo el articulo [4] la teorfa de cédigos y su aplicacién en la
neurociencia para modelar las diferentes respuestas cerebrales a un mismo estimulo, mediante la
discretizacién del espacio de estimulos, la divisién del espacio en regiones provocada por los campos
receptivos neurales y modelando la representacién neural de los estimulos como cddigos binarios
C CF2 = {0,1}". En este nuevo enfoque, cada una de las n coordenadas de un vector representa
una neurona, representamos que esta activa cuando la coordenada correspondiente a su posicién
toma el valor 1, y inactiva en caso de que tome el valor 0. En el contexto de los c6digos de campos
receptivos discretizados, se asume que el fallo en la activacién de una neurona que deberia responder
a un estimulo es méas probable que la activacion por error de una neurona que no deberia ser desen-
cadenada por el estimulo, ya que es lo que se ha observado de forma experimental en neurociencia.
Este comportamiento se modela mediante el canal binario asimétrico denominado también BAC,
por sus siglas en inglés, en el cual un 0 se convierte en 1 con probabilidad p, y un 1 se convierte
en 0 con otra probabilidad distinta mayor que la anterior ¢ > p, por lo expuesto anteriormente,
donde también se asume que ambas probabilidades son menores que 1/2. Esto iltimo es andlogo
en el caso simétrico, ya que siempre se asume que en el canal que se esta utilizando la probabilidad
de que la transmisién de un digito sea correcta es mayor, que la probabilidad de que el ruido lo
modifique. Para la descripcion de este canal en este trabajo se ha utilizado fundamentalmente el
articulo [2].

Ademais, para las definiciones fundamentales y el decodificador que se incluye en este articulo,
se presenta una propuesta de como se podrian implementar utilizando el sistema de software ma-
temaético libre SageMath |13|, cuyo lenguaje base es Python. SageMath es una alternativa de cédigo
abierto a otros programas de pago maés conocidos como Magma, Maple, Mathematica o Matlab.
Algunos de fragmentos se presentan de forma paralela al texto, y a mayores el cédigo completo mas
detallado se puede consultar en el Apéndice [A] junto con ejemplos. Todo el c6digo que se presenta
en el articulo son implementaciones propias de las funciones, que no estaban disponibles, y se han
realizado con la unica finalidad de ilustrar el contenido del trabajo.

El objetivo de este capitulo es describir las propiedades matematicas del canal binario asimétrico
y la estructura de los codigos binarios cuando el canal a través del cual son enviados es el asimétrico.
Vamos a centrarnos en la teoria de codigos binarios para el canal asimétrico, enfocdndonos en sus
propiedades estructurales y pardmetros. Cuando se estudia el canal binario simétrico como en [10]
se utiliza la distancia de Hamming como métrica en el conjunto de palabras del c6digo, de manera
similar en este caso asimétrico, vamos a introducir dos nociones de discrepancia entre vectores
binarios x,y € F§, que vamos a denotar como J(X,y) y 5(){7 y), respectivamente. Aunque estas
funciones no son métricas en general, son relativamente simples y estdn relacionadas de manera
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natural con las probabilidades que definen el canal binario asimétrico. Ademas, establecemos pro-
piedades generales de § y B , mostrando su conexion con la distancia de Hamming usada en el caso
simétrico. Lo maés relevante serd que la funcién § no es simétrica, pero si satisface la desigualdad
triangular en general; y por el contrario, § es simétrica pero no cumple la desigualdad triangular,
es decir cada una de ella cumple una propiedad de la distancia de Hamming pero no es posible
encontrar un parametro que cumpla ambas a la vez. Veremos que cada una de estas funciones de
discrepancia define un parametro fundamental de un cédigo para el canal binario asimétrico, que
llamaremos discrepancia minima y discrepancia minima simétrica respectivamente. Mostraremos
también que estos pardmetros proporcionan dos cotas superiores diferentes e incomparables para
la probabilidad de fallo del decodificador de maxima verosimilitud, evidenciando asi que ambas
nociones de discrepancia son independientes la una de la otra y por lo tanto ambas relevantes.

3.1. Definiciones basicas y notacion

Denotaremos, como hasta ahora, al cuerpo de dos elementos por Fo = {0,1} y al conjunto de
los nimeros naturales por N = {0,1,2,...}. Ademds, n > 2 serd un nimero natural que denotara
la longitud de las palabras del cédigo. Vamos a estudiar una familia de canales ruidosos indexada
por un par de numeros reales (p, ¢) que pertenecen al intervalo [0,1/2).

Definicién 3.1. Sea 0 < p < ¢ < 1/2 dos ntimeros reales. Definimos las siguientes probabilidades
de transicién del canal:
PIMJ(l |0) =D, Pp,q<0|0) =1-p,

PZM](O ‘ 1) =4q, Pp,q(l | 1) =1- q.

Por ejemplo la probabilidad de que se envie un cero y cambie a un uno al atravesar el canal es p,
es decir, la probabilidad condicionada de habiéndose enviado un cero llegue un uno.

Definicién 3.2. El canal binario asimétrico asociado con (n,p,q) es el trio K,, = (F3,F5, PP9),
donde P29 :F3 x F§ — R es la funcién definida por

n

PPy | x) = HPpﬁq(yi | z;), para todo z,y € Fy.
i=1

Donde esta tultima funcién calcula la probabilidad de recibir el vector y € F5 habiéndose enviado
la palabra del cédigo x € C C F, a través del canal asimétrico que tiene como probabilidades de
transicién p y ¢g. Lo que es lo mismo la funcién PP'? expresa el producto de las probabilidades de
transicion cuando el canal se ha utilizado n veces, donde n es la longitud de los vectores z e y.

Es decir siguiendo la Definicion que presentamos en el primer capitulo, el alfabeto fuente son
los elementos del cédigo que naturalmente tienen coeficientes en Fo y longitud n, mientras que el
alfabeto de salida son todos los vectores de F3, y finalmente el conjunto de las probabilidades se
obtiene evaluando la funcién P?? en cada una de las palabras de salida condicionadas a las de
entrada, todas ellas se pueden calcular a partir de las probabilidades de transiciéon del canal de la
Definicién B.11

Esta definicién modela un canal discreto sin memoria donde el ruido actia de forma independiente
en cada componente de un vector binario. La suposiciéon p < ¢ implica que es mas probable que
un 1 se convierta en 0, que un 0 pase a ser un 1 ya que el fallo de una neurona en su activacién
tiene probabilidad menor que el disparo de una neurona que no es el objetivo del estimulo. En la
Figura [3.1] podemos ver con més claridad el funcionamiento de este canal y el efecto que tiene el
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def transmit_unsafe(msg,p,q):
for i in range(len(msg)):
if msgli]==0:

if random() <= p:
msgli]l = msgli]l + 1

else :
if random() <= q:
msgli] = msgli] + 1
return msg

>>> msg = vector(F,[0,1,1])
>>> transmit_unsafe(msg,0.1,0.4)

(0, 0, 1
>>> transmit_unsafe(msg,0.1,0.4)
0, 1, 0

Figura 3.1: La funcién transmit unsafe, permite ver el efecto de un canal binario asimétrico con
probabilidades de transicién p y ¢ sobre un vector con coeficientes en el cuerpo Fy. También se
incluyen dos ejecuciones, en las que primero se define el vector sobre el cuerpo de dos elementos y
luego podemos ver como el ruido del canal ha modificado alguno de sus digitos.

ruido sobre los vectores que lo atraviesan.

Para simplificar toda la discusién que se presenta en este capitulo es necesario introducir la
siguiente notacién.

Nota 3.3. Para dos vectores z,y € F5, definimos:
doo(y,x) == |{i:ys =2 = 0}, doi(y,z):={i:ys =0y x =1},

di(y,z) =ity =2 =1}, dio(y,x) :==[{i:yi =1y z; =0}|.
Por ejemplo, dgp denota el nimero de digitos que son cero en ambos vectores, mientras que do;

denota el nimero de posiciones que toman el valor 0 en y y el valor 1 en el vector x.

El siguiente resultado preliminar proporciona una expresion alternativa y util para la funcién

de probabilidades de transicion P9, que utilizaremos posteriormente en lugar de la definicion.

Lema 3.4. Para todo x,y € Fy, se tiene que

q do1(y,x) p d1o(y,x) W) W)
pPp:a — 1—)EW (1 — n—wply
vla=(15) (1) am oo,

donde se entiende que 00 := 1.

Demostracion. Usando la definicién de PP (y | x) y los valores de doo(y,x) ¥ di1(y, ), es directo
obtener la expresién deseada. Por definicién, la probabilidad condicional PP4(y | x) se calcula

como:
n

PRy | z) =[] Poqlyi | 20),

i=1
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donde P, ,(y; | z;) depende de los valores de x; y y;:

1_pa Sixi:yizoa
1—q, siz;,=y; =1,
Pog(yi | ;) = ! '
b, S1 xi:O7yi:17
q, siz; =1,y, =0.
El ntimero de posiciones en las que ocurre el primer caso serd la cantidad que hemos denotado
doo(y, x), andlogamente el nimero de posiciones donde x; =1y y; = 1 es dq1(y, x), luego también
do1(y,z) es el nimero de posiciones donde z; = 0,y; = 1, y dio(y,x) donde x; = 1,y; = 0.
Sustituyendo en la expresién del producto de probabilidades obtenemos:

P57q(y ‘ l‘) — (1 _p)doo(l _ q)dllpqudm_

Teniendo en cuenta que el peso de hamming del vector y es el nimero de digitos que tiene iguales
auno wy(x) :=|{l<i<n:z; =1}

wa(y) = dio(y,r) +dui(y,z), dii(y,z) =wu(y) — dio(y,z),

y por otro lado el nimero de ceros del vector y serd n menos su peso de hamming luego tenemos

n—wg(y) =do1(y,r) +doo(y,x), vy doo(y,z)=n—wn(y)—do(y,).

Sustituyendo finalmente estos valores se tiene la expresion buscada.

q do1(y,z) D dio(y,z) @ W
ppra _ 1 — \wHE®W (1 _ p)—wr(
vl = (75) 0 (15) a- o oa- o,

O

Esto es lo que adelantdbamos en el capitulo anterior, hemos reescrito la funcién de probabilidad
condicionada de recibir el vector y habiéndose enviado la palabra del cédigo x como una funcién
que depende solo de las probabilidades de transmisién del canal asimétrico.

3.2. Parametros de discrepancia

En esta seccién vamos a definir dos funciones cuyo objetivo es cuantificar como de diferentes son
dos vectores binarios en F3. Para el resto de este capitulo los dos nimeros reales p y ¢ son fijos y
satisfacen como hasta ahora que 0 < p < ¢ < %

Definicién 3.5. El pardmetro v, 4 se define como

_7 p
Vp.g =108 o <1—q> € RU {+o0},

con la convencién de que 7, 4 = +00 si p = 0, independientemente del valor de q.

Vamos a emplear el pardmetro v, , para definir una funcién de discrepancia entre vectores
binarios. Empezaremos con las siguientes propiedades sobre p, ¢ y 7p,4 que nos serdn de gran
utilidad después:
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def

>>>
>>>
>>>

>>>
>>>
>>>

prob_condicionada(y, x, p, q):

d10

do1

P=1(q/ (1 -p)) *dol *x (p / (1 - @) *x d10
* (1 - @) ** hamming_weight (y)
* (1 - p) ** (len(y) - hamming_weight(y))

return P

x = [0,0,1,0,1,0]
y = [1,1,1,0,1,0]
prob_condicionada(y,x, 0.1,0.3)

0.00396900000000000

x = [0,1,1,0,1,0]
y = [0,1,0,0,1,0]
prob_condicionada(y,x, 0.1,0.3)

0.107163000000000

sum(1l for i in range(len(y)) if y[i] == 1 and x[i] == 0)

sum(l for i in range(len(y)) if y[i] == 0 and x[i] == 1)

Figura 3.2: La funcién probabilidad condicionada permite el calculo de la probabilidad de recibir
el vector y sabiendo que se ha enviado la palabra del cédigo x a través del canal binario asimétrico
de parametros p y ¢. Se ha utilizado para hacer este calculo la expresién de la funcién P9 que se
proporciona el Lema
En el primer ejemplo que se presenta se han modificado dos ceros y se han convertido en unos
al atravesar el canal, mientras que en el segundo ejemplo solo un uno se ha modificado y se ha
convertido en un cero, debido a que la probabilidad de que ocurra este ultimo cambio es mas
alta (la probabilidad de cambio de un uno a un cero, es ¢ que es mayor que p por definicién), la
probabilidad condicionada en el segundo ejemplo es notablemente més alta. Es decir, los resultados
obtenidos concuerdan con lo esperado tedricamente.

42



INTRODUCTION

Lema 3.6. Se cumplen estas dos propiedades:

p q p _ _9 —

2. Ypg =1, Ypg =1 p=g¢q
Es decir, en ambos casos se tiene la igualdad cuando estamos en el caso simétrico p = q.

1

Demostracion. Dado que 0 < p < g < %, se tiene que 1 —p > 5y 1—¢q > %, por lo tanto
p

0< 1% <lyo0< ﬁ < 1. Si p = ¢, entonces es claro que £ = &. Por otro lado, si p < g,
como p + g < 1, tenemos que:

(p+q)(¢g—p) <q—p, yoperandopg—p°>+q*>—pg<q-—p

F-p’<q-p, p—-p°<qg—¢, pl-p)<q(l-yq),

lo cual implica que £~ < =% como queriamos.

1—q 1-p
Finalmente, como 1’%(1 < ﬁ < 1, se concluye que 7,4 > 1. La igualdad ocurre tnicamente si
p = q > 0, como se deduce directamente de la definicién de -y, 4. O

Vamos con la definicién del primero de los pardmetro que vamos a utilizar.

Definicién 3.7. La discrepancia entre y,x € F5 se define como:

Op.q(Y, ) 1= Yp.qd10(y, ) + do1 (y, v),
con la convencién de que +oo -0 = 0.

Notemos que si p = g, entonces v, 4 = 1y la discrepancia 6, 4 coincide con la distancia de Hamming,
denotada como dg(z,y), la cual habiamos definido como dg (x,y) = |{i : x; # y; }| para x,y € F}.
Sin embargo, si p < ¢, la medida de discrepancia ), , asi definida no es simétrica en general. Esta
asimetria se puede observar mejor en los ejemplos de la Figura[3.3] donde se proporciona el cédigo
para el célculo de la discrepancia.

Definicién 3.8. La discrepancia simétrica entre dos vectores y, z € Fy se define como:

Op,q(Ys T) := 0p,q(y, ) —wr (y) (v — 1),

donde wy (y) es el peso de Hamming del vector y. La implementaciéon mediante cédigo en SageMath
se muestra en la Figura [3.4

Como veremos, las funciones d,, 4 y 0p 4 tienen propiedades matematicas muy diferentes. Prime-
ramente vamos a comprobar que esta funcién asi definida verdaderamente es simétrica, para ello
probaremos primero este resultado preliminar.

Lema 3.9. Sean x,y € F se cumplen las siguientes propiedades:
1. dio(y,z) = dio(z,y) + wu(y) —wn(z),
do1(y, z) = do1 (2, y) + wa () —wr (y),
Op.q(y, %) = Op.q(,y) + (Wi (y) —wn () (1p.g — 1),
Op,q(y, %) = du(y, =) + (p,q = V)dio(y, 2),
bp.a(y: )

Gvot o e

Op.q(y, ) = du(y,z) — (Yp,g — 1)d11(y, ).
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def discrepancia(y, x, p, q):

d10
do1

sum(1l for i in range(len(y)) if y[i] == 1 and x[i] == 0)
sum(1l for i in range(len(y)) if y[i] == 0 and x[i] == 1)

gamma_value = ma.log(p / (1 - @, q / (1 - p))

dis = gamma_value * d10 + dO1
return dis

>>> y [1, 0, 0, 1]
>>> x [0, 1, 0, 0]
>>> discrepancia(y, x, 0.05, 0.2)

4.558833615477598

>>>y = [0, 0, 0, 1]
>>>x = [0, 1, 1, 1]
discrepancia(y, x, 0.05, 0.2)

2.0

Figura 3.3: La funcién discrepancia calcula la discrepancia no simétrica entre dos vectores binarios
en funcién de los pardmetros del canal binario asimétrico p y q.

En los ejemplos que se presentan se puede ver que los vectores z e y tanto en el primer ejemplo como
en el segundo difieren en el valor de dos de sus posiciones. Sin embargo, existe una diferencia, en el
primero de los casos, son dos ceros lo que se han convertido en unos, mientras que en el segundo,
son dos unos, lo que tras pasar por el canal se han convertido en ceros. Esto es significativo por la
diferencia entre los valores p y g, entre las probabilidades respectivamente de que un cero pase a
ser un uno, y de que un uno pase a ser un cero tras atravesar el canal.

La discrepancia en el primero de los ejemplos es més del doble que la que obtenemos en el segundo,
ademas las perturbaciones que han ocurrido en el primer caso tienen una probabilidad de ocurrir
de tan solo p = 0,05. Mientras que las que se han producido en el segundo caso, que tienen una
probabilidad de ¢ = 0,2. Luego, podemos observar que cuando se ha producido un cambio en la
palabra que es muy poco probable que ocurriera, como en el ejemplo primero, la discrepancia del
vector resultante y el original es mayor que si se produce una perturbacién que sea mucho mas
probable, como la que ocurre en el segundo ejemplo. Esto esta de acuerdo con la relaciéon que
se establece en el Teorema |3.19| entre la probabilidad condicionada de enviando la palabra z se
obtenga el vector y, es decir Py’ (y|z) y la discrepancia entre ambos y en este orden d, 4(y, ).
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def discrepancia_simetrica(y,x,p,q):
dis_sim = discrepancia(y,x,p,q) - hamming weight (y)*(gamma(p,q)-1)

return dis_sim

>>>p =0.2

>>> q = 0.3

>>> x = [0,0,1,0]

>>>y = [0,1,0,0]

>>> discrepancia_simetrica(y,x,p,q)

2.0
>>> discrepancia_simetrica(x,y,p,q)

2.0

Figura 3.4: La funcién discrepancia simétrica calcula la discrepancia simétrica entre dos vectores
binarios x e y que atraviesan un canal binario asimétrico con probabilidades de transicién p y q.
En el ejemplo que se muestra podemos comprobar que la funcion es verdaderamente simétrica,
es decir no importa el orden en el que se coloquen los vectores y, x, como si era el caso en la
discrepancia no simétrica.

Demostracion. Para demostrar la primera y la segunda igualdad, observemos que se tienen las dos
igualdades siguientes

dio(y, ) +di1(y,z) =wu(y) v doi(y, )+ din(y,r) =wn(z).
Es decir podemos reescribir dig y dp1 como sigue:
dio(y,7) = wr(y) —du(y,z) = wu(y) — dii(z,y) = wu(y) —wn(x) + dio(z,y).

do1(y,2) = wr(z) — di1(y,2) = wu(y) — dir(z,y) = wu(z) —wa(y) + dor (2, y).
La tercera igualdad es una consecuencia de la primera y la segunda. Si recordamos que la discre-
pancia se definfa como 6, 4(y, ) = Vp,qd10(y, ) + do1(y, =), entonces

0p.q(Y, %) = Yp.q (dr0(2,y) + wr (y) — wu(z)) + doi(2,y) + wi (z) —wr(y) =

= 0pq(@,y) + (wu(y) —wa(2))(Vpqg — 1)-
La cuarta igualdad se deduce del hecho de que dg (y, ) = dio(y, ) +do1(y, z), despejando do1 (y, )
y sustituyendo su valor en la expresién de ¢, se tiene

0p.q(Y, ) = Ypgdio(y, z) + dor(y, ) = Yp,qdr0(y, ®) + du(y,x) — dio(y,x) =

= du(y, ) + (Yp.q = Deo(y, 2)-

Finalmente, combinando la cuarta igualdad con dio(y, z) + d11(y, ) = wr(y), podemos probar la
iltima igualdad,

Op,q(y, ) = 0pq(y, ) —wr(Y)(Vp,g — 1) = du(y,2) — (Vp,qg — D11 (y, ).
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Proposicién 3.10. Para todo z,y € F3, se cumple que Spvq(y,x) = bpq(x,y). Es decir que la
discrepancia simétrica verdaderamente lo es.

Demostracion. Este resultado se deduce del lema anterior de la dltima igualdad, ya que la distan-
cia de Hamming es simétrica dg(y,x) = dy(z,y) y ademds para contar el niimero de unos que
coinciden en posicién en dos palabras no importa el orden tampoco di1(z,y) = di1(y, z) para todo
z,y € F5. O

3.2.1. Decodificador de maxima verosimilitud y de discrepancia minima

Definicién 3.11. Para un cédigo C C F3, el decodificador de mdzima verosimilitud se define como
la funcién DML : F3 — C U {e} tal que:
DML(y) = z, siz eslatnica palabra de C que maximiza la funcién P}, (y|z),
¢ " e, en cualquier otro caso,
donde e ¢ F% denota un mensaje de error.

Este decodificador es el mismo del que hemos hablado en el capitulo anterior, en la Definicién
es decir, encuentra la palabra del cédigo x (en el caso de que sea tnica) que tiene la mayor
probabilidad de entre todas las del cédigo, de que habiéndose recibido el vector y, fuera exactamente
esa la que se envié por el canal. Ahora ya podemos implementarlo, ya que hemos descrito la funcién
probabilidad condicionada y que esta se puede escribir en funcién del los pardmetros del canal.

Proposicion 3.12. El decodificador de mdrima verosimilitud se puede calcular directamente a
partir de los pardmetros del canal. Si tenemos un canal binario asimétrico con pardmetros p y q

tenemos DY (y) = argmix <(x ) In <(1p)(1q)> —wp(z)In <1p>> '

prq q
Demostracion. Recordemos entonces que este decodificador esta dado por

DYME(y) = arg I;I}eacx P(recibido = y | enviado = x),
donde y € F7 es la palabra recibida, tenemos una poblacién de n neuronas, y C es el cédigo neural.
Podemos reescribir esta probabilidad, usando el Lema como
P(recibido = y | enviado = z) =
q do1(y,) D dio(y,x) @ @
pPpra — 1 —g)¥EW (1 = n—wuly)
vl - (15) () a-ora-p
Usando también, que el niimero de unos en el vector y, su peso de Hamming, seran los que coinciden

originalmente con unos de x mas los que eran ceros en x y ahora son unos. Tenemos las siguientes
igualdades:

dio(y,z) +dii(y.x) =wn(y) v doi(y,x) +doo(y,z) =n —wn(y),
sustituyendo entonces en la expresion obtenemos

PPa(y | z) = (1 — p)looW:®) pwn (W) —dulyo) (] _ gydu(y2) gn—wn (y)=doo(y.z)

Al maximizar sobre x € C, podemos ignorar los términos que no dependen de la palabra del cédigo
x, y obtenemos

Dg"* (y) =arg méx ((1 — p)loowe)p=duly.o) (] _ q)d“(y""”)q‘d“(y’“) =
S

s (59 (52))
=argmix | | — —_— .
zeC q P
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Debido a la monotonia de la funcién logaritmo, sabemos que los extremos de la funcién original se
alcanzaran en los mismos puntos que los extremos del logaritmo de la funcién original [6].

[ 1-— 1—
Dé\/[L(y) e IaIcleaé( <(d00(y’x) In q b + di1(y, z) In ) q>) *)

Si ahora usamos el hecho de que en el cuerpo Fs se tiene que ab =1 <= a = 1,b = 1 podemos
escribir di1(y,x) = x -y, y finalmente usando el principio de inclusién exclusién observamos que
el nimero de ceros en las dos palabras a la vez, serd el nimero de posiciones totales, menos las
posiciones que son igual a 1 en cada una de las dos palabras mas las posiciones que son igual a 1
en ambas

doo(y,2) = (1 =) - (1 = y) = n — wa(x) —wi(y) + -y,

donde 1 € F2 representa el vector formado por todo unos.

zeC

DY (y) = arg mix <<(n—wH(x) @) +z-y)n ;p +(z-y)n 1;(1))

Nuevamente podemos ignorar todos los términos que no dependen de z, y sacando factor comin
al producto escalar x - y, obtenemos la expresién buscada en funcién de los pardmetros del canal

O

Dado que asumimos p, ¢ < %, el decodificador de maxima verosimilitud devuelve asi una palabra
de cédigo = que maximiza el producto escalar x - y con la palabra recibida y, sujeto a un término
de penalizacién proporcional a su peso wy(z). En otras palabras, este decodificador devuelve la
palabra de codigo ¢ que maximiza el nimero de digitos iguales a 1 coincidentes con los de y
mientras minimiza la introduccién de nimeros 1 adicionales. Esto es debido, a que la activacién de
una neurona, cuando el estimulo no pertenece a su campo receptivo, es mas dificil que se produzca,
que el fallo en la activacién de una neurona, cuando el estimulo si que pertenece a su campo
receptivo, como ya se habia mencionado.

Nota 3.13 (Canal binario simétrico). Para p = ¢ < %, tenemos el caso particular del ca-

nal binario simétrico y sustituyendo en la ecuacién (*) podemos encontrar la palabra del cédigo
estimada, maximizando la funcién

DYE(y) = argméx (n — dg(x,y)) = argmindg (z,y),
ceC zeC

donde dy (z,r) = do1+dio = |{¢ € [n] | ©; # y;}| es la distancia de Hamming entre dos palabras del

cédigo C, el nimero de posiciones en la palabras en las que difieren. Este es el conocido resultado

de que la decodificacién de méaxima verosimilitud es equivalente a la decodificacién por el elemento

més cercano, respecto a la distancia de Hamming [10].
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def probabilidad2(x,y,p,q):

d1l = sum(1l for i in range(len(y)) if y[i] == 1 and x[i] == 1)
logl = ma.log(((1-p)*(1-q))/(p*q))

log2 = ma.log((1-p)/q)

peso = peso_hamming(x)

return dllxlogl - peso*log2
def decodificadorML(C,y,p,q):
s=1

prob_max = max(probabilidad2(c,y,p,q) for c in C)
mejores_c = [c for ¢ in C if probabilidad2(c,y,p,q) == prob_max]

if len(mejores_c)!=1:
=0

return s, mejores_c[0]

Figura 3.5: La funcién probabilidad?2 calcula la expresién de la funcién a maximizar para el decodi-
ficador de méaxima verosimilitud Déw L Esta expresién no es una probabilidad, pero maximizar esta
funcién es equivalente como hemos visto, a maximizar la probabilidad condicionada de sabiendo
que se ha recibido y cual es la probabilidad de que haya sido enviada la palabra del cédigo = a
través de un canal binario asimétrico de parametros p y g, es decir, por como se ha construido sus
extremos se encuentran en los mismos puntos.

La funcién decodificador ML implementa el decodificador de méxima verosimilitud para un cédigo
binario que se envia través de un canal asimétrico de parametros p y q. Devolviendo la palabra del
codigo x en el caso de ser Uinica que cumple que maximiza la probabilidad de recibido el vector y
haber sido enviada a través del canal. En el caso de no ser unica esta palabra, es el parametro s
el que nos indica que la decodificacién no se ha producido de forma correcta, tomando el valor 0,
esto equivale al mensaje de error que se recibe en caso de no ser unica la decodificacion.
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Ejemplo 3.14. Supongamos p = 0,1 y ¢ = 0,4. Si tenemos el cédigo formado por las siguientes
palabras:
¢ = {(0,0,0),(0,1,0),(1,1,0),(1,1,1)} C F3,

y sea y = (0,0, 1) el vector recibido.
Si usamos el decodificador de maxima verosimilitud, obtenemos la siguiente funcién a maximizar:

do1(y,x) dio(y,x)
0,4 0,1 _
P?f”q(y | x) = (0 9) (0 6) (0,6)1(0,9)3 1

Calculando la probabilidad condicionada de que llegue y a que se haya enviado cada una de las
cuatro palabras del cédigo obtendremos que la inica que maximiza esa probabilidad es (1,1,1) y
por tanto se tiene que D¢(y) = (1,1,1).

4\" 70,1\"

Pl 0000 = (55) (§5) 00092 =00
0,4\' /0,1

P 01.0) = (5) (55) ©0.010.92 =003
4\ 70,1\"

1100 = () (5g) 00092 =000
0,4

)2 <0’1>0(0a6)1(0,9)2 = 0,096

Podemos comprobarlo también con la funcién programada en SageMath para la probabilidad con-
dicionada.

PPy | (1,1,1)) = (

=
©

>>> p = 0.1
>>>q=10.4
>> ¢ = [[0, 0, 0], [0, 1, O], [1, 1, O], [1, 1, 1]]

>>> y = [0,0,1]
>>> for i in C:

print('P(',y,"|',i,"') = ',prob_condicionada(y,i,p,q))
PCy | [0, O, 0] ) = 0.0810000000000000
PCy | [0, 1, 0] ) = 0.0360000000000000
PCy | [1, 1, 0] ) = 0.0160000000000000
PCy | [1, 1, 11 ) = 0.0960000000000000

La relacién entre la probabilidad condicionada y la discrepancia, que se describe en el siguiente
teorema, nos va a permitir definir otro decodificador mas sencillo pero equivalente. En el caso del
canal binario simétrico, veiamos en la Nota [3.13| que el decodificador de méaxima verosimilitud
era equivalente a minimizar la distancia de Hamming, de manera analoga vamos a ver que en el
caso asimétrico el decodificador de maxima verosimilitud serd equivalente a otro que minimice la
discrepancia no simétrica, la nueva nocién que hemos definido en el canal binario asimétrico para
medir diferencias entre vectores.

Teorema 3.15. Sean z,z’,y € FY. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. 0pq(y, ) < dpq(y, ).
2. Py (ylz) > P} (y]a).
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Demostracion. Por el Lema sabemos que probar que P™(y | ') < P™(y | «) es equivalente a
demostrar que

q do1(y,z") » dio(y,z") B q do1(y,x) D dio(y,)
L—p l—gq l—p l—q ’

ya que los demds términos dependen de y y asumimos que 0° = 1.

Supongamos primero que p > 0. Si en la desigualdad anterior primero tomamos logaritmos en base

ﬁ y luego tomamos potencias en base ﬁ a ambos lados, tendriamos de nuevo la desigualdad

anterior, para mayor claridad vamos a operar primero tomando logaritmos.

l [< q >d01(y,r’) ( D >d10(y’x,)] B
og_a_ || —— — =
i-p 1— D 1-— q

= do1(y, ) + dio(y, 2")log =« (]qu) = Op.q(y, ).

Luego operando de la misma forma en el otro término y tomando potencias en ambos lados en la
base ﬁ, llegamos a la siguiente desigualdad, que es equivalente a la primera.

) x’ Op,q(y,x
q p.a(y )< q (y,%)
1—p 1—p '

Dado que ﬁ < 1 por lo expuesto en el Lema la desigualdad anterior se cumple si y solo si
Op.q(y, ) < dp4(y, '), tal y como se deseaba.

Ahora suponemos que p = 0 y g es arbitrario (también podria ser ¢ = 0). Entonces, la desigual-
dad inicial es equivalente a

qdm(y@")()dm(yvx') < qdm(y’z)odlo(y@)_

Esto sucede si y solo si se cumple una de las siguientes condiciones:
» dio(y, ') = dio(y,x) =0y do1(y,z") > do1(y, ),
w dio(y,z) =0y dig(y, ') > 0.
En ambos casos por definicién de §, 4, esto es equivalente a d, 4(y, ) < dp4(y, z'). O

El Teorema establece entonces que podemos definir un decodificador equivalente al de maxima,
verosimilitud D¢, uno que minimice la discrepancia entre la palabra recibida y las palabras del
cédigo, que vamos a denotar por tanto decodificador de discrepancia minima y que tiene la ventaja
de que la expresion de calculo es mas sencilla, tal y como adelantdbamos antes.

Definicion 3.16. El decodificador de discrepancia minima Dg se define como:

Dg () = x, six esla unica palabra de C que minimiza 0, 4(y, )
e, en cualquier otro caso

donde e ¢ FY es un mensaje de error, como el que ya utilizamos en la definicién del decodificador
de maxima verosimilitud.
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def decodificador(C, r, p,q):

s=1
min_dis = min(discrepancia(r, c, p, q) for c in C)
mejores_c = [c for ¢ in C if discrepancia(r,c,p,q) == min_dis]

if len(mejores_c)!=1:
s=0

return s, mejores_c[0]

Figura 3.6: La funcién decodificador implementa la decodificacién por discrepancia minima para
un cédigo binario que se transmite a través del canal binario asimétrico de pardametros p y gq.
Esta funcion siempre devuelve la palabra del cédigo méas cercana a la palabra recibida r, pero
el pardmetro s es lo que nos indica si esta palabra es tnica o no lo es, tomando el valor 1 y 0
respectivamente. Cuando s toma el valor 0, indicindonos que la palabra no es tnica, es lo que
corresponderia al mensaje de error al que se hace referencia en la definiciéon del decodificador. En
el Ejemplo [3.18]|y en el Ejemplo se proporcionan dos ejemplos de uso.

Nota 3.17. Podemos implementar el decodificador de discrepancia minima en SageMath como en
la Figura |3.6] aunque en este punto es importante advertir que la implementacién que presenta-
mos para este canal asimétrico no es eficiente, es una busqueda donde el nimero de operaciones
escala de forma exponencial proporcionalmente a n, la dimensién del espacio vectorial en el que
se encuentran las palabras del cédigo. Sin embargo, ni siquiera existen, para cédigos de un canal
simétrico, algoritmos genéricos de decodificacién eficientes, solo existen para algunos tipos de codi-
gos especificos que presenten algunas caracteristicas especiales como es el caso, por ejemplo, de los
cédigos Reed-Solomon.

Es natural también, tratar de comparar también este decodificador de discrepancia minima
Dg (o, equivalentemente, el decodificador de maxima verosimilitud D¢) con el decodificador que
minimiza la distancia de Hamming, denotado por Dé{ , que se usa en el caso de los canales simétricos
pero que también podemos aplicar en el caso asimétrico. En general, estos dos decodificadores son
diferentes, veamos un ejemplo.

Ejemplo 3.18. Vamos a considerar el cédigo del ejemplo anterior formado por cuatro palabras:
¢ ={(0,0,0),(0,1,0),(1,1,0),(1,1,1)} C F3,

con los pardmetros p = 0,1 y ¢ = 0,4 de nuevo. Ademads, sabiamos que el vector que se habia
recibido tras pasar por el canal era y = (0,0, 1).

Podemos comprobar que D (y) = (0,0,0), es decir usando la distancia de Hamming como métrica
la palabra del cddigo (0,0,0) € C es la méds cercana al vector recibido y.

dH(yv (05070)) =1 dH(y7 (0’ 1’0)) =2 dH(yv (17 170)) =3 dH(y’ (17 1, 1)) =2

Vamos a intentar decodificar ahora este vector y = (0,0,1) con el decodificador de discrepancia
minima Dé y comprobemos dos cosas, uno que obtenemos el mismo vector que con el decodificador
de méxima verosimilitud D¢ y dos que es distinto al que proporciona el decodificador que minimiza
la distancia de Hamming.

Recordemos que el pardmetro que habiamos definido toma el valor v, , ~ 2,21, y la discrepancia
se definia como:

6p,q(y7 T) = Yp,q* dio(y, z) + do1(y, ).
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Si el vector enviado hubiera sido = (0,0, 0) obtendr{amos el valor para la funcién discrepancia
Op.q(y, ) = Ypq = 2,21, pues dip(y,xz) = 1y do1(y,z) = 0. Mientras que si la palabra del cddi-
go enviada hubiera sido z = (1,1,1) la funcién a minimizar toma el valor d, 4(y,2) = 2, pues
dyo(y,x) =0y do1(y,x) = 2. Repitiendo ese proceso con las otras dos palabras del c6digo restantes
vemos que la palabra que minimiza la funcién discrepancia entre ella misma y el vector recibido
y € FY es (1,1,1), es decir

Di(y) = (1,1,1).

Podemos comprobar la solucién también usando la funcién decodificador programada en SageMath.

>>> p =0.1

>>> q=0.4

>>> ¢ = [[0, O, O], [0, 1, O], [1, 1, O], [1, 1, 11]
>>> y = [0,0,1]

>>> s,x = decodificador(C,y,p,q)

>>> if s==1:

print('La decodificacién es tnica y la palabra del cédigo buscada es:',x)
La decodificacién es tnica y la palabra del cédigo buscada es: [1, 1, 1]

En el cédigo de la Figura [3.6] se puede observar que cuando el pardmetro s toma el valor uno,
significa que se ha producido un error, es decir, que no existe una unica palabra del cédigo que
minimiza la discrepancia, sino que al calcular la discrepancia, obtenemos que con varias de ellas se
obtiene el mismo valor minimo, ilustremos esto con otro ejemplo.

Ejemplo 3.19. Consideramos el cédigo € = {z1,22,23} = {(0,0,1),(0,1,0),(1,1,1)}. Una pa-
labra de envia a través del canal binario asimétrico de parametros p = 0,1 y ¢ = 0,3 por tanto
Yp.g = 1,77 y se recibe el vector r = (0,0,0), si ahora intentamos aplicarle el decodificador de
discrepancia minima para obtener de vuelta que palabra es mas probable que se enviara a través
del canal, obtendremos lo siguiente:

Op.q(r,x1) = do1(r,z1) - Yp,g +dor(ryz1) =0-1,77+1=1
Op.q(r,x2) = do1(r,22) - Yp.g + dor(ryz2) =0-1,77+1=1
Op,q(1,23) = do1(r,23) - Yp,q + dor(r,z3) =0-1,77+3 =3

Tenemos entonces dos palabras que minimizan la discrepancia y por tanto el decodificador para el
vector recibido r nos devolvera un error.

De(r)=e

Si planteamos este mismo ejemplo en el ordenador, el pardmetro s que nos indicaba si la decodifi-
cacion era Unica toma el valor cero, y podemos obtener también si quisiéramos una de las palabras
que minimiza la discrepancia, también modificando el cédigo para que devuelva la lista entera
en vez de solo un elemento podriamos obtener todas las palabras del cédigo que minimizan la
discrepancia con la palabra recibida r.

>>> p =0.1

>>> q =0.3

>>> C = [[0o, O, 1], [0, 1, O], [1, 1, 1]1]
>>> r = [0,0,0]

>>> s,x = decodificador(C,r,p,q)

>>> if s==0: print('La decodificacién no es tnica')
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La decodificacidén no es tnica

Nota 3.20. En adelante, nos vamos enfocar en la estructura de cddigos dotados de la funcién
de discrepancia d, 4. Para este andlisis, excluiremos el caso extremo del canal Z, el caso en el que
p = 0 de nuestro estudio. Por lo tanto, asumiremos siempre:

1
0<p§q<§.

3.2.2. Discrepancia minima y discrepancia minima simétrica

vamos centrarnos en analizar la estructura de un cédigo C C F3. Cada una de las dos medidas
de la discrepancia entre palabras que hemos definido 6, 4 ¥ Sp,m define un pardmetro del cédigo
de la siguiente manera. Ademds, para simplificar la notacién, omitiremos el subindice p,q en los
simbolos, escribiendo por ejemplo P™ en lugar de P , y 4 en lugar de 0, 4.

Definicién 3.21. Para un cédigo C, definimos:
5(C) == min{d(x,2') : x,2" € C,x # 2'},
5(C) == min{d(z,z') : z,2’ € C,x # 2'}.

A estos pardmetros los llamamos discrepancia minima y discrepancia simétrica minima de C,
respectivamente. En la Figura[3.7] se puede consultar la implementacién de estas funciones que se
ha realizado en SageMath.

Para cualquier codigo C, tenemos que la discrepancia simétrica serd menor que la discrepancia no
simétrica 6(C) < 6(C). De hecho, si x, 2" € C satisfacen §(x,z") = 6(C), entonces como +y es siempre
mayor o igual que uno y el peso de Hamming de cualquier vector binario es al menos cero, se tiene:

§(x,2') = 0z, 2') —wr(x)(y — 1) < oz, z") = 6(C).

La discrepancia simétrica siempre es positiva, no ocurre lo mismo con la discrepancia asimétrica
que puede no serlo, como veremos en el siguiente ejemplo, que también proporciona una via para
el calculo de las discrepancias minima y discrepancia minima simétrica de un cédigo.

Ejemplo 3.22. Sea p = 0,1 y ¢ = 0,3, de donde se obtiene el valor aproximado de v ~ 1,77. Si
se tiene el cédigo C = {z1, 22,23} = {(1,0,0),(0,1,1), (1,1,1)}, podemos calcular la discrepancia
minima como, calculando las discrepancias entre todas as palabras del cédigo:

§(z1,x9) = vd10((1,0,0), (0,1,1)) + do1((1,0,0),(0,1,1)) = v -1+ 2 ~ 3,77
§(z2,21) = vd10((0,1,1),(1,0,0)) + do1((0,1,1),(1,0,0)) = v-2+ 1 = 4,54
d(x1,x3) = vd10((1,0,0),(1,1,1)) + do1((1,0,0),(1,1,1)) =~v-04+2 =2
§(z3, 1) = vd10((1,1,1),(1,0,0)) + do1 ((1,1,1),(1,0,0)) = v-2+ 0 ~ 3,54
d(xa,x3) = vd10((1,1,1),(1,1,0)) + do1((1,1,1),(1,1,0)) = -1+ 0=~ 1,77
6(w3,23) = 71o((1,1,0), (1,1,1)) + dor ((1,1,0), (1, 1,1)) =7-0+1 =1
Es decir el valor de la discrepancia minima del c¢édigo C es 6(C) = 1. Calcular la discrepancia

minima simétrica es mas sencillo una vez que se ha calculado la minima, ya que se puede realizar
directamente con las palabras que proporcionan la discrepancia minima.

5(C) = 6(xa, x3) = d(x3,22) = 6((0,1,1),(1,1,1)) ~ —0,54.

Podemos comprobar este resultado con las funciones que hemos construido para calcular tanto la
discrepancia minima, como la discrepancia minima simétrica.
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def discrepancia_minima(C,p,q):
min_dis_c = discrepancia(C[0], C[1], p,q)

for i in range(len(C)):
for j in range(len(C)):

if j>i:
d_izq = discrepancia(C[il], C[jl,p,q)
d_der = discrepancia(C[j], C[il,p,q)
d = min(d_izq, d_der)

if d < min_dis_c:
min_dis_c = d

return min_dis_c
def discrepancia_minima_simetrica(C,p,q):
min_dis_sim_c = discrepancia_simetrica(C[0], C[1], p,q)

for i in range(len(C)):
for j in range(len(C)):

if >i
d = discrepancia_simetrica(C[i]l, C[jl,p,q)

if d < min_dis_sim_c:
min_dis_sim_c = d

return min_dis_sim_c

Figura 3.7: La funcién discrepancia minima calcula la discrepancia no simétrica mas pequena que
existe entre dos palabras del cddigo que se atraviesa un canal asimétrico de con parametros p y gq.
Se calcula para ello la discrepancia entre cada pareja de palabras del cédigo, ordenadas de las dos
maneras posibles.

Por otro lado la funcién discrepancia minima simétrica calcula la minima discrepancia simétrica
que existe entre dos palabras de un cdédigo que se envia a través de un canal asimétrico con
probabilidades de transicion p y q. Para realizar este calculo se utiliza la simetria de la funcién y
que por tanto, solo hay que computar la discrepancia simétrica una vez para cada par de palabras,
ya que no importa el orden en el que se coloquen.

En el Ejemplo podemos ver como se pueden utilizar ambas funciones. Finalmente, es oportuno
comentar que estas implementaciones son bisquedas, implican el cdlculo de todas las posibilidades,
y esta operacion de bisqueda del minimo es el mismo calculo que se realiza para la decodificacion,
luego nuevamente, recalcar que tampoco para cédigos en general que atraviesan canales simétricos
existen algoritmos eficientes.
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>>> ¢ = [(1,0,0), (0,1,1), (1,1,1)]
>>> discrepancia_minima(c,0.1,0.3)

1

>>> ¢ = [(1,0,0), (0,1,1), (1,1,1)]
>>> discrepancia_minima_simetrica(c,0.1,0.3)

-0.5424874983228443

El siguiente resultado proporciona condiciones suficientes bajo las cuales un vector y € F3 se deco-
difica como una palabra cédigo x € C', en términos de las discrepancias minimas y simétricas de C,
este resultado serd importante después para establecer cotas para la probabilidad de decodificacion
no exitosa.

3.2.3. Condicién necesaria para la decodificacion

Proposicién 3.23. Sea C C FY un cddigo. Sean x € C yy € FY. Se tiene que D¢ (y) = x, siempre
que se cumpla una de las siguientes condiciones:

50+ (wnr () —wn (@) (-1)

1. 0(y,z) < 3

5(C0) +w -1
2. 8(y,x) < ( HQ(y)(v ).

Aunque para probarlo nos hace falta primero hacer uso de este lema.

Lema 3.24. Para todos x,y,z € Fy, se cumple la siguiente desigualdad triangular para la discre-
pancia §:
6(z,@) < 6(2,y) +6(y, ).

Demostracion. Dado que la discrepancia es aditiva en los componentes del vector, basta con de-
mostrar el resultado para n = 1. El analisis caso por caso se puede resumir en la siguiente tabla:

5(c,a) | &

=

)

S

o

) | 6(b,a)

— O = OO O
= —_0 = O OOoc
—_ = =0 R OO O
O O= OO
OO =2 OO
O PO O2 —m O

O

Nota 3.25. Aunque 5 es simétrica, no satisface una desigualdad triangular natural. Mas precisa-
mente, en general no se cumple que:

6(z2) < 8(2,9) + b(y, ).

Por ejemplo, supongamos que v > 1 y consideremos = = (0,0,0), y = (1,0,0), y z = (1,1,0).
Entonces: . . .
(5(271') =2>3- Y= 6(27y) + (5(y737)

La desigualdad mas cercana a una desigualdad triangular que se puede obtener para la discrepancia
simétrica § es:

0(z,2) < d(z,y) + 0y, x) + wrr (y)(y — 1),

la cual se cumple para todos z,y, z € F} y contiene wy(y)(y — 1) como un término de correccién.
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Procedamos ahora a demostrar la Proposicién [3.23]

Demostracién. Primero observamos que, para cualesquiera z,z’,y € FZ, por la desigualdad trian-
gular y el Lema[3.9] se tiene:

oy, a) = 0(x, ") = 8(y, x) + (wr (y) — wa (@) (y = 1). (D)

Fijemos z € C, y € 3 y demostremos ambas afirmaciones por separado:
1. Para todo z’ € C con o’ # z, la desigualdad en (I) y nuestra hipétesis sobre d(y, z’) implican:

8y, ') = 6(x,2") — 6y, 2) + (wn (y) — wa(2'))(y = 1)
5(C) + (wau (y) —wn(x))(y — 1)

>6(C) - B + (wr(y) —wr(x))(y - 1)
_8(0) + (wny) —wn @)y~ 1

2
> 6(y, x).

El resultado deseado se sigue del Teorema y la definicién del decodificador de maxima vero-
similitud, pues x es la palabra del c6digo que minimiza la discrepancia.

2. De manera anéloga, para todo ' € C con 2’ # z, la desigualdad en (I) y la hipétesis sobre
d(y, 2') implican:

(y, ') = 6(x,2") = 6(y, =) + (wr (y) — wa(@))(y — 1)

0(C) +wr(y)(y—1)

>4(C) - 5 +wr(y)(y—1)
_3(0) +wn (v —1)
2
> 0(y,x).
Nuevamente, el enunciado se deduce a partir del Teorema [3.15 O

Nota 3.26. Sabemos que en el caso de la distancia de Hamming, si la distancia entre dos vectores
sea menor que la mitad de la distancia minima del c6digo dg (y,z) < duy(C)/2 es suficiente para
asegurar que el vector y se decodifica por la palabra del cédigo =, Déq (y) = z. Andlogamente,
podrfamos pensar que si la misma condicién §(y,x) < 6(C)/2 se cumple para la discrepancia,
entonces también Dg (y) = x, donde Dg es el decodificador de discrepancia minima. Sin embargo,
no es cierto en general como podemos observar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.27. Consideremos un c6digo sencillo formado tnicamente por dos palabras
€ ={(1,0,0),(0,1,1)}

, v el canal binario asimétrico con pardmetros p = 0,1 y ¢ = 0,4. Luego, el valor de v ~ 2,21.

§((0,1,1),(1,0,0)) = vd10((0,1,1), (1,0,0)) + do1((0,1,1),(1,0,0)) =2 -y + 1 ~ 5,41
5((1,0,0),(0,1,1)) = vd10((1,0,0), (0,1,1)) + do1((1,0,0), (0,1,1)) =1 -y + 2 ~ 4,21

Es decir, se tiene que 6(C) ~ 4,21 y por tanto 6(C)/2 ~ 2,105. Ahora consideremos el vector
y = (0,0,0) y calculemos las discrepancia de y con cada una de las palabras del cédigo.

6(:‘/’ (13070)) = leo((o’ 0; 0)7 (L 07 0)) + dOl((Oa 070)7 (17 0) O)) =1
8(y,(0,1,1)) = vd10((0,0,0), (0,1,1)) + do1((0,0,0), (0,1,1)) = 2
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El conjunto de palabras c6digo cuya discrepancia con y es estrictamente menor que §(C)/2 = 2,1 es
todo el cédigo C. Sin embargo, la tnica palabra cédigo que minimiza la discrepancia con el vector
yes (1,0,0). Por tanto, aunque para cualquier palabra x € C se cumpla que d(y, z) < 6(C)/2, como
la tinica decodificacién valida para y es (1,0, 0) y la condicién no es suficiente en el caso asimétrico.
Si comprobamos este resultado con la funcién decodificador programada en SageMath.

>>>p =0.1

>>> q = 0.4

>>> C = [[1, 0, 0], [0, 1, 1]1]
>>> y = [0,0,0]

>>> s,x = decodificador(C,y,p,q)
>>> if s==1:

print('La decodificacién es udnica y la palabra del cédigo buscada es:',x)
La decodificacién es dnica y la palabra del cédigo buscada es: [1,0,0]

El lema que se demuestra a continuacién, permite establecer una relacién entre la distancia de
Hamming y la discrepancia no simétrica d, se incluye aqui por completitud, pero este resultado no
se va a necesitar en lo que resta del trabajo.

Lema 3.28. La primera desigualdad de la Proposicion |3.2

5(C) + (wa(y) —wn(x))(y—1)

8y, ) < 5 ;
es equivalente a la condicion
6(C)
d B
H(y7 x) < y +1

Demostracion. Teniendo en cuenta que podemos escribir el peso de y como wy(y) = dio(y, z) +
dy1(y,x) y la definicion de la discrepancia no simétrica:

3(C) + (wr(y) — wn(x))(y = 1)

9(C) + (dao(y, x2) +du(y,z) = (doi(y, ) +duy,2))) (y = 1)
3(C) + (dio(y, ») — do1(y, :L‘))(QV -1

L 3O +y2) - df;(% ) —doi(y,2)

0y, x) <

<

<

Operando en esta ultima desigualdad obtenemos que:

§(y,z) < 0(C) — (vdor(y, z) + d1o(y, x)).

Nuevamente utilizando la definicién de la discrepancia y teniendo en cuenta que la distancia de
Hamming entre dos elementos la podemos escribir como dg (y, ) = do1 (y, ) + d1o(y, x).

yd10(y, z) + do1(y, x) + vdo1(y, z) + dio(y, z) < 6(C)

(v + 1)(do1(y, x) + dio(y, ) < 3(C)

De donde se deduce que ambas desigualdades expuestas en el enunciado son equivalentes.
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3.3. Cotas superiores para la probabilidad de error

Queremos ver como de efectivo es el decodificador de maxima verosimilitud que hemos definido
previamente, es decir cuando es capaz de devolver el estimulo inicial que se envid a través del canal
y cuando se produce un error en la decodificacién o se envia otro estimulo distinto al original.
Vamos a ver que podemos establecer dos cotas superiores para el error, una para cada de las
medidas de discrepancia que hemos descrito previamente. Veremos que ambas cotas superiores son
incomparables en general y que por lo tanto ambas medidas de discrepancia son independientes e
importantes en la descripciéon de un cédigo binario de un canal asimétrico.

Definicién 3.29. Sea S := {a + b | a,b € N} el conjunto de combinaciones lineales de 1 y v con
coeficientes en los nimeros naturales. Para un nimero natural fijo h € N, definimos S(h) := {s €
S| 0 < s < h}, como todos aquellos elementos de S estrictamente menores que h. Ademds, para

a,b € R, definimos la funcién
<a) o 7b!(a“ib)l sia,beN,
b) g ’ 0 en otro caso.

En la Figura [3.8] se puede observar como se calcularfan tanto los elementos del conjunto S, como
este calculo particular de los coeficientes binomiales.

Lema 3.30. Sean x,2’ € Fy dos vectores con el mismo peso de Hamming, wy(x) = wy(z'). Sea
i€{l,...,n} y s €S. Entonces, tenemos la igualdad entre estos dos conjuntos

{yeFy lwu(y) =1, 0(y,z) = s} ={y € Fy [wu(y) =i, d(y,2") = s}.

Ademds, si j denota el peso de Hamming de x, entonces

€ 75 L) = i 8(02) = 5} = oy ) (2.

r+1 7+1

Demostracion. Sea x € F§ un vector y sea j = wy(z). Como la discrepancia se expresa como
0(y, x) = vdio(y, ) + do1 (y, ), denotando por b = dyo(y, z), a = d11(y, z) y por tanto do; = j — a;
el numero de vectores y € Fy que cumplen wy(y) =iy 6(y,x) = s estd dado por lasumaen a y b
del producto de las diferentes formas de elegir a posiciones de entre las j que son distintas de cero
y elegir b entre las n — j que son ceros por tanto.

> (0)

Este nimero no depende de x, sino solamente de su peso wy(z) = j. Ademas, los valores de a
y b quedan determinados tnicamente por las restricciones impuestas en la suma, lo que reduce
el problema a una combinacién de coeficientes binomiales tal como se indica en el enunciado del
lema. [

Nota 3.31. En lo que sigue, parai,j € Ny s € R, denotaremos por A(4, j, s) al nimero de vectores
y € Iy de peso 7 y tales que la discrepancia no simétrica con x tiene el valor s, lo que se denota
como 6(y,z) = s, donde = € F} es un vector cualquiera de peso j. Por el lema anterior, esta
cantidad A(i, , s) estd bien definida y viene dada por

. J n—7j
)‘(Zajas) = (i'ys+i> (si+i>'
v+1 v+1
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def conjunto_S(h,p,q):

g = gamma(p,q)
n = ceil¢h) + 1
S =[]

for a in range(n):
for b in range(n):
if at+g*b<h:
S.append(at+g*b)
return S

def binomialreal(n,m):
if (N(n,13) in NonNegativeIntegers()) and (N(m,13) in NonNegativeIntegers()):
s = binomial (round(n),round(m))

else :
s =0
return s

>>> p = 0.1

>>> q = 0.4

>>> print (gamma(p,q))
>>> conjunto_S(3.4, p,q)

2.209511291351455
[0.0, 2.209511291351455, 1.0, 3.209511291351455, 2.0, 3.0]

>>> binomialreal (5.0000000000000002, 1)

5

>>> binomialreal(8, 0.3)

0

Figura 3.8: La funcién conjunto S calcula los elementos del conjunto S(h) para un ntmero h € R
arbitrario, y depende del valor de v o lo que es lo mismo de las probabilidades de transicién p y
g. En el primero ejemplo, se presenta el conjunto de nimeros que pertenecen a S(3,4) cuando las
probabilidades de transmisién del canal son 0,1 y 0,4, o equivalentemente que v ~ 2,21.

La funcién binomial natural es muy similar al cdlculo de un nimero combinatorio, y de hecho, se
utiliza dentro de ella la funcién binomial que viene ya implementada en SageMath y que calcula
los coeficientes binomiales cuando sus coeficientes pertenecen a los nimeros naturales, o aunque
no pertenezcan a estos, estén muy proximos a alguno de sus elementos, en este caso, se calcula el
coeficiente binomial con el niimero natural al que se aproximan. Esta adaptacién va a ser necesaria
debido a la precision limitada de los cdlculos niimericos, ya que se guardan un nimero limitado de
cifras decimales. En el segundo ejemplo escrito en la consola, podemos comprobar como funciona.
Ademas, se contempla el caso en el que alguno de ellos no pertenezca a dicho conjunto, definiendo
alli el coeficiente binomial como cero, esto se puede observar en el segundo ejemplo donde uno de
los coeficientes no es un nimero natural.
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Definicion 3.32. Sea C C Fy un cédigo y « € C. La probabilidad error en la decodificacion de la
palabra x es decir de que el decodificador de maxima verosimilitud D¢ devuelva un vector distinto
al enviado 2’ # x o un mensaje de error e estd dada por

> Plylw),
yEF\D; ' (x)

donde recordamos que P(y | ) representa la probabilidad de que se reciba y € F3, habiéndose
enviado x € C a través del canal.

Si suponemos que todos las palabras del cédigo se transmiten con la misma probabilidad, como
es habitual, podemos definir el siguiente concepto:

Definicién 3.33. La probabilidad de decodificacion no exitosa para un cédigo C C FJ es el pro-

medio
PUD(C 4 Z > Py]a).

2€C yeFp\D; ' (x)
Las siglas PUD hacen referencia a su nombre en inglés “probability of unsuccesful decoding”.
Nota 3.34. También existe la probabilidad de decodificaciéon incorrecta que hace referencia a la
probabilidad de se devuelva otra palabra distinta a la enviada pero no incluye la probabilidad de

que se devuelva un mensaje de error al decodificar. En otras palabras, es la probabilidad de que la
decodificacién sea errénea y ademads, no se pueda detectar que ha ocurrido un error.

Definicién 3.35. Para un cédigo C C F2 y un entero i € {0,...,n}, denotamos por W (C) al

K3
numero de palabras del c6digo = € C con peso de Hamming exactamente ¢, wy(x) = i. El vector

(WH(C),...,WH(C)) es la distribucién de pesos de C.

Esto es exactamente igual que en el caso simétrico, donde escribiamos también el polinomio de
pesos de la siguiente forma [11]

Teorema 3.36. Sea C C F3 un cédigo. Entonces tenemos:

PUD(C c ZWH )Y (=o' (L-p)"" > <1q) A(i, j, 5),
| ‘ i=0 ‘SGS(?(C)Jr(w;l)(i*j)) -p

H - n—i q 3 ..
PUD(C |C| ZW )> (1—-q)'(1-p) > (1p> i, 4, ).

=0 SES(S(C)+é771)i>

Demostracion. Comenzamos mostrando la primera cota de la proposicién. Por el Lema [3.4] y las
definiciones de vy y J, tenemos:

PUD(C Z > Pyla)

xEC yEFE\D; ' (2)

q do1(y,) p dio(y,) @ W)
. ¥ (%) () a-eewaope

1—
o e\ o K

3(y,x)
- | Z Z (1q> (1— q)wy(y)(l _ p)n—vJH(y)_

€Cyer\ D (@) T
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def PUD(C,p,q):

n = len(C[0])
elementos = espacio_vectorial(2,n)
P=20

for ¢ in C:
for y in elementos:
s, d = decodificador(C,y,p,q)
if s==1:

if comparar_listas(d,c) == 0:
P = P + prob_condicionada(y,c,p,q)

else:
P = P + prob_condicionada(y,c,p,q)

P = P+ (1/1len(C))
return P

>>> codigo= [[0, O, 0],[0, 1, 1],[1, 1, 1]]
>>> PUD(codigo,0.1,0.3)

0.244666666666667

>>> codigo= [[0, O, 1],[0, 1, O1,[1, 1, 11]
>>> PUD(codigo,0.1,0.3)

0.339666666666667

Figura 3.9: La funciéon PUD calcula la probabilidad de decodificacién no exitosa o errénea para
un cédigo binario que se envia utilizando un canal binario asimétrico de parametros p y ¢, como
se ha comentado anteriormente esta probabilidad es la de que llegue a través del canal un vector
que decodificaria a otra palabra del cédigo diferente de la original que fue enviada.

Ademas en los ejemplos que se presentan, en el primero de ellos, todos los elementos del espacio
vectorial 3 se pueden decodificar por el elemento mds cercano en términos de discrepancia no
simétrica. Mientras que en el segundo ejemplo el elemento (0,0, 0) € F3 tiene la misma discrepancia
no simétrica con las dos primeras palabras del cédigo y por lo tanto cualquier decodificacion si
se recibe este vector a través del canal producird un error, y por tanto esto hard aumentar la
probabilidad de decodificacién no exitosa en el segundo ejemplo.
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Donde teniendo en cuenta que v = log_a_ ( ) y que 6 = vdig + do1, podemos reescribir este
producto como simplemente un factor, obtemendose asi la ultima igualdad anterior.

q do1(y,x) P dio(y,x) _ q d—vdio(y,) P dio(y,x)
1—p 1—g¢q 1—p 1—g¢q
_ q 3(y,z) q —log_a_ (1pq)d10(y x) D dio(y,x)
1—p 1-p 1—gq
5(y,x
_ q (y,x)
1—p '

Por la Proposicion [3.23] se tiene que el conjunto de puntos cuya discrepancia no simétrica con
x verifica la primera desigualdad de la proposicién, al que vamos a denotar A, tiene que estar
contenido en el conjunto de puntos cuya decodificacion es el vector x:

8(C) + (v = D(wn (y) —wn(x))
2

A={yeF}|iy,x)< } C{y eFy | Dc(y) =z}, para todo z € C.

Utilizando esto podemos acotar el valor de la probabilidad de decodificacién errénea por:

5(y,@)
PUD(C) < Z Z <1 — ) (1= q)n® (1 —pyn—en)

zeC yeA
wH(JC) =j

- q ° i n—i
XYY Y Y () a-eaa
j=0 zeC =0 SO+ (v—=1)(Ei—j) yeFy p
) seS( 5 ) 2
wa (z)=j De¢(y)=z

6(y,x)=s

Donde en la tltima igualdad se ha utilizado que ¢ es por definicién de la forma ay+b con a,b € N
( ©)+(— 1)(wH(y) WH(I))).

y como estamos sumando dentro del conjunto A se tiene que € S
Finalmente, usando la distribucién de pesos del cédigo C y la notacién que hemos introducido en
esta seccion, llegamos a la primera cota enunciada por el teorema:
q S
) )\(’L,],S)

1—p

n

PUD(C ZWH )Y (1—a)(1-p" > (
|C| i=0 SES(%)

La demostracién de la segunda cota es andloga, usando el hecho de que la segunda desigualdad de
la Proposicion también implica que:

o(C) +wu(y)(v—1)
2

B:={yeFy|dy,z)< Yy C{y eFy | Dc(y) = x)}, para todo x € C.

De manera similar, podemos acotar el valor de la probabilidad de decodificaciéon errénea por:

6(y,z)
PUD(C Z Z (1 — > (1 _ q)wH(U)(]_ _p)n—wH(y)

zeC y€eA
wH(ﬂU) =j

=1—@; Y OY % (1) a-ara-pr

zeC 1=0 3(C)+(y—1)i y€eFy
wn(@= ST ) plit,
5(y,z)=s
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Igual que antes en la ultima igualdad se ha utilizado que § sabemos que por definicién es de la
forma a7y + b con a,b € N, si queremos sumar para todos los valores de § dentro del conjunto B se
tiene que & € S(M)

Finalmente, usando como antes la distribucién de pesos del cédigo C y la notaciéon que hemos

introducido en esta secciéon, llegamos a la segunda cota enunciada por el teorema:

PUD(C) |C|ZWH )Y (1 —q)i (1 —p)n 3 <1f) (i, J, 9).

— < v p
=0 SES(é(C)+§’Y71)1)
O

Ejemplo 3.37. Vamos a utilizar las funciones programadas en SageMath para ambas cotas, Fi-
gura [3.10} en este ejemplo, en el que vamos a ver como haciendo variar uno de los pardmetros del
canal binario asimétrico, en este caso variaremos ¢, como varian la probabilidad de decodificacién
no exitosa y las dos cotas que hemos deducido para ella. Como resultado en las graficas vere-
mos que ambas cotas no son comparables, es decir, que una no es una mejor que la otra, sino que
depende de cada caso concreto, y que por tanto ambas cotas son independientes y tienen relevancia.

Para el codigo formado por tres palabras
¢ ={(0,0,0,0,0),(1,1,0,0,0),(1,1,1,1,1)}

considerando el pardametro p fijo, con valor p = 0,05 y haciendo variar el otro parametro ¢ entre 0,1
y 0,5 podemos ver como varian las cotas y el valor de la probabilidad de decodificacién no exitosa.
La grafica se puede ver en la Figura

Para el codigo formado por las siguientes palabras
¢ ={(0,0,0,0),(0,0,1,0),(0,1,0,0),(1,0,0,0),(0,0,1,1),(1,1,1,1)}

considerando el parametro p fijo con valor p = 0,05 y haciendo variar el pardmetro g entre 0,1 y
0,5 podemos ver como varian también las cotas y el valor de la probabilidad de decodificacién no
exitosa. La gréfica se puede observar en la Figura [3.12]

Finalmente, en este ejemplo se pretende ilustrar los cdlculos que hemos realizado con las funcio-
nes programadas en SageMath sobre todo nos interesa, la funcién Conjunto S, ya que la definicién
de este conjunto puede resultar algo confusa.

Ejemplo 3.38. Sea C = {(0,0,0),(0,1,1),(1,1,1)} = {z1, 79,23} € F3 el cédigo de longitud
n = 3 definido sobre el cuerpo Fy. Ademads, consideramos los siguientes parametros para el canal
binario asimétrico p = 0,1y ¢ = 0, 3. Si quisiéramos calcular la primera cota para la probabilidad
de decodificacién no exitosa, necesitamos calcular los conjuntos S, para cada i y para cada j para
luego poder sumar en ellos. Lo primero, el valor de gamma asociado al canal sera aproximadamente
v~ 1,77 y podemos comprobarlo:

>>> ¢ =[[0,0,0], [0,1,1], [1,1,1]
>>> gamma(0.1,0.3)

1.7712437491614221
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def cota_1(C,p,q):
n = len(C[0])
suma = 0
g = gamma(p,q)

for j in range(n+1):
w_j = polinomio_pesos(C) [j]

for i in range(n+1):
suma_i = ((1 - q)**xi) * ((1 - p)**x(n - 1))
d = discrepancia_minima(C,p,q)

S = conjunto_S((d + (i-j) * (g - 1)) / 2, p, Q)
if len(S)!=0:
for s in S:
bl = binomialreal(j, (i*g - s + j) / (g + 1))
b2 = binomialreal(n - j, (s - j + i) / (g + 1))
suma = suma + w_j * suma_i *((q / (1 - p))**s) * bl * b2
suma = 1 - (1 / len(C))*suma

return suma

def cota_2(C,p,q):
n = len(C[0])
suma = 0
g = gamma(p,q)

for j in range(n+1):
w_j = polinomio_pesos(C) [j]

for i in range(n+1):
suma_i = ((1 - g@)**i) * ((1 - p)*xx(n - 1))
d = discrepancia_minima_simetrica(C, p, q)
S = conjunto_S((d + i* (g - 1)) / 2, p, Q)

if len(8)!'=0:
for s in S:
bl = binomialreal(j, (i*g - s + j) / (g + 1))
b2 = binomialreal(n - j, (s - j + i) / (g + 1))

suma = suma + w_j * suma_i * ((q / (1 - p))**s) * bl * b2

suma = 1 - (1 / len(C))*suma
return suma

Figura 3.10: Las funciones cota 1 y cota 2 calculan las cotas para la probabilidad de decodificacién
no exitosa que proporciona el Teorema[3.36] Un aspecto importante es que el conjunto S del dltimo
sumatorio puede ser vacio, para algin valor de ¢ y j, ese término entonces no aporta nada a la

suma final.
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>>> q = srange(0.05, 0.1, 0.55)

>>> ¢ = [[O, O, O, O, O, [1, 1, O, O, O], [1, 1, 1, 1, 1]1]

>>> for i in range(len(q)):
pud.append (PUD(C,0.05, q[il))
cotal.append(cota_1(C,0.05, q[i]))
cota2.append(cota_2(C,0.05, q[il))

0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50
Parametro q

Figura 3.11: En azul y puntos representados por circulos se pueden observar los valores aproximados
que toma la probabilidad de decodificacién no exitosa.

En naranja y puntos representados por cuadrados se pueden observar los valores que toma la
primera cota para la probabilidad de decodificacién no exitosa.

En verde y con puntos representados por tridngulos se pueden observar los valores que toma la
segunda cota para la probabilidad de decodificacién no exitosa.

0.9 1 R
0.8 4

0.7 1

0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50
Parametro q

Figura 3.12: En azul y puntos representados por circulos se pueden observar los valores aproximados
que toma la probabilidad de decodificacién no exitosa.

En naranja y puntos representados por cuadrados se pueden observar los valores que toma la
primera cota para la probabilidad de decodificacién no exitosa.

En verde y con puntos representados por tridngulos se pueden observar los valores que toma la
segunda cota para la probabilidad de decodificacién no exitosa.
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Ademds, es necesario calcular la discrepancia minima del cédigo es igual a 1, 6(C) = 1.

0(x1,m0) = 2 O(za,21) =27
0(z1,23) =3 d(zs,x1) =37
6(9327 ) =1 6(I3,I2) 1 v

>>> discrepancia_minima(C, 0.1,0.3)

1

Calculemos ahora los conjuntos S necesarios para calcular la primera cota para la probabilidad
de decodificacién no exitosa. Como su valor depende de los valores que vayan adquiriendo i y j,
vamos a hacer una tabla, como i, j varian entre 0 y m, en este ejemplo perteneceran al conjunto
i,7 €{0,1,2,3}. Recordemos que el conjunto es S(h) = {ay+b < h | a,b € N} y los conjuntos que
intervienen en el calculo son de la forma:

S<5(C)+(7—

~06-9)

J\i t=0 1=1 =2 1=3

=01 SG)={0}  S@E)={0} S(*37)={01} S(*5*) ={0,1}
J=1]8(31) ={0} S(3)={0} S =1{0} S5 ={0,1}
j=2 8035 ={0} s()={0}  S(z)={0} S(3) = {0}
J=3 |85 ={0} ST ={0} S ={0} S(3) = {0}

[N

Se puede observar entonces que el conjunto S puede ser vacio, pues por ejemplo en el caso de
1 =0y j = 2, se tiene que h es negativo M ~ —0,27 y por tanto el conjunto S(-0,27) que por
definicién estd formado unicamente por numeros no negativos, no puede contener ningtin elemento.

Esto implica sumar en el conjunto vacio, lo que corresponde con que ese término en el sumatorio
quede multiplicado por cero.
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Capitulo 4

Conclusion

Toda esta teoria de representacién de la respuesta neural a los estimulos desarrollada en la re-
ferencia central de este trabajo [4] en el afio 2013 se utiliza en la actualidad para diversos trabajos
de indole biolégica que siguen buscando modelizar y entender el funcionamiento de nuestro cere-
bro un poco mejor. En este mismo articulo, se estudia ademds como introduciendo una pequena
tolerancia al error, los cédigos del campo receptivo alcanzan el desempeno de los cédigos aleatorios
de comparacién, Secciéon y tienen la ventaja de que representan mejor las relaciones entre los
estimulos. También, existe otra perspectiva de indole algebraica sobre los cédigos neurales, que se
puede observar en el articulo The neural ring: an algebraic tool for analyzing the intrinsic structure
of neural codes [5], publicado a la par en el ano 2013, y que comparte algunos autores con nuestra
referencia principal. Este articulo también ha sido de ayuda para comprender el funcionamiento
del modelo que aqui se explica.

Un ejemplo de la investigacién que surge a raiz de este modelo, lo podemos encontrar en el
articulo siguiente publicado un par de anos después en 2015, A Thesaurus for a Neural Popula-
tion Code 7], dénde se investiga como se puede organizar un cédigo neural en diferentes clases de
equivalencia, donde el contenido de cada una de ellas son todas las representaciones equivalentes
de un mismo estimulo, es decir que ante el mismo estimulo las respuestas que da una poblacién
de neuronas a él aunque no sean iguales, suceso que ha sido observado de forma experimental,
tienen que pertenecer a la misma clase y que dos respuestas de la misma clase por tanto han de
ser intercambiables entre si.

Otros ejemplos méas recientes del uso de esta teoria de cédigos neurales en la investigacion
biolégica sobre el cerebro los proporcionan estos dos articulos. En el articulo Optimal Combinato-
rial Neural Codes With Matched Metric §,.: Characterization and Constructions |15] publicado en
abril de 2023 se demuestra que los codigos neurales alcanzan las cotas superiores para la discre-
pancia asimétrica si el cddigo alcanza las correspondientes cotas superiores para la usual distancia
de Hamming y por tanto los cédigos neurales 6ptimos provienen de los cédigos éptimos usuales.
En este otro articulo también bastante reciente Optimal combinatorial neural codes via symmetric
designs [16] publicado en el verano 2024, se estudian los c4digos neurales que se transmiten usando
el canal asimétrico que son éptimos en el sentido de que igualan una cota propuesta que mejora
la cldsica de Plotkin [10], lo cual serfa imposible en cédigos que se transmiten a través del canal
simétrico clasico.

Finalmente, en este otro articulo A Simple Self-Decoding Model for Neural Coding [1] publicado

también en agosto de 2024, se presenta un modelo novedoso para la decodificacién de los cédigos
neurales, lo que equivale a recuperar a parir del patrén neural respuesta el estimulo que lo genera,
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CONCLUSION

en €l se utiliza la representacién de los estimulos en forma de cédigo neural ya que permite reflejar
la geometria del espacio de estimulos considerado.
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Apéndice A

Cdédigo en SageMath para la
implementacion del canal binario
asimétrico

Todas las simulaciones y graficos que se incluyen en este trabajo han sido realizadas usando el
sistema software matemdtico de SageMath [13| y son implementaciones propias realizadas especifi-
camente para ilustrar este trabajo. En este apéndice, se recogen las funciones principales que se
han ido mostrando segun se definian en el desarrollo del trabajo con mayor detalle, ademas, de
todas las funciones auxiliares que han sido necesarias para programar las principales. Para facilitar
la consulta se incluyen también aqui, ejemplos de uso de todas las funciones, aunque algunos ya
hayan sido expuestos con anterioridad en el trabajo.

# Configuracion inicial
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

import math as ma
from itertools import product

F = GF(2) # Es el cuerpo finito de dos elementos

La funcién transmit unsafe simula la transmisiéon de una palabra del cédigo a través de un canal
binario asimétrico con probabilidades 0 < p < ¢ < 1/2. Para el correcto funcionamiento de esta
funcién es necesario que el vector se defina con coeficientes en el cuerpo de dos elementos F.

def transmit_unsafe(msg,p,q):
for i in range(len(msg)):
# La funcidén random proporciona un numero aleatorio entre 0 y 1
if msgl[i]==0:

if random() <= p:
msgl[i] = msgl[i] + 1
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else :
if random() <= q:
msgli] = msgli] + 1
return msg

>>> msg = vector(F,[0,1,1,0])
>>> transmit_unsafe(msg,0.1,0.4)

0, 1,1, D
>>> transmit_unsafe(msg,0.1,0.4)
(0, 0, 1, 0

La funcién gamma calcula el pardmetro v en funcién de las probabilidades de transmisiéon del
canal binario asimétrico p y q.

def gamma(p, q):
g = ma.log(p / (1-9), q / (1 - p))
return g

>>> gamma(0.2,0.4)
1.584962500721156

>>> gamma(0.1,0.3)
1.7712437491614221

La funcién hamming weight calcula el peso de Hamming e un vector de longitud arbitraria pero
con coeficientes en Fo, porque asume que las entradas no nulas son unos. La suma en Z de las
entradas de un vector con coeficiente en Fy es justamente su peso de Hamming, y esto es justo lo
que se utiliza para calcularlo. Esta funcién serd necesaria para calcular la discrepancia simétrica, la
probabilidad condicionada de recibir un vector habiéndose enviado una palabra del cédigo concreta
y para calcular el polinomio de pesos de un cédigo.

def hamming_weight(x):
s=0
# Sumamos todas las componentes del wvector (son o ceros o unos)
for i in range(len(x)):
s = s + x[i]

return s

>>> x = [0,0,1,1,0,1,0]
>>> hamming_weight (x)

3

>>>y = [0,1,0,0,1,1,1]
>>> hamming_weight (y)

4

La funcién polinomio de pesos devuelve un vector con los coeficientes del polinomio de pesos de
un cédigo, donde el coeficiente de z* o el elemento del vector que esta en la posicién ¢ representa
el nimero de palabras del c6digo que tienen peso exactamente 7.
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def

>>>
>>>

>>>
>>>

polinomio_pesos(C):
s = [0]*(len(C[0])+1)

for ¢ in C: # Si el peso de una palabra del cédigo es 1,
# sumamos 1 a la componente i1-ésima del wvector
i = hamming_weight2(c)
s[i] = s[i] + 1

return s

¢ = [lo, 0, 01, [0, 1, O], [1, 1, O], [1, 1, 1]]
polinomio_pesos(C)

[1, 1’ 1’ 1]

¢ = (flo, 0, 0, 1], [0, 1, O, O], (1, 1, O, O], [1, 1, 1, O]
polinomio_pesos(C)

(0, 2, 1, 1, 0]

La funcién probabilidad 2 es una funcién equivalente, en el sentido de que sus extremos se alcanzan
en los mismos puntos a la probabilidad condicionada de sabiendo que se ha recibido el vector binario
y se haya enviado a través del canal la palabra del cédigo x. Esta definida para dos vectores de
longitud arbitraria pero igual.

def

>>>
>>>
>>>

>>>
>>>
>>>

probabilidad2(x,y,p,q):

# Comprobacidén de que ambos vectores deben tenmer la misma longitud
if len(y) !'= len(x):
raise ValueError("Los vectores y y x deben tener la misma longitud.")

# Cdlculo del numero de posiciones que son unos a la vez en ambos vectores
d1l = sum(l for i in range(len(y)) if y[i] == 1 and x[i] == 1)

# Calculo de los logaritmos involucrados en la funcion
logl = ma.log(((1-p)*(1-q))/(p*q))
log2 = ma.log((1-p)/q)

# Cdlculo del peso de Hamming de la palabra del cédigo
peso = peso_hamming(x)

return dll*logl - peso*log2

y = [1, 0, 0, 1]
x = [0, 1, 0, 0]
probabilidad2(x , y, 0.05, 0.2)

-1.5581446180465497

y [Os O: Oy 1]
x = [0, 1, 1, 1]
probabilidad2(y, x, 0.05, 0.2)

-0.34370051385331823
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La funcion siguiente es decodificadorML, esta calcula, dado un cédigo binario de bloque de longitud
n arbitraria y un vector de la misma longitud que las palabras del c¢édigo con coeficientes también
en el cuerpo de dos elementos Fo y que puede o no pertenecer al cédigo, la tinica palabra del
c6digo que maximiza la probabilidad condicionada de habiendo recibido ese vector y que haya sido
enviada la palabra del codigo x. En el caso de que no exista un tnica palabra el parametro s toma
el valor cero, indicdndonos que se ha producido un error, precisamente porque varias palabras del
cédigo proporcionado maximizan esta probabilidad con el vector recibido y.

def decodificadorML(C,y,p,q):
s=1

# Calculo de la probabilidad condicionada mazrima
prob_max = max(probabilidad2(c,y,p,q) for c in C)

# Busco si existen wvarias palabras en el cdédigo, que proporcionen
# para el vector y, ese valor para la probabilidad condicionada
mejores_c = [c for ¢ in C if probabilidad2(c,y,p,q) == prob_max]

# St existe mds de una palabra del cédigo que mdzimiza la probabilidad
# se cambia el valor del pardmero s a O
if len(mejores_c)!=1:
=0
return s, mejores_c[0]

>>> p = 0.1

>>> q = 0.4

>>> ¢ = [[0, 0, 0], [0, 1, O], [1, 1, 01, [1, 1, 111
>>> y = [0,0,1]

>>> s,x = decodificadorML(C,y,p,q)

>>> if s==1:

print('La decodificacién es tnica y la palabra buscada es:',x)

La decodificacién es tnica y la palabra buscada es: [1, 1, 1]

>>>p = 0.1

>>>q =0.3

>>> ¢ = [[o, O, 1], [0, 1, O], [1, 1, 11]
>>> y = [0,0,0]

>>> s,x = decodificadorML(C,y,p,q)

>>> if s==0:
print('La decodificacién no es tnica')

La decodificacidén no es tnica

La funcion discrepancia es la definicién de la medida de discrepancia no simétrica entre dos vectores
con coeficientes Fo de longitud arbitraria pero igual, que hemos presentado en el ultimo capitulo,
se define en funcién de las probabilidades de transmisién del canal.

def discrepancia(y, x, p, q):
#Se comprueba que la longitud de ambos vectores es igual
if len(y) !'= len(x):
raise ValueError("Los vectores y y x deben tener la misma longitud.")
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# Cdlculo del numero de unos en el vector y que son ceros en el vector T
d10 = sum(l for i in range(len(y)) if y[i] == 1 and x[i] == 0)
# Cdalculo del numero de ceros en el vector y que son unos en el vector
d01 = sum(l for i in range(len(y)) if y[i] == 0 and x[i] == 1)

# Cdlculo del pardmetro gamma
gamma_value = gamma(p,q)

return gamma_value * d10 + dO1

>>>y = [1, 0, 0, 1]
>>> x = [0, 1, 0, 0]
>>> discrepancia(y, x, 0.05, 0.2)

4.558833615477598

>>> vy = [0, 0, 0, 1]
>>>x = [0, 1, 1, 1]
discrepancia(y, x, 0.05, 0.2)

2.0

La funcién discrepancia simétrica es la segunda nocién de discrepancia que se presenta en el ultimo
capitulo entre vectores con coeficientes en Fo que tienen la misma longitud y que atraviesan un
canal asimétrico de pardmetros p y ¢. Se calcula a partir de la discrepancia no simétrica.

def discrepancia_simetrica(y,x,p,q):
#Se comprueba que la longitud de ambos vectores es igual

if len(y) != len(x):
raise ValueError("Los vectores y y x deben tener la misma longitud.")

dis_sim = discrepancia(y,x,p,q) - hamming_weight (y)*(gamma(p,q)-1)
return dis_sim

>>> p = 0.2

>>> q =0.3

>>> x = [0,0,1,0]

>>>y = [0,1,0,0]

>>> discrepancia_simetrica(y,x,p,q)
2.0

>>>p = 0.1

>>> q =0.4

>>> x = [0,0,1,0,0]

>>>y = [0,1,0,0,1]

>>> discrepancia_simetrica(x,y,p,q)
3.0
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La funcién discrepancia minima encuentra la discrepancia minima no simétrica que existe entre
dos palabras de un cédigo de bloque binario, es decir, se asume que todas las palabras tienen la
misma longitud. Ademads, las probabilidades de transicién del canal binario asimétrico son p y ¢.

def

>>>
>>>

>>>
>>>

discrepancia_minima(C,p,q):
min_dis_c = discrepancia(C[0], C[1], p,q)

# Se recorren todas las palabras del codigo en orden
for i in range(len(C)):

# Se compara cada una de ellas con cada una de las siguientes
for j in range(len(C)):

if j>i:
# Debido a la su astmetria hay que calcular las dos
d_izq = discrepancia(C[i], C[jl,p,q)
d_der = discrepancia(C[j], C[il,p,q)
d = min(d_izq, d_der)

if d < min_dis_c:
min_dis_c = d
return min_dis_c

¢ =[[0,0,0], [0,1,1], [1,1,1]]
discrepancia_minima(C, 0.1,0.3)

1.0

¢ =([0,0,0,0], [0,1,1,1], [1,1,1,0]]
discrepancia_minima(C, 0.1,0.25)

2.572995379644637

La funcién discrepancia minima simétrica encuentra la discrepancia minima, pero esta vez la
simétrica, que existe entre dos palabras de un cédigo de bloque binario, es decir, se asume que
todas las palabras tienen la misma longitud. Ademas, las probabilidades de transicién del canal
binario asimétrico son p y q.

def

discrepancia_minima_simetrica(C,p,q):
min_dis_sim_c = discrepancia_simetrica(C[0], C[1], p,q)

# Se recorren todas las palabras del cédigo en orden
for i in range(len(C)):

# Se compara cada una de ellas con cada una de las siguientes
for j in range(len(C)):

if j>i:
# Por su simétria, da igual calcularla para cualquier orden
# de las dos palabras
d = discrepancia_simetrica(C[i]l, C[jl,p,q)

if d < min_dis_sim_c:

min_dis_sim_c = d
return min_dis_sim_c
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>>>
>>>

>>>
>>>

c = [(1,0,0), (0,1,1), (1,1,1)]
discrepancia_minima_simetrica(C,0.1,0.3)

-0.5424874983228443

¢ =[([0,0,0,0], [0,1,1,1], [1,1,1,0]]
discrepancia_minima_simetrica(C,0.1,0.25)

0.8540092407107256

La funcién con el nombre de decodificador, calcula, dado un cédigo binario de bloque de longitud n
arbitraria y un vector de la misma longitud que las palabras del cédigo con coeficientes también en
el cuerpo de dos elementos Fy y que puede o no pertenecer al cédigo, la tinica palabra del cédigo
que minimiza la discrepancia no simétrica con este vector. En el caso de que no exista un unica
palabra el pardmetro s toma el valor cero indicindonos que se ha producido un error, precisamente
porque varias palabras del cédigo proporcionado minimizan la discrepancia con el vector recibido.

def

>>>
>>>
>>>
>>>
>>>
>>>

>>>
>>>
>>>
>>>
>>>
>>>

decodificador(C, r, p,q):

s=1

# Cdlculo de la discrepancia de cada palabra del cédigo con la Tectbida
min_dis = min(discrepancia(r, c, p, q) for c in C)

# Busqueda de las palabras en el cdédigo, que proporcionen para el vector T
# ese wvalor de discrepancia minima
mejores_c = [c for c¢c in C if discrepancia(r,c,p,q) == min_dis]

# St existe mds de una palabra del cédigo que mdzimiza la probabilidad
# se cambia el wvalor del pardmero s a O
if len(mejores_c)!=1:
=0
return s, mejores_c[0]

p=20.1

q=20.4

¢ = [lo, o0, o], [0, 1, O], [1, 1, O], [1, 1, 1]]
y = [0,0,1]

s,x = decodificador(C,y,p,q)

if s==1:

print('La decodificacién es idnica y la palabra buscada es:',x)

La decodificacién es tnica y la palabra buscada es: [1, 1, 1]

p=20.1

q=20.3

c=[[0, O, 11, [0, 1, O], [1, 1, 1]]
r = [0,0,0]

s,x = decodificador(C,r,p,q)

if s==0:

print('La decodificacién no es tunica')

La decodificacidén no es tnica

7
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La siguiente funcién probabilidad condicionada que se define es la que calcula la probabilidad
condicionada de recibir el vector y habiéndose enviado por el canal asimétrico de pardmetros p y
q, la palabra del c6digo x. Ambos vectores binarios deben tener la misma longitud, se supone que
el ruido afecta a los digitos existentes no se pierden ni se producen nuevos digitos.

def prob_condicionada(y,x,p,q):

# Numero de unos en el vector y que son ceros en la palabra
d10 = sum(l for i in range(len(y)) if y[i] == 1 and x[i] == 0)

#Nimero de ceros en el vector y que son unos en la palabra
d01 = sum(l for i in range(len(y)) if y[i] == 0 and x[i] == 1)

Pr = (q/(1-p))**(d01) * (p/(1-@))**(d10) * (1-q)**(hamming weight(y)) *
* (1-p)**(len(y)-hamming_weight (y))
return Pr

>>> x [0,0,1,0,1,0]
>>> y [1,1,1,0,1,0]
>>> prob_condicionada(y,x, 0.1,0.3)

0.00396900000000000

>>> x [0,1,1,0,1,0]
>>> y (0,1,0,0,1,0]
>>> prob_condicionada(y,x, 0.1,0.3)

0.107163000000000

A continuacién, vamos a definir dos funciones auxiliares. La primera con el nombre de espacio
vectorial crea una lista con todos los vectores del espacio vectorial sobre el cuerpo de p elementos,
aunque en nuestro caso solo seria necesario el cuerpo de dos elementos, y de dimensién n. La
segunda funcién comparar listas devuelve un valor numérico tras comprobar si dos listas son iguales
elemento a elemento, si todos los elementos son iguales y por tanto lo son las listas devuelve un 1,
y si no, devuelve un 0, ademds se asegura que la longitud de ambas listas que se quieren comparar
coincide.

def espacio_vectorial(p, n):
return [list(v) for v in product(range(p), repeat=n)]

def comparar_listas(l,m):
#Se comprueba que la longitud de ambas listas es igual
if len(1l) !'= len(m):
raise ValueError("Los vectores y y x deben tener la misma longitud.")
else :
len(1)

n =
s=0
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for i in range(n):
if 1[i]==m[i]:
s = s+l
if s == n: # Si todos los elementos son iguales
return 1
else :
return 0

La siguiente funcién es PUD, que calcula la probabilidad de decodificacién errénea de un cédigo
binario en funcién de las probabilidades de transmisién del canal p y q.

def PUD(C,p,q):
n = len(C[0])

# Se crea una lista con todos los vectores del espacio wectorial
elementos = espacio_vectorial(2,n)
P=20

#Se recorren todas las palabras del cddigo
for ¢ in C:

# Para cada palabra se recorren todos los postbles wvectores
for y in elementos:
s, d = decodificador(C,y,p,q)

# St el vector y no decodifica por la palabra del cddigo c,
# se suma la probabilidad condicionada de obtener y enviado .
if s==1:
if comparar_listas(d,c) ==
P = P + prob_condicionada(y,c,p,q)
else:
P = P + prob_condicionada(y,c,p,q)

P = Px (1/1len(C))
return P

>>> codigo= [[0, O, 0],[0, 1, 1],[1, 1, 1]]
>>> PUD(codigo,0.1,0.3)

0.244666666666667

>>> codigo= [[0, 0, 11,[0, 1, 0],[1, 1, 1]1]
>>> PUD(codigo,0.1,0.3)

0.339666666666667
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La funcién conjunto S calcula todos los elementos que pertenecen al conjunto
Shy={s<h | s=ay+b y a,beN}

dado un nimero h € R arbitrario. Como los elementos del conjunto son combinaciones lineales de
1y ~, su valor depende de los parametros p y q.

def conjunto_S(h,p,q):
# Calculo del pardmetro gamma
g = gamma(p,q)

# Elegimos un numero natural un poco mds grande que el nimero
n = ceil(h)
s =00

#Recorremos todos los numeros naturales mds pequefios que €l
for a in range(n):
for b in range(n):

# Si la combinacidon lineal obtenida es menor que el numero inicial,
# la aftadimos al conjunto
if a+g*b<h:
S.append (a+g*b)
return S

>>> conjunto_S(3.4, 0.1, 0.4)

[0.0, 2.209511291351455, 1.0, 3.209511291351455, 2.0, 3.0]
>>> conjunto_S(1.89, 0.2, 0.4)

[0.0, 1.584962500721156, 1.0]

La funcién binomial real es una adaptacién de la funcién binomial que solo esta definida cuando
los coeficientes del binomio son naturales. Cuando los coeficientes binomiales no son naturales, sim-
plemente se define el valor del niimero combinatorio como cero. Ademads, se presenta computacional-
mente otro problema, por la definicién del nimero A, en la Nota [3:3T] los coeficientes del nimero
combinatorio pueden ser nimeros reales con infinitos decimales, pero la precision de SageMath es
limitada, los niimeros reales que almacena tienen 16 cifras decimales. Esto provoca que al hacer
las operaciones que se piden al calcular las cotas para la probabilidad de decodificacién no exitosa,
exista la probabilidad de que no obtenga un nimero natural cuando el resultado de la operacién
si lo es, precisamente por operar con un nimero de cifras finito.

def binomialreal(n,m):

# Comprobamos st n y m son aproximadamente numeros naturales
if (N(n,13) in NonNegativeIntegers()) and (N(m,13) in NonNegativeIntegers()):

# Cdalculo del mumero combinatorio con los numeros naturales a
# los que se aproziman
s = binomial (round(n),round(m))

else

s =0
return s
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>>> binomialreal (5.0000000000000002, 1)

5

>>> binomialreal (8, 0.3)

0

La funcién cota 1 calcula la primera cota para la probabilidad de decodificacién no exitosa y
andlogamente la funcién cota 2 calcula la segunda cota para la decodificacién no exitosa. Como
ya se comento anteriormente, es necesario tener cuidado con el conjunto S, ya que este puede ser
vacio y en este caso no debemos sumar nada. La otra dificultad que presentaba es el calculo de los
coeficientes binomiales, pero que ya que solvento en la funcién binomial real.

def cota_1(C,p,q):
n = len(C[0])
suma = 0
g = gamma(p,q)

# Cdalculo del numero de palabras del cédigo que tienen peso j
for j in range(n+1):
w_j = polinomio_pesos(C) [j]

for i in range(n+1):
suma_i = ((1 - @)**i)*((1 - p)**(n - 1))
d = discrepancia_minima(C,p,q) # Discrepanctia minima del cdédigo

# Conjunto de wvalores del conjunto S, para esa combinacion de % Yy J
S = conjunto_S((d + (i-j)*(g - 1))/2, p, Q)

# Comprobamos si el conjunto S contiene algun elemento,
# si esta wacio no sumamos nada
if len(S)!=0:

for s in S:
bl = binomialreal(j, (i*g - s + j) / (g + 1))
b2 = binomialreal(n - j, (s - j + 1) / (g + 1))
suma = suma + w * suma_i * ((q/(1 - p))**s) * bl * b2

suma = 1 - (1 / len(C))*suma
return suma
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def

>>>
>>>
>>>

>>>
>>>
>>>

cota_2(C,p,q):
n = len(C[0])
suma = 0

g = gamma(p,q)

# Cdalculo del numero de palabras del codigo que tienen peso jJ
for j in range(n+1):
w_j = polinomio_pesos(C) [j]

for i in range(n+1):
suma_i = ((1 - @)**i) * ((1 - p)**(n - 1))
d = discrepancia_minima_simetrica(C, p, q)

# Cdlculo de los elementos de conjunto S para este valor de %
S = conjunto_S( (d + ix (g - 1)) / 2, p, Q)

# Comprobamos si el conjunto S tieme o no elementos
if len(S)!=0:
for s in S:
bl = binomialreal(j, (i*g - s + j) / (g + 1))
b2 = binomialreal(n - j, (s - j + 1) / (g + 1))
suma = suma + w_j * suma_i * ((q / (1 - p))**s) * bl* b2

suma = 1 - (1 / len(C))*suma
return suma

¢ = [[o, o, 11,00, 1, 01,[1, 1, 111
print(cota_1(C,0.1,0.3))
print(cota_2(C,0.1,0.3))

0.507666666666667
0.360666666666667

¢ = [[0, 0, O],[0, 1, 11,[1, 1, 111
print(cota_1(C,0.1,0.3))
print(cota_2(C,0.1,0.3))

0.495666666666667
0.738666666666667
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