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Resumen:

Las teorias de homologia se introducen para asociar a diferentes tipos de objetos
matematicos sucesiones de grupos y homomorfismos que contienen informacion sobre
dichos objetos. Para espacios topologicos, dos de las teorias mas conocidas son la
homologia singular y la simplicial. En este trabajo se introduce y estudia la homologia
cubica, que es similar a la simplicial pero utiliza n-cubos singulares, en lugar de n-
simplices. Se hara la construccion de dicha homologia y se estudiaran sus propiedades,
comparandolas con las teorias mencionadas.

Palabras clave: Teoria de homologia, homologia cubica, topologia algebraica

Abstract:

Homology theories are introduced to associate different types of mathematical objects
with group sequences and homomorphisms that contain information about these objects.
For topological spaces, two of the most well-known theories are singular homology and
simplicial homology. In this work, cubic homology is introduced and studied, which is
similar to simplicial homology but uses singular n-cubes, instead of n-simplices. The
construction of this homology will be made and its properties will be studied, comparing
them with the aforementioned theories.
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Introduccion

La topologia algebraica nace a finales del siglo XIX y principios del XX como
una disciplina que aplica métodos algebraicos al estudio de problemas topoldgicos.
Esta aproximacion ha demostrado ser muy interesante, permitiendo clasificar y
distinguir espacios topoldgicos mediante invariantes algebraicos asociados a ellos.
Entre estos invariantes, los grupos de homologia destacan por su versatilidad para
estudiar propiedades esenciales de los espacios topoldgicos.

El concepto de homologia tiene su origen en los trabajos de Henri Poincaré,
quien introdujo las primeras nociones de lo que hoy conocemos como homologia
simplicial. Durante las décadas siguientes, matematicos como Emmy Noether,
Heinz Hopf, Leopold Vietoris y Pavel Alexandrov, entre otros, contribuyeron de-
cisivamente a formalizar y generalizar estas ideas, hasta establecer la teoria de
homologia como la conocemos actualmente.

En el contexto del grado, el primer acercamiento a la homologia se realiza a
través de la homologia simplicial. Esta aproximacion, construida sobre complejos
simpliciales finitos, resulta 1til para el estudio de espacios que admiten triangula-
ciones, como poliedros o variedades compactas. Sin embargo, presenta limitaciones
importantes al tratar con espacios topoldgicos generales que no admiten triangu-
laciones o cuya triangulacion resultaria excesivamente compleja de construir o
manipular.

Para superar estas restricciones, surgieron teorias mas generales como la ho-
mologia singular. Esta aproximacion utiliza simplices singulares (aplicaciones con-
tinuas del simplice estdndar en el espacio) para construir los grupos de homologia.
La homologia singular ofrece la ventaja fundamental de ser aplicable a cualquier
espacio topoldgico, ademés de proporcionar un marco teérico adecuado para de-
mostrar propiedades fundamentales como la invarianza homotdpica.

En este trabajo, sin embargo, nos centramos en la homologia cubica, una va-
riante menos conocida pero igualmente interesante. La homologia cubica utiliza
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cubos en lugar de simplices como bloques fundamentales de construccion. Esta
eleccion presenta varias ventajas significativas: en primer lugar, la estructura pro-
ducto de los cubos facilita notablemente el proceso de subdivisién, que resulta mas
natural y geométricamente intuitivo que en el caso simplicial; en segundo lugar,
la formulacién de ciertas demostraciones y construcciones adquiere mayor claridad
geométrica cuando se trabaja con cubos. No obstante, la homologia ctbica tam-
bién presenta ciertas particularidades que deben abordarse cuidadosamente, como
la necesidad de considerar explicitamente los cubos degenerados.

Para desarrollar esta teoria, seguiremos principalmente el enfoque propuesto
por William S. Massey en su texto “Singular Homology Theory” [0], adaptandolo
a nuestro contexto y perspectiva. El trabajo se estructura de la siguiente manera:

En el Capitulo 1, introducimos los conceptos algebraicos fundamentales ne-
cesarios para el desarrollo posterior. Revisamos las nociones de grupos libres, su-
cesiones exactas, complejos de cadenas y homotopias en el contexto algebraico,
estableciendo asi la base formal para nuestras construcciones.

El Capitulo 2 esta dedicado a la construccién detallada de los grupos de ho-
mologia ctbica. Partiendo de la definicién de cubos singulares y sus caras, de-
sarrollamos paso a paso los grupos de cadenas ctbicas, el operador frontera vy,
finalmente, los grupos de homologia. Estudiamos también las propiedades funda-
mentales de estos grupos y cémo se comportan bajo aplicaciones continuas entre
espacios topoldgicos.

En el Capitulo 3, abordamos la homologia relativa y sus propiedades. La ho-
mologia relativa nos permite estudiar como un espacio difiere de un subespacio
dado, proporcionando una herramienta esencial para el andlisis topoldgico. Estu-
diamos la sucesion exacta de un par, el teorema de escisién y técnicas como la
subdivisién de cubos, estableciendo la relacién entre la homologia relativa y la
homologia absoluta. Comentamos la relacion entre esta teoria y las mencionadas
anteriormente.

Finalmente, en el Capitulo 4, aplicamos la teoria desarrollada para calcular
explicitamente los grupos de homologia de diversos espacios topolégicos significati-
vos, centrandonos particularmente en las esferas. Introducimos ademaés el concepto
de grado de una aplicacion entre esferas, demostrando algunas de sus propiedades
fundamentales y presentando aplicaciones clasicas como el teorema del punto fijo
de Brouwer y resultados sobre campos vectoriales en esferas.

A lo largo del trabajo, ponemos especial énfasis en la perspectiva geométrica,
intentando que los conceptos algebraicos abstractos mantengan su conexiéon con
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la intuicion espacial. Aunque los resultados presentados son clasicos en la teoria
de homologia, la aproximacién cubica ofrece una visiéon alternativa y, en muchos
aspectos, méas accesible que facilita la comprension de estas poderosas herramientas
matematicas.






Capitulo 1

Conceptos iniciales

1.1. Grupos libres

A lo largo del texto, vamos a construir y trabajar con grupos abelianos libres
y sus cocientes. Esta seccidon establece la base algebraica necesaria.

Dado un conjunto X, consideramos el grupo libre abeliano generado por X
definido como el conjunto de sumas formales con coeficientes en 7Z,

Gp(X) = {Z n.x | ng € Z, n, =0 casi siempre} = @Zx,

zeX T
con Z, = 7.

El grupo se denomina libre porque no existen relaciones algebraicas entre sus
generadores. Al ser grupos abelianos, todos sus subgrupos son normales y, por lo
tanto, podemos realizar el cociente sin restricciones.

Notacion. Un elemento Y n,z solo tiene una cantidad finita r de términos no
nulos, por lo que lo escribiremos como nyxy + - -+ + n,x, con n; = n,,.

Observacion 1.1. Por convenio, si X = (), el grupo generado por el conjunto
vacio es el grupo trivial, Gp(0) = {0}.

De esta forma, X actia como base del grupo y cada elemento se escribe de
forma tinica como combinacién lineal de los elementos de X. La operacion se define

naturalmente como
Z NyT + Z Myl = Z(nx +mg)x,
xT X xr

5
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y las propiedades de grupo se heredan directamente de las propiedades de Z. Un
subconjunto A de X genera un subgrupo, Gp(A) C Gp(X).

Propiedades 1.2 (Propiedad esencial de los grupos libres). Sea H un grupo abe-
liano y sean h, € H elementos cualesquiera, para cada v € X. Entonces existe un
unico homomorfismo de grupos F: Gp(X) — H tal que F(x) = h,, para todo
reX.

De hecho, F'(}°, n.x) =Y, nyhy, por lo tanto, dado un homomorfismo cual-
quiera f: Gp(X) — H, basta conocer como actua para cada z € X.

Dados grupos G, H, un morfismo f: G — H y subgrupos A C G, B C
H, si f(A) C B, entonces f induce un homomorfismo f,: % — %, dado por

filg+A)=f(g9)+ B.

1.2. Sucesiones exactas

Dada una sucesién de grupos y homomorfismos de grupos

s G MG, G s

decimos que es una suceston exacta si ker f,, = Im f,, .1, para todo n. Una sucesion
exacta corta es una sucesion exacta del tipo

0— A B 2500

que, por tanto, cumple que f es inyectiva, g es sobreyectiva e Im f = ker g. Por el
primer teorema de isomorfia, en este caso se tiene % =~ (C, con f(A) = A, por la
inyectividad.

Un resultado interesante en relacion con las sucesiones exactas, y que usaremos
mas adelante, es el conocido como lema de los cinco.

Lema 1.3 (Lema de los cinco). Dado el siguiente diagrama

A Ay 2 Ay B A s A

bl

Bl - BQ - Bg - B4 - B5

J1 J2 J3 J4

si cada fila es una sucesion exacta, cada cuadrado es conmutativo, fo y fi son
isomorfismos, fi es un epimorfismo y f5 es un monomorfismo, entonces f3 es un
1somorfismo.
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Este lema es consecuencia de los dos siguientes.

Lema 1.4 (Lema de los cuatro, primera versién). Dado el siguiente diagrama

Ay 4y -2 Ay Ay

F

Bl - B2 - Bg - B4

J1 J2 J3

si cada fila es una sucesion exacta, cada cuadrado es conmutativo, fo y fi son
monomorfismos y f1 es un epimorfismo, entonces fs es un monomorfismo.

Demostracion. Queremos ver que f3 es inyectivo. Sea ag € Aj tal que f3(az) =
0. Como el tercer cuadrado es conmutativo, j3(f3(as)) = fi(iz(az)) = 0. Luego
is(ag) € ker fy = {0}, ya que f4 es un monomorfismo. Por lo tanto, iz(as) = 0.
Entonces az € keriz = Imiy, porque forman una sucesién exacta. Luego, existe
un elemento ay € Ay tal que ig(az) = as, por lo que 0 = f3(az) = f3(iz(az)) =
Ja(fa(az)). Entonces fi(ag) € kerj, = Imj;. Se tiene un elemento b; € Bj tal
que j1(b1) = fa(az), y a su vez, por ser fi; epimorfismo, existe a; € Ay, tal que
b1 = fi(a1). Entonces, fo(az) = ji(fi(a1)) = f2(i1(a1)). Como fy es inyectivo,
as =iy(ay) € Imi; = keriy. Finalmente, a3 = is(as) = 0, como querfamos probar.

Lema 1.5 (Lema de los cuatro, segunda versién). Dado el siguiente diagrama

Ay 25 Ay B0 Ay s A

bl

B2 - Bg - B4 - B5

J2 J3 J4

si cada fila es una sucesion exacta, cada cuadrado es conmutativo, fo y fi son
epimorfismos y f5 es un monomorfismo, entonces f3 es un epimorfismo.

Demostracion. De forma similar al lema anterior, queremos comprobar que f3
es sobreyectivo. Sea b3 € Bs. Veamos que existe © € Aj tal que f3(z) = bs.
Tenemos que js(b3) € Imjs = ker j4, luego js(js(bs)) = 0. Ademéds, como f; es
un epimorfismo, existe ay € Ay tal que fy(as) = js(bs). Entonces 0 = j4(js(b3)) =
Ja(fa(as)) = f5(is(ayq)), que por ser f5 un monomorfismo, implica iy(as) = 0. Por lo
tanto, ay € keriy = Imiz. Es decir, existe ag € Az tal que i3(a3) = a4. Tenemos que
j3<b3) = f4(a4) = f4(i3(a3)) = jg(fg,(ag)), entonces b3 —f3(a3) c kerjg = III]]Q Sea
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by € By un elemento tal que ja(by) = b3 — f3(as). Como f5 es un epimorfismo, existe

az € As con fa(as) = bs. Por lo tanto, by— f3(as) = ja(b2) = ja(fa(az)) = f3(iz(az2)).
Finalmente, b3 = f3(as + ia(ag)), con = az + iz(az) € As el elemento buscado.

1.3. Cadenas de grupos

Vamos a introducir el concepto general de homotopia de cadenas en el contexto
algebraico.

Definicién 1.6. Un complejo de cadenas (A, 9), (A, 1), o simplemente A cuando
no haya ambigiiedad, es una sucesiéon de grupos abelianos {4, } junto con una
coleccién de homomorfismos 0,,: A, — A, _1 que satisfacen 9, o 0,11 = 0.

Esta tltima condicién sobre los homomorfismos 0 implica que Im 0,1 C ker 0,
lo que permite introducir la siguiente definicién.

Definicién 1.7. Dado un complejo de cadenas (A, 9), llamamos n-ésimo grupo de

homologia de A al cociente
ker 0,

- Im (9n+1 '

H,(A)

Definicién 1.8. Sean (A, 94) y (B,97) dos complejos de cadenas, un homomor-
fismo f de A en B es una coleccion de homomorfismos f,,: A, — B, tal que el
siguiente diagrama es conmutativo,

87?+2 6;?“ oA 0An—1
..-éAn_‘rléAnéAn_lé..-

fn+ll fnl/ fnll
8., o ob 07y

41
MR N B TS B

En particular, fod = 0o f, luego se inducen los homomorfismos en los grupos de
homologia
(fn)e: Ho(A) — Hy(B).

Definicién 1.9. Dados f y g, homomorfismos entre los complejos de cadenas
(A,04) y (B,9P), una homotopia de cadenas entre f y g es una coleccién de
homomorfismos ¢, : A, — B,11 que satisface

gn_fn:af+1090n+§0n—loaf' (1'1)
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Proposicion 1.10. Sean A y B complejos de cadenas, y sean f,g: A — B ho-
momorfismos de cadenas. Si existe una homotopia de cadenas entre f y g, entonces

(fu)s = (gn)«, para cada n.

Demostracion. Fijamos n y consideramos f, g.: H,(A) — H,(B). Sea a €
H,(A), debemos probar que f.(a) = g.(a) en H,(B). Sea a' € ker 0 un ele-
mento tal que a = @’ + Im 84. Puesto que f.(a) = f(a') + Im 07, basta demostrar
que f(a') — g(a’) € Im 95,

Por hipoétesis, existen homomorfismos ¢,,: A, — B, 1 que verifican 1.1 por lo
que

9n(@) = fuld') = 0 (0n(a') + 0n-1(0%(a"))
= 0" (pu(a)) + u-1(0) = 8% (pu(d’)),

luego f,(a') — gn(a’) € ImdE, ;.

Consideramos tres complejos de cadenas (A, 04), (B,97) y (C,0%) tales que
existen colecciones de homomorfismos f y g de forma que, para cada n

fn

0 A, B,—"—~C, 0 (1.2)

T
0 An_l fnfl Bn_l gn—1 Cn_lﬁo

es un diagrama conmutativo, y donde cada fila es una sucesion exacta. Es decir,
los f son monomorfismos, los g son epimorfismos y ker g, = Im f,,, para todo n.
Ademas, los homomorfismos f y ¢ inducen los correspondientes homomorfismos
en los grupos de homologia.

Vamos a definir una aplicacién d: H,(C) — H,_1(A). Dado ¢, € kerdS C C,,
existe b, € B, tal que ¢, = g,(b,), ya que g, es sobreyectiva. Por lo tanto,

0 =9, (ca) = 05 (9a(bu)) = gu-1(5; (bw)),

es decir, 93(b,) € kerg, 1 = Im f,_;. Como f, ; es inyectiva, existe un tinico
an_1 € A,y tal que fr_1(an_1) = 02(b,). Se define, entonces,

d(c, +TmdC, ) = a1 +Imd;.

n
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Proposicién 1.11. La aplicacion d estd bien definida y es un homomorfismo de
grupos.

Demostracion. Para ver que estd bien definida, solo hay que comprobar que no
depende de la eleccion de b,. Sean b,, b, € B, tales que ¢, = ¢,(b,) = gn(b),).
Por una parte, sabemos que existen entonces a,_1,a, ; € A,_1, dnicos, con
fono1(an_1) = 08(by), fn1(al,_,) = OB(Y,). Por otra parte, g,(b, — b)) = 0, luego
b, — bl € ker g, = Im f,, siendo este tltimo un monomorfismo. Entonces existe un
tinico elemento a,, € A, tal que f,(a,) = b, — b,. Aplicando 97,

07 (falan)) = fo1(07(an)),
65(1771 - b;) = 8f(bn) - 35(6’”) = fo-1(an-1) — fn—1<a;1—1)7

y por ser f, i inyectiva, a, 1 — al,_; = 04(a,) € Im 9. Es decir, d estd bien

definida.

Para ver que es un homomorfismo, sean c,,c, € ker 9, hay que comprobar
que d((¢y + ) +Im S ;) = d(c, + Im IS ,) + d(d, + Im S, ;).

Para ¢, € kerdY, sea b, € B, tal que ¢, = gn(b,) y sea a,_1 € A,_; el tinico

elemento tal que f, 1(a,_1) = 02(b,). De manera similar ¢, € ker 9, tomamos
b, € B, con c, = g,(b),) y el tnico a/,_; € A,_1 que cumple f, 1(al, ;) = 0Z(¥).
Se tiene entonces

d(e, + Im8§+1) +d(c), + Im (3S+1) = (ap_1+a, ;) + Im@fl‘.

Por otro lado, ¢, + ¢, = gn(bp + V), v fu1(an_y +al,_,) = 05(b, + V), luego
an-1+a,_; € A,_1 es el elemento que cumple

d((ca+¢,) +Tm 87, ) = (an-1 +a_y) +1m 8y,

como queriamos probar.

Proposicion 1.12. La siguiente sucesion es una sucesion exacta
. — Ho(A) 25 H,(B) 25 H,(C) -5 H, 1 (A) 25 H, (B) — -

que llamaremos sucesion exacta larga de homologia.
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Demostracion. Para cada n, se tienen que comprobar las igualdades ker g, = Im f,,
kerd = Im g, y ker f, = Imd.

Como A, B y C forman sucesiones exactas a partir de f y g, se tiene go f = 0,
en consecuencia, g, o f, = 0, y por lo tanto, Im f, C ker g,.

Sea b, + Im 9P, € ker(g,).. Es decir, g,(b,) € Im S, ,, por lo que existe ¢, 1 €
Cpy1 tal que g,(b,) = 0Y +1(cng1). Como g1 es sobreyectiva, existe un elemento
bn+1 € By tal que gny1(bpt1) = cugr1 y, por lo tanto,

gn(bn) = 87%—1 (Cn+1) = ag—i—l (9n+1<bn+l)) = gn(af+1<bn+l))v

por lo que b, — 8f+1(bn+1) € kerg, = Im f,. Sea a, € A, tal que f,(a,) =
by — 02 (bps1). Es decir, fn(a,) — b, € Im 9%, . Ademds,

fnfl(af(an)) = af(fn(an)) = af(bn - afﬂ (bnt1)) = af(bn) =0,

pues b, € ker 95, luego, como f,,_; es monomorfismo, 8;?(%) = (0. Entonces a,, +
Imd € H,(A) con fi(a, +Imoit ) = fla,) + ImdZ, = b, + Im P, ;. Queda
probado que ker g, C Im f,.

Veamos que ker d = Im(g, ). Por un lado, sea b, € ker 92, hay que comprobar
que d((gn)«(bn + Im afﬂ)) =0,

d((gn)«(bn + Im afﬂ)) = d(gn(bn) + Im 87?4’1)'
Por definicion de d, existe a,_1 € A,,_1 tal que
d(gn(b,) +1m 85, ,)) = a1 + Im 82,

donde f,,_1(a,_1) = 08(b,) = 0, luego a,_1 = 0, por la inyectividad de f,_;.

Por otro lado, sea ¢, € ker 95 tal que d(c,, +ImdS, ;) = 0, es decir, existe b, € B,
con gn(b,) = ¢, v existe a,_; € Imd? con f,_1(a,_1) = 02(b,). Luego existe
a, € A, tal que a,_; = d’}(a,), y por tanto,

af@ﬂ) = fo-1(an-1) = fn—l(a;?(an» = af(fn(an»’

por lo que b, — f,(a,) € ker OZ. Entonces,

(gn)*(bn - fn(an) + Im af—i—l) = gn(bn - fn(an)) + ag—&-l = ¢, + Im av?—&-l?

ya que ¢,(b,) = ¢,y go f =0. Luego kerd C Im g..
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Finalmente, comprobamos que ker f, = Imd. Sea ¢, € ker 3¢, veamos que

(fo1)x(d(cp, +Tm S })) = 0.

Sea b, € B, tal que ¢,(b,) = ¢, y an_1 € A, el tnico que f,_1(a,_1) = 0Z(b,).
Luego,

(fo1)e(d(cn +Im O ) = (fa-1)ln-1 +Im0y) = fui(@n-) + Im O} = 0.

Para la contencién contraria, tomamos a,_; € kerd4 | tal que (f,_1)«(an_1 +
Imd?) = 0. Esto es que f, 1(a,_1) € Imd?, luego existe b, € B, tal que
fno1(an_1) = 02(b,). Ademss,

85(9n<bn)) = gn—l(af(bn)) = gn-1(fa-1(an-1)) =0,

por lo que g,(b,) € ker 3. Entonces, se tiene que
d(gn(by) + 1m0 |) = ap_1 + Im 97,

confirmando ker f, C Imd.

1.4. Equivalencias homotépicas

Introducimos el concepto de homotopia en espacios topoldogicos, que mas ade-
lante veremos cémo se relaciona con la homotopia de cadenas en nuestro estudio.

Definicién 1.13. Sean f,g: X — Y dos aplicaciones continuas entre espacios
topoldgicos. Decimos que son homoétopas, y lo denotamos por f ~ g, si existe una

aplicacién continua F': [0,1] x X — Y, a la que llamamos homotopia, que cumple
F(0,z2) = f(z) y F(1,2) = g(x) para cada = € X.

Esta definicién establece una relacion de equivalencia en el conjunto de las
aplicaciones continuas de X en Y. A las clases de equivalencia resultantes las
denominamos clases de homotopia.

Definicién 1.14. Decimos que X e Y tienen el mismo tipo de homotopia, o
que son homotépicamente equivalentes, y lo escribimos como X ~ Y, si existen
aplicaciones continuas f: X — Y, ¢g: Y — X tales que fog ~ Idy y gof ~ Idy,
donde Idx y Idy denotan las identidades en X e Y respectivamente. En este caso,
a f (v a g) se le llama equivalencia homotdpica.
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La condicién de espacios homeomorfos es mas restrictiva que la de espacios
homotépicamente equivalentes, pues requiere igualdad en lugar de homotopia. Los
espacios homotépicamente equivalentes a un punto reciben el nombre de espacios
contrdctiles; los espacios convexos de R™ constituyen un importante ejemplo de
estos espacios.

Definicién 1.15. Decimos que un subespacio A C X es un retracto por defor-
macién de X si existe una aplicacién continua 7: X — A, a la que llamamos
retraccion, que restringida a A es la identidad en A y tal que, sii: A — X es la
inclusion, entonces r o i ~ Idy. En particular, X ~ A.






Capitulo 2

Homologia cubica

Vamos a trabajar con el intervalo unidad I = [0,1] C R. Consideramos el
espacio euclideo R" con la topologia euclidea usual, para n > 0. Llamamos n-cubo
unidad a I C R", y consideramos I° como un espacio unipuntual. Denominamos
n-cubo a cualquier espacio topolégico homeomorfo a I™.

Definicién 2.1. Sea X un espacio topoldgico. Un n-cubo singular en X es una
aplicacion continua 7': I — X, para n > 0. Decimos que es un n-cubo singular
degenerado si n > 1 y existe 1 < i < n tal que T(z1, ..., z,) es constante respecto
a la variable z;.

Es importante destacar que un 0-cubo singular corresponde a un punto de X,
y por definicion, nunca es degenerado. Un 1-cubo singular representa un camino en
X, al ser una aplicacion continua de I en X. En este caso, el cubo es degenerado
si, y solo si, es constante.

2.1. Las caras de un n-cubo

Sea T: I — X un n-cubo singular en X, con n > 0. Para cada i =1, ..., n,
se definen los (n — 1)-cubos A;T, B;T: I"™' — X mediante

AiT(xlv "'7'1:1171) = T(xlv "'7’1,1'71707'1:1'7 "'7xn71)7

BZ'T(.Il, ceey xn—l) = T(I‘l, ey Li—1, 1, Liyoeny xn—l)-

A la cara A;T se le denomina i-cara frontal y a la cara B;T se le denomina

15
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t-cara trasera de T'. Podemos interpretar las caras como la composicién
I,
1 1 T
It s X

donde I7;(1, ..., Tp1) = (T1,.0, ¥io1, J, Ty ooy Tno1), con j = 0,1, 0 = 1,...,n. Es
decir, AT =T oIy y B;T =T oI',. Asi, una cara puede entenderse como una
restriccion especifica del n-cubo.

Para 1 <1 < j < n, se verifican las siguientes propiedades fundamentales:

A AT = A; AT,
B;B,T = B;_1B;T,
A;B;T = B; 1 AT, (2.1)
B;A;T = A;_B,T.

Demostracion. Demostraremos la primera igualdad, siendo las deméds andlogas
con los cambios correspondientes de 0 y 1. Para probar que dos aplicaciones son
iguales, debemos verificar que actiian de manera idéntica sobre todos los puntos.
Sean 1 <1 < j <n,

Aj,lA,L’T = Ajfl(AlT) == (A,LT) ¢ Ijn:ll,O = (T e} [:0) e} [Jn:ll’o =
=To ([ZO o [;‘:1170).

. . : n n—1 n n—1 \. tn—2 n
Debemos verificar que las aplicaciones (I, o Ijy") vy (Ifgo I} o): [ — I
actian de manera idéntica sobre (xy, ..., Z,_2):

n n—1 n
[j,O e} [i,O (l’l, ceey xn,z) = [j70($1, ey Li—1, 0, Liyouny xan) =

= (i[)l, ey i1, 0, Ly eeny Tj—2, 0, Lj—1y ey $n,2),

donde la introduccién del 0 en la posicion i-ésima, con ¢ < 7, implica que el
elemento x;_; ocupara la posicién j-ésima. Por otro lado,

n n—1 R (1) _
Iy 0 ijl,O(xb iy Tp_g) = Ii,0<x1’ s 9,0, 1, o Tyg) =

= (xla "'7$i—1707xi7 "'7$j—2707xj—17 "'7$n—2)-

Por lo tanto, se verifica la igualdad.
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Finalmente, observemos que cuando 7' es un n-cubo degenerado, sus caras
presentan dos posibles situaciones:

e Si T(zy,...,x,) es constante respecto a la variable x;, entonces A;T = B;T.

e SiT(xy,...,x,) no es constante respecto a la variable z;, entonces serd cons-
tante respecto a otra variable z; con j # ¢. En consecuencia, tanto A;T
como B;T seran degenerados, pues se mantienen constantes respecto a dicha
variable.

2.2. Construccion de los grupos de homologia

Sea X un espacio topolégico. Denotamos por @, (X) al grupo libre abeliano
generado por todos los n-cubos singulares en X. Consideramos D,,(X) como el
subgrupo de @,,(X) generado por los n-cubos degenerados.

Definicién 2.2. El grupo de n-cadenas cubicas singulares se define como el co-

ciente Cy,(X) = gzgg, para n > 0.

Ejemplo 2.3.

e Si X =), entonces Q,(X) = D,(X) = C,(X) = {0} para cada n > 0, ya
que no existen n-cubos con imagen en el conjunto vacio y, por tanto, el grupo
generado es trivial.

e Si X es un espacio unipuntual, existe un 1inico n-cubo para cada n > 0, que
es no degenerado tinicamente cuando n = 0. En consecuencia, Co(X) = Z y
Cn(X) = {0} paran > 1.

e Para cualquier espacio X, se tiene que Dy(X) = {0} puesto que un 0-cubo
nunca es degenerado. Por tanto, Cy(X) = Qo(X). Para n > 1, el grupo
C(X) es libre en el conjunto de los n-cubos no degenerados, ya que la base
de D, (X) formada por los n-cubos degenerados es un subconjunto de la base
de @,(X) formada por todos los n-cubos.

Definicién 2.4. Para n > 1, se denomina operador frontera al inico homomor-
fismo 0,,: Q,(X) = @,—1(X) que cumple que, para cada n-cubo singular 7T,

n

On(T) = (—1)'(AT — B/T).

i=1

La existencia de este homomorfismo estd garantizada por la Propiedad esencial de
los grupos libres.
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Ejemplo 2.5. Este operador puede interpretarse geométricamente como el borde
orientado de un n-cubo. Veamos los casos n = 1 y n = 2, donde identificaremos
los 0-cubos con su punto imagen:

T X
I
W(T) = (-1)(AT = B.T) = BT - A/T =T(1) - T(0),
0o(T) () = (=1)(AT = BiT) + (=1)*(4:T = BoT)(w)

= A T(z) + BiT(2) — BT (x) — AiT'()
=T(z,0)+T(1,2) = T(x,1) = T(0,2), Vxel.

Propiedades 2.6.

1. El conjunto de homomorfismos {0, : Qn(X) — Qn_1(X) | n > 0} forma un
complejo de cadenas, es decir, para n > 1, se tiene 0,,_1 00, = 0.

2. Paran >0, se tiene 0,(D, (X)) C Dy—1(X).

Demostracion.

1. Haremos uso de las identidades 2.1 establecidas anteriormente. Sea T' un
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n-cubo de @, (X):

n

Op—100,(T) = an—l(Z(_Dj(AjT - BT)) =

_ Z(_l)j(an,l(AjT) — O0p1(ByT))

=> (1Y _(-D'(AAT - BAT) = > (-1)(A;BT — B;BT))

=1

=> (1Y _(-1)(AAT - BAT — A BT + B,B/T))

j=1 i=1

=> O (~1)"(ANT — BA;T — A;B;T + B;B;T)+
j=1 i<y
+ 3 (~)"(AAT — BAT — AB;T + BB;T))

i>]

— Z > (—1)M(A; 4 AT — By AT — Ay BT + B; 1 BT)+

=1 i<y

+ 3 (=)™ (A AT — BA;T — AB;T + B,B;T))

1>]

Observemos que cada cara del tipo ApA, T aparece dos veces en la suma
final: una vez con signo (—1)¥** cuando k = i, t = j y otra vez con signo
(—=1)**! cuando k = j—1, t = i. Por lo tanto, estas apariciones se cancelan
mutuamente. Lo mismo ocurre con las caras de la forma Ay BT, By A, T y
BB, T. En conclusion, todos los términos se cancelan por parejas y resulta

8n_1 o} 8n(T) = 0.

2. Sea T un n-cubo degenerado. Para cada ¢ = 1,...,n, o bien T' es constante
en x;, en cuyo caso, A;T — B;/T = 0, o bien A, T y B;,T son degenerados.
En consecuencia, 0,(T") es una suma de (n — 1)-cubos degenerados, es decir,
On(T) € Dy—1(X).

Como consecuencia de la segunda propiedad, el operador frontera induce un
homomorfismo 0,,: C,,(X) — C,_1(X), para el cual mantendremos la misma no-
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tacién. Este nuevo homomorfismo preserva la propiedad d,_1 o 9,, = 0, que escri-
biremos simplemente como 00 = 0, y por lo tanto tenemos un nuevo complejo de
cadenas, el conjunto {0,,: C,,(X) — C,,—1(X)}. Se tienen entonces los grupos de
homologia asociados al complejo.

Definicion 2.7.

e Para n > 0, el grupo de los n-ciclos cibicos singulares en X se define como
el nicleo del operador frontera

Zy(X) =ker 0, = {u € C,,(X) | On(u) = 0}.

e Paran > 0, el grupo de los n-bordes cubicos singulares en X se define como

Bn(X) =Im0o,, = an+1(Cn+1(X))-

e Para n > 0, el n-ésimo grupo de homologia cibica singular de X se define
como el cociente

Zn(X
H,(X) = 2453

Hay dos maneras de extender el complejo {0,,: C,,(X) — C,,—1(X)}. Podemos
extender las definiciones anteriores para n < 0, lo cual es valido incluso cuando
X es vacio, o podemos introducir el homomorfismo de aumento e: Co(X) — Z
y el grupo de homologia reducido. Esta segunda aproximacion permite una mejor
comprensiéon de los grupos de homologia:

Definicién de C,,(X) para n negativo

Para completar el complejo de cadenas, definimos C,(X) = {0} para cada
n < 0y establecemos 0,,: C,(X) — C,,—1(X) como el homomorfismo nulo para
n < 0, que es la tinica opcion posible.

Los grupos de n-bordes y n-ciclos cubicos singulares son, en el caso n < 0,
Zn(X) =ker 0, = Cp(X) y Bp(X) = 0p41(Cry1(X)) = Cr(X). En consecuencia,

H,(X) = % = {0} paran < 0.

Para n = 0, obtenemos Zy(X) = kerdy = Co(X) y Bo(X) = 01(C1(X)), lo que

resulta en Hy(X) = gzg)) — gzg;
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Definicién del grupo de homologia reducido
Esta definicién se considera tinicamente cuando X # ().

Comenzamos definiendo el homomorfismo de aumento e: Co(X) — Z de la
siguiente manera:

Como Cy(X) = Qo(X), consideramos la base de los 0-cubos y definimos ¢(7") = 1
para todo 0-cubo T'. Por lo tanto, dada una O-cadena u = > . n,T; € Cy(X),
tenemos e(u) = ), n;.

Propiedades 2.8. Se cumple que € 0o 9 = 0 y, en consecuencia, € extiende el
complejo {0 : Cp(X) — Cpiq(X) | n < 1},
Demostracion. Es suficiente verificar la propiedad para un 1-cubo no degenerado

arbitrario 7"

e(O(T)) =e(T(1)=T(0)) =e(T(1)) —e(T(0)) =1—1=0.

Se tienen entonces las definiciones asociadas a este nuevo complejo.

Definicién 2.9. Denotamos el nicleo del homomorfismo de aumento por

El 0-ésimo grupo de homologia reducido de X se define como

ﬁo(X) = gﬁ((?)

Para n > 0, definimos el n-ésimo grupo de homologia reducido como ﬁn(X ) =
H,(X).

Observemos que Zo(X) C Zo(X) = Co(X), lo que implica que Hy(X) es
un subgrupo de Hy(X), entonces podemos considerar el homomorfismo de in-
clusién &: Ho(X) — Hy(X). Como £(By(X)) = 0, € induce un homomorfismo
.. Ho(X) — Z definido por e,(u + Bo(X)) = (u).

Proposicion 2.10. Sea X un espacio no vacio. La sucesion
0 — Ho(X) == Hy(X) =5 Z — 0

es eracta. En consecuencia, podemos identificar ﬁO(X) con el niucleo de ey, y
Ho(X) = Hy(X) ® Z.
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Demostracion. Debemos verificar tres condiciones:
¢ es inyectiva, lo cual esta garantizado por ser la inclusion.

g, es sobreyectiva, lo cual es evidente ya que X # () implica que € es sobreyectiva
y, por tanto, £, también lo es.

Im & = kere,, lo cual se cumple ya que

Imé = Hy(X) = % = Xre. — kere,

Como consecuencia, podemos expresar Hy(X) como suma directa de Hy(X) y un
subgrupo ciclico infinito, siendo posible elegir este ultimo de multiples maneras,
en particular, Z.

Propiedades 2.11.
1. Si X es unipuntual, Hy(X) = Z y H,(X) = Ho(X) = {0} para n # 0.

Demostracion. Se tiene Co(X) = Z y C,(X) = {0}, para n # 0. Por tanto,
Bo(X) = {0} y Ho(X) = kere, = 22 = kere = {0}. En consecuencia, ¢,

g Bo(X)
es un isomorfismo.

2. Si X es conexo por caminos, entonces By(X) = kere, Ho(X) = {0} y
Ho(X) = 7.

Demostracion. Sabemos que By(X) C ker ¢; verifiquemos la contencién con-
traria.

Seau =7 _.n/T; € Cy(X) con e(u) =0, es decir, ). n;, = 0. Esta suma tiene
una cantidad finita k de términos no nulos. Reescribimos u = Zle n;1; con
Zle n; =0, con T; # Tj si i # j. Buscaremos v € C1(X) tal que 9(v) = u.

Como X es conexo por caminos y considerando cada 7; como un punto de
X, construimos caminos (); que conectan:

e TiconTyparai=1,....k—1.
e T} con 17 para completar el ciclo.

Estos caminos son 1-cubos que cumplen 9(Q;) = Ti11—T; y 0(Qx) = T1 — Ty
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Consideremos el sistema lineal

-1 0 O 0 1

T ny 1 -1 0 0 O

A =|:|,dmndeda=]0 1 -1 0 0
0O 0 O 1 -1

Al sustituir la primera fila por la suma de todas las filas en la matriz ampliada

ni

A
Nk

obtenemos una fila de ceros ya que Zle n; = 0. Ademas, es claro que existe
una submatriz (kK — 1) x (k — 1) triangular superior con determinante 1,
unidad, lo que garantiza que el sistema es compatible indeterminado con
soluciones en Z.

Por tanto, existen enteros m;, soluciones del sistema, que satisfacen:

mg—m; =mn
m;_1 —m; =n;, parai=2, ..,k

: k
Definiendo v = ), m;Q;, obtenemos

0(0) = 3 milTiss — T) + ma(Ty — Ty)

i=1
k

= (my, —m1)Th + Z(mi—l —m;)T;

1=2
k
=1

Por lo tanto, kere C By(X). Al igual que en el caso anterior, esto implica
que Ho(X) ={0} y Hy(X) = Z.
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3. Sea X = U'yGF X, donde cada X, es una componente conexa por caminos.
Entonces, el n-ésimo grupo de homologia de X es la suma directa de los
n-ésimos grupos de homologia de sus componentes conexas por caminos.

Demostracion. Como I™ es conexo por caminos y un n-cubo es una aplica-
ciéon continua, su imagen estd completamente contenida en alguna compo-
nente conexa, y por tanto se tienen las siguientes descomposiciones en sumas
directas:

Qn(X) = @ Qn(X'Y)

Dn(X) = @Dn(Xv)
On(X) = @OR(X’Y)

Las caras de n-cubos en X, son (n — 1)-cubos en X, por lo que el ope-
rador frontera 0,,: C,,(X) — C,_1(X) se restringe a operadores frontera
On: Cn(X,) — Chi(X).

En consecuencia, también podemos descomponer:

Zn(X) = @ Zn(Xv>

B,(X) = @Bn(Xv)
H,(X) = P Hau(X,)

En particular, Hy(X) es una suma directa de tantos grupos ciclicos infinitos
como componentes conexas por caminos tenga X.

Esta propiedades ilustran la estrecha relacion entre los grupos de homologia y
ciertas propiedades topoldgicas fundamentales. En particular, observamos el vincu-
lo entre el 0-ésimo grupo de homologia y la conexién por caminos.
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2.3. Homomorfismos inducidos

Los morfismos naturales entre espacios topolégicos son las aplicaciones conti-
nuas. En esta seccion estudiaremos como actiian estas aplicaciones sobre los grupos
de homologia y qué propiedades fundamentales podemos aprovechar.

Sean X e Y espacios topoldgicos y sea f: X — Y una aplicacién continua.
Para cada n > 0, consideremos los grupos de n-cubos singulares Q,,(X) y Q.(Y).
Definimos la aplicacion fu: Q,(X) — @Q,(Y) mediante

fp(I)=foT
para cada n-cubo singular ' € @, (X). Es evidente que fx es un homomorfismo
de grupos.
Propiedades 2.12.

1. Se cumple que fu(D,(X)) C Do(Y), lo que induce un nuevo homomorfismo
Ju: Co(X) — Cu(Y).

Demostracion. Si T € D,(X), existe j € {1,...,n} tal que T(zy,...,x,) €s
constante respecto a z;. Es decir, para cada (1, ey Tj1, Tjply eeny x,) € 1
existe x € X tal que T'(z4,...,2j,...,x,) = x para todo z; € I. Por tanto,
para cada x; € I:

fo(T) (21, .y xjy o wy) = f(T(21, .24, o)) = f2) €Y

lo que implica que fx(T) € D,(Y). En consecuencia, existe un homomor-
fismo bien definido fu: Ch(X) — C,(Y) dado por fu(u + D,(X)) =
Ja(u) + Dy (Y).

Notacion. En adelante, y para simplificar la notacién, usaremos fux y 0,
independientemente del grupo de salida, deduciendo del contexto a qué ho-
momorfismo nos referimos.

2. Para cada n =1,2,..., el siguiente diagrama es conmutativo

Qn(X) =2 Q.1 (X)

AR

Qn (Y) —8n> Qn—l (Y) )
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lo que equivale a escribir fu 0 0, = 0, 0 fu. En consecuencia, el siguiente
diagrama también es conmutativo, para cada n,

Co(X) =2 C, 1(X)

A

CulY) 5= G (1),

Es decir, se tiene un homomorfismo de cadenas entre {C,(X) | n € Z} y
{C(Y) | n €Z}. Por tanto, para cada n, existe un homomorfismo inducido

for Ho(X) — Hy(Y).

Demostracion. Para n < 0, es obvio. Sea n > 0, verificaremos que fy o0, =
Oy, o fx para un n-cubo arbitrario, lo cual se extenderd por linealidad a C,,.

Sea T € Q,(X),

n

fi 0 0u(T) = f4(0u(T)) = f2(D_(~1)(AT = BT)) =

i=1

= Z ) (f#(AT) = f4(BT)),

On 0 f4(T) = 0u(f4(T)) = Y (=1)'(Ai(f4(T)) = Bi(f4(T))).

i=1

Es suficiente probar que fu(A;T) = Ai(fx(T)) vy fu(B/T) = Bi(f4+(T)). Para
la cara frontal

J#(AT) = fo AT = fo(Toliy) = (foT)oljy=AifoT) = Ai(fx(T)),
y andlogamente para las caras traseras.

Para verificar que fuz(Z,(X)) C Z,(Y), sea u € C,(X) con 0,(u) = 0.
Entonces

On(f(w) = [4(0n(u)) = f4(0) =0

De manera similar, para probar fu(B,(X)) C B,(Y), sea u € B,(X). En-
tonces existe v € C,,11(X) tal que O 41(v) = u. Tomando fg(v),

Oni1(f4(v) = f3(On11(v)) = fu(u).
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Por tanto, se induce un homomorfismo f.: H,(X) — H,(Y), definido como
felu+ Ba(X)) = fy(u) + Bu(Y).

3. El siguiente diagrama es conmutativo
Co(X)
Co(Y)

Ademds, f#(Z~o()~()) C Zo(Y) y por tanto, fu induce un homomorfismo
fo: Ho(X) — Ho(Y). Como consecuencia, el siguiente diagrama también
es conmutativo

Ho(X) ———— Hy(X)
5 f*\ Z
Ho(Y) my)

3

Demostracion. Comprobemos que € o fi = ¢ en Cy(X). Como Cp(X) =
Qo(X), basta verificarlo para un 0-cubo 7" arbitrario en X,

o fy(T) = e(fy(T)) = 1 = &(T)
pues fx (1) es un O-cubo en Y.
Por tanto, si u € Zo(X) = kere

e(fy(u) = e(u)

lo que implica fy(u) € kere = Zo(Y).

0

Como ya hemos probado que By(X) C By(Y), y Hy(X) = g‘;g)), tenemos

un homomorfismo inducido f,: Hy(X) — Ho(Y), definido analogamente a
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La conmutatividad £ o f, = f, o £ es inmediata pues £ es la inclusion corres-
pondiente. Para verificar ¢, o f, = e,, sea u + By(X) € Hy(X):

£« 0 folu+ Bo(X)) = ex(fu(u+ Bo(X))) = ex(fy(u) + Bo(Y)) =
= e(f4(u)) = e(u) = ex(u + Bo(X)).

4. 51 f: X — X es la aplicacion identidad, entonces los homomorfismos fu
y f« son la identidad.

Demostracion. Es obvio que fx es el homomorfismo identidad, luego f. tam-
bién.

[

5. Sean X,Y, Z espacios topolégicos y sean f: X — Y, g: Y — Z aplica-

ciones continuas. Entonces (go f). = g« o f. tanto para los grupos H,, como
para Hy.

Demostracion. Es suficiente probar que (go f)4 v g4 o fu actian igual sobre
un n-cubo arbitrario de X. Sea T" € @Q,(X),

(gof)u(T) = (gof)oT = go(foT) = gu(foTl) = gu(fu(T)) = ggo f4(T).

Nota. La inyectividad o sobreyectividad de la aplicaciéon f no garantiza el caracter
correspondiente de f,.

Ejemplo 2.13.

1. Veremos mas adelante que los grupos de homologia de un espacio convexo
son isomorfos a los de un espacio unipuntual, ya que tienen el mismo tipo
de homotopfa. De hecho, si X es un espacio convexo y ¢;: X — {z} es la
equivalencia homotdpica, a pesar de no ser inyectiva, (¢, ). es un isomorfismo.

2. De manera similar, los retractos por deformacion comparten los grupos de
homologia con el espacio del que retractan. Sii: A — X es la inclusién de
un retracto por deformacion, aunque esta no sea necesariamente sobreyectiva,
14 serd un isomorfismo.
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2.4. Homotopia y grupos de homologia

En esta seccién estableceremos la relacién entre espacios homotopicamente
equivalentes y sus grupos de homologia, estudiando cémo las aplicaciones homoto-
pas y sus homomorfismos inducidos preservan la estructura homoldégica.

En el contexto de los grupos de homologia de espacios topolédgicos, trabajamos
con los complejos de cadenas formados por los grupos de cadenas de un espacio
topoldgico junto con el operador frontera. Cuando tenemos dos espacios topoldgicos
y una aplicacién continua entre ellos, obtenemos una coleccién de homomorfismos
entre sus grupos de homologia. Veamos la relacién entre la homotopia de cadenas
y la homotopia de aplicaciones continuas.

Teorema 2.14. Si f,g: X — Y son aplicaciones homatopas entre los espacios X
eY, entonces existe una homotopia de cadenas entre los homomorfismos inducidos

Ja Y gu.

Demostracion. Construiremos unos homomorfismos ¢,,: Cp,(X) — Cp1(Y) que
verifiquen 1.1. Para n < 0, estos seran necesariamente el homomorfismo nulo.

Para n = 0, identificamos un 0-cubo T € Qy(X) con su punto imagen 7'(0) €
X. Definimos entonces ¢g: Qo(X) — Q1(Y) por:

¢o(T')(x) = F(x,T(0))
para cada 0-cubo T'. Este homomorfismo satisface

A1¢0(T> = f#(T)>
Bi1go(T) = 9#(T)

ya que
Ar1go(T)(x) = ¢o(T)(0) = F(0,T(0)) = f(T(0)) = fx(T),
Bigo(T)(x) = ¢o(T)(1) = F(1,T(0)) = g(T(0)) = g4(T).

Como no existen 0-cubos degenerados, ¢y induce directamente el homomorfismo
wo: Co(X) — C1(Y), que cumple

J# —gp = 0109y + @100y = 01 0 gy

pues ¢_1 es el homomorfismo nulo. Para ver que se cumple en Cy(X), lo compro-
bamos para un 0-cubo T’

010 ¢o(T) = —(A1¢o(T) — B1¢o(T)) = g (T) — fu(T)
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Para n > 1, construimos homomorfismos auxiliares ¢, : Q,(X) — Qn:1(Y).
Como f ~ g, existe una homotopia F': I x X — Y. Para cada n-cubo T' € @Q,,(X),
definimos

an(T)(ZL‘l, ceey l’n+1) = F(ZL‘l, T(l’g, ceey l’n+1)).

Es inmediato verificar que si 1" es degenerado, entonces ¢, (1") también lo es, lo que
permite definir los homomorfismos ¢,, como los obtenidos por el paso al cociente
de los ¢,,. Ademas, se cumplen las siguientes identidades

A1¢n( ) = f#( )

Bion(T) = g4(T),
iOn(T) = pn_1Aia(T) para2<i<n-+1,
BZQﬁn(T) qbn le 1(T> para 2 S 1 S n—+ 1.

Probemos la primera y la tercera identidad, siendo las otras anédlogas:

A1 (T) (21, vy ) = Ou(T)(0, 21, .y ) = F(0, T (x4, ..., )
= f(T(x1,...;xy)) = fol(xy,....;xpn) = fu(T)(21, ..., Tn),
y para la tercera:
Aion(T) (21, ooy ) = On(T) (21, ooy i1, 0,24, oy Ty
== F(Il,T(.TQ, ey Lj_q, O,ZL’Z‘, ...,xn)),
an,lAi,l(T)(l’l, ) xn) = F(:El? Aifl(T)(x% B xn))

= F(fL‘l,T(l'Q, vy i1, O,J,‘Z’, ,I‘n))

La tltima igualdad se da porque la cara frontal (i — 1)-ésima coloca el 0 después

de la posicién 1 — 2.

Finalmente, verifiquemos que los homomorfismos ¢ satisfacen la ecuacién 1.1. Bas-
ta probarlo para un n-cubo arbitrario 7"
n+1

an—H © Cbn(T) = an+1(¢n(T)) = Z(_l)i(AiQSn(T) - Bz¢n(T>)

=1

= (_1)(Al¢n<T) - Bl¢n(T)>+

n+1

+ > (1) (¢n14i1(T) = $u1 Bia(T))

=2

= Bl¢n( ) A1¢n Z Z+1 (bn 1 (T) - BZ(T)))
= g#(T) — f3(T) —¢n_1( n( ).
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Por tanto, para cualquier u € @, (X) se cumple

g#(u) = f3(w) = Onp1 © Pn(u) + b1 0 9n(u)

y, considerando que ¢, (D, (X)) C D,41(Y), la misma relacién se mantiene para
los homomorfismos ¢.

]
Como consecuencia fundamental de este resultado, los grupos de homologia
mantienen su estructura para espacios homotdpicamente equivalentes.

Teorema 2.15. Sea f: X — Y wuna equivalencia homotdpica. Entonces los ho-
momorfismos

Je ﬁO(X> — ﬁo(y) y for Hy(X) — Hu(Y)
son isomorfismos, para todo n.

Demostracion. Siendo f una equivalencia homotopica, existe una aplicacion con-
tinua g: Y — X tal que fog~Idy y go f ~ Idx. Por tanto,

f* O gx = (f o g)* - (IdY)* = IdHn(Y)v

y andlogamente g, o f, = Idg,(x), lo que demuestra que f, es un isomorfismo con
inverso g.

Ejemplo 2.16.

1. Recordemos que si X = {x} es un espacio unipuntual, sus grupos de homo-
logia son Hy(X) = Z, ﬁO(X) =0,y H,(X) = 0 paran # 0. En consecuencia,
cualquier subespacio convexo de un espacio euclideo, al ser homotopicamente
equivalente a un espacio unipuntual, tendra los mismos grupos de homologia
y, en general, cualquier espacio contractil.

2. Si A es un retracto por deformacién de X, entonces A y X tienen el mismo
tipo de homotopia. Por tanto, sus grupos de homologia son isomorfos, siendo
suficiente conocer los de uno de ellos para determinar los del otro.






Capitulo 3

Homologia relativa

Los grupos de homologia de un espacio topologico X nos proporcionan in-
formacion sobre sus propiedades topoldgicas. Sin embargo, en muchas situaciones
es necesario estudiar no solo un espacio, sino un par de espacios (X, A) donde
A C X. Los grupos de homologia relativa H,(X, A) nos permiten analizar cémo
X se diferencia de A desde un punto de vista homoldgico.

Sea (X, A) un par topoldgico, es decir, sea X un espacio topolégico y A un
subespacio. Seai: A — X la inclusién. El homomorfismo inducido iy : C),(A) —
Cy(X) es un monomorfismo, lo que nos permite identificar en lo sucesivo C,,(A) con
un subgrupo de C,(X). De hecho, iy funcionard como la inclusién en los grupos
de cadenas.

Definicién 3.1. El grupo de n-cadenas relativas del par (X, A) se define, para
n € Z, como el cociente

Co(X, A) = 2240,

Una n-cadena relativa es, por tanto, la clase de equivalencia de una cadena en X
modulo C,(A).

El operador frontera 0,,: Cy,(X) — C,—1(X) cumple 0,(C,(A)) C C,—1(A),
por lo que induce un homomorfismo bien definido en el cociente

On: Cr(X,A) — C1(X, A)
dado por 9, (u+C,(A)) = 0,(u)+C,_1(A), donde u € C,,(X). Este homomorfismo

cumple 00 = 0, es decir, tenemos un nuevo complejo de cadenas y, en consecuencia,
introducimos los correspondientes grupos de homologia.

33
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Definicién 3.2. Para n > 0, se tienen los siguientes grupos para las n-cadenas
relativas:

El grupo de n-ciclos relativos por

Zo(X, A) = ker 8, = {u € Co(X, A) | 3, (u) = 0}

El grupo de n-bordes relativos como

Bn(Xv A) = Im 8n-l—l = 8n+1<0n+1(Xa A))

El n-ésimo grupo de homologia relativa se define como:

Zn(X,A
Hn(X7 A) = BnEXA))

Para n = 0, se tiene Zy(X, A) = Co(X,A) y Ho(X, A) = ggg’:;

Para n < 0, se tiene C,,(X, A) = Z,,(X,A) = B,(X,A) = H,(X, A) = {0}.

La definiciéon de H, (X, A) es similar a la de H,(X) pero “anulando” lo que
ocurre en el subespacio A. Se observa que la clase de un elemento u € C, (X, A)
es un ciclo médulo A si, y solo si, d(u) € C,,—1(X) es una cadena en A.

3.1. La sucesion exacta asociada a un par

Una de las herramientas mas importantes para trabajar con homologia relativa
es la sucesion exacta asociada a un par (X, A). Esta sucesién relaciona los grupos
de homologia de A, de X y del par (X, A), permitiéndonos comprender cémo estos
grupos interactian entre si.

En nuestro objeto de estudio, tenemos los complejos de cadenas formados por
los grupos C,,(A), C,(X) y C,(X, A), con sus correspondientes operadores frontera.
Vamos a retomar la notaciéon del primer capitulo, en particular, el diagrama 1.2,
donde el papel de f lo toma la inclusién iy y el de g el homomorfismo de paso al
cociente ju.

Lema 3.3. Para cada n, la siguiente sucesion es una sucesion exacta corta,

0 — Co(A) 25 Cu(X) 255 Cu(X, A) — 0.
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Demostracion. Por construccién, ¢x es un monomorfismo y jg es un epimorfis-
mo. Ademads, es inmediato de las definiciones que ker ju = Imiy, pues ker jx =

Cn(A) = i5(Cn(A)),.
|

Estas relaciones entre los grupos de cadenas pueden representarse en un dia-
grama conmutativo infinito:

0—— Crp1(A) == Crpr (X) =5 Crppy (X, A) — 0

0 Cp(A) —F = (X)) — = O (X, A) ——0

0 Cp 1 (A)—F= O (X))~ O (X, A)——0

donde cada flecha vertical representa al correspondiente operador frontera, cada
cuadrado es conmutativo y cada fila es una sucesion exacta. Los homomorfismos
14 v j4 inducen los correspondientes homomorfismos en los grupos de homologia.

Por lo tanto, se tiene el homomorfismo
O0v: Hy (X, A) — H,1(A),
construido en general en 1.11. Recordamos cémo funciona en este caso:

Dado u € Z,(X, A), existe ' € C,(X) con jg(u') = u. Por tanto, d(u’) €
ker j, = C,,_1(A) y de hecho, como 99 = 0, se tiene d(u') € Z,,_1(A). Se define

Ou(u+ Bp(X,A)) =9(u') + B,_1(A) € H,_1(A).
La proposicion 1.12 se ecribe en este caso como:

Teorema 3.4. Sea (X, A) un par. La siguiente sucesion es exacta:

c 25 Hon (X, A) 25 Ho(A) 5 Hy(X) 25 Hy (X A) 25
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A esta sucesion se le denomina sucesién de homologia del par (X, A).

En el caso de que el subespacio A sea no vacio, podemos reemplazar los grupos
de homologia por los grupos de homologia reducida, esto es 1itil a la hora de calcular
los grupos de homologia. Los grupos de homologia reducida también forman un
complejo de cadenas, por lo que los resultados se mantienen, pero solo difieren de
los grupos de homologia en n = 0, entonces es interesante notar lo siguiente.

Proposicién 3.5. Sea (X, A) un par de espacios topoldgicos, con A no vacio. El
operador frontera O,: Hy(X, A) — Hy(A) tiene su imagen contenida en Hy(A),
y la siguiente sucesion es exacta:

T (X, A) 2 Ho(A) s Ho(X) 2 Ho(X, A) — 0.

Ejemplo 3.6. Consideremos los casos extremos de pares para un espacio topologi-
co X:

e Para el par (X, @), se tiene H, (X, &) = H,(X). Esto se deduce directamente
de que C\ (X, @) = C,(X)/{0} = C,(X). Este caso muestra que los grupos
de homologia relativa pueden verse como una generalizacion de los grupos
de homologia absoluta.

e Tomando el par (X, X), se tiene H,(X,X) = {0}, ya que se construye a
partir de C,(X, X) = C,,(X)/C,(X) = {0}.

Estos resultados son coherentes con la interpretacion de que los grupos de
homologia de un par (X, A) miden la diferencia entre el espacio X y su subespacio
A: en el primer caso, X difiere totalmente del vacio, mientras que en el segundo
caso, X no difiere de si mismo.

3.2. Aplicaciones entre pares de espacios

Para estudiar la estructura de los grupos de homologia relativos a pares de
espacios topoldgicos, vamos a poder aprovechar propiedades y elementos de los
grupos de homologia absolutos. Definimos primero las aplicaciones continuas entre
pares f: (X, A) — (Y, B) como una aplicacién continua f: X — Y que cumple
f(A) C B.

Como sabemos, esta aplicacion induce un homomorfismo en los grupos de
cadenas, fz: C\(X) — C,(Y). Con la condicién adicional sobre los subespacios,
se tiene que fx(C,(A)) C C,(B). Por lo tanto, se induce otro homomorfismo, al



CAPITULO 3. HOMOLOGIA RELATIVA 37

que denotaremos igual, en los grupos de cadenas de los pares. De manera analoga
a los grupos de los espacios absolutos, para estos grupos se cumple que el diagrama

Co(X, A) =2 1 (X, A)

f#l Lf#
Co(Y, B) —5> Cya (Y, B)

n

es conmutativo, y por lo tanto, se induce un homomorfismo en los grupos de
homologia f.: H,(X,A) — H,(Y, B), para cada n.

Propiedades 3.7.

1. Si f: (X, A) — (X, A) es la identidad, los homomorfismos inducidos fyu y
f« son la identidad correspondiente.

2. Dadas dos aplicaciones entre pares (X, A) AN (Y,B) -4 (Z,0), se tiene
(goflw=gxofp y(gof)=geofe

La demostracion de estas propiedades es similar a la demostracion de las pro-
piedades andlogas en los grupos absolutos, por lo que se omite.

Observacién 3.8. El homomorfismo j.: H,(X) — H,(X,A) de la sucesién
exacta del par, presentado anteriormente como el inducido por el paso al cociente
Ju: Cn(X) — C,(X, A), puede entenderse también como el homomorfismo indu-
cido por la aplicacién entre pares j: (X, @) — (X, A), donde j: X — X es la
identidad.

Aligual que definimos la homotopia en espacios topoldgicos, podemos extender
esta definicion a los pares de espacios topologicos.

Definicién 3.9. Dadas aplicaciones entre pares f,g: (X, A) — (Y, B), diremos
que son homdtopas si existe una homotopia F': (I x X, x A) — (Y, B) entre f
y g, es decir, F': [ x X — Y es una homotopia entre f y g como aplicaciones en
los espacios absolutos X e Y, y ademés F(I x A) C B.

Teorema 3.10. Sean f,g: (X, A) — (Y, B) aplicaciones homdétopas entre pares.
Entonces los homomorfismos inducidos [y, gs: Hy(X, A) — H,(Y, B) coinciden.

Demostracion. Si construimos una homotopia de cadenas entre los homomorfismos
fa, 94 Co(X, A) — C,(Y, B), podemos asegurar que los homomorfismos f, y g«
coinciden, como asegura el teorema 1.10.
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Para ver que existe una homotopia de cadenas, aprovechamos los homomorfismos
¢ construidos en el teorema 2.14. De hecho, basta ver que ¢, (C,(A)) C Cpi1(B).
Recordemos que ¢ se definia como el paso a los grupos de cadenas del homomorfis-
mo ¢ (1) (21, ..oy Tng1) = F(x1, T(x2, ooy Tpy1)) € Qni1(Y), donde T € Q,,(X). Es
suficiente ver que, si T' € Q,(A), entonces ¢,(T) € Q,+1(B). Esto es inmediato,
pues F' es una homotopia entre f y g como aplicaciones entre pares, por lo que
F(I x A) C B. Por lo tanto, si T € Q,(A), para cualquier (xg,...,2,41) € I",
se tiene T'(za,...,Tn41) € A, y en consecuencia, para cualquier z; € I, tenemos
F(x1,T(x9,...,2,41)) € B.

De manera andloga a los espacios topoldgicos, podemos hablar de pares de
espacios con el mismo tipo de homotopia.

Definicién 3.11.

1. Dados pares (X, A), (Y, B), una equivalencia homotdpica es una aplicacién
f: (X, A) — (Y, B) para la que existe otra aplicacién g: (Y, B) — (X, A)
de forma que f o g sea hométopa a la identidad en el par (Y, B) y go f sea
hométopa a la identidad en el par (X, A).

2. Se dice que dos pares de espacios topoldgicos tienen el mismo tipo de homo-
topia si existe una equivalencia homotopica entre ellos.

Observamos que, dados pares (X, A), (Y, B) con el mismo tipo de homotopia,
X e Y tienen el mismo tipo de homotopia, y que alguna de las equivalencias
homotdépicas que llevan un espacio en el otro respeta f(A) C By g(B) C A.

Teorema 3.12. Si (X, A) y (Y, B) son pares con el mismo tipo de homotopia, los
grupos de homologia de ambos pares son isomorfos.

Demostracion. Si (X, A) tiene el mismo tipo de homotopia que (Y, B), entonces
existird una equivalencia homotépica f, y los homomorfismos inducidos f, seran
isomorfismos. La demostracion es andloga a la del teorema 2.15.

Estudiemos ahora cémo interactiian las aplicaciones entre pares con la sucesién
exacta de los mismos. Sea f: (X, A) — (Y, B) una aplicacién entre pares, se tiene
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entonces el siguiente diagrama

- Ho(B) = Hy(Y) =" H, (Y, B) =" Hy oy (B) — -

donde cada cuadrado es conmutativo como consecuencia de la segunda propiedad
en 3.7 y la conmutatividad de fgz y 0. Que este diagrama, que incluye la sucesion
exacta asociada a los grupos de homologia de un par, sea conmutativo para cual-
quier aplicacion entre pares, es una senial de que estamos definiendo los grupos
H, (X, A) de una manera natural.

3.3. La propiedad de escision

Una de las propiedades méas importantes de los grupos de homologia relativa es
la llamada propiedad de escision. En una situacion ideal, los grupos de homologia
de un par (X, A) se podrian construir a partir del complemento X — A. Si bien
esto no es cierto en general, podemos asegurar que estos grupos de homologia se
mantienen al eliminar ciertos subespacios de A. Bajo ciertas hipdtesis, es posible
escindir un conjunto sin que esto afecte a los grupos de homologia del par.

Teorema 3.13 (Teorema de escision). Sea (X, A) un par y W un subconjunto de
A tal que W C Int(A). Entonces, la aplicacion de inclusion

(X —-WA-W)r— (X, A)
induce un isomorfismo en los grupos de homologia relativos

Ho(X =W, A—W) = Hy(X, A).

Para demostrar este teorema, necesitamos introducir el concepto de recubri-
miento abierto generalizado. La idea es que al construir los grupos de n-cubos
singulares, podemos restringirnos a cubos suficientemente “pequenos” sin que es-
to altere la estructura de los grupos. Si bien en espacios métricos el concepto de
tamano se define naturalmente a partir del didmetro, para espacios més generales
necesitamos una nociéon mas abstracta.

Definicién 3.14. Sea X un espacio topoldgico y % = {U, | A € A} una familia
de subconjuntos de X tales que sus interiores forman un recubrimiento abierto
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de X. Diremos que % es un recubrimiento abierto generalizado de X. Un n-cubo
singular T': I" — X se dice que es de orden mds pequeno que 7% si existe un
A € A tal que T'(I™) C U,.

Ejemplo 3.15. Si X es un espacio métrico y € > 0, podemos considerar como
recubrimiento abierto generalizado la familia de todas las bolas cerradas de radio
€.

Para un recubrimiento abierto generalizado %, definimos @, (X, %) como el
subgrupo de @, (X) generado por los n-cubos de orden més pequefio que % . Como
las caras de un cubo de orden méas pequeno que % también lo son, el operador
frontera se restringe a estos grupos.

Sea D, (X, %) = Qn(X, % )ND,(X). Definimos entonces los grupos de cadenas
Co(X, %) = Qun(X,%)/D,(X,%), en los que el operador frontera induce un
homomorfismo.

Si A es un subespacio de X, se cumple Q,(A, %) = Qn(A) N Qun(X, %
y Du(A, %) = Dp(A) N Qun(X,%). Por lo tanto, podemos definir C,, (A, %) =
Qu(A, % )| Dn(A, U ).

Para un par (X, A), definimos el grupo de cadenas de orden més pequeno que
U como C,(X,A, %) = Cpo(X,%)/Cn(A, %), donde el operador frontera 0, se
induce de manera natural. A partir de este operador, definimos los grupos de ciclos
y bordes:

Zn(X, A, %) = ker O, Bno(X, A, %) =Im 0y,

que nos permiten definir los grupos de homologia

Ho(X, A, %) = Zo(X, A, %) | Bp(X, A, U).

Para n = 0, como los 0-cubos se identifican con puntos de X, tenemos que
Qo(X, %) = Qo(X), y en consecuencia

CO(Xa A7 %) = ZO(X>A7 OZ/) = CO(X7 A)7
HO(XaA7 %) = OU(X7 A)/BO(Xa A7 %)
La inclusién de Q, (X, %) en Q,(X) induce un homomorfismo

0: Co(X, A, %) — Ch(X, A)
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que hace conmutativo el siguiente diagrama

Co( X, A, %) —2Cp (X, A, U)

Co(X,A) —2 = C, (X, A)

y, en consecuencia, induce un homomorfismo

o Hy(X, A, %) — H,(X,A).

El siguiente teorema nos asegura que este homomorfismo es un isomorfismo:

Teorema 3.16. Sea % un recubrimiento abierto generalizado de X . Entonces, el
homomorfismo o, es un isomorfismo para todo n > 0.

Utilizando este resultado, que demostraremos més adelante, podemos demos-
trar el Teorema de escision.

Demostracion del Teorema 3.13. Sea (Xiél) un par y W un subconjunto de A que
cumple las hipétesis del teorema. Como W C Int(A), se tiene

X =Int(A) UInt(X — W),

luego 7 = {A, X — W} es un recubrimiento abierto generalizado de X. Por lo
tanto, un cubo de orden més pequeno que % o bien es un cubo en A o bien es un
cubo en X — W, luego

Co(X, %) = Ch(A) + Cp (X = W),

donde + denota el menor subgrupo que contiene a C,(A) U C,, (X — W).

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

Co(X —W,A—W)——C,(X,A)

T

Co(X, A, %)

donde ¢ y j denotan los homomorfismos inducidos por las inclusiones corres-
pondientes. El homomorfismo i viene de que C,(X — W) C C,(X) y C,(A —
W) C C,(A). Para el homomorfismo j, se tiene que C,,(X — W) C C,(X, %)
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y Co(A—=W) C C,(A, %), de hecho, C,,(A — W) = Cp(X = W)NCL(A) y
Co(A, %) = Ch(A).

Este diagrama induce otro diagrama conmutativo en homologia:

Ho(X =W, A—W)-"— H,(X, A)

H,(X,A %)

Para probar el teorema, queremos ver que i, es un isomorfismo. Por el teorema
3.16, sabemos que o, es un isomorfismo. Basta ver que el homomorfismo j es un
isomorfismo, pues entonces j, también lo sera. Por un lado,

W)/C,(A—W)
W)/(CR(X - W) n Cn(A»»

Co(X —W,A-W) =C,(X
O (X

donde hemos usado que C,(A — W) = C,(X — W) N C,(A), pues A — W es
precisamente la interseccion de X — W y A.

Por otro lado,
Co(X A, %) = Co( X, %) Ch(A, %)
= (Cn(X = W) + Ci(A4))/Cn(A),

va que Cp(X, %) = Cp,(X — W) 4 C,(A) segin nuestra construcciéon del recubri-
miento % = {A, X — W}.

Por el primer teorema de isomorfia, tenemos:

(Co(X = W)+ Cn(A))/Cp(A) = Cp(X = W) /(Co(X = W) N Cr(A))
= O (X — W)/Co(A—W).

Por lo tanto, el homomorfismo j es un isomorfismo entre C,(X — W, A —
W)y Co(X, A, %), lo que induce un isomorfismo j, en homologia. Junto con el
isomorfismo o,, esto completa la demostracion.

Este resultado nos permite calcular los grupos de homologia relativa de un
par (X, A) a través de pares més sencillos que mantengan la misma estructura
homoldgica relativa.
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3.4. Subdivisiéon de cubos singulares

Vamos a introducir el operador de subdivision de n-cubos singulares, un con-
cepto geométricamente intuitivo que nos permitird demostrar el Teorema 3.16.
Primero probaremos el teorema para los grupos de homologia absoluta y, una vez
visto esto, extenderemos el resultado a los grupos de homologia relativa utilizando
el Lema de los cinco.

La idea basica consiste en subdividir I™ en 2" cubos de lado % mediante los
hiperplanos z; = 1, para ¢ = 1,...,n. Vamos a partir I = Iy U I; con I, = [0, 3]
y I, = [%, 1]. Para subdividir un n-cubo singular, consideramos el conjunto de
los vértices de I"™, denotado por &, = {0,1}". Para e = (ey,...,e,) € &,, sea

1

Il =1, x - x I, uno de los n-cubos de lado 5 en los que se subdivide I".

Ademas, existe una aplicacién p.: I"—I", que serd el homeomorfismo inducido

1

por los homeomorfismos lineales obvios I = Iy e I = Iy, p.(z) = 5(x + e).

Para un n-cubo singular 7': I™ — X y un vértice e € &,, definimos un nuevo
n-cubo singular F,(T"): I" — X mediante

ET(z) =T(i(z+e)),

es decir, F,T =T o p., luego Im F, T C ImT y, por lo tanto, se puede entender
como la restriccion de 7" a I

Definicién 3.17. Dado un espacio topologico X y n > 1, se define el operador
de subdivision en el grupo de n-cubos singulares, Sd,: Q,(X) — Q,(X), como
el homomorfismo de grupos tal que

Sdu(T) = ) Fu(T)

ecén

para todo n-cubo singular 7. Para n = 0, definimos Sdo(7") = T.
Propiedades 3.18.

1. Si T es degenerado, entonces F,(T) también lo es. Por lo tanto, Sd, induce
un homomorfismo sdy, : Cy,(X) — Ch(X).

Demostracion. Si T es constante en alguna coordenada de x, también sera
constante en esa misma coordenada de 1(z + €). Se tiene Sd,(D, (X)) C
D, (X), por lo que el operador de subdivisién induce un homomorfismo en
los grupos de cadenas.
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2. Las caras frontales y traseras cumplen las siguientes propiedades:

a) Sie e € &, son tales que coinciden en todas las coordenadas excepto
ej=1ye;=0, entonces A;F.T = B;FT.

Demostracion. Dado e = (e, ...,e,) € &, con e; = 1, denotamos por €’
al elemento e’ = (eq,...,e;_1,0,€j11,...,€,) € &,. Entonces

AerT($1, ceey xn—l) - FeT($1, cey Lj—1, 07$j7 ...,xn_l) ==

_ T(a:1+e1 Tj—1tej-1 0+1 Zjtejt1 $n71+en)
- 2 9 2 y 9 2 PRRRD] 2 )
Ber/T(xl, ...,.Tn,l) = Fe/T(.Tl, sy L1, 1,33]', ...,.’L'n,1) =
o T($1+el Tj_1+ej_1 140 Tj+eji1 Uﬁn—lJren)
= 3 Ty 3 YT gy ey 3 .
|
b) Sie € &, es tal que e; = 0, y construimos é € &,_1 como é =
(€1, .0y €21, €)1, -y €n), entonces A;F.T = F;A;T.
Demostracion. En efecto,
AerT(Il, ---;xn—l) = FeT(I'l, ...,xj_l,O,a:j, ---»xn—l) =
_ T(z1+el Tj1+ej-1 040 Zj+ejt1 xn71+en)
- 2 2 [ 2 )ty 2 )
FgAjT(SCl, ...,LUn,l) =
- T1te; Tj—1tej—1 Titej41 Tp—1ten) __
— AT(mfe | mmctem sitem | oaiteny
_ m(ziter Tj—1tej-1 Titej+1 Tp-1+te
= (e Lty g Siten | Enotten
|

c) De manera andloga, si e € &, es tal que e; = 1 y definimos € como
antes, entonces BjF,T = FzB;T.

3. El operador de subdivision conmuta con el operador frontera en los grupos
de cadenas, es decir, el siguiente diagrama es conmutativo
9
Cn(X) —= Cp1(X)
sdn sdyp_1

O'n(X) _8)_ n—l(X)
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Demostracion. Vamos a comprobar que el diagrama analogo para los grupos
Qn(X) es conmutativo, de donde se deduce el resultado. Sea T' € @, (X),

Sdy,—1 00(T) = Sdnl(zn:(—l)i(AiT — BT)) =

i=1
n

= ) FEQO (-)'(AT - BT)) =

=D (- X (RAT - F:BT)), (3.1)
008d,(T)=0()_ F.T) =Y 0(F.T) =
_ Z(—l)i(Z(AiFeT — B,F.T)). (3.2)

Luego basta probar que > _, (A;F.T —B;F.T) =>_ (Fz AT — F¢B,T)

para cada 1.

Eegn éegnfl

Por la propiedad 2a del apartado anterior, y con la notacién introducida,
sabemos que A;F, T = B;F.T, luego

(AZ‘FGT - BlFeT) + (AZ'FefT - BiFe/T) == (AiFe/T - BZFET)

De las propiedades 2b y 2¢ se deduce
(_1)1(A1F8’T - BzFeT) = (_1)1<FéA1T — FéBiT),

Por lo tanto, las dos expresiones coinciden, pues las sumas recorren &, y
&n—1 sin duplicidad, lo que prueba que el operador de subdivision conmuta
con el operador frontera, tanto en los grupos de cubos como en los grupos
de cadenas.

|
4. El operador de subdivision preserva el homomorfismo de aumento.

Demostracion. El homomorfismo de aumento, e: Cy(X) — Z, esta definido
en Co(X) = Qo(X) y Sdg = sdp es la identidad, por lo que claramente
gosdy =e.
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5. Para cualquier recubrimiento generalizado % de X y cualquier cadena u €

Cn(X), existe un entero ¢ > 0 tal que sd,*(u) € C\,(X, %).

Demostracion. Dado un recubrimiento %/, basta probarlo para un n-cubo
singular cualquiera, pues en ese caso, si u € @,,(X), u es una combinacién li-
neal de una cantidad finita de n-cubos singulares, 11, ..., T,.. Bastara entonces
tomar el mayor entero ¢, de entre los ¢q1, ..., ¢, tal que Sd,?(u) € Q. (X, %),y
como el operador de subdivisién respeta D,,(X), se tendrd sd,’(u+ D, (X)) €
Co(X,%).

SeaT € Q,(X) un n-cubo singular. Buscamos un entero positivo ¢(7) tal que
Sd,*M(T) e Qn(X, %), es decir, queremos ver que si aplicamos el operador
de subdivisién una cantidad suficiente de veces, obtenemos una suma de n-
cubos donde cada uno de ellos es de orden menor que % . Para ello, nos
vamos a mover en el espacio métrico 1", del cual tenemos un recubrimiento
abierto a partir de % y de T

I"=TX)=7"(|J It U)) = | 77 (Int U)),
AEA AEA

donde T~ (Int U,) es abierto por ser T’ continua. Por lo tanto, existe un ntime-
ro de Lebesgue para este recubrimiento, 7. Es decir, si U es un subconjunto
de I de didmetro menor que er, existe A € A tal que U C T~ (Int U,).

Dado un entero positivo ¢, al calcular Sd,?(T") obtenemos una suma de térmi-
nos de la forma Fe_ --- F,, T donde e; es un vértice del n-cubo resultante de
dividir I™ i veces. Vamos a suponer que ¢; es el origen 0 = (0, ...,0) € I", pa-
ra cada i, pues para cualquier otra eleccién bastara con hacer una traslacién
y no cambiara el didmetro del conjunto. De esta forma,

Fo"'FoTZ " — X
no es mas que, con la notacién introducida anteriormente,
Fo--- FoT =T o pg,

luego Im Fy - - - FyT = T'([0, 55]™). Puesto que [0, 55 es un n-cubo de lado 5

y didmetro \/52%, vamos a elegir ¢(7) tal que

1
\/ﬁ—Zq(T) < ET.

Por lo tanto, existe A € A tal que
[0, £]" € T~ (Int Uy)
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y en Consecuencia,
T([0, %] € T(T ' (Int Uy)) C Int U,.

Luego
Fy-- FoT(I") = T([0, ]") C Uy,
es decir, cada sumando de Sd,,*(T") es de orden menor que %, lo que querfamos

probar.
|

Queremos definir ahora una homotopia de cadenas entre el operador de sub-
divisién y el homomorfismo identidad en los grupos de cadenas.

Para ello, definimos primero las aplicaciones ng,1;: I? — I por

No(21, 72) = 232

ntl x1+x2§1

Mi(zy,22) = { 2-a2”

1, ZL‘1+I221

La interpretacién geométrica de 1y es que lleva cada punto (z1,x2) al punto
de corte del segmento que une (x1,23) y (0,2) con la recta y = 1, y n; lleva cada
punto (x1,x2) al punto de corte del segmento que une (z; + 1,29) y (0,2) con la
misma recta. Podemos destacar que la imagen de I x {0} por 1; es [%, 1] y que la
imagen de I x {0} por 1o es [0, 3.

Para n > 0, dado un n-cubo singular 7'y e € &, definimos un (n + 1)-cubo
por

G T (x1, .y Tpr1) = T(Mey (1, Tng1), ooy Ney, (Tny Trg1))-
Ejemplo 3.19. Si n = 1, se tiene & = {0, 1}, luego

GoT' (71, 29) = T(Mo(z1,72)) = T(52%;),
G1T(x1,20) = T(M1(21,22)) = T(

y con algunos valores particulares,
G0T<I1,1> = ($1)7
GOT<£C1, O) = (%) = F(]T(l‘l),
GlT(I'l, O) = T(m1+1) = FlT(l'l)

T
T

2

La siguiente figura representa graficamente estas definiciones.
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GOT GlT

0 ol 1 BT 2
Definimos el homomorfismo ¢,,: Q,(X) — Q,11(X) como el que extiende la

definicion
$n(T) = (=) Y " Go(T)

eEéan

si T' es un n-cubo singular para n > 1,y ¢g: Qo(X) — @1(X) como el homo-
morfismo nulo. Veamos algunas propiedades de estos homomorfismos.

Propiedades 3.20.

1. SiT es un cubo degenerado, también lo es G.(T), luego se induce un homo-
morfismo ¢y : Cp(X) — Cpia(X).

Demostracion. Es inmediato de la definicion de G.T'.

2. Veamos unas propiedades que cumplen las caras del cubo:
a) Para un n-cubo T, se tiene A, 1G.T = F.T.
Demostracion. En efecto,

Api1G T (21, ..y xy) = G T (21, ..., 2, 0)

=T(Me, (21,0), .-, Me,, (2, 0))
— T(Bfe, . fte) — FT.
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b) Sie=(0,..,0), entonces B, 1G.T = T. Para cualquier otro e € &,,
B, 1G.T es un n-cubo degenerado.

Demostracion. En efecto,
Bn1G T (21, ..yxy) = G T (x4, ..., 2, 1)
= TMe, (21,1), ..., MNe,, (T, 1)).
Sie; =1, entonces z; +1 > 1, luego ny(x;,1) = 1, para todo z; € I,
luego en ese caso, B, 11GT" seré degenerado. Si e = (0, ...,0) entonces

Bn—‘rlGOT(xh ceey xn) = T(T]O('rla 1)7 "'7n0(xn7 1))
=T (x1,..., Tp).

c) Sie€ &, conej=1ye €&, cone; =0ye; =e]sii#j, entonces
A;G.T = B;GuT.
Demostracion. En efecto,
AG T (xq,...,xn) = G (21, .., x21,0, 25, ..., )
=TMe, (z1,20), s, M1(0, 20), ooy Ne,, (Tre1, )
=TMey (1, 20), .., ﬁ, oo Ne, (Tp—1, 1)),
B,GoT(x1,...;xy) = GoT (21, ...,z 1, 24, .., )
=TMe, (1,20), s No(1, Z2), ooy Ne,, (o1, )

= T(ﬂe1 (xla xn)a (RS ﬁ> <y Ney, (.%'n,l, xn))

d) Paran > 2, sie € &,, tomamos € = (€1, ...,€j_1,€j41, ..., €y) € Ep_1. Si
ej =0, se tiene A;G. T = G:A;T. Sie; =1, se tiene B;G.T = G:B,T.

Demostracion. Lo vemos para el primer caso:
AG T (xq, .y xn) = GT (21, ..., xj-1,0, 24, ..., T,)
=TMe, (21, 20), ,M0(0,2), ooy Nep, (Tn1, Tp))
=TMe, (21, 20), -, 0, o Nep (Tnm1, Tn)),
GeAT (21, 2n) = AT(Mey (21, 20), 0 Mey_y (2521, 74),
Nejr (T4, Tn)s oo Ney (Tne1, Tn))
=TMe, (T1,T0); s Ne;_y (Tj1, 7)), 0,

nej+1 (xju xn)u o Mey, (xn—la xn))
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[ |
e) Paran =1, se tiene que A1GoT y B1G,T son degenerados.
Demostracion. En efecto, para cada x € [
AIGOT($) = GOT(()? $) = T(n0(07 :U)) - T(O)a
BlGlT(ZL‘) = GlT(]_,ZL‘) = T(T]l(l, JZ)) = T(l),

pues 1 4+z > 1.

3. Para un n-cubo singular T', se tiene
Ont1 0 Gn(T) =Sdu(T) =T = ¢pp100,(T) + D
con D € D, (X), por lo que al pasar a los grupos de cadenas, se cumple
sdy(u) — u = Opt1 0 Pp(u) + Pt 0 deu). (3.3)

Es decir, los homomorfismos ¢ definen una homotopia de cadenas entre el
operador de subdivision y el homomorfismo identidad.

Demostracion. El caso n = 0 es trivial, pues entendemos ¢_; como el homo-
morfismo nulo. Nos centramos en estudiar n > 0. Vamos a introducir unas
propiedades que relacionan las caras con G..

En el caso n = 1, queremos ver que
ya que ¢g = 0. Se tiene

82 9] le (T) = 02(G0T + GlT)
= AlGoT - BlGoT + AlGlT - BlGlT
— AQG()T + BQGoT — AzGlT + BQG1T7
y haciendo uso de las propiedades anteriores, sabemos que A;G1T = B1G(T,

AsGoT = F,T, AsGiT = F\T, BoGyT = T y queda una suma de cubos
degenerados, ya que A1GoT', B1GT y BoG1T son degenerados. Por lo tanto,

82 o ¢1(T) = Sd1<T) - T — Qbo 9 81(T) + D1

donde Dy = B\G\T — A1GoT + BoG1T € D,,(X), como querfamos probar.
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Suponemos n > 2. Se tiene

Ont1 0 on(T) = Onga ((—1)"H Z G.T)

ecEsy,
- (_1>n+1 Z 8n+1<GeT)
e€én
n+1
= (=" Y ) (~1)(AG.T — BiG.T).
ecé, i=1

Si en el segundo sumatorio tomamos los términos cuando @ = n+1, y haciendo
uso de las propiedades 2a y 20 del apartado anterior, tenemos

(=" (=) (Ap1GeT = BraGeT)

ecéy,

— Z ET—T — Z Bp1G.T

e€én e€&y,,e#0
= Sdn —T —+ DQ,

donde el segundo sumatorio Dy es suma de cubos degenerados. El resto de
sumandos son

= (1) Z Z (A,G.T — B;G.T)). (3.4)

eESy,

El procedimiento ahora es el mismo que seguiamos para ver que el operador
frontera conmuta con el operador de subdivisién, pues las propiedades que
cumplen G, y F, son similares. La idea es emparejar sumandos de (3.4) hasta
llegar a

n

n1000(T) = dur(Y_(=1)'(AT = B,T))

i=1

—Z ) (n-1(AT) = $n1(B.T))

_ Z ) > (GAT — G:BT) = S.

€€En—_1
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Tenemos entonces una homotopia de cadena entre el operador de subdivision
en los grupos de cadenas y el homomorfismo identidad.

4. Siue Cy(X,%), entonces pp(u) € Cpi1 (X, %).

Demostracion. Basta ver que si T' es de orden menor que %, entonces G.T'
también lo es, pues en consecuencia, ¢,(T) € Q,+1(X,%), y al pasar al
cociente, ¢, también lo cumple. Pero G.T(I"*') C T(I"), luego si T €
Qn(X, %), entonces G.T € Qui1 (X, %).

Construimos unos nuevos homomorfismos, ¢, ,: Cy,(X) — Cp41(X), con ¢ >
0 entero, por

Vanl1) = 3 (s, (w).

Ademds, si u € C,(X, %), ya es conocido que ¢, (u) € Cpy1(X, %) y para todo
i >0, sdy"(u) € C(X, %), en consecuencia, ¢, ,(u) € Cpy1 (X, %).

Proposicién 3.21. Para cada ¢ > 0 y para cada n, se cumple

sdp?(u) — w = Opy1 0 Yyn(u) + Ygn_1 0 Op(u). (3.5)

Demostracion. La férmula (3.5) se demuestra por induccién sobre ¢. Para ¢ = 1,
se tiene 9y, = ¢y, por lo que es exactamente la propiedad 3. Supongamos que se
cumple para ¢ — 1, entonces

sdnq_l(u) = Ont1 © Ygo1,n (1) + Pg-1,n-1 © On(u) + u.
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Calculamos sd,?(u):

sdp?(u) = sdnq_l(sdn(u))
= Opt1 0 Yg—1,n(sdn (W) + g1 103 (sdn(u)) + sda(u)

- ng (sd (sl +Zson1 0u(sda(w)))) + sdu(u)
:an+1<§gon<sdni+l +Zson1 (5,1 (0u(0))) + sdu(u)
- nﬂzgon (sd’ +Z%1 0, () + sdy ()

_ a@ o504 (1)) — @)+

+ i 90n*1(8d;—1<8n(u))) — ©n-1(0n(u)) + sdy(u)

= On+1© 7qu,n<u> + Ygn-10 On(u) + sdn(u) — Ong1 © (1) — @n_1 0 On(u)
= Op+1 © wq,n<u) + wq,nfl o 871(“) tu

donde hemos utilizado que 0,, o sd,,_1; = sd,, 00,,.

Ya estamos en condiciones de probar que el homomorfismo inducido
H,(X,A, %) — H,(X,A)
es un isomorfismo.

Demostracion del Teorema 3.16. Sea %/ un recubrimiento generalizado. Veamos
primero que o, : H,(X, %) — H,(X) es un isomorfismo. Recordemos que es el
homomorfismo inducido por la inclusién o’: Q. (X, %) — Qn(X).

Veamos primero que es un epimorfismo. Sea u + B,(X) € H,(X), es decir,
u € Cp(X) y Op(u) = 0. Sabemos que existe un entero ¢ > 0 tal que sd,?(u) €
Co(X,%). Por la férmula (3.5), se tiene que

Sdnq(u) —u= an—i—l o wq,n<u) + ¢q,n—1 o an(u) = an—H o ¢q,n(u) € Bn(X)a
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y ademas
On(sdn?(u)) = sdj,_1(0n(u)) = sdj_;(0) =0,

luego sd,?(u) € Z,(X, % ). Entonces,

0 (sdn?(u) + Bo(X, %)) = sdn?(u) + Bp(X) = u+ B, (X).

Comprobamos la inyectividad. Sea u + B,(X,%) € H,(X,%) tal que o (u +
B.(X, %)) = u+ Bn(X) = 0, es decir, u € B,(X). Sea v € Cy,;1(X) tal que
u = Opy1(v). Existe ¢ > 0 tal que sd},,(v) € Cpi1(X,%). De nuevo, por la
férmula (3.5), se tiene

sdy11(V) = v = Ont2 0 Ygni1(V) + Vg © Onia (v)
= Ont2 0 Ygnt1(v) + Ygn(u),
Ont1 (Sdgz-f—l(v) —v) = Ony100p420 ¢q,n+1(v) + Opq1 0 wq,n(u)a
On41(sd 1 (V) — u = Opy1 0 Yy p(u),

y por tanto,

an-i-l(Sdgz-&-l(U) - U) - an-i-l © an—&-2 o Q/}q,n—&-l(v) + 8n-i-l © ¢q,n(u)v

es decir,
Ons1(sdy 1 (v) = w = Onpy 0 Py n(u).

Se tiene, entonces,

U= Ony1 (Sdgz-i-l(v) — Ygn(u)) € Bu(X).

Ademés, sd? | (v) =Py n(u) € Cpy1 (X, %), yaque u € C, (X, % ) implica ¢y, (u) €
Crt1(X, % ). Por lo tanto, u € B, (X, % ), y en consecuencia, u + B, (X, %) = 0.

Queda probado que o: H, (X, %) — H,(X) y o!: H,(A, %) — H,(A) son
isomorfismos para todo n.

Ya es sabido que el siguiente diagrama es conmutativo,

0 Co(A, %) —2> (X, W)~ Co(X, A, U ) ——0

A

0 Cy(A) O (X) Co(X, A) —>0
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donde las dos filas son sucesiones exactas. A partir de este diagrama, obtenemos
el siguiente

Ho(A, %) —= Hy (X, %) —2 Ho(X, A, %) -2~ Hy (A, ) —2 Hy (X, %)

lo‘i’ lo‘i lo'* la! lai

H,(X) H,(X,A)

i Je X i

que cumple las hipotesis del Lema de los cinco, por lo que podemos asegurar que
0, €s un isomorfismo.

3.5. Relacién con otras homologias

Una vez construida la teoria de homologia ciibica, vamos a ver que relaciéon hay
con otras teorias de homologia, a partir de los axiomas de Eilenberg-Steenrod. Para
ello vamos a introducir los C'W-complejos. Para esta secciéon, vamos a basarnos
en el texto [3] de Hatcher. Las demostraciones de los resultados se exceden del
alcance del trabajo, pero es interesante mencionar esta relacién.

Hemos estado trabajando con funtores H,, entre la categoria de los pares de
espacios topoldgicos (X, A) y la categoria de los grupos abelianos H, (X, A). A
cada par, se le asigna un grupo para cada n, obteniendo la cadena de grupos de
homologia ctibica cuando los consideramos todos. Se cumple la funtorialidad de
la asignacién, pues la aplicacion identidad induce el homomorfismo identidad y
la composicién de aplicaciones continuas se convierte en la composicion de los
homomorfismos inducidos.

Los axiomas de Filenberg-Steenrod son los siguientes:

1. Homotopia: Aplicaciones homoétopas inducen el mismo homomorfismo en los
grupos de homologia.

2. Escision: Dado un par (X, A) y un conjunto U tal que U C Int A, entonces
la inclusién (X — U, A —U) — (X, A) induce un isomorfismo.

3. Dimension: Si X es un espacio unipuntual, H,(P) = 0, para n # 0.

4. Aditividad: Si X = UX, es una unién disjunta de espacios topoldgicos, en-
tonces H,(X) = &H,(X,).
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5. FEzactitud: Cada par (X, A) induce una sucesién exacta larga en los grupos
de homologia

o Ho(A) 225 Hy(X) 25 Ho(X,A) -2 Hyy(A) — -+

En la siguiente definicion, el conjunto E™ denota al disco unidad, el conjunto
Er={zeR"|| z||<1}.

Definicién 3.22. Una estructura de C'W-complejo es un espacio topoldgico X
construido a partir de una sucesién ascendente de subespacios cerrados

X'cX'cXx?*c..
que cumplen las siguientes condiciones:

1. X% es un espacio discreto constituido por un conjunto de puntos aislados,
los wvértices o 0-células.

2. Para cada n > 0, llamamos n-esqueleto a X", y este se obtiene a partir
de X" ! adjuntando una coleccién de n-células e” mediante aplicaciones
caracteristicas (o de adjuncién) ®,: E™ — X™ tales que:

a) Para cada «, la restriccién @ |m(gn) es un homeomorfismo sobre su
imagen @, (Int(E£")) = el.

b) Para cada «, la restriccion ®,|ggn tiene como imagen un subconjunto
de X" ! donde OE™ = S™ ! es la frontera de E".

¢) X" =X""1], e
3. X = Upo X

4. X tiene topologia débil respecto a la familia {X™ | n > 0}. Es decir, un
subconjunto U C X es abierto en X si y solo si U N X" es abierto en X"
para todo n > 0.

Un CW-complejo es finito o infinito dependiendo de si el niimero total de células es
finito o infinito. Si X = X" para algun entero n, el CW-complejo tiene dimension
finita, y la dimensién es el menor n que cumple X = X™.

Un subcomplejo de un C'W-complejo X es un subespacio cerrado A C X formado
por la unién de células de X, por lo que es también un C'W-complejo.

Ejemplo 3.23.
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1. Un grafo es un C'W-complejo de dimension 1, formado por las 0-células que
son los vértices del grafo, y las 1-células que son las aristas.

2. Un toro es un C'W-complejo de dimensién 2. Podemos ver el toro como un
cociente del cuadrado en el que identificamos los cuatro vértices como el
mismo punto, que serd la tnica 0-célula, también identificamos cada par de
lados paralelos como el mismo lado, que dara lugar a una circunferencia, por
lo que tendremos dos 1-células, y por tltimo el 2-esqueleto, que es el propio
toro. Esta construccion puede generalizarse a las superficies orientables, pues
se pueden entender como el cociente de un poligono de 4¢ lados, donde se
identifican los lados dos a dos, en la forma a1b;a1b1asbsabs....

Vamos a enunciar a continuacién una version mas débil del teorema 4.59 que
encontramos en el texto [3].

Teorema 3.24. Dada una teoria de homologia h en los CW -complejos que cumpla
el arioma de dimension, es decir, h,(x) = 0 si n # 0, entonces se tiene que
hn(X, A) = H,(X, A) todo n y para todo par (X, A) formado por un CW -complejo
y un subcomplejo.

Corolario 3.25. En los CW -complejos, los grupos de homologia cibica, homologia
simplicial y homologia singular coinciden.

A lo largo de este trabajo, hemos comprobado que la teoria de homologia ctibica
que hemos construido cumple los axiomas de Eilenberg-Steenrod: en el teorema
3.10 probamos el axioma de homotopia, con el Teorema de escisién comprobamos
el segundo axioma, en las propiedades 2.11 vemos los axiomas de dimension y
aditividad y, finalmente, en la proposicion 3.4 se tiene el axioma de exactitud.






Capitulo 4

Calculos en la esfera y
consecuencilas

En este capitulo vamos a calcular los grupos de homologia de unos espacios
conocidos como son las esferas y vamos a utilizar estos grupos para demostrar
algunos resultados topologicos. Para ello vamos a introducir los siguientes espacios.

Dado n > 0, sea S™ = {z € R"™ || = ||= 1} la n-esfera unidad. Llamamos
hemisferio superior de S™ al conjunto

EY ={(z1, ..., Tp41) € S" | Tpy1 > 0},
y hemisferio inferior de S™ al conjunto
E" ={(z1, ..., Tn11) € 5" [ @py1 < 0}

Sin >0, ala interseccién de los dos hemisferios la llamamos ecuador, y se puede
identificar con la esfera de una dimensién inferior,

Sn_l = {(%1, ...,SL’n+1) c S™ | Tpt+1 = O}

Al conjunto E" = {z = (x1,...,x,) € R" ||| z ||< 1} le llamamos n-disco unidad,
que podemos identificar con

E"={z = (21, .;0p1) ER" || 2 |< 1y 21 = 0}

A través de las proyecciones sobre las primeras n coordenadas, se observa que
los espacios B, E" y E" son homeomorfos, y como éste tltimo es convexo, son
contractiles.

99



60

Ejemplo 4.1.

1. Para n = 0, se tiene que S° = {—1,1}, luego EY = {1}, E® = {-1} y no
tiene ecuador.

2. Paran=1, S' = {(z,y) e R? | 2? + y* = 1},

la circunferencia usual. Los dos hemisferios
son el arco superior e inferior, respectivamen-
te. El ecuador es el conjunto {(—1,0), (1,0)},
que es inmediato identificarlo con S°. En es-
te caso, E' = [—1,1] x {0}. Con la proyec-
cién p: R? — R? p(z,y) = (2,0), y la apli-
cacién inversa p~': E' — R? p~l(z,0) =
(x,v/1—2?), es facil ver que los hemisferios
son homeomorfos al disco.

Teorema 4.2. Para todo entero n > 0, se tiene

ﬁ(Sn)— Z siit=mn
U100 sii#n

Y, N consecuencia,

Hy(S™) =
(") 7, sin>0

{Z@Z sin=0

Demostracion. La segunda parte es consecuencia, habiendo probado la primera
parte, de que Ho(X) = Ho(X) @® Z como vefamos en la proposicién 2.10. Ademds,
recordamos que si ¢ # 0, H;(X) = H;(X). Para los grupos de homologia reducida
de la esfera, vamos a comprobarlo por induccién sobre n.

Para n = 0, S° es un espacio con dos componentes conexas, cada una de ellas
unipuntuales, por lo que los grupos de homologia reducida seréan el grupo trivial
para cada i # 0. Recordamos que £: Cy(X) — Z es el homomorfismo de aumento,
luego para ¢ = 0, ﬁO(SO) = kere, que al tener S° dos componentes conexas, sera
no nulo. De hecho, si identificamos cada 0-cubo con su punto imagen, se tienen
T =1y T = —1 como generadores de Qo(X) = Cy(X), y por lo tanto

kere = {kT —kT' | ke Z} 2 Z

Ademds, como S° tiene dos componentes conexas, se confirma el hecho de que
Hy(S%) =Z d Z.
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Supongamos ahora que se cumple H;(S") = Zsii = n y H;(S™) = 0 si no. Veamos
que ocurre con H;(S™1). Vamos a considerar S como subespacio de E™™, y por lo
tanto, tenemos los pares (E™™, S") y (S"*!, E*). Consideramos la aplicacién de
inclusion k: (E"*! S") — (S™1 E"™)| que induce el siguiente diagrama entre
las dos sucesiones largas de homologia de cada uno de los pares

e—— NZ-+1(EE+1)—]'*> i+1(EE+1,S")8*—>]:]i(Sn)—>---

Lk*
O

] 1 Jx 1 n+1 7 n+1
e B (ST T Hoy (57, B e H (B s
Ya sabemos que los hemisferios son contractiles, luego sus grupos de homologia
reducida son todos nulos, por lo que tenemos las siguientes sucesiones exactas

0— Hi+1(EE+1’ Sn> i) ]:11<Sn) —0
0 — Hipy (S™Y) L5 H, (5™ ETHY) — 0

de donde se obtiene que tanto 0, como j, son isomorfismos. Si conseguimos ver
que k, también es isomorfismo, tendriamos la prueba completada, pues entonces
Hi1(S™1) = H;(S™), que, por hipétesis de induccién, es Zsii+1=mn+1,0lo
que es lo mismo, si ¢ = n, y el grupo nulo en otro caso.

Para ver que k, es un isomorfismo vamos a hacer uso del Teorema de escisién. Del
par (S"T1 ETTY) | parece intuitivo escindir el conjunto W = E%*! — S" obteniendo
asi el par (E"!,S™), pero W no cumple las condiciones del teorema de escisién,
pues
17 n—+1 n+1 __
W=E"¢IntEy =W
Por lo que vamos a considerar el conjunto W = {(z1, ..., Zp12) € S"™ | 210 > 1},
de esta forma, si se cumplen las hipotesis del teorema de escision, pues W =W, y
se tiene que
n+1 n+1 _ n+1 n+1
Hipa (8" =W, EY™ = W) = Hyy ("7, EY)
Ademds, como veremos en la observacion siguiente, el par (E"*!, S™) es un retracto

por deformacién del par (S™ — W, Efﬁ“ — W), por lo que comparten grupos de
homologia. Se tiene el siguiente diagrama conmutativo

(Eﬁ—&-l7 Sn) k (Sn+1’ Ez—&-l)

I

(Sn+1 - W, Efﬁ_l _ W)
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donde h e i son inclusiones y ambos inducen isomorfismos en los grupos de homo-
logia. En consecuencia, k, es isomorfismo, como queriamos comprobar.

Observacién 4.3. Para ver que el par (E"™, S™) es un retracto por deformacién
del par (S"+1—W, E™ —WW), vamos a considerar la aplicacién r: (S"+1—W, BT —
W) — (E™*! S") dada por

(2,22 0) 500 < g0 < 5

T’(JZ1, ...,$n+2) = { ko F

(@1, .. Tpya) 81 Tpg2 <0

donde k = \/1—122,, = \/z?+---+22,,. Es evidente que es una retraccién,
pues es continua, r|ge1 = Idy r(ET — W) C S™. Solo queda ver que ior =~ Id.

Vamos a construir una homotopia F: (I x (S™™' — W), I x (ET — W)) —
(Sn—i—l _ W, E_Trl _ W),

(kxq, ..., kTpy1,tTpyo) ST Tpyo >0

F(t, (21, ..., Tpi2)) = {

(T1, s Tnyo) i Tpig <0

~ 1—t2$2
donde k = T o2
7mn+2

En la demostraciéon del teorema anterior, hemos utilizado un procedimiento
similar al que se usa en el teorema de Seifert-Van Kampen para calcular el grupo
fundamental de un espacio topoldgico.

Una vez conocidos los grupos de homologia de la esfera, vamos a ver algunas
consecuencias.

Proposicion 4.4. La esfera no es contractil.

Demostracion. Sabemos que si dos espacios tienen el mismo tipo de homotopia,
sus grupos de homologia coinciden, por lo que si vemos que los grupos de homo-
logia no son iguales, podemos concluir que los espacios no son homotépicamente
equivalentes. Un espacio contractil cumple que todos sus grupos de homologia son
nulos excepto el 0-ésimo, que es Z. Pero ya hemos visto que si n > 0, H,(S") = Z.

Para n = 0, la esfera tiene dos componentes conexas, por lo que tampoco es
contractil (ademds, Hy(S°) =Z & Z).
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Proposicién 4.5. S™ no es un retracto de E"

Demostracion. Un retracto tiene el mismo tipo de homotopia que el espacio del
que retracta. Acabamos de ver que S™ no es contrictil, sin embargo, como E"*!
es convexo, si que lo es.

|
Proposicién 4.6. Los grupos de homologia del par (E™,S" ') son

0 sii#n
Hi(En,Sn_l) — { o 7é

Z siit=n
Demostracion. Consideramos la sucesién exacta larga de homologia reducida del
par

e ﬁiﬂ(sn_l) l—> F[z‘+1(En) i) Hi+1(En7 Sn_l) i) ﬁi(sn_l) —

donde conocemos los grupos de homologia reducida del disco, pues son todos nulos,
y los grupos de homologia reducida de la esfera que son todos nulos excepto si
t =n — 1. Por lo que en ese caso, tenemos

0 — Ho(E", 8" ) 25 H, (S — 0

luego 9, es isomorfismo y se tiene H,(E™, S"') = H,_;(S""') = Z. Para cualquier
otro i #n — 1, se tiene

0 — H;(E™, 8" ') — 0
por lo tanto, H;(E™, S™1) = 0.
|

Proposicién 4.7 (Teorema del punto fijo de Brouwer). Toda aplicacion continua
del disco en si mismo tiene, al menos, un punto fijo.

Demostracion. Dada una aplicacion f: E" — E™, supongamos que no tiene
ningin punto fijo, es decir, para cada x € E", se tiene f(x) # z. Por tanto,
podemos construir la tnica semirrecta que nace en f(z) y pasa por z. Sea v(x) el
punto de interseccién de la semirrecta con la esfera S"~!. Por lo tanto, tenemos la
aplicacién v: E™ —s S"1 que es claro que deja fija la esfera. Se puede comprobar
que v es una aplicacion continua al construir su expresion explicita, partiendo de
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que v(z) = f(z) + k(x — f(x)), donde k > 0 es tinico de forma que || v(z) ||*= 1.
Por lo tanto tenemos una retraccion del disco en la esfera, pero esto va en contra
del la proposicion 4.5. Se tiene entonces que f deja algin punto fijo.

Ejemplo 4.8.

1. S™ es un retracto por deformacién de R — {0}. Tenemos la retraccién
r: R —{0} — S" dadapor r(z) = ;7 y lainclusién i S* — R —{0}.
La homotopia entre la identidad i o r viene dada por

F(t,z) = (1 —t)x + tr(z).

Por lo tanto comparten grupos de homologia.

2. El complemento del un punto en la circunferencia S™ es homeomorfo a R". A
través de un homeomorfismo, podemos considerar el complemento del polo
norte, N = (0,...,0,1). Entonces, construimos la proyeccién estereogréfica
p: S" — {N} — R", donde p(z) es la interseccién de la recta que une =y
N con el hiperplano x,.; = 0. Es facil de ver que es continua al construir
su expresion explicita. De la misma manera, podemos construir la aplicacion
inversa, que lleva a cada punto x de R™ a la interseccién de la esfera S™ con la
recta que une (z,0) y N. Entonces, S —{N} es homeomorfo a R", condicién
mas fuerte que la de equivalencia homotopica, por lo que comparten grupos
de homologia.

3. R™ y R™ no son homeomorfos, si n # m. Lo vamos a ver de dos maneras,
gracias a los dos ejemplos anteriores.

Si R™ — {0} y R" — {0} no son homeomorfos, tampoco lo seran R™ y R".
Ya hemos visto que R™ — {0} ~ S™! y R" — {0} ~ S"7!, pero S !y
5"~ no tienen los mismos grupos de homologia por lo que no pueden ser
homotoépicamente equivalentes, y por lo tanto, tampoco homeomorfos.

Por otro lado, podemos considerar la compactificacion de Alexandroff por 1
punto, que denotaremos por R™. Se tiene que R™ = S™ — {N} y entonces
R™ 22 §™ v de la misma forma, R" 22 S™. Pero por el mismo argumento que
en el caso anterior, S™ y S™ no tienen los mismos grupos de homologia, y
por lo tanto, no pueden ser homeomorfos.
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4.1. Grado de una aplicacién

Para terminar, vamos a analizar qué ocurre con las aplicaciones de la esfera
en si misma y el homomorfismo que induce en la cadena de sus grupos de homo-
logia. Este estudio nos lleva a definir el concepto de grado de una aplicacion, un
invariante topoldgico fundamental. El grado resulta particularmente interesante,
ya que establece conexiones directas con resultados de andlisis que ya hemos explo-
rado, como el teorema del punto fijo de Brouwer, y proporciona herramientas para
otras ramas como la geometria diferencial, pues permite estudiar la existencia de
campos vectoriales en variedades entre otras aplicaciones. A través de este concep-
to, veremos como los grupos de homologia no solo clasifican espacios topoldgicos,
sino que también nos permiten analizar aplicaciones entre ellos.

Sea f: S™ — S™ una aplicacion continua, tenemos el homomorfismo
fo: Ho(S™) — H,(S™)
sOlo tiene interés este homomorfismo, pues para el i-ésimo grupo de homologia
reducida sera el homomorfismo nulo ¢ # n.

Como H,(S™) es un grupo ciclico infinito, existe un tnico entero d tal que f.(u) =
du para cada u € H,(S™).

Definicién 4.9. Llamamos grado de f al entero d tal que f.(u) = du, para todo
u € Hy,(S™).

Dada una aplicacién continua f: S™ — S™, vamos a definir una aplicacién
continua ¥ f: S"t1 — S"F! por

(0,...,0, Tpi2) $i || Tt ||=1

(Bf(F o =) ang2) i [l nga <1

Zf(%, --~,37n+2) = {

donde k = /1 —22,, = /21 +---+22,. Esta aplicacién lleva el polo norte
al polo norte, el polo sur al polo sur y restringida al ecuador es justamente f.
También lleva el hemisferio superior en el hemisferio superior, y lo mismo con el
hemisferio inferior. A esta aplicacién la llamamos suspension de f.

Propiedades 4.10.

1. El grado es un invariante homotopico, es decir, si dos aplicaciones son
homdtopas, tienen el mismo grado.
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4.1. GRADO DE UNA APLICACION

Demostracion. Si f,g: S™ — S™ son aplicaciones homdétopas, como vimos
en el teorema 3.10, los homomorfismos inducidos coinciden en los grupos de
homologia, f. = g., por lo que es evidente que tendran el mismo grado.

. Bl grado de la composicion es el producto de los grados.

Demostracion. Sean f,g: S™ — S™ aplicaciones, con d el grado de fy d’
el grado de g. Entonces,

(f 0 9)(u) = filg:(u) = fi(d'u) = dd'u,
para cada u € H,(S™). Luego, dd' es el grado de f o g.

. El grado de la suspension es el grado de f.

Demostracion. En la demostraciéon de la proposicion 4.2, velamos la cadena
de isomorfismos

Ho(S™) <= H,oy (B, S™) 25 Hyyr ("7, Eun 4+ 1) €2 Hy (S™H)

y por lo tanto, existe un isomorfismo ¢: H,(S™) — H,1(S™"). Este iso-
morfismo llevard un generador en un generador, luego ¢(1) € {—1,1} y el
grado serd 1 o —1. Se puede comprobar a partir de las definiciones y de la
construccién de ¢ que el siguiente diagrama

fa

H,(S") H,(S")

¢ 2

Hyon (S =2, (571

es conmutativo, por lo que el grado de f coincide con el de su suspension.

. El grado de la identidad es 1.

Demostracion. El homomorfismo inducido por la identidad también la iden-
tidad, por lo que es inmediato.

5. El grado de una aplicacion constante es 0.
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Demostracion. El homomorfismo f,, inducido por una aplicacion constante,
es el homomorfismo nulo.

|
6. Cualquier aplicacion f: S® — S° tiene grado 1, —1 o 0.

Demostracidn. Se tiene S° = {—1,1}. Identificamos los 0-cubos con el punto
de llegada, por lo que tenemos 7' =1, 7" = —1. Entonces se tiene ﬁo(SO) =
kere = {kT — kT' | k € Z} = 7Z. Para una aplicacién f: S° — S° hay tres
posibilidades:

e f(1) = f(—1), es constante, entonces el grado de f es 0.
e f es la identidad, por lo tanto, el grado de f es 1.

e f(1)=—1y f(~1) =1, entonces f = —Id y el homomorfismo inducido

for Ho(S%) — Hy(S°) cumple también f, = —Id, por lo que el grado
de f es —1.

7. La aplicacion simetria ortogonal respecto de un hiperplano que pasa por el
origen tiene grado —1.

Demostracion. Vamos a comprobarlo por inducciéon sobre n. Para n = 0,
solo hay una posible simetria ortogonal respecto de un hiperplano que pasa
por el origen en R, f(x) = —x, y estamos en el tercer caso de la propiedad
anterior, por lo que el grado es —1.

Supongamos que si f: S"! — S"7l es una simetria ortogonal respec-
to de un hiperplano que pasa por el origen de R"™, entonces f tiene grado
—1. Sea f: S™ — S™ una simetria ortogonal respecto de un hiperplano
que pasa por el origen. Mediante un homeomorfismo podemos suponer que
dicho hiperplano es z; = 0, es decir, f(z1,...,2Tpn11) = (=21, %2, ..., Tpt1).
Entonces f es la suspensién de la aplicacién g dada por g: S~ ! — Sn—L
g(x1, .., xy) = (=21, 29, ..., z,). Luego el grado de f = og es igual al grado
de g, que por hipdtesis de induccion es —1.

|
8. La aplicacion antipodal, f: S™ — S", f(x) = —x, tiene grado (—1)".

Demostracion. Podemos ver la aplicacion antipodal como una composicion
de simetrias r;(z1, ..., Tpi1) = (X1, ..., — T4y oy Tpy1). Bs decir, f =r,,10---0
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4.1. GRADO DE UNA APLICACION

r1, por lo que el grado de f es el producto (—1)"*!, como consecuencia de
las propiedades 2 y 7.

. Cualquier aplicacion sin puntos fijos es homdtopa a la aplicacion antipodal,

luego tendrd el mismo grado.

Demostracion. Sea f: S™ — S™ es una aplicacién sin puntos fijos, es decir,
f(z) # x para cada x € S™, y por lo tanto, el segmento que une f(x) con —x
no pasa por el origen. Tenemos entonces la homotopia entre f y la aplicacién
antipodal dada por

(1—=1t)f(z) —tx

Fo) = e —w

Observaciéon 4.11. Es interesante mencionar que el grado de una aplicacién de la
esfera en si misma es un invariante homotdépico completo, es decir, dos aplicaciones
son hométopas si, y solo si, tienen el mismo grado.

Definicién 4.12. Un campo de vectores tangentes en S™ es una aplicacion que
asigna a cada x € S™ un vector v(z) tangente a S™ en el punto x, es decir, v(z) es
un vector ortogonal a x en R"*!. Es un campo continuo si la aplicacién es continua
y es de vectores no nulos si v(x) # 0, para cada x.

Teorema 4.13. Existe un campo continuo de vectores tangentes no nulos en S™
si, y solo si, n es impar.

Demostracion. Sin es impar, tenemos el campo dado por

V(X1 ey Tp1) = (=T, X1, ooy, —Tpi1, Tn),

luego, si n es impar, la existencia esta garantizada.

Para ver el reciproco, sea v un campo continuo de vectores tangentes no nulos,
entonces la identidad en S™ es homdtopa a la aplicacion

z+v(z)
f(@) = s
|2+ v(z) |
a través de la homotopia
Fit.z) x + tu(x)

NEERGIE
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La aplicacion f no deja puntos fijos, pues en ese caso
v(x) = (|| z + to(z) | —1)z,

en contra de que v(x) es tangente a S™. Por lo tanto, el grado de f es (—1)"*! y,
por ser hométopa a la identidad, esto tiene que ser 1, luego n tiene que ser impar.

Observacién 4.14. En consecuencia, si n es par, un campo continuo de vectores
tangentes tendra algin vector nulo. Esto es conocido como el teorema de la bola
peluda.

Se puede generalizar el concepto del grado a otros espacios topoldgicos ho-
meomorfos a la esfera, o simplemente con el mismo tipo de homotopia. Dados
X, Y homotépicamente equivalentes a S™, entonces H,(X) y H,(Y) son grupos
ciclicos infinitos. Hay dos maneras de elegir a los generadores, diremos que los es-
pacios X e Y estan orientados cuando hemos elegido unos generadores € H,,(X),
y € H,(Y). Dada una aplicacién f: X — Y, el grado de f es el tinico entero d
tal que f.(x) = dy. Cambiar la orientacién de los espacios cambiara el signo del
grado. Este también es un invariante homotoépico y cumple propiedades similares
a las anteriores.

Ejemplo 4.15. Se tiene que S! es un retracto por deformacién de R? — {0}. Una
aplicacién continua f: S' — R? — {0} serd una curva cerrada que no pasa por
el origen. El grado de f se puede entender como el niimero de vueltas que da la
curva alrededor del origen, y el sentido de las mismas en el momento que dotamos
de orientacion a los espacios. Similar al concepto de indice de una curva cerrada.
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