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Resumen

En este trabajo se estudia el Teorema de Pick, un resultado fundamental de la
geometria discreta que permite calcular el area de un poligono reticulado a partir
del niimero de puntos interiores y de frontera que contiene. El objetivo principal es
presentar el teorema de manera rigurosa, explorar algunas de sus demostraciones y
analizar distintas aplicaciones y generalizaciones.

Palabras clave: reticulos, teorema de Pick, grafos, teorema de Euler.

Abstract

This work studies Pick’s Theorem, a fundamental result in discrete geometry that
allows one to compute the area of a lattice polygon from the number of interior and
boundary points it contains. The main goal is to present the theorem in a rigorous way,
explore some of its proofs, and analyze different applications and generalizations.

Keywords: lattices, Pick’s theorem, graphs, Euler’s theorem.
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Capitulo 1

Introduccion

El desarrollo del trabajo se basa de manera especial en la demostracion que emplea
la féormula de Euler para grafos planos, ya que ofrece un marco combinatorio claro
y conecta la geometria de los poligonos con resultados méas generales de la teoria de
grafos.

El trabajo comienza con una introduccién historica que sitia el teorema en su
contexto y presenta las motivaciones que llevaron a su formulacién. A continuacion,
se incluyen los conceptos matematicos preliminares necesarios, como la definicion de
reticulo, poligonos simples, puntos interiores y de frontera, asi como las ideas bésicas
de geometria discreta.

Seguidamente se dedica un capitulo a los grafos planos y al Teorema de Euler, pre-
sentando sus fundamentos y mostrando cémo puede aplicarse a subdivisiones poligo-
nales. Esta parte constituye la base sobre la que se construye la demostracion principal
del Teorema de Pick en el capitulo central, donde se expone su enunciado formal y se
desarrolla la prueba utilizando la relacion de Euler.

A continuacion, se introduce el estudio de las triangulaciones de poligonos, tanto
desde un punto de vista geométrico como combinatorio, destacando su papel esencial
en la argumentacion de la demostracion.

El trabajo prosigue con un capitulo dedicado especificamente al Teorema de Pick,
donde se presentan ejemplos ilustrativos y se discuten otras posibles vias de prueba,
aunque sin desarrollarlas en detalle.

En la parte aplicada se analizan conexiones con la teoria de nimeros y la com-
binatoria, incluyendo problemas clasicos como las sucesiones de Farey, el arbol de
Stern—Brocot y cuestiones geométricas sobre recubrimientos en reticulos. También se
comenta el uso del teorema en la ensenanza y la divulgacién, y su relacion con la
geometria de nimeros a través de los polinomios de Ehrhart.

Finalmente, se abordan generalizaciones y limitaciones: se estudia el caso de poligo-
nos con agujeros, situaciones no simples o degeneradas, la imposibilidad de extender
la férmula a dimensién tres y las conexiones con el Teorema de Minkowski.



1.1. Historia del teorema de Pick

Figura 1.1.1: Georg Alexander Pick

El Teorema de Pick fue demostrado por Georg Alexander Pick (1859-1942). Pick
nacié en Viena, Austria, en el seno de una familia judia. Estudié Matematicas y Fisica
en la Universidad de Viena y, tras doctorarse en 1880 bajo la direccién de Ernst Mach,
desarroll6 gran parte de su carrera académica en la Universidad Alemana de Praga,
donde en 1892 alcanz6 la catedra de Matematicas.

Su produccién matemaética fue extremadamente amplia: publicé alrededor de 67
articulos sobre temas como algebra lineal, calculo integral, teoria de invariantes, teoria
del potencial, andlisis funcional, funciones de variable compleja, ecuaciones diferenciales
y geometria. Entre sus aportaciones mas destacadas se encuentran la matriz de Pick, la
interpolacion de Pick-Nevanlinna y el lema de Schwarz—Pick, resultados que todavia
hoy ocupan un lugar importante en la teoria de funciones holomorfas.

Sin embargo, la popularidad de su nombre se debe principalmente al teorema que
lleva su apellido, presentado en 1899 en su articulo Geometrisches zur Zahlenlehre,
publicado en Praga. Curiosamente, este resultado paso bastante desapercibido durante
décadas. No fue hasta 1969, cuando Hugo Steinhaus lo incluyé en su conocido libro
Mathematical Snapshots, que comenzé a recibir atencién y admiracién por su simplici-
dad y elegancia.

Ademas de su faceta investigadora, Pick también se interesé por la dimension
didactica de la matematica. Se ha sugerido que la motivacion detras de su teorema
fue mostrar la riqueza que puede obtenerse al relacionar distintos campos matematicos
(en este caso, geometria, aritmética y combinatoria) en un enfoque interdisciplinario,
con un alto valor pedagogico.

En la vida académica de su tiempo, Pick también tuvo un papel relevante: en 1911
participé en el comité que recomendé a Albert Einstein para una catedra de Fisica en
Praga, lo que refleja su influencia en el ambiente cientifico de la época.

Lamentablemente, su vida estuvo marcada por el contexto historico del siglo XX.



Tras la anexién nazi, Pick fue expulsado de la Academia de Ciencias y Artes de Che-
coslovaquia debido a su origen judio. En 1942, a los 82 anos, fue deportado al campo de
concentracion de Theresienstadt, donde murié el 26 de julio de ese mismo ano, apenas
dos semanas después de su llegada.

El Teorema de Pick, concebido a finales del siglo XIX, no solo constituye un resul-
tado elegante dentro de la geometria discreta, sino que también representa un ejemplo
del legado matematico duradero que trasciende incluso las tragedias personales de su
autor.

1.2. El Teorema de Pick

A lo largo de este trabajo nos centraremos en el Teorema de Pick, un resultado
sorprendentemente sencillo y elegante que conecta el area de un poligono con los puntos
del reticulo que contiene.

Teorema (Pick, 1899) Sea P un poligono cuyos vértices pertenecen al reticulo Z2.
Entonces el drea de P viene dada por la formula

AP) = T+2 -1

donde I es el nimero de puntos del reticulo en el interior de P y B el nimero de
puntos del reticulo en la frontera de P.

De manera intuitiva, el Teorema de Pick afirma que el area de un poligono reticular
se puede calcular inicamente contando puntos enteros en su interior y en sus bordes.
Esta simplicidad convierte al resultado en una herramienta central en la geometria
discreta y en la motivacion principal de este trabajo.



Capitulo 2

Preliminares matematicos

2.1. El reticulo Z2

Definicién 2.1.1. Un reticulo A en un espacio vectorial real V' es un subgrupo aditivo
discreto de V. El rango de A es la dimension de su espacio lineal generado, es decir,

rango(A) := dim(lin A).
Ejemplo 2.1.2. Un reticulo entera estindar en R? es el conjunto
7* = {(m,n) :m,n € 7},
generado por los vectores unitarios
er = (1,0), e2=1(0,1).

Graficamente, este reticulo corresponde a la malla de todos los puntos con coordenadas
enteras en el plano.

Figura 2.1.1: El reticulo entero estandar Z? generada por e; y es.

Definicién 2.1.3. Una base de un reticulo es un subconjunto linealmente indepen-
diente B C V' que genera el reticulo, es decir,

A = A(B).

s={l) [}

Entonces B es una base del reticulo considerada en el Ejemplo [2.1.1]

Ejemplo 2.1.4. Sea
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Definicién 2.1.5. Un wvector primitivo de un reticulo A es un vector no nulo v € A
que no es un multiplo positivo de otro vector del reticulo. Equivalente a:

conv(0,v) N A = {0,v}.
Definicién 2.1.6. Sea A = {vy,..., v} C R? un conjunto linealmente independiente.
El zonotopo semiabierto generado por estos vectores es

k

I1(A) := {Z A\iV;

i=1

0< )\ <1 paralgigk},

y se denomina paralelepipedo fundamental.

Figura 2.1.2: Paralelepipedo fundamental semiabierto I1(B) generado por v; = (3,0) y
Vg = (—1, 1)

2.2. Poligonos simples sobre el reticulo

Un poligono simple es un poligono plano cuyos lados no se cortan entre si, salvo
en los vértices consecutivos. Es decir, es una curva cerrada formada por segmentos de
recta que no se autointersecta.

Definicién 2.2.1. Un poligono reticular simple es un poligono simple cuyos vértices
pertenecen al reticulo Z2.

Figura 2.2.1: Ejemplo de poligono reticular simple.



Figura 2.2.2: Ejemplo de poligono no Figura 2.2.3: Ejemplo de poligono simple
reticular. Pero no convexo.

Para un poligono reticular simple P, se pueden definir los siguientes invariantes:
= B: numero de puntos del reticulo en la frontera de P,

= [: nimero de puntos del reticulo en el interior de P,

= A: drea de P, medida en unidades de cuadrados del reticulo.

Ejemplo 2.2.2. En el caso del poligono de la Figura [2.2.1] se tiene:

(B,1,A) = (6,5,7).

2.3. Puntos interiores y de frontera

En el estudio de los poligonos reticulares resulta fundamental distinguir entre los
puntos de frontera y los puntos interiores.

Definicién 2.3.1. Dado un poligono reticular simple P C R?, llamamos

» puntos de frontera a los puntos del reticulo Z? que se encuentran sobre los lados
de P,

» puntos interiores a los puntos del reticulo Z? que estan estrictamente dentro de

P.

Denotaremos por B el nimero de puntos de frontera y por I el nimero de puntos
interiores.

Definicién 2.3.2. La longitud reticular de un segmento del reticulo e = conv (v, w) C
R2, donde v,w € Z2, se define como

longitud(e) := |e N Z*| — 1.

Es decir, el nimero de subsegmentos determinados por los puntos del reticulo conteni-
dos en e.

Ejemplo 2.3.3. El segmento entre (0,0) y (4,2) contiene exactamente los puntos
(0,0),(2,1),(4,2). Por tanto,

longitud(e) =3 — 1= 2.
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4,2
(4, )|e NZ%* =3
longitud(e) =3 —1=2
2’ 1) ng(47 2) =2
T

(0,0)

Figura 2.3.1: Segmento de extremos (0,0) y (4,2).

En la Figura [2.3.1] se observa que los puntos del reticulo sobre el segmento son
(0,0),(2,1),(4,2), por lo que longitud(e) = 2 y ged(4,2) = 2.

Observacion 2.3.4. La longitud reticular coincide con el maximo comun divisor de
las diferencias de coordenadas de los extremos:

longitud(conv(v, w)) = ged (|SCU — T, Yo — Z/w|)

Ejemplo 2.3.5. Para el segmento entre (0,0) y (4,2), se tiene ged(4,2) = 2, lo que
coincide con el calculo anterior.

La nocién de longitud reticular resulta muy tutil porque permite contar de forma
precisa los puntos de frontera en cada lado de un poligono reticular. En combinacién
con los puntos interiores, estos valores B e [ apareceran en la férmula del Teorema de
Pick (Capitulo |5)).

2.4. Area de poligonos y motivacion del problema

El drea de un poligono en el plano se puede calcular mediante las férmulas clasicas
de la geometria euclidea. Sin embargo, cuando trabajamos con poligonos reticulares,
es mas natural medir el area en unidades de cuadrados del reticulo, es decir, tomando
como unidad basica el area de un cuadrado de lado 1.

Ejemplo 2.4.1. Un cuadrado de vértices (0,0), (1,0), (1,1),(0,1) tiene area
A=1.
Si consideramos el cuadrado de vértices (0,0), (2,0), (2,2), (0,2), su drea es
A=2%=4,
medida en unidades de cuadrados del reticulo.

Ejemplo 2.4.2. Un tridngulo de vértices (0,0),(2,0), (0, 3) tiene area

también medida en unidades de cuadrados del reticulo.

En el contexto de los poligonos reticulares simples, hemos introducido tres inva-
riantes fundamentales:



= B: nimero de puntos del reticulo en la frontera,
= [: nimero de puntos del reticulo en el interior,

» A: drea en unidades de cuadrados del reticulo.

Una pregunta natural que surge es: jexiste una relacion sencilla entre el drea de un
poligono reticular y el nimero de puntos interiores y de frontera que contiene?

Responder a esta cuestion es precisamente el objetivo del Teorema de Pick, que
veremos en detalle en el Capitulo [f

(1,3)
B=17
I =
A=t
A=T+52-
(0,0) (5,0)

Figura 2.4.1: Tridngulo reticular con 7 puntos exteriores y 5 interiores.

Ejemplo 2.4.3. El triangulo de la Figura verifica la féormula de Pick
A=IT+2-1.
En efecto, como B =7 e I =5, resulta
I+8-1=5+1-1=5+35-1=75.

Por otro lado, el area geométrica del triangulo es

Por tanto, ambos valores coinciden y se cumple la férmula de Pick.

Nota 2.4.4. A partir de ahora usaremos I(P), B(P), A(P) para enfatizar la depen-
dencia en el poligono P; cuando no haya confusion, escribiremos simplemente I, B, A.

2.5. Conteo discreto y geometria combinatoria

En esta seccién introducimos nociones que permiten clasificar y comparar poligonos
reticulares mas alld de su forma geométrica euclidea.

Definicién 2.5.1. Dos poligonos reticulares P y P’ se dicen equivalentes unimodulares
si existe una transformacién afin de la forma

r—=Tr+0b,

donde T es un automorfismo del reticulo Z? (es decir, una matriz entera con determi-
nante 1) y b € Z?, que lleva los vértices de P en los de P'.
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Corolario 2.5.2. Los poligonos reticulares equivalentes unimodulares tienen el mismo
numero de puntos del reticulo y la misma drea.

Demostracién. Si dos poligonos P y ) son equivalentes unimodulares, existe una
transformacion afin con matriz en GLy(Z) y traslacién entera que lleva P en Q. Dicha
transformacion preserva el reticulo Z? y el drea (porque su determinante es +1). Por
tanto, el nimero de puntos reticulares y el drea coinciden en ambos poligonos. O]

Definicién 2.5.3. Llamamos tridangulo estdndar o tridangulo unimodular al poligono
Ay := conv{(0,0),(1,0),(0,1)},
es decir, el convexo generado por el origen y los vectores de la base candnica de Z2.

Proposicion 2.5.4. Todo triangulo del reticulo con exactamente tres puntos del reticu-
lo (sus vértices) es isomorfo al triangulo estandar As.

Demostracion. Sea T un triangulo reticular que contiene exactamente tres puntos
del reticulo: sus vértices. Estos triangulos se denominan unimodulares y tienen area
1/2.

Podemos trasladar T de modo que uno de sus vértices coincida con el origen, y
tomar los otros dos como vectores de una base del reticulo. Dado que T no contiene
mé&s puntos del reticulo, esa base necesariamente es unimodular (su determinante es
+1).

Por tanto, existe una transformacion afin unimodular que envia dicha base a la
base canénica {(1,0),(0,1)} de Z2. Bajo esta transformacion, el tridngulo T se lleva
exactamente al tridngulo estandar

Ay = conv{(0,0), (1,0), (0,1)}.

Asi, todo tridngulo del reticulo con solo sus tres vértices como puntos del reticulo

es isomorfo a A,. O
0 O 0 0 0 o} o
@] o O @] ] o
0 o o o O

Figura 2.5.1: Ejemplos de tridngulos reticulares.

En la Figura|2.5.1] se observa que aunque presentan diferentes longitudes y angulos,
el tridngulo azul y el rojo son equivalentes en el sentido del reticulo, mientras que el
verde no lo es.

Este resultado muestra que, aunque dos poligonos puedan parecer diferentes desde
el punto de vista euclideo (distancias o angulos), pueden ser equivalentes en el senti-
do del reticulo si existe una transformacion afin unimodular que los relaciona. Estas
transformaciones preservan el numero de puntos del reticulo y el area, aunque no ne-
cesariamente los angulos ni las longitudes.



Proposicion 2.5.5. Los poligonos reticulares equivalentes contienen el mismo nimero
de puntos del reticulo, tienen la misma drea y el mismo perimetro reticular.

Demostraciéon. Dos poligonos reticulares son equivalentes si existe una transforma-
cién afin unimodular que envia uno en el otro. Tales transformaciones estan dadas por
una matriz entera con determinante 41 y una traslacién por un vector de Z2.

» Estas transformaciones preservan el conjunto de puntos del reticulo, por lo que
el nimero de puntos interiores y de frontera se mantiene invariante.

= También preservan el area, ya que el determinante +1 garantiza que las areas se
conserven exactamente.

= Finalmente, como envian segmentos del reticulo en otros segmentos del reticulo,
también preservan la longitud reticular de cada lado, y por tanto el perimetro
reticular.

En conclusion, poligonos reticulares equivalentes contienen el mismo nimero de
puntos del reticulo, la misma area y el mismo perimetro reticular. O
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Capitulo 3

Grafos planos y el teorema de Euler

Durante este capitulo se expondran diversas propiedades y conceptos relacionados
con los grafos planos y el Teorema de Euler.

En primer lugar, se presentaran las definiciones bésicas y algunos resultados to-
polégicos previos que permiten comprender la estructura de este tipo de grafos.

A continuacion, se estudiara la relacién entre los grafos planos y sus duales, intro-
duciendo el concepto de correspondencia entre vértices, aristas y regiones. También
se analizara la manera en que los grafos planos pueden representarse en el plano sin
cruces, y como estas representaciones estan ligadas a propiedades combinatorias fun-
damentales.

El capitulo culminard con la féormula de Euler para grafos planos, uno de los resulta-
dos clasicos de la matematica discreta, cuya demostracion y aplicaciones se examinaran
con detalle. Este teorema no solo constituye un puente entre grafos y topologia, sino que
también tendra un papel esencial en capitulos posteriores, especialmente en el estudio
de las triangulaciones de poligonos y en la demostracion del teorema de Pick.

En este capitulo trabajaremos tinicamente con grafos simples, es decir, no dirigidos,
sin bucles ni aristas multiples.

3.1. Definiciones basicas de grafos

Definicién 3.1.1. Un grafo simple es un par G = (V, F), donde:

= 1 es un conjunto finito cuyos elementos se llaman vértices.

» E C [V]? es un conjunto de pares no ordenados de vértices distintos, llamados
aristas.

Aqui, [V]? denota el conjunto de todos los subconjuntos de V' con exactamente dos
elementos.

Observacion 3.1.2. La forma habitual de visualizar un grafo es dibujando un punto
por cada vértice y uniendo dos de esos puntos con una linea si los vértices correspon-
dientes forman una arista. La forma en que se dibujan exactamente estos puntos y
lineas se considera irrelevante: lo inico que importa es la informacion sobre qué pares
de vértices forman una arista y cudales no.

11
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Figura 3.1.1: El grafo sobre V' = {1,...,7} con conjunto de aristas

E={{1,2},{1,5},{2,5},{3,4}, {5, 7}}

Notacién 3.1.3. Sea G = (V, E) un grafo. Denotaremos por V(G) al conjunto de
vértices de G, y por E(G) al conjunto de sus aristas.

Observacion 3.1.4. A lo largo de este capitulo denotaremos los vértices por la letra
v, v las aristas por la letra e.

Definicién 3.1.5. El nimero de vértices de un grafo GG es su orden, y se denota por
|G|; su ntimero de aristas se denota por a = ||G||. Los grafos se clasifican como finitos
o infinitos segiin su orden.

Observacion 3.1.6. En adelante consideraremos tinicamente grafos finitos.

Definicién 3.1.7. Para el grafo vacio (,0) simplemente escribimos (). Un grafo de
orden 0 o 1 se denomina trivial.

Definicién 3.1.8. Un vértice v es incidente con una arista e si v € e; en tal caso, se
dice que e es una arista en v. Los dos vértices incidentes con una arista se denominan
extremos de la arista, y se dice que la arista une sus extremos.

Notacién 3.1.9. Sean X,Y C V. Una arista {z,y} normalmente se escribe xy (o yx).
Size X eyeY, entonces xy es una arista X-Y.

El conjunto de todas las aristas XY en un conjunto E se denota por E(X,Y); en
lugar de E({z},Y) y E(X, {y}) simplemente escribimos E(z,Y)y E(X,y). El conjunto
de todas las aristas en £ que inciden en un vértice v se denota por E(v).

Definicién 3.1.10. Dos vértices x,y de un grafo GG son adyacentes, o vecinos, si xy es
una arista de GG. Dos aristas e # f son adyacentes si tienen un extremo en comun.

Definicién 3.1.11. Un grafo G' es completo si todos sus vértices son adyacentes por
pares. Se denota por K, al grafo completo con n vértices.

Notacion 3.1.12. Un grafo completo con n vértices se denota por K,,; un K3 se llama
tridngulo y K4 corresponde al tetraedro.

Definicién 3.1.13. Vértices o aristas no adyacentes por pares se llaman independien-
tes. Més formalmente, un conjunto de vértices o de aristas es independiente (o estable)
si ningin par de sus elementos es adyacente.
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Definicién 3.1.14. Sean G = (V,E) y G' = (V', E’) dos grafos. Decimos que G y
G' son isomorfos, y escribimos G ~ (', si existe una biyeccion ¢ : V. — V' tal que
ry € B < p(x)p(y) € E' para todo x,y € V. Tal aplicacién ¢ se llama un
isomorfismo; si G = G', se llama un automorfismo.

Observacion 3.1.15. No distinguimos normalmente entre grafos isomorfos. Asi, sole-
mos escribir G = G’ en lugar de G ~ @', y hablamos del grafo completo con n vértices,
y asi sucesivamente.

Definicién 3.1.16. Una aplicaciéon que toma grafos como argumentos se llama un
mvariante de grafo si asigna valores iguales a grafos isomorfos.

Ejemplo 3.1.17. El nimero de vértices y el niimero de aristas de un grafo son dos
invariantes sencillos. Otro invariante importante es el ndmero de clique, es decir, el
méximo nimero de vértices que forman un subgrafo completo (o clique) en G. La

definicién de subgrafo se dard mas adelante en la definicion |3.1.19]

L
o
)

e

1
\ ed
2

Je—=a5
oG- ‘eales

Figura 3.1.2: Unién, diferencia e interseccion; los vértices 2, 3,4 generan un tridangulo
en G UG’ pero no en G.

Definicién 3.1.18. La unidn de dos grafos Gy G’ se define como
GUG =(VUV' EUE')

y su interseccion como
GNG =VnV ENE.
Si GNG =1, se dice que G y G’ son disjuntos.

Definicién 3.1.19. Sea G = (V, E) un grafo. Un grafo G' = (V’, E’) es un subgrafo de
GsiV' CVyE CE, conlacondicién de que cada arista de E’ tiene sus extremos en
V’. En este caso, G se llama supergrafo de G, y se escribe G’ C G. De manera menos
formal, se dice que G contiene a G'.

Definicién 3.1.20. Si G’ C G y G contiene todas las aristas xy € F con z,y € V',
entonces G’ es un subgrafo inducido de G; decimos que V' induce o genera a G' en G,
y escribimos G' = G[V']. Si U C V es cualquier conjunto de vértices, G[U] denota el
grafo sobre U cuyas aristas son precisamente las aristas de G con ambos extremos en
U. Si H es un subgrafo de GG, no necesariamente inducido, abreviamos G[V (H)| como

G[H).
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Definicién 3.1.21. Un subgrafo G’ C G es un subgrafo generador de G si V' abarca
todos los vértices de G, es decir, si V' = V.

G ' "

Figura 3.1.3: Un grafo G con subgrafos G’ y G”; G’ es un subgrafo inducido de G,
pero G” no lo es.

Si U es cualquier conjunto de vértices (usualmente de G), escribimos G — U para
G[V \ U]. En otras palabras, G — U se obtiene de G eliminando todos los vértices en
U NV y sus aristas incidentes. Si U = {v} es un tnico vértice, escribimos G — v en
lugar de G — {v}. En vez de G — V(G’) escribimos simplemente G — G'.

Definicién 3.1.22. Para un subconjunto F' de [V]? escribimos G — F := (V,E\ F) y
G+ F = (V,EUF); como antes, G — {e} y G + {e} se abrevian como G —e y G +e.

Definicién 3.1.23. Llamamos a G mazimal respecto a aristas con una propiedad de
grafo dada si G posee la propiedad pero ningun grafo G + zy la posee, para z,y no
adyacentes en G.

Definicién 3.1.24. De manera mas general, decimos que un grafo es minimo o mdzimo
con respecto a alguna propiedad cuando no se ha especificado un orden en particular,
y nos referimos a la relaciéon de subgrafo. En este contexto, “minimo” o “maximo”
respecto a vértices o aristas significa inclusion de conjuntos.

Definicién 3.1.25. Si G y G’ son disjuntos, denotamos por G x G’ al grafo obtenido
a partir de G U G’ anadiendo aristas entre todos los vértices de G y todos los vértices
de G'. Por ejemplo, K? x K3 = K°.

Definicién 3.1.26. El grafo complementario G de G es el grafo sobre V' con conjunto
de aristas [V]?\ E.

Definicién 3.1.27. El grafo lineal L(G) de G es el grafo en F en el que x,y € E son
adyacentes como vértices si y sélo si son adyacentes como aristas en G.

)

s d

Figura 3.1.4: Un grafo isomorfo a su complementario.
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Definicién 3.1.28. Sea G = (V, E) un grafo no vacio. El conjunto de vecinos de un
vértice v en G se denota por Ng(v), o de forma abreviada N (v).

Definicién 3.1.29. El grado (o valencia) de un vértice v, denotado por dg(v) o d(v),
es el nimero |F(v)| de aristas incidentes en v. Por definicién, este niimero coincide con
el nimero de vecinos de v.

Definicién 3.1.30. Un vértice aislado es aquel cuyo grado es 0.

Observacién 3.1.31. El grado minimo de un grafo G se denota por 6(G) := min{d(v) |
v eV}, yel grado mdzimo se denota por A(G) := max{d(v) | v e V}.

Definicién 3.1.32. Sea G = (V, E) un grafo. Un recorrido de longitud k& > 0 es una
sucesiéon (v, vy, ..., vx) de vértices de G tal que v;_1v; € E para todoi=1,...,k. La
longitud del recorrido es k (el numero de aristas usadas).
Un camino es un recorrido sin repeticion de vértices (es decir, v; # v; si i # j).
Un ciclo es un recorrido cerrado de longitud k£ > 3, con vy = vy, y sin repeticién de
vértices salvo el primero/ultimo (vg, vy, ..., v,_1 todos distintos).

Definicién 3.1.33. Un grafo no vacio G se dice conexo si para cualesquiera dos vértices
u,v € V(G) existe un camino en G que une u con v. Si U C V(G) y el subgrafo inducido
G[U] es conexo, también decimos que U es conexo (en G).

Definicién 3.1.34. Sea k£ > 1. Un grafo G se dice k-conexo si sigue siendo conexo
después de eliminar cualesquiera k — 1 vértices (y sus aristas incidentes). En particular:

= |-conexo equivale a conexo.

= 2-conexo significa que no existe un tnico vértice cuya eliminacién desconecte el
grafo.

= 3-conexo significa que es necesario eliminar al menos tres vértices para desconec-
tarlo.

Definicién 3.1.35. Sea G = (V, E)) un grafo. Un subgrafo conexo maximal de G se
denomina componente de G. Noétese que una componente, al ser conexa, nunca esta
vacia; por lo tanto, el grafo vacio no tiene componentes.

Figura 3.1.5: Un grafo con tres componentes y un subgrafo conexo
generador minimal en cada componente.
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3.2. Resultados topoldgicos previos

En esta seccion revisamos algunas definiciones y hechos topoldgicos basicos que
se utilizaran mas adelante. Todos estos resultados son bien conocidos y, por tanto,
no se incluyen sus demostraciones. Como el contenido no involucra teoria de grafos
propiamente dicha, nuestro objetivo es unicamente recoger los conceptos topoldgicos
que necesitamos para el desarrollo posterior, evitando demostraciones innecesarias.

Todas las pruebas que aparezcan seguiran estrictamente las definiciones y hechos
expuestos aqui, guiadas cuando sea posible por intuiciones geométricas, pero mante-
niendo la presentacion formal al minimo necesario.

Definicién 3.2.1. Un segmento de linea recta en el plano euclideo es un subconjunto
de R? que tiene la forma
{p+Ag—-p|0<A<T}

para dos puntos distintos p, g € R2.

Definicién 3.2.2. Un poligono en el plano es un subconjunto de R? formado por la
union de un nuimero finito de segmentos de recta consecutivos que determinan una
curva cerrada.

Se dice que un poligono es simple si su frontera no se corta a si misma, es decir, si los
segmentos solo pueden intersectar en vértices consecutivos (compartiendo exactamente
un extremo).

En este trabajo, salvo que se indique lo contrario, todos los poligonos considerados
seran poligonos simples.

Definicién 3.2.3. Un arco poligonal es un subconjunto de R? que es la unién de un
nimero finito de segmentos de recta y que es homeomorfo al intervalo cerrado [0, 1].
Las imagenes de 0 y 1 bajo este homeomorfismo se denominan extremos del arco, y el
arco une o conecta dichos extremos.

El interior de un arco poligonal es el arco sin sus extremos, y su frontera esta
formada precisamente por los extremos.

En lo que sigue, el término arco se referird siempre a un arco poligonal.

Definicién 3.2.4. Sea G = (V, E) un grafo. Un arco P entre dos vértices z,y € V es
un camino de G con extremos x e y.
Denotaremos:

por P al conjunto de vértices de dicho camino;

por {z,y} alos extremos del arco;

por P =P \ {z,y} a su interior (los puntos intermedios del camino);

por OP = {z,y} a su frontera.

Definicién 3.2.5. Sea O C R? un conjunto abierto. Definimos una relacién de equi-
valencia en O diciendo que dos puntos p,q € O pertenecen a la misma clase si existe
un arco contenido en O que une p y q.

Las clases de equivalencia bajo esta relacién se llaman componentes conexas por
arcos de O. En la literatura también suelen denominarse regiones.
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Definicién 3.2.6. Un conjunto cerrado X C R? separa un conjunto abierto O si O\ X
tiene mas de una componente conexa por arcos.

Definicién 3.2.7. La frontera de un conjunto X C R? es el conjunto de todos los
puntos y € R? tales que todo entorno abierto de y contiene puntos de X y puntos de

R2\ X.

La frontera de una regién de R?\ X, donde X es una unién finita de puntos y arcos,
tiene dos propiedades importantes:

1. Accesibilidad: si z € X es un punto de frontera, entonces puede unirse a algin
punto y de la regiéon mediante un arco simple cuyo interior esté contenido en la
region.

2. Separacién de un intervalo: si el intervalo [0, 1] C R? es continuo, con (0, 0) €
Oy ¢(1,0) ¢ O, entonces la frontera de O contiene al primer punto de P en R?\ O,
definido como

p(y) = mf{x | p(z,y) ¢ O}.

Teorema 3.2.8. (Teorema de la curva de Jordan para poligonos.) Sea P C R?
un poligono simple cuya frontera es la union de arcos poligonales. Entonces, el conjunto
R? \ P tiene ezxactamente dos regiones, de las cuales exactamente una es acotada.
Ademds, cada una de las dos regiones tiene a todo el poligono P como frontera, y los
interiores de los arcos que forman dicha frontera son disjuntos.

Demostracién. (Referencia) La demostracion de este resultado es un caso parti-
cular del teorema de la curva de Jordan, que puede encontrarse en libros clasicos de
topologia, como (Munkres, 2000). En el caso poligonal, la prueba es méas sencilla pero
sigue la misma idea general. ]

Lema 3.2.9. Sean Py, P;, Ps tres arcos poligonales en R? con los mismos extremos
x,y, cuyos interiores son disjuntos. Entonces se cumple:

(1) El conjunto R*\ (P U P, U P3) se descompone en ezactamente tres regiones
abiertas, cuyas fronteras son P, U Py, P, U Py y P, U Ps.

(11) Sea P un arco entre un punto de 1031 y un punto de ﬁg, cuyo interior estd contenido
en la region de R? \ (Py U Ps) que contiene a Py. Entonces necesariamente

f)ﬂﬁQ%@,

es decir, P debe intersectar a P, en su interior.

Figura 3.2.1: Los arcos en el Lema m(n)
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Nuestro siguiente lema complementa el teorema de la curva de Jordan indicando
que un arco no separa el plano. Para facilitar su aplicacién mas adelante, lo enunciamos
de forma un poco mas general.

¢

b1

Lema 3.2.10. Sean X, X, C R? conjuntos disjuntos, cada uno formado por un
numero finito de puntos y arcos, y sea P un arco entre un punto en X1 y un punto en
X, cuyo interior P esté contenido en una regién O de R? \ (X1 UX5). Entonces OU p
es una region de R*\ (X; U Xy).

Demostracién. (Referencia) La demostracién completa puede consultarse en (Diestel,
2000), donde se desarrolla en el contexto de la teorfa de grafos planos. O]

Figura 3.2.2: P no separa la regién O de R?\ (X; U X5).

Como es habitual, denotamos por S™ a la esfera n-dimensional, el conjunto de
puntos de R"™! a distancia 1 del origen. La esfera bidimensional, menos su polo norte
(0,0,1), es homeomorfa al plano mediante, por ejemplo, la proyeccién estereografica.
Fijamos un homeomorfismo

7m:5%\{(0,0,1)} — R2
Si P C R? es un poligono y O es la regién acotada de R? \ P, definimos
C:=711P)c S

Entonces C' es una curva cerrada simple en la esfera (es decir, una imagen de S*).
En este contexto, utilizaremos el siguiente resultado fundamental:

Teorema 3.2.11. (Jordan—Schoenflies) Sea C' C S? wuna curva cerrada simple.
Entonces C divide a la esfera S* en exactamente dos regiones abiertas, cada una de
ellas homeomorfa a un disco abierto, y C' es la frontera comin de ambas.

Demostracién. (Referencia) La prueba completa es bastante técnica. Puede encon-
trarse en (Aigner y Ziegler, 2018) (capitulo sobre topologia elemental) y en el cldsico
libro de topologia de Munkres (Munkres, 2000), donde se demuestra de forma detallada
como corolario del teorema de Jordan. ]

3.3. Grafos planos y duales
En lo que sigue, utilizaremos el término grafo para referirnos al objeto abstracto

G = (V, E). Cuando hablemos de su realizacién geométrica en el plano, emplearemos
el término representacion plana o dibujo del grafo.
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Cuando dibujamos un grafo en una hoja de papel, normalmente intentamos hacerlo
de la forma més clara posible. Una manera obvia de evitar confusion es tratar de
dibujarlo sin intersecciones indebidas de aristas. Por ejemplo, podemos preguntarnos
si es posible representar el grafo en el plano de manera que no haya dos aristas que se
crucen en un punto que no sea un extremo comun.

Definicién 3.3.1. Un grafo plano es un grafo abstracto G = (V, E) que admite una
representacion plana, es decir, un dibujo en el plano donde:

(1) los vértices V se representan como puntos distintos de R?;
(11) cada arista e € E se representa como un arco simple que une a sus extremos;

(111) el interior de cada arista no contiene vértices, ni se cruza con el interior de otra
arista.

A ese dibujo se le llama representacion plana del grafo.

Definicién 3.3.2. Sea G un grafo plano. El grafo dual G* se construye de la siguiente
manera:

1. Se coloca un vértice en el interior de cada cara de una representacion plana de
G, incluida la cara exterior.

2. Se conectan dos vértices de G* mediante una arista si las caras correspondientes
en (G comparten una arista.

En esta correspondencia:
» Cada vértice de G* corresponde a una cara de G.
» Cada arista de G* cruza exactamente una arista de G.
s Cada cara de G* corresponde a un vértice de G.
Ademads, para una representacién plana de G, el dual del dual es el grafo original:
(G*)" =G.

Observacion 3.3.3. El teorema de Whitney (1933) afirma que un grafo G es plano si
y sélo si existe una representacién plana de G que admite un grafo dual. Es decir, la
existencia de un grafo dual caracteriza precisamente a los grafos planos.

Observacién 3.3.4. El grafo dual G* puede contener aristas mailtiples (varias aristas
entre los mismos dos vértices) o incluso bucles (aristas que unen un vértice consigo
mismo). Por ello, los grafos duales no siempre son simples. En la literatura, a este tipo
de grafos que permiten aristas multiples y bucles se les denomina pseuddgrafos.
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Figura 3.3.1: Un grafo plano G y su grafo dual G*.

En la Figura3.3.1| se puede observar que el dual puede contener aristas multiples o
bucles.

3.4. Regiones, vértices y aristas en dibujos planos

Notacién 3.4.1. Un grafo plano (V, E) define de forma natural un grafo abstracto
G sobre V. Siempre que no haya confusién, usaremos el nombre G para este grafo
abstracto, asi como para el grafo plano (V, E), o para el conjunto de puntos VU E.
Se usaran convenciones notacionales similares para diferenciar aristas planas de aristas
abstractas, subgrafos, etc.

Definicién 3.4.2. Sea GG un grafo plano dibujado en el plano. Llamamos caras de G
a las regiones conexas en R? \ G. De entre ellas, la tinica no acotada se denomina cara
exterior, y el resto son las caras interiores.

Definicién 3.4.3. Para cada grafo plano G, el conjunto R?\ G es abierto; sus regiones
son las caras de G. Dado que G es acotado (es decir, se encuentra dentro de un disco
suficientemente grande D C R?), exactamente una de sus caras es no acotada: la cara
que contiene R?* \ D. Esta cara es la cara exterior de G; las otras caras son sus caras
interiores. Denotamos el conjunto de caras de G por F(G).

Lema 3.4.4. Sea G un grafo plano y e una arista de G.
(1) Si X es la frontera de una cara de G, entoncese C X o X Ne = 0.

(1) Si e estd en un ciclo C C G, entonces e estd en la frontera de exactamente dos
caras de G, y éstas estdn contenidas en distintas caras de C.

(111) Si e no estd en ningin ciclo, entonces e estd en la frontera de exactamente una
cara de G.

Demostraciéon. Demostraremos las tres afirmaciones conjuntamente. Comencemos
considerando un punto xy € é. Mostraremos que xj esta en la frontera de exactamente
dos caras o de exactamente una, segun e esté o no en un ciclo de G. Luego veremos
que todo otro punto en é esta en la frontera de exactamente las mismas caras que
xo. Entonces, los extremos de e también estaran en la frontera de esas mismas caras
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simplemente porque todo entorno de un extremo de e es también un entorno de un
punto interior de e.

El grafo G es la unién de un nimero finito de segmentos de linea recta; podemos
asumir que cualesquiera dos de estos se intersectan en como mucho un punto. Alrededor
de cada punto x € é podemos encontrar un disco abierto D,, con centro en x, que solo
intersecta a los (uno o dos) segmentos de linea recta que contienen a x.

Sea S C e un segmento de linea recta y tomemos un punto interior zy, € S. Entonces
D,,NG = D,,NS, por lo que D,,\G es la unién de dos medias circunferencias abiertas.
Como estas dos medias circunferencias no se intersecan, cada una esta contenida en una
cara de GG. Denotemos estas caras por f; y fa; son las tnicas caras de G que contienen
a xo en su frontera, y pueden coincidir (Figura .

2 D,

; - -~
= 5 x|
fa

i}

Figura 3.4.1: Caras f1, fo de GG en la demostracién del Lema 4.37.

Si e estd en un ciclo C' C G, entonces D, corta ambas caras de C' (Teorema .
Las caras fi, fo de G estan, por tanto, contenidas en caras distintas de C' (ya que
C' C G, toda cara de G es un subconjunto de una cara de C') y, en particular, f; # fo.
Si e no estd en ningun ciclo, entonces existe un puente que une dos conjuntos disjuntos
de puntos X;, X5 con X; U Xy = G\ e. Claramente, f; U é U fs es el subconjunto de
una cara de G. Por el Lema f = é es una cara de G. Pero si e contiene a f; y
fo y, por definiciéon de f, entonces f = fi = fo, v por tanto e estd en la frontera de
exactamente una cara de G.

Consideremos ahora otro punto z; € é. Sea P el arco desde xy hasta x; contenido
en e. Como P es compacto, sélo un nimero finito de discos D, con x € P lo cubren.
Enumeremos estos discos como D,,,...,D,, , en el orden natural de sus centros a lo
largo de P; anadiendo D,, o D, segin sea necesario, podemos suponer que Dy = D,
yD, =D,.

Por induccién en n, se demuestra facilmente que todo punto y € D, \ e puede
unirse mediante un arco dentro de (D,,U---U D, )\ e aun punto z € D, \ e (véase
Figura ; entonces y y z estan en la misma componente conexa de R? \ G. Por lo
tanto, todo punto de D, que esté en f; estd también en fo, de modo que x; no puede
estar en la frontera de ninguna otra cara de G.

Como las medias circunferencias de D,, \ e pueden vincularse con las de D,, \ e
de esta forma (intercambiando el papel de D,, y D,,), concluimos que z; estd en la

frontera de ambas f; y fo.
]
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Figura 3.4.2: Un arco desde y hasta Dy, cercano a P.

Corolario 3.4.5. La frontera de una cara es siempre el conjunto de puntos de un
subgrafo.

Demostracion. Por definicion, una cara de un grafo plano es un componente conexo
de R? \ G, donde G es el dibujo del grafo. La frontera de tal componente estd formada
unicamente por aristas y vértices de GG, y por tanto constituye un subgrafo de G. [

El subgrafo de GG cuyo conjunto de puntos es la frontera de una cara f se dice que
estd limitado por f y se denomina su borde; lo denotamos por G|[f]. Una cara se dice
que es incidente con los vértices y aristas de su borde. Nétese que si H C G, entonces
toda cara de G esta contenida en una cara [’ de H. Si G[f] C H, entonces f = f;
en particular, f es siempre también una cara de su propio borde G|[f]. Estos hechos
basicos se utilizardn con frecuencia més adelante.

Proposicién 3.4.6. Un bosque (y, en particular, un bosque plano) tiene exactamente
una cara.

Demostracién. Por inducciéon en el nimero de aristas y usando el Teorema|3.2.11| [

Nota 3.4.7. Recordemos que un bosque es un grafo aciclico, es decir, una unién disjunta
de arboles. Todo bosque es plano, por lo que el adjetivo “plano” en la proposicion es en
realidad redundante. Se mantiene tinicamente por coherencia con la notacién de esta
seccion, donde se trabaja siempre con grafos planos y sus caras.

Definiciéon 3.4.8. Sea H un subgrafo de un grafo G. Un H-camino es un camino
P C G tal que P intersecta a H tinicamente en sus dos extremos, y estos extremos son
vértices de H.

En otras palabras, es un camino que “une” dos vértices de H atravesando solo
nuevos vértices fuera de H.

Proposicion 3.4.9. Un grafo es 2-conexo si y solo si puede construirse a partir
de un ciclo anadiendo sucesivamente H-caminos a grafos H ya construidos (véase la

Fig. F7-3).
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Figura 3.4.3: Construccion de un grafo 2-conexo a partir de un ciclo anadiendo
H-caminos.

Demostracion. Es claro que todo grafo construido como se describe es 2-conexo.
Reciprocamente, sea GG un grafo 2-conexo. Entonces G contiene un ciclo y, por lo
tanto, un subgrafo maximal H construible como antes.

Como cualquier arista 2y € E(G) \ E(H), con x,y € H, definirfa un H-camino, se
sigue que H es un subgrafo inducido de G.

Si H # G, por la 2-conexién de G existe una arista vw conv € G — H y w € H.
Como G es 2-conexo, G —w contiene un v-H camino P. Entonces wvP es un H camino
en GG, y HU wvP es un subgrafo construible de G mayor que H. Esto contradice la
maximalidad de H. O

Proposicion 3.4.10. FEn un grafo plano 2-conexo, cada cara estd delimitada por un
ciclo.

Demostracién. Sea f una cara en un grafo plano 2-conexo GG. Demostraremos por
induccién sobre |G| que G[f] es un ciclo. Si G es en sf mismo un ciclo, el resultado es
inmediato por el Teorema [3.2.8; supongamos, por tanto, que G no es un ciclo.

Por la Proposicion [3.4.6, existen un grafo plano 2-conexo H C G y un camino H-
camino P tal que G = H U P. El interior de P estd contenido en una cara f’ de H,
que por la hipotesis de induccion estd delimitada por un ciclo C.

Si f es también una cara de H, la conclusion sigue por la hipétesis de induccion.
En caso contrario, la frontera de f corta a H en PU H, asi que f C f’. Por lo tanto,
f es una cara de C'U P, y est4 delimitada por un ciclo (Lema [3.2.9[1)). O

Definicién 3.4.11. Un grafo plano G es maximalmente plano si es plano y no existe
un grafo plano G’ tal que G sea subgrafo propio de G'. Equivalente: no se puede anadir
ninguna arista a G sin que deje de ser plano.

Definicién 3.4.12. Sea G un grafo plano simple y conexo. Diremos que G es una
triangulacion plana si todas sus caras (en el sentido de la Def. 3.4.2), incluida la cara
exterior, estan delimitadas por ciclos de longitud 3.
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Comentario . FEn el Capitulo de triangulaciones de poligonos usaremos la nocion ha-
bitual de triangulacion de un poligono: solo las caras interiores al poligono son tridngu-
los; la cara exterior no tiene por qué serlo. Esta distincion evita ambigiiedades entre
grafos planos mazximalmente planares y triangulaciones de poligonos.

B

Triangulacién de un poligono: caras interiores triangulares

Figura 3.4.4: Triangulacién de un poligono simple mediante diagonales no cruzadas.

Triangulacién plana (la cara exterior también es tridngulo)

Figura 3.4.5: Ejemplo de triangulacién plana: todas las caras, incluida la exterior, son
triangulos.

Proposicion 3.4.13. Un grafo plano de orden al menos 3 es maximalmente plano si
y solo si es una triangulacion plana.

Demostracién. Sea GG un grafo plano de orden al menos 3. Es claro que si cada cara
de G esta delimitada por un tridngulo, entonces G es maximalmente plano. En efecto,
cualquier arista adicional tendria su interior dentro de una cara de G y sus extremos
en la frontera de dicha cara. Como estos extremos ya son adyacentes en G, al anadir
la arista incumpliria la condicién (iii) de la definicién de grafo plano.

Reciprocamente, supongamos que G es maximalmente plano y sea f € F(G) una
cara; escribimos H := G[f]. Dado que G es maximal como grafo plano, G[H]| es com-
pleto: dos vértices cualesquiera de H que no estén ya adyacentes en GG podrian unirse
mediante un arco a través de f, extendiendo G a un grafo plano mayor, contradiciendo
la maximalidad. Asi, G[H] = K™ para algun n.

Veamos que n < 3. Supongamos n > 4, y sea C' = vjvav3v4v; un ciclo en G[H]|
(= K™). Como C C G, nuestra cara f estd contenida en una cara fo de C; sea f( la
otra cara de C'. Dado que los vértices v; y v3 estan en la frontera de f, pueden unirse
mediante un arco cuyo interior esté en fo y que evite G.
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Figura 3.4.6: Construccién de grafos 2-conexos.

Por el Lema [3.2.9(ii), la arista plana vyvy de G[H] atraviesa fi en lugar de fc.
Anélogamente, como ve,vs € G|[f], la arista vyvs atraviesa f(.. Pero las aristas vyvs y
vovy son disjuntas, lo que contradice el Lema [3.2.9ii). O

Nota: Este resultado conecta con el teorema de Pick, ya que en muchas aplicaciones se
considera una subdivisién de una regién poligonal en triangulos. Al representar dicha
subdivisién como un grafo plano, se obtiene un grafo maximalmente plano, es decir,
una triangulacion plana.

3.5. Enunciado y demostracion del teorema de Eu-
ler

El Teorema de Euler es uno de los resultados mas fundamentales en la teoria de gra-
fos planos. Fue descubierto por Leonhard Euler en 1752 en el contexto de los poliedros
convexos, y constituye un puente entre la geometria y la combinatoria.

En el caso de grafos planos, el teorema establece una relacién sencilla pero profunda
entre el nimero de vértices, aristas y caras de cualquier grafo conexo dibujado en el
plano.

Teorema 3.5.1. (Férmula de Euler) Sea G un grafo plano conexo con v vértices,
a aristas y ¢ caras. Entonces se cumple

v—a—+c=2.

Demostraciéon. Sea T C E el conjunto de aristas de un arbol generador de G, es
decir, un subgrafo minimal que conecta todos los vértices de G. Por minimalidad, T’
no contiene ciclos.

Construimos el grafo dual G*: situamos un vértice en el interior de cada cara de
G y unimos dos vértices de G* por tantas aristas como aristas limitrofes compartan
las caras correspondientes. (Asi, G* puede tener aristas multiples aun cuando G sea
simple).

Sea T* C E* la coleccién de aristas del dual que corresponde a '\ 7. Como T no
tiene ciclos, T* conecta todas las caras; y T* tampoco contiene ciclos (pues un ciclo en
T* separarfa a G y forzaria un ciclo en T'). Por tanto, T* es un érbol generador en G*.

En un arbol, el nimero de vértices es uno mas que el de aristas. Eligiendo una
raiz y orientando las aristas alejandose de ella, se obtiene una biyeccion entre aristas y
vértices no raiz. Aplicado a Ty T™:

v=ar+1, c=ap~+ 1.
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Como a = ar + ap+, al sumar se tiene v + ¢ = (ar + 1) + (ap- + 1) = a + 2, es decir,
v—a—+c=2. ]

Figura 3.5.1: Un grafo plano G: v = 6, a = 10, ¢ = 6.

'C“':r;_,.---l-"‘ L
"‘l-l-| |-!"'

Figura 3.5.2: Arboles generadores duales en G y en G*.

Relacion con la formula poliédrica de Euler

Sea P un poliedro convexo y sea G(P) su esqueleto (grafo de vértices y aristas de
P). Por proyeccién esférica (o mirando el poliedro desde una de sus caras y dibujando
lo que se ve) obtenemos una incrustacién plana sin cruces de G(P). Las caras del
dibujo plano de G(P) corresponden biunivocamente a las caras del poliedro. Aplicando
el Teorema a G(P), si V, E, F denotan el numero de vértices, aristas y caras de
P, resulta

V-E+F = 2,

la clasica formula de Euler para poliedros convexos (superficies de género 0). Mas ge-
neralmente, para una superficie orientable de género g se obtiene V — E + F = 2 — 2g.

Muchas consecuencias conocidas se derivan de la férmula de Euler: la clasificacién
de poliedros regulares, la no planaridad de K5 y K33, o el teorema de los cinco colores.
Muchas consecuencias conocidas se derivan de la férmula de Euler: la clasificacién
de poliedros regulares, la no planaridad de K5 y K33, o el teorema de los cinco colores.

Nota historica. Existe un resultado famoso, el teorema de los cuatro colores, que
afirma que todo grafo plano puede colorearse con a lo sumo cuatro colores, de manera
que vértices adyacentes reciban colores distintos.
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En términos equivalentes, cualquier mapa en el plano puede colorearse con cuatro
colores de modo que regiones con frontera comin no compartan el mismo color.

Este teorema fue conjeturado en el siglo XIX y resulté ser extremadamente dificil: su
primera demostracién completa aparecié en 1976, debido a Appel y Haken, con la ayuda
intensiva de un ordenador. La demostracion requirié verificar miles de configuraciones
posibles, lo cual generé en su momento cierta controversia por el papel central del
calculo computacional en una prueba matematica. Hoy en dia, el teorema de los cuatro
colores esta plenamente aceptado como uno de los hitos en la teoria de grafos y en la
historia de las matematicas.

Figura 3.5.3: Los sélidos Platénicos.

e

Figura 3.5.4: Los grafos de los sélidos Platonicos.

Contando el nimero de caras, aristas y vértices de estos poliedros se obtiene la
siguiente tabla:

Tetraedro | Cubo | Octaedro | Dodecaedro | Icosaedro
Caras 4 6 8 12 20
Aristas 6 12 12 30 30
Vértices 4 8 6 20 12

Tabla 3.1: Caracteristicas de los cinco sélidos Platdnicos.

Definicién 3.5.2. El grado de un vértice es el nimero de aristas que inciden en él (los
bucles cuentan el doble).

Sea v; el nimero de vértices de grado ¢ en G. Contando por grados:
v="v)F+ v +va+v3+... (3.1)
y, como cada arista aporta dos incidencias,

2a:U1+202+3U3+4U4+... (32)
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El grado medio es d = Qv—“

Observacion 3.5.3. Apretén de manos con bucles. Con la convencién de que
los bucles cuentan doble en el grado, la identidad ), ., deg(v) = 2a se mantiene. En
particular, un vértice con un unico bucle tiene grado 2 y no contribuye a vy; por eso la
expansion por clases de grado es

2a:17]1+27]2+37}3+"‘ y
sin un factor adicional en v;.

Sea v; el nimero de vértices de grado 7 en G. Contando los vértices segin sus grados,
obtenemos:
V=19 +V +V2+v3+...

RV

Figura 3.5.5: Grados de los vértices: vo =3, v3 =0, vy = 1, vs = 2.

Definicién 3.5.4. Una k-cara es una cara limitada por k aristas (una arista que bordea
la misma regién por ambos lados se cuenta dos veces).

Sea ¢, el namero de k-caras. Entonces
c=c +catestes+ ... (3.3)
y, contando incidencias arista—cara,
20 =c1+2co +3c3 +4eq + ... (3.4)

El nimero medio de lados de las caras es f = 2?“

—

Figura 3.5.6: Conteo de k-caras.
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Con esto y la férmula de Euler se deduce que K5 y K33 no son planos. En el caso de
K5, tenemos:

5 9
v =5, a=<2>=10, c=a-v4+2=7 f=22_Z_3
C

lo cual forzarfa una cara con a lo sumo dos lados (imposible en un grafo simple). De
forma similar, para K 3:

pero en un grafo bipartito simple toda cara tiene longitud al menos 4.

Observacion: La no planaridad de K5 también se deduce directamente de la Propo-
sicion 3.5.7, pues a = 10 y v = 5 violan la condicién a < 3v — 6 = 9.

En el caso de K3 3, aunque satisface dicha cota (a = 9 < 12), existe una version refinada
para grafos bipartitos planos: todo grafo bipartito plano con v > 3 cumple

a<2v-—4.

Aplicando esta condicién, para K33 obtenemos a = 9, mientras que 2v — 4 = 8; esto
contradice la desigualdad y confirma que K33 no es plano.

Proposicion 3.5.5. Sea G un grafo bipartito plano simple con v > 3 vértices, a
aristas y c caras. Entonces
a < 2v—4.

Demostracién. Podemos suponer G conexo (si no lo es, aplicamos el argumento a
cada componente y sumamos). En un grafo bipartito no existen ciclos impares, luego
toda cara tiene longitud al menos 4. Sumando longitudes de caras y contando cada
arista por ambos lados, se obtiene

2a = Zlong(f) > 4 = ¢ <
feF(G)

N

Aplicando la féormula de Euler v — a + ¢ = 2 y sustituyendo la cota de c,
a
2 =v—a+c < v—a+§ = v——,
de donde § < v — 2, es decir, a < 2v — 4. O
Corolario 3.5.6. El grafo K33 no es plano.

Demostracién. Como K33 es bipartito y simple con v = 6 y a = 9, la Proposi-
cion impone a < 2v — 4 = 8, contradiccién. Por tanto, K33 no es plano. O

Las identidades (3.3)—(3.4) para ¢; son duales de (3.1)—(3.2)) para v; mediante el paso
al grafo dual G — G™.
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Proposicion 3.5.7. Sea G un grafo plano simple con v > 2 vértices. Entonces:
1. a <3v—6.
2. G tiene un vértice de grado a lo sumo 5.

3. Si las aristas de G son bicolores, existe un vértice con a lo sumo dos cambios de
color en el orden ciclico de sus aristas incidentes.

4. Si G no contiene ciclos de longitud 3, entonces a < 2v — 4.
Demostracion. Podemos suponer GG conexo.

1. Como G es simple, toda cara tiene al menos 3 lados; de (3.3) y (3.4)):

20>3¢c = 3w—-6=3a—c)>a

2. Del punto (1), d = 2% < 6 — 2 < 6; luego algiin vértice tiene grado < 5.

3. Sea e el nimero total de esquinas con cambio de color. Si cada vértice tuviera al
menos cuatro cambios, entonces e > 4v. Cada cara de 2k o 2k + 1 lados tiene a
lo sumo 2k cambios, y

e < 2c3+4cy +4cs + 6cg + - - - < 4a — 4c,
usando (3.3)—(3.4)). Asi 4v < 4a—4c, i.e., a > v+ ¢, que contradice v —a+c = 2.
4. Si G no tiene ciclos de longitud 3, cada cara tiene al menos 4 lados. Entonces

20 > 4c¢ = c¢<

IS

De la férmula de Euler v — a + ¢ = 2 resulta
2=v—a+c<v—a+g5=v—73,

es decir, a < 2v — 4.

Figura 3.5.7: Esquinas con cambios de color (senaladas con flechas).
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3.6. Aplicacién a subdivisiones poligonales

Una de las aplicaciones més inmediatas y utiles del Teorema de Euler se encuentra
en el estudio de subdivisiones poligonales. Subdividir un poligono consiste en descom-
ponerlo en piezas més simples (generalmente en tridngulos), de manera que dichas
piezas cubran completamente el poligono sin solaparse.

Al considerar una subdivision poligonal como un grafo plano, donde los vértices
corresponden a los puntos de la subdivision, las aristas a los segmentos que las delimitan
y las caras a los poligonos resultantes, se obtiene que estos elementos satisfacen la
relacién de Euler:

v—a-+c=2,

en el caso de un poligono simple conectado en el plano. De este modo, la férmula de
Euler no solo describe propiedades generales de los grafos planos, sino que también se
cumple en este contexto geométrico.

Ejemplo 3.6.1. Consideremos un cuadrado y anadamos una diagonal que lo subdivida
en dos triangulos. El grafo asociado tiene:

» v = 4 vértices (los del cuadrado),
» a =5 aristas (los cuatro lados més la diagonal),
s ¢ = 3 caras (los dos tridngulos interiores y la cara exterior).

Aplicando la féormula de Euler:
v—a+c=4—-5+3=2,
que coincide con el valor esperado para grafos planos conexos.

Este ejemplo muestra cémo el Teorema de Euler se mantiene valido en subdivisiones
simples y constituye el punto de partida para estudiar triangulaciones de poligonos,
que desarrollaremos en el siguiente capitulo.

3.7. La férmula poliédrica de Euler

La relacién de Euler no solo es valida para grafos planos y para triangulaciones de
poligonos, sino que tiene su origen historico en el estudio de los poliedros. Leonhard
Euler, en 1750, descubrié que para cualquier poliedro convexo se cumple la sorprendente
identidad

V-E+F=2,

donde V' es el nimero de vértices, E el nimero de aristas y F' el nimero de caras.

Este resultado constituye uno de los primeros ejemplos de lo que hoy se denomina
un znvariante topologico, es decir, una propiedad que se mantiene inalterada a pesar
de las transformaciones geométricas que pueda sufrir el objeto.
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3.7.1. Ejemplos clasicos

Verifiquemos la férmula en algunos poliedros sencillos:
= Tetraedro: tiene V =4, £ =6, F' = 4. Se cumple

V-E+F=4-6+4=2

= Cubo: tiene V =8, E =12, F = 6. Se cumple

8—1246 = 2.

s Octaedro: tiene V =6, £ =12, F = 8, y de nuevo

6—1248=2.

En todos los casos, la formula de Euler se verifica, ilustrando la universalidad del
resultado.

3.7.2. Generalizacion topologica

El resultado de Euler no se limita a poliedros convexos. Si permitimos poliedros
con “agujeros” o con superficies mas complejas, la relacion se adapta de la siguiente
manera;

V-E+F=2-2g,

donde g es el género de la superficie (el nimero de “agujeros”). Por ejemplo, para un
toro (g = 1), la identidad se convierte en

V-E+F=0.

3.7.3. Conexion con las triangulaciones

La importancia de esta féormula en nuestro contexto radica en que se aplica direc-
tamente a los grafos planos que surgen al triangular un poligono. Cada triangulacién
puede verse como un grafo grafo representado en el plano, y la formula de Euler asegu-
ra que el numero de tridangulos y diagonales de cualquier triangulacién de un poligono
depende unicamente del nimero de vértices del poligono, y no de la triangulacion
elegida.

De esta manera, la formula de Euler constituye el vinculo entre la combinatoria de
los poligonos, la teoria de grafos planos y resultados como el Teorema de Pick, que se
apoya en descomposiciones triangulares para establecer una relacién exacta entre area,
puntos interiores y puntos de la frontera.
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Capitulo 4

Triangulaciones de poligonos

En esta seccion estudiaremos las triangulaciones de poligonos, una herramienta
fundamental en geometria discreta y en teoria de grafos. Una triangulacién consiste,
de manera intuitiva, en dividir un poligono en tridngulos mediante diagonales que no
se cruzan.

Este proceso, aunque sencillo en apariencia, tiene multiples aplicaciones: desde la
demostracion de propiedades combinatorias y geométricas hasta problemas clasicos
como el teorema de la galeria de arte.

El estudio de las triangulaciones no solo nos permitira comprender mejor la estruc-
tura interna de los poligonos, sino que también establecerda conexiones directas con el
Teorema de Euler y con los grafos planos. Ademads, serd una herramienta clave en la
demostracion del Teorema de Pick, ya que este se apoya en la posibilidad de triangular
poligonos en la red entera.

En esta seccion, denotaremos por n el nimero de vértices de un poligono simple,
para evitar confusion con la notacién v empleada en el Teorema de Euler, donde v
representaba el nimero de vértices de un grafo.

Observacion 4.0.1. En geometria computacional, las triangulaciones de poligonos
desempenan un papel similar al de las factorizaciones en teoria de ntimeros: consti-
tuyen una descomposicion béasica y estructurada de un objeto geométrico en partes
elementales. Frente a otras particiones mas flexibles, como las disecciones, las trian-
gulaciones son altamente restringidas, lo que las convierte en una herramienta central
para el estudio de poligonos en geometria discreta.

Los bloques fundamentales de esta teoria son el punto y el segmento, que permiten
construir estructuras mas complejas como los poligonos (en dos dimensiones) y los
poliedros (en tres dimensiones). En este contexto, un poligono puede entenderse como
la region cerrada del plano delimitada por una curva poligonal simple, cuyos lados se
denominan aristas y cuyos extremos son los vértices.

4.1. Poligonos y la curva de Jordan poligonal
Antes de estudiar las triangulaciones, conviene precisar qué entendemos por poligono.

No toda figura formada por segmentos consecutivos es realmente un poligono: por ejem-
plo, aquellas que se autointersectan o que presentan huecos en su interior.
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(a) (b) (c) {

Figura 4.1.1: (a) Un poligono. (b)—(d) Objetos que no son poligonos.

d)

El conjunto de vértices y aristas de un poligono P constituye su frontera, que
denotaremos por dP. Un resultado fundamental en este contexto es la curva de Jordan
poligonal, que puede verse como una version discreta del Teorema clasico de Jordan.

Teorema 4.1.1. (Curva de Jordan poligonal) La frontera OP de un poligono P
partictona el plano en dos regiones: el interior acotado y el exterior no acotado.

Demostracién. (Esquema de la demostracién) Sea P un poligono en el plano y
considérese un rayo en una direccion fija que no sea paralela a ninguna de sus aristas.
Dado un punto x que no pertenece a 0P, se tienen dos posibilidades:

1. El rayo desde x corta a 0P un numero par de veces: en ese caso, x esta en el
exterior.

2. El rayo desde x corta a 0P un numero impar de veces: entonces x pertenece al
interior.

Este criterio de paridad muestra que el plano se descompone en exactamente dos
regiones, una acotada y otra no acotada. Para una demostracion completa puede con-
sultarse (Munkres, [2000)). O

Esto asegura que el plano queda particionado en dos regiones disjuntas, delimitadas
por la frontera OP.

4.2. Qué es una triangulacion

Definicién 4.2.1. Sea P un poligono simple. Una triangulacion de P es un conjunto
T de tridngulos contenidos en P tal que:

1. La unién de todos los tridngulos de 7 coincide con P.

2. Dos triangulos cualesquiera de T o bien son disjuntos, o bien comparten exacta-
mente un vértice, o bien comparten exactamente una arista.

3. Cada arista de un tridngulo de T es un lado de P o una diagonal interior de P.
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(a) No permitido en una triangulacién. (b) Triangulacién valida.

Figura 4.2.1: Ejemplos de configuraciones en triangulaciones de poligonos.

4.3. Diagonales y triangulaciones

Dado un poligono simple P, llamamos diagonal a cualquier segmento que une dos
vértices no consecutivos de P y cuyo interior estd contenido en P. Una triangulacién
de P consiste en elegir un conjunto de diagonales que no se crucen entre si, de modo
que subdividan el poligono en triangulos.

(a) (b) (c) (d)

Figura 4.3.1: (a) Un poligono. (b) Un poligono con una diagonal. (¢) Un segmento
que no es una diagonal. (d) Dos diagonales que se cruzan.

La Figura muestra ejemplos de segmentos que si son diagonales y de otros
que no lo son. En particular, para que un segmento sea diagonal debe cumplir dos
condiciones: (i) unir vértices no consecutivos y (ii) quedar contenido en el interior del
poligono. Ademas, en una triangulacion las diagonales elegidas no pueden cruzarse.

Un hecho fundamental es que un mismo poligono puede admitir varias triangula-
ciones distintas. En la Figura se muestra un ejemplo: un mismo poligono simple
admite tres triangulaciones diferentes, obtenidas al elegir distintas combinaciones de
diagonales.
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Figura 4.3.2: Un poligono y tres posibles triangulaciones del mismo.

La no unicidad de la triangulacién plantea la pregunta de si siempre es posible
encontrar al menos una triangulacién para cualquier poligono simple. Este hecho se
confirma en el Teorema de existencia de triangulaciones (Seccién , que garantiza
que todo poligono simple admite una triangulacién formada por n — 2 triangulos.

4.4. Triangulaciones de conjuntos de puntos

Hasta ahora hemos trabajado con la triangulacién de poligonos simples. Sin em-
bargo, la nocién de triangulacion puede extenderse de manera natural a un conjunto
finito de puntos en el plano.

Definicién 4.4.1. Sea S C R? un conjunto finito de puntos. Una triangulacién de S
es un complejo simplicial 7 tal que:

= Los vértices de T son exactamente los puntos de S.

= La union de todos los simplices en T es el casco convexo de S, es decir,

U o = conv(S).

Observacion 4.4.2. El término maximal en la definicién anterior indica que no es
posible anadir ninguna otra arista a la triangulacién sin que se crucen con las ya exis-
tentes. De este modo, toda triangulacién es una particion completa del casco convexo
de S en tridngulos.

La definicién anterior garantiza que toda triangulacion descompone de manera comple-
ta el casco convexo de S en triangulos elementales, sin dejar huecos ni superposiciones.

Ejemplo 4.4.3. Construccién lexicografica. Sea S = {v;,...,v,} C R? un con-
junto de n puntos. Ordenamos los puntos de manera lexicogrdfica (por coordenada x,
y en caso de empate, por coordenada y).

La construccion incremental comienza con T; = {v;}. Cada paso anade un nuevo
punto v;, y se actualiza la triangulacién con los nuevos triangulos formados con v; y
los simplices visibles desde él. De este modo, se obtiene finalmente una triangulacion

T, de S.
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Figura 4.4.1: Construccion incremental de una triangulacion lexicografica.

4.5. La triangulacion de Delaunay

Entre todas las posibles triangulaciones de un conjunto de puntos, existe una de
especial interés: la triangulacion de Delaunay, introducida por Boris Delaunay en 1934
(Delaunay, 1934]).

Definicién 4.5.1. Sea S C R? un conjunto finito de puntos. Un tridngulo con vértices
en S es un tridngulo de Delaunay si su circunferencia circunscrita es vacia, es decir, si
ningtn otro punto de S pertenece a su interior.

Una triangulacion de Delaunay de S, denotada Del(S), es una triangulacién de S
en la que todos sus tridngulos son de Delaunay.

Figura 4.5.1: En una triangulacion de Delaunay, la circunferencia circunscrita de cada
triangulo no contiene ningin otro punto del conjunto.

Observacion 4.5.2. La triangulacion de Delaunay, aunque no se emplea en la de-
mostracién del Teorema de Pick, es un ejemplo destacado en geometria discreta. Se
caracteriza por optimizar propiedades geométricas, como maximizar el angulo minimo
de los triangulos, y muestra la riqueza del concepto de triangulacion.

Observacion 4.5.3. En geometria computacional se utilizan habitualmente las trian-
gulaciones de Delaunay restringidas (Constrained Delaunay Triangulations, CDT), que
aseguran que los lados del poligono original aparezcan en la triangulacién. Aunque no
todas las aristas cumplen la propiedad estricta de Delaunay, el CDT conserva varias
de sus caracteristicas de optimalidad. Esta idea es andloga al hecho, demostrado en la
Seccién [4.6] de que todo poligono simple puede ser triangulado usando tnicamente sus
vértices.

En lo que sigue volveremos a centrarnos en poligonos simples del reticulo, ya que
son los objetos fundamentales para el Teorema de Pick.
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4.6. Existencia de triangulaciones en poligonos sim-
ples

Lema 4.6.1. Todo poligono simple P se puede triangular (descomponer en tridngulos)
mediante diagonales que no se cortan y que son intertores al poligono.

Demostracion. La demostracion se hace por induccion sobre n, el nimero de lados
del poligono. Si n = 3, el resultado es inmediato. Supongamos cierto el lema para todo
poligono con menos de n lados, con n > 3.

Sea P un poligono simple de n lados. Trazamos una recta r que no corte a P, de
modo que todo el poligono quede en uno de los semiplanos que define. Desplazamos r
hasta que intersecte a P. Si la interseccién es mas de un vértice, giramos ligeramente
r para garantizar que intersecte exactamente en un vértice A.

Sean By C los vértices adyacentes a A. El angulo ZBAC < 7, y consideramos el
triangulo ABC'A.

1. Si ningun otro vértice de P estd en el interior de ABC'A ni sobre la diagonal BC,
entonces BC' es una diagonal valida que divide P en dos poligonos con menos de
n vértices.

2. Si hay un vértice sobre la diagonal BC, sea D el mas cercano a B. Entonces la
diagonal BD divide P en dos poligonos con menos de n vértices.

3. Si existen vértices en el interior de ABC A, se elige uno de ellos D y se traza la
diagonal AD, que divide P en dos poligonos con menos de n vértices.

En cualquiera de los tres casos, hemos reducido el problema a poligonos mas pe-
quenos, y por hipotesis de induccién, todos son triangulables. Esto concluye la prue-
ba. O

Proposicién 4.6.2. (Existe una diagonal interior) Todo poligono simple P con
n > 4 vértices admite al menos una diagonal cuyo interior estd contenido en P.

Demostracion. Todo poligono simple tiene al menos tres vértices convexos. Sea A
uno de ellos y B, C' sus vecinos en el contorno. Si el segmento BC' esta contenido en P,
entonces BC' es una diagonal interior. En caso contrario, el tridngulo ABC' contiene
algiin vértice Z de P en su interior; el segmento AZ esta completamente contenido en
P y es una diagonal interior. O]

Teorema 4.6.3. (Existencia de triangulaciones) Todo poligono simple P conn > 3
vértices admite una triangulacion; es decir, puede dividirse en n — 2 triangulos con
interiores disjuntos cuya union es P.

Demostracién. Por induccion en n. Si n = 3, P ya es un triangulo.

Supongamos n > 4 y que todo poligono simple con menos de n vértices es triangulable.
Por la proposicion anterior, P posee una diagonal interior que lo separa en dos poligonos
simples P; y P, con menos vértices.

Por hipétesis de induccién, P, y P se triangulan; la union de ambas triangulaciones
(junto con la diagonal comun) provee una triangulacién de P. El nimero de tridngulos

es ((V(P)| =2) + ([V(P)| =2) =n -2 =
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Observacion 4.6.4. Ademéds de la demostracion inductiva presentada, en la litera-
tura de geometria computacional existen otros enfoques para probar la existencia de
triangulaciones en poligonos simples.

Uno de los méas conocidos es el método de barrido, que consiste en localizar un
vértice extremo del poligono y, mediante el desplazamiento de una recta, garantizar
la existencia de una diagonal interior. Este procedimiento proporciona un argumento
constructivo que permite encontrar explicitamente la diagonal.

v
Figura 4.6.1: Método de barrido para localizar una diagonal en un poligono.

El barrido muestran que todo poligono simple puede descomponerse en triangulos
mediante diagonales interiores.

Proposicién 4.6.5. (Triangulacién usando todos los puntos reticulares) Sea
Q un poligono simple cuyos lados pasan por puntos del reticulo Z*. Sea S el conjunto
finito formado por todos los puntos reticulares de la frontera de Q) y todos los puntos
reticulares estrictamente interiores a (). Entonces existe una triangulacion de @) cuyo
conjunto de vértices es exactamente S'.

Demostracion. Primero, subdividimos cada lado de () en los puntos reticulares que
contenga; tras esta particion, todos los puntos reticulares de la frontera pasan a ser
vértices del contorno. Procedemos por induccién en k =[S N Q\, el nimero de puntos
reticulares interiores.

Si k =0, el resultado es el teorema anterior (triangulacién del poligono sin puntos
interiores). Supongamos k > 1 y tomemos p € S N Q Considérese el poligono de visi-
bilidad de p respecto a (Q): como @) es simple, existe al menos un vértice v del contorno
visible desde p (el segmento pv estd contenido en Q).

El segmento pv no corta al contorno salvo en v, asi que dividir () mediante pv produce
uno o dos poligonos simples )1, )2 cuyos conjuntos de puntos reticulares interiores
suman k — 1.

Por hipdtesis de induccion, cada (); admite una triangulacién cuyos vértices son exac-
tamente sus puntos reticulares (incluyendo p). La unién de estas triangulaciones es una
triangulacién de @) con vértices S. O

Observacion 4.6.6. La idea de elegir una diagonal interior y proceder por inducciéon
es la misma que subyace en las demostraciones clésicas del problema de la galeria de
arte; alli se usa para obtener una 3-coloracién de cualquier triangulaciéon y cotas del
numero de vigilantes.

4.7. El teorema de la galeria de arte

Un resultado clasico que utiliza triangulaciones es el teorema de la galeria de arte,
planteado por Victor Klee en 1973. El problema surge de la siguiente pregunta: si
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el plano de una galeria de arte se representa mediante un poligono simple P con n
vértices, jcudl es el nimero minimo de vigilantes necesarios para cubrir toda la galeria,
suponiendo que cada vigilante tiene un campo de visién de 360°7

Este problema, que en principio parece practico, se resuelve con una idea elegante
basada en las triangulaciones. La demostracién parte de dos hechos:

1. Todo poligono simple admite una triangulacién (véase Seccion [4.6)).

2. El grafo de una triangulacién de un poligono (un grafo outerplanar mazximal) es
3-colorable: sus vértices pueden colorearse con tres colores de modo que vértices
adyacentes reciban colores distintos.

Aplicando una 3-coloracion a los vértices de la triangulacion, se obtiene que los n
vértices del poligono quedan repartidos en tres clases de colores. Por el principio del
palomar, una de esas clases tiene como méximo |n/3] vértices. Colocando vigilantes
unicamente en esos vértices, cada triangulo de la triangulacién tiene garantizado un
vigilante en uno de sus vértices, lo que asegura que todo el poligono queda cubierto.

Definicién 4.7.1. Sea P un poligono simple con vértices vy, v, . . ., v, en orden ciclico.
Tres vértices consecutivos v;_1, v;, v;+1 forman una oreja de P si:

1. El segmento v;_1v;41 es una diagonal de P, es decir, esta contenido en el interior
de P.

2. El tridngulo A(v;_1, v, v;41) no contiene en su interior a ningin otro vértice de

P.
En este caso, al vértice v; se le denomina punta de la oreja.

Lema 4.7.2. Todo poligono simple con mds de tres vértices posee al menos una
diagonal interior.

Demostracién. Sea v el vértice més bajo de P (si hay varios, tomemos el mas a la
derecha). Sean a y b los vértices adyacentes a v.

Si el segmento ab estd completamente contenido en P, entonces es una diagonal
interior y hemos terminado.

En caso contrario, el tridngulo Aavb contiene al menos un vértice adicional de P en
su interior. Consideremos la recta paralela a ab que pasa por v, y desplazémosla hacia
arriba. Sea z el primer vértice de P que encontramos durante este barrido dentro de
Aavb.

El segmento vz no cruza ningin otro lado de P, salvo en sus extremos, por lo que
constituye una diagonal interior de P. O]

Teorema 4.7.3. (Teorema de las orejas) Sea P un poligono simple con n > 4
vértices. Entonces P tiene al menos dos orejas.

Demostraciéon. Procedemos por induccion sobre el nimero de vértices n de P.

Si n = 4, el poligono es un cuadrilatero simple. En este caso, siempre existen dos
vértices consecutivos que forman orejas, ya que las diagonales de un cuadrilatero lo
dividen en dos triangulos, y cada uno de ellos corresponde a una oreja.
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Supongamos ahora que el resultado es cierto para todo poligono simple con menos

de n vértices, y consideremos un poligono simple P con n > 4. Por el Lema 4.7.2] P
admite al menos una diagonal interior d que divide a P en dos poligonos simples P; y

P, ambos con menos de n vértices.
Aplicando la hipdtesis de induccién, cada P; posee al menos dos orejas. Al menos
una de las orejas de P; o P, no esta en la diagonal d, y por lo tanto también constituye
m

una oreja de P. De manera analoga, obtenemos una segunda oreja para P.
En consecuencia, todo poligono simple con n vértices tiene al menos dos orejas.

Teorema 4.7.4. (Teorema de la galeria de arte) Todo poligono simple con n

vértices puede ser vigilado por |n/3| guardias.
Demostracién. Ya vimos en la figura correspondiente que [n/3] vigilantes pueden

ser necesarios. Ahora debemos mostrar que este nimero también es suficiente.

Considérese una triangulacién de un poligono P. Usaremos induccién para probar

que a cada vértice de P se le puede asignar uno de tres colores (es decir, que la
triangulacién es 3-coloreable), de modo que cualesquiera dos vértices unidos por un
lado de P o por una diagonal de la triangulacién reciben colores distintos. Esto es
ciertamente verdadero para un triangulo. Para n > 3, por el Teorema de las orejas, P
tiene una oreja abe, siendo b la punta de la oreja. Eliminar la oreja produce un poligono
P’ con n — 1 vértices, donde b ha sido suprimido. Por la hipétesis de induccién, los

vértices de P’ pueden colorearse con tres colores. Al reponer la oreja, colorear b con el
color no usado por a o ¢ proporciona un coloreado para P.

Puesto que hay n vértices, por el principio del palomar, el color usado con menor

frecuencia aparece en, como mucho, |n/3| vértices. Coloquemos vigilantes en esos
vértices. Como cada tridngulo tiene un vértice de este color, y ese vigilante cubre el
O

triangulo, el “museo” queda completamente vigilado.

Figura 4.7.1: Ejemplo de poligono en forma de peine con n = 15 vértices.

Ejemplo 4.7.5. En la Figura [£.7.1] cada diente del peine requiere su propio guardia,
de modo que son necesarios al menos |n/3] guardias. Este ejemplo muestra que la cota

del teorema de la galeria de arte es, en general, éptima.
Observacion 4.7.6. El teorema de la galeria de arte ilustra como las triangulaciones

permiten resolver problemas combinatorios y de optimizacion en geometria discreta.
Aunque no tiene relacion directa con el Teorema de Pick, ambos resultados comparten

la misma idea fundamental: dividir un poligono en triangulos para extraer propiedades

globales a partir de su estructura local.
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Cabe senalar que existe una demostracion especialmente elegante del teorema de la
galeria de arte, debida a Steve Fisk (1978) (Fisk, [1978), que utiliza la 3-coloracién de
una triangulaciéon y un razonamiento inductivo.

4.8. Propiedades combinatorias de las triangulacio-
nes

Un hecho fundamental es que, aunque un poligono admita distintas triangulaciones
posibles, el numero total de triangulos y de diagonales es siempre el mismo.

Teorema 4.8.1. Sea P un poligono simple con n vértices. Entonces, cualquier trian-
gulacion de P contiene eractamente n — 2 triangulos y n — 3 diagonales.

Demostracion. Procedemos por induccion sobre n, el nimero de vértices del poligono
P.

Sin = 3, P es un tridngulo y la afirmacion es inmediata: tiene 1 = n — 2 triangulos
y 0 = n — 3 diagonales.

Supongamos ahora que el resultado es cierto para todo poligono con menos de n
vértices, y consideremos un poligono P con n > 3. Por el Lema [£.7.2] P admite al
menos una diagonal interior d que lo divide en dos poligonos P, y P, con ny y ns
vértices respectivamente, donde n; + ns = n + 2 (la diagonal se cuenta en ambos).

Por hipdtesis de induccién, P; se triangula en n; — 2 triangulos y tiene n; — 3
diagonales, y lo mismo para P,. Sumando ambas triangulaciones y restando la diagonal
d que se ha contado dos veces, el numero total de tridngulos y diagonales de P es:

(m—=2)+Mm2—2)=(m+n) —4d=n-2

(np—3)+(ny—3)+1=(n;+ny) —5=n-—3.

Por tanto, toda triangulaciéon de P contiene exactamente n — 2 triangulos y n — 3
diagonales. O

Ejemplo 4.8.2. El nimero de triangulaciones distintas que admite un poligono de-
pende de su forma. En la Figura se muestran algunos ejemplos:

» El hexdgono convexo (b) admite varias triangulaciones distintas.

» El poligono estrellado (c) y el poligono no convexo (d) también pueden triangu-
larse de formas diferentes.

» En contraste, ciertos poligonos (como algunos del tipo (a)) poseen una tunica
triangulacién posible.

4

>_f\

|

i
S
__,,.'-"
[

(a) (b) (c)

Figura 4.8.1: Los poligonos del ejemplo.
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4.8.1. Numero de triangulaciones y nimeros de Catalan

La formula de Euler garantiza que toda triangulacion de un poligono convexo con
n vértices contiene exactamente n — 2 triangulos y n — 3 diagonales. Una cuestion
diferente, de caracter combinatorio, es determinar cuantas triangulaciones distintas
existen para un mismo poligono.

En el caso de los poligonos convexos, el nimero total de triangulaciones posibles
esta dado por los numeros de Catalan:

1 2n —4
Cho = .
"2 -1 < n—2 )
Por ejemplo, un hexdgono convexo (n = 6) tiene Cy = 14 triangulaciones distintas,
y un octégono convexo (n = 8) tiene Cg = 132 triangulaciones distintas.

La conexion con la formula de Euler es inmediata: aunque la eleccion de las diago-
nales puede variar, toda triangulacion resultante debe satisfacer las condiciones estruc-
turales impuestas por Euler y producir el mismo ntimero de tridngulos y diagonales.

Ejemplo 4.8.3. (a) Poligono con una tunica triangulacion.
(b)—(c) Poligonos no convexos con dos triangulaciones.
(d) Poligono no convexo con triangulacién tinica a pesar de tener varios vértices reflejos.

Figura 4.8.2: Ejemplos de poligonos con diferentes ntimeros de triangulaciones.

4.9. Relacién con grafos y con Euler

Las triangulaciones de poligonos estan profundamente relacionadas con la teoria
de grafos. Una triangulacién puede verse como un grafo plano maximal (outerplanar
maximal), donde los vértices corresponden a los del poligono y las aristas a los lados y
diagonales empleadas.

La formula de Euler para grafos planos conexos establece que, si v, e y ¢ deno-
tan respectivamente el nimero de vértices, aristas y caras de un grafo plano conexo,
entonces

v—e+c=2.

Aplicada a una triangulacion de un poligono simple con n vértices, la férmula
de Euler permite deducir las propiedades combinatorias fundamentales vistas en las
secciones anteriores, como que toda triangulacion contiene exactamente n—2 tridangulos
y n — 3 diagonales.

Esta conexién entre geometria discreta y teorfa de grafos sera clave en el Capitulo[p],
donde veremos como el Teorema de Pick se deriva como una consecuencia natural de
la férmula de Euler.
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Demostracion. Por el Teorema de Euler para grafos planos conexos se cumple
v—e+c=2,

donde v = n es el nimero de vértices, e el nimero de aristas, y ¢ el nimero de caras
(incluida la exterior).

En una triangulacién, todas las caras interiores son triangulos. Sea t el nimero de
triangulos y recordemos que la cara exterior tiene h aristas. Por tanto,

c=t+1.
Cada arista esta en la frontera de una o dos caras:
= las h aristas de la envolvente convexa cuentan una vez,
= las demads e — h aristas se cuentan dos veces.

Asi, al contar arista—cara:
3t + h = 2e.

De la férmula de Euler tenemos:

n—e+(t+1)=2 = n—e+t=1

n—e+t=1,
3t 4+ h = 2e,

Resolviendo el sistema

se obtiene

t=2n—2—h, e=3n—3—h,
como queriamos demostrar. O
Conclusién

Las triangulaciones constituyen una herramienta esencial para comprender la es-
tructura interna de los poligonos y para conectar la geometria con la combinatoria.
A lo largo de este capitulo hemos visto como las triangulaciones permiten demostrar
resultados clasicos como el teorema de la galeria de arte, caracterizar propiedades com-
binatorias invariantes y establecer un puente con la teoria de grafos planos a través de
la formula de Euler.

En el siguiente capitulo aplicaremos estas ideas directamente al estudio del Teo-
rema de Pick, que ofrece una sorprendente férmula para calcular el area de poligonos
reticulares a partir del simple recuento de puntos del reticulo contenidos en su interior
y en su frontera.
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Capitulo 5

El teorema de Pick

El teorema de Pick, formulado en 1899, constituye una consecuencia “clasica” de
la férmula de Euler para grafos planos y proporciona una sorprendente conexion entre
la geometria discreta y la combinatoria. En particular, ofrece una manera directa y
elegante de calcular el area de ciertos poligonos a partir de un simple recuento de
puntos de el reticulo entero.

Observacion 5.0.1. Formula del area de Gauss. Sea P un poligono con vértices
(x1,21), (T2, y2), ..., (n,yn) dispuestos en orden alrededor de la frontera. Entonces el
area de P puede calcularse mediante la expresion:

n

Z (wiyifl - wiflyi)

i=1

1
2

9

donde por convenio se toma (zg, Yo) = (Tn, Yn)-

Esta férmula, conocida como formula del drea de Gauss o shoelace formula, propor-
ciona una manera general de calcular areas de poligonos con vértices en coordenadas
enteras o reales. En contraste, el Teorema de Pick ofrecerd més adelante una expresion
sorprendentemente sencilla para poligonos reticulares.

A lo largo de este capitulo, trabajaremos siempre con poligonos definidos en el
plano euclideo cuyas coordenadas de los vértices sean enteras. Llamaremos poligono
elemental a aquel poligono P C R? cuyos vértices pertenecen a la red Z?2, pero que no
contiene otros puntos del reticulo en su interior. Estos objetos, a primera vista sencillos,
constituyen los bloques fundamentales a partir de los cuales se construira y demostrara
la validez general del teorema.

5.1. Enunciado formal del teorema

Teorema 5.1.1. Sea Q@ C R? un poligono (no necesariamente convezro) cuyos vértices
pertenecen al reticulo Z%. Entonces, el drea de Q viene dada por la expresion:

donde I es el numero de puntos con coordenadas enteras en el interior de (), y B
es el numero de puntos con coordenadas enteras en su frontera.

45



Figura 5.1.1: Dado que I = 11, B = 8, por tanto A = 14.

5.2. Ejemplos ilustrativos

El teorema de Pick proporciona un método sencillo para calcular el area de poligonos
simples cuyos vértices se encuentran en puntos del reticulo, es decir, en coordenadas
enteras del plano x—y. El término “simple” en “poligono simple” tnicamente significa
que el poligono no tiene agujeros y que sus lados no se cruzan entre si. En la Figura|s.2.1
se muestran distintos ejemplos de poligonos simples sobre el reticulo. Obsérvese que
un poligono simple puede tener un nimero arbitrariamente grande de lados.
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Figura 5.2.1: Ejemplos de aplicacion del teorema de Pick.

Para poligonos con un area muy grande, podria parecer que el area se aproxima
bastante al niimero de puntos interiores. Una mejora en esta estimacién se obtiene
anadiendo la mitad de los puntos situados en el borde, ya que “estan a medias dentro
y a medias fuera” del poligono. Veamos algunos ejemplos de la Figura [5.2.1

Sea [ el nimero de puntos interiores y B el nimero de puntos de la frontera.
Denotaremos por A(P) el drea del poligono P. Con esta notacion:

A: 1 =0,B=4, A(A) = 1. Entonces I + %

I
o

B: I =0, B=3, A(B) = 3. Entonces [ + £ =

nojwe
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C: [ =28, B=26, A(C') = 40. Entonces I + £ = 41.
D: I =7, B=12, A(D) = 12. Entonces ] + £ = 13.

E: Descomponiendo el poligono en un rectangulo de 6 x 3 y dos tridangulos idénticos
de base 3 y altura 5, se obtiene I =22, B =24, A(F) =33,y I+ % = 34.

F: Tras cierta descomposicién en areas maéas sencillas, se obtiene I = 9, B = 26,
AF)=21,yI+£ =22

Resulta llamativo que en todos los casos anteriores la estimacion I + g siempre se
desvia exactamente en una unidad con respecto al area real. Esto sugiere que, para
cualquier poligono del reticulo, se cumple la siguiente formula de manera exacta:

Bp

donde Ip es el nimero de puntos interiores de P y Bp es el nimero de puntos sobre
la frontera de P. Este resultado es precisamente el teorema de Pick.

5.3. Demostracion del teorema usando Euler

Lema 5.3.1. Todo tridngulo elemental A = conv(py, p1,p2) C R? tiene drea A(A) = 5.
Demostracion. Tanto el paralelogramo P con vértices pg, p1, P2, P1 + P2 — Po como la
red Z?2 son simétricos con respecto a la funcién

o(z) =p1+p2 —z,

que es la reflexion con respecto al centro del segmento que une p; y ps. Por tanto,
el paralelogramo

P=AUdc(A)

también es elemental, y su integral se traslada por el plano. Como {p; — po, p2 — po}
es una base de la red Z2, su determinante es £1, por lo que el paralelogramo P tiene
area 1. Por simetria, el tridngulo A ocupa la mitad del paralelogramo, asi que su area
es

A(A) = %
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Figura 5.3.1: Tridngulo elemental A = conv(py, p1, p2) en el reticulo Z? y el
paralelogramo generado por simetria respecto al punto medio del segmento pips.

Recordemos el concepto de bases reticulares. Una base de Z? es un par de vectores
linealmente independientes ey, e5 tales que

7% = {/\161 + Ageq ’ )\1, Ay € Z}
Sea e; = <Z> Yy ey = (2), entonces el area del paralelogramo generado por e; y e

det (Z Z) ' Sif; = (:) y fa= <fb) es otra

estd dada por A(ey, e5) = |det(eq, e9)| =

. . , t
base, entonces existe una matriz de nimeros enteros ) tal que Z ul = Z 2 Q.
L (10 .
Como QQ~* = 0o 1)7Y los determinantes son enteros, se deduce que |det Q| = 1,
y por tanto |det(f1, fo)| = |det(e,e2)|. Por lo tanto, todos los paralelogramos base

tienen el mismo area con valor 1, ya que A (((1)) , (?)) =1

Demostracién. (Teorema de Pick) Cada uno de estos poligonos se puede triangu-
lar utilizando todos los puntos reticulares I en el interior, y todos los puntos reticulares
B en la frontera de Q).

(Esto no es del todo evidente, en particular si no se requiere que @) sea convexo, pero
el resultado demostrado en el apartado 4.2 y en relacion con el apartado 4.7 garantiza
la existencia de una triangulacién de cualquier poligono simple con exactamente estos
vértices reticulares).

Obsérvese que en lo que sigue el nimero total de vértices de la triangulacién es
v=1I1+B.

Ahora interpretamos la triangulacién como un grafo plano, que subdivide el plano
en una cara no acotada mas ¢ — 1 tridngulos de area %, por lo que

1

AQ) = 5(e—1).
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Cada triangulo tiene tres lados, donde cada una de las aristas interiores a;,; deli-
mita dos tridngulos, mientras que las aristas de la frontera agqy aparecen en un tinico
tridngulo cada una. Entonces 3(¢—1) = 2ain; + afrony ¥ POr tanto ¢ = 2(a— ¢) — agons + 3

Ademas, hay el mismo nimero de aristas de frontera que de vértices en la frontera,
es decir, agone = B. Usando estos dos hechos junto con la formula de Euler:

3(C - 1) = 2 Qint T Gfront = Q(G - afront) + Qfront = 2a — Afront -

Equivalente a
2a = 3¢ — 3+ Agont- (1)

Formula de Euler. Aplicando v — a + ¢ = 2, se tiene a = v + ¢ — 2, y por tanto
20 = 2(v+c—2).
Sustituyendo en (1):
2+c—2) = 3¢—3+ agont = 20+2c—4 = 3¢ — 3+ agont-

Reordenando:

20—4 = c— 34 agont — ¢ = 20— 1 — Agront-
Como v =1+ By agony = B, concluimos

¢c=2I+B)-1-B =2[+B-1.

Area total. Hay ¢ — 1 triangulos de area %, luego

AQ) = 3(c—1) = 3(2I+B—-2) = I+5 -1,

que es la formula de Pick. O

5.4. Comentarios sobre otras posibles demostracio-
nes

Ademas de la demostracion presentada en la Seccién 5.3, basada en la férmula de
Euler para grafos planos, existen otras demostraciones del teorema de Pick. Una de
las mas conocidas es de cardcter constructivo: se comienza verificando el resultado en
casos elementales y se va extendiendo poco a poco hasta abarcar todos los poligonos
del reticulo. A continuacién resumimos sus etapas principales.

Caso de los rectangulos. Para un rectangulo de dimensiones m X n, el area es
claramente mn. El nimero de puntos interiores es (m — 1)(n — 1) y el ndmero de
puntos de la frontera es 2m + 2n. Aplicando la formula de Pick se obtiene:

2m + 2n

—1=mn,
2

]—I—g—lz(m—l)(n—l)—i-

que coincide con el area geométrica.
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Figura 5.4.1: Teorema de Pick para rectangulos.

Caso de los triangulos rectangulos alineados. Consideremos ahora un tridngulo
rectangulo T con catetos de longitudes m y n, cuyos lados coinciden con las lineas del
reticulo. Su area es

El niimero de puntos de la frontera puede expresarse como
B=m+n+1+k,

donde k es el niimero de puntos del reticulo situados en la diagonal hipotenusa (exclu-
yendo los vértices).

En cuanto a los puntos interiores, antes de trazar la diagonal en el rectangulo m x n
habia (m —1)(n —1) puntos interiores. De ellos, los k que estan sobre la diagonal dejan
de contarse como interiores, y el resto se divide simétricamente en dos regiones iguales,
por lo que el nimero total de puntos interiores en el triangulo es

(m—l)(n—l)—k.
2

I =

Aplicando la férmula de Pick se obtiene:

I_i_E_l:(m—l)(n—l)—k+m+n—l—1+k‘_ mn
2 2 2 2

que coincide con el area del tridngulo.

Estos dos casos (rectangulos y tridngulos rectdngulos alineados) sirven de base para
extender la demostracion a poligonos mas generales, por descomposicion en figuras de
este tipo. Se trata de una demostracion alternativa, mas constructiva y elemental, en
contraste con el enfoque mediante la férmula de Euler desarrollado en la Seccién 5.3.
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Figura 5.4.2: Teorema de Pick para triangulos rectangulos

Caso de los triangulos generales. Partiendo de que el teorema se cumple para
rectangulos y triangulos rectangulos alineados, se puede extender a triangulos arbi-
trarios. La idea es situar el tridngulo 7' dentro de un rectdangulo R de modo que la
diferencia se complete con tres tridngulos rectangulos A, By C (véase la Figura .
Asi se obtiene la relacion:

A(R) = A(T)+ A(A) + A(B) + A(C).

Dado que el teorema de Pick es valido para R, A, B y C, basta comprobar que las
cuentas de puntos interiores y de frontera encajan correctamente. Un andlisis detallado
muestra que:

B
AT) =Ir+ - — 1,

es decir, el teorema también se cumple para tridangulos arbitrarios.

Figura 5.4.3: Extension a tridngulos arbitrarios.

En la siguiente tabla se muestran los valores de I, B y A para el ejemplo represen-
tado en la figura, confirmando que la férmula se verifica en todos los casos:
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I |B|A=1T+2-1
Al10]18 18
B |16 |20 25
C|15|16 22
T |40 12 45
R |90 |42 110

Este procedimiento muestra como, a partir de los casos elementales de rectangulos y
triangulos rectangulos, se puede extender la validez del teorema a triangulos generales,
y por descomposicion, a cualquier poligono simple.

Union de dos poligonos del reticulo. Supongamos ahora que un poligono P se
puede dividir en dos subpoligonos P; y P, que comparten una diagonal. Sea I, B,
el nimero de puntos interiores y de frontera de P;, y I5, By los de P,. Si la diagonal
comun contiene m puntos del reticulo, se tiene que:

1:11+12+m—2, B:Bl+Bg—2(m—2)—2
Un sencillo cdlculo muestra que:
B By By
I+§—1:(Il+7— )+ (L + 3 = 1),

de modo que la validez de la férmula para P, y P, implica también su validez para P.

Figura 5.4.4: Unién de dos poligonos del reticulo que comparten una diagonal.

Existencia de una diagonal interior. Para aplicar el razonamiento anterior nece-
sitamos asegurar que todo poligono simple admite al menos una diagonal interior. La
construccion es la siguiente: se elige un vértice B del poligono y se considera el angulo
ZABC con interior menor que 180°. Si el segmento AC queda dentro del poligono,
entonces es la diagonal interior buscada. En caso contrario, se repite el proceso en
un subpoligono formado dentro de AABC. Como el niimero de vértices es finito, el
proceso termina encontrando siempre una diagonal interior.
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Figura 5.4.5: Existencia de una diagonal interior en un poligono simple.

Conclusién inductiva. Dado que:
= ¢l teorema de Pick se cumple en rectangulos y tridngulos,

= la union de dos poligonos que cumplen la férmula produce de nuevo un poligono
que la cumple,

= y todo poligono simple admite una diagonal interior que permite dividirlo en dos
mas pequenos,

se concluye por induccién sobre el nimero de lados que el teorema de Pick es valido
para cualquier poligono simple con vértices en el reticulo.

En definitiva, esta segunda demostracién alternativa, aunque mas extensa, resulta
muy instructiva: se construye el resultado a partir de casos elementales y se extiende
paso a paso a todos los poligonos simples, contrastando con la prueba mas sintética
basada en la formula de Euler que se presenté en la Seccion 5.3.

Demostracion de Pick mediante el teorema de Minkowski

Teorema 5.4.1. (Teorema de Pick.) Sea P un poligono reticular (convexo) en el
plano. St I denota el nimero de puntos del reticulo estrictamente interiores a P y B el
numero de puntos de la reticula en la frontera de P (incluidos los vértices), entonces

Area(P) = I+ g — 1.

La prueba se basa en el siguiente resultado clésico.

Teorema 5.4.2. (Minkowski, cuerpo convexo.) Sea K C R? un cuerpo convero,
compacto y centrado (esto es, K = —K ). Si Area(K) > 4, entonces K contiene un
punto de Z* distinto del origen.

Llamaremos tridngulo unimodular a un tridngulo reticular cuyos tinicos puntos del
reticulo en su cierre son sus tres vértices (no hay puntos reticulares en los lados ni en
el interior).
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Lema 5.4.3. Todo tridangulo unimodular T tiene drea %
Demostracion. Traslademos T' de modo que su baricentro quede en el origen y consi-
deremos el cuerpo diferencia D :=T —T ={x—y : x,y € T}. Entonces D es convexo,

compacto y centrado. Para un tridngulo se tiene la identidad geométrica
Area(D) = 6 Area(T).

(Si T es el convexo de {0,u,v}, entonces D es el hexdgono convexo con vértices
{£u, v, £(u — v)}, cuyo area es 6 veces el drea del paralelogramo generado por u
y v, esto es, 6 Area(T).)

Como T es unimodular, no existen dos puntos distintos x,y € T tales que x — y €
Z? \ {0} (pues ello producirfa un punto entero en un lado o en el interior de 7).
Equivalente a decir que

(DNZ?*) ={(0,0)}.

Por el teorema de Minkowski debe ocurrir entonces Area(D) < 4, y por la identidad
anterior, 6 Area(7") < 4, esto es,

Area(T') <

Wl N

Por otra parte, como los vértices de T tienen coordenadas enteras, la férmula del

determinante (o de “shoelaces”) muestra que Area(T') = % para algin k € Zx;. Sik > 2

entonces Area(T) > 1, lo que contradice la cota Area(T) < 2. Luego necesariamente
k=1y Area(T) = 1. O

2

Lema 5.4.4. Sea P = Py U P, union de dos poligonos reticulares cuyo interior es
disjunto y cuya interseccion es un segmento reticular (o una union finita de segmentos)
con D puntos enteros. Si la formula de Pick vale para Py y P», entonces vale para P.

Demostracién. Denotemos por I(-) y B(-) los conteos interiores y de frontera. Como
los interiores son disjuntos,

[(P) = I(P) + I(Py).

En la frontera, los D puntos de la interseccién se cuentan dos veces al sumar B(P;) +
B(P,), y deben contarse sélo una vez para P; ademés, los dos extremos del segmento
comun pasan de frontera a interior de la unién. Por tanto,

B(P) = B(P.) + B(P) — 2D +2.
Usando ahora la aditividad del area y las igualdades de Pick en P, y P, obtenemos
Area(P) = Area(P;) + Area(P,)
= (1P + 222 = 1) 4 (1(Py) + 252 1)
n B(P) + B(P)

= I(P) 5 -2
_ (P B(P) +22D—2 Ly
:[(P)+@—1

o4



Demostracién. (Demostracién del teorema de Pick. ) Triangulemos P en tridngu-
los reticulares cuyos vértices son enteros. Refinando si es preciso, podemos suponer que
todos los tridngulos de la triangulacién son unimodulares (si un tridngulo no lo es, con-
tiene un punto entero adicional y puede subdividirse manteniendo vértices enteros).

Por el Lema , cada uno de esos tridngulos tiene area %, y satisface la féormula
de Pick (pues para un tridngulo unimodular, / =0y B = 3).
Finalmente, aplicando el Lema de forma iterada al ir pegando triangulos a lo
largo de segmentos reticulares comunes, obtenemos que la férmula de Pick vale para
P. m

Nota. Una demostracién detallada puede encontrarse en (Haasel, |2009; Beck y Robins|,
2007), mientras que el teorema de Minkowski cldsico se desarrolla en (Cassels, 1959;
Gruber y Lekkerkerker] [1987)).
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Capitulo 6

Aplicaciones del teorema de Pick

6.1. Resolucién de problemas clasicos

6.1.1. Sucesiones de Farey

Ejemplo 6.1.1. Relacion con las sucesiones de Farey. Para un enteron > 1, la
sucesion de Farey de orden n, denotada F,, se define como el conjunto de todas las
fracciones irreducibles § con 0 < p < ¢q < n, ordenadas de menor a mayor. Por ejemplo:

_Jo1 _Jo11 _Jo11 21
Fl—{171}7 F2—{Ia§q}, F3_{T7§7§)§7T}'
Una propiedad fundamental de estas sucesiones es que, si ¢ y 5 son elementos

consecutivos de F,, entonces
bc —ad = 1.

Ademds, la fraccién media racional (o mediant)

a+c
b+d

aparece en F,, para algin n’ > méax{b, d}, de modo que las sucesiones de Farey pueden
construirse de manera iterativa.
Esta condiciéon de coprimalidad puede interpretarse geométricamente. Considere-
mos el tridngulo reticulado de vértices (0,0), (b,a) y (d,¢). Su area euclidea es
A= 1lbc — ad| = 1.

2

Por otro lado, aplicando el Teorema de Pick se obtiene
A=T+L2-1,
y dado que I =0y B = 3, se deduce de nuevo que |bc — ad| = 1.

De esta forma, Pick ofrece una demostracién geométrica sencilla de la relacion
entre fracciones consecutivas en las sucesiones de Farey, mostrando como la geometria
discreta se enlaza de manera natural con la teoria de nimeros.
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(b, a)

\4
>

(0,0)
Figura 6.1.1: Tridngulo reticulado asociado a dos fracciones consecutivas § y $ en una
sucesiéon de Farey.

6.1.2. Interpretacion geométrica de Farey

Las fracciones de la sucesiéon de Farey pueden representarse como puntos del reticu-

lo. En efecto, cada fraccién § con ged(a,b) = 1 corresponde al punto (b,a), que es

visible desde el origen: el segmento [(0,0), (b, a)] no contiene otros puntos del reticulo.

medig-facional

(d,c) =

a+tc 7
b+d

(0,0) pendiente = a/b

Figura 6.1.2: Tridngulo asociado a dos fracciones consecutivas § y 5, y aparicién de su

: : atc
media racional il

Con esta interpretacion, el hecho de que dos fracciones consecutivas § y ¢ satisfagan
bc —ad = 1 se deduce al aplicar el Teorema de Pick al tridngulo de vértices (0,0), (b, a)
y (d, ¢), que tiene drea 1/2 y ningin punto interior. De nuevo vemos cémo Pick conecta
geometria discreta y teoria de nuimeros.
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6.1.3. Ejemplos avanzados: sucesiones de Farey y el arbol de
Stern—Brocot

Problema 6.1.2. El nimero de términos de la sucesiéon de Farey de orden n viene
dado por

Fal = 14 k),
k=1
donde ¢ es la funcién aritmética de Euler.

Este resultado enlaza directamente teoria de niimeros y geometria discreta: los ele-
mentos de F), pueden representarse como puntos visibles desde el origen en el triangulo
reticulado de vértices (0,0), (n,0) y (n,n). El conteo de dichos puntos puede justifi-
carse mediante el Teorema de Pick, lo que proporciona una interpretaciéon geométrica
a una identidad clésica.

Ejemplo 6.1.3. Extension mediante la media racional. Partiendo de dos térmi-

nos consecutivos de una sucesion de Farey, 3+ y {2, se introduce la fraccién

ai + as
by + by’

conocida como su media racional o mediant. Repitiendo este proceso de forma iterada
se generan secuencias de fracciones cada vez mas densas, en las que pueden apare-
1

cer formalmente expresiones como ;. Este procedimiento conecta con las fracciones

continuas y conduce de manera natural a representaciones arbéreas.
Ejemplo 6.1.4. Arbol de Stern—Brocot. El drbol de Stern-Brocot se construye

a partir de las fracciones % y %, insertando sucesivamente la media racional entre dos

fracciones consecutivas:
a c a-—+c

b d T b+d
En cada nivel aparecen nuevas fracciones, y en el limite se obtienen todas las fracciones
positivas en su forma reducida.
Las sucesiones de Farey se encuentran incluidas dentro de este arbol, lo que es-
tablece un vinculo natural entre combinatoria de fracciones, teoria de nimeros y la
interpretacion geométrica que aporta el Teorema de Pick.
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Figura 6.1.3: Arbol de Stern-Brocot.

En la Figura se observan los primeros niveles del arbol de Stern—Brocot. Cada

fraccién nueva se obtiene como media racional de dos fracciones consecutivas: ¢ y <

b Y d
a+c
producen 2.

6.1.4. Problemas geométricos: el cuadrado n x n

Problema 6.1.5. Se dispone de un reticulo entero y de un cuadrado n X n. Se coloca el
cuadrado sobre el reticulo de forma arbitraria. Demostrar que nunca se pueden cubrir
mas de (n + 1)? puntos del reticulo.

Demostracion. Si los vértices del cuadrado coinciden exactamente con puntos del
reticulo, se cubren (n — 1)? puntos interiores y 4n puntos en el borde, es decir, un total

de
(n—12+4n = (n+1)%

En cualquier otra posicion, cada lado del cuadrado corta a lo sumo n segmentos
unidad del reticulo, por lo que el nimero de puntos de frontera satisface B(P) < 4n,

con igualdad tnicamente cuando los lados son paralelos a los ejes y los vértices son

puntos reticulares. Aplicando Pick a P de area n?,

n=IP)+22 1 = [(P)+BP)=n*+ 22 t1<n®+2n+1=(n+1)?
con igualdad solo en la posicién alineada. O

Problema 6.1.6. Prueba que no existe ningin triangulo equildtero que sea reticulado.

Demostracion. Supongamos que existe un triangulo equilatero cuyos vértices perte-
necen al reticulo. Entonces, por el Teorema de Pick, su area seria un ntmero racional,
pues

A=I(P)+—2L—1,

donde I(P) y B(P) son nimeros enteros.
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Por otro lado, sea a la longitud del lado del triangulo. El area se puede calcular

mediante la féormula geométrica usual:

A= \/T§a2.

Dado que a? corresponde al drea de un cuadrado reticulado, es necesariamente un
nimero racional. En consecuencia, */TgaQ deberfa ser racional, lo que implicarfa que v/3
es un niimero racional. Esto contradice el hecho conocido de que v/3 es irracional.

Por lo tanto, no existe ningin triangulo equilatero con vértices en el reticulo. [

Figura 6.1.4: Intento de representar un triangulo equilatero en el reticulo: la
irracionalidad de v/3 impide su existencia exacta.

Problema 6.1.7. Se considera un reticulo n x n tal y como se indica en la figura. Sea
A = (0,n) y B = (n,0). Observa que la linea AB contiene n — 1 puntos del reticulo,
estos son: (0,n),(1,n —1),...,(n,0). Dados dos puntos contiguos (i —1,n —i+ 1) y
(1,n — i) se considera el tridngulo

T; = conv{(0,0), (i — 1,n —i+1),(i,n — 1)}, i=1,...,n.

Contesta a las siguientes preguntas:

1. ;Todos los triangulos 7T; tienen la misma area?
2. ;Cual es el area de cada uno de los triangulos 7;?

3. (Hay tridngulos T; que no tienen puntos interiores?

4. Si n es primo, prueba que todos los triangulos T;, salvo dos de ellos, tienen el

mismo nimero de puntos interiores.

Demostracién. (Esquema de solucién) 1. Todos los triangulos 7; tienen la mis-

ma base y la misma altura, por lo que tienen igual area.

2. Como el drea del tridngulo ABO es n?/2, cada tridngulo T} tiene drea



3. El tridngulo T} y el triangulo 7, no tienen puntos interiores.

4. Sin es primo, los segmentos (0, 0)(i,n — ) no contienen otros puntos del reticulo,
pues ¢ y n — ¢ son primos relativos. Esto implica que todos los triangulos T; para
it =2,...,n—1 tienen el mismo niimero de puntos interiores, dado que comparten
area y condiciones de frontera.

Aplicando el Teorema de Pick a cada tridngulo T}, con érea n/2, se obtiene:

n B(P)
—=1I(P 1.
2 (P)+ 2
Como B(P) = 3, resulta
n 3
o I(P)+S-1=1I(P)+-,
2 2
de donde 1
I(P) = "

(0,0)

Figura 6.1.5: Divisién del triangulo en n subtriangulos 7.

En la Figura se observa la divisién del tridngulo conv{(0,0), (0,n), (n,0)} en
n subtriangulos T;. Para n primo, los T} interiores tienen B =3 e [ = ”T_l; los extremos
11,7, tienen I = 0.

Observacién 6.1.8. De manera analoga al caso del tridangulo equilatero, también
puede demostrarse que no existe un pentagono regular reticulado. La demostracién
conduce al nimero aureo ¢ = %g’ cuya irracionalidad impide que dicho poligono sea
representable en el reticulo.
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(0,0) (n,0)

Figura 6.1.6: Caso extremo: cuadrado n x n alineado con el reticulo. Se alcanzan
exactamente (n + 1)? puntos reticulares.

6.2. Uso en educacion y divulgacién

Ejemplo 6.2.1. Estimacién de areas mediante Pick. El Teorema de Pick se
aplica inicamente a poligonos reticulares. Sin embargo, también puede usarse como
herramienta aproximada en educacion y divulgacion matematica.

Dada una figura plana cualquiera, no necesariamente reticular, podemos aproximar-
la mediante un poligono cuyos vértices pertenezcan al reticulo mas cercano. El area de
este poligono se calcula con Pick y proporciona una estimacion del area de la figura
original.

(a) Figura curva inicial. (b) Aproximacién poligonal.  (c) Poligono reticulado final.

Figura 6.2.1: Proceso de aproximacion de una figura curva mediante un poligono
reticulado para aplicar el Teorema de Pick.

Este procedimiento ofrece un recurso didactico interesante: los estudiantes pueden
experimentar dibujando figuras libres, aproximarlas con poligonos reticulares y usar
Pick como método de célculo de areas. De este modo, se refuerza la conexién entre la
geometria discreta y la geometria euclidea clésica.

Ejemplo 6.2.2. Aplicaciones practicas y divulgativas El Teorema de Pick puede
emplearse también en contextos mas practicos o de divulgacion matematica.

Un primer problema consiste en determinar el drea de una figura complicada, cuan-
do sélo conocemos su contorno. Por ejemplo, en la Figura se plantea calcular el
area del camino que conduce de la entrada a la salida, lo cual requiere distinguir qué
regiones estan en el interior o exterior.
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Figura 6.2.2: Ejemplo de figura complicada donde interesa determinar el area
cubierta.

Otro problema de interés surge en la medicién de concentraciones. Si una coleccion
de particulas (glébulos rojos en sangre, granos de oro en un fluido, o incluso personas en
una fotografia aérea) se proyecta sobre el plano, puede aproximarse la regién cubierta
mediante un reticulo de densidad adecuada. Aplicando el Teorema de Pick al poligono
aproximado, se estima el area y, con ello, la concentracion media de particulas en la
muestra.

Estos ejemplos muestran como el Teorema de Pick puede servir no sélo en geometria
discreta, sino también como herramienta pedagogica y de divulgacién, poniendo en
contacto las matemaéticas con fenémenos reales.

6.3. Interpretacion en algebra y geometria discreta

En la literatura sobre poligonos reticulares, el teorema de Pick constituye un resul-
tado fundamental al relacionar el area de un poligono con el niimero de puntos interiores
y de frontera. Sin embargo, no es un resultado aislado: existen teoremas posteriores
que proporcionan cotas precisas para clasificar los poligonos reticulares en funcién de
estos parametros. Uno de los més destacados es el siguiente resultado debido a Scott
(1976):

Teorema 6.3.1. (Scott, 1976) Sea P C R? un poligono reticular con i > 1 puntos
interiores del reticulo y drea euclidea a. Entonces se cumple que:

1. P=3A,, yportantoa=9/2 ei=1, 0
2. a<2(i+1).

Este resultado muestra que, una vez fijado el nimero de puntos interiores, el area de
un poligono reticular esta fuertemente acotada. En particular, salvo el caso excepcional
del tridangulo 3A,, todo poligono con ¢ > 1 puntos interiores cumple la desigualdad
a < 2(i + 1). Se trata de una extensién natural del Teorema de Pick y un ejemplo del
tipo de clasificaciones que estudia la geometria de nimeros.
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Demostracion. Sea b el nimero de puntos del reticulo en la frontera. Usando la
Férmula de Pick (Teorema 1.8) podemos reformular la condicién como

b<a+14,

salvo en el caso en que P = 3A,, en cuyo caso b=9y a =9/2.
Los isomorfismos del reticulo preservan a, b e ¢, por lo que podemos situar P ajus-
tadamente dentro de un rectangulo

R :=1[0,p'] x [0,p],

donde p es el menor posible entre todos los poligonos equivalentes en el reticulo a P.
Entonces se cumple que p > 2 puesto que ¢ > 1. Intercambiando coordenadas también
obtenemos

2<p<yp. (1.2)

Figura 6.3.1: El poligono P contenido en una caja R = [0, p] x [0, p].

El poligono P intersecta los bordes inferior y superior del rectangulo en segmentos
de longitudes g y ¢/, véase la Figura[6.3.1} Como mucho 2(p — 1) puntos de frontera de
P no estan sobre los dos bordes horizontales de R, por lo que

b<q+l4+p—1+¢d+1+p—1=q+q +2p (1.3)

Figura 6.3.2: El poligono P intersectando los bordes inferior y superior de la caja R,
con segmentos de longitudes q y ¢'.

Subdividiendo el casco convexo del borde superior y del borde inferior en dos
triangulos, como en la Figura 77, obtenemos

a>3pq+3dp=5q+4q). (1.4)
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Figura 6.3.3: Subdivision del casco convexo de los bordes superior e inferior de P en
dos tridngulos, lo que permite acotar el area.

Ademads, usando la Férmula de Pick (Teorema 1.8) y dado que ¢ > 1, también
sabemos que

a>1. (1.5)

Dividimos la demostracién en cuatro casos:
1. p=2o0 bien ¢+ ¢ > 4,
2.p=q+4q =3
3.p=3yq+q <2
4. p>4yq+q <3
Caso (1). Podemos combinar (1.3) y (1.4) para obtener

2b—2a<2(¢+q¢ +2p)—pla+d)=(+d —4)(2—-p) +8, (1.6)

lo cual es como maximo 8 ya que el primer sumando es como mucho 0. Esto implica
que b < a + 4, como se queria.

Caso (2). Podemos usar la misma desigualdad para obtener 2b — 2a < 9, es decir,
b <a+9/2.Si P tiene al menos un vértice que no esta en los bordes superior o inferior
de R, entonces (1.4) y por tanto también (1.6) se convierten en desigualdades estrictas,
de modo que en este caso b < a+ 9/2. Como a € %ZZO, esto implica b < a + 4.

Por otro lado, si todos los vértices de P se encuentran en los bordes superior e
inferior de R, entonces

a=plg+4¢)/2=9/2, b<a+9/2=09.

Sib <9, entonces b < a+4. En caso contrario, si todos los vértices estan en los bordes
superior e inferior de R, entonces b =9, a = 9/2 y, por tanto, i = 1. Una consideracién
geométrica sencilla muestra que entonces ¢ = 3 o bien ¢’ = 3, y P debe ser el tridngulo
3A,y (véase el Ejercicio 1.14).
Caso (3). La desigualdad (1.3) implica que b < 8 y, combinandola con (1.5), se
obtiene
b—a<b-—>b/2<A4.

Por tanto, b < a + 4.
Caso (4). Supongamos ahora que estamos en el cuarto caso, es decir, p > 4y
g+ ¢ < 3. Elegimos los puntos

L=(,0), U=(up), X=(02), Y=,y
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en P, tales que ¢ := |u — [| sea minimo (véase la Figura[6.3.4). Podemos suponer que
u < (en caso contrario, reflejamos el poligono).

Sea L' = (u,0) y U’ = (I, p). El tridngulo Sy, generado por A, L' y U acota por arriba
el drea del tridngulo generado por X, L, U (considerando la altura sobre la arista XU).
De forma anéloga, el triangulo Sy generado por Y, U’ y L acota por abajo el area del
triangulo generado por Y, U, L.

I
]
]
] i
| b —>!

Figura 6.3.4: Estimacién del area de P por debajo: el triangulo XU L.

De este modo, se obtiene

a > ip( ). (L7)
—rE e @)
il ) L ] L ] ?
[ L] L ] ] ;
; [ ] L L ] L ] !
e

Figura 6.3.5: Estimacion del drea de P en el caso (4): el tridngulo XU L acota el area
inferiormente.

La transformacién de corte (shearing) estd dada por

|_>1k:
v 0 1Y

Existe un isomorfismo del reticulo que, aplicado a P, deja invariantes p,qy ¢'. Por
lo tanto, podemos transformar P de modo que

< 5(p—q—14) (1.7)

Como p fue elegido de forma minima, después de esta transformacion ain se cumple
p < p'. Esto implica
a>ip(p+q+4q),
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y por lo tanto

4b—a) <8p+4q+4¢ —plp+q+¢)=pB8—p)—(p—4)(¢+¢).

Dado que p > 4, el lado derecho esta acotado superiormente por 16. Esto demuestra
que

b<a-+4.
o
o o
(b) Realizacién para (c) Realizacién para
(a) Realizacién para b = 3. 4<b<qi+5. 1+5<b<2+6.
Figura 6.3.6: Realizaciones de pares (i,b) mediante distintos poligonos reticulares.
]

Hasta aqui hemos demostrado que, para poligonos reticulares, el drea y el nimero de
puntos interiores y de frontera estan fuertemente acotados por el Teorema de Scott. Sin
embargo, si consideramos poligonos que no son estrictamente reticulares, esta propiedad
deja de cumplirse: no existe una cota superior general para sus areas. La Figura [6.3.
muestra un ejemplo representativo.

Comentario . Para poligonos que no son estrictamente reticulares, no existe una cota
superior andloga para sus dreas. La Figura|6.5.7 muestra un ejemplo de triangulo con
un unico punto del reticulo en su interior, pero cuya drea puede hacerse arbitrariamente
grande.

Figura 6.3.7: Un tridngulo racional con un tnico punto interior del reticulo y area
arbitrariamente grande.
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6.3.1. Dilataciones y conexién con los polinomios de Ehrhart

Si conocemos el numero de puntos interiores y de frontera de un poligono reticular
P, entonces conocemos su area gracias al Teorema de Pick. j Podemos decir también
algo sobre las dilataciones de P, es decir, sobre el nimero de puntos interiores o de
frontera de k - P para algin k € Z>(?

Los puntos interiores no pueden simplemente escalarse: incluso para poligonos re-
ticulares sin puntos interiores, cualquier multiplo suficientemente grande contendra un
punto reticular en su interior. Sin embargo, el 4rea si escala con k2, y el nimero de
puntos de frontera escala con k.

Podemos insertar esto en el Teorema de Pick para obtener el nimero i(k) de puntos
interiores de k - P:

i(k) = ak®— %k +1.

Se trata de un polinomio de grado 2 en k con coeficientes a, —b/2 y 1. Podemos
reformular esto para el nimero total de puntos reticulares en k - P, denotado por

[(k) = i(k) 4+ b(k), y obtenemos:

Uk) = i(k)+bk) = KPa—L2k+1+kb = ak®+ 2k +1,

que es de nuevo un polinomio de grado 2 en k. Ademads, observamos que se cumple
la relacién

(a) Poligono (b) Dilatacién
P = conv{(0,0),(1,0),(0,1)}. 2P = conv{(0,0), (2,0),(0,2)}.

Figura 6.3.8: Ejemplo de dilatacién (escalado entero) de un poligono reticular.

Veremos que esta observacion es en realidad un caso particular de dos teoremas mu-
cho mas generales y fundamentales, los Teoremas de Ehrhart y de Ehrhart-Macdonald,
que estudiaremos en detalle en el Capitulo 7. La idea esencial es que, en cualquier di-
mension, el numero de puntos reticulares en la k-ésima dilatacion de un politopo viene
dado por un polinomio en k, y que el nimero de puntos interiores se obtiene (hasta
signo) evaluando este mismo polinomio en —k.

En conclusion, las dilataciones de poligonos reticulares permiten extender la féormula
de Pick a una vision mas general: el nimero de puntos reticulares en multiplos de un
poligono se expresa como un polinomio en k. Esto conecta de manera directa el Teorema
de Pick con la teoria de Ehrhart, que estudia de forma sistematica estos polinomios en
dimensiones arbitrarias.
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6.4. Limitaciones en dimensiéon superior

El Teorema de Pick se formula tnicamente en dos dimensiones. Aunque resulta
natural preguntarse si existe un andlogo tridimensional basado en tetraedralizaciones
de poliedros, la situacion es mucho mas compleja.

No todos los poliedros pueden ser subdivididos en tetraedros usando solamente sus
vértices. Un ejemplo clasico es el poliedro de Schonhardt, mostrado en la Figura [6.4.1],
que constituye el caso mas pequeno de un poliedro no tetraedralizable. Este hecho
pone de relieve que la simplicidad del caso bidimensional no se extiende a dimensiones
superiores.

Figura 6.4.1: Construccion del poliedro de Schonhardt a partir de un prisma
triangular.
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Capitulo 7

(Generalizaciones

7.1. Poligonos con agujeros

El Teorema de Pick se formuld originalmente para poligonos simples, es decir, sin
autointersecciones ni agujeros en su interior. Sin embargo, es posible generalizarlo al
caso de poligonos reticulados con agujeros.

Definicién 7.1.1. Llamamos region poligonal con agujeros a un poligono reticulado
simple P junto con t poligonos reticulados simples Ay, ..., A;, disjuntos en su interior,
denominados agujeros. Es decir, tanto P como cada A; tienen todos sus vértices en el
reticulo Z2.

Problema 7.1.2. Determinar el area de una region poligonal reticulada P con t agu-
jeros Ay, ..., A

Para motivar la formula, sea Fy el poligono exterior, con [y puntos interiores y By en
el borde. Por el Teorema de Pick,

By

De manera andloga, para cada agujero A;,
B.
A(A)) =1, + 7] —1.

El drea de la region con agujeros se obtiene restando:
t
A(P) = A(Py) — S A(4)).
j=1

Esto conduce a la siguiente formulacion general.

Teorema 7.1.3. (Férmula de Pick con agujeros) Sea P una region poligonal
reticulada con t agujeros Ay, ..., A;. Si I y B denotan, respectivamente, el nimero de
puntos interiores y de frontera de P (excluyendo los agujeros), entonces

B
AP) =T+ 5 -1+t
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Demostracion. Sea F, el poligono exterior y, para cada ¢ =1,...,t, sea A; el i-ésimo
agujero. Por Pick en cada componente,

B B,
A(Po)zfo+70—1, A(A) = I+ 5 =1

El drea total es A(P) = A(Py) — Y.1_, A(A)), asf que
BO ! Bz
A(P) = (IO+7—1> - Z(Ji+7—1>

t B 1 t
=5h-Y I + 70—52& — 1+t
=1 =1

Ahora relacionamos los conteos globales con los de las piezas. Todo punto del borde de
un agujero cuenta como punto interior de la region con agujeros; por tanto

t

t
I =1, - Y (Ii+B), B=DBy+ » B
=1

i=1
Sustituyendo en la expresién de A(P),

t t

AP)=(T+> (L+B)) =Y I + %(B—ZBZ) —%ZBi—lth

i=1 i=1

B
=T+ = — 1+t
+ 3 +

]

Nota 7.1.4. El término +t es analogo al 2 — 2¢g en la féormula de Euler: cuenta el
“nimero de agujeros” de la region.

Ejemplo 7.1.5. Consideremos una regién poligonal Py con I = 136 puntos interiores
y By = 13 puntos en el borde.

Figura 7.1.1: Regién poligonal P, con tres agujeros en su interior.

Su area es: 13
A(Fy) = 136 + 5 1 =141,5.
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Los agujeros A;, Ay, A3 se muestran en la Figura

~ As

A

Ag . .

Figura 7.1.2: Agujeros Ay, As, A3 de la regién poligonal.

Calculamos sus areas:
8 8 5
Finalmente, el area de la region poligonal con agujeros es
A(P) = A(Ry) — (A(Ay) + A(As) + A(A3)) = 141,5 — (4 + 27 4 10,5) = 100.
Nota 7.1.6. Obsérvese la analogia con la férmula de Euler para poliedros:
V-E+F=2-2g,

donde g es el género. En este contexto, ¢t coincide con el niimero de agujeros, lo que
muestra la relacion entre el Teorema de Pick y la topologia de superficies.

En resumen, la versién de la férmula de Pick para poligonos con agujeros muestra
céomo la topologia influye en el computo de areas discretas: cada agujero introduce
una correcciéon en la expresion, de manera analoga al papel del género en la férmula de
Euler para poliedros. Este fenémeno anticipa el marco mas amplio de los polinomios de
Ehrhart, donde se estudia el niimero de puntos del reticulo en dilataciones de poligonos
y politopos en dimensiones superiores. En la siguiente seccion veremos como estas ideas
permiten extender el Teorema de Pick a un contexto general.

7.2. Casos no simples o degenerados

El Teorema de Pick esta formulado para poligonos simples, es decir, aquellos cuya
frontera es un ciclo poligonal cerrado sin autointersecciones y en los que cada punto de
la frontera pertenece exactamente a un tnico segmento.

Si consideramos poligonos no simples —ya sea por degeneracién (vértices repetidos
o lados colineales) o por autointersecciones—, la férmula de Pick en su forma bésica

B
A=I+= -1
+2

deja de ser valida de manera directa.
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Ejemplo 7.2.1. Poligono no simple: el “ocho”. Un caso elemental es el poligono
en forma de ocho, formado por dos cuadrados adyacentes que comparten un vértice:

Figura 7.2.1: Poligono degenerado en forma de ocho.

Aqui la frontera se autointersecta en el vértice central. Si aplicamos Pick de forma
directa sobre el contorno completo, el area comin queda contada dos veces, de modo
que el resultado es erréneo.

Una forma de manejar este tipo de casos es descomponer la figura en dos cuadrados
simples disjuntos, calcular cada area con la férmula de Pick, y restar la del cuadrado
comun si existiera.

= En poligonos con lados colineales o vértices redundantes, el area calculada con la
formula de Pick no se altera, siempre que la frontera siga describiendo una curva
simple.

» En poligonos autointersecados (también llamados “bow-tie” o complejos), la
formula de Pick deja de ser valida, pues el concepto de “interior” ya no esta
bien definido. En estos casos es necesario recurrir a nociones méas generales de
area, como el indice de rotacién de la curva poligonal o integrales de linea.

= Una alternativa es aplicar Pick por separado a las regiones simples obtenidas
al descomponer el poligono no simple, sumando las areas con signo positivo o
negativo segun la orientacién de cada componente.

En conclusion, el Teorema de Pick funciona de manera robusta siempre que la region
considerada sea un poligono simple. En casos degenerados, es preciso reinterpretar la
nocion de interior o recurrir a la teoria de poligonos orientados, donde la férmula de
Pick sigue siendo vélida si se entiende el area con signo.

7.3. El caso tridimensional: limitaciones

Una cuestion natural es preguntarse si el Teorema de Pick admite una extension
directa a poliedros en el espacio tridimensional.

En 3D, un poliedro reticulado tendria vértices con coordenadas enteras, y seria
razonable intentar relacionar su volumen con el nimero de puntos interiores y en la
frontera del reticulo. Sin embargo, no existe una férmula analoga sencilla: el volumen
no puede expresarse inicamente en funcién de estos nimeros (Beck y Robins| 2007)).

Un contraejemplo clasico es el tetraedro de Reeve, con vértices

(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (1, 1,r),

donde r € Z*. Este tetraedro no tiene puntos interiores en el reticulo y sélo los vértices

en la frontera, pero su volumen es ¢, que puede crecer arbitrariamente. Esto muestra

que no es posible obtener una formula universal del estilo de Pick en tres dimensiones.
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(1,1,7)

(0,1,0)

(0,0,0) (1,0,0)

Figura 7.3.1: Representacion en perspectiva del tetraedro de Reeve.

Existen, no obstante, generalizaciones parciales. Una de ellas se basa en el teorema
de Minkowski sobre cuerpos convexos (Cassels, 1959; (Gruber y Lekkerkerker, 1987,
que garantiza la existencia de puntos del reticulo en regiones suficientemente grandes y
simétricas. Otra via son los polinomios de Ehrhart (Ehrhart] 1962; Beck y Robins|, 2007}
Haasel 2009), que cuentan el nimero de puntos reticulares contenidos en multiplos de
un politopo convexo. En el caso bidimensional, el polinomio de Ehrhart tiene la forma

y al evaluar en n = 1 se recupera precisamente la formula de Pick:
_ B
A(P ) =1+ 5~ 1.

En conclusién, el Teorema de Pick es un resultado especial y elegante, vélido tni-
camente en dimension dos. En dimensiones superiores, la descripcion del nimero de
puntos del reticulo requiere herramientas més sofisticadas, como los polinomios de
Ehrhart y los métodos de geometria de ntimeros.

7.4. Conexiones con el teorema de Minkowski

Una de las herramientas méas potentes de la geometria de ntimeros es el teorema
del cuerpo convero de Minkowski. Enunciado en su forma clasica, afirma (Devadoss y

O’Rourke, 2011)):

Teorema 7.4.1. (Teorema del cuerpo convexo de Minkowski) Sea C' C R"™ un
cuerpo convezo, simétrico respecto al origen (es decir, si x € C entonces —x € C),
acotado y con volumen mayor que 2". Entonces C' contiene al menos un punto reticular
no nulo.

Referencia. Una demostracion puede consultarse en los textos clasicos de geometria
de nimeros, por ejemplo en (Cassels, [1959; |Gruber y Lekkerkerker, [1987).

Este resultado garantiza la existencia de puntos del reticulo en regiones suficien-
temente grandes y simétricas, y constituye una herramienta fundamental en teoria de
nimeros y geometria discreta.
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Aplicaciéon al teorema de Pick

Tal y como se muestra en la Seccion el teorema de Minkowski proporciona una
demostracion alternativa del teorema de Pick. La idea central consiste en descomponer
un poligono reticulado en tridngulos unimodulares, y demostrar mediante Minkowski
que cada uno tiene drea 1/2 (Haase, 2009; Haase, Nill, y Paffenholz, |2021)). Triangulando
cualquier poligono reticulado en un ntimero finito de dichos triangulos, la férmula de
Pick se deduce de forma inmediata.

Generalizaciones

Aunque el teorema de Pick no se extiende de forma directa a tres o mas dimensiones,
el teorema de Minkowski sigue siendo valido en todo R™ y ofrece un marco conceptual
para estudiar la distribuciéon de puntos del reticulo en cuerpos convexos. Ademas,
los polinomios de Ehrhart (Haasel, [2009; [Haase y cols., 2021)), que cuentan el ntimero
de puntos reticulares contenidos en multiplos de un politopo convexo, generalizan la
formula de Pick a dimensiones superiores, conectando asi la geometria de niimeros con
la combinatoria y la teoria de poliedros.

7.5. Polinomios de Ehrhart

El Teorema de Pick constituye un caso particular de un marco mucho més amplio,
debido a Eugene Ehrhart en los afios sesenta (Ehrhart, [1962; Beck y Robins| 2007
Haase, [2009; Haase y cols., 2021). La idea es estudiar, en cualquier dimensién, el nimero
de puntos del reticulo que contiene un politopo al ser dilatado.

Definicién 7.5.1. Sea P C R? un politopo convexo con vértices en el reticulo Z<. El
polinomio de Ehrhart de P se define como

Lp(k) = #(kPNZY),
donde kP = {kz : x € P} es la dilatacién k-ésima de P, y #(-) denota el nimero de
puntos del reticulo.

Teorema 7.5.2. (Ehrhart) Para todo politopo reticulado P de dimensidon d, la funcion
Lp(k) es un polinomio en k de grado d.

Demostracién. (Idea de la demostracién) La demostracién completa se puede con-
sultar en (Ehrhart, 1962; |Beck y Robins, 2007; [Haase, [2009).

La idea central consiste en estudiar la funcién generadora Y ;- Lp(k)z*, la cual
resulta ser una fraccién racional cuya expansién implica que Lp(k) es polinémica en

k. ]

Ejemplo 7.5.3. Sea P el cuadrado unidad [0, 1]?. Entonces kP = [0, k]?, que contiene
exactamente (k + 1)? puntos del reticulo. Por tanto,

Lp(k) = (k+1)> = k* + 2k + 1.

En este caso, el coeficiente principal 1 coincide con el area del cuadrado, y el término
lineal 2k refleja la contribucién de los puntos de borde. Evaluando en k£ = 1 recuperamos
la férmula de Pick:

Lp(l)=I+2+1.
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Observacién 7.5.4. En dimension dos, los polinomios de Ehrhart tienen la forma
Lp(k) = A(P) K> + B8 | 1,

donde A(P) es el drea 'y B(P) el nimero de puntos de borde de P. Al evaluar en k = 1,
se obtiene exactamente la férmula de Pick. Esto muestra que el teorema de Pick no es
un resultado aislado, sino el caso bidimensional de la teoria general de Ehrhart.

Ejemplo 7.5.5. Polinomio de Ehrhart para el cuadrado: en la dilatacién kP = [0, k]?
los puntos de borde (rojo) y los interiores (azul) ilustran la férmula Lp(k) = A(P)k* +
Bk +1

5 .

(k, k)

—~~

=
oy

~
°
®
[ ]

[ ] [ [ . [ 4
¢ LpKk)=s(k+e1)> ¢ Borde

¢ ° ° o ¢ Interior

(07 0) L 4 L 4 4 (k;7 O) X
kP = [0, k]2

Figura 7.5.1: Polinomio de Ehrhart para el cuadrado.

7.6. Conclusiones

El Teorema de Pick proporciona una formula sencilla y elegante para calcular el
area de poligonos reticulares a partir del nimero de puntos interiores y de frontera. De
este modo, resuelve un problema clasico de la geometria discreta mediante un enfoque
elemental basado en el conteo de puntos.

La férmula se extiende a poligonos con agujeros y a ciertos casos degenerados,
pero no admite una generalizacién directa a dimensiones superiores. En ese contexto
aparecen los polinomios de Ehrhart, que recogen la relaciéon entre volumen y puntos
reticulares. Ademas, el teorema tiene aplicaciones en teoria de nimeros, en combina-
toria y en la ensenanza de las matematicas, lo que explica su relevancia todavia en la
actualidad.
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