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Resumen

Este trabajo presenta los fundamentos matematicos del aprendizaje por
refuerzo, trabajando previamente el problema del bandido multibrazo. El en-
foque principal es el estudio de los procesos de decisién de Markov y de su
control estocéstico. Se introducen las ecuaciones de Bellman y su optimi-
zaciéon en MDPs, lo que permite el desarrollo de métodos tabulares como la
iteracion de valor y la iteracion de politica. Ademas, se comprueba su conver-
gencia y se incluyen implementaciones préacticas de algoritmos en problemas
discretos. Estos conceptos proporcionan una base tedrica soélida para la pla-
nificacién y el control en entornos de decision secuenciales.

Palabras clave: aprendizaje por refuerzo, bandido multibrazo, cota inferior
de Lai-Robbins, proceso de decisién de Markov, ecuaciones de Bellman; ope-
radores de optimalidad de Bellman; algoritmo de programacién dinamico,
iteracién de politica.

Abstract

This work presents the mathematical foundations of reinforcement lear-
ning, first addressing the multi-armed bandit problem. The main focus is
the study of Markov decision processes and their stochastic control. Bellman
equations and their optimization in MDPs are introduced, enabling the de-
velopment of tabular methods such as value iteration and policy iteration.
Additionally, their convergence is analyzed, and practical algorithm imple-
mentations are included for discrete problems. These concepts provide a solid
theoretical foundation for planning and control in sequential decision-making
environments.

Key words: reinceforcement learning, multiarmed bandit, Lai-Robbins lo-
wer bound, Markov decision process, Bellman equations, Bellman optimality
operators, dynamic programming algorithm, policy iteration.
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Introduccion

El aprendizaje por refuerzo es un enfoque de aprendizaje automatico,
cuyo objetivo es permitir que un agente aprenda a tomar decisiones 6éptimas
a partir de la interaccién directa con su entorno. Este enfoque se ejemplifica
con el juego del tres en raya. Existen distintos métodos clasicos para resolver
este problema, pero la mayoria consideran el resultado final de cada partida
y no aprovechan la informacién obtenida durante el juego. El aprendizaje
por refuerzo propone un algoritmo basado en funciones de valor que permite
estimar la probabilidad de ganar desde cada estado del juego. Se construye
una tabla donde cada estado del tablero tiene un valor asociado. Inicialmente,
los estados ganadores tienen un valor de 1, los perdedores un valor de 0, y
el resto un valor intermedio, como 0.5, reflejando una incertidumbre inicial.
El aprendizaje ocurre a través de multiples partidas contra un oponente
imperfecto. Durante el juego, el agente selecciona movimientos observando
los valores de los estados resultantes. Normalmente, elige el movimiento con
mayor valor (estrategia codiciosa), pero ocasionalmente realiza movimientos
exploratorios para descubrir nuevas estrategias. Ademas, se actualizan los
valores de los estados durante el juego. Este método tiene ventajas sobre los
enfoques clasicos, ya que permite mejorar continuamente la estrategia a partir
de la informacién adquirida en cada jugada, en lugar de esperar multiples
partidas para evaluar una politica completa. También es mas eficiente, ya
que evita dar crédito a movimientos que no ocurrieron realmente.

El aprendizaje por refuerzo no se limita a juegos con episodios discretos y
recompensas finales, sino que también puede aplicarse a problemas donde el
comportamiento es continuo y las recompensas varian con el tiempo. Con este
proposito en mente, el presente trabajo tiene como objetivo exponer sus fun-
damentos matematicos desde una perspectiva tedrica y computacional. Para
ello, se presenta un desarrollo progresivo que proporciona las bases necesa-



10

rias para la comprension y aplicacion de algoritmos de control en entornos
inciertos.

En el primer capitulo se aborda uno de los primeros y mas sencillos pro-
blemas en este contexto, el del bandido multibrazo. Su nombre proviene de
la analogia con una maquina tragaperras de multiples brazos, donde cada
brazo tiene una distribuciéon de recompensa desconocida, y el objetivo del
jugador es maximizar la recompensa total mediante la eleccion éptima de
brazos a lo largo del tiempo. En este marco, Herbert Robbins [7] introdujo
la idea del equilibrio entre exploracion y explotacion. La cota logaritmica de
la pérdida en el algoritmo explora-luego-decide es un importante resultado
que respalda tedricamente dicho equilibrio. Asimismo, al final del capitulo
se proporciona la cota inferior de Lai-Robbins, resultado valido para todas
las estrategias que cumplen una propiedad de consistencia. Este resultado
otorga un método capaz de discutir la optimalidad de cualquier estrategia
considerada consistente, como se hace para el algoritmo explora-luego-decide.

Una vez estudiado el bandido multibrazo, en el segundo capitulo se intro-
ducen los procesos de decision de Markov (MDPs), que son la herramienta
idonea para tratar problemas de aprendizaje por refuerzo. Dado un modelo de
Markov, la existencia de su correspondiente proceso de decision de Markov es
un resultado central, y permite el desarrollo matematico de una teoria capaz
de abarcar numerosos problemas reales. También se introducen las politicas,
que son las reglas que guian al agente para tomar decisiones en cada estado
del sistema, y se enuncian resultados basicos.

Con estas herramientas, el tercer capitulo trata la optimalidad de politicas
en el marco de la teoria de control estocastico. Los fundamentos matematicos
del aprendizaje por refuerzo estan intimamente ligados a las ecuaciones de
Bellman, las cuales proporcionan un marco recursivo para el cdlculo del valor
esperado de una politica dada. El capitulo demuestra que las politicas épti-
mas estan asociadas a los operadores de Bellman, que son contracciones. Por
tanto, haciendo uso del Teorema del Punto Fijo de Banach, se demuestra la
existencia y caracterizacién de las politicas 6ptimas. De hecho, la optimiza-
cion de Bellman en MDPs permite la demostracion del teorema del algoritmo
de programacion dinamica, que respalda la existencia de una politica éptima,
estacionaria y determinista. Este resultado es fundamental ya que garantiza
que se puede encontrar una solucion éptima que no varia con el tiempo, y
que proporciona una unica acciéon 6ptima para cada estado del sistema.
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Con ayuda de la teoria de control estocastico aplicada a los MDPs, en el
cuarto capitulo se describen dos procedimientos para el calculo de estrategias
Optimas: la iteracion de valor y la iteracion de politica. La iteracion de valor
actualiza iterativamente la funcién de valor utilizando la ecuacion de Bellman
hasta la convergencia. Sin embargo, la iteracién de politica alterna entre
evaluar una politica fija y mejorarla hasta alcanzar su optimalidad.

La teoria recogida en los cuatro primeros capitulos de este Trabajo de Fin de
Grado utiliza como principales referencias tanto el texto de Doring [3], como
el de Sutton y Barto [8]. Son dos documentos muy recientes que recogen de
manera actualizada la teoria matematica del aprendizaje por refuerzo. En los
apéndices finales se recogen resultados utilizados a lo largo del documento
que no han sido estudiados exactamente igual en el grado.

Pese a que este trabajo esta enfocado en fundamentos matematicos, en el
quinto y ultimo capitulo se pretende hacer una implementacién practica de
estos algoritmos para ejemplos muy sencillos. La resolucion de una cuadricula
simple mediante el algoritmo de iteracion de valor, y de un problema de con-
trol de inventario mediante la iteracion de politica, permiten visualizar como
los métodos tabulares pueden emplearse en escenarios reales, proporcionando
una conexiéon entre la teoria matematica y su aplicabilidad practica.

El aprendizaje por refuerzo ha demostrado ser una herramienta poderosa en
una amplia variedad de aplicaciones. Desde el control de robots autonomos
hasta la gestion eficiente de carteras en finanzas y la mejora de estrategias
en videojuegos, los algoritmos de aprendizaje por refuerzo han permitido
desarrollar soluciones innovadoras en multiples campos. Estas aplicaciones
reflejan la relevancia practica del aprendizaje por refuerzo.






Capitulo 1

Problema del bandido
multibrazo

En este primer capitulo se expone el problema del bandido multibrazo,
y se estudia la base matematica que respalda algunos de sus principales
algoritmos, como el algoritmo explora-luego-decide. A su vez, se deducen cotas
inferiores y superiores que discuten su optimidad. Es un marco clasico de
toma de decisiones que representa un punto de partida ideal para introducir
los fundamentos del aprendizaje por refuerzo (Reinforcement Learning, RL).

Sin embargo, los resultados tedricos y practicos logrados en este marco no
siempre se traducen directamente al aprendizaje por refuerzo, donde la pre-
sencia de estados y transiciones introduce una complejidad significativamente
mayor. Este capitulo, por lo tanto, servira como un primer paso hacia la com-
prension de las bases del RL, preparando al lector para abordar los contextos
mas ricos y dindmicos que se exploraran en capitulos siguientes.

1.1. Contexto

El problema del bandido multibrazo fue establecido por Robbins [7] en
1952 y es un desafio clasico en teoria de decision y aprendizaje automatico.
Este consiste en un agente que para cada tiempo ¢ debe seleccionar entre un
conjunto de k brazos, cada uno con una recompensa desconocida que varia al

13



14 1.1. Contexto

ser jugado. El objetivo es aprender de manera eficiente una estrategia capaz
de maximizar la recompensa acumulada.

Mediante una serie de definiciones y resultados, se introduciran a continua-
cion los conceptos basicos alrededor de los que se trabajara en el resto del
capitulo.

Definicién 1.1. Supongamos que A = {aq,...,a;} es un conjunto finito,
cuyos elementos se llamaran brazos, y v = {F,}.c4 es una familia de dis-
tribuciones de probabilidad reales con esperanzas finitas, que se llamaran
distribuciones de recompensa. El conjunto v es llamado modelo de bandido
estocastico. Se define el valor de accién de un brazo a como Q, = [, zdP,(x).
Se denota a,, y se llama brazo éptimo, al brazo con mayor valor de accion,
es decir,
a, = argmax, 4Qq.

Dado un numero natural n, se define una estrategia de aprendizaje para n
rondas como un conjunto (7m;)—1,., donde:

= 7 es una distribucidn inicial sobre A.

» Si2<t<mn, m(;ay,r,...,a, 1,2 1) indica la probabilidad de escoger
cada brazo en el momento ¢ conociendo que en el momento ¢ se ha
seleccionado el brazo a; y se ha recibido la recompensa z;, Vi = 1, ...,t—
1.

Definicién 1.2. Sea v un modelo de bandido estocdstico y (7)1, una es-
trategia de aprendizaje para n rondas. Un proceso estocéstico (AT, X7 )i=1. n
definido sobre un espacio de probabilidad (€2, F,P) se denomina proceso de
bandido estocastico con estrategia de aprendizaje 7 si se cumplen las siguien-
tes condiciones:

» La accién inicial AT sigue la distribucién inicial 7.
= Para cada t =2,...,n, se cumple que:
™ ™ ™ ™ ™ S . ™ ™ ™ ™
P(At =a | A17X1 P JAtflﬂ Xt71> - ﬂ-t(a’v AlaXl yut 7At717Xt71)7

donde 7; determina la probabilidad de elegir la accién a en funcién del
historial observado.

» Paracadat=1,...,n, la recompensa X[ satisface:



Capitulo 1. Problema del bandido multibrazo 15

donde Pur(B) := ) ,c4 Pa(B)1{ar—a}.

Aqui, AT se interpreta como el brazo elegido en el tiempo ¢, mientras que X/
representa la recompensa obtenida al jugar el brazo AT.

Nota. Una construccién sencilla, que se puede consultar en [3], pdgina 8,
demuestra que para todo modelo de bandido estocastico y toda estrategia
(7¢)t=1,..n, €xiste un proceso de bandido estocastico (Af, XT).

Definicién 1.3. Dado un modelo de bandido v y una estrategia de aprendi-
zaje (m¢)i=1,..n, se define la pérdida acumulada de la estrategia = como:

R.(m) :=nQ. —E[>_ X]]. (1.1)

t=1

Nota. El término de pérdida acumulada de la definicién anterior no se refie-
re a la habitual funciéon de pérdida presente en el contexto de aprendizaje
automatico. En este caso, se refiere al concepto de regret recogido en las
referencias correspondientes al problema del bandido multibrazo.

El objetivo de este problema es encontrar de manera 6ptima una estrategia
capaz de minimizar la pérdida acumulada.

Se enuncia y demuestra a continuacién un lema que proporciona una expre-
sion de la pérdida que serd de gran utilidad a lo largo de todo el capitulo.
Para ello, es clave conocer algunas propiedades basicas de la esperanza con-
dicionada, que se recogen en A.10.

Lema 1.4 (descomposicién de la pérdida). Definiendo T,(n) := > | 14,—a,
la pérdida de la estrategia m tras n rondas puede expresarse como

Ru(m) = 37 AET(n)].

acA

donde las diferencias A, = Q. — Q4 se denominan huecos de recompensa.

Demostracion. Usando en la tdltima igualdad la propiedad (1) de A.10,

R,(7) = nQ.~E (Z Xt) =D E@Q X)) =) ) E(Qi~ X))

t=1 acA
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=D D E(E((Q— X)Llia—a)| A, X1, A)) .

t=1 acA

Usando la propiedad (3) de A.10 con g(A1, X1,...,As) = lia,—q}, se tiene
que

Ry(m) = Y E(La=aE (Qu — X;|A, X1, ..., Ay))

t=1 acA

= ZZE (1{At:a}(EQ* - EXt)|AtaXla cee 7At))

t=1 acA

= Z ZE (1{At=a}(Q* - Qa)) = Z Z]E (1{At=a}Aa> ,

t=1 ac A t=1 acA

por la linealidad de la esperanza condicionada, y porque si A; = a, X; queda
determinada independientemente de lo ocurrido antes. Por tanto,

Ro(m) = Y AE(1a,—a)

acA t=1

= Z ALE (Z 1{Ata}> = Z AL E(T,(n)).

acA acA

1.2. Cota superior para el algoritmo explora-
luego-decide

A la hora de disenar un algoritmo para el problema del bandido multi-
brazo, es necesario valorar dos aspectos clave. Es necesario probar diferentes
brazos para aprender cuél ofrece las mejores recompensas (lo que se denomi-
na exploracién), pero también jugar los brazos ya conocidos para maximizar
sus ganancias (explotacién). De esta manera, se puede definir un primer al-
goritmo que es facil de imaginar, pero efectivo si se utiliza adecuadamente.
Para ello, es necesario introducir ciertos conceptos.
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Definicién 1.5. Si (A7, X]) es un proceso de bandido estocastico para cierta
estrategia 7, entonces dado a € A se define

t

Qu(t) := Tj(t) 3 X140 (1.2)

Jj=1

como el valor de accion estimado del brazo a hasta el tiempo t.

Nota. La estimaciéon arriba definida es la media de las recompensas que ha
aportado el brazo a en las veces que ha sido jugado hasta el momento ¢.

El algoritmo ezplora-luego-decide para un limite temporal n consiste en jugar
cada brazo de manera alternativa m veces, y las n—km veces restantes jugar el
brazo con mayor valor de accién estimado. La estrategia m; puede expresarse
como:

1 sta=a; méd (k+ 1)yt <mk,
m(a; a1, 21, ... a,x) = 1 sia=argmix, Qa(mk) y t > mk,

0 en otro caso.

Para poder acotar superiormente la pérdida de este algoritmo, y asi valorar
su optimalidad, es necesario trabajar previamente con las variables aleatorias
subgaussianas y la desigualdad de concentracién de Hoeffding, que se presenta
a continuacion.

Definicién 1.6. Una variable aleatoria X en un espacio probabilistico (€2, .4, P)
es llamada o-subgaussiana para o > 0, si

2252

MXfE(X) ()\) = ]E(e)\(XqE(X))) S e 2, VA eR.

Nota. Intuitivamente, que una variable sea o-subgaussiana significa que sus
colas se dispersan menos de lo que lo harfa una normal N (0, 0?).

Proposicion 1.7. 5i X es o-subgaussiana, entonces

(L2 (l2

PX —E(X)>a)<e 2?2 y P|X-EX) >a) <2 22

para todo a > 0.
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Demostracion. En la demostraciéon se introducira y se usara el método de
Chernoff, una herramienta utilizada para la obtencién de desigualdades ma-
ximales.

Se define Z = X —EX. Entonces Z es variable aleatoria centrada que cumple

que
2 2

E(er) < e’ con AER.

Se considera A > 0. Por la desigualdad de Markov y la monotonia de f(z) =
6)\36

’ \Z
P(Z > a) = P(e* > M) < % = ¢~ (Pa—v(N)
e a
donde ¥(\) = log E(e*?). Se llama ¢*(a) := sup,-o(Aa — ¥()\)) a la funcién
de Chernoff, y de aqui se obtiene que
P(Z >a) <e ¥ @ la desigualdad de Chernoff.

Por la condicién de o-subgaussianidad,

o2 )\?

2 Y

v(A) <

luego

(@) = sup(na = w() 2 sup (o - "2;2) — suph()),

A>0 A>0 A>0

donde h()\) es una pardabola con coeficiente negativo, por lo que se puede
hallar su maximo. Derivando con respecto a A,

KO =a—Xo?=0 => \=—.

o2

Por tanto, ¢*(a) > h (%) = % Asi, se obtiene de la desigualdad de Cher-
2

noff que P(Z > a) < e '@ < e7202.
Como se puede replicar paso a paso lo visto para —Z,

2

P(|Z|>a)=P(Z>a0 —Z>a)<P(Z>a)+P(—Z >a) < 2e 2.
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Lema 1.8.

1. Toda variable o-subgaussiana cumple que Var(X) < o2.
2. Si X es o-subgaussiana, entonces cX es |c|o-subgaussiana.

3. Si X1 y X son variables aleatorias independientes, X1 es o1-subgaussiana
y Xy es o9-subgaussiana, entonces X1+ Xo es \/0} + o3-subgaussiana.

4. (Lema de Hoeffding) St a < X < b, para a,b € R, entonces X es

b—a :
=% -subgaussiana.

Demostracion.

1. Dado A € R, Mx_gx(\) es la funcién generadora de momentos de
X —EX, y como X es o-subgaussiana,

2252

MX,IE(X)()\) S e 2

(1.3)

Esta condicién afirma que M X_]E(X)()\) esta acotada para todo \ €
(=b,b) con b € R. Por tanto f es derivable (C*) en (—b,b). Siguiendo
la seccién 30 de [1] y aplicando el teorema de derivacién bajo el signo
integral, se obtiene que

d _ _
My g0(3) = B | 3200509 (X ~ B0,y que
d .
M%—E(X)()‘) =K {a ((X _ E<X))6A(X IE(X)))

— E[(X — E(X))?*XE),

Por tanto, se pueden expresar ambos lados de (1.3) como polinomio de
Taylor en torno a A = 0:

2 2 .2

1+ ME(X —E(X)) + %E((X —E(X))*) +0o(N) <1+

Simplificando se obtiene que Var(X) 4225+ < 0® + 2 257,
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Como se debe cumplir esta desigualdad VA € R, si A — 0, se con-
cluye que Var(X) < o2

(c)\)220'2 )\2(00')2
€

E (e/\(cX—E(cX))) ) (ecA(X—E(X)) < =e 2z

lo que muestra que X es |c|o-subgaussiana.

. Utilizando que son independientes,

E (eA(X1+X2+]E(X1)+E(X2))) —F (eA(Xl—EXI)e)‘(X2—EX2))

>\20% )\2(:% X2(0%+a%)
— (GA(XI_EXI)) E (6/\(X2—]EX2)) <ezT ez =e T

Y

lo que implica que X; + X5 sea /o + 03-subgaussiana.

. Sin pérdida de generalidad, cambiando X por X —EX si fuera necesa-

rio, se puede considerar que EX = 0. Asi, la condicién del enunciado
supondria que a < 0 < b.

Dado A € R, la funcién e’ es convexa en z, luego

v E—a) (b a)e
- b—a b—a

Asi, tomando esperanzas, y llamando 1 > p := =% >0,

B(Y) < bert gt

_ — (1 — p)ete Ab
S o T Umpe +pe

_ (1 . p)e—pk(b—a) +p6Ab _ (1 —p _’_pex\(b—a))e—pk(b—a)’

Stu=Ab—a),y ¢(u) = —pu+log(l — p+ pe*), se tiene

E(e*Y) < e?®,

Entonces,
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¢'(0) = 0,
1 o peu(l _p)
Plu)= (1—p+ pev)?’

Llamando z = pe* > 0y ¢ = 1 —p > 0, por la desigualdad de las
medias aritmética y geométrica,

1" . zq
Plu)= Grar

Por tanto, el teorema de Taylor afirma que

() = 6(0) + ud/(0) + 07(€) <

para cierto £ € [0, u]. Por tanto,

1
1

E(MY) < ef® < odv® < o (b-a)?

b—a_

5 -subgaussiana.

es decir, X es

Nota. Una variable o-subgaussiana, también es o’-subgaussiana Vo' > o.

Teorema 1.9 (Desigualdad de Hoeffding). Supongamos que Xy, ..., X, son
variables aleatorias independientes e igualmente distribuidas, con E(X;) = u
y tal que X; es o—subgaussiana.

Entonces para todo a > 0,

1 « _na? 1 «
P(ggxi—MZCOSe 2%y P(‘ﬁ;){i—ﬂ

Demostracion. Por definicion, (X;—p); son v.a.i.i.d. o-subgaussianas, luego
aplicando el tercer apartado del lema 1.8,

|

TL(12
> a) < 2e %07,

n

Z(Xi—u) es +/no-subgaussiana.

=1

Ahora, aplicando el segundo apartado del mismo lema,
1 & (X ) o b .
— g i — es —=-subgaussiana.
=t T

Para concluir, basta aplicar directamente la proposicion 1.7. O
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Ahora, se aplicard la desigualdad de Hoeffding para demostrar una impor-
tante cota superior de la pérdida para el algoritmo explora-luego-decide. Este
resultado es clave porque garantiza que la pérdida no serd excesiva, ayuda a
elegir cuanto explorar, y permite comparar el algoritmo con otros métodos.

Teorema 1.10 (Cota para el algoritmo explora-luego-decide). Dado un mo-
delo bandido con P, o-subgaussiana para todo brazo a, con k brazos y km <n
para cierto n € N. Entonces

R,(m) < mZAa + (n — mk) ZAa exp (_Z;A“) , (1.4)

acA a€A

donde 7 es la estrategia explora-luego-decide.

Demostracion. El algoritmo se basa en explorar cada brazo m veces, y luego
seleccionar el brazo con mayor recompensa estimada las (n — mk) veces res-
tantes. Por tanto, con ayuda del lema de descomposicion de la pérdida 1.4,
se obtiene que

() = s + 30 80— )P (Qulmb) > i Qu(m) )

acA acA

donde interviene el concepto de valor accién estimado (1.2). Bastaria con

acotar la probabilidad por exp <%§3> para concluir.

Sea a, el brazo con mayor recompensa esperada, ().. Entonces es claro que
P (Qa(mk) > miix Qb(mk:)) <P (Qu(mk) = Qu(mk))
€

=P (Qulmh) = Qu = (Qu(mh) = Q) = A,)

Sumando A, = @, — (), a cada lado y reagrupando, se obtiene que

~ ~

Qa(mk) - Qa - Q*(mk> + Q*

1
To(mk)

1
To(mk)

mk mk
Z XJ('a)]-Ak=a - Qa - Z XJ('a*)lAk=a* + Q*
j=1 j=1
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1 — 1 —
_ (a) (ax) () (ax)
_EE (X" - X; )—E(EE (X" - X; )),

Jj=1

pues Xl(a), e ,Xfff) son v.a.i.i.d por la definicién de la estrategia y

1 m 1 m
E E : x(@ _ x(as) ZE (@) _ xla)
(E i )_E ( i )
j:l j:l

= %m(Qa _Q*) - (Qa - Q*)

Por tanto, la situacion coincide con la del enunciado de la desigualdad de
Hoeffding, por lo que la probabilidad queda acotada por

—m A2 —m A?
exp| ———— | = ex
Pl (VZoby P2 )
yva que X ](»a) - X ](a*) es V202 subgaussiana por el tercer apartado del lema
1.8. Por tanto, se concluye. ]

Una vez obtenida esta cota, se presenta el dilema de la eleccion de m, es decir,
cuanto hay que explorar para minimizar la pérdida. Para facilitar los calculos,
se considera el problema de k = 2 brazos. Sin pérdida de la generalidad, se
asume que a, = ay, luego A,, = 0y se denota A = A,,. La cota de la pérdida
(1.4) en este caso se reduce a

mA2

R.(m) <mA+ (n—2m)Ae 12

mA2 mA2
o2

= (m+ (- 2m)e ) <8 (e

Minimizar el lado derecho en m equivale a minimizar

m 2
flm) = m+ ne” o

Se trata de una funciéon convexa y por tanto, en caso de tener un minimo
relativo, se trata de un minimo absoluto. Pese a que m debe ser un entero
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mayor o igual que 1, se tratara el problema como en el caso continuo y luego
se elegira uno de los dos enteros mas cercanos al valor obtenido. Por tanto,
derivando se obtiene que

A? ma2 nA? ma2

f’(m)zl—i—n(—@)e 402_0<’:>F:€402
mA? | nA? 402 | nA?

e = 10 —_— < m=—— og\ —~ .
402 & 402 A2 402

Como m debe ser un entero mayor o igual que 1, la cota de la pérdida se

minimiza en
I 402 | nA?
m = max —log | — .
T A2 & 402

Haciendo el calculo (en el caso continuo),

402 nA? 4o nA? log (A2
2 e (M) 2 A (2 Aneo2(52)
(s (ior)) =2 (Bron (7)) + e

_40 log nA? +4;f2_4;"2 L4 nA?

A 402 A A %\ 12 ) )

y teniendo en cuenta que si m =1, R,(m) < (n — 1)A, entonces

Ro(r) < mfn{(n — 1)A, A + %(1 + méx{0, log (Zﬁ )})}.

'ZA > 1, es decir, 81n>4A"2,

entonces

2 2
Ru(m) <A+ 4% + Ao log (ﬁ) =c1(A,07%) + (A, %) log(n). (1.5)

Aunque una cota logaritmica en n para la pérdida es un gran avance, es
dependiente de pardametros del modelo, como 0% y A. Mientras que la de-
pendencia de o2 pueden solventarse con ciertos algoritmos, la de A es muy
severa, pues es desconocido. Por tanto los calculos no permiten calcular m.
Sin embargo, a través del teorema de Lai-Robbins, se asegura que asintéti-
camente en n esta cota superior esta cerca de ser 6ptima, al menos para
modelos gaussianos.
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1.3. Cota inferior de Lai-Robbins

En la seccion anterior se han deducido estimaciones logaritmicas para la
pérdida para modelos con distribuciones de recompensa con colas pequenas.
Ahora, se deducirdn cotas inferiores que estableceran la optimalidad de los
algoritmos.

Con el objetivo de demostrar la desigualdad de Lai-Robbins, se introducen en
el apéndice B nociones de teoria de la probabilidad, destacando el concepto
de entropia relativa A.5.

Antes de obtener una cota asintética como la de Lai-Robbins, es interesante
destacar que se pueden obtener cotas para la pérdida que funcionen para
varios modelos a la vez, si estos cumplen una serie de condiciones.

Definicién 1.11. Si € = {v®},c; es una familia de modelos estocdsticos de
bandido, entonces se llama pérdida minimax de £ tras n rondas a

Ry (&) = inf sup R, (7, v).

T peé

La pérdida minimax esta asociada a la mejor estrategia posible para minimi-
zar la mayor pérdida que se podria sufrir en el peor escenario dentro de una
familia de modelos. Esta definiciéon hace referencia al concepto de pérdida de
una estrategia dado un modelo, recogido en (1.1).

Lo siguiente se centrara en probar una cota inferior para la pérdida minimax.
Para ello se construirdn dos modelos de bandido multibrazo v, y v/, tales
que R,(m,v,) + R, (m,v,y) sea mayor o igual que una funcién de la entropia
relativa entre sus distribuciones asociadas. Esta cota inferior se obtendra
usando el teorema de Bretagnolle-Huber A.9. Para controlar dicha entropia
relativa es relevante el lema siguiente. Para su demostracion se hace uso del
siguiente concepto:

Si ¢y v son medidas en F y G respectivamente, i ® v representa la medida
en F x G, definida por:

pRV(F xG)=uF)G), VFeF, Geg.
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Lema 1.12 (Descomposicién de la entropia). Sean k el nimero de brazos y

=A{P,....,P.} yv = {P,..., P} dos modelos de bandido con k bra-
zos, cuyas distribuciones de probabilidad tienen densidad. Ademds, sea 7
una estrategia de aprendizaje y Pr y P! las distribuciones de probabilidad
en (R x {ay,...,a})" que describen el proceso de n pasos para los dos mo-
delos bajo la estrategia de aprendizaje m. Se sigue dicha notacion puesto que
el espacio de recompensas es R y A = {aq,...,a;} es el conjunto de brazos.
Entonces se cumple la siguiente descomposicion.:

D(P,,P,) =Y E[T.(n)|D(P,, P)).

a€A

Demostracion. P, [P} son probabilidades en (A x R)", y P, P, coni =

1,...,n son probabilidades en R. Si P, &« P/, entonces existe F' = (A; X

Bl) X (A, x B,) € (AxR)" con P.(F) =0, pero P, (F) # 0. Por tanto,
existe i § n tal que P} (B;) = 0, pero Py, (B;) # 0 = P, & P).. Asi,
D(P,,P;) =00 =3 4E:(T,(n))D(F,, P;). Luego se supone que P, < IP.

Dado a € A, sea p, la funcién de densidad de P,. Si p es la medida de
conteo de A, es decir,

p(A) =#(ANA) VACA,
entonces:
P, < (p@N\)®"

Esto se debe a que dado F' = (A; x By) x --- X (A, x B,) € (A x R)",
si (p@ N)®(F) = p(A)AN(By) -+ - p(An)A(B,,) = 0, entonces existe i tal que

» Sip(Ad)=0 = A, =0 = P,(F) =0 trivialmente.

= Si /\(Bl) =0 = ]P)ﬂ(F) = H?:l Wt(At; A17X17 e ;At—bXt—l)PAt(Bt) ==
0, ya que si A\(B;) = 0 entonces Py, (B;) = 0. También se ha usado que
P.(X; € Bi|A;) = Pa,(By), y que (A1, X1,..., A, X,,) es el proceso de
bandido estocastico correspondiente a .
Por tanto, si ' = (A1 xBy)x---x(A,xB,) C (AXR)"y p(ay, 1, ..., an, Tp) =
[T, me(as ar, 1, . .. a—1, Te—1)Ppa, (2¢), entonces

P,(F) = /Fp<a1,x1,...,an,xn> (0® N (d(ar, 21, . ap, ),
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y se puede decir que

dP,
d((p @ A)*")

(a'l7xly CIE aanaxn) = p(a'lrrh L aa’nal‘n)'

De la misma manera se tiene que

dP’ ,
————— =7/, donde
d((p @ A)*m)
plar, oy, ... G, Ty) = Hﬂt(at; A1, X1, ..., 041, :L‘t_l)p;t(xt)‘
Por tanto,
dB, _ dP,/d((p® V") _p
B, ~ P jd((p@ Ny
luego,
dPW n_ > y yee ey Qp_q, _ s
(@1, 1y ey gy ) = H%_l m(at'al T ay—1, Ty 1)p/ (x4)
dPﬂ' Ht:l ﬂ-t(a’haluxl? B 7at717xt71>pat<l't)

gl b

Si se usa la definicién de entropia relatlva, y que

pat xt

dPai o pai
dpP,  pl,’
entonces, si (A1, X1,..., A,, X,,) es el proceso de bandido estocéstico corres-

pondiente a m:
]P)7r " PA (Xt)
D(P,,P ) =E, (lo —) =E,.|lo sz
(Fe o) 5P, ( g}}mm

-2 (i) - fEﬂ(( 1)

- dPa,(
:2:1[:37r (E (logdPAt X,) |At>) Z PAHPAt))

t=1
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=) E. Zl{At o D(Pa;, Ph) = D En(Tu(n) D(Pa,, Ph,).

acA t=1 acA

]

El siguiente teorema establece una cota para la pérdida minimax para re-
compensas gaussianas. Es una cota mas general que la de Lai-Robbins y se
usa para evaluar el peor caso sin hacer suposiciones sobre la estrategia. De
esta manera se analizan casos donde los algoritmos podrian no ser 6ptimos
en el sentido de Lai-Robbins.

Teorema 1.13. Sea & la familia de todos los bandidos con k brazos con

recompensas Gaussianas de varianza unitaria y esperanzas jii, . . ., . € [0, 1].
Entonces ]
R(&) 2 5-v (k= 1)n

se cumple para todo n > k.

Demostracion. Si se encuentra un modelo especifico v* € & que para cual-

quier estrategia cumpla que Ry, (m,v*) > 3-1/(k — 1)n, entonces sup, ¢ Ry, (m,v)
también lo cumple, y por tanto R (&).

Notese en primer lugar, que cada modelo queda determinado completamente
por un vector de medias = (p1, .. ., fx)-

Sea A = (ai,...,a;) el conjunto de todos los brazos. Dado A € [0,1/2],
se define p = (A,0,...,0). Dada una estrategia 7 cualquiera, sea a =
argming, e 4 ]EUHJ[T% (n)] el brazo que se espera que se juegue menos si se sigue
la estrategia 7 en el modelo v,,. Se define también 1/ = (A, 0,...,0,2A,0,...,0)
tal que el valor 2A se sitia en la posicién del brazo a. Se denotan P y P’ las
probabilidades de los procesos de bandido correspondientes a la estrategia 7
y los modelos v, y v}, respectivamente.

Usando el lema de descomposicién de la pérdida 1.4 y que para v, el brazo
optimo es aq,

(m,00) = Y B[, (n)]A; = ) E[T,,(n)]A = A(n — E[T,, (n)))

a;€A a;#ay

= A(n — E[Ty, (n)]) = A(n — E[Ty, (n) (L1, my>2y + Lz, my<2y)])-
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Como Ty, (n) < n,

Ru(r,v,) > A(n — nP(Ty, (n) > g) - gIP’(Tal(n) < g>)
= A(n—n(1 =BT, (n) < 3)) = 5 BT, (n) < 7))
_ nAIP(T (n) <)

De igual manera, como para el modelo vlb el brazo a; no es éptimo, y su
hueco de recompensa es A,

Z E'T, (n)]A,, > E'T,, (n)]A > E'[Te, (n) (17, (n)>2})]A
a;EA
- %P’(Tal (n) > g).

Si se llama A al suceso {75, (n) < 5}, se pueden combinar las desigualdades
ahora obtenidas, el teorema de Bretagnolle-Huber A.9 y el lema anterior para
obtener que

A A ,

R, (m,v,) + Ry (m, U:L) > %(]P)(A) + ]P)l(Ac>) > ”TG—D(IP’,P)
_ A S BT, mIDW i DN D) _ A ) 222
4 4 ’

usando que los vectores p y p' solo difieren en la posicién de a, y el segundo
apartado de A.8.

Como si se sigue la estrategia 7 en el modelo v,, a es el brazo con menor
esperanza de ser jugado, entonces

(k= VBT, ()] < Y BT, ()] = n.
a; €A

Por tanto,

nA —2nA2
Rn(ﬁ7vu)+Rn< )ZTG = f(A).

Como A es arbitrario en [0,1/2], usando que n > k — 1 se puede evaluar la

k—1

cotaen A = T
n
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Entonces se obtiene que

4n 8v/n
- é V(E—=1Dne V2> 237\/06 — 1)n.

Por tanto, alguna de las dos pérdidas debe ser, como minimo,

1
27

k—1 vk —1
Ry (m,v,) + Ru(m,0,) > f ( ) =2z e/’

(k —1)n.
[l

Ahora, se busca establecer la cota inferior de Lai-Robbins. Es una cota
asintética en n para la pérdida de una estrategia, que considera un modelo
de bandido fijo cualquiera dentro de una clase. Para evitar casos extremos,
se consideraran estrategias con crecimiento sublineal para la pérdida.

Definicién 1.14. Se dice que una estrategia 7 es consistente sobre una clase
de modelos de bandido £ si para todo modelo v € £ y cualquier p > 0, se
cumple que:

Teorema 1.15 (Cota inferior de Lai-Robbins). Si m es una estrategia con-

sistente sobre £ = My X ... x My, conjunto de modelos de bandido, entonces
la pérdida para todos los modelos v = (P, ..., P;) € € cumple que:

. R (m,0) Aq
liminf ———= > ¢*(v,€) = g —
imin (v, ) 7

n—00 log n 1 da
a

donde d, = infprep, {D(P,, P') : Qp > Q.} y Qp es la esperanza asociada
a P.

Demostracion. Se fija 7 estrategia consistente y v = (P, ..., P;) un modelo
bandido. Si se demuestra que

i inf B S 1
n—oo  logn d,
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con ayuda del lema de descomposicion de la pérdida 1.4 y las propiedades
del limite inferior,

, . Ry(m, AL E[T,
hggg.}f log 1 —hq{gg.}fz logn > Zh}gg‘}f log n Z—

Se fija, por tanto, un brazo a y € > 0. Se define v’ como el modelo que resulta
de sustituir P, por P, € M, tal que D(FP,, P!) < d,+ey Q) > Q. (P, existe
por la definicién de infimo).

Hay que destacar que v y v’ generan P y ', dos probabilidades que des-
criben el proceso de n pasos para cada modelo segin 7. Hay, por tanto, dos
funciones de pérdida R, (m,v) y R, (m,v").

Como el resto de brazos mantienen sus distribuciones de recompensa, por
la descomposicion de la entropia 1.12 se obtiene que

D(P,P') = ZE w (WID(Py;, Py ) <E[Ty(n))(da + ). (1.7)

Por la descomposicion de la pérdida y la definicién de esperanza,

Ry(m,v) = 3 B[, (n)]Ag, > AyETu(n)] > Ay BT, ()1 >3)]

j=1
> AagP (Ta(n) > g) .

El mejor brazo para v’ es a’, ya que Qp; > Q.. Si To(n) < 3, el resto de
brazos deben ser jugados al menos § veces en total. Luego se tiene que

Rn(ﬂ—7 'U,) = Z (Q:z - Qaj)E/[Taj (n)] > Z (Q; - Q*)E/(Ta(n))

a;#a a;#a

> 3 Q= QUE (L) nmes)) 2 5(Qu— QP (Tu(n) <

a;j#a
Por tanto, si A es el suceso {T,(n) > 5},

NJI:
~—
|3 :
~—
~——

Ru(7,0) + Ru(m,0) > g (AaP <Ta(n) > g) +(Q, — Qu)P (Tam) <
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> g min{A,, Q, — Q.} (P(A) + P'(A9)) .
Aplicando el teorema de Bretagnolle-Huber A.9, y (1.7),

Ry(m,0) + Ro(m, ) 2 7 min{A,, Q) = Qu}e ")

> ZminfA,, Q) — Qe FITI0),

Reordenando esta desigualdad y usando propiedades de limites superiores e
inferiores,
BT (n))(date) 5 1 {0, @ — @}

~ 4 (Ry(m,v) + Ry(m,0"))

min{A,, Q, — Q.}
4(R,(m,v) + Rn(w,v’))

€

& E[T,(n)|(d, + €) > logn + log (

min{A,,Q,—Qx}
Bn) 1 (e (st
logn — d,+e€ logn

o Y int B S - 1+ (1+Hminf—log (Rn(w,v)+Rn(w,v)))
o T €

n—oo log n n— 00 lOg n
1 1 !
— 1 _ lim Sup Og (Rn(ﬂ-a ,U) + Rn(ﬂ-v v )) .
d, + € N300 logn

Por la propiedad de consistencia (1.6) de 7, existe N tal que sin > N, existen
C,C" > 0 tal que

R,(m,v) <CnPy R,(m, ') <C'nP, Vp>0.

Por tanto,
log (R, (m, R, (7,0 , log (C'n? 4+ C' n?
0 < limsup 0 (Fn(m,v) + <7Tv))ghmsmp og (Cn"+ Cn7)
n—00 logn n—00 logn
, p log(n) + log(C + C")
= lim sup =Dp.
n—00 logn

Haciendo p — 0 se obtiene que el limite superior es 0, y entonces
E.[T, 1
lim inf TrLal] .
n—00 log n da +e€

Como € > 0 es arbitrario, se concluye. [l
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Esta cota proporciona un limite ineludible para cualquier estrategia consis-
tente. De esta manera, si un algoritmo tiene una cota superior del mismo
orden que la cota inferior de Lai-Robbins, entonces se considera éptimo en
orden de magnitud. Por tanto se ha obtenido un criterio mediante el que se
puede discutir la optimalidad de cualquier algoritmo para el que se tenga
una cota superior, como es el caso del algoritmo explora-luego-decide. Esta
estrategia es consistente, ya que dado p > 0, usando la cota (1.5) se obtiene

que
R, (7) < c1(A, 0?) + c2(A, 0?) log(n)

~Y

0<

np np

Ahora tomando limites cuando n — oo,
2 2
0< lim R,() < lim c1(A,0%) + (A, 0%) log(n) o,

n—oo NP n—o00 npkP

por 6rdenes de infinitud. Entonces, puesto que la cota superior (1.5) es del
mismo orden (logaritmico en n) que la cota inferior de Lai-Robbins, se con-
sidera un algoritmo éptimo en orden de magnitud.






Capitulo 2

Problemas de decision de
Markov

Tras abordar el problema del bandido multibrazo en el capitulo anterior,
donde se analizaron escenarios de decision con una tnica etapa y recompensas
inmediatas, se amplia ahora el alcance hacia problemas mas complejos que
involucran decisiones secuenciales. Este capitulo se centrard en los procesos
de decisién de Markov (MDPs, por sus siglas en inglés), un marco formal que
permite modelar entornos donde las decisiones actuales afectan no solo a las
recompensas inmediatas, sino también al estado futuro del sistema.

Se explorara a continuacion la estructura matematica de los MDPs; sus ele-
mentos principales y las herramientas que ofrecen para la toma de decisiones
optimas en contextos dindmicos e inciertos.

2.1. Contexto

En el campo del aprendizaje por refuerzo, los problemas de decisién de
Markov desempenan un papel central. Estos proporcionan la base matemati-
ca para modelar entornos en los que un agente aprende a tomar decisiones
Optimas a través de la interaccién con su entorno dinamico en el que las deci-
siones influyen en los estados futuros y las recompensas acumuladas a largo
plazo.

35
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Para comprender los MDPs, resulta esencial entender su relacién con las
cadenas de Markov, un concepto previo que establece la base de los procesos
estocésticos en los que se fundamentan. Una cadena de Markov describe un
sistema cuya evolucién depende tnicamente del estado actual y no de la
secuencia de estados anteriores, una propiedad conocida como propiedad de
Markov.

Esta simplicidad en la dependencia del estado presente hace que las cadenas
de Markov sean ideales para modelar la dindamica de los sistemas en Rein-
forcement Learning. Los MDPs, por su parte, enriquecen este modelo basico
al incluir decisiones deliberadas y recompensas asociadas, permitiendo a un
agente aprender estrategias que maximicen su desempeno a lo largo del tiem-
po. De hecho, al final del capitulo se demostrara que los MDPs son en esencia
cadenas de Markov extendidas, donde la transicion entre estados depende no
solo del estado actual, sino también de la accion tomada. Este vinculo entre
cadenas de Markov y MDPs establece un puente fundamental para avanzar
hacia el estudio de teoria mas compleja y la implementacién de algoritmos
de aprendizaje por refuerzo.

Definicién 2.1. (S;);en es una cadena de Markov de estados finitos si es
un proceso estocastico en tiempo discreto en un espacio de probabilidad
(Q, F,P), con valores en un conjunto finito S, que cumple que

P(Si41 = 504150 = S0, ..., St = 81) = P(Si1 = 5441|St = 54).
Dicha condicién es conocida como propiedad de Markov. Ademas, se dice

que la cadena de Markov es homogénea si las probabilidades de transicién de
estados no cambian con el tiempo. En este caso, se cumple que

]P)(St+1 = 5t+1‘50 =80,...,9 = St) = P(StJrl = 5t+1|St = St) = Ptt+1-

Se conoce por matriz de transicién a la matriz P = (p;;), donde p; ; es la
probabilidad de pasar del estado s; al estado s;. Estas matrices son matrices
estocésticas, ya que cumplen que:

= pi; >0 Vi, jcons;,s; €S8.
. iji,j =1 Vicons; €8.

Dada una distribucion inicial 4 en S y una matriz de transiciéon P, se pueden
expresar las probabilidades de la siguiente manera:

P(SO =3S50,---, Sn = 5n> = M(SO)pO,l -« DPn—1n-
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A raiz de esta férmula, pueden calcularse otras muchas probabilidades, por
ejemplo:

P(St—f—l = St+1, ceey St+k = St+k | St = St)
P(S; = s¢, Ste1 = St41,- - -5 Stk = Se1k)
= (2.1)
P(St = St)
ZSO,M,S,H M(So)po,l <o Pt—1t " P11t - - - Pik—1t+k
= = Ptt+1 - PDitk—1,t4+k-
ZSO ,,,,, Se_1 M(So)Po,l - Di—1g
Otra manera de expresar una cadena de Markov, si ]P)(~Sn =s) >0, es

considerar P :=P(-| S, = &), y en (€, F, P) tomar S = (S)sen 1= (Sisn)ien.

En estas condiciones, se sabe que (.S;)en es una cadena de Markov con matriz
de transicién igual a la de S, pero que comienza en s’

A una cadena de Markov se le puede anadir otro proceso de recompensas
(R¢)ten, con valores en un conjunto R, junto a una funcién de transicién/
recompensa p : (R x §) x § — [0, 1]. Asi, (R;) se muestrea junto al nuevo
estado, coordinado por la funcién p, de manera que p(r, s’; s) denota la pro-
babilidad de pasar del estado s a s’ recibiendo la recompensa r. En este caso,
la propiedad de Markov implica que

P, (St+1 = St41, Re1 = 144150 = S0, ..., St = 5¢)

= ]P),u(St—H = Spy1, Byq1 = 7“t+1|5t = St)-

En esta situacién, al igual que antes, se puede construir el proceso (5}, Rt)teN,
en el espacio probabilistico (€2, F,P), donde P := P(-| S, = '), siempre que
P(S, = s') > 0). De manera anéloga al caso anterior, (S, R) es una cadena de
Markov con recompensas, que empieza en s’ y tiene las mismas transiciones

que (S, R).
Ahora se probara una férmula que serd necesaria mas adelante.

Proposicién 2.2. Dada una cadena de Markov con recompensas, (S, Ry)ien
ys,s €S, entonces:

E,(f(Ry, Ris1,..)|S: = &) = Eg(f(Ro, Ry, ...)) (2.2)

Demostracion. Se denota por E, a la esperanza vinculada al proceso con
estado inicial s. Entonces,

]Es(f(Rt, RtJrl, .. )’St = S/) = E(f(Rt, Rt+1, .. )‘SO = S0, St = S/)
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— E(f(Ry, Ris1,.. )|S: = )

= Z flre,repn, - )P(Re = 1, Ry = g, |Se = )

TtsTt415.--

= Z f(re,7eg1, - )P(Ro =14, Ry = 14, ... |So = &)
Tt,Tt4+1,-.-

= Z f(?”t,TtJrl,...)]P)(RO :Tt,Rl :Tt+1,...’50 :S/)
Tt Tt41,y---

— Eo(f(Ro, Ry, ...)).

2.2. Procesos de decision de Markov

Los procesos de decisién de Markov (MDP) amplian este concepto in-
corporando decisiones al sistema, las cuales influyen en las probabilidades de
transicion a futuros estados. Ademas, se asocian recompensas a las transicio-
nes, lo que permite evaluar la calidad de las decisiones tomadas.

Definicién 2.3. Un modelo de decision de Markov discreto es una tupla

(S, A, R, p) tal que:
= S es el espacio de estados.

» Para cada s € S, A, es el espacio de acciones del estado s. Se define el
espacio de todas las acciones como A = | J,. g As.

= R C R es el espacio de recompensas.

Se denomina modelo de Markov discreto porque los conjuntos S, A, R
son finitos o numerables. Se denota por S, A, R a los conjuntos potencia
correspondientes.

= p:S®R x (S x.A) — [0,1] es la funcién de transicién/recompensa,
que cumple que:

1. Para cada s € S y para cada a € Ay, p(+; s,a) es una distribucién
de probabilidad discreta sobre & x R.



Capitulo 2. Problemas de decisién de Markov 39

2. Para cada s € S y para cada a € A, se cumple que

Z p(s',r;s,a) = 1.

s'eS,reR

La funcién p(s’,r; s,a) representa la probabilidad de obtener la recompensa
r y avanzar al estado s’ cuando se toma la accién a en el estado s.

Para incluir el proceso de elecciéon de una accion en un estado concreto, es
necesario el siguiente concepto.

Definicién 2.4. Dado un modelo de decisién de Markov (S,.A, R, p), una
politica ™ = (7;)sen, €s:

= Una distribucién discreta inicial en A, 75 : A x S — [0, 1].

= Una suc§ién de distribuciones discretas de probabilidad en A, (m;)ten
con 7 : A X ((S x A)t x S) que cumple que

7Tt(véls; 50, AQy +-+5 St—1, At—1, S) =1

para todo (8o, ag, ..., $—1,a-1,5) € (S x A)F x S.
El conjunto de todas las politicas se denota por II.

Con la definicion de politica, se puede definir un proceso estocastico en § x
A X R completamente definido por p y una politica .

Teorema 2.5 (Existencia de MDPs discretos). Dado (S,.A, R,p) un modelo
de decision de Markov discreto, una politica 7, y p una distribucion discreta
de probabilidad en S, entonces existe un proceso estocdstico (S, A, Ri)i>0 en
un espacio de probabilidad (2, F, IPZ) con valores en S X A X R, tal que, para
todo t € N:

]P)Z(So = Sp, AO = ao) = M(So)’ﬂo(ao; 80), (23)

]P)Z(At = at|SO = So, AO = Qo, - - - 7St = st) = 71-t(at; S0, @0 -+, St)7 (24)
PZ<St+1 = S441, Ry = 14| Sy = 5, Ay = a) = p(s21, 145 8, a). (2.5)
Demostracion. Esta demostracién cubre el caso de limite temporal finito. La
extension al caso T' = 400 requiere el Teorema de Extension de Kolgomorov,

y los detalles de la adaptacién a este caso se comentan después de la prueba.
Sea, por tanto, T" < oo un limite temporal finito. Se considera el espacio
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probabilistico (7, Fr,Pr), donde Q7 = (S x A x R)? son las trayectorias
de longitud 7', Fr es su conjunto potencia, y P es explicitamente:

T
Pr(w) == pu(s0)mo(ao; so) Hp(sz‘,ri—n Si—1, Ai—1); (i} 80, Ao, .-y Ai1, ;)
i=1
(S x {rr};sr,ar), (2.6)

para todo w = (sg, ag, 7o, - - -, ST, ar, rr) € Q. Es decir, se muestrea el primer
estado por p, la primera accién por 7y, y la primera recompensa se toma co-
mo 0. A partir de ahi, cada nuevo estado y accién quedan determinados por
p y m;, respectivamente. El ultimo factor expresa que la trayectoria termina
en el estado sy con la recompensa rp.

Hay que comprobar que Pr es una medida de probabilidad discreta sobre
QTZ

= No negatividad: Cada uno de los términos de la definicién es una fun-
cién no negativa:

1(sp) > 0 por ser distribucién inicial,
mi(as; So, Gg, -, a;—1,8;) > 0 pues las politicas son distribuciones,
p(Si,mi1]8i—1,a,-1) > 0 por expresar probabilidad,
al igual que p(S x {rr}; sr,ar).

= Normalizaciéon: Hay que probar que la suma sobre todas las posibles
trayectorias de tamano 7' tiene probabilidad 1:

Z ]P)T((807a07r07‘"78T7G/T7TT))
S0,a0,70y---yST AT, T

T

— Z Z ,u(s())ﬂo(ao;So)Hp(Si,Ti—l;Si—hai—l)

$0,a0,70 sT,ar,rr =1
-mi(a; S0, G, ..., @i—1, 8;) P(S X {rr}; s, ar).

Reorganizando las sumas para evaluar iterativamente, se tiene que:
Enel pasot =T,

Z p(ST, rr—1;8T7-1, aT—l)WT(aT; S0, A0, -y sT)p(Sx {TT}; ST, CLT)

rT—-18T,4T,T'T
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:ZT‘-T(GT;SmaO)---uST) Z P(3T7TT—1;ST—1>GT—1)
ar

ST,TT—1

D (S x{re}isroar) =1-1-1=1,

rT

por ser mp distribucién de probabilidad y por la definicién de p.

En el pasot =T — 1, se obtiene que
E p(5T717TT72§ 5T727CLT72>7TT71(@T71; S0, g, -+, 5T71> =1,
rrT—2,ST7-1,4T7—-1,

por las propiedades de p y las politicas ;.

Continuando de esta manera parat =T — 2,7 — 3, ..., 1, en cada paso
las sumas sobre r;_1,s; v a; eliminan términos y producen factores 1.
Finalmente, se llega a > . u(so)mo(ao; so) = 1, por lo que se puede
concluir que ) o Pr(w) = 1.

Si se considera la probabilidad Pr : Fr — [0, 1], donde Fr es el conjunto
potencia de Qr, entonces dado A € Fr se define:

Pr(A) == Pr(w) € [0,1].
weA
Entonces, Py cumple la 0— aditividad, ya que
PrJA) = D Prw)=> ) Prw)=> Pr(d),
el weUiel A; i€l weA; el

por ser una unién disjunta de conjuntos discretos de trayectorias. Es decir,
son todo trayectorias distintas y la probabilidad total es la suma de las pro-
babilidades de cada trayectoria.

Solo falta comprobar que para todo t € N se cumplen las propiedades del
teorema:
1. Ahora se comprobara la condicién:
P;(So = s1, Ao = ag) = p(s0)mo(ao; s0)

se satisface porque la construccion explicita de P; asegura que p y
gobiernan la eleccién del estado inicial y la accion inicial, respectiva-
mente.
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Pt(At = at|SO = 50, Ag = ag, ..., S = St) = Wt(at§ S0, @0, - - -, 3t)~
Usando la definicién (2.6),

Pt(‘S’OZSOaAO:CLO;"'7St:St7At:at):

t

= p1(S0)mo(ao; so) Hp({é’l} X R 8i-1, ai—1)mi(i; So, Ao, - Ai-1, Si),
i=1

ya que no hay condicién sobre la recompensa. Como

IF)1:(50 = SOaAO = aOa"'aAt = a, Sy = St)

:]P)t<50:80,140:CL(),...,St:St,At GA)

t—1
= /L(So)ﬂo(ao; 80) Hp({sl} X R;si-1, aifl)ﬂ'z(ai; S0, A0y -5 Aj—1, Si)
i=1
'p<{5t} X Ry 851, th) Z Wt(a; 50,A0y - - -y St—1, Ag—1, St),

acA
y el ultimo sumatorio vale 1, por la definicién de probabilidad condi-
cionada,
Pi(A; = a4|So = S0, Ar = agy ..., Sy = 8¢)
_ Py(So = s0, Ao = ao, ..., S = s, Ay = ay)
-~ P(So = s0, Ao = ag, ..., A = a;, Sy = s;)

= m(as; S0, g, - - - 5 St)-

Pii1(Sip1 = Se41, By = 14| Sy = 5, Ay = a)
_ Pt—i—l(st = 51, Ay = a, Stp1 = Se41, Iy = Tt)
Pi1(Se =5, Ar = a)
Zso,ao,...,st,bat—l M(SO)W(](G’O; SO) szl p({sl} X ,R’u Si—1 ai—l)
Zso,ao ..... st—1,at—1 M(So)ﬂo(ao; 30) HZ:1 p({Sz’} X R; 81, ai—l)
_Wi(ai; 50, @0, -5 Aj—1, 82')
m(ai; S0, AQy +evy Aj—1, Si)

simplificando de manera analoga a la propiedad anterior.

p(st+17 T3 S, CZ) = p(StJrla T3 S, (l),
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]

En palabras, dado un estado s, la acciéon se muestrea segin 7, teniendo en
cuenta las acciones y estados pasados, no las recompensas. El préximo estado
y recompensa se muestrea segiin p, usando el estado actual y la accion tomada
segun 7.

Como se comenta en la demostracién, el siguiente paso consiste en extender
esta probabilidad para el caso de trayectorias infinitas. Se define

Q=(SxAxR)>™

como el conjunto de todas las secuencias infinitas posibles de estados, acciones
y recompensas, y también la o-algebra F asociada a {2 como

F=(S®A®R)*™.

El teorema de Kolmogorov (que se puede encontrar en la seccion 36 de [1])
asegura, tras comprobar trivialmente que se cumplen sus conciciones, que
existe una unica medida de probabilidad P en el espacio de trayectorias in-
finitas (Q, F), tal que Py = P o H;l, es decir, que extiende todas las Pr.
Se denota P7 := IP para indicar la dependencia de p y 7. Esto da lugar a
la existencia del espacio probabilistico (€2, F,PT), en el que se puede definir
(Si, Ap, Ry)(w) = (84, a4, 1) paratodo t € Nogy w = (8o, ag, ro, S1,01,71,...) €
Q. Ademds, en estas condiciones, la probabilidad P}, cumple trivialmente las
propiedades (2.3), (2.4), (2.5).

Definicién 2.6. Dado un modelo de decision de Markov (S,.A, R, p), una
politica 7 y una distribucién inicial 1 en S, el proceso estocastico { (S, A¢) Hren,
en (0, F,P}) es denominado proceso de decisién de Markov en tiempo dis-
creto. (Ry)sen, es el correspondiente proceso de recompensas.

Notacion:

1. Sila distribucién inicial de S y la politica estan claras, suelen eliminarse
de las expresiones K y PJ.

2. Side antemano se selecciona un estado inicial s € S, en lugar de escribir
5., se escribe P.

La expresion explicita (2.6) del calculo de probabilidades de trayectorias de
cualquier longitud, permite el calculo de otras muchas probabilidades, como
la calculada en la propiedad siguiente.
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Propiedad 2.7. Sean (S;, Ai)ien, un proceso de decision de Markov en
(Q,F,P) y (Ri)ien, €l proceso de recompensas correspondiente, ambos aso-
ciados a una politica ™ y una distribucion inicial . En estas condiciones se

cumple que:
P((Sta At7 Rt7 o 7ST7 AT7 RT) == (8157 Qg Tgy ..o, ST, AT, TT) ’ Stfl = S¢—1, Atfl - atfl)
= P({St} X R; 841, th) : Wt(at; 80, @0, - - - At—1, St)
T

: H P(8is mim15 Sic1, @im1)mi(as; o, Ao, - - -5 i—1, 53) - p(S X {rr}; st ar).
i=t+1

Demostracion.
P((St, Ay, Ry, ..., 87, Ar, RT) = (Su Aty Tty - ooy ST, GTJ”T) ’ Sto1 =841, A1 = atfl)

P(Si—1 = St—1, A1 = @41, ..., S = sp, Ap = ap, Rp = rp)
]P(St—l = St—1, At—l = at—l)

T
ZSO,ao,TOV,.yst_%at_z,rt_?,n_l N(So)ﬂo(am 50) Hizl p(Si, Ti—15 Si—1, ai—l)

Zso70,0,1‘0,,,,75,5727at7277‘t72 /’L(SO)WO(G/O? 80) Hf;i p<8’L7 7a’L*l? S’L*l? al*l)

. 7Ti(ai; 50, gy -5 Aj—1, Sl)p(s X {TT}; STaaT)
Wi(ai; 50, @Q, ---5 Aj—1, Sl)p(S X Ra St—lvat—l)

D 50000t —2.ara.es 11(S0)T0 (@05 S0) Hf;i P(SisTiz15 Si—1, Gi—1)

D 500070t —2.ar .10 11(S50)T0 (@05 S0) T1: (s riois Sic1, aiy)

7Ti<ai; 50, g, -y Aj—1,

82‘)
) ZP(St, Ti13 St-1, Ar—1)T¢(at; S0, Ao, - - - 5 Ay—1, S¢)
mi(ai; So, Ao, -, i1, 5;)

Tt—1
T
: H p(Sis Tio13 Sim1, @im1)Ti(ai5 S0, o, - - - 5 Qi—1, 8i) - P(S X {rr}i sr,ar)
i=t+1
=p({st} X R;si—1,ai-1) - m(as; S0, Qo, - - -, A1, St)
T
: H P(8is Tim15 Sio1, @im1)Ti(ai; S0, Ao, - - - 5 Aim1, 5i) - p(S X {rr}; st ar).
i=t+1



Capitulo 2. Problemas de decisién de Markov 45

Esta propiedad es andloga a la formula de célculo de probabilidades para las
cadenas de Markov (2.1).

Hay casos practicos en los cudles las recompensas estdn completamente de-
terminadas por el estado y la accién. Por tanto, pese a ser un ligero abuso
de notacion, las siguientes redefiniciones como probabilidades marginales fa-
cilitan la comprension.

Definicién 2.8. Dado un modelo de decisién de Markov (S, A, R, p), se de-
finen las probabilidades de estado-accion-estado, asi como las probabilidades
de recompensa esperada y de estado-accion de la siguiente manera:

p(s'ss,a) = p({s'} x R;s,a),

p(r;s,a) :==p(S x {r};s,a),

r(s,a) = Y e p(ris,a),

reR

p(s,r;s,a)
r(s,a,s’) = re——r2r'_z

; p(s'ss,a)

para cada s,s’ € S, a € A cuando el denominador no es cero.

Propiedades 2.9.

1

2. p(ris,s) =P(R, =1;5 =s5,A = a).

3. r(s,a) =E(Ry | Sy = s, A = a).

4. Sip(s';s,a) > 0, entonces r(s,a,s') = E(Ry | Sy = s, A = a,Si11 =

).

Demostracion.

]P(St+1 = 8/|St = S,At = CL) = Z P(St+1 = 8,7 Rt = Tt|St = S,At = a)

re€R
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= 3 p(s riss,a) = p({s'} X Ris,a) = pls', 515, a).

rt€ER

2. Analogo a la demostracion de la propiedad anterior.

3. Por las propiedades de la esperanza condicionada, y la propiedad 2,

E(Rt ‘ StZS,At:CL> :ZTP(thT’lSt:S,At:CL)
re€R

= er(r; s,a) =r(s,a).

reR

4. Usando la regla de Bayes y la primera propiedad, se obtiene que

E(Rt | Sy =5,A = a,S41 = 5/)

== ZTtP<Rt:T | St:S,At:a,St+1 :S/)

r€R
_ZT P(Si11 =9, Rt—rt\St—sAt—a ps TS, a)
- t

P(Sii1 =515 =54 =a) p(s'ss,a)

=r(s,a,s).
L]

En muchos casos, el proceso finaliza cuando se alcanza un estado en particu-
lar. Estos casos se formalizan mediante la siguiente definicion.

Definicién 2.10. Se dice que un estado s € S es terminal si se cumple que
p(s;s,a) = 1 para todo a € As. El conjunto de todos los estados terminales
se denota por A, y se asume que p(s,0;s,a) = 1 para todo s € A a € A;.
Es decir, en el momento en el que se alcanza un estado terminal, se deja de
recibir recompensas.
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2.3. Politicas de Markov y estacionarias

Una politica define de qué manera elegir las acciones en funcién del estado
actual. Sin embargo, no todas las politicas son igual de manejables desde el
punto de vista computacional. Las politicas de Markov dependen tinicamente
del estado actual, lo que las hace mas practicas que aquellas que consideran
todo el historial pasado. A su vez, si la politica no varia con el tiempo, se
dice que es estacionaria. Finalmente, una politica es determinista si en cada
estado elije una nica accién con probabilidad 1.

El estudio de politicas que sean simultaneamente de Markov, estacionarias
y deterministas es fundamental porque, bajo condiciones generales, existen
politicas con estas propiedades que son 6ptimas, lo que reduce significati-
vamente la complejidad del problema. Se formalizan estos conceptos en la
siguiente definicién.

Definicién 2.11. Se dice que una politica m = (7 )en €s:

(a) de Markov si existe una sucesion de nicleos (¢;)en, en A x S, es decir,
¢1(+; s) es una distribucién de probabilidad en A para todo s € S, tal
que:

7Tt<'; S0, a0, - - -, St) = ¢t(; St), V(So, agp, - - - ,St) € (S X A)til x S.

El conjunto de todas las politicas de Markov se denota por IIj,.

(b) estacionaria si existe un nicleo ¢ en A x S tal que:
7(+; S0, @05 - - -, 8¢) = d(+:8),  V(S0, a0, ..., 8:) € (S x A xS.

El conjunto de todas las politicas estacionarias se denota por Ilg.

(c) estacionaria determinista si existe un niicleo ¢ en A x S que solo toma
valores en {0, 1} tal que:

ﬂ-t('; 50, @05 - - -5 St) = Qb(, St)7 V(S()) ag, - - -, St) € (S X A)t_l X S.

El conjunto de todas las politicas estacionarias deterministas se denota
D
por IIg.
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En todos los casos estacionarios, suele denotarse m en lugar de ¢. De las
definiciones, trivialmente se deduce que:

5 C Mg C M.

En los MDPs, el término Markov hace referencia a la propiedad de Markov.
En particular, cuando se trabaja con cualquiera de estas politicas, el proceso
resultante conserva dicha propiedad, lo que implica que el futuro del sistema
depende tunicamente del estado actual y no del historial observado. Este
principio se extiende tanto al proceso (S5, A), que forma una cadena de Markov
homogénea, como al proceso completo que incluye las recompensas, (S, A, R).
Se formaliza esta idea mediante los siguientes resultados.

Proposicién 2.12 (Propiedad de Markov). Siw € Ilg, entonces {(Si, A¢) hen
es una cadena de Markov homogénea en S X A con transiciones:

Ds,a)(shar) = P(5'58,a) - m(a'; s').

Demostracion. Denotemos P = P7. La propiedad de Markov se puede de-
mostrar para todas las politicas m € II,;:

]P)(St+1 = $t+17At+1 = A¢4+1 | SO = S(),A[) = ag, .- ., St = St,At = at)

_ P(S{) = 30>A0 = apg, ..., St = St,At = at,St+1 = 8t+1,At+1 = at+1)
]P((SO = SOaAO = ag, ... ,St = St,At = at)

N M(So)ﬂo(ao; 30) Hfi} p({Sz‘} X R;si-1, az‘—l)ﬂi(az‘; S0, A0, -5 Aj—1, Si)

N N(So)ﬁo(ao;so) szlp({sz‘} X R; Si—lyai—l)ﬁi(ai;SOaaﬂv ---,ai—l,Si)

‘p(S X R 5141, at+1)
p(s X R7 8t> at)

= p({3t+1} X R; s, at)m+1(at+1; 50, G0, -, Oty St41)

= P(St+1; St Q) Pry1(Ars15 St41)
=P(St1 = Stq1, Arp1 = g1 | Sy = 54, Ay = ).
Ademas, si m € Ilg, esta ultima igualdad proporciona la probabilidad de
transicién:
P(Si41 = se41, Aspr = g1 | St = 56, Ae = ar) = p(Se415 8¢, ar) - T(@ry15 Seq1)-

]
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Proposicién 2.13. Si « € Ilg, entonces {(Si, Ay, Ry) hen cumple la propie-
dad de Markov para procesos con recompensa:

P((Si11, Arr1, Re) = (8441, age1,7¢) | So = S0, Ao = ag, - -, St = S, Ay = ay)
= P((Se+1, Aerr, Be) = (S0, a1, 1) | Sp = 81, A = ).
Ademds, las probabilidades de transicion son:
D(s,a)(sarr) = D(s', 75 8,a) - m(a; s").
Demostracion.
P((Sii1, Apr1, Re) = (811, agy1,7¢) | So = S0, Ao = g, - -, Sy = S, Ay = ay)

]P)(SO = S0, A(] = ag, - . -, St = S¢, At = Ay, St—i—l = St+1, Rt =Ty, At+1 = at—l—l)
P((S@ = So,Ao = Aaop, . - .,St = St,At = CLt)

M(So)ﬁo(ao; 80) H§:1 p({Si} X R;si-1, ai—l)ﬂ—i(ai; S0, A0y -5 Aj—1, Si)

M So)Wo(ao;So) H§:1 p({Si} X R; Si—laai—l)'ﬁi(ai;sma()a -~,Clz‘—178i)

DP(St41,Te; St, Q) Tig1(Aes1; S0, G0, - - - Se41)D(S X R S, A1)
p(S X R; 8¢, a4)

= p(5t+1, T't; St, at)¢t+1(at+1; 3t+1)

= ]P)((St—i—la Apyr, Rt) = (5t+17 QAt41, Tt) | St =84, A = @t)-

Si 7 € Ilg, esta ultima igualdad proporciona la probabilidad de transicion:

P((Sp11, Apyr, Re) = (8',d 1) | Sy = 84, Ay = ay) = p(s', 5 8,a)7(d; 8).
U]

La propiedad de Markov en los MDPs es fundamental para los problemas
de aprendizaje por refuerzo, ya que garantiza que el estado actual contiene
toda la informaciéon relevante del pasado para la toma de decisiones 6pti-
ma. Gracias a ello, se pueden demostrar resultados clave sobre la existencia
y caracterizacién de soluciones 6ptimas. Esta propiedad también permite
formular los problemas de manera recursiva, facilitando el uso de técnicas
dindmicas que se estudiaran en los siguientes capitulos.






Capitulo 3

Teoria de control estocastico

En el presente capitulo, se abordara la teoria de control estocastico apli-
cada a los MDPs, que fueron desarrollados en el capitulo anterior. El control
estocastico proporciona las bases tedricas necesarias para formular y resol-
ver problemas de decisién secuenciales en entornos inciertos, sentando asi
los cimientos del aprendizaje por refuerzo desde una perspectiva matematica
rigurosa.

En particular, este capitulo estd enfocado en la derivacién y comprensiéon
de las ecuaciones de Bellman, un conjunto de expresiones recursivas fun-
damentales en el analisis y resolucién de MDPs. Se presentaran también los
operadores asociados a estas ecuaciones, cuyo papel es crucial para garantizar
la existencia y unicidad de soluciones, asi como para guiar los procedimientos
computacionales en los que se basa el aprendizaje por refuerzo. La optimi-
zacion de la funcién de valor serd el objetivo principal de este desarrollo, ya
que constituye el criterio clave para identificar una politica éptima, es decir,
una estrategia que maximice la recompensa esperada a lo largo del tiempo.

Al final del capitulo se presenta una demostracién formal del teorema del
algoritmo de programacion dinamica. Este resultado establece la existencia
y caracterizaciéon de una politica éptima que ademads es estacionaria y de-
terminista. Esta caracterizacion es esencial ya que garantiza que se puedan
tomar decisiones 6ptimas basadas inicamente en el estado actual, asignando
ademas una tnica accién 6ptima a cada estado. Este teorema sustenta una
técnica esencial tanto para resolver MDPs como para implementar algoritmos

o1
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de aprendizaje por refuerzo.

3.1. Contexto

En el capitulo anterior, se trabajé con MDPs una vez se habia fijado
una politica m y una funcién de transicién p. Sin embargo, en el ambito del
aprendizaje por refuerzo se busca una politica que optimice la recompensa
esperada. Para ello hay que formalizar este concepto.

Dado un modelo de recompensa de Markov, y un tiempo terminal 7', el
objetivo es encontrar una politica 7 que maximice la suma de recompensas

futuras:
T

>

t=0

ETK’

En estas condiciones es vital la eleccion del tiempo terminal T':

» Dado un estado s € S, puede elergirse T' = min{t : S; = §'}, es
decir, se consideran las recompensas esperadas hasta que se alcanza
por primera vez el estado 5.

» Puede considerarse T' ~ Geo(1 — 7), con 7 € (0,1), para alguna va-
riable aleatoria geométrica 7' independiente de (S, A, R). Bajo estas
condiciones, la probabilidad de que el proceso acabe es independiente
del tiempo en el que se encuentre. Integrando sobre el horizonte tem-
poral independiente, se obtiene que, como R; es independiente de T,
por la definicién de esperanza condicionada,

T 00 T
E*|> R| =) E"|Y R |T=FkP(T=k)
t=0 k=0 t=0
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o0 1 oo oo
= (1—7)ZEW [12:] Wtﬁ :ZVt]EW (1] = E" ZVth ;
1=0 =0 =0

usando Fubini/Tonelli en dos ocasiones asumiendo recompensas acota-
das y razonando por la convergencia dominada. Esto se hace ya que a lo
largo del capitulo se tomara R finito, como se enunciard mas adelante.
Esta férmula demuestra que equivale optimizar la suma de recompensas
esperadas hasta un tiempo terminal geométrico finito, que optimizar la
suma de recompensas descontadas esperadas.

El pardmetro v € (0,1) se conoce como factor de descuento y repre-
senta cémo se valoran las recompensas futuras en comparacién con
las inmediatas. Dado que una recompensa obtenida en el tiempo ¢ se
multimplica por 4%, un factor més préximo a 1 valorard mds las recom-
pensas lejanas que uno proximo a 0. Este capitulo se centrara en esta
eleccién de T, conocida por horizonte temporal infinito con factor de
descuento ~.

= Cabe mencionar que también existe el caso en el que el horizonte tem-
poral T" € N es fijo y determinista. Este se conoce como el problema de
control estocastico en tiempo finito. En este caso, el horizonte tempo-
ral tiene una duracion fija previamente definida, lo que genera politicas
éptimas (m):<7 que son no estacionarias. Esto contrasta con el caso de
un horizonte temporal geométrico, donde la ausencia de memoria en
las variables aleatorias geométricas permite obtener politicas éptimas
estacionarias como se demostrara a lo largo del capitulo.

3.2. Introduccion a las ecuaciones de Bellman

A partir de este momento se asume que los conjuntos S, A y ‘R son finitos.
Ademas las o-algebras consideradas en las distribuciones de probabilidad
seran sus conjuntos potencia. También se considera un horizonte temporal
infinito con factor de descuento ~.

Se introduce la notacién P77, que indica la probabilidad del proceso cuyo
estado inicial es s y cuya primera accién es a. A su vez, E7  representa la
esperanza asociada a dicha probabilidad.
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El concepto de recompensa esperada descontada se formaliza en la siguiente
definicién.

Definicién 3.1 (Funciones de valor). Dada una politica 7 € [Ty v € (0, 1)
un factor de descuento, se denomina funcién de valor de estado-accién a la
funcion Q™ : S x A — R definida por:

Q"(s,a) = EL,

Z ’Yth
t=0

Es decir, representa la recompensa esperada total considerando la politica 7,
el estado inicial s y la accién inicial a.

La funcién de valor de estado se define como
S
t=0

En este caso, denota la recompensa esperada total considerando solo la politi-
ca 7w y el estado inicial s.

V7(s) = ET = 70(a; $)Q7 (s, a). (3.1)

aeAs

Las funciones de valor son fundamentales en los problemas de decision de
Markov, ya que evalian cuantitativamente la calidad de los estados y las
acciones. Por este motivo permiten la comparacion entre politicas y son la
base de algoritmos de aprendizaje por refuerzo.

Si se consideran solo politicas estacionarias, se tiene que las funciones de
valor cumplen unos determinados sistemas de ecuaciones, conocidos como
ecuaciones de Bellman. Estas ecuaciones proporcionan una relacion recursiva
que describe como se pueden calcular las funciones de valor y las soluciones
Optimas, como se vera a lo largo del capitulo.

Proposicién 3.2 (Ecuaciones de Bellman). Dada 7 € Ilg, entonces se cum-

ple que:

Q" (s,a) =7(s,a) + 72 Z p(s'ss,a)m(d; Q™ (s',a"), s€S,aeA

s'eSa’'eAy

V™(s) = Z 7(a; s) (r(s,a) —1—7217(3’; s,a)V”(s’)> , seS.

a€As s'eS
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Demostracion. Como w € Ilg, por la proposicion 2.13 del capitulo anterior,
(S, A, R) es una cadena de Markov con recompensas sobre § x A4 x R. Por
tanto, dados s, € Sy a,a’ € A, usando la féormula 2.2 obtenemos que:

ES, [Rl + YRy +V*Rg+--- | Sy =5, A = a’]

Z V'R | =

Usando esta igualdad y la ley de la probablhdad total,
Z YR,
t=0

(s,a) +722E R1+7R2—|—7R3+ |51:s',A1:a'}

:E [R0+’7R1+’}/R2+ = )

QF(S a) = = E?;a [R()] + ]E;r’a [’}/Rl + ’YQRQ + ’73R3 + .- }

SESaE.A/
PL(Si =5, A1 =d)=r(s,a)+7>_ Y PL(S1 =54 =a)Q"(s,a)
s'eSa'eAy
r(s,a +’yz Z s'ys,a)m(a’; s")Q™ (s, a'),
s'eS a’ E.A ’

y se concluye la primera ecuaciéon. Para la segunda, es necesario tener en
cuenta la primera ecuacién, y la definicién de V™ (3.1), teniendo en cuenta
que la politica es estacionaria:

VT(s) = 3 mla; $)Q (s, )

a€As
= Zw(a;s) (s,a —1—72 Z s'ss,a)m(a; Q™ (8, a')
a€As s'eSa'eAy
—Z ( S, a +72ps s,a)V™(s )>
acAs s'eS

]

El siguiente resultado permite, en el caso de las politicas estacionarias, escri-
bir Q™ como funcién de V7.
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Corolario 3.3. Dada una politica estacionaria m € Ilg, se puede escribir la
funcion de valor de estado-accion como:

Q" (s,a) =r(s,a) +7 Zp(s’; s,a)V™(s"), se€S8,ae A (3.2)

s'eS

Demostracion. Dados s € Sya € A, a partir de la ecuacién de Bellman para
Q. y la definicién de V™ (3.1) en el caso estacionario se obtiene:

Q" (s,a) =r(s,a) +VZ Z (s';s,a)m(a’; Q™ (s, a’)

SESGEA/

=r(s,a)+ Z p(s'ss,a)V7(s").

s'eS

]

Para afrontar el capitulo, es necesario sentar unas bases previas de andlisis
funcional que se pueden encontrar en el apéndice C, cuyo resultado principal
es el Teorema del Punto Fijo de Banach B.3.

En el caso de los MDPs las contracciones son habituales y proporcionan
algoritmos convergentes gracias al Teorema del Punto Fijo de Banach. Con
este objetivo se define X := {v : & — R} y se considera el espacio (X, ||||o0)-
Como § es finito, es compacto y por tanto es un espacio de Banach. Del
mismo modo, (Y, ||-||«) es un espacio de Banach, donde Y := {¢: S x A —
R}.

Definicién 3.4 (Operadores de esperanza de Bellman). Dado un modelo
de decision de Markov y una politica estacionaria © € Ilg, los operadores
T7: X — X dado por

T (v)(s) := Z 7(a;s) (r(s,a) + ’YZP(S/; s,a)v(s’)> , VseS

a€A; s'eS

yT™:Y — Y dado por

T™(q)(s,a) :==r(s,a +72 Z s'ss,a)m(ad’;s)q(s' ), Vse S ae A,

SES(ZGA/

se conocen por operadores de esperanza de Bellman.
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Estos operadores de esperanza emergen de manera natural de las ecuaciones
de Bellman 3.2. Por lo tanto, si m es una politica estacionaria, entonces V'™
y Q™ son puntos fijos de los operadores de esperanza de Bellman.

Teorema 3.5. Ambos operadores de esperanza de Bellman son contracciones
con constante de contraccion . Fs decir, para todo vi,v, € X, q1,q2 € Y, se
cumple que:

|T7 (v1) = T™(v2)[|oo < 71 —12llec ¥
1T (q1) — T (2) |0 <7 llr — G2|co-

Demostracion. Sean v, v, € X. Entonces

177 (v1) = T (v2) [l oo = méx [T7(v1)(s) — T7 (v2)(s)]

= 5 x| 3 w(a: ) (( @)+ 3 (s 5, a) () — v2<s'>>> ‘
s a€As s'eS

<o =l | 3 ) S0l = = v
acAs s'e

Para el segundo operador, dados ¢1,q2 € Y,

1T7(q1) = T™(@2)lloc =  méx [T™(q1)(s,a) = T"(q2)(s, a)]
(s,a)ESxA

max Zp s'; ; S, a Z 7r(a/; S’)(Q1(S/,a/) —Q2(3/7a/))

(s,a)eSxA
CLIEAS/

<7lla - el - mix Zp (s;s,0) > w(d;s)| =7 llgr — golloe-
a'GAs/

]

Las ecuaciones de Bellman demostradas en la proposicion 3.2, aseguran que
las funciones de valor son puntos fijos para los operadores de esperanza de
Bellman. Por tanto, usando el teorema anterior y el Teorema del Punto Fijo
de Banach, dichos puntos fijos son tinicos. Es decir, las ecuaciones de Bellman
son sistemas de ecuaciones lineales con solucién tunica. En lugar de proceder
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usando métodos de algebra lineal, es més razonable usar la iteracion de punto
fijo de Banach, esto es, iterar v,,1 = T™v, para algin vector inicial vy (o
Gn+1 = T7q, para alguna matriz inicial gy). Este razonamiento dard lugar
en el proximo capitulo a algoritmos tabulares capaces de converger a una
solucién éptima.

3.3. Optimizacién de Bellman para MDPs

Tras analizar las ecuaciones de Bellman para politicas estacionarias fijas,
en esta seccion se demostrara que es posible encontrar una politica éptima,
en el sentido de que maximice las funciones de valor.

Definicién 3.6. Fijado un modelo de decisién de Markov, entonces:

(1) La funcién V* : S — R dada por
V*(s) :=supV™(s), s€S,

mell
se llama funcién de valor de estado 6ptima.

(11) La funcién Q* : S x A — R dada por
Q*(s,a) :=supQ™(s,a), s€S,acA,

mell
se llama funcién de valor de estado-acciéon dptima.

(111) Una politica 7* € II que satisface
V™(s) =V*(s), s€S8,
se llama politica optima.

Cabe destacar que asumiendo un modelo de Markov finito, entonces los su-
periores de las definiciones son maximos que se alcanzan siempre. Ademas,
a priori, V* y Q* no representan las funciones de valor de la mejor politica,
sino que son las mejores recompensas esperadas posibles punto por punto.
Por tanto, no esta claro si existe una politica que sea éptima para todos los es-
tados iniciales. Sin embargo, los resultados de Bellman demuestran que existe
una politica estacionaria, e incluso determinista, que puede caracterizarse re-
solviendo un conjunto de ecuaciones no lineales. Para ello, se introducen los
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operadores de optimalidad de Bellman, que operan sobre los espacios X e Y
definidos previamente.

Definicién 3.7 (Operadores de optimalidad de Bellman). Dado un modelo
de Markov, entonces:

(1) El sistema de ecuaciones no lineales

v(s) = méx {T(S, a)+ v Zp(s’; s, a)v(s’)} , s€S,

a€As oS
s

se denomina sistema de optimalidad de Bellman. El operador T™, defi-
nido como:

(T*)(v)(s) := méx {r(s, a) +v Zp(s'; s, a)v(s’)} , s€S,

aE.As /GS
S

se llama operador de optimalidad de Bellman para funciones de valor
de estado.

(11) El sistema de ecuaciones no lineales

— /. Z / ! SX
q(s,a) =r(s,a) + VZESP(S ;8,a) ndx q(s',d’), (s,a) € Sx A,

se denomina sistema de optimalidad de estado-acciéon de Bellman. El
operador T™, definido por:

(T*)(q)(s,a) :=r(s,a) +7 Y _p(s';s,a) mix q(s',a),  (s,0) €S x A,

s'eS

se llama operador de optimalidad de Bellman para funciones de valor
de estado-accion.

Pese a que ambos operadores comparten notacion, T, se pueden distinguir
inequivocamente por el nimero de argumentos.

Al tratarse de sistemas no lineales, no es sencillo obtener las soluciones. Sin
embargo, se probara que los operadores de optimalidad de Bellman estan
directamente relacionados con las funciones de valor éptimas, y que por tanto
resolver estas ecuaciones equivale a encontrar una politica éptima.
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Proposicion 3.8. Los operadores de optimalidad de Bellman son crecientes.

Demostracion. Sean vi,v, € X tal que vy < vy. Dado s’ € S, se tiene que
v1(8") < wy(s’). Teniendo en cuenta que p(s';s,a) > 0Vs € S,a € A, que
v >0y que r(s,a) es finito Vs € S,a € A, se obtiene que

r(s,a) +9 Y p(s'ss,a)vi(s) <r(s,a) +7 Y p(s's s, a)va(s).
s'eS s'eS
Tomando el maximo sobre todas las acciones a € A, se concluye que Vs € S:

T*(v1)(s) = max {r(s, a) + Zp(s’; s, a)vl(s’)}

(le.As
s'eS
< max{ r(s,a)+y Zp(sl' S a)"Uz(S/) = T"(v2)(s).
- (ZE-AS ’ ,ES ’ ’

Dados q1,q2 € Y tal que ¢; < g9, teniendo en cuenta las mismas considera-
ciones que antes, se tiene que para todo s € S y para todo a € A,

(T)(an)(s.0) = rlo,) +9 30,0 it ()

< /. ‘ oy T* .
>~ T(Saa)+7lze;sp(svsva’> agéi}j/ QQ(S7G’) ( )(QQ)(S,CL)

Por tanto (T%)(¢q1) < (T7*)(g2), v se concluye que T™ es creciente.
[

El siguiente paso serda demostrar que los operadores de optimalidad son con-
tracciones. Para ello, como son operadores no lineales que incluyen la funcion
maximo, es necesario introducir el siguiente lema.

Lema 3.9. Dadas f,g: A— R, se cumple la siguiente desigualdad:

| mdx f(a) —mdx g(a)| < mdx|f(a) —g(a)l.

Demostracion. Dado ' € A, por la definicién de valor absoluto se tiene que
f(a") —g(a’) <|f(a") — g(a’)]. Luego

Fl') < gla') + 1 (@) — g(a)] < méxg(a) + mix| (@) — g(a)].
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Como esta cota es cierta para todo a’ € A, se cumple que

méx f(a) —méx g(a) < méx|f(a) - g(a)l.

Intercambiando los roles de f v g, se deduce que

méx g(a) — méx f(a) < méx|g(a) — f(a)| < méx|f(a) - g(a)|.

Por lo tanto, juntando ambas desigualdades,

—mdx | f(a) — g(a)] < méx f(a) — méx g(a) < méx|f(a) - g(a)l,

y se concluye el lema.

]

Teorema 3.10. Los operadores de optimalidad de Bellman son contracciones
con constante de contraccion . Fs decir, para todo vi,vo € X, q1,q2 €Y, se
cumple que:

177 (v1) = T (02)lloo <y lvr —v2lloe ¥

1T*(q1) = T*(@2)[loc < 7 llar — 2l
Demostracion. Dados v1,vy € X, por el lema 3.9 se tiene que

177 (01) = T (va) oo = méx [T (v1)(s) — 1" (v2)(s)]

. / /. N /. /
= méx | max[r(s, a)+y %p(s s, a)vn(s)] —méx[r(s, a)+ %p(s 15, a)v(s)]|

< ¢ ¢ Z /. . N /
_@E%XI?E%VSIESP(S,SA) |v1(s) — va(s)]

< mimiy 305, 0) -l = vl = 101 = vl
S

puesto que ), sp(s';5,a) = 1.

Ahora, dados ¢1,q2 € Y, y aplicando la desigualdad triangular y el lema
3.9 en la primera desigualdad, se tiene que:

IT"(q1) = T"(q2)loo = méx [T™(q1)(s,a) — T"(q2)(s, a)]
(s,a)ESX A
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— (3731€%XXA Ze;sp s’ s a)[max q(s',ad)— arréix/ ¢ (s, d)]|

S

< 4 . ol = ol
—”<S,Z?G%XXA§SP<S’S’G>”% @2l =7 lla1 — a2

Por tanto, ambos operadores son contracciones.

]

Por el Teorema del Punto Fijo de Banach, estos operadores tienen puntos
fijos unicos. El siguiente resultado, que es el mas importante del capitulo,
demuestra que dichos puntos fijos son las funciones de valor 6ptimas.

Teorema 3.11. Las funciones de valor optimas son los unicos puntos fijos
de los operadores de optimalidad de Bellman. Es decir, T*V* =V* yT*Q* =
Q*. Ademds se cumple que V*(s) = méx,eca, Q*(s,a).

Demostracion. Se hard la prueba en dos pasos. En primer lugar se probara

para Q (s,a) = SUp e @ (5,a) y Vi(s) = Sup,eme V™ (s). Después se tra-
bajara considerando todas las posibles politicas.

» Dados seSyae€ A,
Q(5.0) = sup Q"(s.0) = r(s.) +7 sup 3 pls'is.0

wells wells

: Z m(d; Q™ (s, d).

a/E.AS/

Como para toda 7 € Ilg se tiene que

Zp(s’;s,a) Z m(a’; Q™ (s, d') Zps s,a) méx Q"(s',d’)

a E.A ’
s'eS a’'€Ay s'eS
< E p(s';s,a) max sup Q7 (s',d’),
ves a'€Ay rellg
entonces

sup Zp s’y s,a) Z m(a’; Q™ (s, a’) < Zp(s';s,a max Q (s',d’).

a E.A l
m€lls yes a’€Ay s'€S
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Sea 7* una politica determinista que dado un estado s’ elije con pro-
babilidad 1 cierto a*(s') € argméxayea, Q (s, a').
Entonces se tiene que para esta politica,

Zp(s’;s,a) Z ™(d'; s\Q™ (s',d') = Zp(s’;s,a) aI'réél}S{, Q' (s, d).

s'eS a’€Ay s'es

Por tanto, se alcanza la igualdad y

—x . /. s A* !/
Q (S,CL) - T(87a> +Vzp(3 787(1)(1{%3}:/ Q (S y @ )
s'eS
= Demostrando que V*(s) = Mé&X4eA, Q*(s, a) para todo s € S, entonces
esta claro que

TV (s) = méx {r(s; a)+y ZP(S/; S5 G)V*(S/)}

aEAs /ES
S

— 4 . ’. co A
—maX{?“(s,a)+vzp(8,s7a)ar,g3>s<,Q (S,a)}

aEAs ’ES
S

= méxQ (s,a) =V (s).

a€A;

Recordando que V' (s) = 32
se tiene que

remg V7 (8), entonces dados m € IIgy s € S

T _ . T < ‘ T < e
V) = 3 mlar)Q7(0.0) < mix Qo) < e .0

Tk < , —k )
= V (s) <mdxQ (s,a)

Repitiendo el argumento del paso anterior, se define 7* como la politica

—%

determinista que en cada estado s escoge una accién a*(s) € arg max,e 4, @ (s, a).
Entonces

VT(s) = ) mi(a;s)Q (s,a) = Q7 (s,a"(s)) = méx Q (s, a),

a€As
aEAs

y se alcanza la igualdad.
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» Se considera ahora Q* = sup, Q7. Dados s € Sy a € A, se recuerda
que para 7 arbitraria, por la férmula de la probabilidad total,

Q"(s,a) =r(s,a)+ ) > EI,

s'eSacAy t=1

Z’Yth|S1 = SI; A = a']

p(s's s, a)mo(a’; 8).

Se define 7 = (7;) donde 7¢(a; sg, ag, ..., $¢) = my1(a; s, a, So, ag, ..., St)
para t > 0. Entonces, si se prueba la igualdad

t=1

E7, Z'tht\Sl =5 A = a’] =y Q"(s,d),
se puede concluir que

Q*(s,0) = r(s,0) + 7 supsup 3 37 pls's,a)moa’s $)Q7 (s, )

o s'eS aE.AS/
/. ’ *
— r(s,0) +7 3 p(s's 5, 0) méx Q" (s, a),
aGAS/
s'eS
usando el mismo argumento que en el paso para politicas estacionarias,

ya que es la misma situacion.

Para demostrar la igualdad, se define el proceso
(Si, Ay, Ry) = (Sps1, A1, Reyr)  parat >0,

junto a la probabilidad P = PT,(-[S1 = ', A1 = a'). Esto es un MDP
que empieza en (s';a’), tiene funcién de transicién p y politica 7.
Por tanto,

Z’Yth|Sl = S/,Al = CL/ thﬁMSl = Sl,Al = CL/

KT, A E,
t=1 =0
= 71@7;@/ Z'tht =y Q™ (s,d).
=0
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= Demostrando que V*(s) = maxge, @*(s,a) de la misma forma que se
hizo para el caso sobre politicas estacionarias,

T*V*(S) — méx {T(S; (I) + Zp(s’; s, a)V*(S/)}

(IGAS cS
S

= méx {r(s; a) +v Zp(s/; s,a) max Q*(s, a/)}

acA, Py a’E.AS/
s'e

=mix Q" (s,a) = V*(s).

a€As

]

Esta prueba demuestra que basta con centrarse en politicas estacionarias a
la hora de encontrar una politica 6ptima. De hecho, la siguiente definicion
establece una politica que ademads es determinista, y que puede obtenerse
resolviendo el sistema de optimalidad de Bellman.

Definicién 3.12. Dada una funcién ¢ : S x A — R, la politica dada por

1 sia=a"
my(a; s) == sia=a(s), . con a*(s) € argmaxq(s,a),
0 en caso contrario, aE A,

se conoce por politica codiciosa con respecto a ¢. Si la politica es codiciosa
con respecto a ¢,, donde

¢ (s,a) :==r(s,a) + VZP(SI; s,a)v(s’), s€S,ac A,

s'eS

entonces se denota por .

En el caso de que existan varias acciones que maximicen la funcién de valor
de estado-accion ¢, entonces se fija una de ellas.

Se presenta a continuacién un lema que muestra de que manera se relacionan
las politicas codiciosas con los operadores de Bellman. Es un resultado fun-
damental para afrontar la prueba del teorema del algoritmo de programacion
dindmica.
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Lema 3.13. Si 7, es una politica codiciosa con respecto a q, entonces T*(q) =
T™(q). St ¢ = q, también se cumple que T*(v) = T™(v).

Demostracion. Sean s € Sy a € A. Entonces, por la definicién de politica
codiciosa de m,, se tiene que:

T (q)(s,a) =r(s,a) —1—72 Z (s';s,a)my(a’; s )q(s',a’)

SESGEA/

=r(s,a) +7) _p(s's,a) mix x q(s',d) = (T)(@)(s, a),

s'eS
por la definicién del operador de optimalidad. De manera similar, si ¢, pro-
viene de cierta v € X, entonces

T (v)(s) = Y m(a;s) (7’(&@) +72p(8’;s,a)v(8/)>

)+ b, 0t (5)o(s),

donde a*(s) € argméxaea, (r(s,a) + 7> csp(s's s,a)v(s")). Por lo tanto, se
concluye que

T™(v)(s) = méx (r(s, a) + Zp(s’; S, a)v(s’)) =T*(v)(s).

a€A; oS
s

O

Con ayuda del lema, se obtiene el resultado que formaliza el objetivo del
capitulo.

Teorema 3.14 (Algoritmo de programacién dindmica). Ezxiste una politica
optima 7" estacionaria y determinista. Esa politica es el resultado de resolver
el sistema de optimalidad de estado-accion de Bellman, y hacer la politica
codiciosa con respecto a la solucion.

Demostracion. Sea ¢ € Y una solucién del sistema de optimalidad de Bell-
man de estado-accion. Por la unicidad de puntos fijos del operador T%, se
obtiene ¢ = @)*. Usando el lema anterior en la segunda igualdad,
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Ahora, la unicidad de puntos fijos de T™, establece que Q* = Q™. Dado que
s € §, usando esta igualdad y la definicién de m,, se obtiene que

V*(s) = méx Q" (s,a) = max Q" (s,a) = Z mg(a; 8)Q™ (s, a) = V7(s).

aEAs aEAs "
acAs

Por tanto V* = V™ y por definicién, 7, es éptima.

[

Como v se representa mediante un vector y ¢ mediante una matriz, parece
més sencillo resolver T*(v) = v, y después obtener ¢, mediante la férmu-
la de transformacion arriba expuesta. Por tanto, este teorema establece el
fundamento del algoritmo de programacién dinamica: resolver el sistema de
optimalidad de Bellman y luego actuar de manera codiciosa con respecto a
la solucién obtenida.

El hecho de que se pueda garantizar la existencia de una politica 6ptima que
sea determinista y estacionaria es fundamental en el contexto del aprendizaje
por refuerzo. La estacionariedad implica que la regla de decision no cambia
con el tiempo, lo que simplifica la implementacién de algoritmos éptimos en
problemas a largo plazo. Por otro lado, el determinismo asegura que para cada
estado exista una tnica accién éptima, eliminando la necesidad de introducir
aleatoriedad en la toma de decisiones y permitiendo una mejor ejecucién de
la politica. Juntas, estas propiedades garantizan que estos problemas puedan
resolverse de manera eficiente, proporcionando soluciones robustas y compu-
tacionalmente manejables. Ademas, el hecho de que la politica se obtenga de
manera codiciosa es 1til para desarrollar algoritmos capaces de obtenerla.






Capitulo 4

Métodos tabulares basicos

En el capitulo anterior, se introdujeron los fundamentos del control es-
tocastico, enfatizando su formulaciéon mediante procesos de decisién de Mar-
kov (MDPs). Se establecié que el objetivo principal en este contexto es encon-
trar una politica éptima, es decir, una estrategia de decisiéon que maximice
la recompensa esperada a lo largo del tiempo. Para ello, se presenté el teore-
ma del algoritmo de programacion dinamica, el cual garantiza la existencia
de una politica estacionaria éptima y proporciona la base para los métodos
computacionales de solucién.

Este capitulo se enfoca en algoritmos tabulares bésicos para la resolucion
de MDPs. En particular, estudia dos enfoques fundamentales dentro de la
programacion dinamica:

= [teracién de valor: Un método basado en la actualizacion iterativa de
los valores de los estados hasta alcanzar la convergencia a los valores
optimos.

= [teracién de politica: Un enfoque que alterna entre la evaluacion y la
mejora de una politica hasta encontrar la éptima.

Ambos algoritmos aprovechan la estructura de los MDPs y la unicidad de
puntos fijos de los operadores de Bellman para encontrar soluciones éptimas
de manera eficiente en entornos tabulares, es decir, cuando el espacio de
estados y acciones es finito.

A lo largo de este capitulo, se desarrollaran las formulaciones matematicas

69
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de cada algoritmo, se analizaran sus condiciones de convergencia y se compa-
rard su eficiencia computacional. Con ello, quedaran sentadas las bases para
métodos mas avanzados, como aquellos basados en aproximacion de funcio-
nes. Ademas, se habra proporcionado dos métodos mas sencillos capaces de
modelar y optimizar numerosos problemas reales, como podra apreciarse en
el quinto capitulo.

4.1. Algoritmo de iteracién de valor

Para encontrar la politica 6ptima basta con conocer la funcién de valor
optima. El objetivo de esta seccién sera desarrollar un método que aproxime
dicha funcién de valor. El Teorema del Punto Fijo de Banach, ademas de
proporcionar la unicidad de puntos fijos de una contraccién T, asegura la
convergencia de la sucesién (7" (vg)) hacia el punto fijo para cualquier vg. El
algoritmo de iteracion de valor esta basado en esta convergencia, actualizando
el vector V' en cada iteracion.

Dado € > 0, se define el algoritmo de iteracion de valor como sigue:

Algoritmo 1 Iteraciéon de Valor

Entrada: ¢ >0

Salida: Aproximacion V ~ V*, politica m ~ 7*.
1: Inicializar V =0, Vyyevo = 0

2. A=1

3: Mientras A > ¢ hacer

4: V= V;luevo

5: Para cada s € S hacer

6: Vievo($) = max {r(s, a)+v > p(s'ss, a)V(s’)}
a€As s'ES

7 Fin Para cada

8: A = max [Viuevo(s) — V(s)]

seS
9: Fin Mientras

10: Devolver V = Vv v la politica codiciosa con respecto a V.

Nétese que como S es finito, existe una biyeccién lineal ¢ : (X, |-|lw) —
(R, ]| o) dada por ®(v) = (v(s1), ..., v(s|s|)). Aunque T* es no lineal, existe
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un operador T* tal que T*(v(sy), ..., v(s;s)) = ®(T*(v)). Dicho operador es la
versién matricial de T, y sigue siendo contraccién con mismo coeficiente. Por
simplificar la notacion, se hard referencia tnicamente a 7™, tanto aplicado a
elementos de X como de RIS

Teorema 4.1. El algoritmo de iteracion de valor acaba, y el vector V de-
* YE

vuelto cumple que [V — V*||lo < 7.

Demostracion. La sucesion de vectores (vp)neng = (T (Un_1))nen es la gene-

rada por el algoritmo, considerando vy = 0 el vector nulo. Como 7™ es una

contraccion, la sucesion converge hacia cierto v* por el Teorema del Punto

Fijo de Banach. Por lo tanto, por la desigualdad triangular se obtiene que
V-1 — Unlloc < [|Un—1 — V" |lec + [[v" — Vplec = 0, cuando n — oco.
Es decir, dado el € > 0 del algoritmo, existe un N € N tal que ||[vy_1—vn||o0 =

A < €, y por tanto el algoritmo finaliza.

Supongamos que el algoritmo finaliza tras n pasos, es decir, V = wv,, y
v — Vn_1]lee < €. Entonces dado m € N, por la desigualdad triangular,

m—1 m—1
1o = Vnsmlloo <D Nonti = vngisilloo = DI (0n) = (%) (0n41) oo
i=o0 =0

Como T™ es una contraccién con coeficiente v, una sencilla induccién de-
muestra que (T*)" es contraccién con coeficiente +*. Por tanto,

m—1

lvn = Vngmlloe < Z 'YiHUn — Vnt1||oo-

=0

Ahora, la continuidad de la norma, junto con esta desigualdad, establece que

IV =Vl = [ 1im (5 = B = 10 (0 = o)
m—1 1
< nlg%o;’ylnvn — Vntilloo = : |Vn11 — Vnlloo
1 y ve
= T*n_T* n— oo<— n — Un— oog )
= I = T )l < 72 o = vl < 25

aplicando la formula de la serie geométrica y la propiedad de contraccion.

]
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El teorema anterior establece una cota para el error de la aproximacién que
aporta el algoritmo. Sin embargo, la funcién de valor obtenida no es exacta-
mente la éptima, sino una aproximacion. Al transferir la funcién de valor a
una politica, es necesario analizar el efecto que esto puede tener.

Definicién 4.2. Dado € > 0, una politica m € II es e- éptima si

V*(s) <V™(s)+e VseS.

Una vez obtenida una aproximacion V' de V*, se transfiere a una funcién de
valor de estado-accién mediante la formula

Q(s,a) =r(s,a) +7 > _plss,a)V(s),

s'eS

obteniendo asi una funcién Q aproximada. Obtener dicha aproximacion ite-
rando en un algoritmo al igual que se hace con V' es posible, pero es mucho
méas costoso al trabajar con matrices. Esto no es necesario salvo que se des-
conozcan las transiciones p(s'; s,a), como en el caso del Q-learning,.

Teorema 4.3. Sea V la funcion de valor devuelta por el algoritmo, y Q
la transformacion segun la formula anterior. Entonces la politica codiciosa
respecto a @), T, es % - optima.

Demostracion. Dado s € S, se tiene que por la definicién de politica codi-
ciosa,

T*(V)(s) = max {7’(5, a) + 7 Zp(s’; s, a)V(s’)} = max{Q(s,a)}

ac€As s a€As
s'e

= Z mg(a; $)Q(s,a) = Z mg(a; s) (r(s,a) + Zp(s’; s,a)V(s’)>

a€As a€A; s'eS
=T (V)(s).

Por tanto, T*(V') = T™ (V). Ahora, si el algoritmo finaliza tras n iteraciones,
V =0,y ||vn — vu_1llee < €. Entonces, usando la desigualdad triangular y
esta igualdad, junto con la definicion de contraccién se obtiene que

V7@ = Voo = [T (V) = Voo < [[T7 (V™) =T*(V)loo + 1 T"(V) = Voo
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= |77 (V7)) =T (V)loo + [T*(V) = T (vn-1)l o0
<AV = Voo + 71V = vnalloe
Despejando en esta desigualdad se obtiene que [[V7™@ — Vo < 2= |lvn —

Un—l”oo-

En la prueba del teorema 4.1, se llegd a que [V — V[l < 12 [[vn — vy 0.
Juntando ahora ambas expresiones,

T, * T, * ,)/
V7 = Voo < IV = Voo + [V = V7o < 27— [vn = tn-illoo
< 2’}/67
ST,
condicién equivalente a la fj;— optimalidad, luego se concluye. O

Dada la convergencia del algoritmo, es importante analizar el grado de con-
vergencia segun la siguiente definicién.

Definicién 4.4. Sea (M, ||-||) un espacio normado. Una sucesion (2, )nen €n
M con limite x* se dice que tiene orden de convergencia a > 0 si exite una
constante K < 1 tal que

|t — 2" < K|z, — 2| VneN.

El caso o = 1 se conoce como convergencia lineal.

En el caso del algoritmo de iteracién de valor, el Teorema del Punto Fijo
de Banach asegura la convergencia lineal. Sin embargo, el siguiente teorema
afirma que no se puede mejorar dicha convergencia.

Teorema 4.5. Para todas las posibles inicializaciones del algoritmo de itera-
cion de valor, se obtiene una convergencia lineal con constante K = . Existe
una inicializacion para la cual la velocidad de convergencia es exactamente
lineal.

Demostracion. Dado n € N, como V* espunto fijo de T™*, que es una con-
traccién, entonces

[ons1 = Voo = [T (0n) = T*(VF) oo <y [lon = V7,
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por lo que la sucesiéon del algoritmo es lineal, con constante K = 7.

Ahora, sea vg = V* + k1 el vector inicial. Considerando V* + k € X,
dado s € § se tiene que

T*(V* + ]{3)(5) = max r(s,a) + fyZp(s/; s,a)V*(s) +72p(8/; S,CL)]{Z

aEAs
s'eS s'eS

= V*(s) + k.

Por tanto, abusando de notacién al denotar igual a V* € X que V* € RIS|,
se obtiene que

T*(vg) = ®(T*(V* +k)) = D(V* +~k) = V" 4+ ~k1.
Usando esta igualdad, obtenemos que
o1 = Voo = [T"(v0) = T*(V)|loo = [V + 7KL = V7{|oe = 7]lvo — V7|0

Razonando por induccidn, se supone que [[v, — V¥l = 7|[vn-1 — V| -
Como T*(v,) = V* + 4"kl entonces ||v, — V*||so = 7"[|vo — V*||s v por
tanto,

[t = V¥lloo = 7" Hlvo = Voo = Yllon = V7,

con lo que puede concluirse que el orden de convergencia de este algoritmo
no puede ser mejor que lineal.

[]

4.2. Algoritmo de iteracién de politica

El enfoque de iteracion de politica es una estrategia utilizada para en-
contrar una politica 6ptima mediante la mejora progresiva de una politica
existente. A diferencia de los métodos clasicos de control estocastico, esta
técnica es ampliamente empleada en el aprendizaje por refuerzo debido a
su efectividad en algoritmos de aproximacién. Su procedimiento consiste en
repetir dos fases principales: la evaluacion de la politica, en la que se calcula
o estima la funcion de valor V™, y la mejora de la politica, en la que esta se
actualiza seleccionando la mejor accién posible de manera codiciosa.
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En contraste con la iteracion de valor, actualiza directamente la politica en
cada iteracién. Dentro de este enfoque, el método actor-critico alterna entre
dos componentes: el critico, que evalia la calidad de la politica midiendo
su funcién de valor, y el actor, que utiliza esta evaluacion para ajustarla y
mejorarla. Esta interaccion permite un proceso de optimizacion mas eficiente
al combinar el aprendizaje basado en valores con la actualizacion directa de
la politica.

4.2.1. Evaluacion de politica

Dada una politica 7, calcular la funcién de valor V™ puede enfocarse
de tres maneras. La primera consiste en aproximar la esperanza mediante
el método de Monte Carlo, lo que implica simular multiples trayectorias y
promediar los retornos observados. El segundo enfoque resuelve directamente
la ecuacion lineal de Bellman mediante algebra matricial, utilizando técnicas
como la inversion de matrices. Finalmente, se puede buscar el punto fijo del
operador de Bellman, aplicando el Teorema del Punto Fijo de Banach, que
garantiza la convergencia mediante iteraciones sucesivas.

Como se vio en el capitulo anterior, para una politica estacionaria m € Ilg,
el operador de esperanza de Bellman para una funcién real v : § — R es

T™(v)(s) = Y _ m(a;s) (r(s,a) +y ) (s S,a)v(S’)> , Vs€S,

a€As s'eS

y ademds, V™ es su tnico punto fijo. El factor (s, a) muestra la recompensa
inmediata cuando el sistema se encuentra en el estado s y se toma la accion
a. Esta claro que es dependiente del modelo de Markov, ya que r(s,a) =
Y oves 2orer T P(s', 71 5,a). Por tanto, puede escribirse también como

T (v)(s) := Z 7(a; s) Z Zp(s’, ris,a)[r+yv(s)], VseS.

acA; s’eSreR

Esto es un sistema lineal de |S| ecuaciones y |S| incognitas, que puede ex-
presarse de forma matricial como:

VT(' — ,’,,7T' + ,)/PTI"/TI'7

donde r™ = (ZaGAs 77(@; S)T’(S, a))seg y Pt = (ZaEAs 7T(CL; S)p(Sl; o a))(s,s’)GSXS'



76 4.2. Algoritmo de iteracion de politica

Proposiciéon 4.6. El sistema lineal V™ = r™ +~yP™V7™ tiene una unica solu-
cion. Esta es V™ y puede obtenerse como

VT = (I —~yP") .

Demostracion. La unicidad esta garantizada previamente, ya que 7™ es una
contraccién. Ahora

Vi=0rT 4+ APV <= VT —AP" V" =1" <= ([ —yP")V" =17
= V™= (I —~P") 1",
La matriz (I —~vyP™) es invertible ya que como P™ es una matriz estocdstica,

sus autovalores cumplen |A| < 1, luego los autovalores de (I — vP™) son
1 —4X con |l —yA|>1—v>0. O

Por lo tanto, la evaluacion de una politica equivale a la inversién de una ma-
triz. Esto puede ser muy costoso computacionalmente, sobretodo si el con-
junto de estados es grande. Por ello, es preferible usar métodos de iteracion,
siguiendo la propiedad de contraccion del operador T™.

Dada una politica estacionaria 7, se define el algoritmo sincrono de evaluacion
de politica iterativa como:

Algoritmo 2 Evaluacién iterativa de politica (sincrono)
Entrada: 7 € Ilg, ¢ > 0

Salida: Aproximacién V ~ V7™

: Inicializar V(s) = 0 para todo s € S

—_

2: Viuevo(s) = 0 para todo s € S
3 A=1
4: Mientras A > € hacer
ot V= V;mevo
6: Para cada s € S hacer
7
Vinewo(s) = D w(a|s) DD p(s'r | s,0)[r + V()]
a€As s’eSreR
8: Fin Para cada
9: A= mé«Xses|Vnuevo(s) - V(S)’

10: Fin Mientras
11: Devolver Vo como aproximacion de V7™
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Teorema 4.7. El algoritmo anterior finaliza, y ademds ||V — V™|l < 7.

Demostracion. La prueba es idéntica a la del teorema 4.1, sustituyendo sim-
plemente T™ por T, ya que ambas son contracciones con factor ~.

]

Este algoritmo admite una version asincrona, donde solo se utiliza una tnica
estructura de almacenamiento para V', y cada coordenada V' (s) se actualiza
inmediatamente en la misma memoria en cuanto se obtiene su nuevo valor.
Este enfoque reduce el uso de memoria, ya que no se necesita una copia
auxiliar.

Algoritmo 3 Evaluacion iterativa de politica (asincrono)

Entrada: Una politica fija 7 € IIg, € > 0
Salida: Una aproximacién V ~ V™
Inicializar V' (s) = 0 para todo s € §
A=2¢
Mientras A > ¢ hacer
A=0
Para cada s € S hacer
v="V(s)

Vi(s) = Z m(a; ) Z Zp(s’,r | s,a) [r+~yV(s)]
a€As s'eSTreR
A =méx{A, [v—V(s)|}
Fin Para cada
Fin Mientras
Devolver V como aproximaciéon de V™

Proposicion 4.8. El algoritmo totalmente asincrono de evaluacion iterativa
de politica converge hacia V™.

Demostracion. Sea S = {s1, ..., sk }. Para cada s € S, se define el operador

TV () =

TV (s"), sis =s,
V(s), si s’ #s.



78 4.2. Algoritmo de iteracion de politica

que aplica T™ a la coordenada s de V, y deja el resto igual. De esa manera,
cada iteracién del algoritmo aplica a V' el operador T" = (I7 o..0oTF).
Entonces, dado que T es una contraccion, obtenemos que dados s € S, V' y
W,

[T°(V)(s) = T"(W)(s)| = (T7, 0 ... o TL)(V)(5) = (T7} © ... o TL)(W)(5)|

= |T7(V)(s) = TT(W)(s)| < [[T(V) = T"(W)]lse AV = Wllos.
Luego [T (V) =T (W)|loe T" < 4|V = W||oo, ¥ €s una contraccion.
Ahora, como V™ es un punto fijo de 7™, dados Vy s € S,

T"(V™)(s) = (I7, 0 . o TL)(VT)(s) = TI(VT)(s) = TT(VT)(s) = V7(s).

Por lo tanto V™ también es punto fijo de T, y como este es contraccién, el
Teorema del Punto Fijo de Banach establece la convergencia del algoritmo
cuando el nimero de iteraciones tiende a infinito.

]

4.2.2. Mejora de politica

El objetivo que se presenta ahora es el de mejorar la politica en términos
de que su funcién de valor sea mayor. Es decir, dada 7 € IT y V™ su funcién
de valor, una mejora de 7 es 7’ € II tal que

VT(s) <V™(s), VseS.

Se dice que es una mejora estricta si la desigualdad es estricta para algin
seS.

Teorema 4.9 (Teorema de mejora de politica). Dadas w, 7" € Ilg politicas
estacionarias, se cumple que

(1) si
<Z (a;8)Q™(s,a), VseS,

aGAs

entonces ™ es una mejora de T.
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(11) si
VT(s) < Z 7'(a;8)Q"(s,a), para algins € S,
acAs
entonces la mejora es estricta.

(111) para toda w € 1lg, la politica codiciosa con respecto a QT mejora a T.

Demostracion.

(1) Gracias a la definicién del operador de esperanza de Bellman, dado

seS,
Vi(s) < Y w'(a;9)Q7 (s, )
aEAs
=Zﬂ@@@@@w&)w@@wwﬂzwwww
ac€As s'eS

Como trivialmente 7™ es un operador creciente, y se acaba de compro-
bar que V™ < T ’T/(V”), entonces para todo s € S se tiene que

V() < T (V7)(s) < T (T7 (VE))(s) < .. < Jim (T)(V7)(s).

Como T™ es contraccién, el Teorema del Punto Fijo de Banach asegura
la convergencia uniforme de (7™ )*(V™) hacia V™ cuando k — oo. Por
tanto, se tiene la convergencia puntual y V7(s) < V7 (s) para todo
s € S, es decir, 7’ es una mejora de 7.

(11) Como T™ es un operador monétono estricto, la desigualdad anterior es
estricta para cierto s € S, lo que equivale a que 7’ sea mejora estricta
de .

(111) Sea 7’ es la politica codiciosa con respecto a Q7. Entonces para cada s €
S, ' selecciona con probabilidad 1 una accién a*(s) € arg maxge4, Q7 (s, a).
Por tanto,

V() = 3 wle9)Q7(sa) < mdx Q7(s,0) D wlas o)

ac€A; a€As

= 3 70 $)Q7(s, a),

acAs
y se concluye aplicando directamente (I).
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]

El siguiente lema refleja como mejorar politicas hasta llegar a una 6ptima.

Lema 4.10. Sea 7 € Ilg y 7' la politica codiciosa con respecto a Q™. Entonces

VT =V"™ = 7,7 son politicas dptimas.

Demostracion. Para politicas estacionarias se tiene que V" = V™ = Q7 =
Q™ , gracias a la definicién 3.2. Por lo tanto, como 7’ selecciona para cada
s' € § una accién a*(s') € argméxycq, Q7(8',a’) con probabilidad 1, se
tiene que dados s € Sy a € A,

Q™ (s,a) = r(s,a) —1—72 Z s s,a)m'(d; $)Q (', d))

s'eSa'eAy
= (s, a7 3 B 5, 00Q7 (8,0 () = r(s, )41 3 bl 5,0)Q7(5 4" ()
s'€S s'€S
=r(s,a —1—7219 (s';s,a) max Q”(s a’)
s'eS
=r(s,a)+7 /Zesp(s'; s, a) al}éé‘?j Qﬂ/(sla a'),

ya que por hipétesis, Q™ = Q™. Entonces esto equivale a que

T*(QW)(&CL) = Q”(S,a) y T*(Qﬂl>(57a) = Qﬂl<57a>'

Es decir, ambas funciones de estado-acciéon cumplen la ecuacion de opti-

malidad de Bellman. Como su solucién es tnica, y es Q*, se concluye que
/ /. z’ 3

Q™ = Q* = Q™. Por tanto w y 7’ son politicas optimas. O

Corolario 4.11. Sea 7 € Ilg una politica no éptima, y 7' la politica codiciosa
con respecto a Q™. Entonces ' es una mejora estricta de 7.

Demostracion. Por definicién de politica codiciosa, se tiene que

VT(s) = Z m(a;s)Q™(s,a) < rréeile”(s,a) =V™(s) VseS.

CLGAS

Como 7 no es éptima, por el lema anterior V™ # V™ | luego existe un so € S
tal que V™(sq) < V™ (s0). Es decir, n’ es una mejora estricta de 7. O
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Estos resultados respaldan un clasico algoritmo de mejora de politica, que
mejora una politica mediante la politica codiciosa con respecto a su funcion
de valor:

Algoritmo 4 Mejora de politica codiciosa

Entrada: 7 € [Is, Q7
Salida: 7', la politica codiciosa con respecto a Q™
Inicializar «’ := 7
Para cada s € § hacer
Escoger a*(s) € argméx,e 4, Q" (s, a)
7'(a*(s);s) =1
Para cada a € A; \ {a*(s)} hacer
m'(a;s) =0
Fin Para cada
Fin Para cada
Devolver 7’ como la politica mejorada

4.2.3. Algoritmo de iteracién de politica codiciosa

La evaluacion y la mejora de politicas se combinan dando lugar a lo que
se conoce por algoritmo de iteracion de politica. La idea es bastante clara:
dada una politica 7, se computa su funcién de valor V™ y se mejora usando
la politica codiciosa con respecto a Q™.

Teorema 4.12. El algoritmo de iteracion de politica codiciosa para MDPs
finitos, inicializado con cualquier politica, termina en un niumero finito de
iteraciones. Ademds la politica devueta es la politica dptima 7*.

Demostracion. Como S y A son finitos, entonces el conjunto de politicas
determinitas también lo es: |TI5| = |S|M < oo. Por tanto, como el corolario
4.11 asegura que cada iteracion proporciona una politica estrictamente me-
jorada, se concluye que el algoritmo finaliza tras un ntimero finito de pasos.
Por el lema 4.10, una vez el algoritmo finaliza la politica resultante es éptima,
luego por su unicidad, esta es 7*. O

Por tanto, el algoritmo completo de iteracion de politica es:
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Algoritmo 5 Iteracion de politica codiciosa

Entrada: Politica inicial © € Ilg, funcién de valor inicial V'
Salida: Politica éptima 7* € I1%
Inicializar arbitrariamente V,uevo, Thuevo
stop = 0
Mientras stop = 0 hacer
Evaluacién de politica : Obtener V™ como en 4.6
Establecer Q™ (s,a) = Y cs Y er P(s', 5 8,a)[r + V™ (s')] para todo
seSyac A
Mejora de politica: Obtener la politica mejorada myuevo @ partir de
QTI'
Si Q™ueve = Q)™ entonces
stop =1
Fin Si
Fin Mientras
Devolver 7" =7

Aunque excede los contenidos de este trabajo, hay que destacar el caso en
el que S y A no sean finitos. Una iteracion de este tipo también converge
hacia la politica 6ptima en este caso. La computaciéon exacta de las funciones
de valor no es posible, pero mediante aproximaciones puede obtenerse una
politica éptima aproximada suficientemente buena.

Los algoritmos de iteracion de valor e iteracién de politica son fundamentales
en el aprendizaje por refuerzo. Haber demostrado su convergencia permite
conocer como obtener una politica 6ptima en una gran variedad de problemas
practicos. Ademas, su solidez tedrica ha sentado las bases para métodos mas
avanzados como Q-learning y métodos de politica aproximados, ampliando
ain mas el alcance del aprendizaje por refuerzo.



Capitulo 5

Implementacion practica de
algoritmos

En el dltimo capitulo se busca trasladar los conceptos tedricos desarrolla-
dos a lo largo del trabajo a escenarios concretos, concretando la aplicacion de
los métodos en problemas reales. Tras haber profundizado en la teoria de los
MDPs y el control estocastico, y haber demostrado la convergencia de algu-
nos algoritmos basicos, este capitulo sirve como puente entre la abstraccion
matematica y la resolucion practica de problemas.

Para ello, se presentan dos ejemplos muy recurrentes. En el primero, se abor-
da el desafio de un robot que debe encontrar la mejor ruta hacia un estado
objetivo, mientras evita un area penalizante, de acuerdo con un criterio de
optimizacién. Mediante el algoritmo de iteracion de valor se demuestra como
alcanzar la solucion 6ptima, evidenciando paso a paso el proceso de conver-
gencia y optimizacion en un entorno sencillo pero representativo. El segundo
ejemplo se centra en un problema de inventario, resuelto mediante el algorit-
mo de iteracién de politica, que ilustra de manera clara cémo las decisiones
pueden ser optimizadas a través de iteraciones sucesivas de mejora de politi-
cas.

Ambos casos no solo validan la solidez de los métodos estudiados, sino que
ademas ofrecen una perspectiva practica sobre cémo estas herramientas pue-
den ser implementadas en aplicaciones reales. Asi, el capitulo cierra el trabajo
aportando una conexién entre la teoria y la practica, destacando la eficacia de

83
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los algoritmos previamente estudiados en la solucién de problemas de control
estocéastico y toma de decisiones en entornos inciertos.

5.1. Cuadricula 2x2

En esta seccién se presenta el ejemplo de un MDP con el objetivo de
ilustrar el funcionamiento del algoritmo de iteracién de valores. Para ello se
comenzara definiendo los componentes del MDP, y se mostrara paso a paso
cémo se actualizan las funciones de valor en cada estado. Este ejemplo, por
su sencillez, permite comprobar los fundamentos del algoritmo de iteracion
de valor, y sirve como precedente para abordar problemas mas complejos.

Este ejemplo esta inspirado en el de la seccién 4.1.2 de [9]. En este problema,
se modela el movimiento de un robot en una cuadricula de 2x2, donde cada
celda representa un estado. El robot tiene cinco opciones de accién: moverse
hacia arriba, hacia la derecha, hacia abajo, hacia la izquierda o quedarse
en su posicion. El objetivo principal es que el robot aprenda a navegar en
la cuadricula de forma o6ptima, evitando el estado penalizante y buscando
llegar al estado objetivo.

Se define el conjunto de estados como S = {s1, $2, 53, S4}, donde s5 es el drea
penalizante y s4 el drea objetivo. Las posibles acciones son A = {ay, as, as, a4, as},
que correspenden respectivamente a moverse hacia arriba, hacia la derecha,
hacia abajo, hacia la izquierda y a no moverse.

Las probabilidades de transicién son deterministas, considerando que si se

s1 89

Figura 5.1: Ejemplo de cuadricula 2x2 con drea penalizante y drea objetivo.

pretende hacer un movimiento valido (no se sale de la cuadricula), la proba-
bilidad de llegar al estado contiguo es 1. Sin embargo, si se pretende hacer un
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movimiento no valido, se permanece en el estado actual con probabilidad 1.
Cabe detacar que acceder a la zona penalizante se considera un movimiento
valido.

Las recompensa inmediata relativa a acceder al area penalizante o a intentar
salir de la cuadricula es -1. La recompensa correspondiente a acceder al area
objetivo es 1.

El algoritmo de iteracién de valor comienza inicializando V' = 0 para todos
los estados. Teniendo en cuenta que buscamos para cada estado s,

Viwevo(8) = max {r(s, a) + Zp(s'; s, a)V(s')} ,

CLE.AS ’ES
S

se recogen todos los datos en la siguiente tabla:

qa(s, a) |a; ay a3 ay as
S1 -1 -1 0 -1 0
So -1 -1 1 0 -1
53 0 1 -1 -1 0
Sy -1 -1 -1 0 1

Cuadro 5.1: Tabla de los valores ¢(s,a) en la primera iteracién.

Se actualizan los valores de V' seleccionando el maximo valor para cada es-
tado, obteniendo que

V(s1) =0, V(sg)=1, V(sz) =1, V(sy)=1.

En la siguiente iteracion, se obtienen los valores recogidos en la segunda tabla.

Ahora, se vuelven a actualizar los nuevos valores de accién, y se obtiene que
Vi(s1) =71, V(s2)=1+71, V(sz)=1+71, V(ss)=1+7L

Realizando las siguientes iteraciones se comprueba que los nuevos valores de
V difieren cada vez menos unos de otros, debido a que vy € (0, 1). Sin embargo,
las acciones que dan lugar a dichas funciones de valor de estado-accién son
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q(s, a) a; a9 as N as
S1 -1+90 -1491 O0+~v1 -1490 0+4+~0
59 -1+91 -14+91 1491 0+90 -1+471
S3 0+70 1+4+~1 -14~91 -14~91 O+~1
S4 -1+41 -14~91 -147v1 O+~v1 1491

Cuadro 5.2: Tabla de los valores ¢(s,a) en la segunda iteracién.

siempre las mismas a partir de la segunda iteracion. Por tanto estableciendo
un criterio de convergencia con cierto € > 0, se finaliza el algoritmo. Haciendo
la politica codiciosa con respecto a la funcién de valor de estado-accién final,
se obtiene la politica 6ptima determinista siguiente:

w(s1) =az, w(s2) =as, 7(s3)=as, 7(s4)=as.

Esta politica podria deducirse intuitivamente, pero el ejemplo sirve de pre-
cedente a cuadriculas méas amplias y a problemas de laberintos mucho mas
complejos.

5.2. Problema del control de inventario

A continuacién se presenta un problema clasico de control de inventarios
para un solo producto, cuyo objetivo es determinar cuantas unidades solicitar
en cada periodo para maximizar los beneficios a largo plazo. El modelo se
formula como un proceso de decisién de Markov (MDP), donde cada esta-
do representa el nivel de inventario disponible y cada accién decide cuantas
unidades pedir. Al existir una demanda aleatoria en cada periodo y costos
asociados tanto a los pedidos de unidades como al mantenimiento de inven-
tario, es fundamental encontrar una politica que, en cada estado, seleccione
la acciéon 6ptima de manera consistente. Para ello, en esta seccion se utiliza
la iteracion de politica como método para calcular la solucién buscada en
algin ejemplo numérico concreto.

Este problema esta inspirado en la seccién 3.2 de [6], pero también se apoya
en el caso mas general de [2]. Antes de formular el modelo, es importante
dejar claros ciertos aspectos:

= El inventario tiene una capacidad maxima de M productos.
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= La decision de solicitar productos adicionales para rellenar el inventario
se realiza al comienzo de cada mes.

= La demanda de productos se produce a lo largo del mes, pero todos los
pedidos se satisfacen el ultimo dia del mes.

= Si la demanda excede la capacidad del inventario, el cliente que no
reciba su producto se perdera. Es decir, no hay lista de espera para los
casos en los que la demanda no pueda ser cubierta.

= Los precios de venta, mantenimiento de inventario y solicitud de stock
adicional no varian con el tiempo.

Se considerard un horizonte temporal infinito con factor de descuento v €
(0,1). El conjunto de estados & = {0,1,2,..., M} representa la cantidad
de inventario dsiponible al inicio de cada mes. Para cada s € S se define
su estado de acciones A; = {0,1,2,..., M — s}, que representa la cantidad
de unidades a pedir para rellenar inventario. Por tanto A = (J,_ A5 es el
conjunto total de acciones.

sES

La demanda se representa mediante una variable aleatoria discreta D. Se
asume que la demanda tiene una distribucién de probabilidad conocida p; =
P(D = j). El estado del inventario en el mes t+1, s;,1, puede escribirse como
Si11 = max{s; + a; — D;,0}. Por lo tanto, las probabilidades de transicién
son

_yy Ssis+a>d,
P(s';5,a) = { Pre) >
0 en cualquier otro caso.

Se explican a continuacién los parametros econémicos del modelo. El costo
de pedir v unidades es C'(u). Dicho valor tiene una componente fija K > 0
que interviene en todos los pedidos, y una componente que varia en funcion
de la cantidad solicitada. Es decir,

K+ clu) siu>0,

Oy = { FHew

0 siu=0.

El costo de mantenimiento de un inventario de u unidades se representa por

la funcién creciente h(u). Finalmente, si la demanda es de j unidades y puede
satisfacerse con el nivel de inventario actual, los ingresos quedan descritos por

f(u).
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Como la venta efectiva en cada mes es min{s+a, D}, la recompensa esperada
sigue la siguiente formula:

st+a—1

r(s,a) = Z pi f(J) + Z pj f(s+a)—C(a) — h(s +a).

j=s+a

Una vez descrito el modelo, se plantea su resolucion siguiendo el algoritmo
de iteracion de politica. Este procedimiento combina dos fases que se repiten
hasta convergencia, como se aprecié en el capitulo anterior.

Para comprobar la aplicabilidad del algoritmo de iteracion de politicas a este
problema, se plantea el siguiente ejemplo concreto:

= Capacidad de inventario de M = 5, es decir, 6 posibles estados.

» La demanda puede ser desde 0 hasta 4 productos cada mes, y sigue una
distribucién con vector de probabilidades (0,05, 0,25, 0,3, 0,35, 0,05).

= El costo fijo por realizar un pedido es K = 1,0.

» Fl costo variable de pedido es ¢(u) = u, es decir, de una unidad mone-
taria por cada unidad de producto pedido.

» El costo de mantenimiento de inventario es de h(u) = 0,5u.

= El precio de venta de cada producto es de 5.0 unidades monetarias por
producto.

= Se considera el factor de descuento habitual de v = 0,95.

Se ha programado en Python un cédigo que implementa el algoritmo de ite-
raciéon de politica siguiendo la misma notacién que se ha usado en el capitulo
anterior. También se ha implementado el ejemplo concreto que se acaba de
describir, calculando por tanto las recompensas inmediatas y las probabili-
dades de transicion utilizando la distribucién de la demanda. Inicializando el
algoritmo con la politica inicial que consiste en no pedir productos en ningtin
estado, es decir, w(s) = 0Vs =0, 1, ..., 5, y ejecutando el programa se obtiene
el resultado ilustrado en la imagen inferior.

La politica sugiere que la estrategia que mas ganancias genera en este pro-
blema concreto es tener un minimo de 3 unidades en el inventario, y no pedir
mas productos a partir de esa cantidad. Este tipo de regla de decisién es muy
tipico en el problema del inventario, y se conoce como politica (X, 0), ya que
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Convergencia en la iteracién 2

3 unidades
unidades

Estado on unidades
Estado s c Y=Y 0 unidades

119.5775

Figura 5.2: Ejecucién de la iteracién de politica para el ejemplo de control de
inventario.

incita a ampliar el nivel del inventario a ¥ unidades siempre que al comienzo
del periodo el inventario contenga menos de ¢ productos.

Se puede apreciar que para este problema la iteracién de politica es un al-
goritmo muy apropiado, ya que en tan solo 2 iteraciones se ha conseguido
encontrar la politica 6ptima.






Apéndice A

Complementos de probabilidad

A.1. Entropia relativa

Definicién A.1. Dadas pu y v medidas en (Q,.A), entonces p < v ( " es
absolutamente continua respecto de v”) si v(A) = 0 implica que pu(A) = 0
para todo A € A.

Teorema A.2 (Teorema de Radon-Nikodym). Sean p, v medidas en (2, .A)
con v o-finita y p <K v. Entonces eziste f: 2 — R medible tal que f >0y

N(A):/Ade VA e A.

Ademds, f es unica v-c.s.
Demostracion. [4], pagina 129. O

Definicién A.3. Se denota % := f, y se llama derivada de Radon-Nikodym
de p con respecto a v, a la funcion del teorema de Radon-Nikodym.

Propiedad A.4. Dada g : Q2 — R medible, con p < v, y le_;; la derivada de
Radon-Nikodym de p con respecto a v, entonces

d
/gd,u:/g—udy.
dv
91
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Demostracion. [4], pagina 134. O

Una vez definida la derivada de Radon-Nikodym, y enunciado una de sus
principales propiedades, se presenta a continuacién el concepto de entropia
relativa, que es fundamental en el primer capitulo del texto.

Definicién A.5. Sean P y () probabilidades en (2, F). Entonces

[ log (%) dP si P <Q,

00 en cualquier otro caso ,

-]

se llama entropia relativa de P respecto de Q).

A raiz de la definicién, se enuncian y demuestran ahora algunas de las pro-
piedades de la entropia relativa.

Propiedades A.6.

1. D(P,Q) > 0.
2. D(P,Q) =0 <= P =Q.

Demostracion.

1. Si P & @ esta claro.

Si P < @, llamamos ®(z) = xlog(z),z > 0 y entonces,

dP\ dP dP
D(P.Q) = | 10g (@) ole= [ (m) e

Como zlog(z) > = — 1, se concluye que:

D(P,Q)z/<;i—g—1>dc3:1—1:0.

2, D(P,Q):0<=>P<<leog<%):o:>%:1<:>P(A):
[,dQ=Q(A) VA <= P=qQ.
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]
Lema A.7. P < Q < v implica que Zg ‘fg =&
Demostracion. Gracias a la propiedad A.4, tenemos que dado B € A:
dP dP dQ
PB)= | —dQ = | ——d
®= [ G- g
]

Lema A.8.

ap __ f
1. St P~ f yQ ~ g, entonces 0= 79

2. i P~N(p,0%) y Q ~N(us,032),

D(P, Q) _ 10g (@) + U% + (:ul - ;u2)2 . 1

o1 205 2

Demostracion.

1. Se tiene que P < @ < p, siendo p la medida de Lebesgue (cualquier
conjunto de medida de Lebesgue nula tiene probabilidad nula). Por lo
tanto, por el lema A.7 y la definicién de funciéon de densidad,

dpP

aP @ _ f
)
dQﬁg

La expresion es vélida ya que Q({g = 0}) = 0= P({f = 0}).

s fu (o o)
- /Rf(x) log (%) dz = /Rf(x) log <Z—je()+()> dx
_ /Rf(x) log (Z—j) dz + /Rf(x) ((:” ;0’%“)2 G ;U’;)Z) dz
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(o) 1
—log (22) - — —n)2dr + = _
og(o_l) 207 Rf(:v)(:v ) dr + /f (z — p2)?

09 1 2 1

— oo (22 —

lop of + (1 —pe)* 1
— oo [ 22 _

Og<m>+ 202 2

donde se ha usado que
E(X —m)=0] si X ~N(m,o7),
Yy que
E(X — o) = E[(X — )’] + 2E[(X — 1) (g1 — p2)] + E[(p11 — p1o)?]

2
=07 + (11 — o)
€1l ese mismo Ccaso.

]

El siguiente resultado hace mencién al concepto de entropia relativa, y es
necesario para el desarrollo del primer capitulo del texto.

Teorema A.9 (de Bretagnolle-Huber). Si P y @Q son probabilidades en
(Q,F), entonces

P(A) + Q(A%) > LePPQ v e F

[\

Demostracion. El caso D(P,Q) = oo es trivial. Por lo tanto, supongamos
que P < Q). Se define v = P+ (). Es claro que P < Q < v.

Sean f=49C y g = du Como @ ({w : g(w) = 0}) = 0, entonces

P({w:g(w)=0}) =0

Asi, aplicando la desigualdad de Jensen para la funcién céncava p(z) =
log(z), se tiene:

00 e (~ [ (L) an) o 100 (%) )
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o ) - (] 220)
:(/mdy>.

Dado w € Q, sean M (w) = max{f(w),g(w)} y m(w) = min{f(w), g(w)}.
Entonces f(w)g(w) = m(w)M(w) VYw € Q.

Por tanto,

(30} - (] ) = () (f )

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Como f(w)+g(w) = M(w)+m(w) Yw €
Qy [f+gdv=[fdv+ [gdv=P(Q)+Q(Q) =2, entonces

/Mdz/:/f+gdu—/mdz/:2—/mdy§2.

Asi, se concluye que

1
—exp(—D(P,Q)) g/mduz/mdl/+ m dv
2 A AC

§Afdu+AcgdU:P(A)+Q(AC).

A.2. Esperanza condicionada

Sea X una variable aleatoria integrable en (Q, F,P) y G C F una o-
algebra. Se define la medida v en (€2, G) dada por

y(A):/XdIP’, A€g.
A

Entones, como P es probabilidad en (€2, G), se tiene que v < P. El teorema
de Radon-Nikodym afirma que en estas condiciones existe una funcion h :
) — R, G- medible e integrable tal que

/AXdIP’:u(A):/Ahd]P’, VAEG. (A1)
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Se define la esperanza de X condicionada por G como
_dv
~ dP|g’

E(X|G) es una variable aleatoria G- medible e integrable, y es la tinica (IP- c.
s.) con estas propiedades tal que

E(X14) = E(E(X|G)L), VAeG. (A.2)

E(X|G) :=

Si G =0(Y), con Y una variable aleatoria, se utiliza la notacién E(X|Y) en
lugar de E(X|G). En este caso, la propiedad (A.2) implica que E(X]Y) sea
la tinica variable aleatoria medible de Y e integrable tal que

E(XIyen)) = E(E(X|Y)Iyep)), VB medible.
Las siguientes propiedades son de mucha utilidad a lo largo del texto:

Propiedades A.10. Sean X,Y wvariables aleatorias en (2, F,P) yG = o(Y)
o-dlgebra contenida en F. Entonces:

EE(X|Y)) = E(X).

2
3. E(g(Y)X|Y) = g(V)E(X]Y).
Demostracion.

1. Como 2 € G, entonces por (A.

1)
/XdIP’ / (X[Y) dP

E(X) = E(E(X|Y)).

luego

2. Usando (A.1), para todo A € G se cumple que

A A A A

:a/E(leY) dIP’+b/IE(X2]Y) d]P’:/aIE(leY)erE(Xg]Y) P
A A A

Como es una funcién dnica (P- c. s.), se concluye.
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3. En [1], paginas 447 y 448, se encuentra esta demostracién.






Apéndice B

Teorema del Punto Fijo de
Banach

Definicién B.1. Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado
(M, ||-|l) sobre K (uno de los cuerpos R o C), que sea completo, es decir,
toda sucesién de Cauchy sea convergente (tomando la distancia asociada a
su norma).

Dado un espacio K compacto, el espacio C'(K) de todas las funciones conti-
nuas K — K es un espacio de Banach junto a la norma del supremo ||-||co-

Definicién B.2. Dado un espacio vectorial normado (M, ||]|) sobre K, una
contraccién de M es una aplicacion T : M — M tal que existe A € [0,1) de
manera que:

HT(m1> — T(?TZQ)” é )\Hm1 - mgH le,mg e M.
El valor A se conoce como constante de contraccion.

El siguiente resultado resulta muy ttil para obtener convergencias en espacios
de Banach, y es fundamental a lo largo del documento.

Teorema B.3 (del punto fijo de Banach). Dado un espacio vectorial nor-
mado (M, ||]|) sobre K, y una contraccion T : M — M, entonces

(1) existe un dnico punto fijo m* € M, es decir, tal que T'(m*) = m*.
(11) fijando un my € M arbitrario, la sucesion (my)ien, dada por myy =
T(ms) = T (mg) converge en M hacia m*.
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Demostracion. Pagina 50, teorema 2.4.1. [5]
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