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Restimen: En esta memoria se exponen el método Clasico de Prony y sus
generalizaciones. Este tipo de métodos se emplean como soluciéon al problema
de recuperacion de funciones estructuradas. Se explica el método clasico para
muestras equiespaciadas y no equiespaciadas, asi como su implementacion
con factorizaciéon QR y con descomposicion en valores singulares (método
ESPRIT). El método generalizado extiende la representaciéon de las funciones
a desarrollos finitos de autofunciones de un operador lineal. El método es
aplicado a diferentes problemas, segiin el operador elegido. Tanto el método
clasico como su generalizacion quedan finalmente ilustrados con experimentos
numéricos.

Palabras clave:Método de Prony, recuperacién de senales, ESPRIT,
vectores dispersos, desarrollos dispersos.

Abstract:In this work, the classical Prony method and its generalisa-
tions are set out. This type of methods is used as a solution to the problem
of structured function recovery. Different versions of the classical method,
for equispaced and nonequispaced samplings, are explained, as well as their
implementation using QR factorization and SVD. Prony’s method is then
extended to sparse representations of functions in a finite number of eigen-
functions of a linear operator. The generalization is exemplified with different
choices of the operator. Both classical and generalized methods are finally
illustrated with several numerical experiments.

Key words: Prony’s method, signal recovering, ESPRIT method, sparse
vectors, sparse expansion.



Capitulo 1
INTRODUCCION

1.1. El problema de la recuperacién de una
funcién estructurada a partir de mues-
tras.

En esta memoria se expone la teoria necesaria para solucionar de forma
numérica uno de los problemas méas recurrentes en diversos campos cientifi-
cos, vy que se conoce como recuperacion de una funcion estructurada a partir
de muestras con ruido. Una de la soluciones a este problema, y que sera la
desarrollada mas adelante, viene dada por los métodos de tipo Prony, que
tienen su origen en el matemadtico francés Gaspard de Prony (22 de julio de
1755 - 29 de julio de 1839). Estos métodos surgieron a finales del S. XVIII,
pero debido a la ausencia de ordenadores, su interés se vio retrasado hasta
el inicio del S. XX con el avance de los mismos. En particular, se propone la
solucion numérica de tres problemas de alto interés.

(1) Se trata de recuperar los pardmetros M € N,¢; € C\{0} v \; €
[—a, 0] + i[—m,7),j=1,..., M, para a > 0, de una funcién

M
f(z):= che’\f”‘“, r € RYU{0},
j=1

conociéndose, a priori, los valores muestrales (con posibilidad de errores
de medicién), fi := f(k)+er, k=0,...,2N —1, siendo N € N, una co-
ta superior adecuada de M y e, errores de medicion. Puesto que Re()\;)

5
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e Im()\;) son la amplitud, y frecuencia angular de la exponencial e*?,
tiene sentido denominar a este problema andlisis de frecuencias (e.g.
[14]) y tiene interés en ingenieria eléctrica y fisica matematica, entre
otras areas.

(2) A partir de una cantidad finita de valores de la transformada de Fou-
rier de un polinomio definido a trozos de soporte compacto, se trata
de recuperar los nodos, y los respectivos saltos en ellos. Este problema
aparece en areas como la medicina ( resonancias magnéticas, tomogra-
fias, etc.) o radioastronomia, véase e.g. [2].

(3) Por dltimo, otra aplicacién directa de los métodos de Prony, es la re-
cuperacion de los denominados vectores ¥ € D, D € N, M-dispersos,
que son aquellos en los que tnicamente M < D componentes son no
nulas. El interés de este problema surje cuando se necesita reconstruir
una senal ¥ a partir de una cantidad pequena de medidas, ya sea por-
que la muestra es volatil, costosa o lleva mucho tiempo tomar dicha
medida. Esto se observa en areas como el analisis de seismos o testeo
no destructivo de materiales (e.g. [15]).

1.2. Estructura del TFG.

Este TFG se desarrolla en dos principales partes, diferenciadas en capi-
tulos que se suceden de forma natural, es decir, el capitulo 2 desarrolla los
métodos de tipo Prony mas clasicos, empezando por el caso mas simple, que
es el de recuperar la funcién

M
f(ﬂf) = che)\jx7
j=1

cuando se conoce el orden M, y las muestras f(k),k = 0,...,2M — 1 son
exactas. Posteriormente, en este mismo capitulo se da un siguiente paso, en
el que M ya no es conocido, y se da la posibilidad de pequenos errores en las
mediciones empleadas para recuperar la funcion. El capitulo prosigue con la
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extension del método cuando los valores conocidos se dan en nodos no necesa-
riamente equiespaciados, que consiste realmente en hacer un pre-procesado de
los datos para poder emplear los métodos anteriores. Finalmente, se culmina
con la presentacion de varios ejemplos numéricos que resaltan las cualidades
de este tipo de métodos asi como las diferencias entre los mismos.

La motivacion del capitulo 3 es extender los métodos desarrollados hasta
ahora a un paradigma mas general, en el que no serd necesario restringirse
a desarrollos de exponenciales complejas, si no que se introducird el concep-
tos de autofunciones de un operador lineal, permitiendo generalizar la teoria
expuesta previamente para buscar representaciones finitas de la funcion a re-
cuperar en las autofunciones de cierto operador lineal. Diferentes selecciones
del operador nos sirven para ilustrar la formulacion y la variedad de proble-
mas que se pueden abordar. Este capitulo se cierra, de nuevo, con ejemplos
numericos de interés.

Por ultimo, se anaden dos anexos, en el apéndice A se recoge la informacion
necesaria para entender algunos de los conceptos empleados para desarrollar
el método de Prony, como pueden ser los lapices matriciales y los autovalo-
res generalizados. Mientras que en el apéndice B, se exponen los codigos de
Matlab empleados en los experimentos numéricos.



Capitulo 2

EL METODO CLASICO DE
PRONY

2.1. El algoritmo y sus propiedades.

El método clasico de Prony resuelve el problema de recuperacién de una
funcion f : R — C expresada mediante una suma de M exponenciales comple-
jas, con M > 1 entero conocido y 2M-1 evaluaciones en nodos equiespaciados
de dicha suma. Es decir, se pretende recuperar la siguiente funcién:

M
f(l’) = che)\jw? Gy S (C7 >‘j S (C’ J = 17 o "M’ (21)

J=1

donde son conocidos los valores

M
fley=> cizf,  k=0,1,....2M —1, (2.2)

j=1
con zj = M, j =1,...,M, y las incégnitas son los valores Aj € C,ylos

coeficientes ¢; € C,c; #0,5 =1,... M.

Supondremos también que \; # A\; para j # 4, ya que si fuesen iguales,
entonces e = ¢ty al sumar c;eV +c;eM = (¢;+¢;)eN y bastarfa renombrar
Cjr 1= Cj + G;.
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En la mayoria de las aplicaciones se supone

—a <Re \; <0, (2.3)
[Im \;| <, j=1...,M, (2.4)

para cierto a > 0. Desde este punto en adelante asumiremos que es asi.
En la seccién 2.1.1 comentaremos reformulaciones del método que permiten
relajar las hipotesis (2.3) y (2.4).

Para describir el método, definimos el siguiente polinomio (llamado poli-
nomio de Prony):

(z—z) =M + a;z’, (2.5)

||E§

donde los z; son distintos dos a dos', y los a; son los coeficientes resul-
tantes de desarrollar p en potencias de z.

Si definimos ay; := 1, observemos, a partir de (2.1), que para todo entero
m > 0 se da la siguiente igualdad

M M M
Zakf(m—l—k:):Zak(Z ehi (k) ZZakc] Mz
k=0 k=0 j=1 k=0 j=1
M
= Z c;zi'p(2;) = 0. (2.6)
=1

En particular, usando (2.2), se tienen las ecuaciones lineales en diferencias

M-1
Y apf(m+k)=—f(m+M). m=0.,M-1 (2.7)
k=0

La determinacién de los coeficientes de p en (2.5) puede llevarse a cabo a
partir de la interpretacion de (2.7) como un sistema lineal para ag, . .., a1,

Puesto que Im(\;) € [—m,m),Vj, si 2z = 2;, con j # i = e = e = \; = \; y hemos
supuesto que todos eran distintos.
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expresado de la forma

ao (M)
o e I R 23)
. F2M —1)
donde
FO)F1) . M —1)
uo_| f0 @ F(a1) 09
FM=1) f(M) ... fM-2)

El sistema (2.8) tiene solucién tinica como consecuencia del siguiente re-
sultado.

Lema 2.1. Sean ¢ = (c1,...,cn)?, 2 = (21,...,2m)7

1,..., M, definidos en (2.2) y la matriz de Vandermonde
Var(2) = (24 )ty

generada por Z. Entonces

con ¢; Y z, 1 =

Hyr = V() diag(e) Vi (2). (2.10)
En particular, Hy; es invertible, y el vector ¢ es solucion del sistema
£(0)
Viu(2) €= : : (2.11)
f(M—1)

Demostracion. Haciendo el producto de matrices del lado derecho en (2.10),
se tiene

1 : 1 0 1 oz M
c1 ... M1
2 e ZM . 1 2z ... 2z B
. ’ : 0 ... Cypr : ’ :
M-1 M-1 M-1
2 S 2y 1 2y ... 2y
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M-1 M-1
ClL+ ...+ Cp N P41 + ...t cuzy
: 3 s (2.12)
M-1 M-1 2M—2 2M—2
17 + ...+ 2y S 12 + .. Feomzy

Entonces, el elemento (i,j) de la matriz resultante es, utilizando (2.2),

M
o= fli+i-2),  ij=1...,M,
k=1

lo que demuestra (2.10).

Por otro lado, puesto que z; # z;,V 4,7, la matriz Vj,(z) es invertible (por
las propiedades de las matrices de Vandermonde); ademés, como ¢; # 0, Vi,
la matriz diag(€) es invertible. En conclusion, se tiene que Hj, es invertible
por ser producto de matrices invertibles.

Por tltimo, para ver que ¢ es solucién de (2.11) basta considerar la primera
columna en (2.12).

O

La determinaciém del polinomio (2.5) permite la obtencién de las incog-
nitas del problema (2.1) a partir de las etapas siguientes que constituyen el
llamado método clasico de Prony.

2.1.1. Algoritmo (Método clasico de Prony).

Entradas: Me N, f(k) valores medidos ,k = 0,...,2M — 1, de la funcién a recu-
perar.

Paso 1) Resolver el sistema lineal (2.8).

Paso 2) Hallar las raices z; = e,i = 1,..., M, del polinomio (2.5) de Prony,
conocido por el paso 1. A partir de ellas calcular los \; aplicando la
rama principal del logaritmo, ya que hemos supuesto I'm(\;) € [—7, ),
de manera que \; :=log(z;), i=1,...,M.

Paso 3) Los coeficientes ¢ = (cy,...,cp)? se obtienen a partir de la

resolucién del sistema lineal (2.11).
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Salidas:

C; € C,)\l € [—O{, 0] +i[—7r,7r), 1= 1, ,M

Pueden hacerse varios comentarios sobre el algoritmo anterior.

Para el paso 2 del algoritmo necesitamos hallar las raices z;,1 = 1..., M,
del polinomio de Prony. Este problema puede abordarse desde dos pun-
tos de vista, tedricamente equivalentes pero con distintos procedimien-
tos numéricos de resolucion.

Por un lado, podemos considerar la matriz companera del polinomio p,

0 1 0 ... 0 ]
0 0 1 ... 0
0 0 0o ... 0
CM(p) = . : . . : € Crrxm, (213)
0 0 0o ... 1
_—CLO —a1 —Qa2 ... _an—l_

es decir, det(zIdy — Chr(p)T) = p(2), por lo tanto hallar las raices de
p serd equivalente a encontrar los autovalores de la matriz Cp(p).

Otra forma equivalente de afrontar el problema es considerar las raices
de p como ceros de una funciéon polinomica. Es conocida la imposibili-
dad de resolver tedricamente el calculo de raices de un polinomio, por
lo que es necesario introducir también técnicas numéricas de aproxima-
cion. Para obtener aproximaciones a los autovalores de una matriz, la
literatura ofrece gran cantidad de métodos, desde los mas elementales
(método de la potencia, algoritmo QR, etc) hasta los mas sofisticados
y aplicables a determinados tipos de matrices, véase [7].

Un comentario similar puede hacerse buscando las raices z; como ceros
de un polinomio, [21].
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(ii) El método de Prony se puede extender al caso en el que los coeficientes
¢; sean polinomios (véase [1]), es decir la representacion (2.1) seria de
la forma, dado un n € N,

= Zci(x)e’\”, ci(x) e Coplz], NeC, i=1,...,M

i=1

Dicha extension tiene limitaciones, ya que cuanto mayor sea el grado
de los polinomios ¢;(x) el coste computacional del método crece enor-
memente haciéndolo ineficiente. A modo de ilustracion, se desarrolla
el caso n = 1, suponiendo conocidos f(k),k = 0,...,4M — 1 (serd
necesaria una muestra de tamano 4M), y siendo

ci(x) =Cipot ¢z, 1=1,..., M.

Consideramos el polinomio

M 2M—1
p(z) = H(z — ) =M Z P2, (2.14)
i=1

conz; =e N i=1,...,M, ypj,j=0,...,2M — 1, paps = 1, los coefi-
cientes al desarrollar el polinomio en potencias de z. La relacién (2.6)
es ahora de la forma

oM
> pef(m+k) = Zpk Z{CgovLCgl m+ k)25 )
k=0

—Zz {¢jol Zpkz +¢ja Zpk (m+k)z)}
7j=1 =
M
Z " ejop(z) + ciamp(z;) + ¢jazip'(z5)} =0,

para m = 0,...,2M — 1. De este modo, los coeficientes p; se obtienen
a partir de un sistema lineal andlogo a (2.7),

2M—1

Z pef(m+k) = —pop f(m+2M) = —f(m+2M),
k=0
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m=20,...,2M — 1, es decir

Po f(2M) f(0) o f(2M —1)
Hyyy : = - :  Hon = : :
Dari—1 f(4M —1) feM—1) ... f(4M —2)

Conocido el polinomio p en (2.14), el siguiente paso del algoritmo debe
calcular las correspondientes raices dobles z;, o bien hallar los auto-
valores de la matriz companera. En el dltimo paso, la matriz de Van-
dermonde del lema 2.2 ha de sustituirse por la confluente (e.g. [11])

Vi (21, .-, zu), de la forma
1 0 S 1 0 S 1 0
z1 1 PR Zj 1 e ZM 1
z% 221 . zj2- 2z - Z%/I 2z 0
M- N 2M— . M- N 2M— . M- N 2M—
zf boeMm— l)z% 2 z]2 LM - 1),2]2 2. ZJ2VI LM - l)zjzw 2

Se puede comprobar entonces que la correspondiente version de (2.10)
es

Hon = Vs C (Vi)™ (2.15)

donde C es la matriz 2M x 2M por bloques

C1,0 z1€11 - 0 0
21C11 0 N 0 0
C — . . . . . 7
0 0 e CM,0 ZMCM1
0 0 co ZmCM 0

y la primera columna de (2.15) proporciona el sistema

_ - -
<21€C1,1 / (0)
Vou | ¢ = : ,
CM,0 / (2M - 1)
| M CM 1 |
del que pueden calcularse los coeficientes ¢; o, ¢; 1,7 = 1, ..., M, comple-

tando asi el tercer paso del algoritmo. La generalizacion a polinomios
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¢i(x) de grado mayor parece directa pero no recomendable, ya que es
claro que un mayor grado aumenta la complejidad del algoritmo en
gran medida.

(iii) El algoritmo puede reformularse en funcién de las hipétesis (2.3) y
(2.4). Por un lado, la condicién (2.3) es tipica en las aplicaciones del
método (en teorfa de la senal, por ejemplo) y conveniente para dar
cierta estabilidad al algoritmo, pero parece claro que no es necesaria
para la formulacion.

Por otra parte, si en lugar de (2.4) suponemos

Im)\; € [a,a+27), i=1,..., M,

para cierto a € R, la construccion del algoritmo sigue siendo valida si
al calcular \; cambiamos, en el paso 2, la rama principal del logaritmo,
por la rama correspondiente.

Por tltimo, el algoritmo puede también reformularse eliminando la hi-
pétesis (2.4) del siguiente modo. Sea T' > 0 verificando

Im N| <T, i=1,..., M, (2.16)

y h>0con h <7/T. En vez de (2.2) se suponen conocidos los valores

M
F(k) = f(kh) =) c2F, k=0,...,2M—1,
=1

con z; = eii, Ai = Ah,i=1,..., M. Debido a la eleccién de T en (2.16)
y del salto h, se tiene

Im(\)| = h[Im(\)| <7,  i=1,...,M.

De este modo, todos los pesos del algoritmo son validos sustituyen-
do (A\;, 2z;) por (N, %), ¢ = 1,..., M, y recuperando, en el paso 2 del
algoritmo

1

2.1.2. Propiedades del método.

En esta secciéon veremos algunas propiedades matematicas del método
clasico de Prony. La primera esta relacionada con la transformada Z y los
aproximantes de Padé de una funcion, e.g [23].
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1. Método de Prony como aproximacién de Padé.

En primer lugar, resulta necesario definir la transformada Z ya que nos
basaremos en ella para exponer esta propiedad.

Definicién 2.1. Sea {c,}>2 . C C una sucesion de numeros comple-
jos tal que la serie de Laurent

[e.9]

E Cnz ",

n=—oo

es convergente en una corona
C={z€C:p <|z| <pa},

para ciertos p1,pa > 0 . Para z € C, se define la transformada Z de
{en}2 . como la suma de la serie

F(z)= Y cpz ™ (2.17)

n=—oo

A continuacién, se mencionan algunas propiedades elementales de la
transformada Z (e.g. seccién 10, [13]):

Teorema 2.1. Sean dos sucesiones {c,}5° . vy {sn}2>_ C C, que
admiten transformada Z en las coronas C, = {z € C: p; < |z] < po}
yCs ={z¢€ C:r <|z| <ry} respectivamente , denotadas por F y
G respectivamente, seqin (2.17). Entonces, se verifican las propiedades
siquientes:

oLinealidad: Si Ry =mdz{p1,m1} < Ro =mdx{ps,rs} entonces, para
cada o, B € C, la sucesion {ac, + Bs,}5 admite transformada 7
en una corona que contiene a

—00

C,NCs={2€C: R <|z| <Ry},

y en esta corona su transformada Z es aF + G.
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oConjugacion: La sucesion dada por {¢,}0° . admite transformada

Z, convergente en Cy y su transformada Z es F(Z).

—00

oDerivacion: La sucesion {nc,}>> ___ admite transformada Z con co-
rona de convergencia C, y su transformada Z es —zF'(z).

oConvolucion discreta: Si Ry =max{p1,m1} < Ry =mdz{ps, o} pa-

ra cada n € N se tiene que para c:={c,}22 _ y s:={s,}22_ la serie
Cn:=(cxs)(n) = Z CkSn—k (2.18)
k=—0oc0

converge absolutamente. La sucesion

{Cn}zo:—oo

se denomina convolucion discreta de c y s. Esta nueva sucesion admite
transformada Z en una corona que contiene a C,,NCy y la transformada

Z de {C,}5° . es la funcion F(z)G(Z).

—00

A continuacion se definiran los aproximantes de Padé, muy utilizados
en la teorfa de aproximacién mediante funciones racionales, (véase e.g.

[16]).

Definicién 2.2. Sea la serie de potencias

f(z):Zcizi, eC, i=1,...,M,

=0

que representa a la funcion f en un entorno de z = 0 (es decir, f
es holomorfa en z = 0), y cuya convergencia se da en una corona
C={z€C:|z| <p}, para cierto p > 0, y sean n, me N. Se dice que

_ Punl2)
Qun(?)’

es el aproximante de Padé de la funcion f de grado (n,m), si verifica

Qnm(z)f(z) - an(z) = O(Zn+m+1)2, z — 0.

Tnm (2)

2Diremos que g(z) es O(z"T™+1) si y solo si limsup,_,, |Z,ﬂ(7§)+l| < 00)
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Veamos que el método clasico de Prony esta relacionado con los apro-
ximantes de Padé de la funcién f en (2.1).

Consideramos la sucesién {f(k)}>°, definida en (2.2), y sea F(z) su
transformada Z, convergente en una corona C' = {z € C: p; < |2| <
p2}, para ciertos py, p2 > 0 . Entonces, si z € (| se tienen las siguientes
igualdades?:

00 0 M
F(z) =Y k)= =3 (3 ey
k=0 k=0 i=1
_ . - Nk —k __ - z _b(z) )10
_;Cikz:oe zZ —;Ciz_%—%’ ( )

con p(z) en (2.5) y b(z) = by2" + -+ + b1z + by € C,[2] el polinomio
resultante de extraer p(z) como denominador comun.

Escribiendo (2.19) como b(z) = p(z)F(z) e igualando los coeficientes
en potencias de z, se obtiene

M
byem = >, af(k+m—M), m=0,... M-1,
k=M-—-m
M
> apf(k+m)=0, meNU{0}. (2.20)
k=0

Y por tanto se observa que las ecuaciones dadas en (2.20) tomando
m =0,...,M — 1, coinciden con las ecuaciones en (2.7); entonces, el
método clasico de Prony se puede ver como una aproximacion de Padé.

. Método de Prony y procesado de senales.

Uno de los principales usos del método de Prony es el dado en el analisis
espectral de senales, ya que nos permite recuperar senales a partir de
muestras finitas. Esta propiedad relaciona el método de Prony con el
método del llamado filtro aniquilador (véase [13] sec.3.9, [8], [22]).

Necesitamos algunas definiciones previas:

3Hay que tener en cuenta que la transformada Z de {e**}2° | es

o0

z
z—eXi®
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1 (Senal discreta). En el procesamiento de senales se consideran
senales discretas a las sucesiones S:={s, }nez, sn € C.

2 (Filtro discreto). Un filtro discreto se define como una funcion
discreta que modifica determinadas amplitudes /o0 frecuencias® de una
senal, o directamente las elimina.

Hay diversos tipos de filtros discretos, segin el tipo de senales sobre las
que actian. En este apartado nos centraremos en los filtros discretos
de respuesta finita, o filtros FIR (Finite Impulse Response, en inglés).

3 (FIR). Denotando por cy el conjunto de sucesiones complejas con un
numero finito de términos no nulos, diremos que una funcion discreta
F es un FIR si tanto su espacio de salida como de llegada es coy. Fs
decir, un FIR no es mds que una funcion discreta F : cogg — coo-

Ademas, dentro de los FIR nos centraremos en los filtros aniquiladores,
que se definen de la siguiente manera:

4 (Filtro aniquilador). Dadas dos seriales S:={s, }nez y F:={fn}nez €
coo, diremos que F es el filtro aniquilador de S si su producto de con-
volucion discreto (definido en (2.18)) es nulo, es decir, si

(F'%8)(n) = Z frsn—k = 0.

k=—0o0

En nuestro caso, para poder relacionar el método clasico de Prony
con el procesado de senales nos interesan un tipo concreto de senales
discretas S := {s, }nen, que seran aquellas cuyos términos vienen dados
por

M
Sp = Z iz, ¢ eC (2.21)
i=1

4Puesto que en la definicién de sefial discreta los s, son ntimeros complejos, podemos
expresarlos como s,, = |s,|e’", consideramos |s,| la componente n-ésima de amplitud de
la senal, y 6, la frecuencia.
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y los z; como en (2.2).
Para construir F' de forma explicita en el caso (2.21), consideramos

M

F(z):=[J(0 =2z =) faz™",  zeC\{0}, (2.22)

i=1

siendo fn los coeficientes de 27" resultantes al evaluar el producto, en
(2.22).

Definimos el filtro aniquilador como

fn n=20,..., M.

(2.23)
0 otro caso.

F = {fn}nEZa fn - {

Proposicion 2.1. La sucesion F definida en (2.23) es filtro aniquilador
de la senal S definida en (2.21).

Demostracion. Sea n € Z, veamos que (F*S)(n)=0. Para ello, por de-
finicién de producto de convolucién y por (2.21) y (2.23), se tiene

(FxS)n)= 3 fusus

k=—o00

- fOSn + flsn—l + -+ fMSn—M
M M

= fO(Z cjzi) + o+ fm(z ¢z M)
j=1 j=1

= fociz{ + -+ focmzy+
f1012?_1 +---+ f1CMZ§\l[1+
+ e +

chlzf*M 4+ 4 chMz}\l[M =

M M
=af O fem )+ ez (O fezaf)
k=0 k=1

= Clz?F(zl) + -+ szj?/[F<ZM) = 07

puesto que F(z;) =0,i=1,..., M por construccién en (2.22). ]
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Cabe destacar que F(z) es la transformada 7 del filtro aniquilador F
para S en (2.21).

Por construccion, los M ceros del polinomio F(z) construido en (2.22)
son z1, ..., zu, es decir, F(z) tiene los mismos ceros que el polinomio de
Prony (2.5). En consecuencia, se puede escribir p(z) = z2MF(2),Vz €
C\{0}. Esto permite afirmar, identificando F(z) con p(z), que el método
clasico de Prony equivale a un filtro aniquilador de la sefial S en (2.21).

3. Método de Prony y predicciéon lineal.

Otro uso importante del método de Prony es su aplicacion como mode-
lo de predicciéon lineal. En diferentes campos cientificos suele aparecer
la necesidad de utilizar los datos medidos para predecir resultados que
ocurriran posteriormente. En estos casos el método de Prony se puede
emplear de la siguiente manera para cubrir dicha necesidad:

Dada una senal discreta S:={s, }nen, como en (2.21), tratamos de en-
contrar parametros predictivos adecuados p; € C, de tal manera que
para cierto k € Ny, el valor sxy ) se pueda expresar como combina-
ciéon lineal de los M valores sy, ..., spiy—1 anteriores, que asumiremos
conocidos, en la forma

M-1

Sk+M = g —PiSk+i-
i=0

Esta representacion es equivalente al sistema de ecuaciones en dife-
rencias lineal homogéneo (2.8) dado por el método de Prony y, por
tanto, podemos identificar el polinomio de Prony (2.5) con el polino-
mio predictivo, asi como la matriz companera del mismo con la matriz
predictiva,ambos empleados en el método de prediccion lineal, (véase
[10,[3])-

La forma clasica del método de Prony presenta algunas dificultades, co-
mo la presencia de ruido en las mediciones, la inestabilidad al encontrar
las raices de p(z), el desconocimiento de M y el mal acondicionamiento
de las matrices de Vandermonde. Todas ellas influyen en la precision
del método. Una forma de mejorar el rendimiento del método de Prony
se basa en utilizar mas datos en la muestra, bien equiespaciados o no.
A cambio, la formulacién requiere utilizar matrices rectangulares.
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2.2. Meétodos de tipo Prony para muestras
equiespaciadas.

Los principales problemas que hacen necesaria la generalizaciéon del mé-
todo clasico de Prony son el frecuente desconocimiento del orden M en la
suma de exponenciales complejas (2.1) y la presencia de ruido al realizar las
mediciones para obtener los datos. Es decir, para un cierto N € N que supon-
dremos N > M, los valores conocidos pueden expresarse como f = f(k)+ey,
k=0,...,2N — 1 con

M
fley=> ¢izf, k=0, 2N -1, (2.24)
j=1
y 25,j =1,..., M, como en (2.2), y e errores de medicién.

Sin pérdida de generalidad, supondremos que existe una cota superior ade-
cuada L € N tal que M < L < N, ya que en la mayoria de las aplicaciones
dicha cota es un dato conocido a priori.

La extension del método de Prony se llevara a cabo gracias a la estructura ca-
racteristica de las matrices de Hankel, definidas a partir de valores conocidos
freCk=0,...,2N — 1, de la siguiente manera:

Jo i Ja e fr ]
fi f2 3 P
Hon_pp41:= : : : K : € Con—r)x(1+1)-
Jon—z—2 fon—z-1  fen-L ... fon-2
| fon—z—1 fon—r fon—z41 oo fan-i

(2.25)
También jugaran un papel importante las submatrices,

HQN_LyL(S) = HQN_L7L+1(]_ . 2N—L,1+S . L+8)57 S:O,]_. (226)

Un resultado previo empleado en demostraciones posteriores, y que nos da
una importante caracteristica de las matrices de Hankel es el siguiente lema:

5Ser4 frecuente el uso de esta notacién, cuyo significado es el siguiente:
Dada una matriz A € C,;,xn, la submatriz, que denotaremos por A(i : j,k : l), para ciertos
1<i<j<m,l<k<I<n,eslaresultante de tomar las filas 7,7 + 1,...,j, y las
columnas k,k + 1,...,1 de la matriz A.
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Lema 2.2. Para z = (z;)}, como en (2.2), se introduce la matriz de Van-
dermonde rectangular

Ve(z) = (N0, PQ>1

Entonces si, ¢= (ci,...,cu)? viene dado por (2.24),
Hon 41 = Van_rm(2) (diag(®)) Vi (2)", (2.27)

Hon-r,0(s) = Van-r,m(2) (diag(e)) (diag(2))* Vim(2)", s =0,1.

Demostracion. De nuevo, como ocurria en el caso de matrices de Vander-
monde clésicas, desarrollando el lado derecho en (2.27),

: : L
1 : 1 o ... 0 1 =z : zlL

21 .. ZM L 1 2 ... 2|

: - : 0 ... Cyp : ’ :
2N—L-1 2N—L-1 L
2] coo 2 1 ozym o0 2y
L L
a+...+tecu c1zy + .o+ emzyy
2N—-L-1 aN—-L-1 2N -1 2N—1

C172] + ..+ 2y N ¥4 + .. FCpmzyy

Por lo tanto, igualando el elemento (i,7),1 <i <2N — L, 1 <j<L+1,de
la matriz resultante, con la matriz a la izquierda de la igualdad en (2.27) se
obtiene

fli4+j—2) =272+ Fenzib’ 2,

y esto es cierto, por definicién de los f(k),k =0,...,2N — 1 en (2.24).
Para s = 0, el resultado es inmediato, pues (diag(z))? = Idy, y se obtiene
el mismo resultado que el anterior, pero tomando unicamente las L primeras
columnas.

Para s=1, la matriz a la derecha seria

1 1 . 0 2 23 2F
1 2 L
21 ZM . Z2 2 Z | _
. . O Y
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ciz1+ ... Femzp 0121L+...+CMZJ%/[
= : ‘. : )
2N—L IN—L 2N—1 2N—1
€121 + ...+ 2y .o 012 + ...t cuzy
que se corresponde a las ultimas L columnas de Hon_r 141- O]

A partir del resultado anterior, se demuestra otra propiedad importante
de estas matrices, y es que en ausencia de ruido, tanto (2.25), como (2.26),
tienen rango exactamente M, como se comprueba en el siguiente lema.

Lema 2.3. Sean N € Ny fi. = f(k),k = 0,...,2N — 1 como en (2.24).
Entonces las matrices (2.25) y (2.26) tienen rango exactamente M.

Demostracion. Como M < L < N,
rango(Von—pm(2)) <min{2N — L M} =M
y como la submatriz (z]’?_l)]k\{jzl de Van_r m(2) es invertible, entonces
rango(Van_rm(2)) = M.
El mismo razonamiento prueba que
rango(Viy1,m(2)) = M.
Por otro lado, como diag(¢) es invertible, utilizando el lema previo

rango(Hyn_p,p+1) = rango(Vay—r.n(2) ((diag(@)) Viyim(2)"))
= rango(Van_r m(2)) = M.

En la segunda igualdad se ha utilizado la siguiente propiedad general de las
matrices:

Si A€ C,un, B€C,x, v B tiene rango n, entonces
rango(AB) = rango(A).

Las factorizaciones correspondientes del lema previo y un razonamiento si-

milar prueban el resultado para las matrices (2.26).
O

Otro lema importante, que nos permitird desarrollar los algoritmos de
esta seccion es el siguiente.
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Lema 2.4. Sean L,M,Ne N, tales que M < L < N,y f(k), k=0...,2N—1
como en (2.2). Entonces son equivalentes:

(1) El polinomio de coeficientes complejos,
z) =28 + Z a2, z € C, (2.28)

tiene como raices a los zj,j = 1,..., M, en (2.24). Este polinomio
recibe el nombre de Polinomio de Prony modificado.

(2) El vector ¢:= (qo,q1,---,q.-1)" verifica

f(L)
Hon_10(0) ¢= — : . (2.29)
f(2N — 1)

(3) La matriz compatiera (2.13) del polinomio q(z) satisface,

H2N—L,L(O) CL((])T = HQN_L’L(l). (230)

Demostracion.

(1)<(2) Supongamos que ¢(z;) =0,j=1,..., M.
Entonces, usando (2.24), para m =0, ...,2N — L — 1,se tiene

L-1 L-1 M
— l+m
f(m+1)q —E Cjz; E cjzi" E qu
1=0 =0 j=1
M M
§ :C]Z] ]>__§ :C]Z] __f<L+m)7
j=1 j=1

lo que demuestra (2.29). De nuevo utilizando (2.24), el razonamiento
anterior es reversible, por lo que (2.29) implica que ¢(z;) = 0,5 =
1,.... M.
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(2)<(3) Suponiendo que se cumple (2.30), como la tltima columna de Cr(¢)” es
—(qos - - -, qr—1)" ylatltima columna de Hon 1 1.(1) es (f(L),..., f(2M—
1))T, entonces se tiene (2.29). Inversamente, supongamos que se cum-
ple (2.29). Entonces la tltima columna de las matrices (2.30) coincide.
Por otra parte, para j =1,..., L —1, el producto de Hon_r,1(0) por la
columna j de Cr(q)” es el vector (f(5),...,f(2N — L —1+ j))T, que
es la columna j de Hon—r,1(1).

]

En el caso L > M, el polinomio modificado de Prony (2.28) no es tnico,
ya que se puede tomar ¢(z) = r(z)p(z), siendo r(z) otro polinomio complejo
cualquiera de grado L — M moénico. Dicho polinomio tiene L — M ceros
adicionales, en comparacion con el clasico p. El mas sencillo de todos es
q(z) = 22" Mp(2), que sera el que consideremos de ahora en adelante.

Si L = M, el polinomio clasico y el modificado coinciden. El procedimiento
es entonces una extension del algoritmo clésico.

Puesto que los coeficientes ¢;,j = 1,..., M, son no nulos, podemos supo-
ner |c;| > ¢, para un cierto 0 < e < 1 adecuado.

Teniendo esto en cuenta, el algoritmo resultante tiene la estructura siguiente:

Algoritmo 2.2.1. Método de tipo Prony para muestras
equiespaciadas.

Entradas: L,Ne N, N>1, N>L>3, con L cota superior adecuada de M en (2.24),
f(k) valores medidos, k =0,...,2N —1len (2.1),y 0 <e < 1.

Paso 1) Hallar la solucién por minimos cuadrados del sistema

Hon_1,0(0) = —

con ¢ en (2.29).

Paso 2) Determinar las raices simples Z;,i = 1,.. LM, M < L, del polino-
mio de Prony modificado (2.28), o equivalentemente, hallar los au-
tovalores Z;,7 = 1,..., M, de la matriz companera C(q). Notese que
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Paso 3)

Paso 4)

Paso 5)

Salidas:

rango(Haon-1,(0)) = M < M, ya que los z;,i = 1,..., M, originales
son distintos dos a dos.

Los coeficientes ¢ = (¢1,...,¢y;)" se obtienen a partir de la resoluciéon
por minimos cuadrados del sistema sobredeterminado;
f(0)
~\ ~T .
%N,M(z) c = : )
F2N = 1)

con z := (Z1,...,25).

Eliminar aquellos %;,i = 1,..., M, que verifiquen |%| < e. A los valores
restantes se les denota por 2y, ..., zy. Se obtienen los A\;,i =1,..., M

aplicando la rama principal del logaritmo, ya que hemos supuesto
Im(\;) € [-m, ), de manera que \; :=log(z;),i =1,..., M.

Repetir el paso 3, calculando los coeficientes ¢; € C,5 = 1,..., M,
como solucién por minimos cuadrados del sistema sobredeterminado
f(0)
Vonu(2) & = : ;
f@2N -1)

con Z:= (21,...,2m) y €:=(c1, ..., Cpm)-

M eN,¢; € C)\ € [—a,0) + i[—m,7), i =1,..., M.

A partir de la formulacion dada por el algoritmo 2.2.1, se pueden construir
diferentes métodos de tipo Prony basados en las matrices de Hankel. En es-
ta memoria describiremos dos: el método de lapiz matricial (Matrix Pencil),
basado en la factorizacion QR, y el método ESPRIT, que utiliza la descom-
posicion en valores singulares de (2.25). Véase (seccién 3, [7]) para un analisis
maés detallado.

El método de tipo Prony antes descrito puede formularse a partir del lapiz
matricial (matrix pencil, véase apendice A)

ZHQN,LJJ(O) —HQN,LJJ(l). (231)
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En general, un lapiz matricial rectangular puede no tener autovalores (véase
el apéndice A para la descripcion del problema de autovalores generalizado).
Sin embargo, en el caso de (2.31) el problema puede reducirse al problema
de autovalores clasico de una matriz cuadrada del modo siguiente: si v =
(vr)r=y € CL entonces, utilizando (2.30),

(2Han-1,1.(0) = Han—r,0(1)) 0= Han_1,1(0)(z1dy — Cr(q)") 7,
y, por definicién de matriz compafiera
det(zId, — Cr(q)") = q(2).

Entonces, por el lema 2.4, si z = z;,7 = 1,..., M, se tiene que tomando ¥
autovector del problema de autovalores para Cy(q) 6 CL(¢q)7, z; es autovalor
de (2.31), lo que relaciona el problema generalizado de autovalores de (2.31)
con el problema de autovalores para la matriz cuadrada Cr(q).

Método Lapiz matricial QR para muestras equiespacia-
das.

En primer lugar, puesto que la matriz Han_r 1 +1 es de rango deficiente,
por lo visto en el lema 2.3, se aplicara la descomposiciéon QR con pivotaje
por columas a dicha matriz,

Hon_1,141Pr+1 = Qan—rRon—1,141, (2.32)

con Qan—1, € Con—r)x(2n—1) unitaria,

[r11 71,2 ... Ti1M .- T2 L41]

0 r2,2 T2, M T2, L4+1
Ron—ppgr= 10 0 o runm - e | € Conopyxrs1),
o 0 ... 0 ... 0
Lo o ... o .. o |

7“1',]'G(C,i:l,...,QN—L,j:l)_“’L_i_]“

Pri1 € Cr41)x(L+1) una matriz de permutacion, tomada de tal manera, que
rigl > il 1 <i<j < M.
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En el caso particular de mediciones exactas, mediante la factorizaciéon QR,
se obtiene el orden M en (2.24) como rango(Ron_r 1+1)-

Para muestras con ruido, el rango de la matriz Ron_p, 141 Do es necesariamen-
te M, por lo que se aproxima, como el menor entero tal que |Roy—r r+1(M +
1,M +1)| < e|Ran-r.1+1(1,1)], para un cierto € > 0, tomado en funcién del
ruido. Se define en primer lugar la matriz

DM = diag(rlvl, . aTM,M)-

Puesto que Pp.; es una matriz de permutacion,

Hon_11+1 = QQNfLRZNfL,LnLIPEJA = Qan—1SoN-L, 141, (2.33)

con

SQN,L7L+1(1 : M, 1:L+ 1)

o T
Son—p,p4+1 = Ron_pp+1P1 1 = 0
OIN—L—M,L+1-

Entonces, para s =0, 1,

Hon-1,0(8) = Qan—r.Son—1,1(5), s=0,1,

con Son—r1(s) == Son—rr+1(1 : 2N—L,1+s: L+s), yaque Hon_p (s), s =
0,1, estaba formada por las primeras L columnas de Hoy_r, 1+1 6 las L 1lti-
mas, respectivamente.
Como Q)1 es unitaria, el problema de autovalores generalizado del lapiz
(2.31) es equivalente a

28on—1,0(0) — Son_r,(1).
Usando (2.33), puede simplificarse al 14piz
2Thn0(0) — T (1), (2.34)
con Thr(s)=SnN-rr+1(1: M,1+s:L+s),s=0,1.

El problema de autovalores generalizado para

ZTM’L(O)T — TM’L(l)T,

tiene los mismos autovalores z;,j = 1,..., M que (2.34), a excepcién de los
autovalores nulos, ya que ambas matrices son de rango completo M. Si v; es
el autovalor asociado a z;

ZjTMJJ(O)T Uj = TM7L(1)T ’Uj, (235)
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resuelve el sistema lineal (2.35) con T}, ; de rango completo.
De donde se deduce que, para A = Ty 1,(0)7

ZjATAUj = ATTMyL (1)T’Uj,

es decir,

Zj Vj = (ATA)_lATTMvL(l)TUj.
Por lo que, si AT = (ATA)71AT| es la pseudoinversa de A, se concluye que
v; es autovector de

Fo' = (Tar, (0)) Tar (1)

con autovalor asociado z;.

De nuevo, debido a este desarrollo, se puede formular el algoritmo de tipo
Prony de factorizacion de lapices matriciales mediante descomposicion QR
para muestras equiespaciadas de la siguiente manera:

Algoritmo 2.2.2. Factorizacion de lapices matriciales me-
diante descomposicion QR.

Entradas: LLNe N, N>1, N>L>3, con L cota superior adecuada de M en (2.24),
fr valores medidos (con posibilidad de ruido) ,k = 0,...,2N — 1 en
(2.1),y0<e<x 1.

Paso 1) Hallar la factorizacion QR de la matriz Hon_r 1 en (2.25). Deter-
minar el rango numérico M en (2.32) como el menor entero tal que
|Ron—r.+1(M +1, M +1)| < e|Ran_p r+1(1,1)], y construir las matri-
ces Torr(s),s =0,1, en (2.34).

Paso 2) Hallar los autovalores z; = et,i = 1,...,M, de la matriz FA?[R =
(Tar,(0)5)TTar £ (1)T. A partir de estos, calcular los \; aplicando la ra-
ma principal del logaritmo, ya que hemos supuesto I'm(\;) € [—7,7),
de manera que \; :=log(z;), i=1,..., M.

Paso 3) Los coeficientes ¢ = (cy,...,ca)T se obtienen a partir de la resolucién
por minimos cuadrados del sistema sobredeterminado;

Jo
Von m (%) ¢l = : )

f2N—1
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con 2 := (21,...,2m), y Van—r m(2), la matriz rectangular de Vander-
monde.

Salidas: M € N,¢; € C)\; € [—a,0] +i[—7,7), i =1,.... M.

Método ESPRIT para muestras equiespaciadas.

El desarrollo de este método, es similar al anterior, pero empleando la
descomposicién en valores singulares (SVD, e.g. seccion 3, [7]) de la matriz
Hankel rectangular construida en (2.25).

De nuevo, por ser Hyn_ 1,11 de rango M, se aplica la descomposicién SVDS,

Hon_p 141 = Usn—p Yon—r,1+41 Wr1, (2.36)
con Usn—1, € Con—ryx@en-1)s Wi+1 € C(141)x(141), matrices unitarias, y
_0'1 0 [N 0 7
0 oy ... 0
Yon—rp+1:= |0 0 ... o] € Caov_r)x(@+1),
0 O 0
0 0 ... 0 |
con oy, ...,0r41 los valores singulares de Hon_1, 1+1 ordenados de forma de-

creciente.
Si nos restringimos al caso de mediciones exactas, por el lema 2.2,

0120322002 0p41 = =041 =0,

y por tanto el orden de la suma exponencial (2.1) es exactamente rg(Hoy— 1 1+1)-
Consideramos las submatrices siguientes,

Yon-pam = Yon-rp41(1: 2N — L, 1: M)

6Generalmente la descomposicién SVD en (2.36) suele darse en la forma Hon_p 141 =
Usn—r Yon—r,0+1 Vi 1, para cierta matriz unitaria Vp,q € C(L+1)><(L+1)a en nuestro
caso simplemente se considera W1 := Vi |, donde se denota por A* la transpuesta
conjugada de A
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Whyrps1 :=Wp(1: M,1: L+1)
La descomposicion (2.36) de la matriz se podra simplificar en la forma
Hon_p 141 =Usn—1Yon— 1 uWhi 141,
pues op41 =, ..., = 041 = 0. Definimos asimismo las submatrices
Wy (s) =Wunr(1: M,1+s:L+s),s=0,1. (2.37)
Utilizando (2.26) y (2.36), se tiene
Hon_1.10(8) = Usn—r.Don—r. Wi r(s), s =0, 1. (2.38)

Como Usy_y, unitaria, de (2.38) se deduce que el problema de autovalores
generalizado (2.31) es equivalente al problema de autovalores generalizado
para

ZEQN—L,MWM,L(O) — ZQN—L,MWM,L(]->- (239)

Multiplicando por la derecha el 1apiz matricial(2.39) transpuesto, por

o7t 0 ... 0]
0 o' ... 0
0 0 ot |
0 0 0
0 0 0 |

obtenemos el lapiz
2Wirp(0) — W (1),

que, por tanto, contiene a los z; como autovalores. Como en el método ante-
rior, los nodos pueden obtenerse como autovalores de la matriz

FoVP = Wi o (0 W o (1)T.

Para el caso de muestras con ruido, los valores singulares de la matriz Hon_ 1, 141
no tienen por qué anularse a parir del término M-ésimo, es decir,

01203220y >0pM41 > 20041 >0,
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y serd necesario aproximar M, como el rango numérico de dicha matriz, [7],
de la siguiente manera:

M = mig{m D Oma1 < €01}, (2.40)
me

para cierto € > 0, que vendra dado por la tolerancia del algoritmo, y que
dependera del ruido.

De forma anéloga, el algoritmo en este caso se describe como:

Algoritmo 2.2.3. Método ESPRIT para muestras equies-
paciadas.

Entradas: LLNe N, N>1, N>L>3, con L cota superior adecuada de M en (2.24),
fr valores medidos (con posibilidad de ruido) ,k = 0,...,2N — 1 en
(2.1),y0<e<x 1.

Paso 1) Hallar la factorizacion SVD de la matriz Hoy_ 141 en (2.25). Deter-
minar el rango numérico M en (2.40) como el menor entero M, tal que
op41 < €0y, y construir las matrices Wy 1(s),s = 0,1, en (2.37).

Paso 2) Hallar los autovalores z; = e*,i = 1,..., M, de la matriz FyY'? =

(War(0)") "W (1), A partir de estos, calcular los \; aplicando la
rama principal del logaritmo, ya que hemos supuesto I'm(\;) € [—m, ),
de manera que \; :=log(z;), i=1,..., M.

Paso 3) Los coeficientes ¢ = (cy,...,cy)T se obtienen a partir de la resolucién
por minimos cuadrados del sistema sobredeterminado;

fo
Vona(2) @ = : ;

f2N—1

con zZ:= (21,...,2m), y Van—r.m(2), la matriz rectangular de Vander-
monde.

Salidas: M € N,¢; € C)\; € [—a,0] +i[—m,7), i =1,..., M.
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El método de tipo Prony visto en esta secciéon, puede plantearse como

solucion del problema de reduccion basado en la aproximacion por matrices
de Hankel de menor rango (e.g. [12]). Este tipo de problemas se describen de
la siguiente manera:
Dada una aplicacién S : CK — C¥*N, con L < N, denominada especifica-
cién de estructura, un vector h € CX una norma || . || en C¥, y un entero
M tal que 0 < M < L. Se pretende encontrar otro vector que verifique la
siguiente condicién,

h* = arg min |[|h — h||, con h verificando rg(S(h)) < M.
heCK

En nuestro caso, podemos considerar S la estructura que construye las matri-
ces de Hankel, es decir S(h) es (2.25). Como ya vimos, podemos afirmar que

~

S(h) es una matriz de rango M, si existe un vector g := (po, ..., pm_1) € CM
tal que

M-1

Zpkhm+k:_hM+m7 m:(),...,N—I—L—M—l.

k=0

~ ~

Es decir, pS(h) = 0, luego p’ € ker S(h). Y por definicién, la estructura de
kerS (ﬁ), vista en la demostraciéon del lema 2.2, hace que el método de Prony
se pueda interpretar como un problema de aproximaciéon por matrices de
Hankel de menor rango.

2.3. Meétodos de tipo Prony para muestras no
equiespaciadas.

El siguiente paso en la expansién de los algoritmos de tipo Prony sera
considerar muestras no equiespaciadas. Es decir, en este caso el problema
serd el siguiente:

Dado un cierto N € N, con N > M, queremos recuperar los valores de una
suma finita de exponenciales compleja, como ocurria en (2.24), sin embargo,
ahora supondremos que los valores conocidos son de la forma f(zy),k =
0,...,2N — 1, para ciertos nodos no equiespaciados

0§$0<$1<...<1}2N71:2L—1, MSLSN, (241)
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y cierta cota L conocida a priori, como en casos anteriores. Suponiendo que
los errores en las mediciones son lo suficientemente pequenos, la base de
este desarrollo consisitra en hacer un paso previo en el que, mediante di-
ferentes técnicas de interpolacion, se logre obtener aproximaciones de los
valores f(0),..., f(2L — 1),en (2.24), para posteriormente aplicar alguno de
los algoritmos vistos con anterioridad. Este paso previo recibe el nombre de
pre-procesado de los datos, y se presenta en esta memoria empleando dos
técnicas diferentes:

2.3.1. Pre-procesado mediante B-splines cardinales.

Para desarrollar este método, sera necesaria la introduccién de los B-
splines cardinales.

Definicién 2.3. Dado un m € Ny, el B-spline cardinal de grado 2m es

o o (2 (k — 2 —m)¥m—t
M (o) = Do () R

k=0

con (k —x —m)¥ " := maz{0,k —x — m}.

En estas condiciones, el spline Ms,, es simétrico respecto al eje de orde-
nadas, y su soporte es el intervalo [—m, m|. Emplemos dicho B-spline para
aproximar los valores f(k),k =0,...,2N — L, ya que My, y sus traslaciones,
forman una base del espacio de polinomios a trozos de orden 2m (e.g. [5]).
Para ello consideramos la funcion

2L+m—2

g(@) = > gMm(z —1).

I=1-m

Para que dicha funcién sea el aproximante buscado, imponemos las condi-
ciones

g(xk) = flay), k=0,...,2N — 1.

Resolviendo mediante minimos cuadrados el sistema generado por estas con-
diciones, se obtienen los coeficientes g;. Para ello, es necesario suponer que
la matriz (Ma,, (x) — l))iﬁg;jf;ffz tiene rango maximo 2L + 2m — 2. Y se
concluye tomando fy := g(k),k=0,...,2L — 1.



36 CAPITULO 2. EL METODO CLASICO DE PRONY

2.3.2. Pre-procesado mediante interpolacién por poli-
nomios cubicos.

Puesto que queremos hallar el valor de f(k),k =0,...,2N —1, en (2.24)

mediante interpolacién ctbica, definiremos los polinomios pj, 7 = 1,...,2N —
3, cada uno de ellos univocamente definido por las condiciones
para los valores f(xy),k =0,...,2N —1, conocidos. Estos polinomios pueden

definirse de diferentes maneras, en funcién de la base y el método utilizado
(véase [21]). En nuestro caso, cada p; se construira empleando el método de
coeficientes indeterminados, considerando la base

{1, (x — 2;), (v — x;)%, (x — z;)*}.
Por lo tanto, cada polinomio sera
pi(a) = f(x;) + (e —a;) + Bi(x — 2;)° + 75z — 2;)°,

con «j, 3j,7; € C los coeficientes indeterminados. Puesto que imponemos la
concidién (2.42), ha de verificarse

flaw) = flag)+oy(or =)+ Bj(zn— ;) +y(we—2;)°, k=j—1,j+1,5+2.
A partir de estas condiciones, resolviendo el sistema lineal

flzj—1)—f(z;)
1 Tji—1 — Ty (xjfl — CIJj)Q Qi Tj_1—T

Uz —ay (o — )| |8] = [H=fed )
1 Tjya — Iy (.7?j+2 — xj)2 Y f(@jr2)—f(z))
Tj+2—T;

se obtienen los coeficientes necesarios para definir los p;.
Por ultimo, definimos las aproximaciones buscadas de la siguiente manera:

p1(k) si 0 <k < w9,

ka: pj(k) S?J.fj§k<$j+1,j22,...,2N—4,
pan—3(k) st xon_3 <k < zon_1(=2L—1),

para k=0,...,2L — 1.
Nétese que algin p; puede no utilizarse al calcular las aproximaciones, en
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funcién de como esten dispuestos los nodos. Por ello, para casos en los que
N > L puede ser interesante el empleo de otro tipo de técnicas de forma
local, en las que se utilicen més datos.

Una vez definidos los dos métodos posibles para realizar el pre-procesado de
los datos, el algoritmo de tipo Prony a emplear en el caso no equiespaciado
se describe como sigue:

Algoritmo 2.3.3. Métodos tipo Prony para muestras no
equiespaciadas.
Entradas: LNe N N>1, N>L>3, con L cota superior adecuada de M en (2.24),

fr, nodos no equiespaciados zy, k = 0,...,2N — 1, en (2.41), valores
medidos f(xg),k=0,..,2N —1len (224),y0<e < 1.

Paso 1) Realizar el paso de pre-procesado, mediante B-splines cardinales o in-
terpolacion polinomica, empleando las técnicas anteriores, para obtener
los valores fo, ..., fon_1.

Paso 2) Emplear alguno de los algoritmos vistos en la secciéon 2.2, tomando
N := L, para obtener el orden M de la suma exponencial, los valores
Ai v los coeficientes ¢; en (2.24).

Salidas: M € N,¢; € C,\; € [—«,0] +i[-m,7), i =1,..., M.

2.4. Experimentos numéricos.

Para finalizar este capitulo, pondremos en préctica la teoria desarrollada
mediante una serie de ejemplos numéricos, en los cuales se tendran en cuenta
los siguientes errores relativos para medir la calidad de los procedimientos:

Exponentes :
max 1, A — Al

Y

e(N) =

MAaX;j—1,.. M ’)\j‘
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Coeficientes :
(@) = max]il‘ 77777 M e — ¢l
max;—1,. |l
Evaluaciones :
) o S ) = i)
| max f(z;)| ’
donde se tiene en cuenta que
M
_ AT
f(‘r) - Z C]e )
j=1

con M € Ny¢j,\; € C,j =1,...,M como en (2.24), es la funcién, cuyos
parametros se pretende recuperar, y N € N una cota superior adecuada de
M. Por otro lado,

M ~
f($) = Zéje)\jx7
Jj=1

con M € N, Cjs 5\]- eC,g=1..., M, son los parametros aproximados obteni-
dos mediante los diferentes algoritmos. En el célculo de e(f), se seleccionan
los z; = %]’ = lioj,j =0,...,10(2N —1), que forman una particién del
intervalo [0,2N — 1] en 10(2N — 1) + 1 nodos. Otro concepto interesante en
el desarrollo de los experimentos es la distancia de separacién definida por

§ :==min{|\; — N\e|, k # j}, Aj, A como en (2.24),

ya que podemos recuperar todos los parametros en (2.24) con 2N mediciones,
para un N € N, tal que N > %, véase e.g. [20].
Para llevar a cabo el desarrollo de los ejemplos, se han programado en

Matlab los diferentes algoritmos vistos, y pueden consultarse en el Apéndice
B.
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NI ™ @ )
Método de Prony (Algoritmo 2.2.1)
6 6 2,4368e — 09 1,4917e — 09 4,4199¢ — 14
7 6 6,1905¢ — 10 4,1281e — 10 8,8824e — 15
7 7 4,0624e — 10 2,6675¢ — 10 3,2235e — 14
Lapices matriciales QR (Algoritmo 2.2.2)
6 6 2,1917e¢ — 09 1,3476e — 09 8,2014e — 14
7 6 6,3899¢ — 10 4,2640e — 10 1,2644e — 13
7 7 3,8474e — 10 2,5202e — 10 2,3080e — 14
Lapices matriciales QR (con error de medicion)
10 10 7,0533e — 06 1,0941e — 05 9,2630e — 06
20 10 4,3621e — 06 9,5054e — 06 4,9406e — 06
Método ESPRIT (Algoritmo 2.2.3)
6 6 1,2338e — 09 7,4307e — 10 1,7722e — 14
7 6 7,0445e — 10 4,9754e — 10 6,2747e — 14
7 7 3,3988¢ — 10 2,1960e — 10 5,1311e — 14
Método ESPRIT (con error de medicién)
10 10 7,0533e — 06 1,0941e — 05 5,2630e — 06
20 10 4,3621e — 06 9,5054e — 06 4,9406e — 06

Tabla 2.1: Errores obtenidos en el experimento 1.

2.4.1. Experimento 1.

En el desarrollo de este experimento, se consideran como parametros cons-
tituyentes de f en (2.24), los siguientes: M =6,¢; =j,j=1,..., M,y

Z1

[0,9856 — 0,1628]
0,9856 + 0,1628i
0,8976 — 0,4305i
0,8976 + 0,4305i
0,8127 — 0,5690i

10,8127 + 0,56904 |

con zj :=e%,j=1,..., M. Se ponen a prueba los algoritmos cldsicos en sus
versiones QR y ESPRIT, tomando diversos valores para N y L, ¢ = 1071°,
A partir de estos datos, los errores obtenidos para diferentes valores de
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N, L e NJM < L < N, se representan en Tabla 2.1. Las aproximaciones ob-
tenidas, se calculan a partir de las muestras f(k),k =0,...,2N — 1. Como se
puede ver, a mayor cantidad de datos las aproximaciones son mejores, ya que
los errores van disminuyendo, aun asi para una cantidad pequena de datos,
se obtienen aproximaciones muy buenas, dando sentido a toda la teoria desa-
rrollada hasta el momento. Cuando hay errores en las mediciones originales,
la toma del € varia, ya que al realizar el estudio de los valores obtenidos,
se puede ver un claro salto en los coeficientes obtenidos, que nos permitiran
escoger el € adecuado. En este caso, si consideramos ruido en el muestreo, los
valores medidos vienen dados por fp = f(k) +ex,k=0,...,2N — 1, siendo
er = 1071 (—=14 52), y el £ adecuado serd 107"

2.4.2. Experimento 2.

Para el experimento 2, se trata de recuperar la funcién en (2.24) de pa-
rametros:

e M =06.
o (A\1,..., ) = ﬁ(ﬁ 21,200, 201, 53, 1000).

o (c1,...,c6) =(6,5,4,3,2,1).

e = 107! (Tanto para las mediciones con y sin ruido).

fe = f(k)+er,k=0,...,2N —1, siendo e, := 107#(—1 + :2—) (Casos

IN—1
con ruido).

De nuevo se aplica el método clasico, el método QR y el ESPRIT, obteniendo
los resultados expuestos en la Tabla 2.2. En este caso, por como se han toma-
do los \; originales, la distancia de separacion es 0 = |12 (200—201)| = 0,001.
A partir de este valor deducimos que todos los parametros se pueden recu-
perar para un N € N tal que N > % > 5698. Sin embargo, con cantidades
mucho més pequetias de datos se obtienen aproximaciones muy buenas. Es-
to es interesante, ya que a pesar del mal acondicionamiento de las matrices
participantes en los métodos ( nimeros de condicién en Tabla 2.3), se siguen
obteniendo buenos resultados. Como vemos en Tabla 2.2, en los casos con
ruido, para la tolerancia 107!° no siempre somos capaces de recuperar to-
dos los parametros, sin embargo se obtienen buenas aproximaciones en las
evaluaciones.
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N T ™ @ )
Método de Prony (Algoritmo 2.2.1)
7 7 4,1442e — 03 9,1742e — 01 3,5032¢ — 14
8 8 2,8473e — 04 3,1831e — 01 2,3965¢ — 14
9 9 4,1236e — 05 4,0061e — 02 2,0744e — 14
10 10 1,3736e — 05 1,4174e — 02 4,7416e — 14
15 15 6,8985¢e — 08 7,0123e — 05 1,2851e — 14
20 20 2,0164e — 09 2,0522e — 06 1,3073e — 14
30 30 7,6718e — 11 7,7345e — 08 3,7732e — 14
30 20 1,4262¢e — 10 1,4530e — 07 1,0301e — 13
30 10 3,9921e — 09 3,6664e — 06 6,1141e — 12
Lapices matriciales QR (Algoritmo 2.2.2)
7 7 4,2294e — 03 9,1650e — 01 6,1203e — 14
8 8 1,8760e — 04 2,0583e — 01 1,4190e — 14
9 9 1,7559¢ — 05 1,7509e — 02 2,8014e — 14
10 10 5,4689¢e — 06 9,5860e — 03 2,4980e — 14
15 15 5,1358e — 08 5,2185e — 05 2,1696e — 14
20 20 1,6616e — 09 1,6882e — 06 4,0859¢ — 15
30 30 5,3651e — 11 2,4306e — 08 1,6024e — 14
30 20 1,6697e — 10 1,6942e — 07 3,8400e — 14
30 10 1,5142e — 09 1,5426e — 06 2,6680e — 12
Método QR (con error de medicién)
10 10 * * 5,2631e — 06
20 10 1,7318e — 05 1,7391e — 02 5,0061e — 06
Método ESPRIT (Algoritmo 2.2.3)
7 7 4,6278¢ — 03 9,1355e — 01 1,2102e — 13
8 8 1,9269¢ — 04 2,1979¢ — 01 7,7480e — 15
9 9 1,6093e — 05 1,6088e — 02 1,7555e — 14
10 10 8,9538e — 06 9,1634e — 03 9,5221e — 14
15 15 95,8037e — 08 2,9044e — 05 7,9141e — 14
20 20 9,9186e — 10 1,0050e — 06 3,9761e — 14
30 30 6,4467e — 11 6,6407e — 08 8,7788¢ — 14
30 20 1,6225e — 10 1,7018e — 07 1,6721e — 13
30 10 2,5156e — 09 2,1401e — 06 1,4247e — 11
Método ESPRIT (con error de medicién)
6 6 * * 5,2631e — 06
6 6 1,7280e — 05 1,7354e — 02 5,0061e — 06

Tabla 2.2: Errores obtenidos en el experimento 2.
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N L Hiy 1 (0)Honr(0) | VonaVon(2) Fyy Fy'P
76 1,5373¢ + 17 1,6490e + 09 82,1903 | 194,0979
10 6 5,2884¢ + 16 4,0244¢ + 08 7.8700 | 194,1090
10 7 5,0712¢ + 16 4,0456€ + 08 10,0336 | 82,0924
20 7 3,2001e + 17 1,2202¢ + 06 2,0237 82,0024
20 20 8,6326e + 17 1,2202¢ + 06 3,4061 3,2812

Tabla 2.3: Nimeros de condicién de las matrices del experimento 2.

(*)En la tabla significa que no se han podido recuperar todos los para-

metros.

2.4.3. Experimento 3.

En este caso los parametros a considerar son

e M =6.
L (Al,...
o (cq,...

o c=10"10.

= —£-(200, 201, 202, 203, 204, 205).

1000

.c6) = (6,5,4,3,2,1).

Los resultados obtenidos en este experimento, son reflejados en Tabla 2.3,
dénde las casillas con * denotan la incapacidad de recuperar todos los ele-
mentos de (2.24). La importancia de este experimento radica en que a pesar
de que, para determinados N,L, seamos incapaces de recuperar la suma de
exponenciales, somos capaces de obtener buenas aproximaciones con menos
parametros de los dados por la distancia de separacion. Dicha distancia vuel-
ve a ser 0 = 0,001, sin embargo al estar los A; mucho més cerca los unos de
los otros, es necesario tener mas datos a priori que, por ejemplo, en el experi-
mento anterior. Esto nos indica, que el problema del mal acondicionamiento
de las matrices se puede solucionar tomando N, L més grandes.
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NI ™ @ )

Método de Prony (Algoritmo 2.2.1)

300 300 * * 2,163e — 13
400 400 * * 8,0832e — 12
500 500 4,9870e — 06 4,3117e — 04 9,2411e — 13
600 600 7,1787e — 07 6,6261e — 05 1,3999e — 12
Lapices matriciales QR (Algoritmo 2.2.2)

300 300 * * 2,163e — 13
400 400 4,6849¢ — 05 3,7112e — 03 3,0549¢ — 13
500 500 1,5242e — 06 1,3588e — 04 1,5354e — 13
600 600 3,4043e — 07 3,0496e — 05 1,1975e — 12
Método ESPRIT (Algoritmo 2.2.3)

300 300 * * 2,163e — 13
400 400 2,3927e — 04 1,8676e — 02 1,4364e — 13
500 500 1,5385e — 05 1,4081e — 03 2,5675e — 13
600 600 1,7591e — 06 1,6176e — 04 5,4019¢ — 13

Tabla 2.4: Errores obtenidos en el experimento 3.

e Nota:Los experimentos 2 y 3 estan muy relacionados con la aproxima-
cion dispersa de Fourier (e.g. [6]). Esta rama tiene como objetivo recuperar de
la forma mas eficiente posible las funciones definidas de la siguiente manera:

Definicién 2.4. Dado L € N, se dice que

L L
a .
g(x) = 70 + Z arcos(kx) +1i Z Brsen(kx), r e RY, (2.43)
k=1 k=1
con ag, B € R\{0},j =1,..., L,es un polinomio trigonométrico complejo de
grado L.

Sin embargo, basta darse cuenta que un polinomio trigonométrico f de
grado L en (2.43), puede expresarse en la forma

M
gl) = e, M=2L+1,
j=1
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ya que tomando

%2;'3’“ sikeZ,

a {akz;ﬁk Sik€Z+,
Cj —

i

para ¢y := ¢,y j = —N,..., N se obtiene el paso intermedio
L
g(x) = Y ¢,
j=—L

y tras un cambio de indices se obtiene la expresion original. En definitiva, los
polinomios trigonométricos complejos son sumas de exponenciales comple-
jas, y podemos aplicar los algoritmos desarrollados. Puesto que la distancia
de separacion era 6 = 0,001, la forma interesante de actuar seria definir el
polinomio trigonométrico g(z) := f(1000x), con f en (2.24), de donde se
deduce que los w; = —1000);, con w;, \; en (2.43) y (2.24), resp. De esta
forma, conociento tan solo g(%:) = f(k),k =0,...,2N — 1 para N > 10,

1000
se obtienen aproximaciones muy buenas.

i

El objetivo de los dos ultimos experimentos serd aproximar funciones del

tipo
g:[a,b] — C, 0<a<b<oo,

por sumas de exponenciales complejas de un orden pre-fijado, e.g, [4]. Para
ello, el procedimiento a seguir, sera aplicar alguno de los métodos, utilizan-
do como muestra los valores g(a + l;_—N“k), k=0,...,2N — 1. De esta forma
conseguimos trasladar el problema de intervalo [a, b] al intervalo [0, 2], que
teniamos de forma original. Como resultado al aplicar el algoritmo, obtendre-
mos una funcién f : [0,2N] — C como en (2.24), y deshaciendo el cambio
de variable anterior, tendremos que f(2N (E:—Z)),t € [a, b] es la aproximacién
buscada.

2.4.4. Experimento 4.
Consideramos M=20, y la funcién
g:[1,10° —C.

1
t — —
t
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Aplicamos el método de lapices matriciales mediante factorizacion QR a los

valores ¢g(1 + k(lg—j\fl)),]\f = 500, L = 250, obteniendo como resultado los

coeficientes c¢;j, \; representados en Tabla 2.5. Finalmente, formando la su-
ma exponencial f(z) = zjj\il c;e’i®, tendremos que la aproximacién de la
funciéon g en [1,10°, serd f(2N{6&),t € [1,10°. En este caso represen-
tamos graficamente en la figura 2.1 el error absoluto de la funcién ¢ ori-
ginal y la apoximacién f obtenida, tomando como puntos de evaluacion

op=1-10=1% k=0,...,10" — 1.

Error absoluto [g(t) — f(t)|
10° ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

10 | 1

10-10 L 4

10-15 i

10-20 L i

10-25 L L L L L L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

t € [1,1000000] <105

Figura 2.1: Experimento 4. Error absoluto entre g y f.
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J G Aj

1 9,9585¢ — 01 —1,1403e + 01
2 1,6290e — 03 —3,2207e + 00
3 8,2389¢ — 04 —2,0723e + 00
4 5,1529¢ — 04 —1,4197e + 00
5 3,4716e — 04 —9,9512¢ — 01
6 2.4155¢ — 04 —7,0422¢ — 01
7 1,7062¢ — 04 —5,0023¢ — 01
8 1,2140e — 04 —3,5561e — 01
9 8,6705¢ — 05 —2.5253¢ — 01
10 6,2079¢ — 05 —1,7882¢ — 01
11 4,4547e — 05 —1,2599¢ — 01
12 3,2044e — 05 —8,8040e — 02
13 2,3094e — 05 —6,0715¢ — 02
14 1,6634e — 05 —4,1022¢ — 02
15 1,1914e — 05 —2.,6868¢ — 02
16 8,4209¢ — 06 —1,6786e — 02
17 5,8091e — 06 —9,7333¢ — 03
18 3,8257¢ — 06 —4,9590¢e — 03
19 2.2593¢ — 06 —1,9432¢ — 03
20 9,3171e — 07 —3,6134e — 04

Tabla 2.5: Experimento 4.

Parametros de la suma exponencial que aproxima

ag.

2.4.5. Experimento 5.

En este caso, se trata de aproximar las funciénes de Bessel de primera
especie de orden 0, definidas por

h(o) =3 s (5

k=0

t € [0,1000].

Tomamos como parametros M = 20, N = 500, y L = 250. El cambio de
variable sera x = 2N (Z:Z) = t. Los parametros que constituyen la funcién
f que aproxima a Jy, se representan en la figura 2.2, y el error absoluto se
representa en la figura 2.3.
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Valores aproximados \;

0.08 Yalores ‘aproxin‘lados c,‘
0.06 . * 1 H » x X oo
0.04 * *
* 05
0.02 * x
T o0 T 0
- kS £
002} . .
0.04F * * oy
-0.06 " * 1 ) X
al XXM
-0.08 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 -1.2 1 0.8 0.6 -0.4 0.2 0
Relc;) ()
(a) Valores de ¢; en f. (b) Valores de A; en f.
Figura 2.2: Experimento 5. Parametros de f.
Error absoluto |Jy(t) — f(t)]
10'4 E T T T T T T T T T
10°
108
10-10
102
10-14 L 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

t € [0,1000]

Figura 2.3: Experimento 5. Error absoluto entre g y f.



Capitulo 3

EL METODO
GENERALIZADO DE
PRONY

El objetivo de este capitulo es dar una generalizaciéon natural de los mé-
todos de Prony, a partir de los desarrollos vistos hasta el momento pero en
un contexto mas amplio, ya que no sera necesario restringirse a la recupera-
cion de sumas exponenciales complejas. Para ello, el siguiente paso de esta
memoria serd construir un método para recuperar desarrollos finitos de au-
tofunciones en determinados operadores lineales.

3.1. Desarrollos finitos en autofunciones de
un operador lineal.

Sea (V,]|.||) un C-espacio vectorial normado, y A : V' — V un operador
lineal. Ademds, supondremos que existe al menos un A € C tal que Av =
v, para algin v € V| es decir, A tiene autovalores (si V es un espacio de
funciones, las v € V que verifiquen esta propiedad reciben el nombre de
autofunciones).

Sea A := {\; : i € I}, el conjunto de los autovalores (distintos) del operador
A, con I un conjunto de subindices. Consideramos ademas V; := (v;),1 € I,
con v; alguna de las autofunciones que verifique Av; = \jv; v ||vi]| = 1.

48
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Definicién 3.1. En las condiciones anteriores, para un M € N, se dice que
[= E CiV;, c; € C,
iel

es un desarrollo M-finito de autofunciones del operador A, si M coeficientes
¢; son no nulos. Es decir, existe J C I,|J| = M tal que

f = ZC]‘U]‘. (31)

jed

3.1.1. Método generalizado de Prony.

El primer paso en la generalizaciéon del método de Prony, resuelve el
problema de recuperar un desarrollo M-finito de autofunciones (3.1), conocido
el orden M € N del mismo. Razonando de forma similar a la secciéon 2.1, sea
F e V* tal que F'(v;) # 0,Vj € J, se puede recuperar f en (3.1) a partir de
los valores F(A*f),k =0,...,2M — 1.> Para ello, se define el polinomio de
Prony,

M-1

p(z) = H(z —)) =M+ Z apz®, (3.2)
jes k=0

con Aj, j € J, los autovalores asociados a las autofunciones v; en (3.1). Debido

a la linealidad del operador A y de F, a partir de (3.1) se deduce que para
m>0yay:=1,

M M
ZakF(A’”mf ZakF ch)\]”m ch)\mF ’Uj)(z arAy)
k=0 k=0

JEJ jedJ

—ch)\mF Aj) = 0.

jeJ

Por tanto, tiene sentido considerar el sistema de ecuaciones dado por

M-

,_.

ayF(AM" ) = —F(AMT™ ) m=0,...,M — 1. (3.3)

k=0

'V* denota el espacio dual topolégico de V.
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La determinacién de los coeficientes del polinomio (3.2) puede hallarse inter-
pretando (3.3) como un sistema lineal con incégnitas ay, . . ., ap—1 expresado
de la forma

ao F(AMf)
Gt F(A2M-1§)
para
F(f) oo F(AMELE

| raAn F(AM f) 55

F(AM-LF) L p(AMezp)

El sistema (3.4) tiene solucién tnica, ya que la matriz Gy en (3.5) es inver-
tible, como consecuencia del siguiente resultado:

Lema 3.1. Sean {\;}jcs en (3.2), (¢j)ijes v (F(v)))jes en (3.1). Entonces

Gu = Vi diag(c;)jes diag(F(v)))es Vi,

con la matriz de Vandermonde Vy\ = (x\?)ﬁ/:]’ljej.

Ademds (c;j)jes es solucion del sistema

1 1 F(Ujl) 0 Cjy F(f)
) VAP ¢ 0 ... Flop)| |cju F(APNLf)
(3.6)
Demostracion. Puesto que |J| = M, tomamos J = {ji,...,jn}. Haciendo

el producto de matrices en el término de la derecha, utilizando la linealidad
de F y la expresiéon de f en (3.1),

_ M-1
1 1 le 0 F(Uﬁ) 0 1 ... )\jl
M-1 M-1 : . : . . ' M*l
Ay c A 0 ... ¢y 0 o Flop) ] 1 -0 A,
[ leF(Ujl) +ee CjAlF(va) s Afilcle(vjl) +oet )‘%filchF(va)
_A%_lcle(U]i) e A?zl_lchF(UjM) s )‘?1M_2Cj1F(vj1) ot )‘ijy_zchF(va)
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F(f) ... F(AML))
: : =Gu-

F(AMZLf) .. F(APM72f)
Por tanto, como por hipétesis los {\;};e son distintos, la matriz V) es inver-
tible, ademas ¢; # 0, y F'(v;) # 0,7 € J, luego diag(c;);es v diag(F(vj))jes
son invertibles, y en consecuencia (G); también.

La segunda parte es clara, pues haciendo el producto matricial en el término
de la izquierda:

U] I IR O I P
Cj1F<vj1) +"‘+ijF(vjm) F(f)
le/\‘?fW*lF(ij + -4 ijAizyilF(ijm) F(AQN—1f>

]

A partir de la determinacion de los coeficientes del polinomio de Prony
(3.2), se pueden recuperar las autofunciones y coeficientes en (3.1) mediante
los siguientes pasos, que constituyen el método generalizado de Prony:

Algoritmo 3.1.1. Método generalizado de Prony.
Entradas: M € N, valores medidos F(A*f),k =0,....,2M — 1 en (3.1).

Paso 1) Resolver el sistema lineal (3.4).

Paso 2) Emplear alguno de los métodos vistos en el capitulo 2 para hallar las
raices A; del polinomio de Prony (3.2). Y posteriormente, determinar
las autofunciones (normalizadas) v; correspondientes.

Paso 3) Los coeficientes ¢;,j € J se obtienen como solucion del sistema sobre-
determinado (3.6).

Salidas: c¢;,v;,75 € J.
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De forma simétrica, con las correspondientes adaptaciones a la construc-
cion hecha en la seccion 2.2, se puede extender el algoritmo generalizado de
Prony para el caso en el que tenemos desarrollos de funciones dispersos, pe-
ro desconocemos su orden. Es decir, en las condiciones anteriores, pero sin
conocer M, suponemos conocidos F(A*f), k =0,...,2N —1,y N > M ade-
cuado. Ademas, como ocurria en el capitulo anterior, suponemos conocido

un L € N, tal que N > L > M.

3.1.2. Método QR/ESPRIT.

En primer lugar, consideramos la matriz de Hankel G en (3.5), y a partir
de la relacién dada en (3.4), denotando por gy := (F(AM), ... F(A*M~1)T
y considerando la matriz companiera C(p) del polinomio de Prony (3.2), ob-
tenemos la siguiente igualdad

G C(p) =G,

con G = (G(1: M,2: M), gy). De nuevo, los autovalores de la matriz com-
panera C'(p) son los A;,j € J, en (3.2). Y como vimos anteriormente también
son los autovalores del lapiz matricial zG — G. De esta forma, podemos apli-
car el algoritmo 2.2.2 o 2.2.3, sustituyendo la matriz de Hankel Hon_r 141
por

F(f) o F(AYS)
F(Af) ... F(AM)

G2N—L,L+1 = c (C(QN_L)X(L+1). (3.7)

F(AQN;Lflf) ) F(AzN*lf)

Esta construccion es posible, ya que las demostraciones empleadas en el ca-
pitulo 2 para desarrollar los métodos QR/SVD se emplearon argumentos ba-
sados tnicamente en el rango de las matrices, por lo que sigue siendo valido.
El paso tres de ambos algoritmos ha de modificarse, originando el algoritmo
siguiente:
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Algoritmo 3.1.2. Método QR/ESPRIT para el método
de Prony generalizado.

Entradas: LLNe N, N>1, N>L>3, con L cota superior adecuada de M en (3.1),
F(A*f) valores medidos ,k =0,....,2N —1len (3.1),y 0 < e < 1.

Paso 1) Hallar la factorizacion QR/SVD de la matriz Gon_r, 111 en (3.7). Deter-
minar el rango numérico M en (2.32) empleando el método correspon-
diente al desarrollo QR/SVD, y construir las matrices T 1.(s)/WarL(s), s =
0, 1, correspondientes.

Paso 2) Hallar los autovalores \;, j € J de la matriz FS® := (Thy.(0)") " Tas1(1)
6 de FVP := (Wyrr(0)T)* Wy (1). A partir de estos, calcular las au-
tofunciones (normalizadas), v;, j € J correspondientes.

Paso 3) Los coeficientes ¢ = (cj)JTE ; se obtienen a partir de la resolucién por
minimos cuadrados del sistema sobredeterminado;

F(Akf) :ZCJA]FO}J)’ k’:O,,QN—]_

jeJ

Salidas: cj,v;,5 € J

3.1.3. Autofunciones generalizadas.

El dltimo paso en la generalizacion del método es extender su definicién
a los desarrollos en autofunciones generalizadas:

Definicién 3.2. Sea r € N, V un espacio vectorial de dimension finita,
y A :V — V un operador lineal. Decimos que v; € V.l = 1,...,r, son
autofunciones generalizadas con multiplicidad | del operador A, asociadas al
autovalor X\, si verifican

(A=XD'o =0, 1=1,...,n
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y ademds
-1

Aby = Mo+ Y ougds,  I=1,....7, (3.8)

s=1
con oy 5 € C.
De nuevo, consideramos A := {\; : i € I}, el conjunto de los autovalores
(distintos) del operador A, con I un conjunto de subindices. Ademads, para
cada i € I fijamos los conjuntos V; := {0;;,l = 1,...,7}, un conjunto de au-

tofunciones generalizadas linealmente independientes asociadas al autovalor
A;. Con estas consideraciones, llegamos a la siguiente defincién:

Definicion 3.3. En estas condiciones, dados r, M € N, se dice que
T
f= E E Cil Ui,
iel 1=1

es un desarrollo M-disperso de autofunciones generalizadas del operador A,
si existe J C I,|J| = M tal que ¢;; =0, para todoi € I — Jl=1,....ry
S lej? #0,V5 € J. Es decir,

= Z Z Cjg Vj1- (3.9)
jeJ =1

La construcciéon sigue los pasos anteriores, ya que dado F' € V*, tal que
F(0;;) #0,ie€ I,l=1,...,r y suponiendo que la matriz

F(f) o F(A™MELR

F(Arz'wqf) F(A2r‘M72f>

es invertible, se puede recuperar la funcién f en (3.9) a partir de los valores
F(A¥f),k =0,...,2rM — 1. A modo de ilustracién, consideramos el caso en
el que las autofunciones generalizadas asociadas al autovalor \; verifican:

./417]‘71 = )\jﬁj,l + aj,lflﬂj,lfla = 2, e, T (310)

A partir de esta igualdad se verifica el siguiente resultado:
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Lema 3.2. Sean v;; las autofunciones generalizadas asociadas al autovalor
A en (8.8) verificando (3.10). Entonces

-1

Akﬁj7l:Z(kk )Ak SU]Z s Hajl t

s=0
definimos (kﬁs) =0sik <s.

Demostracion. Por induccién sobre k:
Para k=1:

-1 s
N 1 o~
Av;; = E (1 B s) A= Vji—s Hozj’l_t)
=1

s=0
=AjUji—s + Vjis Qi1 = Aﬁj,l,
por definicién en (3.10).

Suponemos cierto para k. Veamos que se cumple para k+1, empleando la
linealidad del operador A,

-1 S
~ R 1
Ak+17)j7l :AAk'UjJ Ig ./4( E (1 _ >)\1 Svgl s Haj,l—t>>
=1

s=0

-1 i
1 e e
B (1 — 5) )‘31‘ A(Uj,l—s)(H i—t)
=0 t=1
-1

1 . i i
>)\31- A(H Qi) (NjOji—s + 0 1—s—10j—1—5-1)

t=1
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En el paso (x), consideramos el segundo sumando, y definimos ( FYi=0y

o)
Qo = O,

l

-1 s+1 S
Z(k )Ak it Ha“ t Z(kJrl )Wl e Ha“_t>
s=0 =1 s=
-
k o
o 2l (U Ty

s= t=1

ya que para s=0,s=1, los términos se anulan. O

Consideramos ahora el polinomio generalizado de Prony, definido por

Mr
P(z) := H(z —\) = Zakzk, (3.11)
jeJ k=0
conap € C,k=0,...,Mr,ap, :=1,y \; los autovalores asociados a las au-

tofunciones generalizadas en (3.9). De forma andloga al caso clasico, teniendo
en cuenta la linealidad de F y del operador A, obtenemos las siguientes re-
laciones:

Mr Mr T
Z akF(Ak+mf) = Z (ZkF ( Z Z Cil Ak+m1~1j,l>
k=0 =

jeJ 1=1
— k +m k+m—s~ -
D W09 ST of (RSN RIS | B
jeJ =1 m =1
k+m T -
Sy (3 (M_S)w TTos0) o0,
jedJ =1 s=0 t=1
(3.12)
para cada m = 0,..., Mr — 1. El siguiente paso, es ver que para m =

0,....Mr—1,7€ J,l=1,....,rys=0,...,1—1, el término

Mr S
k+m febm—s
Z i (k +m — s) Aj <tl:|1 i),

k=0

se puede expresar como combinacion lineal del polinomio generalizado de
Prony, y de sus r-1 primeras derivadas, evaluadas en los A;,j € J, que son
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de la forma:

(v) < k! k—v
P (Z):Zak(k—y)lz ’
k=v ’

Observamos que los polinomios

@(z)=xz(x—-1)...(x —v+1), v

I
=
<
|
—_

forman una base del espacio de los polinomios de grado hasta r-1. Esto implica
que cada polinomio en k de grado menor o igual que r-1 puede escribirse como
combinacion lineal de ¢,,v =0,...,r — 1.

Como

Mr
P\ =) aX g (k),  v=0,...r—1,
k=v

podemos reescribir los g, (k) en funcién de P®()\;),v = 0,...,r — 1,5 €
J. Pero como cada A; tiene multiplicidad r en la definicién del polinomio
generalizado de Prony (3.11), se concluye que P®(\;) =0,v =0,...,r — 1.

Por lo tanto, en (3.12) se obtiene que Y"1 ap F(A*™ f) = 0, para m =

0,...,Mr —1.Y el sistema lineal de ecuaciones asociado,
Mr—1
> ayF(AMT ) = —FA™MT) m=0,...,rM —1,  (3.13)
k=0

es de nuevo de tipo Hankel. Finalmente, el algoritmo asociado a este método
seria el siguiente:

Algoritmo 3.1.3. Método de Prony para autofunciones
generalizadas.

Entradas: 7, M € N, valores medidos F(A*f),k =0,...,2rM — 1 en (3.9).

Paso 1) Resolver el sistema lineal (3.13), para obtener los coeficientes del poli-
nomio de Prony generalizado (3.11).

Paso 2) Emplear alguno de los métodos vistos en el capitulo 2 para hallar las
raices \; del polinomio de Prony generalizado (3.11). Y posteriormente,
determinar las autofunciones generalizadas v;;,l = 1,...,r correspon-
dientes.
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Paso 3) Los coeficientes ¢;;,7 € J,1l = 1,...,r se obtienen como solucién del
sistema sobredeterminado:

FAF) =3 epudby,  k=0,...,2rM —1

jeJ i=1

Salidas: cj,v;,5 € J.

3.2. Ejemplos de problemas destacados.

Debido a la propia construccién del método generalizado de Prony, el
problema que surge recae sobre las posibles elecciénes del operador A y el
funcional F'. Para ello, se exponen una serie de ejemplos de utilidad en di-
versos campos. [18, 15]

3.2.1. Sumas finitas de exponenciales complejas y mo-
nomios.

El problema de recuperar sumas finitas de exponenciales complejas es

exactamente el problema que resuelve el método clasico de Prony, el cual

puede ser visto como un caso particular del método generalizado, ya que
considerando V' = C(R), el espacio de funciones continuas en R, y el operador

S:C(R) — C(R)
f—Sf:R—R
xr+— f(z+1),

denominado operador "shift”, entonces, para A € [—«, 0] +i[—m, 7),a > 0,y
f(x) = e, se verifica

Sf(x) = St = AMEtlh) — Are — e’\f(x),

por lo tanto el conjunto A := {e* : A\ € [~a,0] + i[-7,7),a > 0} es un
conjunto de autovalores distintos de S, asociados a las autofunciones V :=
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{e* : e* € A}. Tomando como funcional la delta de Dirac, F(f) = §(f) =
f(0), la suma de M exponenciales complejas en (2.1) se puede recuperar de
forma inequivoca a partir de los valores

M

8(S*f(w) = 8(f(x +k)) = 6() ¢ ™)

J=1

M M
= 360N H) = 37 ek = k),
j=1 j=1

k=20,...,2M — 1. Obteniendo asi el método clasico de Prony visto en el
capitulo 2.
La eleccién del operador shift no es tinica, ya que hay otros operadores que
tienen a los {e* : A € C} como autovalores, el mas destacado es el operador
diferencial

% : C®°(R) — C®(R).
f—f. (3.14)

Ya que Le* = X\e*. Por tanto, para o € R y considerando como fun-

cional la delta de Dirac, podemos recuperar la suma finita de exponenciales
complejas

fl@)=> ciedn,  Nj# N sii ],
j=1

a partir de los valores
d* . d* - koA k
g (T F(@)) = D (™) = D7 e = (o),
i=1 =1

k = 0,...,2M — 1. De nuevo tomando como operador (3.14), r € N, y
{@}]_, una base del espacio de polinomios de grado menor que r + 1, con
deg(q)) = 1,1 =0,...,r. Podemos recuperar la funciéon

f(z) = Z Z cjaq(r)e?,

=1 1=0
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a partir de los valores

" L d* N
F(@ (2)) =0z, d e :Z €110 ( dr ——a(@)e™’) =

j=1 1=0

_ZZCJZ (20)eM™ + Nigi(w0)ed™) = M) (),

7=11=0

k=0,...,2M(r +1). Esto se debe a que q(z)e*® 1 =0,...,r, son autofun-
ciones generahzadas de multiplicidad [ + 1 del operador pues verifican

(di M) @(2)e™) = (~= — A (g (@) + Ag(@)e — Ag(x)e™) =

T dx

— (ql(l""l) (x)e)\x + )\H—lql(x)e)\x . )\l+IQI(Z')€>\x) _ 07

d /
T (@(2)e) = Ma(2)e + g (2)e = da()e™ + zamqs

para ciertos ;s € C, pues q; () es un polinomio de grado | — 1 y puede

expresarse como combinacién lineal de la base {q.(x)}. 4.

En cuanto a las sumas finitas de monomios, consideramos el espacio de
funciones continuas C(R), y el operador

D, :C(R) — C(R),
f—D,f:R—R
x +— f(ax)

a € RT\{1}, denominado "operador dilatacién” en C(R). Como
Dux? = (ax)? = aPa?,

entonces {z? : p € C} es un conjunto de autofunciones de D, asociado a
los autovalores a”. Para asegurar que los autovalores a? son distintos para
distintos p suponemos que Im p € [— de manera que

—)}

lna’ lna)

T
A= {d’ I
{a",p e CImp €[~ Ina’lna
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es un conjunto de autovalores de D, y

V={a":peC,Imp) € [~

™ ™

)}

el correspondiente conjunto de autofunciones. Como funcional F, tomamos
de nuevo la delta de Dirac en un punto z, € R\{0} arbitrario, por lo que
0o (2P) =z # 0. Y se puede reconstruir la suma finita de monomios

Ina’Ina

M

T T
f(x) jzlch 5 ¢ eL,pj € al que I'm (p;) € | lna’lna>’
a partir de los valores
M
(5zo (Dk xo Z cﬂ)kx”ﬂ = 5:00(2 cjakpja:pj) —
=1

=Sl = o),
j=1

para k=0,...,2M — 1.

También se pueden considerar las autofunciones generalizadas del opera-
dor dilatacion, esta vez definido como D, : C(0,00) — C(0,00), para
a € R\{0} y o € R"\{0}. En estas condiciones, {(Inx)'zP}/_; son au-
tofunciones generalizadas de multiplicidad [ + 1 del operador dilatacion con
autovalores a?, pues

Dy((Inz)'a”) = (Inaz) (ax)’ =
-1
= (na+z)aa” = a’(lnz)a” + ) (D (Ina)~*a”(In z)*z?.

Utilizando esta igualdad, se deduce la otra condicion,

-1
(Do — a?Id)"  (Inz)'a? =(D, — aPId)’ Z ( ) (Ina)"*a?(Inx)*2P) =
s=0

»
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En consecuencia, podemos recuperar el desarrollo finito en autofunciones
)
generalizadas de la forma

M r
= E E c;i(Inz)labs, c;1 € C,
j=1 1=0
a partir de los valores

M M T
o ('DS(Z Z c;i(Inz)'aPr)) Z Z ¢ 104 ((Ina"z)! (a*x)P7)

j=1 1=0 1=0

<

M
Z cji(Inafzg) (a¥zo)? = f(a"xo),

k=0,....,2(r+1)M — 1.
Por ultimo, también se puede considerar el operador diferencial

d, : C*(R) — C*(R).
fr—d,f ' R— R

T o (f( )) = fl2) +2f ().

En este caso, para un zo € R\{0}, las autofunciones son de la forma {z?,p €
R},con autovalores asociados {p + 1,p € R}, ya que verifican

S = (p+ 1t

da(a¥) = dx

Concluyendo asi, que las funciones de la forma

x):chxpj, c; € C—{0},p; e R,

se pueden recuperar a partir de los valores

k
5IU((dI)kf) = (dx)kf(l'o) = Zak,sf(S)($0)v k = 07 sy 2M — 17
s=0

para ciertos ay, s € R.
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Simbolo Polinomio  Autovalor(\,) p(x) q(x)
P Jacobi —n(n+a+p+1) (1-2°) (B—a—(a+p+2)r)
c Gegenbaue —n(n + 2a) (1-2?) —(Qa+1)z
P, Legendre  —n(n+1) (1-2% -2x
T, Chebyshev —n? (1-2%)
tipo 1
U, Chebyshev —n(n + 2) (1—2% -3
tipo 2
H, Hermite -2n 1 -2x
L Laguerre  -n X (a+1—2x)

Tabla 3.1: Autofunciones operador Sturm-Liouville, autovalores y polinomios
p,q.

3.2.2. Desarrollos finitos de polinomios ortogonales

Para este caso, consideramos de nuevo el espacio vectorial de funciones
indefinidamente derivables C*°(R), polinomios p,q con deg(p) = 2,deg(q) =
1, y el operador

L,,:C*[R) — C*(R), (3.15)
f—Lyf R— R

> p(a) [ (2) + a(2) f (2)

denominado operador de Sturm-Liouville. Este operador ha sido estudiado de
forma extensa, por sus aplicaciones en el campo de ecuaciones diferenciales,
véase e.g. [9]. Se conoce que los polinomios en la Tabla 3.1, son autofunciones
de (3.15), para los polinomios p y q indicados.

Fijando como familia de autofunciones alguna de las dadas en la Tabla
3.1 y denotada genéricamente por {Q,(z),n € Ny}, los correspondientes
autovalores son tinicos para cada tipo de polinomio, ya que A\, # \,, sin # m.
En este caso, siendo Ny := NU{0},para un z € R tal que Q, () # 0,n € Ny,
se considera la delta de Dirac en x5 como funcional. En consecuencia, el
polinomio

f(z) = chj Q,, (), (3.16)
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para ciertos ¢,, € C — {0},n; € Ny tales que 0 < n; < ... < ny = N,
con N M una cota adecuada, siendo N el grado del polinomio f en (3.16), se
puede recuperar a partir de los valores

M

51:0(Ll;,qf(x)) :chg 1’0( Qng Cn] 2o )‘k an( ))

”Mi

M
:Z AL Qo). k=0,...2M 1.  (3.17)

El objetivo a continuacién es ver que los valores (3.17) pueden obtenerse
a partir de f0™(x),m = 0,...,4M — 2, como consecuencia del siguiente
resultado:

Teorema 3.1. Sea f € C*(R), un polinomio de grado N € N, y L, , en
(3.15) el operador de Sturm-Liouville. Entonces para cada x € R, los valores
L’;q(x), k=20,...,2M — 1, pueden ser recuperados inequivocamente a partir
de los datos f'™(x),m =0,...,4M — 2 mediante la siguiente igualdad:

2k
2) =Y gr(@)fO@), k>1,
=1

siendo los polinomios g, x(x) aquellos que verifican la siguiente relacion:

Para k=1: g11(x) =p(z) y g21(x) = q(z).
k>2:

un(o) =1 (5 @)+ ) e o)

+ ((l — 1)pl (x) + q(x))gll,kl(x) +p(x)gi—2k-1(x), (3.18)
I=1.... 2k

Definiendo g (z) :==0, si k > 1yl ¢ {1,...,2k}.

Demostracion. Como {Q,,n € Ny} es una base del espacio de polinomios,
podemos expresar f de la forma

N
:ZanQn(x), a, €C,n=0,...,n
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Como estamos en el caso de una variable, y por definicién teniamos

Lyqh(x) = p(x)h' (z) +q(z)h"(z),  he€C™(R)

luego, podemos iterar este proceso y obtener

Zglk )h (z k>1, (3.19)

con g x(x), los polinomios correspondientes. Puesto que {Q,,n € Ny} son
autofunciones del operador L, ,, verifican L, ,9Q, = \,Q,, que junto con la
propiedad (3.19), nos lleva a la siguiente afirmacién

1k Qu(w) =Lt <p<x>Q;;<x> ; q@)g(@) _

O]
N7 g (x) (p(x)Qn($> +a@)Q (I)) -

=1

2 ikz_jglmw ((5)reta+ (1) et

+(5)r @@ + (§ Jaw e + () (@0

(*) Se ha tenido en cuenta la regla de la derivada de un producto, y que
deg(p) = 2,deg(q) = 1.

(%) De esta igualdad se deduce la férmula de recurrencia para los polino-
mios g en (3.18).

A partir de la igualdad anterior,

Lyl () = ZO‘"L];an(x) = Z%(Zgzk(x)Qﬁf)(x)) =
- Zglk(m)<z anQﬁ)) = Zgl k() fO () (3.20)
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Debido a esta construccion, el algoritmo para recuperar la funciéon f en

(3.16) sigue los siguentes pasos:

Algoritmo 3.2.2. Recuperaciéon de desarrollos finitos de

polinomios ortogonales.

Entradas:

Paso 1)

Paso 2)

Paso 3)

Autofunciones {Q,,n € Ny}, con autovalores {\,,n € Ny} asociados,
operador de Sturm-Liouville de pardmetros p(z), ¢(z), M € Ny, zg € R
tal que Q,(wo) # 0,Vn € Ng, f™(2¢),m =0,...,4M — 2.

Construir la matriz

J1,1 . JaM—2.1

G = : . : € Rnm—1)x@m—2),

gio2M-1 .- G4M—22M-1

siendo gk := gik(o), las evaluaciones de los polinomios (3.18) en .
Noétese que la construccién de la matriz G depende tnicamente de la

base {Q,,n € Ny} tomada.

Calcular el vector

) f (o)
hl =G 5
f(4M—2) (-To)
a partir de este, considerar el vector
f (o)
ﬁ L f(l’o) B Lp,qf(xO)
=15 = : ,

Lyg' " f(20)
por (3.20).
Denotando h = (h)?M -1, resolver el sistema de Hankel
ho oo har Po hoar
hyv-t oo hom—o| |Pv—1 hani—1

con incognitas po, ..., Pr—1-
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Paso 4) Calcular los ceros An;yJ =1,..., M, del polinomio de Prony
M—1
P(z) =M+ prt.
k=0

Paso 5) Hallar las autofunciones correspondientes a los autovalores \,,j =
1,..., M,y obtener los coeficientes c,, en (3.16), resolviendo el sistema

M
S e, @0(w0) = fOzg),  1=0,....2M — 1.
j=1

Salidas: nj,c,;,j=1,..., M.

3.2.3. Recuperacion de vectores dispersos.

Para desarrollar este caso, es necesaria la definicion de vectores dispersos.

Definicién 3.4. Sea D,M € N, y & € CP. Se dice que T = (x1,...,7p) es
un vector M-disperso si tiene exactamente M componentes no nulas.

Nos planteamos el problema de recuperar un vector z M-disperso usando
2M muestras y, = al @,k = 0,...,2M — 1, para ciertos vectores a; € CP.
Podemos expresar ¥ de la siguiente manera:

N M
r = E €r;e; = E :Un].ej,
=1 j=1

siendo {e;};2, los vectores de la base canénica y {z,}}7, los coeficientes
no nulos del vector #. Se considera la aplicacién lineal D : C? — CP con
matriz

d 0 ... 0
0 do ... O

0 0 ... dp
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con {d;}?, C C distintos. Los autovectores de este operador, son los de la
base canoénica {e;}2,, ya que

DGi:di€i7 221,,D
Por dltimo, tomamos como funcional

F.cP — P

con b = (b1,...,bp) € CP, verificando b; # 0,i = 1,..., D, cuya eleccién
depende de cada caso particular. Con esta eleccion de F, es claro que Fe; #
0,7 =1,...,D. Por lo tanto, el vector ¥ se puede recuperar a partir de los
valores

al 7 =F(D'2) = 'D*z, ol =b"D* = (byd¥, ... bpdt),  (3.21)

k=20,...,2M — 1. En la practica, los datos son medidos con ruido, y no
se conoce la dispersion (M) del vector Z, por lo que es necesario adaptar
alguno de los métodos anteriores. En particular, aplicando el método ESPRIT
obtenemos el siguiente algoritmo:

Algoritmo 3.2.3. Método ESPRIT para recuperar vec-
tores dispersos.

Entradas: L, N € N, con L una cota adecuada de M tal que M > L > N. Valores
F(A*%),k =0,...,2N — 1, en (3.21).

Paso 1) Hallar la descomposicién en valores singulares (SVD) de la matriz de
Hankel

F(Z) ... F(AMD

H2N—l,L+1 =

bl

F(APN " F1g) . F(AN 1)

y su rango numérico. A partir de su descomposiciéon en valores singu-
lares calcular las matrices Wy 1(s),s = 0,1, como en (2.37).
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Paso 2) Obtener los autovalores \;,j = 1,..., M, de la matriz
FoVP = (Warp(0))) "W (DT

Hallar los autovectores a los que corresponden estos autovalores, es
decir, obtener los {n;}}, C {1,..., N}, tal que Ae,, = Ajen,.

Paso 3) Los coeficientes x,,,,j = 1,..., M se obtienen como solucién por mini-
mos cuadrados del sistema:

an]bnjd,’j = F(A"2).
Salidas: M € N, ¥

3.2.4. Recuperacion de splines a partir de la transfor-
mada de Fourier.

En este caso, el problema a resolver mediante métodos de Prony es uno

muy interesante y que aparece frecuentemente en diversos campos cienti-

ficos, que es la recuperacion de funciones de soporte compacto a partir de

datos de su transformada de Fourier, e.g. [19]. Para desarrollar este problema,
utilizaremos las siguientes definiciones:

Definicién 3.5 (Transformada de Fourier). Sea f € LY(R), una funcion
integrable. Entonces f: R — C con

- / " f@)e € dn,  geRi= VL,

se llama transformada de Fourier de f.

Definicién 3.6 (Spline). Sea m,n € N, y sean {t;}72\" C R, tal que t; <
ly < ... <tlmin- Decimos que s : R — R es un spline de grado m con soporte
en [t1, tmn] y nodos {t; 374", si verifican las siquientes condiciones:

1: s(x) =0, sixz € (—00,t1) U (tyin, 00)
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2: Sl[tj,tjﬂ) es un polinomio de grado menor o igual que m-1, para j =
1,....m+n—1.

3: s € C™"%(R) (donde definimos C°(R) := C(R), y C"Y(R) el conjunto de
funciones continuas a trozos).

El primer paso sera considerar los splines de grado m = 1, es decir, las

funciones escalonadas, dadas por

n

S('T> = Z CjX[tj,tj+1)<x)7 WS R; (322)

=1

Siendo X[, +,,,) la funcién caracteristica del intervalo [t;,t;41) y ¢; € R dis-
tintos. Aplicando la transformada de Fourier a esta funcién, resulta

5(8) = / (Z CjX[tj,tH-l)(x)) e dr = Z Cj </ X[tj,tj+1)($)eix£dx) =
—0 \ 55

j=1 —oo
1 tjt1 LI
= —izg _ J [ —igt; i€t | _
= c; e "dx | = e "™ — ettt | =
ol ] ) ()
7=1 J 7=1
n+1
1 )
= (¢ —¢)e ™,
e
denotando ¢y = c,y1 = O,cjl- = ¢; —¢j-1,J = 1,...,n + 1, obtenemos
finalmente que
n+1
f(&) = i€3(8) = ) cje™n, (3.23)
j=1
es una suma de exponenciales complejas (fijamos f(0) := 0). Para poder
recuperar la funcién s, serd necesario suponer que existe 7 > 0 tal que ¢,7 €
[—m,m),7=1,...,n+ 1. Puesto que s es una funcién real, por construccion,
se verifica
f(&) = f(=9).

A partir de los valores §(k7),k = 1,..., N, para una cota adecuada N > n—+1,
se pueden reconstruir 2N + 1 valores de f, de la siguiente manera:

ilrs(Ir) 1=1,...,N,
flr)=< f(=lr) 1=-N,...,—1, (3.24)
0 [ =0.
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El siguiente paso es considerar la funciéon definida por

n+1

f&):=f((=N+&r) = Z(C;eiNT)eif(*th),

j=1

que verifica f(k) = f((—=N + k)7),k = 0,...,2N, los cuales son conocidos.
Por ser f una suma de exponenciales complejas, podemos emplear alguno de
los métodos vistos en el capitulo 2, para recuperar los valores t; y c}, ] =
1,...,n+ 1. Finalmente, los coeficientes ¢; en (3.22) se recuperan mediante
la recurrencia

1 ._ 1.
=0 yci=ciatc,]=2,...,n

Teniendo en cuenta este caso, la generalizacién a splines de mayor grado
sigue los siguientes pasos. Para m € N, se definen los B-splines de la siguiente
manera

Definicién 3.7 (B-spline). Sea m,n € Ny, y {t;}7" C R, cont; < ... <
tmtn- Los B-splines de grado m en los nodos ty,. .., tmn, denotados por B
se definen mediante la siguiente relacion de recurrencia:

T —1t; tiv1 — }
B (x) = tﬁm_—lith;ﬂ*I + hBﬁll, j=1,....n
con Bj(x) := Xt 4;,1)()-
Fijando ty,...,tmynn, los B-splines en dichos nodos son conocidas las si-
guientes propiedades, véase e.g. [5]:
1: Sop(BT") = [tj tjem),J =1,...,n.
2: El conjunto {B}",..., B™} es una base del espacio de splines de grado

m en los nodos ty, ..., tnin.

3: Para m > 3, se verifica

B} (x) B} () ) .
— ) j=1... n.
jHm—1— b Tigm — L

(B7Y(@) = (m = 1)
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Teniendo esto en cuenta, todo spline de grado m se puede expresar como
x) = chB]m(:v), r €R, (3.26)

para determinados nodos ti,...,ty,1,. A partir de la propiedad (3.25), se
deduce

n n+k
sW(z) = ;BB () =Y e FBI M),  k=1,...,m—1,
7=1 j=1
(3.27)
con
A c+c _1 l=0,7=1,....n+m—1
j tm+1ktjl+cl+1 =1 m—1.1i=1 — =1
T & 1 ey , ] yee, M ,
(3.28)
fijando ¢, := 0,1 = 1,...,m. En particular, para k = m — 1, se tiene
n+m—1 n+m—1
8(m71)<x> — Z CJIB;(I) = Z C;X[tj7tj+1)‘
j=1 j=1

De forma similar al caso anterior, aplicando la transformada de Fourier al
spline s en (3.26),

n+m— 1 n+m
5(6) = Z —2 — i) = z§ B Zc e (3.20)
con ¢ :=cj—c;_,j=1,...,n+m,y ¢§g = chy,, = 0. A partir de (3.29)
deducimos que c? #0,j = 1, ...,n+m, ya que si no fuese asi, alguno de los

¢; en (3.26) seria nulo, y bastaria considerar s como un spline de grado s-1.

Como ocurria con los splines de grado 1, suponiendo que existe 7 > 0 tal que
t;T € [-m m),j=1,...,n+m, basta considerar la funcién

f(&) == (i§)™5(6),

que es una suma de exponenciales complejas de orden n + m, por (3.29) y
aplicando un razonamiento totalmente simétrico al caso anterior, podemos
recuperar los nodos t] y los coeficientes c ,j =1,....,n+ m a partir de los
datos 5(I7),l =1,...,N, con N > n+ m una cota adecuada.
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Nota: Siel orden des en (3.26) es desconocido, conociendo la cota N > n 'y los
datos de su transformada de Fourier correspondiente, la reconstruccion
seguiria siendo valida, aplicando los métodos de Prony basados en la
descomposicién QR/ESPRIT.

Un paso més en este método, se basa en recuperar funciones de la forma
v) =) ¢®r+t) wER, (3.30)

con ¢cj # 0,5 =1,...,n, para ciertos pardmetros {t;}}_; CRy ® € C(R) N
L'(R), tal que para T' € R, @(5)] >¢e>0,6 € (—T,T). Ha de suponerse, de
nuevo, que existe 7 > 0 tal que |¢;7| < min{x,T},j =1,...,n. Aplicando la
transformada de Fourier a la funcién (3.30),

:/:f(x)e—iffdx:/ (Zc] (z+1;) ) ~iga gy
:icj(/_z@(wv%j)ei&dx) = (/ZCD (ytj)dy> =

n
:(f)(g) Z Cjeigtj)’
j=1
haciendo el cambio de variable y = x +t; en cada integral del sumatorio. Por
lo tanto, considerando la funcién

he) = % =Y e, ge(-TD),

(esté bien definida pues |®(€)| > ¢ > 0,& € (—T,T)), obtenemos de nuevo
una suma de exponenciales complejas. Haciendo un razonamiento analogo al
caso de splines, se deduce que la funcién f en (3.30) se puede reconstruir, a
partir de los valores h(—7N + k7),k = 0,...,2N, para cierta cota adecuada
N > n.

3.3. Experimentos numeéricos.

Para finalizar esta seccion, de manera analoga al capitulo 2, se expondran
varios experimentos interesantes que ejemplifican la teoria desarrollada.
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3.3.1. Experimento 1.

En este caso se trata de recuperar un vector 9-disperso a partir de sus
datos de Fourier. Los parametros considerados son los siguientes:

o M =0.
o D =1024.
e Operador A = diag(w%?, ... ,wUD*(D_l)), wp = e D,

Valores no-nulos:
(’Il; X5, L9, X19, L42, T45, L71, X115, ‘/E132) = (7a 5) _7) 37 1()’ 57 _57 77 _5)

e = 0,0005.

® Yy = Top + e,k =0,...,2N — 1, como en (3.21) (Se denota con "
, ya que en este caso se corresponde con la transformada de Fourier
discreta), siendo ey errores de medicién, tomados de forma uniforme
en el intervalo [—v,7],v € R.

o F=Id.

Los resultados obtenidos se muestran en la Tabla 3.2.

N=1L v M o Posiciones no nulas
10 0 4 1 1 42 100 136
30 0 6 1 1 15 43 71 115 132
20 0 8 1 1 9 19 42 45 71 115 132
70 0 9 1 1 5 9 19 42 45 71 115 132
10 1 4 1 0 42 100 136
30 1 6 1 1 16 43 71 115 132
50 1 8 1 1 9 19 41 44 71 115 132
90 1 9 1 1 5 9 19 42 45 71 115 132
11 0 9 7 1 5 9 19 42 45 71 115 132
Empleando la funcién rank para estimar M.
4 [o] o |[1]1 5 9 19 4 4 71 115 132

Tabla 3.2: Experimento 1. Recuperaciéon de las posiciones no nulas.
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A la vista de los resultados, es claro que cuantos mas datos de Fourier
poseamos, mayor sera la precision al estimar las posiciones, y que a mayor
error de medicion, mayor cantidad de datos necesitados. También es desta-
cable que una correcta elecciéon de o puede reducir enormemente la cantidad
de datos necesarios, ya que por ejemplo, en este caso pasamos de necesitar
N =70 para c = 1a N = 11 para ¢ = 7. Como ya ocurria en los expe-
rimentos anteriores, la aproximacion del rango de una matriz se calcula de
forma mas eficiente con la funciéon rank de Matlab, en ausencia de ruido, sin
embargo la forma desarrollada en la teoria es mas estable cuando hay errores
de medicion.

Los siguientes experimentos se basan en la recuperaciéon de desarrollos
en funciones Gausianas de frecuencia modulada, estos tipos de funciones son
muy usadas en campos como teoria de la senal, por lo que sera interesante
poder recuperarlas de una manera eficiente, empleando los algoritmos desa-
rrollados de una forma concreta (véase e.g. [17]).

3.3.2. Experimento 2.

En este experimento, los desarrollos son del tipo siguiente:

f(z) = Z cig(z — aj), (3.31)

MeN,ygx)=eP" e C\{0},a; € R,¢; € C. Este tltimo tipo de fun-
ciones, con 8 complejo, recibe el nombre de funcién Gausiana de frecuencia
modulada. La eleccién adecuada es escoger como funcional la identidad, y el
operador de tipo "shift”siguiente:

Sunf(@)i= -2 o 1) = SO fo ), b RV0)

En (3.31) hay que hacer diferentes consideraciones, en funcién del /3 elegido
en la funcién Gausiana. Por un lado, si Re(f) = 0, tomaremos h tal que
0<h< W, con T tal que a; € (=T1,T),Vy. En otro caso, h se puede
tomar de forma arbitraria. En estas condiciones, las funciones v; := g(x —

a;),j =1,..., M, son autofunciones del operador Sy, pues

S, nv;(z) = oBh@uth) o —B(at+h—a;)? _ 2Bha; —Bz—a)? _ e2Pheiy. (),
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y por lo tanto (3.31) se puede recuperar a partir de los valores f(zo+hk), k =
0,...,2M — 1. El procedimiento a seguir sera el siguiente. Por definicion,
podemos expresar f en (3.31) de la siguiente forma,

M M M
—B(z—a;)? o T ~ a;x
f@) =3 e o = 3 (eig(a))g(@)e? s = 3 Egla)e®s,
j=1 j=1 j=1

con ¢; = g(ay)c;, y &; = 2fa;. El siguiente paso sera considerar la funcién

flo) = g7 @) (@) = 30 ge,

la cual sabemos recuperar, mediante el método clasico de Prony, aplicado a
los valores f(zo+kh) = g~ (xo+kh) f(xo+kh),k =0, ...,2M —1. Por tltimo,
basta recuperar los valores originales, mediante «; = g‘—é, cj =g ;).

En particular, consideramos los pardmetros M =5, 5 = —i, g(x) = emz, h =
1,y aj,¢;,7 =1,...,5 en Tabla 3.3. Estos tltimos se han tomado de forma
aleatoria y uniforme en los intervalos a; € (=5,%) y ¢; € (=5,5) +i(—2,2).
Se han empleado los pardmetros f(—1+ k),k = 0,...,9. Como resultado,
obtenemos que los errores para las aproximaciones &;, ¢;, son

jgaX5 laj — &;] = 1,8722e — 13, gax cj — G| = 3,4824e — 12.
J a; ¢
1 0,80971 —3,9811e + 00 + 6,2296e — 014
2 0,76382 —7,8239¢ — 01 — 1,8572¢e + 00z
3 —0,33858 4,1574e + 00 + 1,3965¢ + 00z
4 0,48845 2,9221e + 00 + 1,7360e 4+ 007
) —1,0330 4,5949¢ + 00 + 7,1494e — 012

Tabla 3.3: Experimento 2. Parametros del desarrollo (3.31).
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(a) Parte real de fy f. (b) Parte imaginaria de fy f.

Figura 3.1: Experimento 2. Comparacién de f y f.

3.3.3. Experimento 3.

Las funciones consideradas en este ejemplo, reciben el nombre de Gau-
sianas moduladas, y son muy similares a las anteriores, pero anadiendo un
factor de modulacién. Se pueden expresar de la siguiente manera:

M
fla) =) e g(x — s;), (3.32)
j=1
MeN, yg) =e? 3¢ R, a5 € 10,1),¢; € C\{0},s; € R. Toman-
do de nuevo la identidad como funcional y el operador Sy, definido en el
ejemplo anterior, las funciones v;(z) = e*™*%g(x — s;), son autofunciones
del operador, ya que,

Sg,hUj(fE) — Bh(2zth) 2mia; (x+h)€—ﬁ($+h—8j)2 _ 62h(58j+ﬂ-iaj)vj<x).

Para el correcto desarrollo del método, serd necesario suponer que f3s; +mic;,
son distintos dos a dos, y 0 < h < % De forma similar al experimento 2,
podemos expresar (3.32), en la forma

M M

f(SL’) — Z Cj€2m'ajxe*5(zfsj)2 — Z(ng<sj))g(x>€(2m'aj+265j)x

J=1 J=1
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con ¢; = ¢g(sj)cj, y &; = 2mici; +208s;. Y de nuevo reconstruimos la funcion
M

flz) =g @) fx) =) e,
j=1

a partir de los valores f(zo+kh) = g~ (wo+kh) f(zo+kh), k=0, ...,2M —1.
Im(a;) o _

Por tltimo, deshaciendo el cambio de variable, obtenemos, a; = — -, s; =

Re(a; _ ~
2(5’), y ¢ =g ' (s5)¢.

Para un ejemplo concreto, tomamos los parametros M = 6,5 = %, g(x) =

12
e 2,h = % y los coeficientes «o; € (0,1),¢; € (—10,10) y s; € (—5,5), en
Tabla 3.4. Se han empleado las mediciones f (%k), k=0,...,11, obteniendose
los errores:

..........

.....

o & 55
0,8176 —0,2642 —1,4927
0,7948 —1,2828 4,3900
0,6443 —1,0643 3,7594
0,3786 -3,8730 0,5016
0,8116 0,1702 1,2248
0,5328 0,2154 0,8704

| o =] W] —]~.

Tabla 3.4: Experimento 3. Pardmetros del desarrollo (3.32).
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Apéndice A

El problema de autovalores
generalizado.

El problema de autovalores generalizado trata de extender la definicién
clasica de autovalores, a un espectro mas amplio de matrices.
Dada una matriz A € K,,x,, K € {R,C}, y n € N, el problema clasico de
autovalores pretende encontrar escalares A que verifiquen det(A — A\ d,,) = 0.
Aquellos que verifiquen dicha condicién reciben el nombre de autovalores.
Sin embargo, en determinados contextos, esta definicién puede ser bastan-
te restrictiva, por lo que el problema de autovalores generalizados trata de
ampliar este concepto. Para ello definiremos en primer lugar los lapices ma-
triciales, e.g. [7].

Definicién A.1. Sean A, B € K, ixn, K € {R,C}, y myn € Nym > n. La
matriz A — AB, recibe el nombre de lapiz matricial. Se toma A como una
variable indeterminada.

Ademds, si m = n, y eziste al menos un \g € K tal que det(A — \oB) # 0,
se dice que el ldpiz matricial A — B es reqular; en cualquier otro caso, se
denomina singular.

Para A — AB regular, se define su polinomio caracteristico como p(A\) :=
det(A — AB), y sus autovalores generalizados, como:

(1) Las raices de p(\).

(2) oo (con multiplicidad n — deg(p)) si deg(p) < n.

33
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Un resultado importante, y que se puede generalizar al caso de lapices
matriciales singulares, es el siguiente:

Proposiciéon A.1. Sea A — AB un ldpiz matricial regular. St B es reqular,
todos los autovalores generalizados de A — AB son finitos, y los mismos
que los autovalores en el sentido cldsico, de AB~'oB™'A. Si B es singular,
A — AB tiene como autovalor a oo con multiplicidad n — rg(B). Si A es
reqular, los autovalores generalizados de A — \B son los autovalores inversos
de A7'B 6 BA™', donde un autovalor nulo de A='B corresponde con un
autovalor oo de A — \B.

Demostracion. Si B es regular, y A\g es un autovalor suyo, entonces por defi-
nicion

0 = det(A — X\oB) = det(AB™" — \oId,,) = det(B™ A — \Id,,),

por lo tanto, )y es autovalor de AB~! y de B~!A.
Si B es singular, consideramos su descomposiciéon SVD, tal que B =UXV, y
obtenemos

p(A\) = det(A—NUXV) =det(U(UAV — AX)V") = £det(UTAV — A\X).

Puesto que r := rg(B) = rg(X), habra un total de r As en la matriz U *
AV — A\¥, en consecuencia gr(p) = r.

Si A es regular, det(A — AB) = 0 & det(Id, — NA™'B) = 0 6 det(Id, —
ABA™!) = 0. Y esto solo ocurre, si A = Oyl/\ son autovalores de A™'B 6
BA™L O

De forma similar, se definen los autovectores generalizados para lapices
matriciales regulares,

Definicién A.2. Sea A — AB un ldpiz matricial reqular, con A,BE C,xp,
y Ao un autovalor generalizado suyo. Se dice que v € C" es un autovector
generalizado por la derecha, asociado a Ao, si (A — X\gB)U = 0.

Si Ny = 00, y BU =0, entonces U es un autovalor generalizado por la derecha,
asociado a 0o.

Se dice que )y es autovalor generalizado por la izquierda de A — AB, si es
un autovalor generalizado por la derecha de (A — AB)*, donde * denota la
transpuesta conjugada.

Otro concepto importante es el de lapices matriciales equivalentes.
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Definiciéon A.3. Se dice que los ldipices matriciales A — AB y C — AD
son equivalentes, si existen matrices requlares Py y P», tales que C'— AD =
P,AP, — AP,BP;.

A partir de esta definicién se deduce el siguiente resultado.

Proposicion A.2. Dados dos ldpices matriciales equivalentes A — AB y
C — AD, se verifica:

(1) A—AB y C — AD tienen los mismos autovalores generalizados.

(2) ¥ es autovector generalizado por la derecha de A — \B, si y solo si,
Py 17 lo es de C — AD.

(3) W es autovector generalizado por la izquierda de A — \B, si y solo si,

(P}~ lo es de C — AD.

Para este tipo de matrices, tambien existe una forma canoénica, cuyo obje-
tivo es generalizar la forma canoénica de Jordan a lapices matriciales regulares.

Teorema A.1 (Forma candnica de Weierestrass). Sea A — AB un ldpiz ma-
tricial reqular. Entonces existen matrices requlares PyyPs, tales que

Pi(A = AB)Py = diag(Jp, (A1) — Mdy,, ..., Ju.(Ae) — Ay, Nonss -+ N ),

con Jn,(Ai) un blogue de Jordan del autovalor \;,

[\, 1 0 ... 0

N1 .0
o o . . 1
0 0 ... 0 A

Yy Ny, es un blogue de Jordan para el autovalor oo, con multiplicidad m;,

1A 0 ... 0]
01 A ... 0
Noi= |5 0 0 0 ] € Couens.
0 0 A
0 o0 ... 0 1]
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El problema de autovalores generalizado se extiende a lapices matriciales
singulares, de la siguiente manera.

Definicién A.4. Sea A—\B un ldpiz matricial singular, con A, B € C,,xpn, m >
n. Se dice que v € C" es autovector generalizado por la derecha del lapiz ma-
tricial A — AB, asociado al autovalor generalizado Ao € C, si verifican,

(A—XB)v=0.
En este sentido, existe de nuevo una forma canonica.

Teorema A.2 (Forma canénica de Kronecker). Sea A—AB un ldpiz matricial
singular, con A, B € C,,xn, m > n. Entonces, existen matrices requlares P, €
CrisxmyPa € C,xn, tales que el ldpiz matricial equivalente PLAP, — AP, BP; es
diagonal por bloques, los cuales son de la siguiente forma: Bloques de Jordan,
asociados al autovalor N

A =X 1 0 ... 0 ]
o X 1 ... 0
JnN)=Ndy =1 0 0 0| € Crsms
0 0o . . 1
.0 0 ... 0 XN—=)\]

bloques de Jordan correspondientes al autovalor oo,

1 X 0 ... O]
0O 1 A 0
Ny = e(cmxma
0 0 SR\
o 0 ... 0 1]
bloques singulares por la derecha,
1 X 0 ... 0
0 1 A 0
Ly, = |. € me(erl)a



87

y bloques singulares por la izquierda,

1 0 ... 0]
A1 .00
A U =
: : 1
0 0 ... AJ

Ly, es singular por la derecha, pues VA,
Ly, (A, = m=to m=2" 41T =0, y de manera andloga para LT .
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Apéndice B

Cédigos.

B.1. Capitulo 2.

Un denominador comun en los tres siguientes algoritmos es la correcta
eleccion de un €, ya que en definitiva serd el que proporcione la aproximacion
de M. Esta eleccién, en el caso con ruido se verd afectada por el método en
concreto que estemos empleando, y los valores N, L.

En primer lugar, la eleccién de ¢, en el algoritmo (2.2.1) se verd afectada
por la diferencia de los moédulos del vector cl, que nos indicard un valor
adecuado del mismo.

Cédigo B.1: Método Prony (Algoritmo 2.2.1).

function [M,c,lambdal] =metodoProny(N,L,eps,f)
%f vector fila con las evaluaciones.

%Definimos la matriz H_{2N-L,L+1}:
H2N=zeros (2*xN-L,L+1) ;
for i=1:(L+1)
H2N(:,i)=f(i:(2*xN-L+i-1));
end
%A partir de esta, construimos H_{2N-L,L}(0).
H2NO=H2N (1:2*N-L,1:L);

%Calculamos la solucidén por minimos cuadrados del sistema:
g=lsqminnorm (H2NO ,-f (L+1:2xN)."');

%Definimos la matriz compafiera y calculamos autovalores

distintos (ordenados de forma creciente).
Comp=diag(ones(1,L-1),-1);
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Comp (:,L)=-q;
z=unique (eig(Comp."'), 'sorted');

%Matriz de tipo Vandermonde:
V2N=zeros (2*N,length(z)) ;
for k=0:(2*xN-1)

V2N (k+1,:)=z."k;
end

%#Hallamos coeficientes 1:
cl=1lsqminnorm(V2N,f."');

[cl,ordl]=sort(cl);

z=z(ordl); %z_i ordenados tal que c_i<=c_{i+1}.

%Eliminamos los z_i que no verifiquen la condicién.
i=1;

while (i<=length(cl) && norm(cl(i))<=eps)

z(1)=[1;

i=i+1;

end

%Aprox. de M.
M=length(z);

%Calculamos las aprox. definitivas.
V2NM=zeros (2*xN,M) ;
for k=0:(2xN-1)

V2NM (k+1,:)=z."k;
end
%hc=V2NM\ (f."');
c=lsqminnorm(V2NM,f. ") ;

%Definimos las salidas tal que los lambda vienen dados de
forma

hcreciente.

[lambda,ord2]=sort (log(z));

c=c(ord2);

end

En los métodos QR y ESPRIT, el rango numérico de la matriz Hoy_1 141 €n
(2.25) puede calcularse de diversas maneras, en Matlab la que produce resul-
tados mas estables en el caso sin ruido, es utilizar la propia funcién rank de
Matlab. Sin embargo, para el caso con ruido en las mediciones, serd necesario
calcular un ¢ adecuado para emplear el método desarrollado en la teoria, que
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dependera de los médulos de diag(R) si se emplea el método QR, o bien de
los valores singulares si se emplea el método ESPRIT.

Cédigo B.2: Método Prony QR (Algoritmo 2.2.2).

function [M,c,lambdal= metodoPronyQR(N,L,eps,f)
%f vector fila con las evaluaciones.

%Calculamos la matriz H_{2N-1,L+1}

H2N=zeros (2xN-L,L+1) ;

for i=1:(L+1)
H2N(:,i)=f(i:(2*N-L+i-1));

end

% Descomposicion QR con pivotaje tal que diagonal de R
decreciente en modulo.
[Q,R,P]l=qr (H2N) ;

%Determinar rango numérico

% M=0;

% r=diag(R) ;

% while M<length(r) && norm(r (M+1))>=eps*norm(r (1))
% M=M+1;

% end

M=rank (H2N) ;

%Contsruir T_{M,L}(0) y T_{M,L}(1):
S2N=R*P. ';

TMLO=S2N(1:M,1:L);
TML1=S2N(1:M,2:L+1);

%Preacondicionamiento de las T
% r=diag(R);

% TO=(inv(diag(r(1:M)))) *TMLO;
% Ti=(inv(diag(r(1:M))))*TML1;

%Construir matriz FM
FM=pinv (TMLO. ') *(TML1.');

%Si se usan las matrices acondicionadas.
%FM=pinv (TO.')*(T1."');

%Calculamos los parametros aproximados
z=eig (FM);
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40 V2NM=zeros (2*N,M) ;

41 for k=0:(2*N-1)

42 V2NM (k+1,:)=z."k;

43 end

44

45 c=lsqminnorm (V2NM,f. ') ;

46

47 %0rdeno los lambda de forma creciente, y los c
respectivamente

48 [lambda,ord]l=sort (log(z));

49 c=c(ord) ;

50 end

Cédigo B.3: Método ESPRIT (Algoritmo 2.2.3).

1 function [M,c,lambda]=metodoESPRIT(N,L,eps,f)
2 %f vector fila con las evaluaciones.

3

4 %Calculamos la matriz H_{2N-1,L+1}

5 H2N=zeros (2*N-L,L+1) ;

6 for i=1:(L+1)

7 H2N(:,1)=£f(i:(2%N-L+i-1));

8 end

9

10 %Facroizacién SVD tal que H2N=U*S*V':

11 [U,S,V]=svd (H2N) ;

12 w=V"';

13 s=diag(8);

14

15 %Hallamos el rango numérico:

16 % M=0;

17 % while M<length(s) && s(M+1)>=eps*s (1)
18 pA M=M+1;

19 % end

20 M=rank (H2N) ;

21

22 %Definimos W_{M,L}(0) y W_{M,L}(1):

23 WMLO=W(1:M,1:L);

24 WML1=W(1:M,2:L+1);

25

26 %Construimos matriz FM y hallamos sus autovalores.
27 FM=pinv (WMLO.')*(WML1."');

28 z=eig (FM) ;

29

30 %Hallamos los parametros aproximados:

31 V2NM=zeros (2*N,M) ;
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32 for k=0:(2*xN-1)
33 V2NM(k+1,:)=z."k;
34 end
35
36 c=lsqminnorm (V2NM,f."');
37
38
39 %0rdeno los lambda de forma creciente, y los c
respectivamente:
40 [lambda,ord]=sort(log(z));
41 c=c(ord) ;
42
43 end
Cédigo B.4: Experimento 1.
I M=6;
2 ¢c=1:6;
3 z=[0.9856-0.1628i 0.9856+0.1628i 0.8976-0.4305i 0.8976+0.43051

0.8127-0.56901i 0.8127+0.5690i];
eps=10"(-10) ;

6 %N,L variando en funcidén de los parédmetros a introducir.
7 N=6;
8 L=6;

10 J%Evaluaciones conocidas a priori.

11 k=0:2%N-1;

12 f=evalflambda(c,log(z) ,k);

13

14 %En el caso de ruidos en las mediciones.

15 % e=(10"(-4))*linspace(-1,1,2%*N);

16 % f=f+e;

17

18 %0btenemos las aproximaciones(Las aproximaciones de los
coeficientes c y

19 9% los exponentes lambda vienen dados como vectores columna).

20 [MaproxP,caproxP,laproxP]=metodoProny(N,L,eps,f);

21  [MaproxQR, caproxQR,laproxQR]=metodoPronyQR(N,L,eps,f);

22 [MaproxE, caproxE,laproxE]=metodoESPRIT(N,L,eps,f);

23

24 [MaproxP ,MaproxQR,MaproxE]

25

26  %Calculamos los errores.

27 [elambdaP,ecP,eevalP]=errores(laproxP,log(z),caproxP,c,N,M);

28 [elambdaQR,ecQR,eevalQR]=errores (laproxQR,log(z),caproxQR,c,N,M)
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[elambdaE,ecE,eevalE]=errores (laproxE,log(z),caproxE,c,N,M);

%Mostramos los resultados
[elambdaP ecP eevalP;elambdaQR ecQR eevalQR;elambdaE ecE eevalE]

%#Funcién que calcula las evaluaciones de la funcidén f de
parametros c y

%#lambda en nodos dados, con c,lambda y nodos vectores fila.

function [f] =evalflambda(c,lambda,nodos)

f=c*(exp(nodos'.*xlambda))."';
end

%#Funcidén que reordena las aproximaciones obtenidas para
emparejarlas con

%los parametros reales de la funcidén que le corresponde.

function [lreordenado,creordenado]=reordenar (lreal,laprox,caprox

)

n=min(length(lreal),length(laprox));
lreordenado=laprox;
creordenado=caprox;

for i=1:n

[~,jl=min(lreal(i)-lreordenado(i:n),[],ComparisonMethod
="abs"); %Seleccionamos la posicidén correspondiente al valor
real en posicion i,

aux=[i:n];

aux (1)=i+j-1; JCambiamos las posiciones 1 e i.

aux (j)=1i;

lreordenado(i:n)=1reordenado (aux); J%Cambiamos 1la
posicidén del vector con los lambda, segin los indices
anteriores.

vaux=creordenado (i) ; YHacemos los mismos cambios de
posiciones en el vector de coeficientes c.

creordenado (i)=creordenado (i+j-1) ;

creordenado (i+j-1)=vaux;
end

end

Codigo B.5: Experimento 2.
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lambda=(1i/1000) *[7 21 200 201 53 1000];
eps=10"(-10) ;

%N,L variando en funcién de los parametros a introducir.
N=10;
L=10;

%Evaluaciones conocidas a priori.
k=0:2xN-1;
f=evalflambda (c,lambda,k) ;

%En el caso de ruidos en las mediciones.
e=(10"(-4))*linspace(-1,1,2*N);
f=f+e;

%0btenemos las aproximaciones(Las aproximaciones de los
coeficientes c y

% los exponentes lambda vienen dados como vectores columna).

[MaproxP,caproxP,laproxP]=metodoProny(N,L,eps,f);

[MaproxQR, caproxQR,laproxQR]=metodoPronyQR(N,L,eps,f);

[MaproxE, caproxE,laproxE]=metodoESPRIT(N,L,eps,f);

%Calculamos los errores.
[elambdaP ,ecP,eevalP]=errores (laproxP,lambda, caproxP,c,N,M) ;
[elambdaQR,ecQR,eevalQR]=errores (laproxQR,lambda, caproxQR,c,N,M)

)

[elambdaE, ecE,eevalE]l=errores (laproxE, lambda, caproxE,c,N,M);

[MaproxP ,MaproxQR,MaproxE]
[elambdaP ecP eevalP;elambdaQR ecQR eevalQR;elambdaE ecE eevalE]

Cédigo B.6: Experimento 3.

M=6;

c=6:-1:1;

lambda=(1i/1000) *[200 201 202 203 204 205];
eps=10"(-10) ;

%N,L variando en funcién de los parametros a introducir.
N=600;
L=600;

%Evaluaciones conocidas a priori.
k=0:2xN-1;
f=evalflambda (c,lambda,k) ;
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%0btenemos las aproximaciones(Las aproximaciones de los
coeficientes c y

% los exponentes lambda vienen dados como vectores columna).

[MaproxP,caproxP,laproxP]=metodoProny(N,L,eps,f);

[MaproxQR, caproxQR,laproxQR]=metodoPronyQR(N,L,eps,f);

[MaproxE, caproxE,laproxE]=metodoESPRIT(N,L,eps,f) ;

%Calculamos los errores.

[elambdaP ,ecP,eevalP]=errores (laproxP,lambda, caproxP,c,N,M);
[elambdaQR,ecQR,eevalQR]=errores (laproxQR,lambda, caproxQR,c,N,M)
[elambdaE,ecE,eevalE]=errores (laproxE,lambda, caproxE,c,N,M);
[MaproxP ,MaproxQR,MaproxE]

[elambdaP ecP eevalP;elambdaQR ecQR eevalQR;elambdaE ecE eevalE]

Cédigo B.7: Algoritmo QR (con M conocido).

function [c,lambdal= metodoPronyQRM(M,N,L,f)
%f vector fila con las evaluaciones.

%Calculamos la matriz H_{2N-1,L+1}

H2N=zeros (2*xN-L,L+1) ;

for i=1:(L+1)
H2N(:,i)=f(i:(2*N-L+i-1));

end

% Descomposicion QR con pivotaje tal que diagonal de R
decreciente en modulo.
[Q,R,Pl=qr (H2N) ;

%Contsruir T_{M,L}(0) y T_{M,L}(1):
S2N=Rx*P.';

TMLO=S2N(1:M,1:L);
TML1=8S2N(1:M,2:L+1);

%Preacondicionamiento de las T
r=diag(R);
TO=(inv(diag(r(1:M))))*TMLO;
Ti=(inv(diag(r(1:M))))*TML1;

%Construir matriz FM
%FM=pinV(TMLO.')*(TML1.');

%51 se usan las matrices acondicionadas.
FM=pinv (TO.')*(T1."');



96 APENDICE B. CODIGOS.

29
30 %Calculamos los parametros aproximados
31 z=eig (FM) ;
32
33 V2NM=zeros (2*xN,M) ;
34 for k=0:(2*N-1)
35 V2NM (k+1,:)=z."k;
36 end
37 c=lsqminnorm (V2NM,f."');
38
39 %0rdeno los lambda de forma creciente, y los c
respectivamente
40 [lambda,ord]l=sort (log(z));
41 c=c(ord);
42 end
Cédigo B.8: Experimento 4.
1 % Defino la funcidén a aproximar y los parametros:
2 g=0(x) 1./x;
3 a=1;
4 b=1076;
5 N=500;
6 L=250;
7 M=20;
8

9 Y%Valores medidos:

10 h=g(a+((b-a)/(2xN))*[0:2*N-1]) ;

11

12 YAplicamos el algoritmo conociendo M:

13 [c,lambda]=metodoPronyQRM(M,N,L,h)

14

15 YEvaluaciones para calcular el error.

16 t=linspace(a,b,1077);

17 nodos=((2*N)/(b-a))*(t-a);

18 f=evalflambda(c.',lambda.',nodos);

19

20 %Calculamos el error absoluto

21 eabs=abs(g(t)-£f);

22

23 JGraficamos error absoluto (escala logaritmica eje y):

24 semilogy(t,eabs);

25 title('Error absoluto $lg(t)-£f(t)[$', 'Interpreter','latex')

26 xlabel (['$t\in$ [' num2str(a) ',' num2str(b) ']'],'Interpreter’',
'latex')
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Codigo B.9: Experimento 5.

#Definimos la funcidén a aproximar y los parametros.
%plot (linspace (0,1000,1077) ,besselj(0,linspace(0,1000,1077)))

a=0;
b=1000;
M=20;
N=500;
L=250;

%Valores medidos:

h=besselj(0,a+((b-a)/(2*N))*[0:2*xN-1]) ;

%Aplicamos el algoritmo conociendo M:
[c,lambdal=metodoPronyQRM(M,N,L,h) ;

figure (1)

plot(real(c),imag(c) ,"*r");
title('Valores aproximados $c_j$', 'Interpreter', 'latex');
xlabel ('$Re(c_j)$', 'Interpreter','latex');
ylabel ('$Im(c_j)$', 'Interpreter','latex');

figure (2)

plot(real(lambda) ,imag(lambda) ,"x",Color="#572975" ,MarkerSize=9)

title('Valores aproximados $\lambda_j$', 'Interpreter', 'latex')
xlabel ('$Re(\lambda_j)$', 'Interpreter', 'latex');
ylabel ('$Im(\lambda_j)$', 'Interpreter', 'latex');

x1im([-1.2,0.2]);
ylim([-1.2,1.21);

%Nodos a evaluar la aproximacidén para calcular el error.
t=linspace(a,b,1077);
nodos=((2*xN)/(b-a))*x(t-a);

f=evalflambda(c.',lambda.',nodos);

%Calculamos el error absoluto

eabs=abs (besselj(0,t)-£f);

%Graficamos error absoluto (escala logaritmica eje y):

figure (3)
semilogy (t,eabs);

title('Error absoluto $1J_0(t)-£f(t)|$', 'Interpreter', 'latex"')

xlabel (['$t\in$ [°'
'latex ')

num2str (a)

>

num2str (b)

']1'], 'Interpreter’',
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B.2. Capitulo 3.

Cédigo B.10: Método ESPRIT para vectores dispersos.

function [Maprox,posaprox,c]=metodoESPRITvdis(N,L,eps,y,sigma,wd

—_

,D,A)

2

3 %Calculamos la matriz H_{2N-1,L+1}

4 H2N=zeros (2xN-L,L+1) ;

5 for i=1:(L+1)

6 H2N (:,i)=y(i: (2*%N-L+i-1));

7 end

8

9 sFacroizacién SVD tal que H2N=U*Sx*V':

10 [U,S,V]l=svd(H2N) ;

11 W=v';

12 s=diag(8);

13

14 %Hallamos el rango numérico:

15 Maprox=0;

16 while Maprox<length(s) && s(Maprox+1)>=epsx*s(1)

17 Maprox=Maprox+1;

18 end

19 %Maprox=rank (H2N) ;

20

21 %Definimos W_{M,L}(0) y W_{M,L}(1):

22 WMLO=W (1:Maprox,1:L);

23 WML1=W(1:Maprox,2:L+1);

24

25 #Construimos matriz FM y hallamos sus autovalores.

26 FM=pinv (WMLO. ') *x(WML1. ") ;

27 lambda=eig (FM) ;

28 %0btenemos las posiciones aproximadas.

29 posaprox=zeros (1, Maprox) ;

30 for i=1:length(lambda)

31 [~,posaprox(i)]=min(lambda(i)-diag(A),[],
ComparisonMethod="abs") ;

32 end

33

34 %Hay que tener en cuenta la indexacidén de Matlab, por lo que
se resta

35 /5

36 posaprox=sort (posaprox)-1; Yiniciando en O

37
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%0btenemos los coeficientes como solucién del

siguiente, por
fminimos cuadrados:
d=wd.” (sigma.*posaprox) ;
F=zeros (2*N,Maprox) ;
for k=0:2*%xN-1
F(k+1,:)=d.7k;
end

%Redondeamos los resultados.
c=round (lsgminnorm(F,y."')."',7);

end

Cédigo B.11: Experimento 1.

%Definimos los parametros.
D=1024;
N=10;
M=9;
L=N;
eps=0.0005;
wd=exp (-2*pi*1i/D) ;

sistema

%Valores reales (Hay que tener en cuenta que en matlab se indexa

desde O,

%por lo que las posiciones en Matlab seran +1).

pos=[1 5 9 19 42 45 71 115 132];
val=[7 5 -7 3 10 5 -5 7 -5];

%#Calculamos un sigma invertible modulo D.
if D>1
i=2;
while gcd(i,D)~=1
i=i+1;
end
sigma=i;
else
sigma=1;
end
sigma=11;

#Matriz asociada al operador.
A=diag(wd. (sigma*x[0:D-1]));
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%0btenemos los datos de Fourier del vector.
y=val*(wd.  (sigma*[0:2%N-1]. '*pos))."';

%Si hay error de medicidn;
e=linspace(-1,1,2x%N);
y=y+e;

%Se ejecuta el método.
[Maprox ,posaprox,c]=metodoESPRITvdis(N,L,eps,y,sigma,wd,D,A)

)

Codigo B.12: Método Prony para funciones Gausianas.

function [caprox,alphal =PronyGaus(M,f,ginv,b,nodos)
%f vector fila con las evaluaciones.

fl=ginv(nodos) .*f;

%Definimos la matriz H_{2N-L,L+1}:
HM=zeros (M,M) ;
for i=1:M
HM(:,i)=f1(i:(M+i-1));
end

%Calculamos la solucién del sistema:
q=HM\ (-f1 (M+1:2%M).");

%Definimos la matriz compafiera y calculamos autovalores
distintos (ordenados de forma creciente).
Comp=diag(ones(1,M-1),-1);
Comp (: ,M)=-q;
z=eig (Comp) ;

%Matriz de tipo Vandermonde:
V=zeros (M) ;
for k=0:(M-1)
V(k+1,:)=z."k;
end

c1=V\(f1(1:M).");

%Definimos las salidas tal que los lambda vienen dados de
forma
hcreciente.

[alphal,ord]=sort(log(z));

cl=c1(ord);
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% Factor correccién no empezar la muestra en x_0=0.

cl=exp(-nodos (1) .*alphal) .*cl;
%Deshacemos los cambios de variable.

alpha=alphal./(2*b);

caprox=ginv(alpha) .*c1l;

end

Codigo B.13: Experimento 7.

#Definimos los parametros.
M=5;
b=-11;
g=0(x) exp(-(b.*(x.72)));
ginv=0(x) exp(b.*x(x.72));
nodos=[-1:8];

%0btenemos los datos de forma aleatoria uniforme.

c=(-5+(5-(-5)) .*rand (M, 1) +(-2+(2-(-2)) .*rand (M, 1)) .*1i) ."';

a=(-(pi/2)+((pi/2) -(-(pi/2))) .*rand (M,1));

%Experimento 7:

yA c=[-3.5811+0.62296i -0.78239-1.85721i 4.1574+1.39651

2.9221+1.73601i 4.5949+0.714941i];
YA a=[0.80971 0.76382 -0.33858 0.48845 -1.0330]."'

%Evaluaciones de f conocidad a priori.
f=c*xg(nodos-a.*ones (M,2*M)) ;

%Se ejecuta el método.
[caprox,alphal=PronyGaus (M,f,ginv,b,nodos);
[ealpha,ec,~]=errores(alpha,a.',caprox,c,2*xM,M)

%Graficamos los resultados.

x=linspace(0,9,1000) ;

evalreal=c*g(x-a.*xones(M,1000));

evalaprox=(caprox.')*g(x-alpha.*ones(M,1000)) ;

figure (1)

plot(x,real(evalreal),'r--',x,real(evalaprox), 'bx*"',
MarkerIndices',1:5:1000)

>

>

legend ('$Re(£)$', '$Re(\tilde{£f})$', 'Interpreter', 'Latex')

figure (2)
plot(x,imag(evalreal),'r--',x,imag(evalaprox), 'b*"',
MarkerIndices',1:5:1000)

legend ('$Im(£)$', '$Im(\tilde{f})$', 'Interpreter', 'Latex')
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Cédigo B.14: Método Prony para funciones Gausianas moduladas.

function [caprox,aaprox,saprox] =PronyGausMod(M,f,ginv,b,nodos)

end

%f vector fila con las evaluaciones.
fi=ginv(nodos) .*f;

%#Definimos la matriz H_{2N-L,L+1}:
HM=zeros (M, M) ;
for i=1:M
HM(:,i)=f1(i:(M+i-1));
end

%Calculamos la solucidén del sistema:
q=HM\ (-f1 (M+1:2%M).");

%Definimos la matriz compafiera y calculamos autovalores
distintos (ordenados de forma creciente).
Comp=diag(ones(1,M-1),-1);
Comp (: ,M)=-q;
z=eig(Comp) ;

%Matriz de tipo Vandermonde:
V=zeros (M) ;
for k=0:(M-1)
V(k+1,:)=z."k;
end

%Calculamos los coeficientes aproximados:
c1=V\(f1(1:M).");

#Definimos las salidas tal que los lambda vienen dados de
forma
hcreciente.
[alphal,ord]=sort (log(z));
cl=c1l(ord);
%Factor correccidén no empezar en x_0=0.
cl=exp(-nodos (1) .*xalphal) .xcl;
alphal=2.x*alphal;

#Deshacemos los cambios de variable.
saprox=(1/(2*b)) .*real (alphal);
aaprox=(1/(2%pi)) .*imag(alphal) ;
caprox=real (ginv(saprox) .*cl);
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Cédigo B.15: Experimento 8.

%#Definimos los parametros.
M=6;
b=1/2;
g=0(x) exp(-(b.*(x.72)));
ginv=0(x) exp(b.*x(x.72));
nodos=[0:0.5:5.5];

%0btenemos los datos de forma aleatoria uniforme.
c=((-10)+(10-(-10)) .*rand (M, 1)) . ';
a=(rand(M,1))."';
s=(-5+(5-(-5)) .*rand (M, 1)) ;

%Calculamos los datos conocidos a priori.
f=c*(exp ((2*pi*1i) .*(nodos) .*((a."') .*ones(M,2*M))) .*g(nodos—
s.*xones (M,2*M))) ;

%Se ejecuta el método.
[caprox ,aaprox,saprox]=PronyGausMod (M,f,ginv,b,nodos);
[es,ec,eal=erroresGausMod (saprox,s.',caprox,c,aaprox,a,M);

%#Funcién cuya funcidén es reordenar los parametros aproximados,
en la misma

%posicidén que los originales (en caso de que sean conocidos),
para poder

%calcualar de forma correcta los errores.

function [lreordenado,creordenado,sreordenado]=reordenarGausMod (
lreal,laprox,caprox, Saprox)
n=min(length(lreal),length(laprox));
lreordenado=laprox;
creordenado=caprox;
sreordenado=saprox;

for i=1:n

[~,jl=min(lreal(i)-lreordenado(i:n),[],"
ComparisonMethod","abs") ;

aux=[i:n];

aux (1)=i+j-1;

aux (j)=1i;

lreordenado(i:n)=1lreordenado (aux) ;

vaux=creordenado (i) ;

creordenado (i)=creordenado (i+j-1);

creordenado (i+j-1)=vaux;

saux=sreordenado (i) ;

sreordenado (i) =sreordenado (i+j-1);
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sreordenado (i+j-1)=saux;
end
end

%Fucnidén que calcula los errores del método.

function [elambda,ec,es]=erroresGausMod(laprox,lreal,caprox,
creal ,saprox,sreal,M)
M1i=min (M, length (laprox));

%Calculamos los vectores columna que contienen las
aproximaciones

%ordenadas .

[1r,cr,sr]l=reordenarGausMod (lreal,laprox,caprox,saprox) ;

%Calculamos los diferentes errores

elambda=max (abs (lreal (1:M1)-1r(1:M1)."'))/max(abs(lreal (1:M1)
));

ec=max (abs(creal(1:M1)-cr(1:M1)."'))/max(abs(creal (1:M1)));
es=max (abs(sreal(1:M1)-sr(1:M1).'))/max(abs(sreal (1:M1)));

end
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