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Resúmen: En esta memoria se exponen el método Clásico de Prony y sus
generalizaciones. Este tipo de métodos se emplean como solución al problema
de recuperación de funciones estructuradas. Se explica el método clásico para
muestras equiespaciadas y no equiespaciadas, así como su implementación
con factorización QR y con descomposición en valores singulares (método
ESPRIT). El método generalizado extiende la representación de las funciones
a desarrollos finitos de autofunciones de un operador lineal. El método es
aplicado a diferentes problemas, según el operador elegido. Tanto el método
clásico como su generalización quedan finalmente ilustrados con experimentos
numéricos.

Palabras clave:Método de Prony, recuperación de señales, ESPRIT,
vectores dispersos, desarrollos dispersos.

Abstract:In this work, the classical Prony method and its generalisa-
tions are set out. This type of methods is used as a solution to the problem
of structured function recovery. Different versions of the classical method,
for equispaced and nonequispaced samplings, are explained, as well as their
implementation using QR factorization and SVD. Prony’s method is then
extended to sparse representations of functions in a finite number of eigen-
functions of a linear operator. The generalization is exemplified with different
choices of the operator. Both classical and generalized methods are finally
illustrated with several numerical experiments.

Key words: Prony’s method, signal recovering, ESPRIT method, sparse
vectors, sparse expansion.



Capítulo 1

INTRODUCCIÓN

1.1. El problema de la recuperación de una
función estructurada a partir de mues-
tras.

En esta memoria se expone la teoría necesaria para solucionar de forma
numérica uno de los problemas más recurrentes en diversos campos científi-
cos, y que se conoce como recuperación de una función estructurada a partir
de muestras con ruido. Una de la soluciones a este problema, y que será la
desarrollada más adelante, viene dada por los métodos de tipo Prony, que
tienen su origen en el matemático francés Gaspard de Prony (22 de julio de
1755 - 29 de julio de 1839). Estos métodos surgieron a finales del S. XVIII,
pero debido a la ausencia de ordenadores, su interés se vio retrasado hasta
el inicio del S. XX con el avance de los mismos. En particular, se propone la
solución numérica de tres problemas de alto interés.

(1) Se trata de recuperar los parámetros M ∈ N, cj ∈ C\{0} y λj ∈
[−α, 0] + i[−π, π), j = 1, . . . ,M , para α > 0, de una función

f(x) :=
M∑
j=1

cje
λjx, x ∈ R+ ∪ {0},

conociéndose, a priori, los valores muestrales (con posibilidad de errores
de medición), fk := f(k)+ek, k = 0, . . . , 2N−1, siendo N ∈ N, una co-
ta superior adecuada de M y ek errores de medición. Puesto que Re(λj)

5



6 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

e Im(λj) son la amplitud, y frecuencia angular de la exponencial eλjx,
tiene sentido denominar a este problema análisis de frecuencias (e.g.
[14]) y tiene interés en ingeniería eléctrica y física matemática, entre
otras áreas.

(2) A partir de una cantidad finita de valores de la transformada de Fou-
rier de un polinomio definido a trozos de soporte compacto, se trata
de recuperar los nodos, y los respectivos saltos en ellos. Este problema
aparece en áreas como la medicina ( resonancias magnéticas, tomogra-
fías, etc.) o radioastronomía, véase e.g. [2].

(3) Por último, otra aplicación directa de los métodos de Prony, es la re-
cuperación de los denominados vectores x⃗ ∈ D, D ∈ N, M-dispersos,
que son aquellos en los que únicamente M � D componentes son no
nulas. El interés de este problema surje cuando se necesita reconstruir
una señal x⃗ a partir de una cantidad pequeña de medidas, ya sea por-
que la muestra es volátil, costosa o lleva mucho tiempo tomar dicha
medida. Esto se observa en áreas como el análisis de seismos o testeo
no destructivo de materiales (e.g. [15]).

1.2. Estructura del TFG.
Este TFG se desarrolla en dos principales partes, diferenciadas en capí-

tulos que se suceden de forma natural, es decir, el capítulo 2 desarrolla los
métodos de tipo Prony más clásicos, empezando por el caso más simple, que
es el de recuperar la función

f(x) =
M∑
j=1

cje
λjx,

cuando se conoce el orden M , y las muestras f(k), k = 0, . . . , 2M − 1 son
exactas. Posteriormente, en este mismo capítulo se da un siguiente paso, en
el que M ya no es conocido, y se da la posibilidad de pequeños errores en las
mediciones empleadas para recuperar la función. El capítulo prosigue con la



1.2. ESTRUCTURA DEL TFG. 7

extensión del método cuando los valores conocidos se dan en nodos no necesa-
riamente equiespaciados, que consiste realmente en hacer un pre-procesado de
los datos para poder emplear los métodos anteriores. Finalmente, se culmina
con la presentación de varios ejemplos numéricos que resaltan las cualidades
de este tipo de métodos así como las diferencias entre los mismos.
La motivación del capítulo 3 es extender los métodos desarrollados hasta
ahora a un paradigma más general, en el que no será necesario restringirse
a desarrollos de exponenciales complejas, si no que se introducirá el concep-
tos de autofunciones de un operador lineal, permitiendo generalizar la teoría
expuesta previamente para buscar representaciones finitas de la función a re-
cuperar en las autofunciones de cierto operador lineal. Diferentes selecciones
del operador nos sirven para ilustrar la formulación y la variedad de proble-
mas que se pueden abordar. Este capítulo se cierra, de nuevo, con ejemplos
númericos de interés.
Por último, se añaden dos anexos, en el apéndice A se recoge la información
necesaria para entender algunos de los conceptos empleados para desarrollar
el método de Prony, como pueden ser los lápices matriciales y los autovalo-
res generalizados. Mientras que en el apéndice B, se exponen los códigos de
Matlab empleados en los experimentos numéricos.



Capítulo 2

EL MÉTODO CLÁSICO DE
PRONY

2.1. El algoritmo y sus propiedades.
El método clásico de Prony resuelve el problema de recuperación de una

función f : R → C expresada mediante una suma de M exponenciales comple-
jas, con M ≥ 1 entero conocido y 2M-1 evaluaciones en nodos equiespaciados
de dicha suma. Es decir, se pretende recuperar la siguiente función:

f(x) =
M∑
j=1

cje
λjx, cj ∈ C, λj ∈ C, j = 1, . . . ,M, (2.1)

donde son conocidos los valores

f(k) =
M∑
j=1

cjz
k
j , k = 0, 1, . . . , 2M − 1, (2.2)

con zj = eλj , j = 1, . . . ,M , y las incógnitas son los valores λj ∈ C, y los
coeficientes cj ∈ C, cj 6= 0, j = 1, . . .M.

Supondremos también que λj 6= λi para j 6= i, ya que si fuesen iguales,
entonces eλj = eλi , y al sumar cjeλj +cie

λi = (cj+ci)e
λj y bastaría renombrar

cj′ := cj + ci.

8



2.1. EL ALGORITMO Y SUS PROPIEDADES. 9

En la mayoría de las aplicaciones se supone

−α ≤Re λj ≤ 0, (2.3)
|Im λj| < π, j = 1 . . . ,M, (2.4)

para cierto α > 0. Desde este punto en adelante asumiremos que es así.
En la sección 2.1.1 comentaremos reformulaciones del método que permiten
relajar las hipótesis (2.3) y (2.4).

Para describir el método, definimos el siguiente polinomio (llamado poli-
nomio de Prony):

p(z) :=
M∏
j=1

(z − zj) = zM +
M−1∑
j=0

ajz
j, (2.5)

donde los zj son distintos dos a dos1, y los aj son los coeficientes resul-
tantes de desarrollar p en potencias de z.

Si definimos aM := 1, observemos, a partir de (2.1), que para todo entero
m ≥ 0 se da la siguiente igualdad

M∑
k=0

akf(m+ k) =
M∑
k=0

ak(
M∑
j=1

cje
λj(m+k)) =

M∑
k=0

M∑
j=1

akcjz
m
j zkj

=
M∑
j=1

cjz
m
j p(zj) = 0. (2.6)

En particular, usando (2.2), se tienen las ecuaciones lineales en diferencias

M−1∑
k=0

akf(m+ k) = −f(m+M). m = 0, ...,M − 1. (2.7)

La determinación de los coeficientes de p en (2.5) puede llevarse a cabo a
partir de la interpretación de (2.7) como un sistema lineal para a0, . . . , aM−1,

1Puesto que Im(λj) ∈ [−π, π), ∀j, si zj = zi, con j 6= i ⇒ eλj = eλi ⇒ λj = λi y hemos
supuesto que todos eran distintos.
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expresado de la forma

HM


a0
a1
...

aM−1

 = −


f(M)

f(M + 1)
...

f(2M − 1)

 , (2.8)

donde

HM =


f(0) f(1) . . . f(M − 1)
f(1) f(2) . . . f(M)
... ... . . . ...

f(M − 1) f(M) . . . f(2M − 2)

 . (2.9)

El sistema (2.8) tiene solución única como consecuencia del siguiente re-
sultado.

Lema 2.1. Sean c⃗ = (c1, . . . , cM)T , z⃗ = (z1, . . . , zM)T con ci y zi, i =
1, . . . ,M, definidos en (2.2) y la matriz de Vandermonde

VM(z⃗) = (zj−1
k )Mj,k=1,

generada por z⃗. Entonces
HM = VM(z⃗) diag(c⃗) V T

M(z⃗). (2.10)
En particular, HM es invertible, y el vector c⃗ es solución del sistema

VM(z⃗) c⃗ =

 f(0)
...

f(M − 1)

 . (2.11)

Demostración. Haciendo el producto de matrices del lado derecho en (2.10),
se tiene 

1
... 1

z1 . . . zM
... . . . ...

zM−1
1 . . . zM−1

M


c1 . . . 0
... . . .
0 . . . cM



1 z1

... zM−1
1

1 z2 . . . zM−1
2

... . . . ...
1 zM . . . zM−1

M

 =
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M−1
1 + ...+ cMzM−1

M... . . . ...
c1z

M−1
1 + ...+ cmz

M−1
M . . . c1z

2M−2
1 + ...+ cMz2M−2

M

 . (2.12)

Entonces, el elemento (i,j) de la matriz resultante es, utilizando (2.2),

M∑
k=1

ckz
i+j−2
k = f(i+ j − 2), i, j = 1, . . . ,M,

lo que demuestra (2.10).
Por otro lado, puesto que zi 6= zj, ∀ i, j, la matriz VM(z) es invertible (por
las propiedades de las matrices de Vandermonde); además, como ci 6= 0, ∀i,
la matriz diag(c⃗) es invertible. En conclusión, se tiene que HM es invertible
por ser producto de matrices invertibles.
Por último, para ver que c⃗ es solución de (2.11) basta considerar la primera
columna en (2.12).

La determinacióm del polinomio (2.5) permite la obtención de las incóg-
nitas del problema (2.1) a partir de las etapas siguientes que constituyen el
llamado método clásico de Prony.

2.1.1. Algoritmo (Método clásico de Prony).
Entradas: M∈ N, f(k) valores medidos , k = 0, ..., 2M − 1, de la función a recu-

perar.

Paso 1) Resolver el sistema lineal (2.8).

Paso 2) Hallar las raices zi = eλi , i = 1, ...,M, del polinomio (2.5) de Prony,
conocido por el paso 1. A partir de ellas calcular los λi aplicando la
rama principal del logaritmo, ya que hemos supuesto Im(λi) ∈ [−π, π),
de manera que λi := log(zi), i = 1, ...,M .

Paso 3) Los coeficientes c⃗ = (c1, . . . , cM)T se obtienen a partir de la
resolución del sistema lineal (2.11).
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Salidas: ci ∈ C, λi ∈ [−α, 0] + i[−π, π), i = 1, ...,M.

■

Pueden hacerse varios comentarios sobre el algoritmo anterior.

(i) Para el paso 2 del algoritmo necesitamos hallar las raices zi, i = 1 . . . ,M,
del polinomio de Prony. Este problema puede abordarse desde dos pun-
tos de vista, teóricamente equivalentes pero con distintos procedimien-
tos numéricos de resolución.

Por un lado, podemos considerar la matriz compañera del polinomio p,

CM(p) =



0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
0 0 0 . . . 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . 1

−a0 −a1 −a2 . . . −aM−1


∈ CM×M , (2.13)

es decir, det(zIdM − CM(p)T ) = p(z), por lo tanto hallar las raíces de
p será equivalente a encontrar los autovalores de la matriz CM(p).

Otra forma equivalente de afrontar el problema es considerar las raíces
de p como ceros de una función polinomica. Es conocida la imposibili-
dad de resolver teóricamente el cálculo de raíces de un polinomio, por
lo que es necesario introducir también técnicas numéricas de aproxima-
ción. Para obtener aproximaciones a los autovalores de una matriz, la
literatura ofrece gran cantidad de métodos, desde los más elementales
(método de la potencia, algoritmo QR, etc) hasta los más sofisticados
y aplicables a determinados tipos de matrices, véase [7].
Un comentario similar puede hacerse buscando las raíces zi como ceros
de un polinomio, [21].
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(ii) El método de Prony se puede extender al caso en el que los coeficientes
ci sean polinomios (véase [1]), es decir la representación (2.1) sería de
la forma, dado un n ∈ N,

f(x) =
M∑
i=1

ci(x)e
λix, ci(x) ∈ C≤n[x], λi ∈ C, i = 1, . . . ,M.

Dicha extensión tiene limitaciones, ya que cuanto mayor sea el grado
de los polinomios ci(x) el coste computacional del método crece enor-
memente haciéndolo ineficiente. A modo de ilustración, se desarrolla
el caso n = 1, suponiendo conocidos f(k), k = 0, . . . , 4M − 1 (será
necesaria una muestra de tamaño 4M), y siendo

ci(x) = ci,0 + ci,1x, i = 1, . . . ,M.

Consideramos el polinomio

p(x) =
M∏
i=1

(z − zi)
2 = z2M +

2M−1∑
j=0

pjz
j, (2.14)

con zi = eλi , i = 1, . . . ,M, y pj, j = 0, . . . , 2M − 1, p2M = 1, los coefi-
cientes al desarrollar el polinomio en potencias de z. La relación (2.6)
es ahora de la forma

2M∑
k=0

pkf(m+ k) =
2M∑
k=0

pk(
M∑
j=1

{cj,0 + cj,1(m+ k)}zm+k
j )

=
M∑
j=1

zmj {cj,0(
2M∑
k=0

pkz
k
j ) + cj,1(

2M∑
k=0

pk(m+ k)zkj )}

=
M∑
j=1

zmj {cj,0p(zj) + cj,1mp(zj) + cj,1zjp
′(zj)} = 0,

para m = 0, . . . , 2M − 1. De este modo, los coeficientes pj se obtienen
a partir de un sistema lineal análogo a (2.7),

2M−1∑
k=0

pkf(m+ k) = −p2Mf(m+ 2M) = −f(m+ 2M),
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m = 0, . . . , 2M − 1, es decir

H2M

 p0
...

p2M−1

 = −

 f(2M)
...

f(4M − 1)

 , H2M =

 f(0) . . . f(2M − 1)
... . . . ...

f(2M − 1) . . . f(4M − 2)

 .

Conocido el polinomio p en (2.14), el siguiente paso del algoritmo debe
calcular las correspondientes raíces dobles zi, o bien hallar los auto-
valores de la matriz compañera. En el último paso, la matriz de Van-
dermonde del lema 2.2 ha de sustituirse por la confluente (e.g. [11])
V c
2M(z1, . . . , zM), de la forma

1 0 . . . 1 0 . . . 1 0
z1 1 . . . zj 1 . . . zM 1
z21 2z1 . . . z2j 2zj . . . z2M 2zM
...

...
. . .

...
...

. . .
...

...
z2M−1
1 (2M − 1)z2M−2

1 . . . z2M−1
j (2M − 1)z2M−2

j . . . z2M−1
M (2M − 1)z2M−2

M


Se puede comprobar entonces que la correspondiente versión de (2.10)
es

H2M = V c
2M C (V c

2M)T (2.15)

donde C es la matriz 2M × 2M por bloques

C =


c1,0 z1c1,1 . . . 0 0
z1c1,1 0 . . . 0 0
... ... . . . ... ...
0 0 . . . cM,0 zMcM,1

0 0 . . . zmcM,1 0

 ,

y la primera columna de (2.15) proporciona el sistema

V c
2M


c1,0
z1c1,1
...

cM,0

zMcM,1

 =

 f(0)
...

f(2M − 1)

 ,

del que pueden calcularse los coeficientes ci,0, ci,1, i = 1, . . . ,M , comple-
tando así el tercer paso del algoritmo. La generalización a polinomios
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ci(x) de grado mayor parece directa pero no recomendable, ya que es
claro que un mayor grado aumenta la complejidad del algoritmo en
gran medida.

(iii) El algoritmo puede reformularse en función de las hipótesis (2.3) y
(2.4). Por un lado, la condición (2.3) es típica en las aplicaciones del
método (en teoría de la señal, por ejemplo) y conveniente para dar
cierta estabilidad al algoritmo, pero parece claro que no es necesaria
para la formulación.
Por otra parte, si en lugar de (2.4) suponemos

Imλi ∈ [a, a+ 2π), i = 1, . . . ,M,

para cierto a ∈ R, la construcción del algoritmo sigue siendo válida si
al calcular λi cambiamos, en el paso 2, la rama principal del logaritmo,
por la rama correspondiente.
Por último, el algoritmo puede también reformularse eliminando la hi-
pótesis (2.4) del siguiente modo. Sea T > 0 verificando

|Im λi| < T, i = 1, . . . ,M, (2.16)

y h > 0 con h < π/T . En vez de (2.2) se suponen conocidos los valores

F (k) := f(kh) =
M∑
i=1

ciz̃
k
i , k = 0, . . . , 2M − 1,

con z̃i = eλ̃i , λ̃i = λih, i = 1, . . . ,M. Debido a la elección de T en (2.16)
y del salto h, se tiene

|Im(λ̃i)| = h|Im(λi)| < π, i = 1, . . . ,M.

De este modo, todos los pesos del algoritmo son válidos sustituyen-
do (λi, zi) por (λ̃i, z̃i), i = 1, . . . ,M, y recuperando, en el paso 2 del
algoritmo

λi =
1

h
log(z̃i), i = 1, . . . ,M.

2.1.2. Propiedades del método.
En esta sección veremos algunas propiedades matemáticas del método

clásico de Prony. La primera está relacionada con la transformada Z y los
aproximantes de Padé de una función, e.g [23].
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1. Método de Prony como aproximación de Padé.

En primer lugar, resulta necesario definir la transformada Z ya que nos
basaremos en ella para exponer esta propiedad.

Definición 2.1. Sea {cn}∞n=−∞ ⊂ C una sucesión de numeros comple-
jos tal que la serie de Laurent

∞∑
n=−∞

cnz
−n,

es convergente en una corona

C = {z ∈ C : ρ1 < |z| < ρ2},

para ciertos ρ1, ρ2 > 0 . Para z ∈ C, se define la transformada Z de
{cn}∞n=−∞ como la suma de la serie

F (z) =
∞∑

n=−∞

cnz
−n. (2.17)

A continuación, se mencionan algunas propiedades elementales de la
transformada Z (e.g. sección 10, [13]):

Teorema 2.1. Sean dos sucesiones {cn}∞n=−∞ y {sn}∞n=−∞ ⊂ C, que
admiten transformada Z en las coronas Cc = {z ∈ C : ρ1 < |z| < ρ2}
y Cs = {z ∈ C : r1 < |z| < r2} respectivamente , denotadas por F y
G respectivamente, según (2.17). Entonces, se verifican las propiedades
siguientes:

�Linealidad: Si R1 =máx{ρ1, r1} < R2 =máx{ρ2, r2} entonces, para
cada α, β ∈ C, la sucesión {αcn + βsn}∞n=−∞ admite transformada Z
en una corona que contiene a

Cn ∩ Cs = {z ∈ C : R1 < |z| < R2},

y en esta corona su transformada Z es αF + βG.
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�Conjugación: La sucesión dada por {cn}∞n=−∞ admite transformada
Z, convergente en Ca y su transformada Z es F (z).

�Derivación: La sucesión {ncn}∞n=−∞ admite transformada Z con co-
rona de convergencia Ca y su transformada Z es −zF ′(z).

�Convolución discreta: Si R1 =máx{ρ1, r1} < R2 =máx{ρ2, r2} pa-
ra cada n ∈ N se tiene que para c:={cn}∞n=−∞ y s:={sn}∞n=−∞ la serie

Cn := (c ∗ s)(n) =
∞∑

k=−∞

cksn−k (2.18)

converge absolutamente. La sucesión

{Cn}∞n=−∞

se denomina convolución discreta de c y s. Esta nueva sucesión admite
transformada Z en una corona que contiene a Cn∩Cs y la transformada
Z de {Cn}∞n=−∞ es la función F (z)G(Z).

A continuación se definirán los aproximantes de Padé, muy utilizados
en la teoría de aproximación mediante funciones racionales, (véase e.g.
[16]).

Definición 2.2. Sea la serie de potencias

f(z) =
∞∑
i=0

ciz
i, ci ∈ C, i = 1, . . . ,M,

que representa a la función f en un entorno de z = 0 (es decir, f
es holomorfa en z = 0), y cuya convergencia se da en una corona
C = {z ∈ C : |z| < ρ}, para cierto ρ > 0, y sean n, m∈ N. Se dice que

πnm(z) =
Pnm(z)

Qnm(z)
, Pnm ∈ Cn[z], Qnm ∈ Cm[z],

es el aproximante de Padé de la función f de grado (n,m), si verifica

Qnm(z)f(z)− Pnm(z) = O(zn+m+1)2, z −→ 0.

2Diremos que g(z) es O(zn+m+1) si y solo si ĺım supz→0 |
g(z)

zn+m+1 | < ∞)
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Veamos que el método clásico de Prony está relacionado con los apro-
ximantes de Padé de la función f en (2.1).
Consideramos la sucesión {f(k)}∞n=0 definida en (2.2), y sea F(z) su
transformada Z, convergente en una corona C = {z ∈ C : ρ1 < |z| <
ρ2}, para ciertos ρ1, ρ2 > 0 . Entonces, si z ∈ C, se tienen las siguientes
igualdades3:

F (z) =
∞∑
k=0

f(k)z−k =
∞∑
k=0

(
M∑
i=1

cie
λik)z−k

=
M∑
i=1

ci

∞∑
k=0

eλikz−k =
M∑
i=1

ci
z

z − zi
=

b(z)

p(z)
, (2.19)

con p(z) en (2.5) y b(z) = bnz
n + · · · + b1z + b0 ∈ Cn[z] el polinomio

resultante de extraer p(z) como denominador común.
Escribiendo (2.19) como b(z) = p(z)F (z) e igualando los coeficientes
en potencias de z, se obtiene

bM−m =
M∑

k=M−m

akf(k +m−M), m = 0, . . . ,M − 1,

M∑
k=0

akf(k +m) = 0, m ∈ N ∪ {0}. (2.20)

Y por tanto se observa que las ecuaciones dadas en (2.20) tomando
m = 0, . . . ,M − 1, coinciden con las ecuaciones en (2.7); entonces, el
método clásico de Prony se puede ver como una aproximación de Padé.

2. Método de Prony y procesado de señales.

Uno de los principales usos del método de Prony es el dado en el análisis
espectral de señales, ya que nos permite recuperar señales a partir de
muestras finitas. Esta propiedad relaciona el método de Prony con el
método del llamado filtro aniquilador (véase [13] sec.3.9, [8], [22]).

Necesitamos algunas definiciones previas:
3Hay que tener en cuenta que la transformada Z de {eλik}∞k=1 es z

z−eλi
.
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1 (Señal discreta). En el procesamiento de señales se consideran
señales discretas a las sucesiones S:={sn}n∈Z, sn ∈ C.

2 (Filtro discreto). Un filtro discreto se define como una función
discreta que modifica determinadas amplitudes y/o frecuencias4 de una
señal, o directamente las elimina.

Hay diversos tipos de filtros discretos, según el tipo de señales sobre las
que actúan. En este apartado nos centraremos en los filtros discretos
de respuesta finita, o filtros FIR (Finite Impulse Response, en inglés).

3 (FIR). Denotando por c00 el conjunto de sucesiones complejas con un
número finito de términos no nulos, diremos que una función discreta
F es un FIR si tanto su espacio de salida como de llegada es c00. Es
decir, un FIR no es más que una función discreta F : c00 → c00.

Además, dentro de los FIR nos centraremos en los filtros aniquiladores,
que se definen de la siguiente manera:

4 (Filtro aniquilador). Dadas dos señales S:={sn}n∈Z y F:={fn}n∈Z ∈
c00, diremos que F es el filtro aniquilador de S si su producto de con-
volución discreto (definido en (2.18)) es nulo, es decir, si

(F ∗ S)(n) =
∞∑

k=−∞

fksn−k = 0.

En nuestro caso, para poder relacionar el método clásico de Prony
con el procesado de señales nos interesan un tipo concreto de señales
discretas S := {sn}n∈N, que serán aquellas cuyos términos vienen dados
por

sn =
M∑
i=1

ciz
n
i , ci ∈ C (2.21)

4Puesto que en la definición de señal discreta los sn son números complejos, podemos
expresarlos como sn = |sn|eıθn , consideramos |sn| la componente n-ésima de amplitud de
la señal, y θn la frecuencia.
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y los zi como en (2.2).
Para construir F de forma explícita en el caso (2.21), consideramos

F (z) :=
M∏
i=1

(1− ziz
−1) =

M∑
n=0

f̃nz
−n, z ∈ C\{0}, (2.22)

siendo f̃n los coeficientes de z−n resultantes al evaluar el producto, en
(2.22).
Definimos el filtro aniquilador como

F := {fn}n∈Z, fn =

{
f̃n n = 0, . . . ,M.

0 otro caso.
(2.23)

Proposición 2.1. La sucesión F definida en (2.23) es filtro aniquilador
de la señal S definida en (2.21).

Demostración. Sea n ∈ Z, veamos que (F*S)(n)=0. Para ello, por de-
finición de producto de convolución y por (2.21) y (2.23), se tiene

(F ∗ S)(n) =
∞∑

k=−∞

fnsn−k

= f0sn + f1sn−1 + · · ·+ fMsn−M

= f0(
M∑
j=1

cjz
n
j ) + · · ·+ fm(

M∑
j=1

cjz
n−M
j )

= f0c1z
n
1 + · · ·+ f0cMznM+

f1c1z
n−1
1 + · · ·+ f1cMzn−1

M +

+ · · ·+
fMc1z

n−M
1 + · · ·+ fMcMzn−M

M =

= c1z
n
1 (

M∑
k=0

fkz
−k
1 ) + · · ·+ cMznM(

M∑
k=1

fkz
−k
M )

= c1z
n
1F (z1) + · · ·+ cmz

n
MF (zM) = 0,

puesto que F (zi) = 0, i = 1, . . . ,M por construcción en (2.22).
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Cabe destacar que F(z) es la transformada Z del filtro aniquilador F
para S en (2.21).
Por construcción, los M ceros del polinomio F(z) construido en (2.22)
son z1, . . . , zM , es decir, F(z) tiene los mismos ceros que el polinomio de
Prony (2.5). En consecuencia, se puede escribir p(z) = zMF (z), ∀z ∈
C\{0}. Esto permite afirmar, identificando F(z) con p(z), que el método
clásico de Prony equivale a un filtro aniquilador de la señal S en (2.21).

3. Método de Prony y predicción lineal.

Otro uso importante del método de Prony es su aplicación como mode-
lo de predicción lineal. En diferentes campos científicos suele aparecer
la necesidad de utilizar los datos medidos para predecir resultados que
ocurrirán posteriormente. En estos casos el método de Prony se puede
emplear de la siguiente manera para cubrir dicha necesidad:
Dada una señal discreta S:={sn}n∈N0 como en (2.21), tratamos de en-
contrar parámetros predictivos adecuados pi ∈ C, de tal manera que
para cierto k ∈ N0, el valor sk+M se pueda expresar como combina-
ción lineal de los M valores sk, . . . , sk+M−1 anteriores, que asumiremos
conocidos, en la forma

sk+M =
M−1∑
i=0

−pisk+i.

Esta representación es equivalente al sistema de ecuaciones en dife-
rencias lineal homogéneo (2.8) dado por el método de Prony y, por
tanto, podemos identificar el polinomio de Prony (2.5) con el polino-
mio predictivo, asi como la matriz compañera del mismo con la matriz
predictiva,ambos empleados en el método de predicción lineal, (véase
[10],[3]).

La forma clásica del método de Prony presenta algunas dificultades, co-
mo la presencia de ruido en las mediciones, la inestabilidad al encontrar
las raices de p(z), el desconocimiento de M y el mal acondicionamiento
de las matrices de Vandermonde. Todas ellas influyen en la precisión
del método. Una forma de mejorar el rendimiento del método de Prony
se basa en utilizar más datos en la muestra, bien equiespaciados o no.
A cambio, la formulación requiere utilizar matrices rectangulares.
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2.2. Métodos de tipo Prony para muestras
equiespaciadas.

Los principales problemas que hacen necesaria la generalización del mé-
todo clásico de Prony son el frecuente desconocimiento del orden M en la
suma de exponenciales complejas (2.1) y la presencia de ruido al realizar las
mediciones para obtener los datos. Es decir, para un cierto N ∈ N que supon-
dremos N ≥ M , los valores conocidos pueden expresarse como fk = f(k)+ek,
k = 0, . . . , 2N − 1 con

f(k) =
M∑
j=1

cjz
k
j , k = 0, . . . , 2N − 1, (2.24)

y zj, j = 1, . . . ,M, como en (2.2), y ek errores de medición.
Sin pérdida de generalidad, supondremos que existe una cota superior ade-
cuada L ∈ N tal que M ≤ L ≤ N , ya que en la mayoría de las aplicaciones
dicha cota es un dato conocido a priori.
La extensión del método de Prony se llevará a cabo gracias a la estructura ca-
racterística de las matrices de Hankel, definidas a partir de valores conocidos
fk ∈ C, k = 0, . . . , 2N − 1, de la siguiente manera:

H2N−L,L+1 :=


f0 f1 f2 . . . fL
f1 f2 f3 . . . fL+1
... ... ... . . . ...

f2N−L−2 f2N−L−1 f2N−L . . . f2N−2

f2N−L−1 f2N−L f2N−L+1 . . . f2N−1

 ∈ C(2N−L)×(L+1).

(2.25)
También jugarán un papel importante las submatrices,

H2N−L,L(s) := H2N−L,L+1(1 : 2N − L, 1 + s : L+ s)5, s = 0, 1. (2.26)

Un resultado previo empleado en demostraciones posteriores, y que nos da
una importante característica de las matrices de Hankel es el siguiente lema:

5Será frecuente el uso de esta notación, cuyo significado es el siguiente:
Dada una matriz A ∈ Cm×n, la submatriz, que denotaremos por A(i : j, k : l), para ciertos
1 ≤ i ≤ j ≤ m, 1 ≤ k ≤ l ≤ n, es la resultante de tomar las filas i, i + 1, . . . , j, y las
columnas k, k + 1, . . . , l de la matriz A.
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Lema 2.2. Para z = (zj)

M
j=1 como en (2.2), se introduce la matriz de Van-

dermonde rectangular

VP,Q(z) = (zk−1
j )P,Qk,j=1, P,Q ≥ 1.

Entonces si, c⃗ = (c1, . . . , cM)T viene dado por (2.24),

H2N−L,L+1 = V2N−L,M(z) (diag(c⃗)) VL+1,M(z)T , (2.27)

H2N−L,L(s) = V2N−L,M(z) (diag(c⃗)) (diag(z))s VL,M(z)T , s = 0, 1.

Demostración. De nuevo, como ocurría en el caso de matrices de Vander-
monde clásicas, desarrollando el lado derecho en (2.27),

1
... 1

z1 . . . zM
... . . . ...

z2N−L−1
1 . . . z2N−L−1

M


c1 . . . 0
... . . .
0 . . . cM



1 z1

... zL1
1 z2 . . . zL2
... . . . ...
1 zM . . . zLM

 =

=

 c1 + ...+ cM . . . c1z
L
1 + ...+ cMzLM

... . . . ...
c1z

2N−L−1
1 + ...+ cmz

2N−L−1
M . . . c1z

2N−1
1 + ...+ cMz2N−1

M

 .

Por lo tanto, igualando el elemento (i, j), 1 ≤ i ≤ 2N − L, 1 ≤ j ≤ L+ 1, de
la matriz resultante, con la matriz a la izquierda de la igualdad en (2.27) se
obtiene

f(i+ j − 2) = c1z
i+j−2
1 + · · ·+ cMzi+j−2

M ,

y esto es cierto, por definición de los f(k), k = 0, . . . , 2N − 1 en (2.24).
Para s = 0, el resultado es inmediato, pues (diag(z))0 = IdM , y se obtiene
el mismo resultado que el anterior, pero tomando unicamente las L primeras
columnas.
Para s=1, la matriz a la derecha sería

1
... 1

z1 . . . zM
... . . . ...

z2N−L−1
1 . . . z2N−L−1

M


c1 . . . 0
... . . .
0 . . . cM



z1 z21

... zL1
z2 z22 . . . zL2
... . . . ...
zM z2M . . . zLM

 =



24 CAPÍTULO 2. EL MÉTODO CLÁSICO DE PRONY

=

 c1z1 + ...+ cMzM . . . c1z
L
1 + ...+ cMzLM

... . . . ...
c1z

2N−L
1 + ...+ cmz

2N−L
M . . . c1z

2N−1
1 + ...+ cMz2N−1

M

 ,

que se corresponde a las últimas L columnas de H2N−L,L+1.

A partir del resultado anterior, se demuestra otra propiedad importante
de estas matrices, y es que en ausencia de ruido, tanto (2.25), como (2.26),
tienen rango exactamente M, como se comprueba en el siguiente lema.

Lema 2.3. Sean N ∈ N y fk = f(k), k = 0, . . . , 2N − 1 como en (2.24).
Entonces las matrices (2.25) y (2.26) tienen rango exactamente M.

Demostración. Como M ≤ L ≤ N,

rango(V2N−L,M(z)) ≤ mı́n {2N − L,M} = M

y como la submatriz (zk−1
j )Mk,j=1 de V2N−L,M(z) es invertible, entonces

rango(V2N−L,M(z)) = M.

El mismo razonamiento prueba que

rango(VL+1,M(z)) = M.

Por otro lado, como diag(c⃗) es invertible, utilizando el lema previo

rango(H2N−L,L+1) = rango(V2N−L,M(z) ((diag(c⃗)) VL+1,M(z)T ))

= rango(V2N−L,M(z)) = M.

En la segunda igualdad se ha utilizado la siguiente propiedad general de las
matrices:

Si A ∈ Cm×n, B ∈ Cn×k, y B tiene rango n, entonces

rango(AB) = rango(A).

Las factorizaciones correspondientes del lema previo y un razonamiento si-
milar prueban el resultado para las matrices (2.26).

Otro lema importante, que nos permitirá desarrollar los algoritmos de
esta sección es el siguiente.
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Lema 2.4. Sean L,M,N∈ N, tales que M ≤ L ≤ N , y f(k), k = 0 . . . , 2N −1
como en (2.2). Entonces son equivalentes:

(1) El polinomio de coeficientes complejos,

q(z) = zL +
L−1∑
k=0

qkz
k, z ∈ C, (2.28)

tiene como raices a los zj, j = 1, . . . ,M, en (2.24). Este polinomio
recibe el nombre de Polinomio de Prony modificado.

(2) El vector q⃗ := (q0, q1, . . . , qL−1)
T verifica

H2N−L,L(0) q⃗ = −

 f(L)
...

f(2N − 1)

 . (2.29)

(3) La matriz compañera (2.13) del polinomio q(z) satisface,

H2N−L,L(0) CL(q)
T = H2N−L,L(1). (2.30)

Demostración.

(1)⇔(2) Supongamos que q(zj) = 0, j = 1, . . . ,M.
Entonces, usando (2.24), para m = 0, . . . , 2N − L− 1,se tiene

L−1∑
l=0

f(m+ l)ql =
L−1∑
l=0

(
M∑
j=1

cjz
l+m
j )ql =

M∑
j=1

cjz
m
j (

L−1∑
l=0

zljql)

=
M∑
j=1

cjz
m
j (q(zj)− zLj ) = −

M∑
j=1

cjz
L+m
j = −f(L+m),

lo que demuestra (2.29). De nuevo utilizando (2.24), el razonamiento
anterior es reversible, por lo que (2.29) implica que q(zj) = 0, j =
1, . . . ,M.
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(2)⇔(3) Suponiendo que se cumple (2.30), como la última columna de CL(q)
T es

−(q0, . . . , qL−1)
T y la última columna deH2N−L,L(1) es (f(L), . . . , f(2M−

1))T , entonces se tiene (2.29). Inversamente, supongamos que se cum-
ple (2.29). Entonces la última columna de las matrices (2.30) coincide.
Por otra parte, para j = 1, . . . , L−1, el producto de H2N−L,L(0) por la
columna j de CL(q)

T es el vector (f(j), . . . , f(2N − L − 1 + j))T , que
es la columna j de H2N−L,L(1).

En el caso L > M , el polinomio modificado de Prony (2.28) no es único,
ya que se puede tomar q(z) = r(z)p(z), siendo r(z) otro polinomio complejo
cualquiera de grado L − M mónico. Dicho polinomio tiene L − M ceros
adicionales, en comparacion con el clásico p. El más sencillo de todos es
q(z) = zL−Mp(z), que será el que consideremos de ahora en adelante.
Si L = M, el polinomio clásico y el modificado coinciden. El procedimiento
es entonces una extensión del algoritmo clásico.

Puesto que los coeficientes cj, j = 1, . . . ,M, son no nulos, podemos supo-
ner |cj| > ε, para un cierto 0 < ϵ � 1 adecuado.
Teniendo esto en cuenta, el algoritmo resultante tiene la estructura siguiente:

Algoritmo 2.2.1. Método de tipo Prony para muestras
equiespaciadas.

Entradas: L,N∈ N , N�1, N≥L≥3, con L cota superior adecuada de M en (2.24),
f(k) valores medidos, k = 0, ..., 2N − 1 en (2.1), y 0 < ε � 1.

Paso 1) Hallar la solución por mínimos cuadrados del sistema

H2N−L,L(0) q⃗ = −

 f(L)
...

f(2N − 1)

 ,

con q⃗ en (2.29).

Paso 2) Determinar las raíces simples z̃i, i = 1, . . . , M̃ , M̃ ≤ L, del polino-
mio de Prony modificado (2.28), o equivalentemente, hallar los au-
tovalores z̃i, i = 1, ..., M̃ , de la matriz compañera CL(q). Nótese que
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rango(H2N−L,L(0)) = M ≤ M̃, ya que los zi, i = 1, . . . ,M, originales
son distintos dos a dos.

Paso 3) Los coeficientes c̃ = (c̃1, . . . , c̃M̃)T se obtienen a partir de la resolución
por mínimos cuadrados del sistema sobredeterminado;

V2N,M̃(z̃) c̃T =

 f(0)
...

f(2N − 1)

 ,

con z̃ := (z̃1, . . . , z̃M̃).

Paso 4) Eliminar aquellos z̃i, i = 1, . . . , M̃ , que verifiquen |z̃i| ≤ ε. A los valores
restantes se les denota por z1, . . . , zM . Se obtienen los λi, i = 1, . . . ,M
aplicando la rama principal del logaritmo, ya que hemos supuesto
Im(λi) ∈ [−π, π), de manera que λi := log(zi), i = 1, ...,M .

Paso 5) Repetir el paso 3, calculando los coeficientes cj ∈ C, j = 1, . . . ,M,
como solución por mínimos cuadrados del sistema sobredeterminado

V2N,M(z⃗) c⃗T =

 f(0)
...

f(2N − 1)

 ,

con z⃗ := (z1, . . . , zM) y c⃗ := (c1, . . . , cM).

Salidas: M ∈ N, ci ∈ C, λi ∈ [−α, 0] + i[−π, π), i = 1, ...,M.

■

A partir de la formulación dada por el algoritmo 2.2.1, se pueden construir
diferentes métodos de tipo Prony basados en las matrices de Hankel. En es-
ta memoria describiremos dos: el método de lapiz matricial (Matrix Pencil),
basado en la factorización QR, y el método ESPRIT, que utiliza la descom-
posición en valores singulares de (2.25). Véase (sección 3, [7]) para un análisis
más detallado.

El método de tipo Prony antes descrito puede formularse a partir del lápiz
matricial (matrix pencil, véase apendice A)

zH2N−L,L(0)−H2N−L,L(1). (2.31)
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En general, un lápiz matricial rectangular puede no tener autovalores (véase
el apéndice A para la descripción del problema de autovalores generalizado).
Sin embargo, en el caso de (2.31) el problema puede reducirse al problema
de autovalores clásico de una matriz cuadrada del modo siguiente: si v⃗ =
(vk)

L−1
k=0 ∈ CL entonces, utilizando (2.30),

(zH2N−L,L(0)−H2N−L,L(1)) v⃗ = H2N−L,L(0)(zIdL − CL(q)
T ) v⃗,

y, por definición de matriz compañera

det(zIdL − CL(q)
T ) = q(z).

Entonces, por el lema 2.4, si z = zj, j = 1, . . . ,M, se tiene que tomando v⃗
autovector del problema de autovalores para CL(q) ó CL(q)

T , zj es autovalor
de (2.31), lo que relaciona el problema generalizado de autovalores de (2.31)
con el problema de autovalores para la matriz cuadrada CL(q).

Método Lápiz matricial QR para muestras equiespacia-
das.

En primer lugar, puesto que la matriz H2N−L,L+1 es de rango deficiente,
por lo visto en el lema 2.3, se aplicará la descomposición QR con pivotaje
por columas a dicha matriz,

H2N−L,L+1PL+1 = Q2N−LR2N−L,L+1, (2.32)

con Q2N−L ∈ C(2N−L)×(2N−L) unitaria,

R2N−L,L+1 =


r1,1 r1,2 . . . r1,M . . . r2,L+1

0 r2,2 . . . r2,M . . . r2,L+1

...
...

. . .
...

. . .
...

0 0 . . . rM,M . . . rM,L+1

0 0 . . . 0 . . . 0
...

...
. . .

...
. . .

...
0 0 . . . 0 . . . 0

 ∈ C(2N−L)×(L+1),

ri,j ∈ C, i = 1, . . . , 2N − L, j = 1, . . . , L+ 1.
PL+1 ∈ C(L+1)×(L+1) una matriz de permutación, tomada de tal manera, que
|ri,i| ≥ |rj,j|, 1 ≤ i ≤ j ≤ M.
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En el caso particular de mediciones exactas, mediante la factorización QR,
se obtiene el orden M en (2.24) como rango(R2N−L,L+1).
Para muestras con ruido, el rango de la matriz R2N−L,L+1 no es necesariamen-
te M, por lo que se aproxima, como el menor entero tal que |R2N−L,L+1(M +
1,M + 1)| < ε|R2N−L,L+1(1, 1)|, para un cierto ε > 0, tomado en función del
ruido. Se define en primer lugar la matriz

DM = diag(r1,1, . . . , rM,M).

Puesto que PL+1 es una matriz de permutación,

H2N−L,L+1 = Q2N−LR2N−L,L+1P
T
L+1 = Q2N−LS2N−L,L+1, (2.33)

con

S2N−L,L+1 := R2N−L,L+1P
T
L+1 =

[
S2N−L,L+1(1 : M, 1 : L+ 1)

02N−L−M,L+1.

]
.

Entonces, para s = 0, 1,

H2N−L,L(s) = Q2N−LS2N−L,L(s), s = 0, 1,

con S2N−L,L(s) := S2N−L,L+1(1 : 2N−L, 1+s : L+s), ya que H2N−L,L(s), s =
0, 1, estaba formada por las primeras L columnas de H2N−L,L+1 ó las L últi-
mas, respectivamente.
Como Q2N−L es unitaria, el problema de autovalores generalizado del lápiz
(2.31) es equivalente a

zS2N−L,L(0)− S2N−L,L(1).

Usando (2.33), puede simplificarse al lápiz

zTM,L(0)− TM,L(1), (2.34)

con TM,L(s) = S2N−L,L+1(1 : M, 1 + s : L+ s), s = 0, 1.
El problema de autovalores generalizado para

zTM,L(0)
T − TM,L(1)

T ,

tiene los mismos autovalores zj, j = 1, . . . ,M que (2.34), a excepción de los
autovalores nulos, ya que ambas matrices son de rango completo M. Si vj es
el autovalor asociado a zj

zjTM,L(0)
T vj = TM,L(1)

T vj, (2.35)
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resuelve el sistema lineal (2.35) con T T
M,L de rango completo.

De donde se deduce que, para A = TM,L(0)
T

zjA
TAvj = ATTM,L(1)

Tvj,

es decir,
zj vj = (ATA)−1ATTM,L(1)

Tvj.

Por lo que, si A+ = (ATA)−1AT , es la pseudoinversa de A, se concluye que
vj es autovector de

FQR
M := (TM,L(0)

T )+TM,L(1)
T ,

con autovalor asociado zj.
De nuevo, debido a este desarrollo, se puede formular el algoritmo de tipo
Prony de factorización de lápices matriciales mediante descomposición QR
para muestras equiespaciadas de la siguiente manera:

Algoritmo 2.2.2. Factorización de lápices matriciales me-
diante descomposición QR.

Entradas: L,N∈ N , N�1, N≥L≥3, con L cota superior adecuada de M en (2.24),
fk valores medidos (con posibilidad de ruido) , k = 0, ..., 2N − 1 en
(2.1), y 0 < ε � 1.

Paso 1) Hallar la factorización QR de la matriz H2N−L,L+1 en (2.25). Deter-
minar el rango numérico M en (2.32) como el menor entero tal que
|R2N−L,L+1(M +1,M +1)| < ε|R2N−L,L+1(1, 1)|, y construir las matri-
ces TM,L(s), s = 0, 1, en (2.34).

Paso 2) Hallar los autovalores zi = eλi , i = 1, ...,M, de la matriz FQR
M :=

(TM,L(0)
T )+TM,L(1)

T . A partir de estos, calcular los λi aplicando la ra-
ma principal del logaritmo, ya que hemos supuesto Im(λi) ∈ [−π, π),
de manera que λi := log(zi), i = 1, ...,M .

Paso 3) Los coeficientes c⃗ = (c1, . . . , cM)T se obtienen a partir de la resolución
por mínimos cuadrados del sistema sobredeterminado;

V2N,M(z⃗) c⃗T =

 f0
...

f2N−1

 ,
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con z⃗ := (z1, . . . , zM), y V2N−L,M(z), la matriz rectangular de Vander-
monde.

Salidas: M ∈ N, ci ∈ C, λi ∈ [−α, 0] + i[−π, π), i = 1, ...,M.

■

Método ESPRIT para muestras equiespaciadas.
El desarrollo de este método, es similar al anterior, pero empleando la

descomposición en valores singulares (SVD, e.g. sección 3, [7]) de la matriz
Hankel rectangular construida en (2.25).
De nuevo, por ser H2N−L,L+1 de rango M, se aplica la descomposición SVD6,

H2N−L,L+1 = U2N−L Σ2N−L,L+1 WL+1, (2.36)

con U2N−L ∈ C(2N−L)×(2N−L),WL+1 ∈ C(L+1)×(L+1), matrices unitarias, y

Σ2N−L,L+1 :=



σ1 0 . . . 0
0 σ2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . σL+1

0 0 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . 0


∈ C(2N−L)×(L+1),

con σ1, . . . , σL+1 los valores singulares de H2N−L,L+1 ordenados de forma de-
creciente.
Si nos restringimos al caso de mediciones exactas, por el lema 2.2,

σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σM ≥ σM+1 = · · · = σL+1 = 0,

y por tanto el orden de la suma exponencial (2.1) es exactamente rg(H2N−L,L+1).
Consideramos las submatrices siguientes,

Σ2N−L,M := Σ2N−L,L+1(1 : 2N − L, 1 : M)

6Generalmente la descomposición SVD en (2.36) suele darse en la forma H2N−L,L+1 =
U2N−L Σ2N−L,L+1 V ∗

L+1, para cierta matriz unitaria VL+1 ∈ C(L+1)×(L+1), en nuestro
caso simplemente se considera WL+1 := V ∗

L+1, donde se denota por A∗ la transpuesta
conjugada de A
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WM,L+1 := WL+1(1 : M, 1 : L+ 1)

La descomposición (2.36) de la matriz se podrá simplificar en la forma

H2N−L,L+1 = U2N−LΣ2N−L,MWM,L+1,

pues σM+1 =, . . . ,= σL+1 = 0. Definimos asimismo las submatrices

WM,L(s) := WM,L+1(1 : M, 1 + s : L+ s) , s = 0, 1. (2.37)

Utilizando (2.26) y (2.36), se tiene

H2N−L,L(s) = U2N−LD2N−L,MWM,L(s), s = 0, 1. (2.38)

Como U2N−L unitaria, de (2.38) se deduce que el problema de autovalores
generalizado (2.31) es equivalente al problema de autovalores generalizado
para

zΣ2N−L,MWM,L(0)− Σ2N−L,MWM,L(1). (2.39)
Multiplicando por la derecha el lápiz matricial(2.39) transpuesto, por

σ−1
1 0 . . . 0
0 σ−1

2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . σ−1

M

0 0 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . 0


,

obtenemos el lápiz
zWM,L(0)−WM,L(1),

que, por tanto, contiene a los zj como autovalores. Como en el método ante-
rior, los nodos pueden obtenerse como autovalores de la matriz

F SV D
M := (WM,L(0)

T )+WM,L(1)
T .

Para el caso de muestras con ruido, los valores singulares de la matrizH2N−L,L+1

no tienen por qué anularse a parir del término M-ésimo, es decir,

σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σM ≥ σM+1 ≥ · · · ≥ σL+1 ≥ 0,
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y será necesario aproximar M, como el rango numérico de dicha matriz, [7],
de la siguiente manera:

M := mı́n
m∈N

{m : σm+1 < εσ1}, (2.40)

para cierto ε > 0, que vendrá dado por la tolerancia del algoritmo, y que
dependerá del ruido.

De forma análoga, el algoritmo en este caso se describe como:

Algoritmo 2.2.3. Método ESPRIT para muestras equies-
paciadas.

Entradas: L,N∈ N , N�1, N≥L≥3, con L cota superior adecuada de M en (2.24),
fk valores medidos (con posibilidad de ruido) , k = 0, ..., 2N − 1 en
(2.1), y 0 < ε � 1.

Paso 1) Hallar la factorización SVD de la matriz H2N−L,L+1 en (2.25). Deter-
minar el rango numérico M en (2.40) como el menor entero M, tal que
σM+1 < εσ1, y construir las matrices WM,L(s), s = 0, 1, en (2.37).

Paso 2) Hallar los autovalores zi = eλi , i = 1, ...,M, de la matriz F SV D
M :=

(WM,L(0)
T )+WM,L(1)

T . A partir de estos, calcular los λi aplicando la
rama principal del logaritmo, ya que hemos supuesto Im(λi) ∈ [−π, π),
de manera que λi := log(zi), i = 1, ...,M .

Paso 3) Los coeficientes c⃗ = (c1, . . . , cM)T se obtienen a partir de la resolución
por mínimos cuadrados del sistema sobredeterminado;

V2N,M(z⃗) c⃗T =

 f0
...

f2N−1

 ,

con z⃗ := (z1, . . . , zM), y V2N−L,M(z), la matriz rectangular de Vander-
monde.

Salidas: M ∈ N, ci ∈ C, λi ∈ [−α, 0] + i[−π, π), i = 1, ...,M.
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■

El método de tipo Prony visto en esta sección, puede plantearse como
solución del problema de reducción basado en la aproximación por matrices
de Hankel de menor rango (e.g. [12]). Este tipo de problemas se describen de
la siguiente manera:
Dada una aplicación S : CK → CL×N , con L < N , denominada especifica-
ción de estructura, un vector h ∈ CK , una norma || . || en CK , y un entero
M tal que 0 < M < L. Se pretende encontrar otro vector que verifique la
siguiente condición,

ĥ∗ := arg mı́n
ĥ∈CK

||h− ĥ||, con ĥ verificando rg(S(ĥ)) ≤ M.

En nuestro caso, podemos considerar S la estructura que construye las matri-
ces de Hankel, es decir S(h) es (2.25). Como ya vimos, podemos afirmar que
S(ĥ) es una matriz de rango M, si existe un vector p⃗ := (p0, . . . , pM−1) ∈ CM

tal que
M−1∑
k=0

pkhm+k = −hM+m, m = 0, . . . , N + L−M − 1.

Es decir, p⃗S(ĥ) = 0, luego p⃗ ∈ kerS(ĥ). Y por definición, la estructura de
kerS(ĥ), vista en la demostración del lema 2.2, hace que el método de Prony
se pueda interpretar como un problema de aproximación por matrices de
Hankel de menor rango.

2.3. Métodos de tipo Prony para muestras no
equiespaciadas.

El siguiente paso en la expansión de los algoritmos de tipo Prony será
considerar muestras no equiespaciadas. Es decir, en este caso el problema
será el siguiente:
Dado un cierto N ∈ N, con N ≥ M, queremos recuperar los valores de una
suma finita de exponenciales compleja, como ocurria en (2.24), sin embargo,
ahora supondremos que los valores conocidos son de la forma f(xk), k =
0, . . . , 2N − 1, para ciertos nodos no equiespaciados

0 ≤ x0 < x1 < . . . < x2N−1 = 2L− 1, M ≤ L ≤ N, (2.41)
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y cierta cota L conocida a priori, como en casos anteriores. Suponiendo que
los errores en las mediciones son lo suficientemente pequeños, la base de
este desarrollo consisitrá en hacer un paso previo en el que, mediante di-
ferentes técnicas de interpolación, se logre obtener aproximaciones de los
valores f(0), . . . , f(2L− 1),en (2.24), para posteriormente aplicar alguno de
los algoritmos vistos con anterioridad. Este paso previo recibe el nombre de
pre-procesado de los datos, y se presenta en esta memoria empleando dos
técnicas diferentes:

2.3.1. Pre-procesado mediante B-splines cardinales.
Para desarrollar este método, será necesaria la introducción de los B-

splines cardinales.

Definición 2.3. Dado un m ∈ N0, el B-spline cardinal de grado 2m es

M2m(x) :=
2m∑
k=0

(−1)2m−k

(
2m

k

)
(k − x−m)2m−1

+

(k − 1!)
,

con (k − x−m)2m−1
+ := max{0, k − x−m}.

En estas condiciones, el spline M2m es simétrico respecto al eje de orde-
nadas, y su soporte es el intervalo [−m,m]. Emplemos dicho B-spline para
aproximar los valores f(k), k = 0, . . . , 2N−L, ya que M2m y sus traslaciones,
forman una base del espacio de polinomios a trozos de orden 2m (e.g. [5]).
Para ello consideramos la función

g(x) :=
2L+m−2∑
l=1−m

glM2m(x− l).

Para que dicha función sea el aproximante buscado, imponemos las condi-
ciones

g(xk) = f(xk), k = 0, . . . , 2N − 1.

Resolviendo mediante mínimos cuadrados el sistema generado por estas con-
diciones, se obtienen los coeficientes gl. Para ello, es necesario suponer que
la matriz (M2m(xk − l))2N−1,2L+m−2

k=0,l=−m+1 tiene rango máximo 2L + 2m− 2. Y se
concluye tomando fk := g(k), k = 0, . . . , 2L− 1.
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2.3.2. Pre-procesado mediante interpolación por poli-
nomios cúbicos.

Puesto que queremos hallar el valor de f(k), k = 0, . . . , 2N − 1, en (2.24)
mediante interpolación cúbica, definiremos los polinomios pj, j = 1, . . . , 2N−
3, cada uno de ellos unívocamente definido por las condiciones

pj(xk) = f(xk), k = j − 1, j, j + 1, j + 2, (2.42)

para los valores f(xk), k = 0, . . . , 2N−1, conocidos. Estos polinomios pueden
definirse de diferentes maneras, en función de la base y el método utilizado
(véase [21]). En nuestro caso, cada pj se construirá empleando el método de
coeficientes indeterminados, considerando la base

{1, (x− xj), (x− xj)
2, (x− xj)

3}.

Por lo tanto, cada polinomio será

pj(x) = f(xj) + αj(x− xj) + βj(x− xj)
2 + γj(x− xj)

3,

con αj, βj, γj ∈ C los coeficientes indeterminados. Puesto que imponemos la
concidión (2.42), ha de verificarse

f(xk) = f(xj)+αj(xk−xj)+βj(xk−xj)
2+γj(xk−xj)

3, k = j−1, j+1, j+2.

A partir de estas condiciones, resolviendo el sistema lineal

1 xj−1 − xj (xj−1 − xj)
2

1 xj+1 − xj (xj+1 − xj)
2

1 xj+2 − xj (xj+2 − xj)
2


αj

βj
γj

 =


f(xj−1)−f(xj)

xj−1−xj

f(xj+1)−f(xj)
xj+1−xj

f(xj+2)−f(xj)
xj+2−xj

,
se obtienen los coeficientes necesarios para definir los pj.
Por último, definimos las aproximaciones buscadas de la siguiente manera:

fk :=


p1(k) si 0 ≤ k < x2,

pj(k) si xj ≤ k < xj+1, j = 2, . . . , 2N − 4,

p2N−3(k) si x2N−3 ≤ k < x2N−1(= 2L− 1),

para k = 0, . . . , 2L− 1.
Nótese que algún pj puede no utilizarse al calcular las aproximaciones, en
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función de como esten dispuestos los nodos. Por ello, para casos en los que
N � L puede ser interesante el empleo de otro tipo de técnicas de forma
local, en las que se utilicen más datos.
Una vez definidos los dos métodos posibles para realizar el pre-procesado de
los datos, el algoritmo de tipo Prony a emplear en el caso no equiespaciado
se describe como sigue:

Algoritmo 2.3.3. Métodos tipo Prony para muestras no
equiespaciadas.

Entradas: L,N∈ N , N�1, N≥L≥3, con L cota superior adecuada de M en (2.24),
fk, nodos no equiespaciados xk, k = 0, . . . , 2N − 1, en (2.41), valores
medidos f(xk), k = 0, ..., 2N − 1 en (2.24), y 0 < ε � 1.

Paso 1) Realizar el paso de pre-procesado, mediante B-splines cardinales o in-
terpolación polinomica, empleando las técnicas anteriores, para obtener
los valores f0, . . . , f2N−1.

Paso 2) Emplear alguno de los algoritmos vistos en la sección 2.2, tomando
N := L, para obtener el orden M de la suma exponencial, los valores
λi y los coeficientes ci en (2.24).

Salidas: M ∈ N, ci ∈ C, λi ∈ [−α, 0] + i[−π, π), i = 1, ...,M.

■

2.4. Experimentos numéricos.
Para finalizar este capítulo, pondremos en práctica la teoría desarrollada

mediante una serie de ejemplos numéricos, en los cuales se tendrán en cuenta
los siguientes errores relativos para medir la calidad de los procedimientos:

Exponentes :

e(λ⃗) :=
máxj=1,...,M |λj − λ̃j|

máxj=1,...,M |λj|
,
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Coeficientes :

e(c⃗) :=
máxj=1,...,M |cj − c̃j|

máxj=1,...,M |cj|
,

Evaluaciones :

e(f) :=
máxxj

|f(xj)− f̃(xj)|
|máx f(xj)|

,

donde se tiene en cuenta que

f(x) =
M∑
j=1

cje
λjx,

con M ∈ N, cj, λj ∈ C, j = 1, . . . ,M como en (2.24), es la función, cuyos
parámetros se pretende recuperar, y N ∈ N una cota superior adecuada de
M. Por otro lado,

f̃(x) =
M̃∑
j=1

c̃je
λ̃jx,

con M̃ ∈ N, c̃j, λ̃j ∈ C, j = 1 . . . , M̃ , son los parámetros aproximados obteni-
dos mediante los diferentes algoritmos. En el cálculo de e(f), se seleccionan
los xj =

2N−1
10(2N−1)

j = 1
10
j, j = 0, . . . , 10(2N −1), que forman una partición del

intervalo [0, 2N − 1] en 10(2N − 1) + 1 nodos. Otro concepto interesante en
el desarrollo de los experimentos es la distancia de separación definida por

δ := mı́n{|λj − λk|, k 6= j}, λj, λk como en (2.24),

ya que podemos recuperar todos los parámetros en (2.24) con 2N mediciones,
para un N ∈ N, tal que N > π2

δ
√
3
, véase e.g. [20].

Para llevar a cabo el desarrollo de los ejemplos, se han programado en
Matlab los diferentes algoritmos vistos, y pueden consultarse en el Apéndice
B.
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N L e(λ⃗) e(c⃗) e(f)

Método de Prony (Algoritmo 2.2.1)
6 6 2,4368e− 09 1,4917e− 09 4,4199e− 14

7 6 6,1905e− 10 4,1281e− 10 8,8824e− 15

7 7 4,0624e− 10 2,6675e− 10 3,2235e− 14

Lápices matriciales QR (Algoritmo 2.2.2)
6 6 2,1917e− 09 1,3476e− 09 8,2014e− 14

7 6 6,3899e− 10 4,2640e− 10 1,2644e− 13

7 7 3,8474e− 10 2,5202e− 10 2,3080e− 14

Lápices matriciales QR (con error de medición)
10 10 7,0533e− 06 1,0941e− 05 5,2630e− 06

20 10 4,3621e− 06 9,5054e− 06 4,9406e− 06

Método ESPRIT (Algoritmo 2.2.3)
6 6 1,2338e− 09 7,4307e− 10 1,7722e− 14

7 6 7,0445e− 10 4,9754e− 10 6,2747e− 14

7 7 3,3988e− 10 2,1960e− 10 5,1311e− 14

Método ESPRIT (con error de medición)
10 10 7,0533e− 06 1,0941e− 05 5,2630e− 06

20 10 4,3621e− 06 9,5054e− 06 4,9406e− 06

Tabla 2.1: Errores obtenidos en el experimento 1.

2.4.1. Experimento 1.
En el desarrollo de este experimento, se consideran como parámetros cons-

tituyentes de f en (2.24), los siguientes: M = 6, cj = j, j = 1, . . . ,M, y

 z1
...
zM

 :=


0,9856− 0,1628i
0,9856 + 0,1628i
0,8976− 0,4305i
0,8976 + 0,4305i
0,8127− 0,5690i
0,8127 + 0,5690i

 ,

con zj := eλj , j = 1, . . . ,M . Se ponen a prueba los algoritmos clásicos en sus
versiones QR y ESPRIT, tomando diversos valores para N y L, ε = 10−10.
A partir de estos datos, los errores obtenidos para diferentes valores de



40 CAPÍTULO 2. EL MÉTODO CLÁSICO DE PRONY

N, L ∈ N,M ≤ L ≤ N , se representan en Tabla 2.1. Las aproximaciones ob-
tenidas, se calculan a partir de las muestras f(k), k = 0, . . . , 2N−1. Como se
puede ver, a mayor cantidad de datos las aproximaciones son mejores, ya que
los errores van disminuyendo, aun así para una cantidad pequeña de datos,
se obtienen aproximaciones muy buenas, dando sentido a toda la teoría desa-
rrollada hasta el momento. Cuando hay errores en las mediciones originales,
la toma del ε varía, ya que al realizar el estudio de los valores obtenidos,
se puede ver un claro salto en los coeficientes obtenidos, que nos permitirán
escoger el ε adecuado. En este caso, si consideramos ruido en el muestreo, los
valores medidos vienen dados por fk = f(k) + ek, k = 0, . . . , 2N − 1, siendo
ek := 10−4(−1 + k

2N−1
), y el ε adecuado será 10−7.

2.4.2. Experimento 2.
Para el experimento 2, se trata de recuperar la función en (2.24) de pa-

rámetros:

• M = 6.

• (λ1, . . . , λ6) =
i

1000
(7, 21, 200, 201, 53, 1000).

• (c1, . . . , c6) = (6, 5, 4, 3, 2, 1).

• ε = 10−10 (Tanto para las mediciones con y sin ruido).

• fk = f(k)+ek, k = 0, . . . , 2N−1, siendo ek := 10−4(−1+ k
2N−1

) (Casos
con ruido).

De nuevo se aplica el método clásico, el método QR y el ESPRIT, obteniendo
los resultados expuestos en la Tabla 2.2. En este caso, por como se han toma-
do los λj originales, la distancia de separación es δ = | i

1000
(200−201)| = 0,001.

A partir de este valor deducimos que todos los parámetros se pueden recu-
perar para un N ∈ N tal que N > π2

δ
√
3
> 5698. Sin embargo, con cantidades

mucho más pequeñas de datos se obtienen aproximaciones muy buenas. Es-
to es interesante, ya que a pesar del mal acondicionamiento de las matrices
participantes en los métodos ( números de condición en Tabla 2.3), se siguen
obteniendo buenos resultados. Como vemos en Tabla 2.2, en los casos con
ruido, para la tolerancia 10−10 no siempre somos capaces de recuperar to-
dos los parámetros, sin embargo se obtienen buenas aproximaciones en las
evaluaciones.
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N L e(λ⃗) e(c⃗) e(f)

Método de Prony (Algoritmo 2.2.1)
7 7 4,1442e− 03 5,1742e− 01 3,5532e− 14

8 8 2,8473e− 04 3,1831e− 01 2,3965e− 14

9 9 4,1236e− 05 4,0061e− 02 2,0744e− 14

10 10 1,3736e− 05 1,4174e− 02 4,7416e− 14

15 15 6,8985e− 08 7,0123e− 05 1,2851e− 14

20 20 2,0164e− 09 2,0522e− 06 1,3073e− 14

30 30 7,6718e− 11 7,7345e− 08 3,7732e− 14

30 20 1,4262e− 10 1,4530e− 07 1,0301e− 13

30 10 3,5921e− 09 3,6664e− 06 6,1141e− 12

Lápices matriciales QR (Algoritmo 2.2.2)
7 7 4,2294e− 03 5,1650e− 01 6,1203e− 14

8 8 1,8760e− 04 2,0583e− 01 1,4190e− 14

9 9 1,7559e− 05 1,7509e− 02 2,8014e− 14

10 10 5,4689e− 06 5,5860e− 03 2,4980e− 14

15 15 5,1358e− 08 5,2185e− 05 2,1696e− 14

20 20 1,6616e− 09 1,6882e− 06 4,0859e− 15

30 30 5,3651e− 11 5,4306e− 08 1,6024e− 14

30 20 1,6697e− 10 1,6942e− 07 3,8400e− 14

30 10 1,5142e− 09 1,5426e− 06 2,6680e− 12

Método QR (con error de medición)
10 10 ∗ ∗ 5,2631e− 06

20 10 1,7318e− 05 1,7391e− 02 5,0061e− 06

Método ESPRIT (Algoritmo 2.2.3)
7 7 4,6278e− 03 5,1355e− 01 1,2102e− 13

8 8 1,9269e− 04 2,1979e− 01 7,7480e− 15

9 9 1,6093e− 05 1,6088e− 02 1,7555e− 14

10 10 8,9538e− 06 9,1634e− 03 9,5221e− 14

15 15 5,8037e− 08 5,9044e− 05 7,9141e− 14

20 20 9,9186e− 10 1,0050e− 06 3,9761e− 14

30 30 6,4467e− 11 6,6407e− 08 8,7788e− 14

30 20 1,6225e− 10 1,7018e− 07 1,6721e− 13

30 10 2,5156e− 09 2,1401e− 06 1,4247e− 11

Método ESPRIT (con error de medición)
6 6 ∗ ∗ 5,2631e− 06

6 6 1,7280e− 05 1,7354e− 02 5,0061e− 06

Tabla 2.2: Errores obtenidos en el experimento 2.
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N L H∗
2N−L,L(0)H2N−L,L(0) V ∗

2N,MV2N,M(z) FQR
M F SV D

M

7 6 1,5373e+ 17 1,6490e+ 09 82,1903 194,0979

10 6 5,2884e+ 16 4,0244e+ 08 7,8700 194,1090

10 7 5,0712e+ 16 4,0456e+ 08 10,0336 82,0924

20 7 3,2091e+ 17 1,2202e+ 06 2,0237 82,0924

20 20 8,6326e+ 17 1,2202e+ 06 3,4061 3,2812

Tabla 2.3: Números de condición de las matrices del experimento 2.

(*)En la tabla significa que no se han podido recuperar todos los pará-
metros.

2.4.3. Experimento 3.

En este caso los parámetros a considerar son

• M = 6.

• (λ1, . . . , λ6) =
i

1000
(200, 201, 202, 203, 204, 205).

• (c1, . . . , c6) = (6, 5, 4, 3, 2, 1).

• ε = 10−10.

Los resultados obtenidos en este experimento, son reflejados en Tabla 2.3,
dónde las casillas con * denotan la incapacidad de recuperar todos los ele-
mentos de (2.24). La importancia de este experimento radica en que a pesar
de que, para determinados N,L, seamos incapaces de recuperar la suma de
exponenciales, somos capaces de obtener buenas aproximaciones con menos
parámetros de los dados por la distancia de separación. Dicha distancia vuel-
ve a ser δ = 0,001, sin embargo al estar los λj mucho más cerca los unos de
los otros, es necesario tener más datos a priori que, por ejemplo, en el experi-
mento anterior. Esto nos indica, que el problema del mal acondicionamiento
de las matrices se puede solucionar tomando N,L más grandes.
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N L e(λ⃗) e(c⃗) e(f)

Método de Prony (Algoritmo 2.2.1)
300 300 ∗ ∗ 2,163e− 13

400 400 ∗ ∗ 8,0832e− 12

500 500 4,9870e− 06 4,3117e− 04 9,2411e− 13

600 600 7,1787e− 07 6,6261e− 05 1,3999e− 12

Lápices matriciales QR (Algoritmo 2.2.2)
300 300 ∗ ∗ 2,163e− 13

400 400 4,6849e− 05 3,7112e− 03 3,0549e− 13

500 500 1,5242e− 06 1,3588e− 04 1,5354e− 13

600 600 3,4043e− 07 3,0496e− 05 1,1975e− 12

Método ESPRIT (Algoritmo 2.2.3)
300 300 ∗ ∗ 2,163e− 13

400 400 2,3927e− 04 1,8676e− 02 1,4364e− 13

500 500 1,5385e− 05 1,4081e− 03 2,5675e− 13

600 600 1,7591e− 06 1,6176e− 04 5,4019e− 13

Tabla 2.4: Errores obtenidos en el experimento 3.

• Nota:Los experimentos 2 y 3 estan muy relacionados con la aproxima-
cion dispersa de Fourier (e.g. [6]). Esta rama tiene como objetivo recuperar de
la forma más eficiente posible las funciones definidas de la siguiente manera:

Definición 2.4. Dado L ∈ N, se dice que

g(x) =
α0

2
+

L∑
k=1

αkcos(kx) + i
L∑

k=1

βksen(kx), x ∈ R+, (2.43)

con αk, βk ∈ R\{0}, j = 1, . . . , L,es un polinomio trigonométrico complejo de
grado L.

Sin embargo, basta darse cuenta que un polinomio trigonométrico f de
grado L en (2.43), puede expresarse en la forma

g(x) =
M∑
j=1

cje
iωjx, M = 2L+ 1,
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ya que tomando

c
′

j :=

{
αk+βk

2
si k ∈ Z+,

αk−βk

2
si k ∈ Z−,

para c
′
0 :=

α0

2
, y j = −N, . . . , N se obtiene el paso intermedio

g(x) =
L∑

j=−L

c
′

je
iωjx,

y tras un cambio de índices se obtiene la expresión original. En definitiva, los
polinomios trigonométricos complejos son sumas de exponenciales comple-
jas, y podemos aplicar los algoritmos desarrollados. Puesto que la distancia
de separación era δ = 0,001, la forma interesante de actuar sería definir el
polinomio trigonométrico g(x) := f(1000x), con f en (2.24), de donde se
deduce que los ωj = −1000λj, con ωj, λj en (2.43) y (2.24), resp. De esta
forma, conociento tan solo g( k

1000
) = f(k), k = 0, . . . , 2N − 1 para N ≥ 10,

se obtienen aproximaciones muy buenas.
□

El objetivo de los dos ultimos experimentos será aproximar funciones del
tipo

g : [a, b] −→ C, 0 ≤ a < b < ∞,

por sumas de exponenciales complejas de un orden pre-fijado, e.g, [4]. Para
ello, el procedimiento a seguir, será aplicar alguno de los métodos, utilizan-
do como muestra los valores g(a + b−a

2N
k), k = 0, . . . , 2N − 1. De esta forma

conseguimos trasladar el problema de intervalo [a, b] al intervalo [0, 2N ], que
teniamos de forma original. Como resultado al aplicar el algoritmo, obtendre-
mos una función f : [0, 2N ] −→ C como en (2.24), y deshaciendo el cambio
de variable anterior, tendremos que f(2N t−a

(b−a)
), t ∈ [a, b] es la aproximación

buscada.

2.4.4. Experimento 4.
Consideramos M=20, y la función

g : [1, 106] −→C.

t 7−→ 1

t
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Aplicamos el método de lápices matriciales mediante factorización QR a los
valores g(1 + k(106−1)

2N
), N = 500, L = 250, obteniendo como resultado los

coeficientes cj, λj representados en Tabla 2.5. Finalmente, formando la su-
ma exponencial f(x) =

∑M
j=1 cje

λjx, tendremos que la aproximación de la
función g en [1, 106], será f(2N t−1

106−1
), t ∈ [1, 106]. En este caso represen-

tamos gráficamente en la figura 2.1 el error absoluto de la función g ori-
ginal y la apoximación f obtenida, tomando como puntos de evaluación
xk = 1− 106−1

107−1
k, k = 0, . . . , 107 − 1.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

105

10-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

Figura 2.1: Experimento 4. Error absoluto entre g y f .
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j cj λj

1 9,9585e− 01 −1,1403e+ 01

2 1,6290e− 03 −3,2207e+ 00

3 8,2389e− 04 −2,0723e+ 00

4 5,1529e− 04 −1,4197e+ 00

5 3,4716e− 04 −9,9512e− 01

6 2,4155e− 04 −7,0422e− 01

7 1,7062e− 04 −5,0023e− 01

8 1,2140e− 04 −3,5561e− 01

9 8,6705e− 05 −2,5253e− 01

10 6,2079e− 05 −1,7882e− 01

11 4,4547e− 05 −1,2599e− 01

12 3,2044e− 05 −8,8040e− 02

13 2,3094e− 05 −6,0715e− 02

14 1,6634e− 05 −4,1022e− 02

15 1,1914e− 05 −2,6868e− 02

16 8,4209e− 06 −1,6786e− 02

17 5,8091e− 06 −9,7333e− 03

18 3,8257e− 06 −4,9590e− 03

19 2,2593e− 06 −1,9432e− 03

20 9,3171e− 07 −3,6134e− 04

Tabla 2.5: Experimento 4. Parámetros de la suma exponencial que aproxima
a g.

2.4.5. Experimento 5.
En este caso, se trata de aproximar las funciónes de Bessel de primera

especie de orden 0, definidas por

J0(t) =
∞∑
k=0

(−1)k

(k!)2
(
t

2
)2k, t ∈ [0, 1000].

Tomamos como parámetros M = 20, N = 500, y L = 250. El cambio de
variable será x = 2N (t−a)

b−a
= t. Los parámetros que constituyen la función

f que aproxima a J0, se representan en la figura 2.2, y el error absoluto se
representa en la figura 2.3.
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(a) Valores de cj en f .
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(b) Valores de λj en f .

Figura 2.2: Experimento 5. Parámetros de f .
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Figura 2.3: Experimento 5. Error absoluto entre g y f .



Capítulo 3

EL MÉTODO
GENERALIZADO DE
PRONY

El objetivo de este capítulo es dar una generalización natural de los mé-
todos de Prony, a partir de los desarrollos vistos hasta el momento pero en
un contexto más amplio, ya que no será necesario restringirse a la recupera-
ción de sumas exponenciales complejas. Para ello, el siguiente paso de esta
memoria será construir un método para recuperar desarrollos finitos de au-
tofunciones en determinados operadores lineales.

3.1. Desarrollos finitos en autofunciones de
un operador lineal.

Sea (V, ||.||) un C-espacio vectorial normado, y A : V → V un operador
lineal. Además, supondremos que existe al menos un λ ∈ C tal que Av =
λv, para algún v ∈ V, es decir, A tiene autovalores (si V es un espacio de
funciones, las v ∈ V que verifiquen esta propiedad reciben el nombre de
autofunciones).
Sea Λ := {λi : i ∈ I}, el conjunto de los autovalores (distintos) del operador
A, con I un conjunto de subindices. Consideramos además Vi := 〈vi〉, i ∈ I,
con vi alguna de las autofunciones que verifique Avi = λivi y ||vi|| = 1.

48
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Definición 3.1. En las condiciones anteriores, para un M ∈ N, se dice que

f =
∑
i∈I

civi, ci ∈ C,

es un desarrollo M-finito de autofunciones del operador A, si M coeficientes
ci son no nulos. Es decir, existe J ⊂ I, |J | = M tal que

f =
∑
j∈J

cjvj. (3.1)

3.1.1. Método generalizado de Prony.
El primer paso en la generalización del método de Prony, resuelve el

problema de recuperar un desarrollo M-finito de autofunciones (3.1), conocido
el orden M ∈ N del mismo. Razonando de forma similar a la sección 2.1, sea
F ∈ V ∗ tal que F (vj) 6= 0, ∀j ∈ J, se puede recuperar f en (3.1) a partir de
los valores F (Akf), k = 0, . . . , 2M − 1.1 Para ello, se define el polinomio de
Prony,

p(z) :=
∏
j∈J

(z − λj) = zM +
M−1∑
k=0

akz
k, (3.2)

con λj, j ∈ J, los autovalores asociados a las autofunciones vj en (3.1). Debido
a la linealidad del operador A y de F, a partir de (3.1) se deduce que para
m ≥ 0 y aM := 1,

M∑
k=0

akF (Ak+mf) =
M∑
k=0

akF (
∑
j∈J

cjλ
k+m
j vj) =

∑
j∈J

cjλ
m
j F (vj)(

M∑
k=0

akλ
k
j )

=
∑
j∈J

cjλ
m
j F (vj)p(λj) = 0.

Por tanto, tiene sentido considerar el sistema de ecuaciones dado por

M−1∑
k=0

akF (Ak+mf) = −F (AM+mf), m = 0, . . . ,M − 1. (3.3)

1V* denota el espacio dual topológico de V.
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La determinación de los coeficientes del polinomio (3.2) puede hallarse inter-
pretando (3.3) como un sistema lineal con incógnitas a0, . . . , aM−1 expresado
de la forma

GM

 a0
...

aM−1

 = −

 F (AMf)
...

F (A2M−1f)

 , (3.4)

para

GM :=


F (f) . . . F (AM−1f)
F (Af) . . . F (AMf)

... . . . ...
F (AM−1f) . . . F (A2M−2f)

 . (3.5)

El sistema (3.4) tiene solución única, ya que la matriz GM en (3.5) es inver-
tible, como consecuencia del siguiente resultado:

Lema 3.1. Sean {λj}j∈J en (3.2), (cj)j∈J y (F (vj))j∈J en (3.1). Entonces

GM = Vλ diag(cj)j∈J diag(F (vj))j∈J V T
λ ,

con la matriz de Vandermonde Vλ = (λk
j )

M−1
k=0,j∈J .

Además (cj)j∈J es solución del sistema 1 . . . 1
... . . . ...

λ2M−1
j1

. . . λ2M−1
jM


F (vj1) . . . 0

... . . . ...
0 . . . F (vjM )


 cj1

...
cjM

 =

 F (f)
...

F (A2N−1f)

 ,

(3.6)

Demostración. Puesto que |J | = M , tomamos J = {j1, . . . , jM}. Haciendo
el producto de matrices en el término de la derecha, utilizando la linealidad
de F y la expresión de f en (3.1), 1 . . . 1

... . . . ...
λM−1
j1

. . . λM−1
jM


cj1 . . . 0

... . . . ...
0 . . . cjM


F (vj1) . . . 0

... . . . ...
0 . . . F (vjM )


1 . . . λM−1

j1... . . . ...
1 . . . λM−1

jM

 =

 cj1F (vj1) + · · ·+ cjMF (vjM ) . . . λM−1
j1

cj1F (vj1) + · · ·+ λM−1
jM

cjMF (vjM )
... . . . ...

λM−1
j1

cj1F (vj1) + · · ·+ λM−1
jM

cjMF (vjM ) . . . λ2M−2
j1

cj1F (vj1) + · · ·+ λ2M−2
jM

cjMF (vjM )

 =
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... . . . ...
F (AM−1f) . . . F (A2M−2f)

 = GM .

Por tanto, como por hipótesis los {λj}j∈J son distintos, la matriz Vλ es inver-
tible, además cj 6= 0, y F (vj) 6= 0, j ∈ J, luego diag(cj)j∈J y diag(F (vj))j∈J
son invertibles, y en consecuencia GM también.
La segunda parte es clara, pues haciendo el producto matricial en el término
de la izquierda: 1 . . . 1

... . . . ...
λ2M−1
j1

. . . λ2M−1
jM


F (vj1) . . . 0

... . . . ...
0 . . . F (vjM )


 cj1

...
cjM

 =

 cj1F (vj1) + · · ·+ cjmF (vjm)
...

cj1λ
2M−1
j1

F (vj1) + · · ·+ cjmλ
2M−1
jm

F (vjm)

 =

 F (f)
...

F (A2N−1f)



A partir de la determinación de los coeficientes del polinomio de Prony
(3.2), se pueden recuperar las autofunciones y coeficientes en (3.1) mediante
los siguientes pasos, que constituyen el método generalizado de Prony:

Algoritmo 3.1.1. Método generalizado de Prony.
Entradas: M ∈ N, valores medidos F (Akf), k = 0, ..., 2M − 1 en (3.1).

Paso 1) Resolver el sistema lineal (3.4).

Paso 2) Emplear alguno de los métodos vistos en el capítulo 2 para hallar las
raices λj del polinomio de Prony (3.2). Y posteriormente, determinar
las autofunciones (normalizadas) vj correspondientes.

Paso 3) Los coeficientes cj, j ∈ J se obtienen como solución del sistema sobre-
determinado (3.6).

Salidas: cj, vj, j ∈ J.
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■

De forma simétrica, con las correspondientes adaptaciones a la construc-
ción hecha en la sección 2.2, se puede extender el algoritmo generalizado de
Prony para el caso en el que tenemos desarrollos de funciones dispersos, pe-
ro desconocemos su orden. Es decir, en las condiciones anteriores, pero sin
conocer M, suponemos conocidos F (Akf), k = 0, . . . , 2N − 1, y N ≥ M ade-
cuado. Además, como ocurria en el capítulo anterior, suponemos conocido
un L ∈ N, tal que N ≥ L ≥ M .

3.1.2. Método QR/ESPRIT.
En primer lugar, consideramos la matriz de Hankel GM en (3.5), y a partir

de la relación dada en (3.4), denotando por gM := (F (AM), . . . , F (A2M−1))T ,
y considerando la matriz compañera C(p) del polinomio de Prony (3.2), ob-
tenemos la siguiente igualdad

G C(p) = G̃,

con G̃ = (G(1 : M, 2 : M), gM). De nuevo, los autovalores de la matriz com-
pañera C(p) son los λj, j ∈ J, en (3.2). Y como vimos anteriormente también
son los autovalores del lápiz matricial zG− G̃. De esta forma, podemos apli-
car el algoritmo 2.2.2 o 2.2.3, sustituyendo la matriz de Hankel H2N−L,L+1

por

G2N−L,L+1 :=


F (f) . . . F (ALf)
F (Af) . . . F (AL+1f)

... . . . ...
F (A2N−L−1f) . . . F (A2N−1f)

 ∈ C(2N−L)×(L+1). (3.7)

Esta construcción es posible, ya que las demostraciones empleadas en el ca-
pítulo 2 para desarrollar los métodos QR/SVD se emplearon argumentos ba-
sados únicamente en el rango de las matrices, por lo que sigue siendo válido.
El paso tres de ambos algoritmos ha de modificarse, originando el algoritmo
siguiente:
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Algoritmo 3.1.2. Método QR/ESPRIT para el método
de Prony generalizado.

Entradas: L,N∈ N , N�1, N≥L≥3, con L cota superior adecuada de M en (3.1),
F (Akf) valores medidos , k = 0, ..., 2N − 1 en (3.1), y 0 < ε � 1.

Paso 1) Hallar la factorización QR/SVD de la matrizG2N−L,L+1 en (3.7). Deter-
minar el rango numérico M en (2.32) empleando el método correspon-
diente al desarrollo QR/SVD, y construir las matrices TM,L(s)/WM,L(s), s =
0, 1, correspondientes.

Paso 2) Hallar los autovalores λj, j ∈ J de la matriz FQR
M := (TM,L(0)

T )+TM,L(1)
ó de F SV D

M := (WM,L(0)
T )+WM,L(1). A partir de estos, calcular las au-

tofunciones (normalizadas), vj, j ∈ J correspondientes.

Paso 3) Los coeficientes c⃗ = (cj)
T
j∈J se obtienen a partir de la resolución por

mínimos cuadrados del sistema sobredeterminado;

F (Akf) =
∑
j∈J

cjλjF (vj), k = 0, . . . , 2N − 1.

Salidas: cj, vj, j ∈ J

■

3.1.3. Autofunciones generalizadas.
El último paso en la generalización del método es extender su definición

a los desarrollos en autofunciones generalizadas:

Definición 3.2. Sea r ∈ N, V un espacio vectorial de dimensión finita,
y A : V → V un operador lineal. Decimos que ṽl ∈ V, l = 1, . . . , r, son
autofunciones generalizadas con multiplicidad l del operador A, asociadas al
autovalor λ, si verifican

(A− λI)l ṽl = 0, l = 1, . . . , r,
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y además

Aṽl = λṽl +
l−1∑
s=1

αl,sṽs, l = 1, . . . , r, (3.8)

con αl,s ∈ C.

De nuevo, consideramos Λ := {λi : i ∈ I}, el conjunto de los autovalores
(distintos) del operador A, con I un conjunto de subíndices. Además, para
cada i ∈ I fijamos los conjuntos Vi := {ṽi,l, l = 1, . . . , r}, un conjunto de au-
tofunciones generalizadas linealmente independientes asociadas al autovalor
λi. Con estas consideraciones, llegamos a la siguiente definción:

Definición 3.3. En estas condiciones, dados r,M ∈ N, se dice que

f =
∑
i∈I

r∑
l=1

ci,l ṽi,l,

es un desarrollo M-disperso de autofunciones generalizadas del operador A,
si existe J ⊂ I, |J | = M tal que ci,l = 0, para todo i ∈ I − J, l = 1, . . . , r y∑r

l=1 |cj|2 6= 0, ∀j ∈ J . Es decir,

f =
∑
j∈J

r∑
l=1

cj,l ṽj,l. (3.9)

La construcción sigue los pasos anteriores, ya que dado F ∈ V ∗, tal que
F (ṽi,l) 6= 0, i ∈ I, l = 1, . . . , r y suponiendo que la matriz F (f) . . . F (ArM−1f)

... . . . ...
F (ArM−1f) . . . F (A2rM−2f)

 ,

es invertible, se puede recuperar la función f en (3.9) a partir de los valores
F (Akf), k = 0, . . . , 2rM − 1. A modo de ilustración, consideramos el caso en
el que las autofunciones generalizadas asociadas al autovalor λj verifican:

Aṽj,l = λj ṽj,l + αj,l−1ṽj,l−1, l = 2, . . . , r. (3.10)

A partir de esta igualdad se verifica el siguiente resultado:
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Lema 3.2. Sean ṽj,l las autofunciones generalizadas asociadas al autovalor
λj en (3.8) verificando (3.10). Entonces

Akṽj,l =
l−1∑
s=0

(
k

k − s

)
λk−s
j ṽj,l−s(

s∏
t=1

αj,l−t),

definimos
(

k
k−s

)
:= 0 si k < s.

Demostración. Por inducción sobre k:
Para k=1:

Aṽj,l =
l−1∑
s=0

(
1

1− s

)
λ1−s
j ṽj,l−s(

s∏
t=1

αj,l−t)

=λj ṽj,l−s + ṽj,l−sαj,l−1 = Aṽj,l,

por definición en (3.10).
Suponemos cierto para k. Veamos que se cumple para k+1, empleando la
linealidad del operador A,

Ak+1ṽj,l =AAkṽj,l
HI
= A

( l−1∑
s=0

(
1

1− s

)
λ1−s
j ṽj,l−s(

s∏
t=1

αj,l−t)

)

=
l−1∑
s=0

(
1

1− s

)
λ1−s
j A(ṽj,l−s)(

s∏
t=1

αj,l−t)

=
l−1∑
s=0

(
1

1− s

)
λ1−s
j A(

s∏
t=1

αj,l−t)(λj ṽj,l−s + αj,l−s−1ṽj−l−s−1)

=
l−1∑
s=0

(
k

k − s

)
λk+1−s
j ṽj,l−s(

s∏
t=1

αj,l−t) +
l−1∑
s=0

(
k

k − s

)
λk−s
j ṽj,l−s−1(

s+1∏
t=1

αj,l−t).

(∗)
=

l−1∑
s=0

(
k

k − s

)
λk+1−s
j ṽj,l−s(

s∏
t=1

αj,l−t) +
l−1∑
s=0

(
k

k + 1− s

)
λk+1−s
j ṽj,l−s(

s∏
t=1

αj,l−t)

=
l−1∑
s=0

((
k

k − s

)
+

(
k

k + 1− s

))
λk+1−s
j ṽj,l−s(

s∏
t=1

αj,l−t)

=
l−1∑
s=0

(
k + 1

k + 1− s

)
λk+1−s
j ṽj,l−s(

s∏
t=1

αj,l−t).
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En el paso (∗), consideramos el segundo sumando, y definimos
(

k
k+1

)
:= 0 y

αj,0 := 0,

l−1∑
s=0

(
k

k − s

)
λk−s
j ṽj,l−s−1(

s+1∏
t=1

αj,l−t) =
l∑

s=1

(
k

k + 1− s

)
λk+1−s
j ṽj,l−s(

s∏
t=1

αj,l−t)

=
l−1∑
s=0

(
k

k + 1− s

)
λk+1−s
j ṽj,l−s(

s∏
t=1

αj,l−t),

ya que para s=0,s=1, los términos se anulan.

Consideramos ahora el polinomio generalizado de Prony, definido por

P (z) :=
∏
j∈J

(z − λj)
r =

Mr∑
k=0

akz
k, (3.11)

con ak ∈ C, k = 0, . . . ,Mr, aMr := 1, y λj los autovalores asociados a las au-
tofunciones generalizadas en (3.9). De forma análoga al caso clásico, teniendo
en cuenta la linealidad de F y del operador A, obtenemos las siguientes re-
laciones:
Mr∑
k=0

akF (Ak+mf) =
Mr∑
k=0

akF

(∑
j∈J

r∑
l=1

cj,l Ak+mṽj,l

)

=
Mr∑
k=0

akF

(∑
j∈J

r∑
l=1

cj,l

l−1∑
s=0

(
k +m

k +m− s

)
λk+m−s
j ṽj,l−s(

s∏
t=1

αj,l−t)

)

=
∑
j∈J

r∑
l=1

cj,l

l−1∑
s=0

(( Mr∑
k=0

ak

(
k +m

k +m− s

)
λk+m−s
j (

s∏
t=1

αj,l−t)

)
F (ṽj,l−s)

)
,

(3.12)

para cada m = 0, . . . ,Mr − 1. El siguiente paso, es ver que para m =
0, . . . ,Mr − 1, j ∈ J, l = 1, . . . , r y s = 0, . . . , l − 1, el término

Mr∑
k=0

ak

(
k +m

k +m− s

)
λk+m−s
j (

s∏
t=1

αj,l−t),

se puede expresar como combinación lineal del polinomio generalizado de
Prony, y de sus r-1 primeras derivadas, evaluadas en los λj, j ∈ J , que son
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de la forma:

P (ν)(z) =
Mr∑
k=ν

ak
k!

(k − ν)!
zk−ν , ν = 0, . . . , r − 1.

Observamos que los polinomios

qν(x) = x(x− 1) . . . (x− ν + 1), ν = 0, . . . , r − 1,

forman una base del espacio de los polinomios de grado hasta r-1. Esto implica
que cada polinomio en k de grado menor o igual que r-1 puede escribirse como
combinación lineal de qν , ν = 0, . . . , r − 1.
Como

P (ν)(λj) =
Mr∑
k=ν

akλ
k−ν
j qν(k), v = 0, . . . , r − 1,

podemos reescribir los qν(k) en función de P (ν)(λj), ν = 0, . . . , r − 1, j ∈
J. Pero como cada λj tiene multiplicidad r en la definición del polinomio
generalizado de Prony (3.11), se concluye que P (ν)(λj) = 0, ν = 0, . . . , r − 1.

Por lo tanto, en (3.12) se obtiene que
∑Mr

k=0 akF (Ak+mf) = 0, para m =
0, . . . ,Mr − 1. Y el sistema lineal de ecuaciones asociado,

Mr−1∑
k=0

akF (Ak+mf) = −F (ArM+mf), m = 0, . . . , rM − 1, (3.13)

es de nuevo de tipo Hankel. Finalmente, el algoritmo asociado a este método
sería el siguiente:

Algoritmo 3.1.3. Método de Prony para autofunciones
generalizadas.

Entradas: r,M ∈ N, valores medidos F (Akf), k = 0, ..., 2rM − 1 en (3.9).

Paso 1) Resolver el sistema lineal (3.13), para obtener los coeficientes del poli-
nomio de Prony generalizado (3.11).

Paso 2) Emplear alguno de los métodos vistos en el capítulo 2 para hallar las
raices λj del polinomio de Prony generalizado (3.11). Y posteriormente,
determinar las autofunciones generalizadas ṽj,l, l = 1, . . . , r correspon-
dientes.
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Paso 3) Los coeficientes cj,l, j ∈ J, l = 1, . . . , r se obtienen como solución del
sistema sobredeterminado:

F (Akf) =
∑
j∈J

r∑
l=1

cj,lAkṽj,l, k = 0, . . . , 2rM − 1

Salidas: cj, vj, j ∈ J.

■

3.2. Ejemplos de problemas destacados.
Debido a la propia construcción del método generalizado de Prony, el

problema que surge recae sobre las posibles elecciónes del operador A y el
funcional F . Para ello, se exponen una serie de ejemplos de utilidad en di-
versos campos. [18, 15]

3.2.1. Sumas finitas de exponenciales complejas y mo-
nomios.

El problema de recuperar sumas finitas de exponenciales complejas es
exactamente el problema que resuelve el método clasico de Prony, el cual
puede ser visto como un caso particular del método generalizado, ya que
considerando V = C(R), el espacio de funciones continuas en R, y el operador

S : C(R) −→ C(R)
f 7−→ Sf : R −→ R

x 7−→ f(x+ 1),

denominado operador ”shift”, entonces, para λ ∈ [−α, 0] + i[−π, π), α > 0, y
f(x) = eλx, se verifica

Sf(x) = Seλx = eλ(x+1) = eλeλx = eλf(x),

por lo tanto el conjunto Λ := {eλ : λ ∈ [−α, 0] + i[−π, π), α > 0} es un
conjunto de autovalores distintos de S, asociados a las autofunciones V :=
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{eλx : eλ ∈ Λ}. Tomando como funcional la delta de Dirac, F (f) = δ(f) =
f(0), la suma de M exponenciales complejas en (2.1) se puede recuperar de
forma inequívoca a partir de los valores

δ(Skf(x)) = δ(f(x+ k)) = δ(
M∑
j=1

cje
λj(x+k))

=
M∑
j=1

cjδ(e
λj(x+k)) =

M∑
j=1

cje
λjk = f(k),

k = 0, . . . , 2M − 1. Obteniendo así el método clásico de Prony visto en el
capítulo 2.
La elección del operador shift no es única, ya que hay otros operadores que
tienen a los {eλ : λ ∈ C} como autovalores, el más destacado es el operador
diferencial

d

dx
: C∞(R) −→ C∞(R).

f 7−→ f
′
. (3.14)

Ya que d
dx
eλx = λeλx. Por tanto, para x0 ∈ R y considerando como fun-

cional la delta de Dirac, podemos recuperar la suma finita de exponenciales
complejas

f(x) =
M∑
j=1

cje
λ
j x, λj 6= λi si i 6= j,

a partir de los valores

δx0(
dk

dxk
f(x)) =

M∑
j=1

cjδx0(
dk

dxk
eλjx) =

M∑
j=1

cjλ
k
j e

λjx0 = f (k)(x0),

k = 0, . . . , 2M − 1. De nuevo tomando como operador (3.14), r ∈ N, y
{ql}rl=0 una base del espacio de polinomios de grado menor que r + 1, con
deg(ql) = l, l = 0, . . . , r. Podemos recuperar la función

f(x) =
M∑
j=1

r∑
l=0

cj,lql(x)e
λjx,
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a partir de los valores

F (
dk

dxk
f(x)) =δx0(

dk

dxk
f(x)) =

M∑
j=1

r∑
l=0

cj,lδx0(
dk

dxk
ql(x)e

λjx) =

=
M∑
j=1

r∑
l=0

cj,l(q
(k)
l (x0)e

λjx0 + λk
j ql(x0)e

λjx0) = f (k)(x0),

k = 0, . . . , 2M(r+1). Esto se debe a que ql(x)eλjx, l = 0, . . . , r, son autofun-
ciones generalizadas de multiplicidad l + 1 del operador d

dx
pues verifican

(
d

dx
− λId)l+1(ql(x)e

λx) = (
d

dx
− λI)l(q

′

l(x)e
λx + λql(x)e

λx − λql(x)e
λx) =

· · · = (q
(l+1)
l (x)eλx + λl+1ql(x)e

λx − λl+1ql(x)e
λx) = 0,

y

d

dx
(ql(x)e

λx) = λql(x)e
λx + q

′

l(x)e
λx = λql(x)e

λx +
l−1∑
s=1

αl,sqs(x)e
λx,

para ciertos αl,s ∈ C, pues q
′

l(x) es un polinomio de grado l − 1 y puede
expresarse como combinación lineal de la base {qs(x)}l−1

s=0.

En cuanto a las sumas finitas de monomios, consideramos el espacio de
funciones continuas C(R), y el operador

Da : C(R) −→ C(R),
f 7−→ Daf : R −→ R

x 7−→ f(ax)

a ∈ R+\{1}, denominado ”operador dilatación” en C(R). Como

Dax
p = (ax)p = apxp,

entonces {xp : p ∈ C} es un conjunto de autofunciones de Da asociado a
los autovalores ap. Para asegurar que los autovalores ap son distintos para
distintos p suponemos que Im p ∈ [− π

ln a
, π
ln a

), de manera que

Λ = {ap, p ∈ C, Imp ∈ [− π

ln a
,
π

ln a
)},
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es un conjunto de autovalores de Da y

V = {xp : p ∈ C, Im(p) ∈ [− π

ln a
,
π

ln a
)},

el correspondiente conjunto de autofunciones. Como funcional F, tomamos
de nuevo la delta de Dirac en un punto x0 ∈ R\{0} arbitrario, por lo que
δx0(x

p) = xp
0 6= 0. Y se puede reconstruir la suma finita de monomios

f(x) =
M∑
j=1

cjx
pj , cj ∈ C, pj ∈ C tal que Im (pj) ∈ [− π

ln a
,
π

ln a
),

a partir de los valores

δx0(Dk
af(x)) =δx0(

M∑
j=1

cjDk
ax

pj) = δx0(
M∑
j=1

cja
kpjxpj) =

=
M∑
j=1

cja
kpjx

pj
0 = f(akx0),

para k = 0, . . . , 2M − 1.
También se pueden considerar las autofunciones generalizadas del opera-
dor dilatación, esta vez definido como Da : C(0,∞) −→ C(0,∞), para
a ∈ R+\{0} y x0 ∈ R+\{0}. En estas condiciones, {(ln x)lxp}rl=0 son au-
tofunciones generalizadas de multiplicidad l + 1 del operador dilatación con
autovalores ap, pues

Da((ln x)
lxp) = (ln ax)l(ax)p =

= (ln a+ ln x)lapxp = ap(ln x)lxp +
l−1∑
s=0

(
l

s

)
(ln a)l−sap(ln x)sxp.

Utilizando esta igualdad, se deduce la otra condición,

(Da − apId)l+1(ln x)lxp =(Da − apId)l(
l−1∑
s=0

(
l

s

)
(ln a)l−sap(ln x)sxp) =

=
l−1∑
s=0

(
l

s

)
(ln a)l−sap(Da − apId)l((ln x)sxp))

= · · · =
l−1∑
s=0

s−1∑
s1=0

· · ·
∑
sl−1

(Da − apId)(xp) = 0.
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En consecuencia, podemos recuperar el desarrollo finito en autofunciones
generalizadas de la forma

f(x) =
M∑
j=1

r∑
l=0

cj,l(ln x)
lxpj , cj,l ∈ C,

a partir de los valores

δx0(Dk
a(

M∑
j=1

r∑
l=0

cj,l(ln x)
lxpj)) =

M∑
j=1

r∑
l=0

cj,lδx0((ln a
kx)l(akx)pj)

=
M∑
j=1

r∑
l=0

cj,l(ln a
kx0)

l(akx0)
pj = f(akx0),

k = 0, . . . , 2(r + 1)M − 1.
Por último, también se puede considerar el operador diferencial

dx : C∞(R) −→ C∞(R).
f 7−→ dxf : R −→ R

x 7−→ d

dx
(xf(x)) = f(x) + xf

′
(x).

En este caso, para un x0 ∈ R\{0}, las autofunciones son de la forma {xp, p ∈
R},con autovalores asociados {p+ 1, p ∈ R}, ya que verifican

dx(x
p) =

d

dx
(xp+1) = (p+ 1)xp.

Concluyendo así, que las funciones de la forma

f(x) =
M∑
j=1

cjx
pj , cj ∈ C− {0}, pj ∈ R,

se pueden recuperar a partir de los valores

δx0((dx)
kf) = (dx)

kf(x0) =
k∑

s=0

αk,sf
(s)(x0), k = 0, . . . , 2M − 1,

para ciertos αk,s ∈ R.
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Símbolo Polinomio Autovalor(λn) p(x) q(x)
P

(α,β)
n Jacobi −n(n+α+β+1) (1− x2) (β−α− (α+ β+2)x)

C
(α)
n Gegenbauer −n(n+ 2α) (1− x2) −(2α + 1)x

Pn Legendre −n(n+ 1) (1− x2) -2x
Tn Chebyshev

tipo 1
−n2 (1− x2) -x

Un Chebyshev
tipo 2

−n(n+ 2) (1− x2) -3x

Hn Hermite -2n 1 -2x
L
(α)
n Laguerre -n x (α + 1− x)

Tabla 3.1: Autofunciones operador Sturm-Liouville, autovalores y polinomios
p,q.

3.2.2. Desarrollos finitos de polinomios ortogonales
Para este caso, consideramos de nuevo el espacio vectorial de funciones

indefinidamente derivables C∞(R), polinomios p,q con deg(p) = 2, deg(q) =
1, y el operador

Lp,q : C∞(R) −→ C∞(R), (3.15)
f 7−→Lp,qf : R −→ R

x 7−→ p(x)f
′′
(x) + q(x)f

′
(x)

denominado operador de Sturm-Liouville. Este operador ha sido estudiado de
forma extensa, por sus aplicaciones en el campo de ecuaciones diferenciales,
véase e.g. [9]. Se conoce que los polinomios en la Tabla 3.1, son autofunciones
de (3.15), para los polinomios p y q indicados.

Fijando como familia de autofunciones alguna de las dadas en la Tabla
3.1 y denotada genéricamente por {Qn(x), n ∈ N0}, los correspondientes
autovalores son únicos para cada tipo de polinomio, ya que λn 6= λm si n 6= m.
En este caso, siendo N0 := N∪{0},para un x0 ∈ R tal queQn(x0) 6= 0, n ∈ N0,
se considera la delta de Dirac en x0 como funcional. En consecuencia, el
polinomio

f(x) =
M∑
j=1

cnj
Qnj

(x), (3.16)
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para ciertos cnj
∈ C − {0}, nj ∈ N0 tales que 0 ≤ n1 < . . . < nM = N,

con NM una cota adecuada, siendo N el grado del polinomio f en (3.16), se
puede recuperar a partir de los valores

δx0(L
k
p,qf(x)) =

M∑
j=1

cnj
δx0(L

k
p,qQnj

(x)) =
M∑
j=1

cnj
δx0(λ

k
nj
Qnj

(x))

=
M∑
j=1

cnj
λk
nj
Qnj

(x0), k = 0, . . . , 2M − 1. (3.17)

El objetivo a continuación es ver que los valores (3.17) pueden obtenerse
a partir de f (m)(x0),m = 0, . . . , 4M − 2, como consecuencia del siguiente
resultado:

Teorema 3.1. Sea f ∈ C∞(R), un polinomio de grado N ∈ N, y Lp,q en
(3.15) el operador de Sturm-Liouville. Entonces para cada x ∈ R, los valores
Lk
p,q(x), k = 0, . . . , 2M − 1, pueden ser recuperados inequívocamente a partir

de los datos f (m)(x),m = 0, . . . , 4M − 2 mediante la siguiente igualdad:

Lk
p,qf(x) =

2k∑
l=1

gl,k(x)f
(l)(x), k ≥ 1,

siendo los polinomios gl,k(x) aquellos que verifican la siguiente relación:
Para k=1: g1,1(x) = p(x) y g2,1(x) = q(x).

k≥2:

gl,k(x) =l

(
l + 1

2
p
′′
(x) + q

′
(x)

)
gl,k−1(x)

+

(
(l − 1)p

′
(x) + q(x)

)
gl−1,k−1(x) + p(x)gl−2,k−1(x), (3.18)

l = 1, . . . , 2k.

Definiendo gl,k(x) := 0, si k ≥ 1 y l /∈ {1, . . . , 2k}.
Demostración. Como {Qn, n ∈ N0} es una base del espacio de polinomios,
podemos expresar f de la forma

f(x) =
N∑

n=0

αnQn(x), αn ∈ C, n = 0, . . . , n.
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Como estamos en el caso de una variable, y por definición teniamos

Lp,qh(x) = p(x)h
′
(x) + q(x)h

′′
(x), h ∈ C∞(R)

luego, podemos iterar este proceso y obtener

Lk
p,qh(x) =

2k∑
l=0

gl,k(x)h
(l)(x), k ≥ 1, (3.19)

con gl,k(x), los polinomios correspondientes. Puesto que {Qn, n ∈ N0} son
autofunciones del operador Lp,q, verifican Lp,qQn = λnQn, que junto con la
propiedad (3.19), nos lleva a la siguiente afirmación

Lk
p,qQn(x) =Lk−1

p,q

(
p(x)Q′′

n(x) + q(x)Q′
(x)

)
=

3.19
=

2k−2∑
l=1

gl,k−1(x)

(
p(x)Q′′

n(x) + q(x)Q′
(x)

)(l)

=

(∗)
=

2k−2∑
l=1

gl,k−1(x)

((
l

0

)
p(x)Q(l+2)

n (x) +

(
l

1

)
p
′
(x)Q(l+1)

n (x)

+

(
l

2

)
p
′′
(x)Q(l)

n (x) +

(
l

0

)
q(x)Q(l+1)(x) +

(
l

1

)
q
′
(x)Q(l)(x)

)
(∗∗)
=

2k∑
l=1

gl,k(x)Q(l)(x).

(∗) Se ha tenido en cuenta la regla de la derivada de un producto, y que
deg(p) = 2, deg(q) = 1.

(∗∗) De esta igualdad se deduce la fórmula de recurrencia para los polino-
mios gl,k en (3.18).

A partir de la igualdad anterior,

Lk
p,qf(x) =

N∑
n=0

αnL
k
p,qQn(x) =

N∑
n=0

αn

( 2k∑
l=1

gl,k(x)Q(l)
n (x)

)
=

=
2k∑
l=1

gl,k(x)

( N∑
n=0

αnQ(l)
n

)
=

2k∑
l=1

gl,k(x)f
(l)(x). (3.20)
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Debido a esta construcción, el algoritmo para recuperar la función f en
(3.16) sigue los siguentes pasos:

Algoritmo 3.2.2. Recuperación de desarrollos finitos de
polinomios ortogonales.

Entradas: Autofunciones {Qn, n ∈ N0}, con autovalores {λn, n ∈ N0} asociados,
operador de Sturm-Liouville de parámetros p(x), q(x), M ∈ N0, x0 ∈ R
tal que Qn(x0) 6= 0, ∀n ∈ N0, f (m)(x0),m = 0, . . . , 4M − 2.

Paso 1) Construir la matriz

G =

 g̃1,1 . . . g̃4M−2,1
... . . . ...

g̃1,2M−1 . . . g̃4M−2,2M−1

 ∈ R(2M−1)×(4M−2),

siendo g̃l,k := gl,k(x0), las evaluaciones de los polinomios (3.18) en x0.
Nótese que la construcción de la matriz G depende únicamente de la
base {Qn, n ∈ N0} tomada.

Paso 2) Calcular el vector

h⃗1 = G

 f
′
(x0)
...

f (4M−2)(x0)

 ,

a partir de este, considerar el vector

h⃗ :=

[
f(x0)

h⃗1

]
=


f(x0)

Lp,qf(x0)
...

L
(2M−1)
p,q f(x0)

 ,

por (3.20).

Paso 3) Denotando h⃗ = (hl)
2M−1
l=0 , resolver el sistema de Hankel h0 . . . hM−1

... . . . ...
hM−1 . . . h2M−2


 p0

...
pM−1

 = −

 hM
...

h2M−1

 ,

con incógnitas p0, . . . , pM−1.
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Paso 4) Calcular los ceros λnj
, j = 1, . . . ,M, del polinomio de Prony

P (z) = zM +
M−1∑
k=0

pkz
k.

Paso 5) Hallar las autofunciones correspondientes a los autovalores λnj
, j =

1, . . . ,M, y obtener los coeficientes cnj
en (3.16), resolviendo el sistema

M∑
j=1

cnj
Q(l)

nj
(x0) = f (l)(x0), l = 0, . . . , 2M − 1.

Salidas: nj, cnj
, j = 1, . . . ,M .

■

3.2.3. Recuperación de vectores dispersos.
Para desarrollar este caso, es necesaria la definición de vectores dispersos.

Definición 3.4. Sea D,M ∈ N, y x⃗ ∈ CD. Se dice que x⃗ = (x1, . . . , xD) es
un vector M-disperso si tiene exactamente M componentes no nulas.

Nos planteamos el problema de recuperar un vector x⃗ M-disperso usando
2M muestras yk = aTk x⃗, k = 0, . . . , 2M − 1, para ciertos vectores ak ∈ CD.
Podemos expresar x⃗ de la siguiente manera:

x⃗ =
N∑
i=1

xiei =
M∑
j=1

xnj
ej,

siendo {ei}Di=1 los vectores de la base canónica y {xnj
}Mj=1 los coeficientes

no nulos del vector x⃗. Se considera la aplicación lineal D : CD −→ CD con
matriz

D :=


d1 0 . . . 0
0 d2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . dD

 ,
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con {di}Di=1 ⊂ C distintos. Los autovectores de este operador, son los de la
base canónica {ei}Di=1, ya que

Dei = diei, i = 1, . . . , D.

Por último, tomamos como funcional

F : CD −→ CD

y⃗ 7−→Fy⃗ = b⃗T y⃗ =
D∑
i=1

bjyj,

con b⃗ = (b1, . . . , bD) ∈ CD, verificando bi 6= 0, i = 1, . . . , D, cuya elección
depende de cada caso particular. Con esta elección de F, es claro que Fei 6=
0, i = 1, . . . , D. Por lo tanto, el vector x⃗ se puede recuperar a partir de los
valores

aTk x⃗ = F(Dkx⃗) = b⃗TDkx⃗, aTk = b⃗TDk = (b1d
k
1, . . . , bDd

k
D), (3.21)

k = 0, . . . , 2M − 1. En la práctica, los datos son medidos con ruido, y no
se conoce la dispersión (M) del vector x⃗, por lo que es necesario adaptar
alguno de los métodos anteriores. En particular, aplicando el método ESPRIT
obtenemos el siguiente algoritmo:

Algoritmo 3.2.3. Método ESPRIT para recuperar vec-
tores dispersos.

Entradas: L,N ∈ N, con L una cota adecuada de M tal que M ≥ L ≥ N. Valores
F(Akx⃗), k = 0, . . . , 2N − 1, en (3.21).

Paso 1) Hallar la descomposición en valores singulares (SVD) de la matriz de
Hankel

H2N−l,L+1 :=

 F(x⃗) . . . F(ALx⃗)
... . . . ...

F(A2N−L−1x⃗) . . . F(A2N−1x⃗)

 ,

y su rango numérico. A partir de su descomposición en valores singu-
lares calcular las matrices WM,L(s), s = 0, 1, como en (2.37).
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Paso 2) Obtener los autovalores λj, j = 1, . . . ,M, de la matriz

F SV D
M = (WM,L(0)

T )+WM,L(1)
T .

Hallar los autovectores a los que corresponden estos autovalores, es
decir, obtener los {nj}Mj=1 ⊂ {1, . . . , N}, tal que Aenj

= λjenj
.

Paso 3) Los coeficientes xnj
, j = 1, . . . ,M se obtienen como solución por míni-

mos cuadrados del sistema:
M∑
j=1

xnj
bnj

dknj
= F(Akx⃗).

Salidas: M ∈ N, x⃗.

■

3.2.4. Recuperación de splines a partir de la transfor-
mada de Fourier.

En este caso, el problema a resolver mediante métodos de Prony es uno
muy interesante y que aparece frecuentemente en diversos campos cientí-
ficos, que es la recuperación de funciones de soporte compacto a partir de
datos de su transformada de Fourier, e.g. [19]. Para desarrollar este problema,
utilizaremos las siguientes definiciones:

Definición 3.5 (Transformada de Fourier). Sea f ∈ L1(R), una función
integrable. Entonces f̂ : R −→ C con

f̂(ξ) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−iξxdx, ξ ∈ R, i =

√
−1,

se llama transformada de Fourier de f.

Definición 3.6 (Spline). Sea m,n ∈ N, y sean {tj}m+n
j=1 ⊂ R, tal que t1 <

t2 < . . . < tm+n. Decimos que s : R −→ R es un spline de grado m con soporte
en [t1, tm+n] y nodos {tj}m+n−1

j=1 , si verifican las siguientes condiciones:

1: s(x) = 0, si x ∈ (−∞, t1) ∪ (tm+n,∞)
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2: s|[tj ,tj+1) es un polinomio de grado menor o igual que m-1, para j =
1, . . . ,m+ n− 1.

3: s ∈ Cm−2(R) (donde definimos C0(R) := C(R), y C−1(R) el conjunto de
funciones continuas a trozos).

El primer paso será considerar los splines de grado m = 1, es decir, las
funciones escalonadas, dadas por

s(x) =
n∑

j=1

cjχ[tj ,tj+1)(x), x ∈ R, (3.22)

Siendo χ[tj ,tj+1) la función característica del intervalo [tj, tj+1) y cj ∈ R dis-
tintos. Aplicando la transformada de Fourier a esta función, resulta

ŝ(ξ) =

∫ ∞

−∞

( n∑
j=1

cjχ[tj ,tj+1)(x)

)
e−ixξdx =

n∑
j=1

cj

(∫ ∞

−∞
χ[tj ,tj+1)(x)e

−ixξdx

)
=

=
n∑

j=1

cj

(∫ tj+1

tj

e−ixξdx

)
=

n∑
j=1

cj
iξ

(
e−iξtj − eiξtj+1

)
=

=
n+1∑
j=1

1

iξ
(cj − cj−1)e

−iξtj ,

denotando c0 = cn+1 := 0, c1j := cj − cj−1, j = 1, . . . , n + 1, obtenemos
finalmente que

f(ξ) := iξŝ(ξ) =
n+1∑
j=1

c1je
−iξtj , (3.23)

es una suma de exponenciales complejas (fijamos f(0) := 0). Para poder
recuperar la función s, será necesario suponer que existe τ > 0 tal que tjτ ∈
[−π, π), j = 1, . . . , n+ 1. Puesto que s es una función real, por construcción,
se verifica

f(ξ) = f(−ξ).

A partir de los valores ŝ(kτ), k = 1, . . . , N, para una cota adecuadaN ≥ n+1,
se pueden reconstruir 2N + 1 valores de f , de la siguiente manera:

f(lτ) :=


ilτ ŝ(lτ) l = 1, . . . , N,

f(−lτ) l = −N, . . . ,−1,

0 l = 0.

(3.24)
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El siguiente paso es considerar la función definida por

f̃(ξ) := f((−N + ξ)τ) =
n+1∑
j=1

(c1je
iNτ )eiξ(−τtj),

que verifica f̃(k) = f((−N + k)τ), k = 0, . . . , 2N, los cuales son conocidos.
Por ser f̃ una suma de exponenciales complejas, podemos emplear alguno de
los métodos vistos en el capítulo 2, para recuperar los valores tj y c1j , j =
1, . . . , n + 1. Finalmente, los coeficientes cj en (3.22) se recuperan mediante
la recurrencia

c1 := c11 y cj := cj−1 + c1j , j = 2, . . . , n.

Teniendo en cuenta este caso, la generalización a splines de mayor grado
sigue los siguientes pasos. Para m ∈ N, se definen los B-splines de la siguiente
manera

Definición 3.7 (B-spline). Sea m,n ∈ N0, y {tj}m+n
j=1 ⊂ R, con t1 < . . . <

tm+n. Los B-splines de grado m en los nodos t1, . . . , tm+n, denotados por Bm
j

se definen mediante la siguiente relación de recurrencia:

Bm
j (x) :=

x− tj
tj+m−1 − tj

Bm−1
j +

tj+1 − x

tj+m − tj+1

Bm−1
j+1 , j = 1, . . . , n

con B1
j (x) := χ[tj ,tj+1)(x).

Fijando t1, . . . , tm+n, los B-splines en dichos nodos son conocidas las si-
guientes propiedades, véase e.g. [5]:

1: Sop(Bm
j ) = [tj, tj+m], j = 1, . . . , n.

2: El conjunto {Bm
1 , . . . , Bm

n } es una base del espacio de splines de grado
m en los nodos t1, . . . , tm+n.

3: Para m ≥ 3, se verifica

(Bm
j )′(x) = (m− 1)

(
Bm−1

j (x)

tj+m−1 − tj
−

Bm−1
j+1 (x)

tj+m − tj+1

)
, j = 1, . . . , n.

(3.25)
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Teniendo esto en cuenta, todo spline de grado m se puede expresar como

s(x) :=
n∑

j=1

cjB
m
j (x), x ∈ R, (3.26)

para determinados nodos t1, . . . , tm+n. A partir de la propiedad (3.25), se
deduce

s(k)(x) =
n∑

j=1

cj(B
m
j )(k)(x) =

n+k∑
j=1

cm−k
j Bm−k

j (x), k = 1, . . . ,m− 1,

(3.27)
con

cl+1
j :=

{
c0j + c1j−1 l = 0, j = 1, . . . , n+m− 1
tm+1−k−tj

m−k
clj + cl+1

j−1 l = 1, . . . ,m− 1, j = 1, . . . , n+m− l − 1,

(3.28)
fijando cl0 := 0, l = 1, . . . ,m. En particular, para k = m− 1, se tiene

s(m−1)(x) =
n+m−1∑
j=1

c1jB
1
j (x) =

n+m−1∑
j=1

c1jχ[tj ,tj+1).

De forma similar al caso anterior, aplicando la transformada de Fourier al
spline s en (3.26),

ŝ(ξ) =
1

(iξ)m−1

n+m−1∑
j=1

c1j
iξ
(e−iξtj − e−iξtj+1) =

1

(iξ)m

n+m∑
j=1

c0je
−iξtj , (3.29)

con c0j := c1j − c1j−1, j = 1, . . . , n + m, y c10 = c1n+m := 0. A partir de (3.29)
deducimos que c0j 6= 0, j = 1, . . . , n+m, ya que si no fuese así, alguno de los
cj en (3.26) sería nulo, y bastaria considerar s como un spline de grado s-1.

Como ocurría con los splines de grado 1, suponiendo que existe τ > 0 tal que
tjτ ∈ [−π, π), j = 1, . . . , n+m, basta considerar la función

f(ξ) := (iξ)mŝ(ξ),

que es una suma de exponenciales complejas de orden n + m, por (3.29) y
aplicando un razonamiento totalmente simétrico al caso anterior, podemos
recuperar los nodos tj y los coeficientes c0j , j = 1, . . . , n +m a partir de los
datos ŝ(lτ), l = 1, . . . , N, con N ≥ n+m una cota adecuada.
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Nota: Si el orden de s en (3.26) es desconocido, conociendo la cota N ≥ n y los
datos de su transformada de Fourier correspondiente, la reconstrucción
seguiría siendo válida, aplicando los métodos de Prony basados en la
descomposición QR/ESPRIT.

Un paso más en este método, se basa en recuperar funciones de la forma

f(x) =
n∑

j=1

cjΦ(x+ tj) x ∈ R, , (3.30)

con cj 6= 0, j = 1, . . . , n, para ciertos parámetros {tj}nj=1 ⊂ R y Φ ∈ C(R) ∩
L1(R), tal que para T ∈ R, |Φ̂(ξ)| > ε > 0, ξ ∈ (−T, T ). Ha de suponerse, de
nuevo, que existe τ > 0 tal que |tjτ | < mı́n{π, T}, j = 1, . . . , n. Aplicando la
transformada de Fourier a la función (3.30),

f̂(ξ) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−iξxdx =

∫ ∞

−∞

( n∑
j=1

cjΦ(x+ tj)

)
e−iξxdx =

=
n∑

j=1

cj

(∫ ∞

−∞
Φ(x+ tj)e

−iξxdx

)
=

n∑
j=1

cj

(∫ ∞

−∞
Φ(y)e−iξ(y−tj)dy

)
=

=Φ̂(ξ)
n∑

j=1

cje
iξtj),

haciendo el cambio de variable y = x+ tj en cada integral del sumatorio. Por
lo tanto, considerando la función

h(ξ) =
f̂(ξ)

Φ̂(ξ)
=

n∑
j=1

cje
iξtj , ξ ∈ (−T, T ),

(está bien definida pues |Φ̂(ξ)| > ε > 0, ξ ∈ (−T, T )), obtenemos de nuevo
una suma de exponenciales complejas. Haciendo un razonamiento análogo al
caso de splines, se deduce que la función f en (3.30) se puede reconstruir, a
partir de los valores h(−τN + kτ), k = 0, . . . , 2N, para cierta cota adecuada
N ≥ n.

3.3. Experimentos numéricos.
Para finalizar esta sección, de manera análoga al capítulo 2, se expondrán

varios experimentos interesantes que ejemplifican la teoría desarrollada.
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3.3.1. Experimento 1.
En este caso se trata de recuperar un vector 9-disperso a partir de sus

datos de Fourier. Los parámetros considerados son los siguientes:

• M = 9.

• D = 1024.

• Operador A = diag(wσ∗0
D , . . . , w

σ∗(D−1)
D ), wD := e

−2πi
D .

• Valores no-nulos:
(x1, x5, x9, x19, x42, x45, x71, x115, x132) = (7, 5,−7, 3, 10, 5,−5, 7,−5).

• ε = 0,0005.

• yk = x̂σk + ek, k = 0, . . . , 2N − 1, como en (3.21) (Se denota con ̂
, ya que en este caso se corresponde con la transformada de Fourier
discreta), siendo ek errores de medición, tomados de forma uniforme
en el intervalo [−γ, γ], γ ∈ R.

• F=Id.

Los resultados obtenidos se muestran en la Tabla 3.2.

N = L γ M̃ σ Posiciones no nulas
10 0 4 1 1 42 100 136
30 0 6 1 1 15 43 71 115 132
50 0 8 1 1 9 19 42 45 71 115 132
70 0 9 1 1 5 9 19 42 45 71 115 132
10 1 4 1 0 42 100 136
30 1 6 1 1 16 43 71 115 132
50 1 8 1 1 9 19 41 44 71 115 132
90 1 9 1 1 5 9 19 42 45 71 115 132
11 0 9 7 1 5 9 19 42 45 71 115 132

Empleando la función rank para estimar M.
14 0 9 1 1 5 9 19 42 45 71 115 132

Tabla 3.2: Experimento 1. Recuperación de las posiciones no nulas.
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A la vista de los resultados, es claro que cuantos más datos de Fourier
poseamos, mayor será la precisión al estimar las posiciones, y que a mayor
error de medición, mayor cantidad de datos necesitados. También es desta-
cable que una correcta elección de σ puede reducir enormemente la cantidad
de datos necesarios, ya que por ejemplo, en este caso pasamos de necesitar
N = 70 para σ = 1 a N = 11 para σ = 7. Como ya ocurría en los expe-
rimentos anteriores, la aproximación del rango de una matriz se calcula de
forma más eficiente con la función rank de Matlab, en ausencia de ruido, sin
embargo la forma desarrollada en la teoría es más estable cuando hay errores
de medición.

Los siguientes experimentos se basan en la recuperación de desarrollos
en funciones Gausianas de frecuencia modulada, estos tipos de funciones son
muy usadas en campos como teoría de la señal, por lo que será interesante
poder recuperarlas de una manera eficiente, empleando los algoritmos desa-
rrollados de una forma concreta (véase e.g. [17]).

3.3.2. Experimento 2.
En este experimento, los desarrollos son del tipo siguiente:

f(x) =
M∑
j=1

cjg(x− αj), (3.31)

M ∈ N, y g(x) = e−βx2
, β ∈ C\{0}, αj ∈ R, cj ∈ C. Este último tipo de fun-

ciones, con β complejo, recibe el nombre de función Gausiana de frecuencia
modulada. La elección adecuada es escoger como funcional la identidad, y el
operador de tipo ”shift”siguiente:

Sg,hf(x) :=
g(x)

g(x+ h)
f(x+ h) = eβh(2x+h)f(x+ h), h ∈ R\{0}.

En (3.31) hay que hacer diferentes consideraciones, en función del β elegido
en la función Gausiana. Por un lado, si Re(β) = 0, tomaremos h tal que
0 < h ≤ π

2|Im(β)|T , con T tal que αj ∈ (−T, T ), ∀j. En otro caso, h se puede
tomar de forma arbitraria. En estas condiciones, las funciones vj := g(x −
αj), j = 1, . . . ,M, son autofunciones del operador Sg,h, pues

Sg,hvj(x) = eβh(2x+h)e−β(x+h−αj)
2

= e2βhαje−β(x−αj)
2

= e2βhαjvj(x),
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y por lo tanto (3.31) se puede recuperar a partir de los valores f(x0+hk), k =
0, . . . , 2M − 1. El procedimiento a seguir será el siguiente. Por definición,
podemos expresar f en (3.31) de la siguiente forma,

f(x) =
M∑
j=1

cje
−β(x−αj)

2

=
M∑
j=1

(cjg(αj))g(x)e
2βαjx =

M∑
j=1

c̃jg(x)e
α̃jx,

con c̃j := g(αj)cj, y α̃j = 2βαj. El siguiente paso será considerar la función

f̃(x) := g−1(x)f(x) =
M∑
j=1

c̃je
α̃jx,

la cual sabemos recuperar, mediante el método clásico de Prony, aplicado a
los valores f̃(x0+kh) = g−1(x0+kh)f(x0+kh), k = 0, ..., 2M−1. Por último,
basta recuperar los valores originales, mediante αj =

α̃j

2β
, cj = g−1(αj)c̃j.

En particular, consideramos los parámetros M = 5, β = −i, g(x) = eix
2
, h =

1, y αj, cj, j = 1, . . . , 5 en Tabla 3.3. Estos últimos se han tomado de forma
aleatoria y uniforme en los intervalos αj ∈ (−π

2
, π
2
) y cj ∈ (−5, 5) + i(−2, 2).

Se han empleado los parámetros f(−1 + k), k = 0, . . . , 9. Como resultado,
obtenemos que los errores para las aproximaciones α̃j, c̃j, son

máx
j=1,...,5

|αj − α̃j| = 1,8722e− 13, máx
j=1,...,5

|cj − c̃j| = 3,4824e− 12.

j αj cj
1 0,80971 −3,5811e+ 00 + 6,2296e− 01i

2 0,76382 −7,8239e− 01− 1,8572e+ 00i

3 −0,33858 4,1574e+ 00 + 1,3965e+ 00i

4 0,48845 2,9221e+ 00 + 1,7360e+ 00i

5 −1,0330 4,5949e+ 00 + 7,1494e− 01i

Tabla 3.3: Experimento 2. Parámetros del desarrollo (3.31).
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(a) Parte real de f y f̃ .
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(b) Parte imaginaria de f y f̃ .

Figura 3.1: Experimento 2. Comparación de f y f̃ .

3.3.3. Experimento 3.
Las funciones consideradas en este ejemplo, reciben el nombre de Gau-

sianas moduladas, y son muy similares a las anteriores, pero añadiendo un
factor de modulación. Se pueden expresar de la siguiente manera:

f(x) =
M∑
j=1

cje
2πiαjxg(x− sj), (3.32)

M ∈ N, y g(x) = e−βx2
, β ∈ R+, αj ∈ [0, 1), cj ∈ C\{0}, sj ∈ R. Toman-

do de nuevo la identidad como funcional y el operador Sg,h, definido en el
ejemplo anterior, las funciones vj(x) = e2πiαjxg(x − sj), son autofunciones
del operador, ya que,

Sg,hvj(x) = eβh(2x+h)e2πiαj(x+h)e−β(x+h−sj)
2

= e2h(βsj+πiαj)vj(x).

Para el correcto desarrollo del método, será necesario suponer que βsj+πiαj,
son distintos dos a dos, y 0 < h ≤ 1

2
. De forma similar al experimento 2,

podemos expresar (3.32), en la forma

f(x) =
M∑
j=1

cje
2πiαjxe−β(x−sj)

2

=
M∑
j=1

(cjg(sj))g(x)e
(2πiαj+2βsj)x =

=
M∑
j=1

c̃jg(x)e
α̃jx,



78 CAPÍTULO 3. EL MÉTODO GENERALIZADO DE PRONY

con c̃j := g(sj)cj, y α̃j = 2πiαj + 2βsj. Y de nuevo reconstruimos la función

f̃(x) := g−1(x)f(x) =
M∑
j=1

c̃je
α̃jx,

a partir de los valores f̃(x0+kh) = g−1(x0+kh)f(x0+kh), k = 0, ..., 2M−1.

Por último, deshaciendo el cambio de variable, obtenemos, αj =
Im(α̃j)

2π
, sj =

Re(α̃j)

2β
, y cj = g−1(sj)c̃j.

Para un ejemplo concreto, tomamos los parámetros M = 6, β = 1
2
, g(x) =

e−
x2

2 , h = 1
2
y los coeficientes αj ∈ (0, 1), cj ∈ (−10, 10) y sj ∈ (−5, 5), en

Tabla 3.4. Se han empleado las mediciones f(1
2
k), k = 0, . . . , 11, obteniendose

los errores:

máx
j=1,...,5

|αj − α̃j| = 1,0240e− 10, máx
j=1,...,5

|cj − c̃j| = 5,3198e− 11

máx
j=1,...,5

|sj − s̃j| = 2,3719e− 10.

j αj cj sj
1 0,8176 −0,2642 −1,4927

2 0,7948 −1,2828 4,3900

3 0,6443 −1,0643 3,7594

4 0,3786 −3,8730 0,5016

5 0,8116 0,1702 1,2248

6 0,5328 0,2154 0,8704

Tabla 3.4: Experimento 3. Parámetros del desarrollo (3.32).
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Apéndice A

El problema de autovalores
generalizado.

El problema de autovalores generalizado trata de extender la definición
clásica de autovalores, a un espectro más amplio de matrices.
Dada una matriz A ∈ Kn×n, K ∈ {R,C}, y n ∈ N, el problema clásico de
autovalores pretende encontrar escalares λ que verifiquen det(A−λIdn) = 0.
Aquellos que verifiquen dicha condición reciben el nombre de autovalores.
Sin embargo, en determinados contextos, esta definición puede ser bastan-
te restrictiva, por lo que el problema de autovalores generalizados trata de
ampliar este concepto. Para ello definiremos en primer lugar los lápices ma-
triciales, e.g. [7].

Definición A.1. Sean A,B ∈ Km×n, K ∈ {R,C}, y m,n ∈ N,m ≥ n. La
matriz A − λB, recibe el nombre de lápiz matricial. Se toma λ como una
variable indeterminada.
Además, si m = n, y existe al menos un λ0 ∈ K tal que det(A − λ0B) 6= 0,
se dice que el lápiz matricial A − λB es regular; en cualquier otro caso, se
denomina singular.
Para A − λB regular, se define su polinomio característico como p(λ) :=
det(A− λB), y sus autovalores generalizados, como:

(1) Las raices de p(λ).

(2) ∞ (con multiplicidad n− deg(p)) si deg(p) < n.
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GENERALIZADO.
Un resultado importante, y que se puede generalizar al caso de lápices

matriciales singulares, es el siguiente:

Proposición A.1. Sea A − λB un lápiz matricial regular. Si B es regular,
todos los autovalores generalizados de A − λB son finitos, y los mismos
que los autovalores en el sentido clásico, de AB−1oB−1A. Si B es singular,
A − λB tiene como autovalor a ∞ con multiplicidad n − rg(B). Si A es
regular, los autovalores generalizados de A−λB son los autovalores inversos
de A−1B ó BA−1, donde un autovalor nulo de A−1B corresponde con un
autovalor ∞ de A− λB.

Demostración. Si B es regular, y λ0 es un autovalor suyo, entonces por defi-
nición

0 = det(A− λ0B) = det(AB−1 − λ0Idn) = det(B−1A− λ0Idn),

por lo tanto, λ0 es autovalor de AB−1 y de B−1A.
Si B es singular, consideramos su descomposición SVD, tal que B = UΣV, y
obtenemos

p(λ) = det(A− λUΣV ) = det(U(U∗AV − λΣ)V ∗) = ±det(U∗AV − λΣ).

Puesto que r := rg(B) = rg(Σ), habrá un total de r λs en la matriz U ∗
AV − λΣ, en consecuencia gr(p) = r.
Si A es regular, det(A − λB) = 0 ⇔ det(Idn − λA−1B) = 0 ó det(Idn −
λBA−1) = 0. Y esto solo ocurre, si λ = 0y1/λ son autovalores de A−1B ó
BA−1.

De forma similar, se definen los autovectores generalizados para lápices
matriciales regulares,

Definición A.2. Sea A − λB un lápiz matricial regular, con A,B∈ Cn×n,
y λ0 un autovalor generalizado suyo. Se dice que v⃗ ∈ Cn es un autovector
generalizado por la derecha, asociado a λ0, si (A− λ0B)v⃗ = 0⃗.
Si λ0 = ∞, y Bv⃗ = 0, entonces v⃗ es un autovalor generalizado por la derecha,
asociado a ∞.
Se dice que λ0 es autovalor generalizado por la izquierda de A − λB, si es
un autovalor generalizado por la derecha de (A − λB)∗, donde ∗ denota la
transpuesta conjugada.

Otro concepto importante es el de lápices matriciales equivalentes.
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Definición A.3. Se dice que los lápices matriciales A − λB y C − λD
son equivalentes, si existen matrices regulares P1 y P2, tales que C − λD =
P1AP2 − λP1BP2.

A partir de esta definición se deduce el siguiente resultado.

Proposición A.2. Dados dos lápices matriciales equivalentes A − λB y
C − λD, se verifica:

(1) A− λB y C − λD tienen los mismos autovalores generalizados.

(2) v⃗ es autovector generalizado por la derecha de A − λB, si y solo si,
P−1
2 v⃗ lo es de C − λD.

(3) w⃗ es autovector generalizado por la izquierda de A − λB, si y solo si,
(P ∗

1 )
−1v⃗ lo es de C − λD.

Para este tipo de matrices, tambien existe una forma canónica, cuyo obje-
tivo es generalizar la forma canónica de Jordan a lápices matriciales regulares.

Teorema A.1 (Forma canónica de Weierestrass). Sea A− λB un lápiz ma-
tricial regular. Entonces existen matrices regulares P1yP2, tales que

P1(A− λB)P2 = diag(Jn1(λ1)− λIdn1 , . . . , Jnk
(λk)− λIdnk

, Nm1 , . . . , Nmr),

con Jni
(λi) un bloque de Jordan del autovalor λi,

Jni
(λi) :=


λi 1 0 . . . 0
0 λi 1 . . . 0
... . . . . . . . . . ...
0 0

. . . . . . 1
0 0 . . . 0 λi

 ∈ Cni×ni
,

y Nmi
, es un bloque de Jordan para el autovalor ∞, con multiplicidad mi,

Nmi
:=


1 λ 0 . . . 0
0 1 λ . . . 0
... . . . . . . . . . ...
0 0

. . . . . . λ
0 0 . . . 0 1

 ∈ Cmi×mi
.
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GENERALIZADO.
El problema de autovalores generalizado se extiende a lápices matriciales

singulares, de la siguiente manera.

Definición A.4. Sea A−λB un lápiz matricial singular, con A,B ∈ Cm×n,m ≥
n. Se dice que v⃗ ∈ Cn es autovector generalizado por la derecha del lápiz ma-
tricial A− λB, asociado al autovalor generalizado λ0 ∈ C, si verifican,

(A− λ0B)v⃗ = 0.

En este sentido, existe de nuevo una forma canónica.

Teorema A.2 (Forma canónica de Kronecker). Sea A−λB un lápiz matricial
singular, con A,B ∈ Cm×n,m ≥ n. Entonces, existen matrices regulares P1 ∈
Cm×myP2 ∈ Cn×n, tales que el lápiz matricial equivalente P1AP2−λP1BP2 es
diagonal por bloques, los cuales son de la siguiente forma: Bloques de Jordan,
asociados al autovalor λ

′

Jm(λ
′
)− λIdm :=


λ

′ − λ 1 0 . . . 0
0 λi 1 . . . 0
... . . . . . . . . . ...
0 0

. . . . . . 1
0 0 . . . 0 λ

′ − λ

 ∈ Cm×m,

bloques de Jordan correspondientes al autovalor ∞,

Nm :=


1 λ 0 . . . 0
0 1 λ . . . 0
... . . . . . . . . . ...
0 0

. . . . . . λ
0 0 . . . 0 1

 ∈ Cm×m,

bloques singulares por la derecha,

Lm :=


1 λ 0 . . . 0
0 1 λ . . . 0
... . . . . . . . . . ...
0 0 . . . 1 λ

 ∈ Cm×(m+1),



87

y bloques singulares por la izquierda,

LT
m :=


1 0 . . . 0
λ 1 . . . 0
... . . . . . . ...
... ... . . . 1
0 0 . . . λ

 ∈ C(m+1)×m.

Lm es singular por la derecha, pues ∀λ,
Lm(λ

m,−λm−1, λm−2, . . . ,±1)T = 0, y de manera análoga para LT
m.



Apéndice B

Códigos.

B.1. Capítulo 2.
Un denominador común en los tres siguientes algoritmos es la correcta

elección de un ε, ya que en definitiva será el que proporcione la aproximación
de M. Esta elección, en el caso con ruido se verá afectada por el método en
concreto que estemos empleando, y los valores N,L.

En primer lugar, la elección de ε, en el algoritmo (2.2.1) se verá afectada
por la diferencia de los módulos del vector c1, que nos indicará un valor
adecuado del mismo.

Código B.1: Método Prony (Algoritmo 2.2.1).
1 function [M,c,lambda] =metodoProny(N,L,eps,f)
2 %f vector fila con las evaluaciones.
3
4 %Definimos la matriz H_{2N-L,L+1}:
5 H2N=zeros(2*N-L,L+1);
6 for i=1:(L+1)
7 H2N(:,i)=f(i:(2*N-L+i-1));
8 end
9 %A partir de esta, construimos H_{2N-L,L}(0).
10 H2N0=H2N(1:2*N-L,1:L);
11
12 %Calculamos la solución por mínimos cuadrados del sistema:
13 q=lsqminnorm(H2N0,-f(L+1:2*N).');
14
15 %Definimos la matriz compañera y calculamos autovalores

distintos (ordenados de forma creciente).
16 Comp=diag(ones(1,L-1),-1);

88
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17 Comp(:,L)=-q;
18 z=unique(eig(Comp.'),'sorted');
19
20 %Matriz de tipo Vandermonde:
21 V2N=zeros(2*N,length(z));
22 for k=0:(2*N-1)
23 V2N(k+1,:)=z.^k;
24 end
25
26 %Hallamos coeficientes 1:
27 c1=lsqminnorm(V2N,f.');
28 [c1,ord1]=sort(c1);
29 z=z(ord1); %z_i ordenados tal que c_i<=c_{i+1}.
30
31 %Eliminamos los z_i que no verifiquen la condición.
32 i=1;
33 while (i<=length(c1) && norm(c1(i))<=eps)
34 z(1)=[];
35 i=i+1;
36 end
37
38 %Aprox. de M.
39 M=length(z);
40
41 %Calculamos las aprox. definitivas.
42 V2NM=zeros(2*N,M);
43 for k=0:(2*N-1)
44 V2NM(k+1,:)=z.^k;
45 end
46 %c=V2NM\(f.');
47 c=lsqminnorm(V2NM,f.');
48
49 %Definimos las salidas tal que los lambda vienen dados de

forma
50 %creciente.
51 [lambda,ord2]=sort(log(z));
52 c=c(ord2);
53
54 end

En los métodos QR y ESPRIT, el rango numérico de la matriz H2N−L,L+1 en
(2.25) puede calcularse de diversas maneras, en Matlab la que produce resul-
tados más estables en el caso sin ruido, es utilizar la propia función rank de
Matlab. Sin embargo, para el caso con ruido en las mediciones, será necesario
calcular un ε adecuado para emplear el método desarrollado en la teoría, que
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dependerá de los módulos de diag(R) si se emplea el método QR, o bien de
los valores singulares si se emplea el método ESPRIT.

Código B.2: Método Prony QR (Algoritmo 2.2.2).
1 function [M,c,lambda]= metodoPronyQR(N,L,eps,f)
2 %f vector fila con las evaluaciones.
3
4 %Calculamos la matriz H_{2N-l,L+1}
5 H2N=zeros(2*N-L,L+1);
6 for i=1:(L+1)
7 H2N(:,i)=f(i:(2*N-L+i-1));
8 end
9
10 % Descomposicion QR con pivotaje tal que diagonal de R

decreciente en modulo.
11 [Q,R,P]=qr(H2N);
12
13
14 %Determinar rango numérico
15 % M=0;
16 % r=diag(R);
17 % while M<length(r) && norm(r(M+1))>=eps*norm(r(1))
18 % M=M+1;
19 % end
20 M=rank(H2N);
21
22 %Contsruir T_{M,L}(0) y T_{M,L}(1):
23 S2N=R*P.';
24 TML0=S2N(1:M,1:L);
25 TML1=S2N(1:M,2:L+1);
26
27 %Preacondicionamiento de las T
28 % r=diag(R);
29 % T0=(inv(diag(r(1:M)))) *TML0;
30 % T1=(inv(diag(r(1:M))))*TML1;
31
32 %Construir matriz FM
33 FM=pinv(TML0.')*(TML1.');
34
35 %Si se usan las matrices acondicionadas.
36 %FM=pinv(T0.')*(T1.');
37 %Calculamos los parámetros aproximados
38 z=eig(FM);
39
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40 V2NM=zeros(2*N,M);
41 for k=0:(2*N-1)
42 V2NM(k+1,:)=z.^k;
43 end
44
45 c=lsqminnorm(V2NM,f.');
46
47 %Ordeno los lambda de forma creciente , y los c

respectivamente
48 [lambda,ord]=sort(log(z));
49 c=c(ord);
50 end

Código B.3: Método ESPRIT (Algoritmo 2.2.3).
1 function [M,c,lambda]=metodoESPRIT(N,L,eps,f)
2 %f vector fila con las evaluaciones.
3
4 %Calculamos la matriz H_{2N-l,L+1}
5 H2N=zeros(2*N-L,L+1);
6 for i=1:(L+1)
7 H2N(:,i)=f(i:(2*N-L+i-1));
8 end
9

10 %Facroización SVD tal que H2N=U*S*V':
11 [U,S,V]=svd(H2N);
12 W=V';
13 s=diag(S);
14
15 %Hallamos el rango numérico:
16 % M=0;
17 % while M<length(s) && s(M+1)>=eps*s(1)
18 % M=M+1;
19 % end
20 M=rank(H2N);
21
22 %Definimos W_{M,L}(0) y W_{M,L}(1):
23 WML0=W(1:M,1:L);
24 WML1=W(1:M,2:L+1);
25
26 %Construimos matriz FM y hallamos sus autovalores.
27 FM=pinv(WML0.')*(WML1.');
28 z=eig(FM);
29
30 %Hallamos los parámetros aproximados:
31 V2NM=zeros(2*N,M);
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32 for k=0:(2*N-1)
33 V2NM(k+1,:)=z.^k;
34 end
35
36 c=lsqminnorm(V2NM,f.');
37
38
39 %Ordeno los lambda de forma creciente , y los c

respectivamente:
40 [lambda,ord]=sort(log(z));
41 c=c(ord);
42
43 end

Código B.4: Experimento 1.
1 M=6;
2 c=1:6;
3 z=[0.9856-0.1628i 0.9856+0.1628i 0.8976-0.4305i 0.8976+0.4305i

0.8127-0.5690i 0.8127+0.5690i];
4 eps=10^(-10);
5
6 %N,L variando en función de los parámetros a introducir.
7 N=6;
8 L=6;
9
10 %Evaluaciones conocidas a priori.
11 k=0:2*N-1;
12 f=evalflambda(c,log(z),k);
13
14 %En el caso de ruidos en las mediciones.
15 % e=(10^(-4))*linspace(-1,1,2*N);
16 % f=f+e;
17
18 %Obtenemos las aproximaciones(Las aproximaciones de los

coeficientes c y
19 % los exponentes lambda vienen dados como vectores columna).
20 [MaproxP,caproxP,laproxP]=metodoProny(N,L,eps,f);
21 [MaproxQR ,caproxQR ,laproxQR]=metodoPronyQR(N,L,eps,f);
22 [MaproxE,caproxE,laproxE]=metodoESPRIT(N,L,eps,f);
23
24 [MaproxP,MaproxQR ,MaproxE]
25
26 %Calculamos los errores.
27 [elambdaP ,ecP,eevalP]=errores(laproxP,log(z),caproxP,c,N,M);
28 [elambdaQR ,ecQR,eevalQR]=errores(laproxQR ,log(z),caproxQR ,c,N,M)
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;
29 [elambdaE ,ecE,eevalE]=errores(laproxE,log(z),caproxE,c,N,M);
30
31 %Mostramos los resultados
32 [elambdaP ecP eevalP;elambdaQR ecQR eevalQR;elambdaE ecE eevalE]
33
34 %Función que calcula las evaluaciones de la función f de

parámetros c y
35 %lambda en nodos dados, con c,lambda y nodos vectores fila.
36 function [f] =evalflambda(c,lambda,nodos)
37
38 f=c*(exp(nodos '.*lambda)).';
39
40 end
41
42 %Función que reordena las aproximaciones obtenidas para

emparejarlas con
43 %los parámetros reales de la función que le corresponde.
44 function [lreordenado ,creordenado]=reordenar(lreal,laprox,caprox

)
45
46 n=min(length(lreal),length(laprox));
47 lreordenado=laprox;
48 creordenado=caprox;
49
50 for i=1:n
51 [~,j]=min(lreal(i)-lreordenado(i:n),[],ComparisonMethod

="abs"); %Seleccionamos la posición correspondiente al valor
real en posicion i,

52 aux=[i:n];
53 aux(1)=i+j-1; %Cambiamos las posiciones 1 e i.
54 aux(j)=i;
55 lreordenado(i:n)=lreordenado(aux); %Cambiamos la

posición del vector con los lambda, según los indices
anteriores.

56 vaux=creordenado(i); %Hacemos los mismos cambios de
posiciones en el vector de coeficientes c.

57 creordenado(i)=creordenado(i+j-1);
58 creordenado(i+j-1)=vaux;
59 end
60 end

Código B.5: Experimento 2.
1 M=6;
2 c=6:-1:1;
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3 lambda=(1i/1000)*[7 21 200 201 53 1000];
4 eps=10^(-10);
5
6 %N,L variando en función de los parámetros a introducir.
7 N=10;
8 L=10;
9
10 %Evaluaciones conocidas a priori.
11 k=0:2*N-1;
12 f=evalflambda(c,lambda,k);
13
14 %En el caso de ruidos en las mediciones.
15 e=(10^(-4))*linspace(-1,1,2*N);
16 f=f+e;
17
18 %Obtenemos las aproximaciones(Las aproximaciones de los

coeficientes c y
19 % los exponentes lambda vienen dados como vectores columna).
20 [MaproxP,caproxP,laproxP]=metodoProny(N,L,eps,f);
21 [MaproxQR ,caproxQR ,laproxQR]=metodoPronyQR(N,L,eps,f);
22 [MaproxE,caproxE,laproxE]=metodoESPRIT(N,L,eps,f);
23
24 %Calculamos los errores.
25 [elambdaP ,ecP,eevalP]=errores(laproxP,lambda,caproxP,c,N,M);
26 [elambdaQR ,ecQR,eevalQR]=errores(laproxQR ,lambda,caproxQR ,c,N,M)

;
27 [elambdaE ,ecE,eevalE]=errores(laproxE,lambda,caproxE,c,N,M);
28
29 [MaproxP,MaproxQR ,MaproxE]
30 [elambdaP ecP eevalP;elambdaQR ecQR eevalQR;elambdaE ecE eevalE]

Código B.6: Experimento 3.
1 M=6;
2 c=6:-1:1;
3 lambda=(1i/1000)*[200 201 202 203 204 205];
4 eps=10^(-10);
5
6 %N,L variando en función de los parámetros a introducir.
7 N=600;
8 L=600;
9
10 %Evaluaciones conocidas a priori.
11 k=0:2*N-1;
12 f=evalflambda(c,lambda,k);
13
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14 %Obtenemos las aproximaciones(Las aproximaciones de los
coeficientes c y

15 % los exponentes lambda vienen dados como vectores columna).
16 [MaproxP,caproxP,laproxP]=metodoProny(N,L,eps,f);
17 [MaproxQR ,caproxQR ,laproxQR]=metodoPronyQR(N,L,eps,f);
18 [MaproxE,caproxE,laproxE]=metodoESPRIT(N,L,eps,f);
19
20 %Calculamos los errores.
21 [elambdaP ,ecP,eevalP]=errores(laproxP,lambda,caproxP,c,N,M);
22 [elambdaQR ,ecQR,eevalQR]=errores(laproxQR ,lambda,caproxQR ,c,N,M)

;
23 [elambdaE ,ecE,eevalE]=errores(laproxE,lambda,caproxE,c,N,M);
24 [MaproxP,MaproxQR ,MaproxE]
25 [elambdaP ecP eevalP;elambdaQR ecQR eevalQR;elambdaE ecE eevalE]

Código B.7: Algoritmo QR (con M conocido).
1 function [c,lambda]= metodoPronyQRM(M,N,L,f)
2 %f vector fila con las evaluaciones.
3
4 %Calculamos la matriz H_{2N-l,L+1}
5 H2N=zeros(2*N-L,L+1);
6 for i=1:(L+1)
7 H2N(:,i)=f(i:(2*N-L+i-1));
8 end
9

10 % Descomposicion QR con pivotaje tal que diagonal de R
decreciente en modulo.

11 [Q,R,P]=qr(H2N);
12
13
14 %Contsruir T_{M,L}(0) y T_{M,L}(1):
15 S2N=R*P.';
16 TML0=S2N(1:M,1:L);
17 TML1=S2N(1:M,2:L+1);
18
19 %Preacondicionamiento de las T
20 r=diag(R);
21 T0=(inv(diag(r(1:M))))*TML0;
22 T1=(inv(diag(r(1:M))))*TML1;
23
24 %Construir matriz FM
25 %FM=pinv(TML0.')*(TML1.');
26
27 %Si se usan las matrices acondicionadas.
28 FM=pinv(T0.')*(T1.');
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29
30 %Calculamos los parámetros aproximados
31 z=eig(FM);
32
33 V2NM=zeros(2*N,M);
34 for k=0:(2*N-1)
35 V2NM(k+1,:)=z.^k;
36 end
37 c=lsqminnorm(V2NM,f.');
38
39 %Ordeno los lambda de forma creciente , y los c

respectivamente
40 [lambda,ord]=sort(log(z));
41 c=c(ord);
42 end

Código B.8: Experimento 4.
1 % Defino la función a aproximar y los parámetros:
2 g=@(x) 1./x;
3 a=1;
4 b=10^6;
5 N=500;
6 L=250;
7 M=20;
8
9 %Valores medidos:
10 h=g(a+((b-a)/(2*N))*[0:2*N-1]);
11
12 %Aplicamos el algoritmo conociendo M:
13 [c,lambda]=metodoPronyQRM(M,N,L,h)
14
15 %Evaluaciones para calcular el error.
16 t=linspace(a,b,10^7);
17 nodos=((2*N)/(b-a))*(t-a);
18 f=evalflambda(c.',lambda.',nodos);
19
20 %Calculamos el error absoluto
21 eabs=abs(g(t)-f);
22
23 %Graficamos error absoluto (escala logarítmica eje y):
24 semilogy(t,eabs);
25 title('Error absoluto $|g(t)-f(t)|$','Interpreter','latex')
26 xlabel(['$t\in$ [' num2str(a) ',' num2str(b) ']'],'Interpreter',

'latex')
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Código B.9: Experimento 5.
1 %Definimos la función a aproximar y los parámetros.
2 %plot(linspace(0,1000,10^7),besselj(0,linspace(0,1000,10^7)))
3 a=0;
4 b=1000;
5 M=20;
6 N=500;
7 L=250;
8
9

10 %Valores medidos:
11 h=besselj(0,a+((b-a)/(2*N))*[0:2*N-1]);
12
13 %Aplicamos el algoritmo conociendo M:
14 [c,lambda]=metodoPronyQRM(M,N,L,h);
15 figure(1)
16 plot(real(c),imag(c),"*r");
17 title('Valores aproximados $c_j$','Interpreter','latex');
18 xlabel('$Re(c_j)$','Interpreter','latex');
19 ylabel('$Im(c_j)$','Interpreter','latex');
20
21 figure(2)
22 plot(real(lambda),imag(lambda),"x",Color="#572975",MarkerSize=9)

;
23 title('Valores aproximados $\lambda_j$', 'Interpreter','latex')
24 xlabel('$Re(\lambda_j)$','Interpreter','latex');
25 ylabel('$Im(\lambda_j)$','Interpreter','latex');
26 xlim([-1.2,0.2]);
27 ylim([-1.2,1.2]);
28
29 %Nodos a evaluar la aproximación para calcular el error.
30 t=linspace(a,b,10^7);
31 nodos=((2*N)/(b-a))*(t-a);
32 f=evalflambda(c.',lambda.',nodos);
33
34 %Calculamos el error absoluto
35 eabs=abs(besselj(0,t)-f);
36
37 %Graficamos error absoluto (escala logarítmica eje y):
38 figure(3)
39 semilogy(t,eabs);
40 title('Error absoluto $|J_0(t)-f(t)|$','Interpreter','latex')
41 xlabel(['$t\in$ [' num2str(a) ',' num2str(b) ']'],'Interpreter',

'latex')



98 APÉNDICE B. CÓDIGOS.

B.2. Capítulo 3.

Código B.10: Método ESPRIT para vectores dispersos.
1 function [Maprox,posaprox ,c]=metodoESPRITvdis(N,L,eps,y,sigma,wd

,D,A)
2
3 %Calculamos la matriz H_{2N-l,L+1}
4 H2N=zeros(2*N-L,L+1);
5 for i=1:(L+1)
6 H2N(:,i)=y(i:(2*N-L+i-1));
7 end
8
9 %Facroización SVD tal que H2N=U*S*V':
10 [U,S,V]=svd(H2N);
11 W=V';
12 s=diag(S);
13
14 %Hallamos el rango numérico:
15 Maprox=0;
16 while Maprox<length(s) && s(Maprox+1)>=eps*s(1)
17 Maprox=Maprox+1;
18 end
19 %Maprox=rank(H2N);
20
21 %Definimos W_{M,L}(0) y W_{M,L}(1):
22 WML0=W(1:Maprox ,1:L);
23 WML1=W(1:Maprox ,2:L+1);
24
25 %Construimos matriz FM y hallamos sus autovalores.
26 FM=pinv(WML0.')*(WML1.');
27 lambda=eig(FM);
28 %Obtenemos las posiciones aproximadas.
29 posaprox=zeros(1,Maprox);
30 for i=1:length(lambda)
31 [~,posaprox(i)]=min(lambda(i)-diag(A),[],

ComparisonMethod="abs");
32 end
33
34 %Hay que tener en cuenta la indexación de Matlab, por lo que

se resta
35 %1.
36 posaprox=sort(posaprox)-1; %iniciando en 0
37
38
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39 %Obtenemos los coeficientes como solución del sistema
siguiente , por

40 %mínimos cuadrados:
41 d=wd.^(sigma.*posaprox);
42 F=zeros(2*N,Maprox);
43 for k=0:2*N-1
44 F(k+1,:)=d.^k;
45 end
46
47
48 %Redondeamos los resultados.
49 c=round(lsqminnorm(F,y.').',7);
50
51 end

Código B.11: Experimento 1.
1 %Definimos los parámetros.
2 D=1024;
3 N=10;
4 M=9;
5 L=N;
6 eps=0.0005;
7 wd=exp(-2*pi*1i/D);
8
9 %Valores reales (Hay que tener en cuenta que en matlab se indexa

desde 0,
10 %por lo que las posiciones en Matlab serán +1).
11 pos=[1 5 9 19 42 45 71 115 132];
12 val=[7 5 -7 3 10 5 -5 7 -5];
13
14 %Calculamos un sigma invertible modulo D.
15 if D>1
16 i=2;
17 while gcd(i,D)~=1
18 i=i+1;
19 end
20 sigma=i;
21 else
22 sigma=1;
23 end
24 sigma=11;
25
26 %Matriz asociada al operador.
27 A=diag(wd.^(sigma*[0:D-1]));
28
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29 %Obtenemos los datos de Fourier del vector.
30 y=val*(wd.^(sigma*[0:2*N-1].'*pos)).';
31
32 %Si hay error de medición;
33 e=linspace(-1,1,2*N);
34 y=y+e;
35
36 %Se ejecuta el método.
37 [Maprox,posaprox ,c]=metodoESPRITvdis(N,L,eps,y,sigma,wd,D,A)

;

Código B.12: Método Prony para funciones Gausianas.
1 function [caprox,alpha] =PronyGaus(M,f,ginv,b,nodos)
2 %f vector fila con las evaluaciones.
3
4 f1=ginv(nodos).*f;
5
6 %Definimos la matriz H_{2N-L,L+1}:
7 HM=zeros(M,M);
8 for i=1:M
9 HM(:,i)=f1(i:(M+i-1));
10 end
11
12 %Calculamos la solución del sistema:
13 q=HM\(-f1(M+1:2*M).');
14
15 %Definimos la matriz compañera y calculamos autovalores

distintos (ordenados de forma creciente).
16 Comp=diag(ones(1,M-1),-1);
17 Comp(:,M)=-q;
18 z=eig(Comp);
19
20 %Matriz de tipo Vandermonde:
21 V=zeros(M);
22 for k=0:(M-1)
23 V(k+1,:)=z.^k;
24 end
25
26 c1=V\(f1(1:M).');
27
28 %Definimos las salidas tal que los lambda vienen dados de

forma
29 %creciente.
30 [alpha1,ord]=sort(log(z));
31 c1=c1(ord);
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32 % Factor corrección no empezar la muestra en x_0=0.
33 c1=exp(-nodos(1).*alpha1).*c1;
34 %Deshacemos los cambios de variable.
35 alpha=alpha1./(2*b);
36 caprox=ginv(alpha).*c1;
37
38 end

Código B.13: Experimento 7.
1 %Definimos los parámetros.
2 M=5;
3 b=-1i;
4 g=@(x) exp(-(b.*(x.^2)));
5 ginv=@(x) exp(b.*(x.^2));
6 nodos=[-1:8];
7
8 %Obtenemos los datos de forma aleatoria uniforme.
9 c=(-5+(5-(-5)).*rand(M,1)+(-2+(2-(-2)).*rand(M,1)).*1i).';

10 a=(-(pi/2)+((pi/2)-(-(pi/2))).*rand(M,1));
11
12 %Experimento 7:
13 % c=[-3.5811+0.62296i -0.78239-1.8572i 4.1574+1.3965i

2.9221+1.7360i 4.5949+0.71494i];
14 % a=[0.80971 0.76382 -0.33858 0.48845 -1.0330].';
15
16 %Evaluaciones de f conocidad a priori.
17 f=c*g(nodos-a.*ones(M,2*M));
18
19 %Se ejecuta el método.
20 [caprox,alpha]=PronyGaus(M,f,ginv,b,nodos);
21 [ealpha,ec,~]=errores(alpha,a.',caprox,c,2*M,M);
22
23 %Graficamos los resultados.
24 x=linspace(0,9,1000);
25 evalreal=c*g(x-a.*ones(M,1000));
26 evalaprox=(caprox.')*g(x-alpha.*ones(M,1000));
27 figure(1)
28 plot(x,real(evalreal),'r--',x,real(evalaprox),'b*','

MarkerIndices',1:5:1000)
29 legend('$Re(f)$','$Re(\tilde{f})$','Interpreter','Latex')
30 figure(2)
31 plot(x,imag(evalreal),'r--',x,imag(evalaprox),'b*','

MarkerIndices',1:5:1000)
32 legend('$Im(f)$','$Im(\tilde{f})$','Interpreter','Latex')
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Código B.14: Método Prony para funciones Gausianas moduladas.
1 function [caprox,aaprox,saprox] =PronyGausMod(M,f,ginv,b,nodos)
2 %f vector fila con las evaluaciones.
3
4 f1=ginv(nodos).*f;
5
6 %Definimos la matriz H_{2N-L,L+1}:
7 HM=zeros(M,M);
8 for i=1:M
9 HM(:,i)=f1(i:(M+i-1));
10 end
11
12 %Calculamos la solución del sistema:
13 q=HM\(-f1(M+1:2*M).');
14
15 %Definimos la matriz compañera y calculamos autovalores

distintos (ordenados de forma creciente).
16 Comp=diag(ones(1,M-1),-1);
17 Comp(:,M)=-q;
18 z=eig(Comp);
19
20 %Matriz de tipo Vandermonde:
21 V=zeros(M);
22 for k=0:(M-1)
23 V(k+1,:)=z.^k;
24 end
25
26 %Calculamos los coeficientes aproximados:
27 c1=V\(f1(1:M).');
28
29 %Definimos las salidas tal que los lambda vienen dados de

forma
30 %creciente.
31 [alpha1,ord]=sort(log(z));
32 c1=c1(ord);
33 %Factor corrección no empezar en x_0=0.
34 c1=exp(-nodos(1).*alpha1).*c1;
35 alpha1=2.*alpha1;
36
37 %Deshacemos los cambios de variable.
38 saprox=(1/(2*b)).*real(alpha1);
39 aaprox=(1/(2*pi)).*imag(alpha1);
40 caprox=real(ginv(saprox).*c1);
41
42 end
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Código B.15: Experimento 8.
1 %Definimos los parámetros.
2 M=6;
3 b=1/2;
4 g=@(x) exp(-(b.*(x.^2)));
5 ginv=@(x) exp(b.*(x.^2));
6 nodos=[0:0.5:5.5];
7
8 %Obtenemos los datos de forma aleatoria uniforme.
9 c=((-10)+(10-(-10)).*rand(M,1)).';

10 a=(rand(M,1)).';
11 s=(-5+(5-(-5)).*rand(M,1));
12
13 %Calculamos los datos conocidos a priori.
14 f=c*(exp((2*pi*1i).*(nodos).*((a.').*ones(M,2*M))).*g(nodos-

s.*ones(M,2*M)));
15
16 %Se ejecuta el método.
17 [caprox,aaprox,saprox]=PronyGausMod(M,f,ginv,b,nodos);
18 [es,ec,ea]=erroresGausMod(saprox,s.',caprox,c,aaprox,a,M);
19
20 %Función cuya función es reordenar los parámetros aproximados ,

en la misma
21 %posición que los originales (en caso de que sean conocidos),

para poder
22 %calcualar de forma correcta los errores.
23 function [lreordenado ,creordenado ,sreordenado]=reordenarGausMod(

lreal,laprox,caprox,saprox)
24 n=min(length(lreal),length(laprox));
25 lreordenado=laprox;
26 creordenado=caprox;
27 sreordenado=saprox;
28
29 for i=1:n
30 [~,j]=min(lreal(i)-lreordenado(i:n),[],"

ComparisonMethod","abs");
31 aux=[i:n];
32 aux(1)=i+j-1;
33 aux(j)=i;
34 lreordenado(i:n)=lreordenado(aux);
35 vaux=creordenado(i);
36 creordenado(i)=creordenado(i+j-1);
37 creordenado(i+j-1)=vaux;
38 saux=sreordenado(i);
39 sreordenado(i)=sreordenado(i+j-1);
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40 sreordenado(i+j-1)=saux;
41 end
42 end
43
44 %Fucnión que calcula los errores del método.
45 function [elambda,ec,es]=erroresGausMod(laprox,lreal,caprox,

creal,saprox,sreal,M)
46 M1=min(M,length(laprox));
47
48 %Calculamos los vectores columna que contienen las

aproximaciones
49 %ordenadas.
50 [lr,cr,sr]=reordenarGausMod(lreal,laprox,caprox,saprox);
51
52 %Calculamos los diferentes errores
53 elambda=max(abs(lreal(1:M1)-lr(1:M1).'))/max(abs(lreal(1:M1)

));
54 ec=max(abs(creal(1:M1)-cr(1:M1).'))/max(abs(creal(1:M1)));
55 es=max(abs(sreal(1:M1)-sr(1:M1).'))/max(abs(sreal(1:M1)));
56
57 end
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