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Resumen:

El objetivo del trabajo serd estudiar y analizar la propagacion de senales
correspondientes a soluciones de ecuaciones hiperbdlicas no lineales. Se considerara
tanto el caso de soluciones continuas con posibles discontinuidades en las derivadas
como el caso de soluciones débiles o discontinuas. Se describiran ejemplos vy
aplicaciones.
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Abstract:

The aim of this work is to study and analyze the propagation of signals arising from
solutions to nonlinear hyperbolic equations. The analysis will cover both continuous
solutions that may exhibit derivative discontinuities, as well as weak or discontinuous
solutions. Relevant examples and applications will also be discussed.
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Capitulo 1

Introduccion

La eleccion de este tema nace del interés que me ha generado a lo largo
de la titulacién la aplicacién de las matematicas al mundo real. Por este mo-
tivo, me decanté por centrar mi trabajo en el estudio de soluciones continuas
y discontinuas de ecuaciones en derivadas parciales hiperbdlicas no lineales
de primer orden, profundizando en aspectos tedricos como las curvas carac-
teristicas, las ondas de rarefaccion o las ondas de choque. Estos aspectos re-
sultan fundamentales a la hora de comprender y predecir sistemas dinamicos
complejos que podemos encontrar en la naturaleza y en diversas aplicacio-
nes tecnolégicas. Entre las aplicaciones mas destacadas podemos encontrar
la evolucién de tratamientos contra el cancer, la prediccion de fenémenos
atmosféricos, la propagacion de ondas acusticas y sismicas, la simulacién de
dindamicas de poblaciones estructuradas por edad o tamano, el andlisis de
reactores quimicos de flujo o la modelizacion del trafico de vehiculos.

El objetivo de esta memoria sera presentar y comprender las soluciones
continuas y discontinuas de las EDPs de primer orden hiperbdlicas, haciendo
especial énfasis en las segundas, distinguiendo aquellos casos en los que la
discontinuidad se propaga a partir de las condiciones iniciales de aquellos
otros en los que la discontinuidad se forma espontaneamente en la propia
evolucion de la solucion; estas ultimas, en sentido clasico, dejarian de exis-
tir debido a la formacién de frentes abruptos, pero el concepto de solucién
débil nos permitira dotarlas de un sentido matematico. La combinacién de
ejemplos y desarrollo tedrico es un elemento fundamental a lo largo de este
trabajo, favoreciendo una comprensién profunda, apoyada ademads por nu-
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merosas representaciones graficas de los ejemplos expuestos. La culminacion
de la teoria expuesta se produce con la presentaciéon de dos aplicaciones de
las soluciones de este tipo de ecuaciones, en este caso, con una aplicacién de
las soluciones continuas: la estructura por edades de una poblacion, y con
otra de las soluciones débiles: el flujo de un sistema de trafico.

Para la elaboracion de este texto han sido indispensables los conocimien-
tos de las asignaturas de Fcuaciones Diferenciales, Ampliacion de Ecuaciones
Diferenciales y Andlisis Matemadtico. Cabe destacar, ademas, que en mi ca-
so particular no he cursado la asignatura optativa Ecuaciones en Deriwadas
Parciales por lo que la vasta mayoria de conceptos, definiciones y resultados
han resultado nuevos para mi.

Para finalizar esta introduccion, en cuanto a las referencias bibliograficas
utilizadas, destaco [2], [3], [4] y [6] para los capitulos[2]y [3| mientras que, para
el capitulo [4] me han sido de gran utilidad [5], [6], [7] y [8].



Capitulo 2

Ecuaciones en derivadas
parciales de primer orden y
curvas caracteristicas

Este capitulo se estructura en seis secciones distintas. En la primera y
segunda seccion abordaremos el estudio de ciertos aspectos tanto de ecuacio-
nes lineales como de aquellas no lineales. Introduciremos y explotaremos el
método de las curvas caracteristicas para la obtencién de soluciones, supo-
niendo en todo momento que una solucién de clase C! existe y finalizaremos
la segunda seccion con un teorema que asegura que, bajo ciertas condiciones
de regularidad, el método de las curvas caracteristicas nos proporciona un
sistema de ecuaciones paramétricas que define una soluciéon de una ecuacion
en derivadas parciales (EDP) de primer orden no lineal.

En la tercera seccion examinaremos la ecuacién casilineal con el objetivo
de encontrar un procedimiento que nos provea de una solucién. En la segunda
parte de esta seccion trataremos la solucién general expresada en términos
de una funcién arbitraria, presentando el concepto de integral primera para
concluir caracterizando la solucién general.

En la cuarta seccion trataremos la propagacién de singularidades: aquel
caso en el cual las condiciones iniciales y de frontera vienen dadas por fun-
ciones continuas pero con discontinuidades en sus derivadas. Definiremos las
expansiones del frente de onda y enunciaremos y probaremos un teorema que
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garantiza que la propagacion de singularidades se efectia a través de curvas
caracteristicas.

En la quinta seccién pasaremos a tratar la ecuacion general de primer
orden no lineal donde las direcciones caracteristicas dejan de ser obvias, pero
las descubriremos a partir de un breve analisis.

Por ultimo, en la sexta seccién, tras haber centrado nuestro esfuerzo en
la construccion de soluciones, pasaremos a tratar la unicidad de las mismas,
concluyendo con un teorema que prueba la unicidad de la solucién de EDPs
no lineales bajo ciertas condiciones.
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2.1. Ecuaciones lineales

Una ecuacién en derivadas parciales de primer orden con dos variables
independientes para una funcién u(x,y) es una relacién de la forma

F(m7yvu7umuy) =0, (ﬂc,y) e C R2,

y se dice que es lineal si tanto la funciéon incégnita u como sus derivadas
parciales aparecen como una combinacién lineal con coeficientes que solo
dependen de las variables independientes z e y.

La funcién u debers estar definida en el dominio Q de R? y ser suficien-
temente derivable. Ademas, todos sus valores y los valores de sus derivadas
que aparecen en la ecuacién deberan estar también en el dominio de F.

2.1.1. Ecuacion de adveccién

Comenzamos con uno de los ejemplos mas sencillos: el problema de valor
inicial para la ecuacion de adveccion:

u+cu, =0, z€R, t>0, (2.1.1)
u(z,0) = up(x), x€R.

En toda la seccién asumiremos que ug € C*.

Siu = u(z,t) es una funcién de dos variables y z = z(t) define una curva
C' de clase C! en el plano xt, la derivada de u a lo largo de la curva C' ser4,
utilizando la regla de la cadena,

J dx
Spu(a(t),8) = un(x(t), 1) + ua(2(?), 1) —.

Observamos que el lado izquierdo de la ecuacién (2.1.1)) es la derivada total

de u a lo largo de las curvas definidas por la ecuacién d—‘: = c¢. Podemos

entonces garantizar que

d
d—TZ = 0 a lo largo de las curvas definidas por d—? =c,

o0, equivalentemente,

u = constante en x — ct = &,
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donde £ es una constante.

En conclusién, a lo largo de la familia de curvas x —ct = ¢ la EDP ([2.1.1])
se reduce a una ecuacion diferencial ordinaria (EDO), y, debido a que u es
constante en esta curva,

u(z,t) = u(€,0) = up(&) = up(x — ct).

Si dibujamos una de esas curvas en el plano xt que pasa por un punto
arbitrario (x,t) podremos ver que interseca con el eje z en (£, 0). La constante
& actia como un parametro y caracteriza las curvas. Cuando t se presente

1
en términos de = tendremos que la velocidad serd ¢ y la pendiente — (ver la
c

figura [2.1.1al).

A estas curvas se las conoce como curvas caracteristicas, o simplemente
caracteristicas, mientras que la grafica que muestra el conjunto de curvas
caracteristicas en el plano xt adquiere el nombre de diagrama caracteristico

(ver la figura [2.1.1D)).

t t
(x,t) x — ct = const
r—ct=¢
X - X
(£:0) £
(a) Curva caracteristica con veloci- (b) Diagrama caracteristico para la
dad ¢ que pasa por el punto arbitrario EDP (2.1.1) que muestra la familia
(z,t) de curvas caracteristicas z — ct = £.

Figura 2.1.1: Curvas caracteristicas y diagrama caracteristico de la ecuacién
de adveccién.

Hasta ahora solo hemos tratado problemas de valor inicial, pero aquellos
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con condiciones frontera pueden ser abordados de una forma similar. Por
ejemplo, las condiciones frontera a lo largo del eje ¢ (x = 0) son de la forma

u(0,2) = g(t),
que pueden ser parametrizadas por
t=1,u=g(r)enx =0,

lo que nos da una condiciéon que usaremos para resolver el sistema carac-
teristico .
Veamos un ejemplo de este tipo.
Ejemplo 2.1. Problema de condiciones frontera
Consideramos el siguiente problema
U +u, =0, x>0, >0,

u(z,0) =0, x>0,
u(0,t)=t-e*, t>0.

El sistema caracteristico serd

du
-0
dt ’
dx
el
dt ’

a partir del cual afirmamos que

u=cy alo largo de x =t + cs.
Puesto que las condiciones en los ejes son diferentes, separamos el problema
en dos regiones: x >t yx <t.

= Six >t, es claro que u = 0 puesto que u es constante en las carac-
teristicas y toma el valor nulo a lo largo del eje x.

= Six <t, sobre el eje t podemos parametrizar de la siguiente manera
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A partir de aqui obtenemos el valor de ¢1 y ¢z, que vienen dados por
co=T1e ", cg=—T.
La solucion en forma paramétrica viene dada por
u=T1e ", x=1t—T.
Y, finalmente, eliminando el parametro T,
u(z,t) = (t—x)e" ", x<t
Notese que no existe problema de continuidad ya que si x = t entonces
uw(z,z) = u(0,0) = 0 (si g(0) # up(0) la solucion no seria continua en
x =t). Sin embargo, si examinamos u, para x =1, puesto que

ug(w,t) = —e" "+ (t — x)e" " para x < t,

entonces
Up(, %) = =1 £ uy(z,27) =0,

con lo que concluimos que u(z,t) ¢ CL.

2.1.2. Coeficientes variables

Podemos extender los conceptos anteriores a problemas mas complejos
introduciendo coeficientes variables. Nos encontramos ahora ante el siguiente
problema de valor inicial

up+c(x,t)hu, =0, ze€R, t>0, (2.1.3)
u(z,0) = up(x), x€R,

donde ¢ = ¢(z,t) es una funcién continua dada.

Razonando andlogamente llegamos a que
dz
u = constante en pri c(x,t).

De nuevo, la EDP (2.1.3]) se reduce a una EDO a lo largo de una familia

x
muy concreta de curvas definidas por pri c(x,t). La funcién ¢ = ¢(z, t) nos

proporciona la velocidad de estas curvas caracteristicas que depende ahora
de dos variables: espacio (z) y tiempo ().

[lustremos esta idea con un ejemplo concreto.
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Ejemplo 2.2. Sea el siguiente problema de valor inicial

uy —atu, =0, xR, >0,
u(z,0) = up(z), =e€R.

Las caracteristicas vienen definidas por

dx
= —zxt

pri
que, integrando, dan lugar a

x =g, (2.1.7)

donde & es una constante (ver la figura .

De acuerdo a lo visto anteriormente, sabemos que
)
u = constante en v = et /2,

y, de esta forma, podemos concluir que

u(z, t) = u(€,0) = (&) = uo(we"?)

es una solucion de (2.1.5)-(2.1.6) vdlida para todo t > 0 (ver la figura
Ery. C

1t

(z,1)

X

(€,0)

Figura 2.1.2: Diagrama caracteristico de (2.1.5) que muestra la familia de
curvas dada por ([2.1.7)).
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Figura 2.1.3: Diagrama que muestra cémo la senal inicial es propagada en el
espacio-tiempo por la EDP ([2.1.5)) a lo largo de las caracteristicas dadas por
(12.1.7).

Veamos ahora un ejemplo de coeficientes variables con condiciones en la
frontera.

Ejemplo 2.3. Sea el problema

up — 2*uy, =0, x>0, t>0, (2.1.8)
u(z,0)=e*, x>0, (2.1.9)
w0,t) =1, t>0. (2.1.10)
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El sistema caracteristico viene dado por

du

-0

dt

dx 9

F

y, resolviendo, obtenemos que
1
u=-cy alolargo de — =t+ co, (2.1.11)

x

donde ¢y y co son constantes.

Notamos en este punto que a lo largo de las curvas caracteristicas, t — oo
cuando x — 0% vy, por lo tanto, estas no intersecan con el eje x = 0 por lo
que la solucion vendrd determinada tan solo a partir de la condicion inicial.
Ademds, cuando x — o0 se tiene que t — —cq, lo que implica que, para
que la caracteristica corte con el eje x y podamos encontrar una solucion a
partir de la condicion inicial, c > 0. Ahora bien, si operamos en (2.1.11) y

despejamos co
t—t*x (1 —uaxt)
Co = = : 2.1.12
2 xt x ( )
y puesto que x > 0 podemos concluir que 0 < xt < 1 para que una solucion al
problema (2.1.8)-(2.1.9)-(2.1.10)) ezista. Asumiendo esto, si parametrizamos

sobre el eje x podemos escribir

—Q

r=a u=ce€ % t=0,

y, de esta forma, obtenemos el valor que toman las constantes c¢; y co
1
co=e % cg=—.
o)

La solucion en forma paramétrica viene dada por

y, finalmente, eliminando el pardmetro
u(z,t) =e T, 0<at<l.

Por 1ltimo, es sencillo comprobar que la solucion es continua en R? puesto
que g(0) = up(0) = 1.
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2.1.3. Caso no homogéneo

El método de las caracteristicas también puede ser extendido a problemas
no homogéneos. Nos encontramos asi ante el siguiente problema de valor
inicial

up + c(z, t)u, = f(x,t), ze€R, t>0, (2.1.13)
u(z,0) = up(x), z€R, (2.1.14)

donde ¢y f son funciones continuas dadas. Ahora, el sistema caracteristico

de (2.1.13)) adquiere la siguiente expresion

du
% = f('ra t)7
(2.1.15)
X~ o)
at ~
que puede ser resuelto, en teoria, teniendo en cuenta las condiciones iniciales
2(0) =& w(x(0),0) = uo(§). (2.1.16)

Los resultados de existencia y unicidad vistos para ecuaciones diferencia-
les ordinarias, en particular, el teorema de Picard, nos garantiza que existe
una solucién, al menos local, de sujeto a las condiciones iniciales
(2.1.16)) en un entorno a la derecha de ¢t = 0 si f y ¢ son de clase C! en un
entorno de (£,0). Sin embargo, una solucién global para todo ¢ > 0 puede no
existir.

En la practica, encontrar una solucion exacta de (2.1.15)) puede ser im-
posible y tendremos entonces que utilizar métodos de integracion numéricos.
Veamos que si ¢ es constante, entonces (2.1.15]) es resoluble de forma directa.

Ejemplo 2.4. Consideremos el siguiente problema

u + cu, = f(t), ze€R, t>0,
u(z,0) = up(x), = e€R.

El sistema caracteristico viene dado por

d
== f),
i (2.1.17)

dt
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A partir de la seqgunda igualdad, mediante separacion de variables, podemos
obtener

xr = te+ wo, (2.1.18)

mientras que con la primera igualdad llegamos a que

(1) = /0 F(s) ds + u(zo, 0).

A partir de las condiciones iniciales dadas sabemos que u(xy,0) = ug(xg) y
asi podemos concluir que

u(z,t) = up(x — ct) + /0 f(s)ds,

donde hemos despejado xy a partir de (2.1.18)).
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2.2. Ecuaciones no lineales

Cuando introducimos términos no lineales en u o en sus derivadas, la
situacion hasta ahora estudiada cambia, lo que nos lleva a analizar en esta
seccion la informacion que nos aportan las curvas caracteristicas en este tipo
de ecuaciones.

Para empezar, vamos a observar qué ocurre en uno de los casos mas
sencillos, esto es, el problema de valor inicial de la siguiente EDP de primer
orden no lineal:

u +c(u)u, =0, zeR, t>0, (2.2.1)
u(z,0) = ug(x), = e€R, (2.2.2)

donde ¢(u) es una funcién de u continua y derivable. Durante toda la seccién
asumiremos que la senal inicial uy es también continua y derivable.

Podemos reconocer ([2.2.1]) como la ley bésica de conservacion

ue+ ¢(u)e =0,  c(u) = ¢'(u)
donde ¢ = ¢(u) es el flujo.

Para estudiar la ecuacion , también conocida como ecuacion de
onda cinemdtica, supongamos, en primer lugar, que existe una solucién
u = u(x,t) de clase C'(R) para todo t > 0. De igual forma que en la seccién
anterior, y motivado por cémo abordamos el estudio de las EDPs lineales,
definamos las curvas caracteristicas de como las soluciones de

dx
- = c(u), (2.2.3)

donde u = u(z,1).

Resulta evidente que en este caso las caracteristicas no se pueden de-
terminar a priori puesto que el lado derecho de la ecuaciéon depende de la
solucion que ain no conocemos. Atun asi, si existe la solucién del problema
(2.2.1)-(2.2.2)), podemos afirmar que en las curvas definidas por la

EDP (2.2.1)) se convierte en

dr du
g+ c(u)uy = up + up— =

== =0
e dt
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o que, dicho de otro modo, u = constante a lo largo de estas curvas.

Es sencillo ver que, geométricamente, las caracteristicas definidas por

(2.2.3)) son rectas puesto que

d*x  de(u) ,, du
= a e

Integrando en (2.2.3) y teniendo en cuenta las condiciones iniciales, la ecua-
cién de esta curva, que podemos observar en la figura [2.2.1] sera

x—& = c(up(§))t, (2.2.4)
donde hemos tenido en cuenta que u es constante en estas curvas y por tanto

Asi pues, podemos concluir que, de existir una solucién al problema de valor
inicial (2.2.1)) para t > 0, esta necesariamente tiene que ser

u(z,t) = uo(§), (2.2.5)
donde § = &(x,t) viene definido implicitamente por (2.2.4)).

0.

(£,0) *

Figura 2.2.1: Caracteristica definida por z — & = c(uo(€))t con velocidad
c(uo(£))

Recordemos que hemos obtenido la expresién de la solucion del problema

[2.2.1)-(2.2.2)) asumiendo que era de clase C! y que existia para todo t > 0.
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Podemos dejar de realizar esta suposicion si probamos ahora que, de hecho,
una solucién con la forma wu(z,t) = up(§) existe bajo ciertas hipdtesis. Para
ello, notemos en primer lugar que la ecuacion define implicitamente &
en funcion de x y t siempre que

D =1+ c(uo(§))un(§)t # 0, (2.2.6)

(para verlo basta con aplicar el teorema de la funcién implicita). Ademés,
las derivadas parciales de la solucién vienen dadas por

Uy = u()(f)fta Uy = u,0<€)£x>

donde las derivadas parciales & y &, pueden ser calculadas derivando en

, de tal forma que
—6 = ¢ (o€t + cuol€)), 1 & = ¢ (uo(©)up(E)éet

y por tanto, teniendo en cuenta de nuevo (2.2.6)) para simplificar las expre-
siones,

__ cuo(§))up(€) _ up(§)
W= U= (2.2.7)

Conocidas estas derivadas parciales notamos que, en efecto, u; + c(u)u, =0
como queriamos probar.

Recapitulando, hemos probado que, bajo la hipétesis de que D # 0 para
todo £ € Ry t > 0, existe una solucién u = u(x,t) del problema (2.2.1)-
2.2.2) para todo t > 0 y que ademaés esta tiene necesariamente la forma
2.2.5)). Es conveniente apuntar que el hecho de que las derivadas u; y ¢
tengan ambas el mismo signo es una condiciéon suficiente para garantizar
la hipétesis pues, de este modo, D sera siempre positivo. Recogemos este
resultado en forma de teorema.

Teorema 2.1. Si las funciones ¢ y uy son de clase C*(R), y, o bien ambas
son crecientes, o bien ambas decrecientes en R (no necesariamente estricta-

mente), entonces el problema de valor inicial (2.2.1)-(2.2.2)) tiene una inica

solucion que estd definida implicitamente por las ecuaciones paramétricas
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Ejemplo 2.5. Consideramos el siguiente problema
u +uu, =0, x€R, t>0, (2.2.8)
w(z,0) =0 siz<0; wu(z0)= e x siz>0. (2.2.9)

En este caso, tanto c(u) = u como uy = u(x,0) son funciones continuas
y derivables con continuidad crecientes en R (ver la figura , por lo
que estamos en condiciones de aplicar el teorema [2.1. Ademds, las curvas
caracteristicas vienen dadas por x — & = c(uo(§))t y, por la definicion de ug
debemos distinguir entre:

m 51& <0, x=¢& es la caracteristica, que en el plano xt es una recta
vertical.

m 516E>0, 0= £+67%t es la caracteristica, que nuevamente es una recta
en el plano xt que pasa de ser vertical cuando & — 0 a tener pendiente

1 cuando & — oo (ver la figura .
Con todo esto, la solucion del problema (2.2.8))-(2.2.9) viene dada por

u(z,t) =0 para x < 0,

u(z,t) = 6_%, para x > 0,

donde v — & = tet (véase la figura .

p u t

u=20
T
(a) Gréfica de la forma de onda ini- (b) Diagrama caracteristico de
cial ug (2.2.9). (12.2.8)-((2.2.9)).

Figura 2.2.2: Gréficos de condiciones iniciales y curvas caracteristicas del

ejemplo
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u(z,t)

Figura 2.2.3: Propagacién de la sefial inicial ug(z) a lo largo de las carac-
teristicas.

2.2.1. Ecuaciones cuasilineales

En esta secciéon pasamos a estudiar unas ecuaciones no lineales particu-
lares que tienen la forma

u + c(z, t,u)u, = f(z,t,u), zeR, t>0. (2.2.10)

A estas ecuaciones cuyos coeficientes pueden depender de u pero que son
lineales en cuanto a sus derivadas de primer orden, se las conoce como ecua-
ciones cuasilineales de primer orden (incluyen el ejemplo introductorio visto
anteriormente).

Siguiendo con la disposicion de las subsecciones anteriores, comenzamos
abordando el problema de valor inicial. Consideramos asociado a una
condicién inicial

u(z,0) = ug(x), z€R, (2.2.11)

donde uy nuevamente es una funcién continua y derivable en R.
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Nuestro objetivo en esta seccién no solo serd estudiar ([2.2.10])-(2.2.11])
bajo la hipdtesis de que una solucién continua y derivable existe, sino que,
ademads, iremos un poco mas alla para mostrar un método que resuelva
(2.2.10)-(2.2.11)).

Para comenzar, supongamos que existe una solucion de (2.2.10)-(2.2.11
u = u(z,t) de clase C'(R x [0, 00)). Como en las secciones anteriores, (2.2.10
se reduce a la EDO

C;—Q; = f(fE;tyu)a alo 1arg0 de (Cii_f = C(ZL’,t,U)-

Por tanto, para obtener una expresion de la solucién, debemos resolver el
sistema

d
= = ftw)
(2.2.12)
d (x,t,u)
— =_C
dt ) )
sujeto a las condiciones iniciales
2(0) =&, u(x(0),0) = uo(¢)
Tratemos un primer ejemplo que ilustre esta idea.
Ejemplo 2.6. Consideramos el siguiente problema de valor inicial
u +uu, = —u, xR, t>0, (2.2.13)
u(z,0) = —g, z €R. (2.2.14)
El sistema caracteristico viene dado por
du
— = —U
dt ’
2.2.15
I ( )
— =Uu
dt ’
sujeto a las condiciones iniciales
u(z(0),0) = _¢ z(0) = &. (2.2.16)
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Su solucion es, en forma paramétrica,

u:—§e_t, ng(l—i-e_t), reR, t>0.

Notese que podemos despejar el pardmetro de la sequnda igualdad

2z
§=17—7",
1+e
para asi obtener la expresion
—t
xe
wx,t) = ———
( ? ) 1—'—€7t’

que es una solucion continua y deriwable para todot > 0 y x € R.

Pasamos ahora a estudiar otro ejemplo, pero esta vez con condiciones de
valor inicial y frontera.

Ejemplo 2.7. Consideramos el problema dado por

u+uu, =0, x>0, t>0, (2.2.17)
w(z,0)=1, x>0, (2.2.18)
1

Con estas condiciones tenemos que
x
u = constante en T =u,

lo que implica que las curvas caracteristicas son rectas, pero su expresion
variard en funcion de la region en la que nos encontremos (ver la figura

2.2.4)).
w Six >t, puesto que uw =1 a lo largo del eje x, en todas las caracteristi-

x
cas que corten a dicho eje tendremos que i 1 y las caracteristicas
tendrdan la forma
r=t+¢
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= St x < t, las rectas caracteristicas que cortan al eje t lo hacen en un
punto que denotamos por (0,7) y, entonces, basandonos en la definicion
de pendiente, podemos obtener la ecuacion de la curva como sigue
dx x—0

E:u:u(O,T):t_T

=z =u(0,7)(t — 1),

llegando asi a que las curvas caracteristicas vienen dadas por

(t—1). (2.2.20)

Pasamos, una vez obtenidas las expresiones de las curvas caracteristicas, a
analizar la solucion en las distintas regiones:

= Six >t, puesto que u =1 a lo largo del eje x, entonces u tomard este
valor constante en toda la region.

= Six <t sabemos que

1

u(z,t) =u(0,7) = I

(2.2.21)

donde T = 7(x,t) viene dado implicitamente por (2.2.20)). En este caso,
podemos despejar y obtener

I VA A ()
N 2 ’

T

(2.2.22)

tras haber desechado la solucion que no garantiza el cardcter positivo
de 7 al resolver la ecuacion de sequndo grado.

Concluimos asi que una solucion de (2.2.17))-(2.2.19)) es

u(z,t) =1 parax >t,

u(z,t) = para x < t,

1
—1+/1+4x(t —2),,
1+ ( 5 )

Notese que cuando x =t ocurre que T = 0, con lo que la solucion obtenida

es continua. Ademds, si definimos f(x,t) =17 = (=14 /1 +4x(t —z))/2z
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entonces la expresion de la solucion cuando v < t se puede expresar como
u(z,t) = 1/(1+ f?). En este punto es sencillo ver que las derivadas parcia-
les respecto de x cuando t — x tanto por la derecha como por la izquierda
coinciden

—Qf(:L‘, x+)fx<x7 ‘TJF)
(1+ f2(x,27))?
donde para la sequnda igualdad aplicamos que f — 0 cuando x — t. Por otro

lado, si calculamos las derivadas parciales respecto de t notamos que

21 (t+,t) fi(t+,1)
(1+ f2(t+,1))?

de donde concluimos que u es de clase C*.

uz(x,27)=0= = uy(x, "),

'U/t(t—,t) =0= :Ut(t+,t>,

Figura 2.2.4: Diagrama caracteristico de (2.2.17))-(2.2.19)).

En general, es improbable que podamos resolver el sistema caracteristico
como en los ejemplos precedentes, obteniendo una solucién con una expresion
”cerrada” . Por este motivo, abordamos ahora el estudio desde una perspectiva
mas general.

2.2.2. Solucién general

En algunos contextos es conveniente expresar la solucién de (2.2.10) en
términos de una funcién arbitraria. Para este proposito, algunas considera-
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ciones y definiciones previas son necesarias antes de comenzar.

Decimos que una funcién 1 (z, t, u) es integral primera del sistema carac-
teristico (2.2.12)) si (X (t),t,U(t)) = k donde (z = X(¢),u = U(t)) es una
solucion de (2.2.12)) para todo t > 0.

Si derivamos respecto de t en esta tltima igualdad y usamos la regla de
la cadena, obtenemos

Yo+ + 0 f =0, t>0, (2.2.23)
donde cada uno de los términos que aparecen es evaluado en (X (t),¢, U(t)).

Ademds, si ¢(z,t,u) es una integral primera del sistema caracteristico,
entonces la ecuacion 1(z,t,u) = k define implicitamente una superficie
u = u(z,t) en cierto dominio D del plano zt siempre que v, # 0 en dicho
dominio.

Usando de nuevo la regla de la cadena, al derivar respecto de x y ¢ se
obtiene

wt + ¢uut = 07 7% + wuu:p = 07

y, despejando, podemos obtener las derivadas parciales de la solucion

I
U
donde cada término de la parte derecha es evaluado en (x, ¢, u(z,t)). Notemos

que la curva (X(t),t,U(t)) se encuentra, en efecto, en la superficie definida
anteriormente puesto que (X (t),t,U(t)) = k.

(x,t) € D,

Uy =

Probemos ahora que esta superficie u = u(x,t) es solucién de la EDP
(2.2.10). Para ello, sea (£, 7) un punto arbitrario de D, entonces

U (§,7) + cup(§,7) = ——= — = (2.2.24)

donde ¢ y todos los términos de la derecha son evaluados en (£, 7,w) siendo
w = u(&, 7). Podemos considerar la curva solucién del sistema caracteristico
que en t = 7 cumple U(7) = w, X(7) = .. Estamos entonces en condiciones
de aplicar la igualdad que habiamos visto para integrales primeras
del sistema caracteristico, obteniendo
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y concluyendo asi que u = u(x,t) satisface la ecuacion (2.2.10) para todo
(x,t) € D.

Hemos razonado a partir de una integral primera del sistema caracteristi-
co que es un sistema en R? y, por ende, estd determinado por dos pardmetros.
Es por tanto de esperar que existan dos integrales primeras independientes
del mismo que denotaremos por 1(z,t,u) y x(z,t,u). Esto precisamente mo-
tiva que podamos afirmar que la solucién general de venga dada
por

G (.t u), x(z,t,u)) =0, (2.2.25)
para una funcién G arbitraria.

Veamos ahora el siguiente teorema, generalizacion de lo que acabamos

de probar para G(¢, x) = 1.

Teorema 2.2. Sea una funcion G tal que Gy, + Gyxu # 0, entonces la
ecuacion (2.2.25) definird, por el teorema de la funcion implicita, una funcion

u=u(z,t) que es solucion de (2.2.10)).

Demostracion. Partiendo de

G(¢($, t? u('x7 t))’ X(x’ t7 u('r’ t))) = 07
nuestro objetivo sera determinar u, y u; y garantizar que satisfacen la ecua-
cion ([2.2.10)).
Derivando respecto de x y teniendo en cuenta la regla de la cadena,

De manera analoga, derivando respecto de ¢

Gy (Vy + Yuuy) + Gy(xe + xute) = 0.

Sacando factor comun y despejando en ambas expresiones podemos escribir

um(wau—i_Gqu) = _(G¢¢1+Gxxw)v ut(GWvbu_FGXXU) = _(wat"i_GXXt)-

Entonces

waaz + GxXx wat + GxXt

Uy = — ) Uy = — )
wau + Gqu ! wau + Gqu
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donde hemos usado la hipétesis de que Gy, + Gy xu # 0. En este punto

LGyt + Gixa + c(Gythe + Gyxa) Gy + es) + Gy + exa)

Ut + CUy, = =
' Gw@% + Gqu wau + Gqu
_ GulbuD) +Galud) _
Gt//lvbu + Gqu ’
donde en la peniltima igualdad hemos aplicado ([2.2.23)) para ¢ y x por ser
integrales primeras. O]

Desarrollemos lo estudiado en esta subseccion en un ejemplo.

Ejemplo 2.8. Consideramos la ecuacion

x
2tu, = . 2.2.26
e 2t =0 T ( )
El sistema caracteristico es
dx
— =2t
dt
du T
dt  2u+1

A partir de la primera ecuacion obtenemos la integral primera
w =T — tQ = (1,
y la sequnda ecuacion se convierte entonces en

du t*+¢

dat u+1’

Tras resolver esta EDO mediante separacion de variables, podemos afirmar
que otra integral primera tendrd la forma
t3

2
X:u2—|—u—g—clt:u2+u+§t3—xt:@.

En este punto podemos concluir, de acuerdo con el teorema que una
solucion general serd

2
G(:E—tz,u2+u+§t3—xt) =0,
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donde G es una funcion arbitraria.

Notese que esta expresion define, a su vez, una solucion implicita

2
u? +u §t3 —at = g(z — %), (2.2.27)

donde g es una funcion arbitraria, la cual, considerando la condicion inicial
u(z,0) = ug(x), debe cumplir que

up(@) + uo(z) = g().

Con todo esto, la ecuacion de seqgundo grado (2.2.27)) en u se puede resolver
para obtener una solucion de (2.2.26)) explicita.

2.2.3. Propagacion de singularidades

Hasta este momento hemos asumido que tanto las condiciones iniciales
como las condiciones frontera venian dadas por funciones de clase C'. En
esta seccion trataremos el caso en el que estas condiciones vienen dadas por
funciones continuas pero con discontinuidades en sus derivadas; en particular,
la cuestién que trataremos serda cémo se propagan estas discontinuidades a
lo largo del plano xt donde x € R y ¢t > 0.

Comenzamos abordando un ejemplo sencillo que nos permitira intuir lo
que va a ocurrir en el caso general.

Ejemplo 2.9. Consideramos la siguiente ecuacion de adveccion
u+cu, =0, xR, t>0, (2.2.28)

sujeta a una condicion inicial dada por una funcion ug definida a trozos como
sigue

1, x <0,
w(z,0) =ug(x) =1 —x, 0<x<l,
0, x> 1.

De acuerdo con lo expuesto en la seccién la solucion general de ([2.2.28))
esu(x,t) = f(x—ct) yu es constante en las curvas caracteristicas x —ct = k
las cuales transportan la senal inicial a la region t > 0.

En consecuencia, las discontinuidades de u' en x =0 yx = 1 son propagadas
a lo largo de las caracteristicas, como podemos observar en la figura |2.2.5,.
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Esta idea intuitiva que hemos desarrollado a partir de un primer ejemplo
la formalizamos ahora en el teorema [2.3, valido para la ecuacién de onda
cinematica no lineal simple, que tiene la forma

g + c(u)u, = 0. (2.2.29)

Estas curvas a lo largo de las cuales las soluciones sufren discontinuidades en
sus derivadas son también conocidas como frentes de onda.

7 u(, t)

up () . it

Figura 2.2.5: Discontinuidades en las derivadas propagadas a lo largo de las
caracteristicas.

Teorema 2.3. Sea D una region del plano xt y sea {(x,t) = x — X(t) =0
una curva continua y con derivada también continua sobre esta region que
divide D en dos partes disjuntas DT y D~. Sea u una solucidn de de
clase Ct en Dt y D~ continua en D y cuyas derivadas sufren un salto simple
a lo largo de &(x,t) = 0. Entonces £(x,t) = 0 es una curva caracteristica.

Demostracion. Para analizar el comportamiento de u a lo largo del frente de
onda, introducimos un nuevo sistema de coordenadas que viene dado por

fzf(dl,t), 77277(37>t)7
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donde 7(x,t) = k; es una familia de curvas ortogonales a &(x,t) = ko siendo
k1 v ko constantes. En este punto, podemos calcular una nueva expresion de
las derivadas parciales de la solucién aplicando la regla de la cadena

g = Uy + UpNe,  Up = Uy + UpT)e-
Con estas nuevas variables la EDP (2.2.29)) se convierte en

(& + c(u)&)ue + (ne + c(u)n,)u, = 0, (2.2.30)
valida cuando £ > 0y £ < 0.

Por otro lado, por hipotesis

u(0+,n) = u(0—,n), (2.2.31)
y, por tanto, derivando parcialmente respecto a n

es decir, las derivadas parciales de u respecto de n son continuas a lo largo
del frente de onda &(x,t) = 0.

Pasamos ahora a introducir la notaciéon con la que mediremos el salto que
sufre u a lo largo de £ = 0 en su derivada. Sea () una variable que asume
un valor ()4 a la derecha del frente de onda y un valor (Q_ a la izquierda
del mismo. Entonces, el salto sufrido por ) a lo largo del frente de onda se
define como

[Q] = Q- — Q4.
Continuando con nuestros cédlculos, si tomamos el limite en (2.2.30) cuan-

do & — 0+ y cuando £ — 0— y restamos al segundo término el primero,
obtenemos

(& + c(u)&e)lue] = 0, (2.2.33)
donde hemos hecho uso de (2.2.32)). Si asumimos que [ug] # 0 entonces
&+ c(u)é = 0. (2.2.34)

En particular, si el frente de onda viene dado por {(x,t) = x — X(t) = 0,
entonces esta ultima igualdad se transforma en
dX
dt
o lo que es lo mismo, £(x,t) = 0 es una curva caracteristica, como queriamos
probar. O]

= c(u), (2.2.35)
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&(z,t) =0

D /
77 N
c¥k<0 £Zk>0

x x
(a) Regién D particionada en DV y (b) Familias de curvas {(z,t) = k y
D~ por la curva &(z,t) = 0. n(x,t) = h, ortogonales entre si.

Figura 2.2.6: Gréficos que ilustran el teorema y su demostracion.

Sabemos ya que las discontinuidades en las derivadas son propagadas a
lo largo de las curvas caracteristicas. Pasamos ahora a estudiar la magnitud

del salto [u,] segun la senal inicial se propaga via (2.2.29)).

En particular, vamos a estudiar la situacion particular en la que el frente
de onda pasa por el origen y el estado de la solucién a la derecha de este frente
es un estado constante dado por u = ug. Por este motivo, las caracteristicas
que se encuentren més alld del frente de onda tendran una velocidad constante

co = c(up).

Habiendo notado que las caracteristicas dadas por & = constante seran
paralelas al frente de onda, nuestro propdsito ahora es examinar el compor-
tamiento de la onda u cuando se acerca al frente de onda por la izquierda
(valores de & pequenos y negativos) cuando el tiempo t crece. Consideremos
entonces u en términos de las variables £ y t, sabiendo que £ = x — ¢yt

Ug, €>O

U = 1

donde, para la segunda expresién, hemos realizado el desarrollo de Taylor en
€ en torno a & = 0 teniendo en cuenta que uy(t) = ug(0,1), ua(t) = uge (0, 1)...
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Si derivamos parcialmente, podemos calcular

u = u(8)(—co) + Ui (t) + ua(t)§(—co) + O(E7), (2.2.36)
Uy = uy (t) + us(t)€ + O(€2). (2.2.37)

Y, de nuevo, realizando el desarrollo de Taylor, esta vez en un entorno de uy,

c(u) = co + ¢ (up)(u — ug) + O((u — up)?) (2.2.38)
= ¢o +  (up)ur ()€ + O(£2). (2.2.39)

Nuestro objetivo es sustituir las variables independientes t y x por t y &,
donde recordemos que £ es una coordenada curvilinea que mide la distancia al

frente de onda. Sustituimos (2.2.36))-(2.2.38) en la EDP (2.2.29)) y obtenemos

—cotiy +&(uh —cotin) +O(E%) + ((co+¢ (uo)ur € + O(€%)) (ur +u2 + O(€%)) = 0.

Esta ecuacion debe ser valida para todos los valores de . Por tanto, los
coeficientes de las potencias de £ de grado menor que 2 deben anularse. Es
inmediato que el coeficiente de grado 0 se anula y, por otro lado, la anulacién
del coeficiente de & conduce a:

u + c (up)u? =0, (2.2.40)

que es una ecuacién diferencial para la correccion de primer orden wuy(t).

Puesto que u, viene dado por ([2.2.37)) y estamos haciendo tender £ — 0,
la funcién w, (t) aproximara el salto [u,] de primer orden tras despreciar el
término que acompana a £ (recordemos que [u,| = u,(§{—,t) puesto que
uz(§+,t) = 0). Resolviendo la ecuacién diferencial de variables separables
(2.2.40)), siempre que u;(t) # 0, resulta

1

uy (t) = ot (u)t’

(2.2.41)

donde £ es una constante de integracién que puede ser determinada a partir
de los datos iniciales, es decir, del salto inicial en [u,] cuando ¢ = 0.

Supongamos ahora, sin pérdida de generalidad, que ¢'(ug) > 0. Podemos
encontrarnos ante las siguientes situaciones:
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= Sik < 0 (el frente de onda tiene un salto negativo en el origen) entonces,
de acuerdo con (2.2.41]), el salto se acentuard con el paso del tiempo y
la onda se "romperd”en un tiempo finito ¢, = —k/c’(ug) en el cual el
salto serd infinitamente grande (véase la figura [2.2.7)).

= Sik > 0 (el frente de onda tiene un salto negativo en el origen) el salto
tendera a 0 cuando t tienda hacia infinito.

t

Derivada infinita

X

Figura 2.2.7: Evoluciéon de un salto de la derivada de la senal inicial que
se encuentra en el origen y que se propaga, acentuandose, a lo largo de la
caracteristica hasta hacerse infinito en t,.

2.2.4. Ecuacién general de primer orden

Abordaremos en esta seccion la EDP no lineal general de primer orden
que tiene la forma

H(z,t,u,p,q) =0, p=u,, q=wu, xR t>0, (2.2.42)
sujeto a la condicién inicial

u(z,0) = up(x), x€R. (2.2.43)
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Observamos que, en este caso, a partir de la ecuacién (2.2.42)) no es obvio
encontrar direcciones que definan curvas caracteristicas a lo largo de las cuales
la EDP (2.2.42) se reduzca a una EDO. Procedemos entonces a realizar un

estudio para descubrir esas direcciones.

Sea C' = (z(s),t(s)) una curva cualquiera en el plano espacio-tiempo
donde s es un parametro. La derivada total de u a lo largo de C' seréd

du

ds

En este punto nos preguntamos si existe una direccién concreta (x/,t') para

la cual podamos extraer conclusiones acerca del comportamiento de la EDP
(2.2.42)). Si calculamos las derivadas totales de p y g a lo largo de C' obtenemos

ua(2(s), 1(s))

' (8) + ugt'(s) = pax’ + qt’.

1 = P = Ug ' + Uyt (2.2.44)
t
Ut(m(‘;)a (5)) _ C], _ Utxifl + Uttt/- (2‘2.45)
S

Ahora, si consideramos la derivada parcial de (2.2.42]) respecto de x y respecto
de t obtenemos las expresiones

Hy + Hop + Hytigy + Hytgy = 0 (2.2.46)
Ht + Huq —+ Hpuxt + Hqutt = 0 (2247)

Comparando (2.2.44) y (2.2.45) con los dos ultimos términos de (2.2.46])-

(2.2.47)) parece interesante escoger la direccién (z/,¢") como

o = H, t=H,. (2.2.48)

Con esta eleccién de (2',t') podemos combinar (2.2.44)-(2.2.45) y ([2.2.46])-
(2.2.47)) para obtener

p, =—H, — Hup, q/ = —H; — Hy,q, (2249)
y la derivada total de u a lo largo de C' sera entonces

u' = pH, + qH,. (2.2.50)

En resumen, si las curvas caracteristicas vienen definidas por el sistema

de EDOs ([2.2.48)) entonces las relaciones ([2.2.49))-(2.2.50)) se satisfacen a lo
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largo de estas curvas. Estas relaciones conforman, a su vez, un nuevo sistema
de EDOs que determina como varian u, p y ¢ a lo largo de las caracteristi-
cas. El conjunto de ecuaciones ([2.2.48)-(2.2.50) es conocido como sistema
caracteristico de la EDP no lineal ([2.2.42]).

La obtencion de un algoritmo para resolver el problema de valor inicial
([2.2.42)-(2.2.43) pasa por conseguir determinar las condiciones iniciales para
el sistema caracteristico que acabamos de mencionar.

Asumiendo que una solucién continua y derivable existe, notamos que, a
partir de la condicién inicial (2.2.43)), fijado x(0), queda determinado también
u(0) y p(0). Mas concretamente

z(0) =¢
w(0) = uo(§) (2.2.51)
p(0) = ug(§).

Notamos en este punto que sigue siendo necesaria una condicién sobre ¢ cuan-
do t = 0 para poder resolver nuestro sistema caracteristico. Esta condicién

la podemos obtener a partir de la EDP ([2.2.42) sencillamente evaluando en
t = 0 y despejando g en

H (g, 0, u0(8), up(£),q) = 0, (2.2.52)

siempre suponiendo que H, # 0 para que, gracias al teorema de la funcién
implicita, lleguemos a que

g=q(§) ent=0. (2.2.53)

Con todas estas observaciones realizadas, finalmente, podemos resolver
el sistema caracteristico (2.2.48))-(2.2.50]) sujeto a las condiciones iniciales
(2.2.51)) y (2.2.53)) para obtener ¢, z,u, p y ¢ alo largo de la curva caracteristi-
ca. En algunos casos incluso podremos eliminar los parametros y obtener una
forma explicita u = u(z,t) de la solucién.

[lustremos el procedimiento con un ejemplo

Ejemplo 2.10. Sea el problema de valor inicial

w+ul=0 z€R, >0, (2.2.54)
u(z,0) =z, xe€kR. (2.2.55)
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Con la notacion de esta seccion, este se convierte en
H(x,t,u,p,q) = q+p*> =0, (2.2.56)
y las condiciones iniciales pueden ser parametrizadas de la siguiente forma

2(0) =€, w(0)=¢, p(0) =1, (2.2.57)

mientras que la condicion inicial sobre q se puede extraer a partir de la EDP
(12.2.56|)

g=q(§)=-1ent=0. (2.2.58)
El sistema caracteristico de (2.2.56)), de acuerdo a lo expuesto, serd

(

' = 2p,

=1,

W = 2p? +q, (2.2.59)
p'=0,

(¢ =0.

Observamos que las EDOs que aparecen en (2.2.59)) son auténomas y, por
ende, resolver el sistema es realmente sencillo (para otros problemas puede
ser mds complejo o incluso imposible).

Para p y q obtenemos
p==c1 Yyq=cy, (2.2.60)

donde ¢y y co son constantes.En este punto podemos resolver tanto x como
u para obtener
r=2ct+c3, u= (26 + )t + ¢y,

donde c3 y ¢4 son constantes.

Aplicando las condiciones iniciales (2.2.57)-(2.2.58) conseguimos los valores
de C1,C2,C3,C4

C1 :17 02:_17 03257 64257
lo que nos permite establecer x y u

r=2t+¢& u=t+¢. (2.2.61)
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Las caracteristicas para este problema tendrdn la forma C = (2s+&,s) y,en
este caso, podemos despejar el parametro & en (2.2.61)) obteniendo asi una
expresion explicita de la solucion dada por

u(z,t) =x —t.

De acuerdo con lo mencionado anteriormente, una condicién para resolver
el problema de valores iniciales ha sido que la propia EDP determine
en t = 0 un tnico valor de ¢ en funcién de x,¢,u y p. Veamos un ejemplo en
el que esta condicién no se cumple y, por ende, no podemos encontrar una
solucion.

Ejemplo 2.11. Consideremos el siguiente problema de valor inicial

2tu; + 27U, —ud —2u=0, T ER, t>0, (2.2.62)
u(z,0) =up(x) = e€R. (2.2.63)

Aqui H(z,t,u,p,q) = 2tq+2xp —p? —2u, y en t = 0 tenemos que, si x = &,
entonces u = uo(§) y p = uj(&).

En cambio, al tratar de obtener el valor de q cuando t = 0 de la expresion

H (€, 0, u0(€), up(€), 4) = 2€up (&) — (ug(6))* — 2uo(€) =0, (2.2.64)

observamos que q ha desaparecido de la ecuacion y no es posible obtener un
valor para q(0) con lo que no tenemos informacion sobre la variacion de la
solucion con el tiempo a partir del instante inicial.

Esta conclusion también se podria haber obtenido notando que la direccion
de la curva caracteristica viene dada por

(2',¢') = (Hp, Hy) = (22 — 2p, 2t)

que, ent =0, es igual a (2§ —2uy(§),0), es decir, un vector paralelo al eje x,
que no propaga la informacion sobre la condicion inicial en el plano xt para
tiempos mayores que t = 0.

Podemos extender estos conceptos a problemas de condicién frontera
donde esta viene dada por

u(z,t) = f(x,t) en T, (2.2.65)
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siendo f una funcién dada y I' una curva cualquiera en el plano zt (ver la
figura [2.2.8b]). Tras parametrizar esta curva, esta condicion se transforma en

u= f(x(&),t(§)) = F(§) en T. (2.2.66)

y, al igual que en el problema de valor inicial, es necesario conocer los valores
de py q alo largo de la curva I para poder resolver el sistema caracteristico.

La EDP (2.2.42)) se cumple a lo largo de la curva I' y, por tanto, una
primera condicion que debe cumplirse se puede extraer a partir de

H{(x(8), 1(£), F(£),p(£),q(&)) = 0. (2.2.67)

Por otro lado, tomando la derivada de u respecto de £ a lo largo de I, es

decir, en ([2.2.66]) llegamos a que

dF dz dt

g 217)(£)d—5 +Q(£)£; (2.2.68)

que junto a conforma el sistema de condiciones iniciales de donde
podremos despejar p(€) y q(§) en términos de x(§),t(£), F(§) por el teorema
de la funcién implicita siempre y cuando el jacobiano no se anule para ningin
valor de &, es decir, siempre y cuando

dt dx
L
pdé—

ige 70 (2.2.69)

En otras palabras, la condicién (2.2.69) asegura que la curva frontera con
x dt

la direccién tangencial (d_f’ d_f) no tenga la misma direcciéon que la curva
caracteristica (H,, H,) y que, por tanto, la senal inicial se pueda propagar en
el plano xt.

El problema de valor inicial (2.2.42))-(2.2.43)) o el problema més general
(2.2.42)) con los datos es conocido como Problema de Cauchy. En
[4] se trata de manera més general la existencia, regularidad y unicidad de
las soluciones del problema de Cauchy, profundizando en aspectos que solo
abordamos de manera superficial en este trabajo.
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(€,0)
(a) Curva caracteristica C' en el plano (b) Gréfica del problema de Cauchy
xt que interseca con el eje z en (&, 0). con u conocido sobre una curva I'.

Figura 2.2.8: Graficos que ilustran las caracteristicas y la condicién frontera
del problema de Cauchy.

2.2.5. Integral Completa

Otra clase muy importante de soluciones de la ecuacién general no lineal
(2.2.42)) son aquellas que dependen de dos parametros independientes a y b.

Una integral completa de (2.2.42)) es una familia biparamétrica de super-
ficies

f(x7 y7 u? a? b) = 07

que define una solucién implicita u. En este caso, utilizamos la variable y en
vez de t como hasta ahora, ya que muchas de las aplicaciones de este método
se encuentran en la teoria de superficies y en éptica. El método de la integral
completa puede ser utilizado para resolver un problema de Cauchy. Veamos
algin ejemplo.

Ejemplo 2.12. La ecuacion eikonal en optica tiene la forma
u? +u2 =n? (2.2.70)

donde n es una constante. Con la notacion de (2.2.42) esta ecuacion es equi-
valente a

H(z,t,u,p,q) =p* +¢* —n*=0 (2.2.71)
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y el sistema caracteristico ([2.2.48])-(2.2.50) asociado serd, por tanto,

(dx

= _9
dS p?

dy

7 _9

dS Q7

d

== 9p? 4277,
ds

dp

£ _y

ds ’

dq

— =0.

ds

\

De aqui afirmamos que tanto p como q serdn constantes y, usando ,
p=a, q= Vn? — a2 = constante.

Ahora, derivando totalmente u = u(x,y), obtenemos
du = pdz + qdy = adx + Vn? — a?dy.

y, de este modo, podemos concluir que

u(z,y) = axr + vVn? — a’y + b,

donde b es otra constante arbitraria.

Hemos determinado asi una integral completa de la ecuacion eikonal. Cla-
ramente, este método puede ser adaptado a cualquier EDP de primer orden
que dependa unicamente de p y q.

Veamos un ultimo ejemplo para cerrar esta seccion.

Ejemplo 2.13. Consideramos el problema de Cauchy

ulu, =1, (2.2.72)
u(x,0) =3z + 1. (2.2.73)

Procediendo del mismo modo, una integral completa serd

1
u=ar+ —y+b,
a
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donde a y b son constantes que podemos obtener haciendo uso de la condicion

intcial (2.2.73)). Mds concretamente
u(z,0) =ax +b=3z+1,

lo que nos lleva a afirmar que a = 3 y b = 1. En conclusion, una solucion
del problema (2.2.72))-(2.2.73)) vendrd dada por

1
u(x,y) =3z + §y+ L.

2.2.6. Un resultado de unicidad. El teorema de Haar

Hasta este momento hemos trabajado especialmente en la construccion
de las soluciones y apenas hemos tratado la unicidad de las mismas.

En esta subseccion vamos a enunciar y demostrar un resultado béasico de
unicidad que fue probado por A. Haar en 1928. La demostracién que desa-
rrollaremos es la que se muestra en [3] para una clase especifica de ecuaciones
no lineales.

Teorema 2.4 (Teorema de Haar). Consideremos una EDP de la forma
w = G(x,t,u,p), uz=0p, (2.2.74)

donde G es una funcion continua y que satisface la condicion de Lipschitz
respecto a u y p en R* y donde a es la constante de Lipschitz respecto a u y
k es la constante de Lipschitz respecto a p.

Sean u y v dos soluciones continuas y derivables de tales que
u(z,0) =v(z,0), 1 <z <. (2.2.75)
Entonces, u(z,t) = v(x,t) en el tridngulo
T={(zx,t):t>0,t<k(x—x1),t <k(xe—1), 11 <x <12}
Demostracion. Definamos w = u — v. Nuestro propdsito sera probar que

w = 0 en 7. Usando la propiedad de Lipschitz respecto de u y respecto de p
obtenemos

|wt| - |ut - Ut| - |G(x,t,u,u$) - G(Jf,t,U,Ufcﬂ

< alu —v| + klu, — vg| = alw| + k|w,|.
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En los puntos en los que w > 0, la ultima desigualdad puede ser escrita como
lwy| < bw + k|w,|, (2.2.76)
donde b > a.

Si definimos ahora la funcién W como W = we™", bastara con probar que
W = 0 en T para garantizar que w = 0 en T. Procedemos por reduccién
al absurdo asumiendo, sin pérdida de generalidad, que W es positivo en
algiin punto de T'. Sea P un punto de T en el cual W alcanza un maximo
(T es cerrado y acotado y W continua en 7" por lo que este punto existe).
Evidentemente, W > 0 en P y, este punto, debido a , no puede estar
en la base del triangulo puesto que alli W = 0. En consecuencia, este punto
solo puede encontrarse en el interior de T" o en los laterales del mismo. En
ambos casos, partiendo de P, las direcciones (k,—1) y (—k, —1) apuntan
ambas hacia el interior de 7' como muestra la figura [2.2.9, Por consiguiente,
las derivadas direccionales de W en estas direcciones seran no positivas (W
alcanza un méximo en P):

(—=k, =) (W, Wy) = —kW, — W, <0,
(k, 1) (W, W) = kW, — W, <0.
Poniendo en comun ambas desigualdades podemos concluir
Wi > kW[ enP,
o, en términos de w, tras calcular las derivadas parciales correspondientes
wy > bw + k|w,l,
lo que contradice (2.2.76)) y, por tanto, W = 0 como queriamos probar.

Figura 2.2.9: Triangulo T'.



Capitulo 3

Soluciones débiles de
ecuaciones hiperbdlicas

El capitulo desarrollado a continuacion se estructura en cinco secciones
distintas que completan el estudio de las soluciones débiles de ecuaciones
hiperbdlicas. En la primera seccion, presentaremos las ecuaciones no lineales
con condiciones iniciales discontinuas e introduciremos conceptos fundamen-
tales en el estudio, como las ondas de choque y la condicién de salto, indis-
pensables para el desarrollo de la segunda seccién donde encontraremos una
solucion concreta para uno de estos problemas.

La tercera seccion trata aquellos casos en los que la discontinuidad inicial
genera regiones sin curvas caracteristicas, lo que motiva la introduccién de
ondas de rarefaccién para hallar una solucion a estos problemas. En la cuarta
seccion se combinan los conceptos desarrollados en las secciones anteriores
para analizar la propagacion de las ondas de choque. Para concluir el capitu-
lo, en la quinta seccién, abordaremos la formacion de ondas de choque en
problemas de valor inicial con datos iniciales continuos.

49
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3.1. Soluciones discontinuas

Como ya hemos visto en el capitulo [2 las curvas caracteristicas juegan
un papel fundamental para comprender como se propagan las soluciones de
una EDP de primer orden. Hasta ahora, habiamos tratado con soluciones
continuas y derivables, al menos a trozos, pero, ;como se propagan a lo largo
del espacio-tiempo las soluciones discontinuas?

Pasamos ahora a estudiar un problema no lineal con una condicién ini-
cial que presenta una discontinuidad; estos problemas son conocidos como
problemas de Riemann.

Ejemplo 3.1. Sea el problema de valor inicial

u+uu, =0, zeR, t>0 (3.1.1)
u(z,0)=1siz<0; u(z,0)=0sixz>0. (3.1.2)

En este punto, ya es sabido que u es constante a lo largo de las curvas
caracteristicas dadas por dz/dt = u y, como podemos observar en la figura
existe una contradiccion para t > 0 puesto que ambas caracteristicas
se cortan entre si. Para solventar esto, insertamos una recta con velocidad m
(x =mt), con 0 <m <1, alo largo de la cual se propaga la discontinuidad
inicial. St para x > mt tomamos u = 0 y para x < mt u = 1, esto nos
proporcionard una solucion de (3.1.1) en ambos lados de la discontinuidad
sin presentar contradicciones.

Sdlo nos faltaria en este momento la eleccion de m y es que, puesto que para
todo m > 0 puede parecer que se obtiene una solucion sin contradicciones y
satisfaciendo la condicion inicial dada, es normal prequntarse si la solucion
que acabamos de exponer es unica o no.

Para dar una respuesta a esta ultima pregunta debemos tratar dos con-
ceptos que seran fundamentales a lo largo de este tema; trayectorias de choque
y condiciones de salto. En cuanto al primero, se denomina asi a las curvas
a lo largo de las cuales se propagan las discontinuidades de la solucién y
que, en general, no son curvas caracteristicas. En relacion al segundo, esta
estrechamente relacionado con la ley de conservacion en forma integral, que
trataremos a continuacion y que se cumple aun incluso cuando las funcio-
nes no gozan de continuidad. En particular, estas condiciones de salto nos
proporcionaran una trayectoria de choque adecuada para la solucién y que
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NN\
AN

/

//

x
u=1 u=>0
(a) Caracteristicas para el problema (b) Diagrama caracteristico tras la
(3.1.1))-(3.1.2]). insercién de x = mt.

Figura 3.1.1: Curvas caracteristicas y diagrama caracteristico del problema

(3-1.1)-(3.1.2)) antes y después de la insercién de la curva x = mt que trans-
porta la discontinuidad inicial.

transportard la discontinuidad de la misma a lo largo del plano xt. De aqui
podemos deducir la relacion de dependencia entre ambos conceptos y justo
es esta misma relacion la que responde a nuestra pregunta: en el ejemplo
anterior tan solo existe un unico valor de m valido.
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3.2. Condiciones de salto

Partiremos de la ley de conservacién (que determina la ecuacién diferen-
cial que finalmente se satisface) para estudiar cémo se propaga la solucién a
lo largo de una discontinuidad. Esta ley viene dada por la igualdad

g . e tdr = d(a.t) = o(b.1), (32.1)

donde u representa la densidad y ¢ el flujo. Bajo ciertas condiciones de con-
tinuidad y derivabilidad (u y ¢ funciones continuas y derivables),
implica

us + ¢ = 0, (3.2.2)

expresion que representa la forma diferencial de la ley de conservaciéon. Puesto
que ¢ en la practica suele ser una funcién que depende de u (¢ = ¢(u)) (3.2.2)
puede ser escrita como

ug + c(u)u, =0, c(u) = ¢'(u). (3.2.3)

Sea ahora r = s(t) una curva de clase C! en el plano xt a lo largo de la cual
u sufre una discontinuidad simple, esto es, u es continua y derivable para
x> s(t) y x < s(t) y tanto u como sus derivadas tienen limite finito cuando
r — s(t)” y x — s(t)". Entonces, siendo a < s(t) y b > s(t) cualesquiera, la
ecuacion puede ser escrita como

d s(t

) d [
) u(z, t)dr + 7 /s(t) u(z,t)dr = ¢(a,t) — (b, t). (3.2.4)

Aplicando la regla de la cadena, el teorema fundamental del cdlculo integral
y el teorema de derivacion bajo el signo integral a la parte de izquierda de la

igualdad ([3.2.4])) obtenemos

s(t) b
/ ut(x,t)dx—i—/(t) uy(z, t)dr+u(s,t)s' (t)—u(st, t)s'(t) = ¢(a, t)— (b, t),

donde u(s™,t) y u(s*,t) son los limites de u(x,t) cuando x — s(t)” y
r — s(t)T respectivamente. Si en esta tltima expresién hacemos tender
a — s(t)” y b — s(t)* los dos primeros términos se anulardn puesto que
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el integrando es continuo y estd acotado y el intervalo de integracién tendera
hacia cero. En consecuencia, obtenemos

—s'[u] + [p(u)] = 0, (3.2.5)

manteniendo la notacién ya utilizada en el texto. La ecuacién (3.2.5)) es co-
nocida como condicion de salto mientras que a la discontinuidad en u se le
denomina onda de choque y la propia curva x = s(t) toma el nombre de tra-
yectoria de choque. Estamos ahora en condiciones de continuar con el ejemplo
expuesto al comienzo.

Ejemplo 3.2. (Continuacion del ejemplo
En la forma diferencial de la ley de conservacidn, (3.1.1)) se transforma en

U2
v (5), -0
2

donde el flujo es ¢ = % De acuerdo con (3.2.5)) la condicion de salto vendrd

dada por
2

—ﬂm+{%]:0 (3.2.6)

0, despejando 8,

r_ 1(U+ —u_)(ugp +u_) _uptuo
i S T - (3.2.7)

Es decir, la velocidad de la trayectoria de choque viene dada por la media de
los valores que toma u antes y después de la onda de choque. Si tenemos en

cuenta la condicion inicial del problema (3.1.1))-(3.1.2) podemos sustituir en

(13.2.7) y concluir que
0+1 1
o= % = (3.2.8)

En este punto podemos concluir que la solucion que cumple la condicion de
salto para el problema de valor inicial expuesto en el ejemplo viene dada
por

t t
u(z,t)=1six < Y u(z,t) =0 six > 7"



54 3.3. ONDAS DE RAREFACCION

3.3. Ondas de rarefaccion

Existe otra peculiaridad o inconveniente que puede surgir al estudiar
ecuaciones no lineales con condiciones iniciales discontinuas y que podemos
ilustrar con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.3. Sea el problema de Riemann

ug+uu, =0, zeR, t>0 (3.3.1)
u(z,0)=0siz<0; u(z,0)=1six>0. (3.3.2)

Si observamos el diagrama caracteristico en la figura podemos notar
que para todo x tal que 0 < x < t no existen curvas caracteristicas. Para
solventar esto de manera continua, insertamos caracteristicas, en este caso
lineas rectas, que partan desde el origen hacia la region mencionada de tal
forma que u sea constante a lo largo de las mismas, tomando valores de forma

continua de 0 a 1 (ver la figura .

FEstas rectas tendrdn la forma v = ct y si para todo ¢ tal que 0 < ¢ < 1

tomamos u = c la solucion al problema de valor inicial (3.3.1)-(3.3.2) vendrd
dada por

u(z,t) =0 siz <0,
u(a, t) = % 5i0 < % <1, (3.3.3)
u(z,t)=1 siz >t

Notemos ademds que, a medida que pasa el tiempo, la solucion se despliega
de la forma indicada en la figura|3.53.1. A este tipo de soluciones se las conoce
como Ondas de rarefaccion o Abanicos.

u=1
—
u=>0 :
z=0 r=1

Figura 3.3.1: Gréfico de la solucién u de (3.3.1)-(3.3.2)) respecto de = para un
tiempo .
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t )
u=ux/t
T x
u=20 u=1 u=20 u=1
(a) Diagrama caracteristico original (b) Diagrama caracteristico tras la
donde podemos observar una region insercién de caracteristicas en forma
vacia para 0 < x < t. de abanico.

Figura 3.3.2: Diagrama caracteristico original del problema (3.3.1)-(3.3.2]) y
tras la insercién de caracteristicas en forma de abanico en la region vacia.
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3.4. Propagacion de ondas de choque

Comencemos esta seccién con un ejemplo mas avanzado donde se com-
binan las condiciones de salto y las ondas de rarefaccién.

Ejemplo 3.4. (Propagacion de ondas de choque)

Consideramos el problema de valor inicial

w+uuy, =0, zeR, t>0, (3.4.1)
1, x <0,

u(z,0)=¢ -1, O<z<l, (3.4.2)
0, x> 1.

De acuerdo a lo visto antertormente, sabemos que las caracteristicas serdn
rectas con velocidad i1gual a u, es decir,

(

d

d—le st x <0,
<d_x:_1 s10 <oz <1,
dt

@w_o iz
7 St x :

Podemos ver estas curvas grdficamente en la figura [3.4.1d. El flujo vendrad
dado por ¢(u) = u®/2, y, por tanto, la condicién de salto serd

p_ (o) wi—ui witu
e P e B (3.4.3)

donde u; y ug son los valores que toma u antes y después de la onda de
choque, respectivamente. En este punto debemos distinguir tres casos para
determinar la onda de choque, que claramente se iniciarda en t = 0 donde la
condicion inicial es discontinua.

» S50 <t <1 entonces la onda de choque tendrd velocidad s = (—1 +
1)/2 =0 y serd por tanto una recta vertical (ver la figura .

» Para 1 <t <4 necesitamos primero conocer el valor que toma u mds
alla de t = 1. Tras la aparicion de la onda de choque, para todo x tal
que —t +1 < = < 1 no se encuentran curvas caracteristicas, y por
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tanto, es necesario construir una solucion en forma de abanico de tal

manera que u varie de forma continua desde u = —1 en x = 0 cuando
t=1lau=0enxz=1, es decir,
x—1

U= donde —t+1<ux <1,

A su wvez, con la insercion de este abanico, estamos definiendo una
caracteristica que tendrda como ecuacion ¥ = kt +1 y a lo largo de
la cual u tomard el valor uw = (x — 1)/t = k = constante. Con estas
precisiones hechas y basdindonos en (3.4.3)), la onda de choque mds alld

de t =1 tendra velocidad

—1)/t+1
s = w (3.4.4)
2
Para encontrar ahora la trayectoria de choque debemos tener en cuenta
que s' = dx/dt y, por tanto, (3.4.4]) es una EDO que puede ser expresada
de la siguiente forma
de —© 1-1/t

a2t 2

que puede ser resuelta usando un factor integrante teniendo en cuenta
que x = 0 cuando t = 1 para obtener

r=s(t)=t+1-2vt, 1<t<4, (3.4.5)

donde para t > 4 se tiene que x > 1 y la condicion de salto (3.4.4) no
serd vdlida.

= Parat >4 la condicion de salto, de acuerdo con (3.4.3)), serd

, 0+1 1

S )
2 2

(3.4.6)

es decir, la onda de choque serd una recta con velocidad 1/2. En base a
las condiciones de continuidad que debe cumplir, podemos afirmar que
tendrd la forma

-4
e
v 2

En este punto acabamos de determinar una solucion del problema (3.4.1))-
(13.4.2), que podemos ver graficamente en la figura|3.4.20.
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Onda de choque | ¢t
1 1
w=1 U= —1 u=0 uw=1 @ = —1 u=0
x /\ x
-1 1 —1 1
(a) Diagrama caracteristico del pro- (b) Caracteristicas del problema
blema (3.4.1))-(3.4.2) donde estas cur- (3.4.1)-(3.4.2)) tras la insercién de una
vas se intersecan cuando —1 < x < 1. onda de choque para 0 < t < 1.

Figura 3.4.1: Diagrama caracteristico original del problema (3.4.1)-(3.4.2) y
diagrama con la onda de choque definida para 0 <t < 1.

t
4
x x
-1 1
(a) Diagrama caracteristico del pro- (b) Diagrama caracteristico final del
blema ((3.4.1))-(3.4.2)) tras la insercién problema (3.4.1)-(3.4.2) con la onda
de la onda de choque para 0 <t < 4. de choque definida para todo t > 0.

Figura 3.4.2: Diagrama caracteristico del problema ({3.4.1))-(3.4.2)) tras haber
definido la onda de choque para 0 < ¢t < 4 y diagrama final con la solucion
completa donde la onda de choque esta definida para todo ¢t > 0.
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3.5. Formacién de ondas de choque

En esta seccién vamos a estudiar la formacién de ondas de choque. Para
entender este fenémeno, un primer ejemplo sencillo es la propagacion de una
senial en un medio como el aire: esta propagacion en un punto concreto es
proporcional a la densidad del mismo, es decir, a mayor densidad, mayor
velocidad de propagacion hasta alcanzar un momento en el que se forman
puntos no derivables y, por tanto, la suavidad de la senal se pierde (véase la

figura |3.5.1)).

De acuerdo con este ejemplo, parece claro que las discontinuidades no
tienen por qué proceder de las condiciones iniciales; estas pueden formarse a
partir de una soluciéon continua y derivable y el momento en el que esta se
produce se denomina tiempo de rotura y usualmente viene determinado por
una singularidad en la derivada.

U Onda de choque

Densidad

Espacio

Figura 3.5.1: Evolucién de la propagacion de una senal en el aire donde u
denota la densidad, podemos ver cémo en los puntos en los que la densidad
es mayor la senal es propagada a mayor velocidad hasta que se forma la onda
de choque.

Para verlo de forma mas precisa, consideramos el problema de valor inicial
u +c(wu, =0, zeR, t>0, (3.5.1)
u(z,0) =ug(x), = €R, (3.5.2)

donde ¢ y ug son de clase C'(R) y donde suponemos que c¢(u) > 0y ¢ (u) > 0.
De acuerdo con el teorema [2.1], si ug es una funcién creciente en R entonces

existe una solucién continua y unica de (3.5.1))-(3.5.2) para todo t > 0y viene
dada implicitamente por

u(z,t) =up(§), donde x— & = c(up(§))t. (3.5.3)
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Por lo tanto, para que aparezcan frentes de onda en la solucion de (3.5.1)-
(3.5.2), una condicién necesaria serd que uj(x) < 0 para todo x en algin
intervalo abierto de R. Pasamos ahora a demostrar que existen de hecho
frentes de onda cuando ug(z) > 0y uy(z) < 0 en RT. Bajo estas circunstan-
cias, si tomamos & y & dos puntos en el eje x positivo tales que & < &,
podemos garantizar que existen dos rectas caracteristicas con velocidades
c(uo(&1)) v c(ug(&2)) respectivamente que parten desde & y desde & (ver la
figura . Puesto que ug es positiva y decreciente y ¢ es creciente, se
tiene que

c(uo(§1)) > c(uo(&2)),

lo que implica que la caracteristica que parte de &; lo hace con una velocidad
mayor que la correspondiente a & y, por tanto, se cortaran en algin punto
dando lugar a una contradiccién y concluyendo asi que una solucién continua
no puede existir para todo ¢t > 0.

Pasemos ahora a determinar el momento en el que esta contradiccién
tiene lugar. Sea ¢(t) = wu.(x(t),t) la derivada parcial respecto de x de la
solucién a lo largo de la caracteristica x = x(t). Si derivamos respecto de ¢
obtenemos que

dg

dt
donde hemos tenido en cuenta la expresion de la caracteristica para nuestro
problema. En este punto, si derivamos parcialmente respecto de x en (3.5.1))
obtenemos

= Uy (2(t), 1) + c(u) gy, (3.5.4)

Uy + c(U) gy + ¢ (w)u2 =0,

y tras comparar con (3.5.4)) podemos concluir que

d
d—‘;} = —c(u)g?, (3.5.5)
a lo largo de la caracteristica. Resolviendo (3.5.5)) llegamos a que
9(0)

I T 9(0)c (uo(€))t

y, con la notacién inicial, teniendo en cuenta que u(z,0) = ug(x), podemos
afirmar que
ug(§)

te = T (@) (@) (3.5.6)
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Puesto que hemos asumido que ug es decreciente para§ > 0y ¢ > 0, entonces
el denominador ([3.5.6) se anulard a lo largo de todas las caracteristicas en
un tiempo finito, formando asi una onda de choque. Este tiempo de choque
es

L&) = —— ! (3.5.7)

up(§)c (uo(€))
Para determinar el primer momento en el que esto ocurre, lo que hemos

definido como tiempo de rotura, bastara con estudiar en cada caso dénde
esta funcion ¢(§) alcanza un minimo. Vedmoslo con el siguiente ejemplo.

t t

,,,,,,,,,,, . I N N
"I"l
I " "
o ’ x T
G &
(a) Grafico donde estan representa- (b) Evolucién de la solucién del pro-
das las caracteristicas que parten de blema de valor inicial —
&1 con velocidad c(up(&1)) y de & con a lo largo del tiempo hasta que se for-
velocidad ¢(up(§2)) v que se cruzan ma la onda de choque en el instante
en un instante t = . tp.

Figura 3.5.2: Graficos que ilustran la formacién de una onda de choque para
un problema de valor inicial con una condicién inicial continua.
Ejemplo 3.5. Sea el problema de valor inicial

u +uu, =0, zeR, t>0, (3.5.8)
w(z,0) =™, zeR. (3.5.9)
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Las caracteristicas parten del eje x con velocidad c(u) = u y, como ya sabe-
mos, el sistema caracteristico viene dado por

dx_u
dt
du

@ =Y

que podemos resolver para obtener la expresion de las curvas caracteristicas
—£2
r=&+e 't (3.5.10)

donde xy = £ para cada & > 0 (ver la figura m Es claro que las cur-
vas caracteristicas se cruzan entre si y, para determinar el tiempo de rotura,
procedemos siguiendo lo expuesto anteriormente, calculando dt/d§ para de-
terminar el minimo de t(€). De acuerdo con en este caso t(§) tendrd

la forma

&) = 2% (3.5.11)

donde hemos tenido en cuenta que estamos trabajando a lo largo de una
curva caracteristica (parametrizada por £ ) y, por tanto, u serd constante.

Derivando obtenemos
dt 1

€= )

donde notamos que t'(€) < 0 para 0 < & < 1/v/2 y que t'(§) < 0 para
€ > 1/v/2. Podemos concluir asi que el minimo de esta funcion se alcanzard

en & = 1/+/2 y, por consiguiente, el tiempo de rotura serd t = \/g ~ 1,166 .

£’ (1 (3.5.12)
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] 2

Figura 3.5.3: Diagrama caracteristico del problema (3.5.8))-(3.5.9) donde en
amarillo podemos ver la caracteristica a lo largo de la cual se forma la onda
de choque por primera vez en el instante t ~ 1,166.






Capitulo 4

Dinamicas Poblacionales y
Aplicaciones de EDPs en
Sistemas de Trafico

El capitulo presentado a continuacion se divide en dos grandes secciones.
En la primera, abordaremos la aplicacién de las EDPs lineales hiperbélicas
de primer orden al estudio de poblaciones. En particular, presentaremos el
modelo general de estructura por edades, cuya solucién permite predecir el
desarrollo y la distribucién por edades de la poblacién. A partir de aqui, ba-
jo condiciones especificas en las condiciones frontera, podremos obtener una
solucién a este problema e incluso, en un caso mas restrictivo, esta podra ser
obtenida de forma analitica mediante el ya conocido método de las carac-
teristicas.

En la segunda seccion, estudiaremos las aplicaciones de las EDPs no
lineales hiperbdlicas en los sistemas de trafico. De manera similar a la primera
seccion, presentaremos el modelo y estudiaremos el sistema caracteristico,
enfocandonos en la formacion de ondas de choque bajo ciertas condiciones
iniciales. Para concluir el capitulo, consideraremos una densidad constante de
vehiculos y estudiaremos la formacion y propagacion de ondas de choque por
la aparicion de un seméaforo, tanto durante la fase en la que este se encuentra
en rojo como cuando pasa al color verde.

65
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4.1. Modelizacién de Dinamicas Poblaciona-
les: Estructura por Edades

Uno de los problemas principales en demografia es determinar cémo evo-
luciona la estructura por edades de una poblacién a lo largo del tiempo. Esta
viene descrita por una funcién de distribucién de edad v = wu(a,t) donde
u(a, t)da representa el nimero de mujeres en el instante de tiempo t entre las
edades a v a+ da. Es habitual estudiar la poblacién femenina en los modelos
demograficos, ya que el inicio y el fin de sus capacidades reproductivas estan
claramente definidos.

Por simplicidad, inicialmente trabajaremos con el rango de edad 0 <
a < 0o a pesar de que la muerte se produce a una edad finita. En estas
condiciones, el nimero total de mujeres en el instante ¢ viene dado por

N(t) = /0 " w(at) da.

Nuestro objetivo a lo largo de esta seccién es disenar un modelo capaz de pre-
decir la evolucién del nimero de mujeres y su distribucién entre las distintas
edades.

Nos centramos, en primer lugar, en obtener la ecuacion que dicta la ley de
balance poblacional. Para ello, dado un intervalo [a,a + da] arbitrariamente
pequeno, es posible expresar cudnto varia la funcién de distribucion de edad
u(a,t) por cada unidad de tiempo ¢ de la siguiente manera

%[u(a, t)da] = u(a,t) —u(a + da,t) — m(a)u(a, t)da, (4.1.1)

que puede ser interpretado como las mujeres que en el instante ¢ alcanzan la
edad a, menos las que en este mismo instante alcanzan la edad a+ da, menos
aquellas que fallecen y que tenian una edad comprendida entre a y a + da.
La funcién m(a) es la tasa de mortalidad de la edad a en nuestra poblacién
y se cumple que 0 < m(a) < 1..

Dividiendo en entre da y tomando el limite cuando da — 0 obte-
nemos
up = —u, — m(a)u. (4.1.2)
Estamos ante una ecuacién de adveccién con velocidad 1 y un término su-
midero que viene dado por la tasa de mortalidad. La expresion (4.1.2]) es
conocida como ecuacion de McKendrick-Von Foerster [8].
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Para t = 0 asumimos una distribuciéon de edad dada por
u(a,0) = f(a), a>0.

En cuanto a los nuevos individuos, asumimos que existe una funcién de a y ¢
no negativa, b(a,t), que representa la tasa de nacimiento, es decir, el nimero
medio de nacimientos por cada individuo de edad a en el instante t. Podemos
entonces definir, teniendo en cuenta lo mencionado anteriormente, el niimero
total de nacimientos en el instante de tiempo ¢ como

B(t) = /0 " b(a, t)ula, t) da. (4.1.3)

Observamos que B(t) es precisamente u(0,t) por lo que esta ecuacién define
una condicién frontera en a = 0 (véase la figura |4.1.1)).

En resumen, el modelo de estructura por edad de una poblacién viene
dado por

up = —ug —mla)u, a>0, t>0,
u(a,0) = f(a), a=0
u(0,1) :/ b(a,t)u(a,t)da, t>0. (4.1.6)
0

Lo que hace este problema especialmente interesante, a la vez que complejo,
es que la condicién frontera en a = 0 no es conocida, ya que depende de la
distribucién de edad u(a,t) que aun no hemos obtenido. Esto es lo que se
conoce como condicion frontera no local.
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Figura 4.1.1: Grafica que representa el modelo de la estructura de edad donde
podemos observar la condicion inicial y la condicion frontera y donde el area
rayada representa el nimero total de individuos en un instante de tiempo t.

4.1.1. Estructura por edades estable en el tiempo

En lugar de intentar resolver (4.1.4)-(4.1.6) directamente, podemos ig-

norar la condicién inicial y preguntarnos qué ocurre cuando ¢ se hace muy
grande.

Centrando nuestra atencién en la condicién frontera, en particular en el
caso en el cual la tasa de nacimientos es independiente del tiempo (y solo
depende de la edad de la mujer), el nimero total de nacimientos, que antes
hemos definido en , se puede interpretar como

B(t) = /0 b(a)u(a, ) da + G(t), (4.1.7)

donde nos encontramos con la suma de dos componentes:
1. Nacimientos a partir de las mujeres que tienen una edad a < t.

2. Nacimientos a partir de las mujeres que tienen edad a > t, cuya distri-
bucion viene dada por el nimero de mujeres que en t = 0 tenian edad
a —t en caso de que estos individuos no hayan fallecido.
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A la ecuacién (4.1.7)) se la conoce como ecuacion de renovacion.

Para t > a podemos expresar u(a,t) a partir de los supervivientes de los
nacimientos que se han producido en el momento ¢ — a, es decir

u(a,t) = B(t — a)l(a), (4.1.8)

donde I(a) es la probabilidad que tiene un individuo de sobrevivir hasta la
edad a; de hecho, se sabe que en la practica [(a) — 0 cuando a — oo. Para dar
una expresiéon matematica de [(a) en términos del coeficiente de mortalidad
m(a) nos fijamos en las mujeres que en tiempo ¢t = a tienen edad a, es decir,
aquellas que se encontraban en el instante de tiempo inicial y que no han
fallecido. En este caso se cumple que

du(a, a)
da

= w(a, a) + uqs(a, a) = —m(a)u(a, a), (4.1.9)

donde para dicha igualdad hemos aplicado (4.1.2)). De esta ultima igualdad,
podemos despejar u(a, a) integrando

u(a’ a) — u(O’ O)ei foa WL(S)ds7

y, en este momento, podemos asegurar que la probabilidad que tiene un
individuo de sobrevivir hasta la edad a es

I(a) = e Jo m()ds, (4.1.10)
Volviendo a la ecuacion (4.1.7]), si suponemos que existen unas edades minima

y maxima de fertilidad (que denotaremos por a y () y utilizamos (4.1.8)),
obtenemos que para un instante t > 3

B(t) = /B B(t — a)l(a)b(a) da, (4.1.11)

donde nos encontramos ante una ecuacion integral homogénea. Para resolver
(4.1.11) podemos probar con una solucién de la forma B(t) = Be™, donde B
y 7 son constantes, obteniendo asi

B B
Be”:/ BeT(ta)l(a)b(a)da:/ Be™e "(a)b(a) da,
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y, dividiendo ambos lados entre Be', llegamos a:

1= /5 e "(a)b(a) da, (4.1.12)

ecuacion conocida como ecuacion caracteristica de Euler y Lotka.

Por su definicién, es claro que l(a)b(a) > 0. Para la ecuacién (4.1.12)
siempre que [(a)b(a) sea una funcién acotada de clase L'([a, 8]) y no nula
en algin subintervalo de [, (], existird un dinico valor real r que resuelve la
ecuacion (4.1.12)). Esto es debido a que si definimos

B
o) = [ ),

entonces ¢ serd una funcién continua y derivable cumpliendo que

B
§r) = = [ ac " l@blapda <0 gl-oc) =0, gloc) =0,
y el resultado se sigue por el teorema de Bolzano. A este valor r se le denomina
tasa de crecimiento intrinseco o también pardmetro Malthusiano.
Habiendo realizado estas observaciones, notamos a su vez que
u(a,t) = B(t —a)l(a) = Be"""Y1(a) = Be™e "(a) = B(t)e "I(a), (4.1.13)

y, tras esto, podemos expresar el nimero total de individuos como
B
N(t) = B(#) / " 1(a) da. (4.1.14)

En este punto y a partir de (4.1.14) podemos afirmar que
1. La poblacion crecera indefinidamente si r > 0.
2. La poblacién se extinguira si r < 0.
3. La poblacién se mantendra constante a lo largo del tiempo si r = 0.

Por otro lado, la tasa bruta de natalidad b se define como el nimero de
nacimientos dividido entre el niimero total de individuos, es decir, usando
(4.1.14])

B(t) 1

"= N(t) N ff e=el(a) da

(4.1.15)
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Anélogamente, dividiendo (4.1.13) entre la poblacién total podemos obte-
ner un coeficiente ¢(a,t) que nos proporciona la distribucién relativa de la
poblacién entre las diferentes edades en un instante de tiempo ¢
u(a,t) _ B(t) _
cla,t) = = e "l(a).
Podemos ir un poco mas alld haciendo uso de la expresién (4.1.15)) para

concluir que, en dicha poblacién, la distribucién por edades es independiente
del tiempo; esto es debido a que

c(a,t) =be "(a) = c(a).

De hecho, sustituyendo la expresion de b obtenida en (4.1.15)) podemos ex-
presar esta distribucién como

c(a)

_ fﬁi—m (4.1.16)

Comprobemos ahora, para finalizar esta subseccién, que, en efecto, la solucién
u(a,t) dada en (4.1.13)) satisface la ecuacién (4.1.4]). Para este propdsito,
derivamos parcialmente en u(a,t) = Be"*~9(a) respecto de a y t

u = Bre"9](a),
Uy = —Bre""Y(a) — Be"*"Ym(a)e” o m(s)ds

de donde operando se sigue el resultado.

4.1.2. Resoluciéon mediante el método de las caracteristi-
cas

En el caso particular en el cual b(a,t) = b(a) y la tasa de mortalidad m es
constante, es posible utilizar el método de las caracteristicas para encontrar

una solucién de (4.1.4)-(4.1.6]). En este caso, la EDP (4.1.4)) tiene la forma
Uy = —u, —mu, a>0, t>0, (4.1.17)
sujeta a las condiciones iniciales y de frontera,

u(a,0) = f(a) a>0, (4.1.18)
(0, 1) = /Oo ba)ula, t)da = B(t), t>0. (4.1.19)
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De acuerdo con lo visto en el capitulo [2) en particular en la subseccién [2.1.1]
sabemos que las curvas caracteristicas para (4.1.17)) tendréan la forma & =
a — t. Motivado por ello, si realizamos el cambio de variable

E=a—t, T=t,
la EDP (4.1.17)), a lo largo de las caracteristicas, se reduce a
U.=—-mU, dondeU =U(¢,t). (4.1.20)
Resolviendo, obtenemos que
Ug,7) =C(&e™,

donde C' es una funcién arbitraria. Deshaciendo el cambio, en términos de
las variables originales

u(a,t) = Cla —t)e ™. (4.1.21)
En este punto, para determinar la funcién C' debemos distinguir dos casos:
a>tya<t.
= Sia >t, de imponer (4.1.18)) para a > 0 obtenemos

u(a,t) = fla—t)e ™, a>t. (4.1.22)

= Si a < t, al considerar la condicién frontera y sustituir en (4.1.21])
obtenemos
u(0,t) = B(t) = C(—t)e ™,
o, despejando
C(s) = B(—s)e ™, s<0
y, entonces
u(a,t) = B(t —a)e™™, a<t. (4.1.23)

En este punto, pese a que la solucion de (4.1.17)-(4.1.18)-(4.1.19) viene dada
por (4.1.22))-(4.1.23)), B sigue siendo una funcién desconocida. Para determi-
narla, haremos uso de la condicién frontera no local separando la expresion
integral como sigue

B(t) = /0 " b(a)u(a,t) da = /0 b(a)ua, t) da+ /t " b(a)u(a, ) da,
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0, equivalentemente, utilizando las ecuaciones (4.1.22))-(4.1.23))

B(t) = /0 b(a)B(t —a)e”™* da + /too b(a)f(a—t)e ™ da. (4.1.24)

Notemos que para t suficientemente grande el segundo término de la suma
desaparece. La ecuacion lineal integral corresponde en realidad a la
ecuacion de renovacion en . Una vez obtenida la expresion de B, usual-
mente a través de métodos numéricos, (4.1.22))-(4.1.23)) nos proporcionara la
estructura por edad para la poblacion estudiada.
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4.2. Sistemas de Trafico

Supongamos que estamos ante una carretera unidimensional, infinita,
sin salidas ni entradas y unidireccional por la que circulan vehiculos. En este
escenario, la posicion se mide en kilometros y el tiempo en segundos. Si co-
nocemos la velocidad y la densidad iniciales del trafico, jes posible modelar
y predecir su evolucion en el tiempo? La respuesta es afirmativa y, en par-
ticular, podemos conseguirlo haciendo uso del método de las caracteristicas,
basdndonos en los conceptos tedricos expuestos en el capitulo [3]

Para comenzar, definamos dos funciones que nos acompanaran a lo largo
de toda la seccién y que supondremos en todo momento de clase C!.

» Denotaremos por u(z,t) a la densidad del tréfico, es decir, a la cantidad
de vehiculos por unidad de longitud en el punto z en el instante de
tiempo .

» Representaremos por ¢(z, t) al flujo de trafico en el punto z y el instante
t, esto es, el nimero de vehiculos que pasan por x en el momento .

Si consideramos un segmento finito de la carretera, digamos a < =z < b, el
nimero total de coches que se encuentran en este segmento vendra dado por

b
N(t) = / w(, t)de, (4.2.1)
y, por tanto, la variacién de este total respecto al tiempo sera

AN (" Ou(z,t)

e 42.9
dt o 0o (4.2.2)

a

Esta variacion debera ser claramente igual al nimero de coches que entran
en este segmento por el extremo a en el tiempo t menos aquellos que, al
avanzar, abandonan el segmento por el extremo b en este mismo instante, es

decir AN
E = ¢(a7 t) - ¢(b7 t)' (423)

En este punto, podemos aplicar el teorema fundamental del calculo integral
en (4.2.3]) para escribir

aN
dt

— b(a,t) — d(bt) = — / %d:ﬂ, (4.2.4)
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0, lo que es lo mismo, haciendo uso de (4.2.1)),

/ [8U(aﬁz7t) 4 aqbéi" t)]dl’ =0, (425)

y, dado que se han impuesto condiciones de regularidad sobre u y ¢ y teniendo
en cuenta que el intervalo [a, b] es cerrado y acotado en R y arbitrariamente
pequeno, podemos afirmar que

ou N [3J0)
ot O
Esta ecuacion es conocida como ley de conservacion para un sistema de trafi-
co.

0. (4.2.6)

Antes de avanzar en nuestro estudio, es importante hacer hincapié en
ciertas consideraciones acerca de las propiedades del flujo de trafico ¢ que
seran fundamentales en el desarrollo de esta seccion. En particular, asumi-
remos que la densidad y el flujo estan relacionados a través de la velocidad
de los vehiculos, que denotamos por V, la cual dependerd tinicamente de la
densidad del tréfico, es decir, V = V(u). La relacién que existe entre flujo y
densidad es

o(x,t) = u(z, )V (u(zx,t)). (4.2.7)

Como consecuencia, el flujo ¢ resulta ser una funcién que depende solo de la
densidad (¢ = ¢(u)). Esta indicacién, junto con (|4.2.6) nos permite obtener

una nueva igualdad para el modelo expuesto

ou , Ou
T ¢ (u)(‘?_x =
Esta ultima ecuacion puede ser reescrita como
ou ou ,
Erd C(U)a—x =0, c(u) =¢(u),

que identificamos como una EDP cuasilineal hiperbdlica de primer orden.

0. (4.2.8)

Ademas de las consideraciones previas, en nuestro modelo ¢ cumple con
las siguientes propiedades (ver la figura [4.2.1al):

= Existe un cierto valor de u, digamos u;, a partir del cual el flujo de
trafico es nulo, es decir, ¢(u) = 0 si u > u;. De manera andloga, si la
densidad de trafico es nula el flujo también sera nulo, esto es ¢(0) = 0.
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» ¢ es una funcién positiva y coéncava en (0,u;); es decir, ¢p(u) > 0y
¢"(u) < 0 para todo u € (0, u;).

= ¢ alcanza el méximo en un valor de u que denotamos como Uz, €S
estrictamente creciente en el intervalo [0, Upq.) v estrictamente decre-
ciente en el intervalo (Umqz.1;]-

Con todo esto, podemos afirmar que la EDP que define nuestro modelo es
u 4 c(w)u, =0, c(u) = ¢'(u), (u)<O. (4.2.9)

En este punto, podemos detallar la dependencia que hemos afirmado que
existe entre la velocidad V' y la densidad del trafico u. En primer lugar,
veamos que, bajo las condiciones indicadas previamente para el flujo ¢ y
suponiendo ademds que se cumple u¢’(u) < ¢(u), entonces V resulta ser una
funcién decreciente. En efecto, partiendo de podemos afirmar que

V’(u) _ + < — + =0. (4210)

Por otra parte, recordando que c(u) = ¢'(u) y haciendo uso de nuevo de

@27)
c(u) = ¢'(u) = uV'(u) + V(u), (4.2.11)

lo que nos permite concluir, en base a la desigualdad recientemente demos-
trada por (£.2.10), que c(u) < V(u). Esto es, la velocidad de los vehiculos es
superior a la velocidad de propagaciéon de las curvas caracteristicas; o, dicho
de otro modo, superior a la velocidad a la que las senales se transmiten en
el sistema. Esto nos permite predecir la velocidad de los vehiculos a partir
del diagrama caracteristico del problema, mostrado en la figura [£.2.2] tal y
como veremos a continuacion.

Es bien sabido que u = cte a lo largo de las caracteristicas dadas por
dx/dt = c(u) y que, por ende, la pendiente de estas curvas (vistas como
t en funcién de x) vendrd dada por 1/c¢(u). En nuestro caso, puesto que
c(u) = ¢'(u), la pendiente serd positiva cuando la densidad u se encuentre
por debajo de su valor maximo wuya.y, €s decir, donde el flujo de trafico es
creciente. En cambio, a partir de uy,.,, donde el flujo comienza a decrecer, la
pendiente serd negativa.
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10) t
: u x
Umaz Uj
(a) Grafica del flujo de tréfico ¢ co- (b) Diagrama caracteristico para una
mo funcién de la densidad de tréfico densidad inicial acampanada con va-
inicial u en nuestro modelo. lores siempre menores que Umqz-

Figura 4.2.1: Flujo de trafico inicial en nuestro modelo y diagrama carac-

teristico del problema (|4.2.9)).

Si la condicién inicial para la densidad de tréafico tiene forma de campana
y toma valores menores que .., las caracteristicas tienden a cruzarse, como
se puede ver en dando lugar a la formacién de una onda de choque
como ya se analiz6 en el capitulo 3| Esta discontinuidad aparece por primera
vez en el tiempo de rotura, t,. En cuanto a la densidad, esta va cambiando
su forma con el tiempo hasta que en el instante t,, la derivada espacial u,
tienda hacia co en un punto. Por la ecuacion con la que estamos tratando, esto
implica que también u; = oo en dicho punto. Como consecuencia, la densidad
toma el valor critico u; donde el flujo es nulo, los vehiculos se detienen y se
forma lo que comunmente denominamos como atasco. A la entrada en la zona
de liberacién, los vehiculos reanudan su movimiento (véase la figura [4.2.2).
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Figura 4.2.2: Evolucion de la densidad de trafico segun las condiciones expues-
tas, la densidad crece con mayor rapidez en el espacio en la parte izquierda
de la campana, hasta que, en el instante ¢, se produce un atasco.

4.2.1. El fenémeno del semaforo

Para finalizar esta seccién, desarrollamos un caso particular en el estudio
de sistemas de trafico. Hasta este momento, habiamos supuesto una carretera
sin elementos externos que alterasen la circulacién de los vehiculos. ;Qué
ocurre cuando, por ejemplo, existe un semaforo en rojo en la calzada?

Supongamos una densidad constante de vehiculos 1y < U que se en-
cuentra ante un semaforo en rojo en el instante t = 0 y que, a partir de ese
momento, no se encuentran més vehiculos circulando por la via. Debido a
que c(u) = ¢'(u) > 0 para u = ug < Umaz y c(u) = ¢'(u) < 0 para u > Uz,
entonces sera inevitable la formacién de una onda de choque cuando la den-

sidad de los vehiculos alcance su maximo, provocando la detencion de los
vehiculos ante el semaforo (véase la figura4.2.3)).

En este punto, cabe destacar que la velocidad de la onda de choque
vendra dada por
[Pp(w)] 0 — ¢(uo) ¢ (uo)

s = = =— <0. (4.2.12)
[u] u; — U u; — U
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Onda de choque t t
Atasco Onda de choque
N . . -
ko N . . Semaéforo
== - - c(u;) <0
b4 b4 BN .
QQQQ : Semaforo §
b4 b4 b4
U = Ug T T
(a) Diagrama espacio-temporal de la (b) Diagrama caracteristico de nues-
evolucién de una densidad constan- tro ejemplo; en naranja podemos ver
te de vehiculos (en verde) que se en- la trayectoria que siguen los vehicu-
cuentra con un seméaforo en rojo en los que se detienen al llegar a la onda
t = 0 formando asi un atasco. de choque (en azul).

Figura 4.2.3: Diagrama espacio-temporal y caracteristico del fenémeno del
semaforo.

4.2.2. Evolucion del trafico con el semaforo en verde

En la subseccién anterior determinamos la evolucién de una densidad
constante de vehiculos que se encuentran ante un semaforo en rojo en una
via, pero, jcomo se comportan estos vehiculos cuando el semaforo se abre
en un instante t = t3? Esta pregunta, con nuestros conocimientos adquiridos
a lo largo del capitulo [3, es equivalente a preguntarnos cémo se propaga la
onda de choque.

A partir de este instante ¢ = ¢, los vehiculos comenzaran a avanzar, sobre-
pasando el origen x = 0 y trayendo consigo varias implicaciones importantes

(ver la figura [4.2.4));

= La densidad pasara de tomar el valor u; en el atasco a tomar el valor
u = 0 a partir de z = 0.

= Formacién de un abanico de caracteristicas a partir de t = ty que cubre
la regién vacia de forma continua desde el valor u = u; al valor u = 0.

= La onda de choque vista en la subseccion anterior cambiara de direccion
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y acelerard hacia x = 0.

En particular, las ecuaciones caracteristicas del abanico que parten de (0, ty)
tendran la forma
(u) = =
t— 1o

Para concluir, podemos obtener la nueva ecuaciéon de la onda de choque a
partir de la condicién de salto

= constante. (4.2.13)

_dz_ (u) — d(uo)
== e (4.2.14)
t

Abanico

Onda de choque

U = g l u=0

Figura 4.2.4: Diagrama caracteristico tras el cambio del semaforo a color
verde. Se observa la nueva forma de la onda de choque, el abanico de carac-
teristicas comprendido entre c(u;) y ¢(0) y las curvas caracteristicas que se
originan a partir del seméforo (en granate).
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