Universidad deValladolid

FACULTAD DE CIENCIAS

TRABAJO FIN DE GRADO

Grado en Matematicas

Aproximaciones asintéticas de integrales paramétricas

Autor: Angel Garcia Pérez
Tutor: Jorge Mozo Fernandez
Ano 2024






Resumen

Este trabajo consiste en explicar y aplicar métodos para la aproximacién
asintdtica de integrales paramétricas. Con este fin hacemos en primer lugar
un repaso de las relaciones de orden entre funciones que nos permitira realizar
una breve introduccién a los desarrollos asintéticos. El trabajo se enfoca
principalmente en el desarrollo y demostracion de cuatro técnicas para la
aproximacion asintotica de integrales: la integracién por partes, el método de
Laplace, el método de la fase estacionaria y el método del descenso rapido.
Finalmente, aplicamos los métodos demostrados a la obtencién de desarrollos
asintoticos de integrales paramétricas relevantes en las matematicas y en la
fisica, como la integral exponencial, la férmula de Stirling, la norma de una
funcién y las integrales de Bessel y Airy.

Palabras clave: desarrollo asintético, integral paramétrica, método de in-
tegracion por partes, método de Laplace, método de la fase estacionaria, el
método del descenso rapido.



Abstract

On this work, we aim to explain and apply various methods to obtain asym-
ptotic approximations of parametric integrals. As a preliminary, we recall the
usual order-notation between functions in order to give a brief introduction
to asymptotic expansions. The work focuses mainly on the development of
four methods for the asymptotic approximation of integrals: integration by
parts, Laplace’s method, the stationary phase method and the steepest des-
cent method. Finally, we apply the prooved methods to obtain asymptotic
expansions of parametric integrals relevant to mathematics and physics, such
as the exponential integral, the Stirling formula, the norm of a function, and
the Bessel and Airy integrals.

Keywords: asymptotic expansion, parametric integral, method of integra-
tion by parts, Laplace’s method, stationary phase method, method of rapid
descent.
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Introduccion

Introduccion

El objetivo principal de este trabajo es exponer, demostrar y aplicar métodos
para aproximar integrales asintoticamente, una técnica esencial en el estudio
y resoluciéon de ecuaciones diferenciales en la actualidad, asi como en distintas
areas de las matematicas a lo largo de la historia. Estos métodos ofrecen
herramientas poderosas para aproximar integrales de forma precisa, incluso
en situaciones donde la resolucién analitica es inexistente.

Iniciaremos con un breve repaso de las relaciones de orden en funciones, un
concepto fundamental para comprender como las funciones se comparan entre
si a medida que se aproximan a ciertos valores o limites. Luego, nos adentra-
remos en los desarrollos asintoticos, tanto de funciones reales como complejas,
donde analizaremos cémo las funciones pueden aproximarse mediante desa-
rrollos finitos con términos dominantes que revelan su comportamiento en
regiones especificas.

El nicleo del trabajo se centrara en el desarrollo y demostracion de los méto-
dos utilizados para aproximar integrales asintéticamente. Estudiaremos cua-
tro técnicas: la integracion por partes, el método de Laplace, el método de
la fase estacionaria y el método del descenso rapido. Para ello nos valdre-
mos de resultados vistos en las asignaturas de Célculo Infinitesimal, Anélisis
Matemaético y Variable Compleja.

Finalmente, exploraremos algunas aplicaciones de estos métodos en la reso-
lucion de integrales paramétricas de gran importancia en las matematicas y
en la fisica, como lo son la integral exponencial, la férmula de Stirling, la
norma de una funcién o las integrales de Bessel o de Airy.
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Capitulo 1

Relaciones de orden

Este capitulo tiene como funcién recordar definiciones y propiedades basicas
de las relaciones de orden en funciones. Se aborda la notaciéon de Landau y la
de equivalencia de funciones, proporcionando ejemplos y algunos resultados
fundamentales. Estos conceptos seran usados a lo largo de toda la memoria,
basandose en ellos las definiciones clave de las que parte este trabajo asi como
los resultados mas significativos que obtendremos.

Notacién 1.1. Sea (X, d) un espacio métrico, x € X y r > 0. Entonces:

(I) Llamamos bola abierta de radio r centrada en z a

B(z,r):={y € X | d(z,y) <r}.

(II) Llamamos bola abierta punteada de radio r centrada en z a
B*(xz,r) := B(z,r) \ {z}.
Cuando estemos en R o en C, se sobreentendera que nos referimos a la dis-
tancia euclidea d(z,y) = |z — y|.

Definicién 1.2 (Notacion de Landau). Sea X un subconjunto de R, zy un
punto de acumulacién de X y f, g dos funciones reales definidas en X.

(I) Se dice que f es una O de g (O grande) cuando z tiende a xg y se
escribe 'f = O(g)’ cuando x — g, si existen un nimero r > 0 y una
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constante M > 0 tales que:
|f(x)| < M|g(x)| paracada x € B*(xz,r)NX.

(IT) Se dice que f es una o de g (o pequena) cuando x tiende a xy y se
escribe 'f = o(g)’ cuando x — 1z, si existen un nimero r > 0 y una
funcién e(z) definida en B*(z,7) N X con lim e(x) = 0, tales que:

T—T0

f(z) =¢e(z)g(xr) paracada xz € B*(z,r)NX.

La definicion para funciones complejas es analoga.

Observacién 1.3. Sise tiene que existe r > 0 tal que g(z) # 0 en B*(xq, )N

X y que lim L% = 0, entonces tomando e(z) = g(—g, f=o(g).

x—)xo ( )

Ejemplo 1.4. Algunos ejemplos de esta notacién son:

(1

) sin (z) = O(x), cuando = — 0,
(I) 1 — cos (z) = o(x), cuando z — 0.
(I1T) log (1 + 1) = O (1), cuando & — oo.
(IV)

Observaciéon 1.5. Se pueden definir exactamente igual estos conceptos cuan-
do * — z§ (z tiende a xy por la derecha) o z — z; (x tiende a zy por
la izquierda) si se tienen las definiciones para los intervalos (zg,zo + ) y
(xg — r,x0) respectivamente. También en el caso de que X sea no acota-
do, cuando x — o0 si se tienen las definiciones para cada x > r, o cuando
r — —oo si se tienen las definiciones para cada x < —r.

x—g: () cuando z — oo.

Propiedades 1.6. Sean f y g funciones reales. Entonces algunas propie-
dades, que pueden encontrarse en el libro de Erdélyi [5], de esta notacién
son:

(I) O(O(f)) = O(f)
(I1) O(o(f)) = o(O(f)) = o(o(f)) = o(f)
(IIT) O(f)O(g) = O(fg)
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(IV) O(f)o(g) = o(f)o(g) = o(f9g)
(f) +O(f) = O(f) + o(f) = O(f)

(VI) o(f) + o(f) = o(f)

0
(V) O

Demostracion. La demostracion es inmediata aplicando las definiciones, por
lo que evitamos reproducirla aqui. O

Definicién 1.7 (Equivalencia de funciones). Sea X un subconjunto de R,
un punto de acumulacion de X y f, g dos funciones reales definidas en X. Se
dice que f es equivalente a g en el punto xy y se escribe ‘f ~,, ¢, si existen

un numero r > 0 y una funcién h(x) definida en B*(z,r) con lim h(z) =1,
T—T0

tales que:
f(x) =h(z)g(zr) paracadaz € B*(z,7).

Si X no esta acotado superior o inferiormente podemos hablar de equivalencia
en oo o —oo, definidas de manera analoga, y escribir "f ~. ¢g" 0o 'f ~_ ¢’
De nuevo, la definiciéon para funciones complejas es andloga.

Observacion 1.8. Si se tiene que existe r > 0 tal que g(z) # 0 en B*(zq, 1)

m £&) — ()R
y que a;lgﬁlo o) = L1, entonces tomando h(z) = 555, f ~ap 9-

Ejemplo 1.9. Aplicando la observacion anterior se tiene, por ejemplo, que:
(I) tan (z) ~o .

(1) L~ e/™ — 1.
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Capitulo 2

Desarrollos asintoticos

En este capitulo se presenta una breve introduccion a los desarrollos asintéti-
cos, empezando con su definicién y con algunos ejemplos bésicos. Lo haremos
primero en funciones reales, para ampliar estos conceptos posteriormente a
funciones complejas. Demostraremos las propiedades caracteristicas de este
tipo de desarrollos, proporcionando ejemplos que las ilustren. Estas propie-
dades nos permitiran justificar los resultados que obtendremos en el siguiente
capitulo.

Observacién 2.1. En este capitulo, siempre que no se especifique lo con-
trario, si se habla de un punto de acumulaciéon de un conjunto, cuando el
conjunto no esté acotado entenderemos que este puede ser 400 0 —o0.

Notacion 2.2. Llamaremos Ny al conjunto
{1,2,...,s} si seN
Ng =

N si s = o0.

Si s = 0o, y n € N consideraremos que N,_,, = Ny y que si se tiene una
propiedad para todo n < s, entonces se tiene para todo n € N.

Por abuso de notacién, una sucesion sera una aplicacion o : Ny — X
donde s € N U {oo}, es decir, admitiremos “sucesiones finitas”. De esta
manera, podremos considerar sucesiones finitas e infinitas con una notacion
mas compacta.
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Definicién 2.3 (Sucesién asintética). Sean X un subconjunto de R y
un punto de acumulacién de X. Se dice que una sucesién (finita o infinita,
tal y como hemos dicho) de funciones reales {¢,(z)}nen., definidas en X es
asintética cuando x — x si se tiene que

Gni1(x) = o(¢pn(x)) cuando x — xo , para cadan € Ny_;.

Ejemplo 2.4. Son sucesiones asintoticas:
1) {(x — 20)"}nen., cuando z — xo.
2) {zF}nen., cuando z — oo.
3) {;Twn}neNs, cuando z — 00, con a,y1 > a, para todon € Ny_1.

Definicién 2.5 (Desarrollo asintético). Sea X un subconjunto de R y zp un
punto de acumulacién de X. Sean {¢,,(z) }nen, una sucesién asintética cuando
x — xo de funciones reales definidas en X, f una funcién real definida en X,
{a, }nen, una sucesién de constantes y N € N;. Decimos que

Z an(bn(x)

es un desarrollo asintético de f cuando x — xg, si para cada m < N se
cumple que

Proposicién 2.6. En las condiciones de la definicién anterior, se tiene que
para cada m < N, cuando x — xg

-1

f(z) = Zan¢n(x) +o(pm (7)) = f(z) - nPn(T) ~ay QmGm(T).

1

3
3

i
—
3
Il

Demostracion. Suponemos que a,, # 0 para cada m < N y probamos las
dos implicaciones.



Capitulo 2. Desarrollos asintoticos

Suponemos que cuando x — g, f(x) — > andn(x) = o(Pm(x)).
Entonces

m

- i Wnn(T) = Amdm(x) + f(z) — Za"¢n($)

n=1

fl@) = > anébn(f))
amﬁbm(x) .

= Gy (@) (1 +

Y se tiene que

o S@ =S @)

T—T0 P (x)

Entonces si tomamos

f() = > ny andn(@)

h(z) =1+ o (2) ,

tenemos que
lm h(x) =1y [ Zam = Ao (2)h(2),

por lo que se puede concluir que f(x) — 3.7 4,00 (T) ~up AP ().

Suponemos que existe 7 > 0 tal que

MS

an¢n = amgbm(‘r)h(x)

n=1

en B*(xg,r) y lim h(z) = 1. Entonces en B*(x¢,):

T—T0

= 0060(®) = A @A) = anbm(@)(1+ (hla) — 1)) =
= Am®m(2) + amdm(z)(h(z) —1).
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Y como

iy Gnfn(@)(hla) = 1)

T—T0 am¢m (.1') T—T0

se tiene que @, (x)(h(z) — 1) = o(¢y(x)), y por consiguiente

f(x) = Z an®n () + O(Cbm(x))

O

Observacién 2.7. La proposiciéon anterior indica que un desarrollo asintéti-
co se puede definir alternativamente como:

f([E) ~zq a1¢1($),
f(ZL‘) - a1¢1(17) ~xo a2¢2<x)7 L)
@)= 3 06u(2) ~ay amom(@).

En particular, tenemos que una funcién serda equivalente en un punto al
primer término de su desarrollo asintotico en ese punto. Esto justifica la
siguiente definicién.

Definicién 2.8 (Término principal). Llamaremos término principal al pri-
mer término no nulo de un desarrollo asintético.

Este serd equivalente a la funcién. Por lo tanto, cuando sélo obtengamos un
término prodremos usar la notacion de funcién equivalente. Ademas cuando
busquemos el desarrollo asintdotico de integrales paramétricas, en la mayoria
de casos serd suficiente con obtener el término principal para determinar el
comportamiento general.

Observacion 2.9. (I) En las condiciones de la definicién de desarrollo
asintético, tenemos que
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=

-1

antn(z) +0(On () = Y  andn(z) + anon(z) + o(on(2))

1

fx) =

WE

3

n

=z

andn(2) + O(on ().

Il
—

n

(II) Es comin encontrar la notacién

Sn(r) =) antn(z) v Ry(w) = f(z) - Sn(z),

de tal manera que cuando x — xy, Ry(x) = o(¢n(z)). Se dice que
Ry (z) es la funcién resto o funcién de error.

Proposicién 2.10. Si existe un desarrollo asintético de f cuando x — g
para una sucesion asintética {@y, fnen,, €s unico.

Demostracion. En efecto, para que se cumpla la definicién de desarrollo
asintotico, para cada n < N los coeficientes a,, han de cumplir:

_ lim fl@) = 302) ang()
- @)

]

Un tipo particular de desarrollo asintético, especialmente 1til, y que se ha
estudiado en las asignaturas de analisis, es el dado por los polinomios de
Taylor. Recordamos aqui, por completitud, el resultado principal.

Teorema 2.11. Sean I C R un intervalo abierto, zo € I, N € Ny f €
CN(I). Entonces el polinomio de Taylor de f en zy de orden N

N £ (g,
P(x) = Z ng)(x —x0)", xel\{x}.

es un desarrollo asintético de f cuando z — xg.
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Demostracion. Tomamos como sucesion asintética {(x — z¢)" }nen, cuando
T — zo. Vamos a probar que f(x) = P(z) + o((z — x0)"), es decir

o @) = P()

= 0.
z=zo  (x — x0)N

Si N =1, entonces

lfm fz) = P(z) _ lim f(@) = f(wo) = /(o) (& —m0)
T—T0 Tr — X T—T0 T — To
= lim M _ f/(xo) lim T — Zo
T—X0 r — XTg T—=r0 T — X

= f'(z0) — f'(x0) = 0.

Si N > 2, resulta mas cémodo usar la regla de I’'Hopital N — 1 veces, ya que
el cociente es una indeterminacién 0/0:

fa)=P(x) . [f(x) - P'(x) _
xlggo (x — xo)NV wlggo N(z — zo)N-1 B
CfN V(@) - PN ()
N o:llg:lo Nl(z — xp) N
g AP @) = SV (o) = [ () (= )
= ot Nl(z — xp) N
L[ fV (@) — fV ()
=\ |:le1£10 (x — o) 2 @) (zo) | =
= = ) ~ )] =0,
Y por lo tanto se puede concluir que
) = 30 L2 (s o — )
= 2 iy 0 0
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Observaciéon 2.12. (I) Un desarrollo asint6tico no es una serie. Una serie

(IT)

(I11)

tiene infinitos términos y un desarrollo asintético por definicién no los
tiene. De hecho, aunque la sucesion de funciones asintéticas sea infinita,
puede que solo exista un desarrollo asintético finito en esa sucesién.

Por ejemplo, sea f(x) = |z| 4 1. Tenemos que {2"},enufo} €s una su-
cesién asintética de funciones cuando x — 0. Esta sucesién es infinita,
sin embargo se tiene que

RV A
aw=lm =% =1
y a1 no existe, ya que
o +1-1 || 1 si x>0,
z z -1 si z<0O.

Entonces sélo puede ser que f(x) ~q 1.

Al ser un desarrollo asintético finito por definicién, no se puede hablar
de convergencia. De hecho, en muchos casos si se continia anadiendo
términos se obtiene una serie divergente. Vemos un ejemplo de este
comportamiento en la observacion (4.2}

Si consideramos diferentes sucesiones asintéticas, una funcion puede
tener desarrollos asintoticos distintos en el mismo punto. Por ejemplo,
con la funcién f(x) = 14%30 y las sucesiones asintdticas cuando z — oo,

{37 nen ¥ {45 Jnen, se comprueba que:

1 i (—1)m*! 1 i (z —1)
142 oon:1 an 1+z oon:1 g

En efecto, para la primera expresién usando el desarrollo de Taylor se
tiene que
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N D B N S AN ol
r+1 =z 142 = 1—(-1) ooxnzo x _n:1 "

Y para la segunda, se comprueba por induccién. Para a; se tiene que

1 22
.1 ,
a; = lim ij = lim =1.
T—r00 —3312 T—r00 $2 — 1

Y suponiendo que es cierto para n — 1, para n se tiene que

ey @) A )
a, = lim — = lim _— _

. 1 e A 220R) (22 — 1)
- llm 2n—2 _ﬂ =
~ m :L.2n [:L.Qn—Q - (2222 x2(n—k+1) o x2(n—k))] _

T—00 <£L'2 _ 1>$2n72
X o [P — (P =P - 1))
= xl_{l;.lo ((L‘Q . 1)&72”_2 =
2n

— Mm — 1.

500 xZn _ x2n72

(IV) Dos funciones distintas pueden tener el mismo desarrollo asintético en
un mismo punto. Si tomamos la funciéon e™* y la sucesién de funciones
{fn}neN, que es asintética en oo, resulta que para cada n € N se tiene

que
n

lim — =0
r—o0 ¥

Por lo tanto, el desarrollo asintético de la funcién en el infinito es
el idénticamente nulo. Entonces el desarrollo asintético de cualquier
funcién f(z) en el infinito para {=}nen y el de f(z) + e serd el
mismo.
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2.1. Desarrollos asintoticos en C

Hasta ahora solamente hemos tratado con funciones reales. Sin embargo,
las definiciones que hemos visto se pueden extender al plano complejo, pero
debemos tener cuidado. Al igual que en R una funcién puede tener un limite
distinto si nos aproximamos por la izquierda o por la derecha, en el plano
complejo una funcién puede tener distinto limite dependiendo de la direccion
en la que te aproximes.

Definicién 2.13. Llamaremos S;?ﬂ (Figura al sector abierto del plano
complejo
SPs=1{2€C | a<arg(z — 2) < B}

Si se cumple que zg = 0, simplificaremos la notacién con Sg’ﬁ = Sa3

/
y y
/
/
C /
/
/ -’
" Sap T
/ a?/j //
7
4 e
”
e
/ -
/ -
/ -
y - ﬁ
/ //
/
-
/// (8 €T

Figura 2.1: Esquema del sector S, s.

Observacién 2.14. Sabemos que si una funcién f(z) es analitica en un
punto zy de su dominio, existird un radio p > 0 tal que:
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f(z) = Zan(z—zo)" , stz =z <p,

n=0

donde los a,, son constantes. También sabemos que si una funcién es analitica
en oo (0 equivalentemente f (%) es analitica en z = 0) existirdn un radio p > 0
y una serie de potencias inversas que cumpla que

by

Fe =3 s >0,
n=0

donde los b,, también son constantes. Estos desarrollos en serie, de Taylor y
de Laurent respectivamente, proporcionan un desarrollo asintético igual que
en el caso real cuando queremos estudiar el comportamiento de una funcion
en los casos z — 2y y 2 — 00.

Proposicién 2.15. Sean f, g dos funciones complejas analiticas en los pun-
tos zg v wp respectivamente. Sean

Pw) =Y arw—w)" y Q(z) = bi(z— 2,
k=0 k=0

los polinomios de Taylor de orden n de f y g, en wg y 2y respectivamente.
Ademads suponemos que by = wy. Entonces tenemos que el polinomio de
Taylor de orden n en zy de fog es el que resulta de despreciar en el polinomio
P(Q(z)) las potencias de (z — 2y) de exponente estrictamente mayor que n.

Demostracion. Esta demostracion se vio en la asignatura Variable Compleja
y puede encontrarse, por ejemplo, en el libro de Lang [7] (Teorema 3.4). [

Ejemplo 2.16. Si queremos estudiar el comportamiento asintético cuando
z—0de

1 1/z _ —1/z
I(z) = sinh (—) S
z

holomorfa en todo C, tendremos que
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‘BI/Z’ _ eRe(l/z) — eRe(2/|z|2) _ ecos(arg(z))/\z| : si 2 % 0

v ‘6_1/Z‘ _ e—cos(arg(z))/|z| , sl 2 7é 0.

Entonces:
= Siz=|ze” € Sz = ={z€C | Re(z) >0}, se tiene que

|€71/z‘ < efcos(G)/|z 7

y como cos (¢) > 0 cuando |0] < 7,

lim e Y =0.
z—0
zeS_rm &
22

Sin embargo, en S_z = también sucede que

‘el/z’ < ecos(@)/\z| .y lim el/z — 0.

Entonces en este sector e'/# domina a e~/* y se tiene que

;cuando z =0y 2z € S_z =

= Siz €Sz ={z€C|Re(z) <0}, se tiene la situacion opuesta y

e~'/% domina a e'/#, por lo que

_e—l/z

I(z) ~ ,cuando z =0y z € Sz sx.

» Size{ze€C | Re(z) =0} = {iy | y € R}, entonces
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mo no exi imsin (=), n ible realizar un IT intoti-
como no existe lim s ; , no es posible realiza; desarrollo asintét

y—0
co en esta direccién.

El hecho de que una misma funcién analitica admita diferentes desarrollos
asintoticos en sectores adyacentes se conoce como Fendmeno de Stokes. El
objetivo de este trabajo no es el estudio en profundidad de este fenémeno.
Un tratamiento més exhaustivo puede encontrase en la secciéon 6.6 del libro
de Ablowitz y Fokas [1J.
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Capitulo 3

Métodos de aproximacion
asintotica para integrales

Este es el capitulo central de la memoria. En él se exploran cuatro métodos
para obtener el término principal de una integral paramétrica: el método de
integracién por partes, el método de Laplace, el método de la fase estacio-
naria y el método del descenso rapido. Para cada método se intenta explicar
previamente la idea en la que se basa, para después pasar a demostrarlo. Los
ejemplos de aplicacion de cada uno se encuentran en el capitulo de aplicacio-
nes.

3.1. Integracion por partes

En esta seccién se demuestra una manera de obtener desarrollos asintéticos
cuando z — oo para integrales de la forma

b
Ia) = [ feat

donde z > 0, a € R, b € (a,00) U {oo} y la funcién f es varias veces deri-
vable. Integrando por partes varias veces se obtiene un desarrollo asintético
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con sucesion { St fnen, cuando 2 — oo. Es decir, el comportamiento de I(x)
estard determinado tinicamente por el punto a, ya que la funcién e=** es de-
creciente en R (se tiene que = > (). Para ello habréd que ver que las integrales
que surgen de la féormula de la integracién por partes estan dominadas por
el término del desarrollo previo.

Teorema 3.1. Seana,b € R, conb > a, N € Ny f € C¥2([a,b]). Entonces,
la integral

I(z) = / F(t)e"tdt

estd bien definida para todo x > 0, y cuando x — oc:

e—;ta

N —za
1) =30 S 4o (S )

n=0

Demostracion. En primer lugar, tenemos que para todo x > 0

b b
/ f(t)e‘”dt‘ < [ ol < paxl o),

t€la,b]

asi que la integral esta bien definida.
Entonces como f(t) y e " estdn bien definidas y son derivables en [a, b],
usando la formula de integracién por partes se tiene que

e—xt

I{x) = = f(t)

i T T i

Y repitiendo este proceso, se obtiene que para m < N

m

. e Ta m . e—zb 1 b . .
[(l’) - Zf( )(a)xn-i-l o Zf( )<b>xn+1 + xrm+l / f( +1)(t)€ tdt' (31>
n=0 @
(

n=0 3)

(1) @

r= b et e e—xb b o7t
x:if/ F(t)—dt = f(a)———f(0)—+ / 7.
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La mayor contribucién al valor de I(z) de cada uno de los sumatorios (1) y
(2) la hard el primer término, ya que

) S D (a) 1
lim ————2— = lim ————>— =0,
T—00 f(n)(a) Z"“ T—500 f(n)(a) T

y se razona de igual manera para el sumatorio (2). Ademds, la contribucién
total del sumatorio (2) serd asintéticamente despreciable frente a la de cual-
quier término del sumatorio (1). En efecto, comparando para cada n < m el
término que més contribuye del sumatorio (2):

—xb

b)< a
lim —f( ) I — = lim /() et (ab) P 0,
T—00 f(”)(a) ;n+1 —00 f(”)(a)

por lo que

m —xb —za
(n) e - (&
Z f (b)xn—H =0 (xmﬂ) :

n=0

Ahora sea el término de error la integral (3) en (i3.1))

1

b
R, (z) = prr / FmD (et

Ademss, como f € CN*2([a,b]), f™+Y(t) serd continua en [a,b] y tenemos

que si K = max|fm+(¢)],
t€la,b]

1 b b
Rl = | s [ 10| < i [l ear
K ’ —xt K —za —xb
A+l e "dt = rm+2 (e € )

Y de nuevo comparando para cada término de la serie, como n < m < N:
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K

—xa
$m+2 €

—xb
— K 1
,i ) = lim (1 — ety =0
00 f(n) (Q)Z"ﬁ T—00 f(n)(a) pm—n+

—xa

Entonces Ry, () = o(5=7) y se concluye la prueba.

]

Corolario 3.2. Si ademds tenemos que para algiin a € R, £ (t) = O(e*)
para todo n € Ny, 5 cuando t — oo, entonces el teorema anterior también se
cumple para un intervalo de la forma [a, c0):

I(z) = / h ft)etdt ="

n=0

e a e—CE(Z
(n)
T e (S5,

Demostracion. La demostracion es exactamente igual que la del teorema
anterior. Solo hay que tener en cuenta que existen M,r > 0 tales que para
todo t > r, |f™(t)] < Me®. Volviendo a la prueba del teorema, al acotar el
término del error se tiene que

1 [ A
Rn()] = |5 / f(m“)(t)e‘””tdt‘g L / Jomltgy _
xm a xm u
= M (O‘*x)a

xm+2

Y se concluye de la misma manera.

]

Observacién 3.3. En el libro de Ablowitz y Fokas [I] la tdnica hipotesis
adicional que se pide para el corolario [3.2]es que f(t) = O(e*). Sin embargo,
esto no es suficiente, ya que la acotacion de una funcién no asegura la de sus
derivadas, y por tanto no permite asegurar que el término del resto R,,(t)
esté acotado. La funcién f(t) = sin (t?)e* es un contraejemplo.
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3.2. Meétodo de Laplace

En este apartado consideraremos integrales paramétricas del tipo

b
I(z) = / ba(t)dt, (3.2)

donde 1, (t) = f(t)e**® y el rango de integracion puede ser finito o infinito. El
parametro x serd real positivo y ambas funciones f y ¢ estaran definidas en los
nuimeros reales. Mientras que f puede tomar valores complejos, supondremos
que ¢ sélo puede tomar valores reales. Este método se puede usar para obtener
un valor aproximado de I(z) cuando # — oo en caso de que esta converja,
pero es mas interesante saber cémo se comporta en el caso de que no converja.
Si la integral no es convergente cuando z — oo, buscaremos saber cémo se
comporta la funcién, es decir, cudl es su orden de divergencia en funcién
de funciones mas simples. La idea principal de este método es que la mayor
contribucién a la integral viene de los entornos de los maximos de ¢(t), es
decir, que lejos de estos maximos 1, (t) se desvanece. En esta situacién, nos
podemos aprovechar de que ¢, (t) se puede expresar de manera més sencilla en
un entorno de este maximo para facilitar su integracién. Esta es la principal
idea del método de Laplace.

Si la funcién tiene varios méximos, bastard con aplicar para cada maximo
el teorema de Laplace. También veremos que para demostrar el teorema, se
puede reducir al caso en el que tenemos la funcién definida en (0,b), con b
finito o infinito, y con un tnico maximo en 0.

Proposicién 3.4. Sean z > 0, b € (0,00) U{oo} y f(t) = t*"'e~'. Entonces
la integral

/O ey (3.3)

es convergente.

Demostracion. En primer lugar, como f(t) > 0 para todo t € (0,00), si b es
finito se tiene que
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[ < [ s

por lo que suponemos que b = oo.

Ahora, para todo t € (0,00), t* te~t < t*71 y como x > 0, se tiene que:

[e’e) 1 [e%e)
/t“e%—/t“e%+/t“e%§
0 0 1
1 (e
g/ tHdt+/ t*lemtdt =
0 1

=t X a1
—| + e dt =
t=0 1

x
1 (e.9]

=—+/ t"te~tdt. (3.4)
z 1

Ahora, f(1) esta definida y usando el criterio de comparacién

tac—l —t tac—l

lim
t—o0 6_

wle| O

Por la regla de Barrow se tiene que
t=00

/ e~ 3t = ez 1
1 2 t=0 2

por lo que (3.4) es convergente y (3.3]) también.

Definicién 3.5. Sea z > 0. La funcién Gamma de Euler se define como

F(:B):/ t" et
0

Propiedades 3.6. Algunas propiedades de la funcién I' que se pueden en-
contrar en [8] y que hemos visto en Andlisis Matematico son:
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s [z +1) =2l(2).
» (1) =1
T =R

Lema 3.7. Sean C,«a,5 € R, con a > =1, C,;8 > 0, y b € (0,00) U {o0}.
Entonces para todo x > 0, la integral

b
/ et gt
0

estd bien definida y cuando x — oo se tiene que

b 1 a+1 atl
=0 gy ~oo —F( ) Cx) 7 .
A B B (Ca)

Demostracion. Simplemente realizamos el cambio de variable v = 2Ct?, y
obtenemos que

b 4 1 e [TV
/t“e‘x dt:E(C’x) 5/ u f e du
0

0

Entonces como O‘T“ > (, por la Proposicion la integral esta bien definida
y se tiene que

zCbP 00
ey a [0 1
lim uF e tdy = / wF lemudy = F( il ) )
por lo que se tiene la equivalencia pedida. O]

Teorema 3.8. Sean f : (0,0) — C, ¢ : (0,b) — R funciones continuas a
trozos, con b € (0,00) U {0}, que cumplen:

(I) Las funciones tienen los desarrollos asintéticos cuando ¢ — 07
f(t) ~or AL®, ¢(t) = B— Ct’ + o(t?),

con BER, Ac C\ {0}, a>—-1yC,5>0.
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(II) La funcién ¢ es monétona decreciente en (0, b).

(IIT) La integral fob |f(t)]e?®dt es convergente.

Entonces, se tiene que

I(2) = /0 " HE)e 0 ds

estd bien definida para todo z > 0 y ademéas cuando x — oo

I(2) ~o %r (O‘ ; 1>eBx(cg;)—“§1.

Demostracion. En primer lugar, si b es finito, basta tomar

f(t) si 0<t<b
g(t):{() si b<t

que se puede hacer porque f(t) tiene que tener la forma At solamente cuando
t — 0%, y por lo tanto

b b 0o 0o
I(z) = / f)er*Vdt = / g()e" Ot + / g(t)emOdt = / g(#)e 0 .
0 0 b 0

Asi que suponemos que b = co. También suponemos sin pérdida de genera-
lidad que A =1y que B = 0, ya que serian constantes que arrastrariamos
durante toda la demostracion:

/ At et B=C) g — AePe / e g,
0 0
Y por comodidad, definimos la funcién ¢ : (0,00) — R

— l a+1 —odtl — > o —zCth
o(x) = ﬁf( 3 )(Cm) P /0 t% dt.




Capitulo 3. Métodos de aprorimacion asintotica para integrales 25

Sea ¢ > 0. Nuestra estrategia serd separar la integral en dos, una en un
intervalo de la forma (0, §), ya que ahi es donde alcanza el médximo la funcién
¢, y otra en el complementario (4, 00). De esta manera, podremos ver que la
integral en el intervalo (0, ) domina a la del intervalo (6, 00) cuando z — oo.
Es decir, buscamos demostrar que existen &,z > 0 que cumplen que para
todo = > xg

)
o) (1-5) < [ roevar <o) (145),

/ f(t)ew(t)dt’ < f’
5 2

Y por lo tanto, como

Y

5 -~ 5
/ f(t)exfb(t)dt— / f(t)exqﬁ(t)dt‘ < I(z) < / f(t>ea;¢(t)dt_|_
0 ) 0

/ h f(t)em?Wdt
1

cuando x > x( se tendra que

(1 —e)p(z) <I(z) < (1+¢)p(x).

De esta forma se puede concluir que cuando z — oo se tendra que

I(z) ~oo ().
Probamos ambas afirmaciones:

Por (I), se tiene que

limmzl y h’m@:—a

t—0t ¢ t—o+ tP

Y como f y ¢ son continuas en (0,00), para cada pardametro A € (0, 1) debe
existir un intervalo (0,0())) donde se tenga que:
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(1= Nt < f(t) < (1+ A,

—C(1+ Mt < ¢(t) < —C(1 = N)t°.

Ahora fijamos el parametro A. Lo elegimos de manera que:

1-NA+N)F>1-5 v a+00-N"F <1+

DO ™
DO ™

Nota: Podemos hacer esta eleccion debido a que, como a > —1y 3 > 0,

tenemos que QTH > 0, y las funciones
1—x 1+2
r)=——/—, r)=—"—+—,

con a > 0 son continuas en (0,1), f(0) = ¢(0) = 1.

Ahora sea ¢ = (A). Como por hipétesis en el intervalo (0,0) la funcién f(t)
es positiva (hemos supuesto que A = 1)y e”®®) también lo es, tenemos que
integrando:

g 9 g
(1 _ /\)/ tae—acC(l—s-)\)tﬁdt < / f(t)emd)(t)dt < (1 + /\)/ tae_mc(l_A)tﬁdt 7
0 0 0

y por el lema anterior, fO(S f(t)e*®dt estd bien definida y cuando x — oo

é
(1— )\)/0 (e N gy — C ; A)F<O‘ ; 1) (C(1+ Nz)"F

(@)(1 = A)(1+A)F
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Entonces llegamos a que debe existir un nimero x; que cumpla que para
todo x > x;

ola) (1-3) < /0 e 0t < o) (1+5) .

que es lo que queriamos probar.

Sabemos por (IT) que ¢(6) = —p < 0 (¢ es monétona decreciente en (0, 00)
y en un entorno del 0 tiene que serlo de manera estricta ya que ¢(t) ~g+ —Ct?
por (I)). Entonces tenemos que ¢(t) 4+ p < 0 para todo ¢ > §. Por lo que para
todo = > 1 también se tendra que z(¢p(t) + p) < ¢(t) + u, o de otra manera

zo(t) < =(x = Dp+¢(t) ,

y como por (III), K = [;°|f(t)]e?"dt es finita y positiva existe se puede
escribir

00
0

Por lo que [ 500 f(t)e*®dt esta bien definida y se concluye que I(z) lo esté.
Ademas, como p >0

K —(z—1)p K —(z=1)p
lim ——— = lim ‘ ——0.
B

z—00 go(:zj) Z—$00 %F<QT+1> (CI)_i

/ f(t)ew(t)dt‘ g/ f(£)]e®at < e—(x—l)u/ F(D)]e?Ddt < Ke~ @D |
0 1)
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Y por lo tanto debe existir un x5 tal que para todo x > x5

/ f(t)em(t)dt’ <<
] 2

Ahora se toma xy =max{z1, xs}, concluyendo la prueba.

]

Corolario 3.9 (Teorema de Laplace). Sean B € R, A€ C\ {0}, a > -1y
C,B > 0. Sean f : (a,b) — C, ¢ : (a,b) — R funciones continuas a trozos,

con a < b finitos o infinitos, que cumplen que la integral ff | f(t)]e?Ddt es
convergente. Entonces:

(I) Si la funcién ¢ tiene un maximo en un punto ¢ € (a,b), es mondtona
creciente en (a,c) y es monétona decreciente en (c,b), y las funciones
tienen desarrollos asintéticos cuando ¢ — ¢ de la siguiente forma

f(t) ~e Alt =), o(t) =B = C(t =)’ +o((t — o)),

entonces se tiene que

o= / OOt 2§F<a ; 1)631"(03:)—&;1

(IT) Si la funcién ¢ es monétona decreciente en (a, b), y las funciones tienen
desarrollos asintéticos cuando t — a™ de la siguiente forma

f@t) ~ar Alt —a)®, o(t) = B—C(t—a)” +o((t —a)’),
entonces se tiene que

b
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(III) Si la funcién ¢ es mondtona creciente en (a,b) y las funciones tienen
desarrollos asintéticos cuando t — b~ de la siguiente forma

f(t) ~p- At = 0)%, ¢(t) =B — C(t —b)" +o((t = b)"),
entonces se tiene que

b

Demostracion. (1) Sitenemos que ¢ tiene un méximo en un punto interior,
realizamos dos cambios de variable lineales y llegamos a que

b c b
/f(t)el‘cb(t)dt:/ f(t)em(t)dt—i—/ f(t>€x¢(t)dt

c—a b—c
_ / ABENOd 1 [ p)erOar |
0 0

con fi(t) = flc—1), ¢1(t) = dc—1), fo(t) = flc+1), ¢a(t) = d(c+1).
Donde, por la definicién de ¢, las funciones ¢ y ¢ tienen su maximo en
0 y son mondtonas decrecientes en (0,c—a) y (0,b—c) respectivamente.
Con estas condiciones podemos aplicar el teorema anterior a ambas
integrales. Siendo la resultante el doble que la del teorema original.

(2) Basta ver que cuando ¢ — a™ la primera integral se anula y sélo queda
la segunda.

(3) De igual manera, basta ver que cuando ¢ — b~ la segunda integral se
anula y sélo queda la primera.

]

Observacién 3.10. Cuando busquemos aplicar el Corolario [3.9] normal-
mente tomaremos el polinomio de Taylor para los desarrollos asintéticos de
las funciones cerca del maximo. En el caso mas habitual tendremos que ambas
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funciones estéan definidas y son suficientemente derivables en [a, b]. Entonces
si ¢ tiene un méximo en un punto ¢, se toman A = f(c), « =0, B = ¢(c),
C=—¢"(c)/2,y f=2.Y cuando = — c se tiene que:

FO) ~e f10) v o) = 0(0) — Tt - e o((t — )

Sin embargo, en el teorema se omite tomar estos desarrollos directamente, ya
que de esta manera se puede tomar el primer término no nulo del desarrollo,
es decir, si f(c) = f'(c) = ... = f0U(c) = 0 con f(c) # 0y ¢(c) =
#"(c) = ... = ¢ V(c) = 0 con ¢ (c) # 0, cuando x — ¢ se toman los
desarrollos asintoticos:

) (¢
@) ~e fOOE =)y o(t) = ¢le) — d)—()(t —¢)*+o((t = c)°)

s!

Volviendo al caso general:

(I) Si ¢ es un punto interior de [a, b], entonces:

0+1

I(z) = /abf(t)ew“)dt ~oo 2%1“(0 ‘g 1>6¢(C)z (_ @5”2(0) x) Bl

= fle | (3.5)

(IT) Si ¢=a o c="b, tendremos que

™

o 39

b
](.T) :/ f(t)ez¢(t)dt ~oo f(c)€x¢(c)

Si las funciones no estan definidas en esos puntos, habria que tomar
limites laterales en el extremo correspondiente.
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Observacién 3.11. El maximo ¢ € [a, b] que consideramos para la funcién
¢ debe ser estricto, ya que si no fuera de esta manera no se podria tomar
un desarrollo asintético de la forma ¢(t) = B — C(t — ¢)? + o((t — ¢)?), con
C, 6> 0.

Por otra parte, el Corolario [3.9| nos asegura que el Teorema de Laplace se
puede aplicar en cualquier intervalo donde ¢ sea monétona (creciente o de-
creciente). Como ¢ es continua a trozos, en el caso de que la funcién tenga
un nimero finito de méximos relativos estrictos podemos subdividir (a, b) en
intervalos en los que ¢ sea mondtona y aplicar el Corolario [3.9 en cada uno.

Por ejemplo, si ¢ tiene exactamente n maximos locales ¢; € (a,b), i =
0,1,...,n, entonces al ser ¢ continua en cada compacto [¢;, ¢;41], entre dos
maximos, por el teorema de Weierstrass, existirda al menos un minimo ¢;.
Este sera tnico, ya que si hubiera dos, entre ellos habria un maximo local.
Ademaéas como cerca de los extremos a y b se tiene por hipdtesis que ¢ es
monotona (hay un nimero finito de maximos), se puede subdividir (a, b) en
intervalos monétonos (Figura [3.1)).

(t)

Figura 3.1: Particién de un intervalo (a,b) para aplicar el teorema a cada
intervalo.

Ejemplo 3.12. Si tenemos que estudiar el comportamiento de una integral
del tipo

b
/ ft)e =WOat |
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donde ¢ tiene un minimo en un punto interior o es mondtona creciente en
uno de sus extremos, se puede reescribir como

b
/ F()e” Oz |

entonces la funcion —¢ tendra un maximo o sera mondtona decreciente en
alguno de sus intervalos y podemos aplicar el teorema de Laplace.

Por ejemplo, para la integral paramétrica

oo o
](l’) — / e—acsmh (t)dt ’
0

podemos tomar f(t) = 1y ¢(t) = —sinh® (¢). Tenemos que ¢(t) es monétona
decreciente en todo (0,00) y estd definida en su méximo en ¢ = 0. Enton-
ces ¢ = 0, f(¢) =1y ¢(c) = 0. Ademds tenemos que ¢"(t) = 2cosh (2¢),
¢"(c) = —2. Por lo tanto podemos usar la férmula que hemos obtenido para

el desarrollo de Taylor (3.6)) y obtenemos que:

00 ) 1
0 x
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3.3. Meétodo de la fase estacionaria

En este apartado consideraremos integrales paramétricas del tipo

)= [ " fedr

donde a,b € R con a < b, ¢ es una funcién real, y f es una funcion de
parametro real que puede tomar valores complejos. Por simplicidad supon-
dremos que ¢ € C*((a,b)) y que f serd siempre suficientemente derivable.
El estudio de las integrales de este tipo es muy ttil, ya que la exponencial
compleja tiene naturaleza periédica y oscilatoria. Por la férmula de Euler se
puede expresar:

b b
I(x) :/ f(t) cos ($gb(t))dt+z'/ f(t)sin (zo(t))dt

Este método se usa con funciones que oscilan 'muy rapidamente’. Es decir,
podemos ver x como la frecuencia de oscilacion y nuestro objetivo sera estu-
diar el comportamiento de estas integrales cuando x — oco. Si representamos
la parte real f(t)cos (x¢(t)) frente a t de una funcién tipo veremos como esta
oscila rapidamente alrededor del 0 (Figura [3.2)).

f(t) cos(xg(t))

Figura 3.2: Aspecto de una funcién oscilatoria con amplitud variable sin
puntos estacionarios
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Cuando se integra este tipo de funciones cuando x — 00, el niimero creciente
de oscilaciones hace que tiendan a cancelarse entre ellas, y por lo tanto se
obtiene que lim, .., I(z) = 0. Este es el Lema de Riemann-Lebesgue. Sin
embargo, si ¢'(t) se anula en algin punto del dominio las oscilaciones se
hacen maés lentas alrededor de ese punto (Figura .

f(t) cos(zp(t))

Figura 3.3: Aspecto de una funcién oscilatoria con amplitud variable con un
punto estacionario

El integrando oscilara mas lentamente cerca de este punto, haciendo que su
contribucion al valor total de la integral sea mas significativa. Demostraremos
que el comportamiento de la funciéon en un entorno de este punto determina
su comportamiento asintético. Los puntos donde ¢'(t) se anula reciben el
nombre de puntos estacionarios, ddndole su nombre a este método.

La estrategia para probar la validez de este método consiste en demostrar
el Lema de Riemann-Lebesque en primer lugar, donde se asume que ¢’ no
tiende a 0 los extremos del intervalo de definicién, para usarlo posteriormente.
Luego veremos que si un extremo es un punto estacionario, es decir, ¢’ tiende
a 0 en a o en b, la aportacién de un entorno de este punto a I(z) crece mas
rapido que la del intervalo complementario en (a,b), aplicando en este el
lema anterior. Y concluiremos viendo que se puede extender este caso a la
situacién en la que el punto estacionario es interior en (a, b). De nuevo, si hay
varios puntos estacionarios, se puede subdividir (a, b) en varios intervalos en
los que aplicar el método.

Teorema 3.13. (Lema de Riemann-Lebesgue) Sean a,b € R, con a < b,
¢ € C?((a,b)) y f: (a,b) — C derivable que cumplen:

(I) ¢ tiene limite finito en los extremos a y b y ¢’ no se anula en ningin
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punto de (a,b).
(IT) Sea ~(t) = g,(—(?), bien definida y derivable en (a, b). Suponemos que:

e En los extremos v tiene limite finito. En particular, ¢’ no tiende
a 0 en los extremos y f no tiende a oo.

e O bien v/ tiene un limite finito, o bien conserva el signo en un
entorno del extremo.

Entonces la integral
b
I(x) = / f(t)e=*®at

es convergente para todo z > 0 y se tiene que cuando z — oo, I(z) = O (%)

Demostracion. Como 7 y ¢ tienen limites finitos en los extremos, en un abuso
de notacion denotamos

v(a) = lim v(a) y ~(b):= lim v(b),

z—at T—b—

¢(a) ;== lim ¢(a) y  o(b):= lim ¢(b) .

z—at T—b—

Entonces podemos extender la definicién de 7 y ¢ al intervalo cerrado [a, b]
conservando la continuidad. Escribimos la integral como producto de una
funcién y una derivada para aplicar la féormula de integraciéon por partes:

b ) 1 b
/ f)e?Vdt = — /
a 1T a
1 [ d

= — t)— (™M) dt =
o | Og )
1 T ixp(a
== h(b)e o(b) _ v(a)e & )}
L s

(t) dt (eix¢(t))dt —

) d
¢'(t)d

a
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En el primer término de (3.7)), la expresion dentro de los corchetes esta aco-
tada:

[ (B)e ™ —y(a)e ™| < [ (0)e ™| + |y(a)e ™| = [y(0)] + [v(a)]

cantidad finita por hipdtesis. Por lo que si probamos que el segundo término
de (3.7) estd acotado, la integral serd O(1/x). Para ello vemos que

b b b
/Mwwwﬂs/wmwmwﬁz/www

a

Ahora hay varias posibilidades:

» Si existen y son finitos 7/(a) := limy; ,,+~'(t) y 7'(b) = lim,_,- 7'(2),

entonces sea M = max|y/(t)|. En ese caso,
te(a,b]

b
/|¢@Wﬁ§ﬂﬂb—m

= Si los dos limites tienden a 0o 0 —oo entonces conservan su signo en un
entorno del extremo, entonces sea 6 > 0 tal que +' conserva su signo
en (a,a +96) y (b—6,b). Tenemos que por ser f y ¢ suficientemente
regulares 7/ (a+4) y 7/(b—9) estéan bien definidos y son finitos. Entonces,
se tiene que, por conservarse el signo

b a+9d b—4 b
Q/wwwz/ me+/ W@W+/|ﬂmﬁ=

+4 b—o

a+§ b—6 b
[ v+ [ | [ o] <
a a b—6

/a " fy’(t)dt‘ + /b : fy’(t)dt‘ (3.8)

Ahora estamos en condiciones de aplicar el teorema fundamental del
calculo:

<M(b—a)+
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a+9d
/ fﬂwﬁkqwa+®—vwn.

Esta cantidad es finita por hipétesis. Con la segunda integral en ((3.8)
se procede de igual manera y se concluye que fab |7/ (t)|dt esta acotada.

= Si uno de los limites es finito y el otro no, se pueden combinar las dos
técnicas para obtener el mismo resultado.

]

Lema 3.14. Suponemos todas las condiciones del Teorema Suponemos
ademas que para todo z > 0

,.y(b)eixtb(b) 75 7(@)€im¢(a).
Entonces se tiene que cuando r — oo
NN 1 . |
[(x) = / f(t)ezx¢(t)dt =~ E [,-Y(b)emﬁ( ) _ ’Y(&)emd)(a)]

Demostracion. Usamos la notacion empleada en la demostraciéon anterior.
Tenemos que

1 . . 1 /b .
I _ b ixp(b) wp(a)] _ _/ / ¢ z:cqﬁ(t)dt
(@) = 5= DO~ a(@pe] - = [(0e
1

=wawm@—meW—/%%WWWQ

i a

Entonces sabemos que [7(b)e™*®) — y(a)e™@)] es una cantidad que oscilard
periédicamente y estd acotada por la desigualdad triangular por |y(a)| +
|7(b)|. Por lo que si probamos que cuando  — oo

b
/ 7’(t)eix¢(t)dt‘ =o(1),
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es decir, que dada una constante € > 0 siempre podremos encontrar un
numero xo de tal manera que para todo x > xg

b
/ 7’(t)eix¢(t)dt‘ <e,

habremos probado que

ff 7 (t) e dt

Ii : -
S0 |3 (0)e o0 — 3 (@)

T—00

Esto concluirfa la prueba. Entonces, sea ¢ > 0. Como hemos probado en la
demostracion del Lema de Riemann-Lebesgue (Teorema que la segunda
integral en es absolutamente convergente, podemos elegir un 6 > 0 tal
que para cualquier x > 0

a+d e b
[ waness v [ pes
a b—6

Entonces ahora podemos aplicar el Lema de Riemann-Lebesgue a f;:; ~! (t)eiw(t) dt,
va que v, ¢ € C®([a+ d,b — d]) y ¢' no se anula en ningiin punto. Como la
expresién es una O(1/z) cuando = — oo, existen M,r > 0 tales que para
todo x > r se cumple

OOIW)

b5
M

/ v (e dt‘ < —

a+d T

en particular, tenemos que existira un xz tal que para todo = > xy se tenga
que

b—o c
[ eod] < 5.

a+o

de tal manera que
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b—é b
/ ")//(t)eixd)(t)dt’ _|_/ "}//(t)‘dt <
a b

+4 =

Observacién 3.15. Si resulta que para todo x > 0

(B0 = (@)

entonces se tiene que

b
I(2) = -~ [ ~()etar
i/,
Ahora que hemos probado que cuando x — 0o en la primera integral
domina a la segunda, estamos en condiciones de abordar el caso en el que ¢’
tiende a 0 en uno de los extremos. Para ello primero probamos unos lemas
auxiliares que agilizaran el teorema final.

Lema 3.16. Sean A € (0,1) y p € {—1,1}. Entonces

I= / P Lerit g = "5 D(N)
0

Demostracion. Sea f(z) = 2*71e*** holomorfa en C\ {t € R, ¢ < 0}, es decir,
en todo el plano complejo menos en el semieje real negativo, dominio de
definicién de la rama principal del logaritmo B = {z € C, —7 < Im(2) < 7}.
Por lo tanto f no tiene singularidades en ningiin punto de su dominio y una
integral en una curva cerrada dentro de este se anulara.

Sean r, R € R con 0 < r < R. Definimos la curva cerrada (Figura

C=n+mrt+r+mn
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m(t) =t para t e |r, R,
Ya(t) = Re' para t € 0,7/2],
v3(t) = —it para te|[-R,—r],
Yu(t) = rez7Y para te[0,7/2].

Y1 R X

Figura 3.4: Esquema de la curva C.

De tal manera que

[ /C F(2)dz = / F(2)dz + / F(2)dz + / f(2)dz + / F(2)dz
:[:1—1-12—1-[3—1—}24:0. " b

El objetivo serd acotar I e I, y ver que tienden hacia 0 cuando r — 0 y
R — o0. Entonces tendremos que I; = I = —I3. Se tiene que

L 2 F(2)dz

w/2 ) /2
_ / R)\—leit(k—l)euiRe” Rzeztdt < / R)\e—Rsin (t)dt )
0 0
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Y en el intervalo [0, %], se tiene que la concavidad del seno implica que
sin (t) < 2, entonces

/2 ) w/2
/ Rre Bsingr < R)‘/ e BT dt = R (1 —e .
0 0

Por lo que lim I, = 0.
R—oo

Para I, se tiene que:

L4 f(2)dz] <

Y vemos que HH(I) Iy =0. Entonces [y = —I3sir -0y R — oo.
r—

Para I, se tiene que

R
]1:/ f(z)dz:/ ettt
" r

Y para I3 , se tiene que z € {it,t > 0}, entonces por definicién

A=l JA=D)log(2) — ,(A=1)(log ()+iF) _ ,(A-1)iFA-1

Y

y por consiguiente

R
I3 = / f(z)dz = —e%m/ t*tetdt ;
3 T

Sir—=0y R— oo:

/ tteritdt = euzﬂ/ et = e“i%F(/\) .
0 0
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Lema 3.17. Sean o, 3,0, B,C € R, talesque b >0, C A0y 0<a+1<p.
Sea p el signo de C'. Entonces se tiene que

b
](ZE) :/ tozeia;(B—l—CtB)dt
0

estd bien definida para todo x > 0 y cuando x — oo

Wi adl 1 iBx
I(x) ~o 7T <a+ ) c — .
B

atl
B
|C| = uC'. Si hacemos el cambio de variable u = Cxt?, se obtiene

Demostracion. Sea A = . Entonces tenemos que 0 < A < 1. Notese que

eiBm ChBz N
I(2) = “Leing
= g ],

y por el Lema anterior I (z) estd bien definida y

i eiB:v /oo 1 Wd Ml%r()\) eiBm

im — utedu =e —,

T—00 ﬁ(,uC’x)A 0 B(NCxV

por lo que se tiene la equivalencia pedida. ]

Teorema 3.18. Sean b > 0, ¢ € C*°((0,b]) y f : (0,b] — C derivable, tales
que:

(I) Cuando t — 0%, se cumple que:

f(t) ~or AtY y  p(t) = B+ Ct°P 4+ o(t?) ,

donde A€ C\ {0}y o,5,B,C € R, talesque C A0y 0<a+1<p.
Sea el signo de C.

(IT) ¢'(t) # 0 en todo punto del dominio (0, b].
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En estas condiciones se tiene que para todo x > 0

I(x) = /Obf(t)eiw(t)dt

estd bien definida y cuando z — oo se tiene que

a+1 °

. 1 1Bz
I(z) ~oo A’ Ry (a+1) c T
B(uCx) 7

p

Demostracion. Por (I), usando las propiedades de las relaciones de orden,
tenemos que existen r > 0 y funciones €¢(t), g4(t) € C>([0,7]) tales que:

w £4(t) = O(t) y €4(t) = O(t) cuando t — 07,
= En [0, 7] se tiene que
Ft) = A" (1L +e4(t)) vy o(t) = B+Ct(1+e4(t))

Ahora sea

™|

(t) = H(uC)F (1 + e4(1))7

de tal manera que en [0, 7] se tenga que

o(t) = B+ pe(t)”.

Por como estd construida, ¢(t) € C*([0,7]) y ¢(0) = 0, ¢'(0) = (MC)% > 0.
Entonces existirda un ntimero 0, con 0 < § < r, tal que ¢ sea estrictamente
creciente en el intervalo [0, §], por lo que tiene sentido considerar en [0, ¢(0)]
la funcién inversa ¢(t) = ¢~1(t). Ademéas, podemos asegurar que ¥ (t) €
C([0.(8))). con ¥(0) = 0y ¥/(0) = (uC) 7 > 0, por lo que en [0, ()]
podemos escribir
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D(t) = H(pC) T3 (1 + ey(1)),

con g4(t) € C*°([0, ¢(0)]) una O(t) cuando t — 0F. Entonces

o(p(u)) = B+ pp(¥(w)’ = B+ |y

F(w) = A(pC) 7 u(1 + ey (w)*(1+ £ (¢(w))),
Por las propiedades de las relaciones de orden, como cuando u — 07, ef(u) =
O(u) y ¢(u) = O(u), e¢(¥(u)) = O(u). Ademas, desarrollando en serie cuan-
do u = 0:

(1+ey(u)® =1+ aey(u) + o(ey(u)?) = 1+ O(u).

Ademids (1 4+ O(u))(1 + O(u)) = 1 + O(u). Por lo tanto podemos escribir
F(u) = A(uC) 7 u(1 + O(u)) = A(uC) F u® + O(u*™) cuando u — 0.

Entonces en [0, 4], si escribimos u = ¢(t), por el teorema de cambio de
variable:

4 ‘ ©(9) )
/f@wwﬁ—/ F () O () =
0 0

ap1 [P0 , 5 ©(0) ‘ 5
_ A(/JJC)_ﬁ/ uaezx(BJr,uu )du—i—/ f1<u)€zx(3+uu ))du :
0 0
(3.9)

donde fy(u) = f((u)y/(u) — A(pC)~F u* = O(u"*).

Para la primera integral de (3.9)), tenemos que cuando x — oo, se puede
aplicar el Lema [3.17] anterior
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©(9)

1 . pnim a+1 B
A(MC)_O‘:;/ uaem:(B—l—uﬂ)du:Ae 2 %f‘ (Oé+1> ¢ P +O< 3-;-1) :
. B ) BuCz)s  \a's

Ahora nos ocupamos de la segunda integral de (3.9). Como sabemos que
fi(u) = O(u™t), se tiene que

fi(u) B Myt
¢ (u)  pPuft

1(t) = = O(u*"?7P) cuando u — 07,

Entonces hay dos posibilidades:

» Sia+2—p0 >0, porel Lema de Riemman-Lebesgue la segunda integral
de 1} es O (%)
s Sia+2—70 < 0, podemos aplicar los mismos razonamientos a la integral

/ fi(w)er = du = Cl/ u e BT gy fo(u)e= BT dy,
0 0 0

con fi(u) = Cru**(1+4¢4,(u)), donde ey, (u) es una funcién continua y
derivable en [0, ¢(8)] v fa(u) = O(u®*?). Por recurrencia puede conti-
nuarse el razonamiento hasta llegar a un entero n tal que a4+n—p£ > 0
y volver a aplicar el Lema de Riemman-Lebesgue.

Por otro lado, como ¢’ no se anula en ningin punto de [4,b], aplicando el
Lema de Riemman-Lebesgue se tiene que

b _ 1
/ f(t)ewqu(t)dt —0(:= )
§ T
a+1

Entonces como 5 < 1, cuando & — o0 se tiene que:
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6 b
I(z) = / f(t)e™?Ddt + / f(t)e™*Wdt =
0 1
(%)

_ _as1 ¥ a iz(B+uf) - iwey (u)
= A(uC)~ u®e du + fi(u)e du+
0 0

b . piT o ]_ iBx ]_
+/ f(t)e“‘f’(“dt:AeT*ElF (O‘Jr ) ¢ — —|—0<—a+1> .
5 B ) BuCe)™ z 7

Y se tiene que I(z) estd bien definida y el resultado pedido

. 1 iBx
[(x) ~o Ac'T55 T <a+1) —
B B(uCx)™s

]

Corolario 3.19. Sean A € C\ {0} y «,5,a,b, B,C, € R, tales que a < b,
C #0y0< a+1 < f. Sea u el signo de C. Sean ¢ € C®([a,b]) v
f :la,b) — C. Si ¢’ se anula en un tnico punto ¢ € [a, b], entonces se tiene
que:

(I) Sic € (a,b),y las funciones tienen desarrollos asintéticos cuando ¢t — ¢

flt)~e Alt—c)* vy o(t)=B+C(t—c) +o((t - o)),

entonces se tiene que

b ) 1 iBx
I(z) = / FO)E™Ddt ~o 246" 5 T (O‘“) < .
a 87 BpCx)™s

(IT) Si ¢ = ay las funciones tienen desarrollos asintéticos cuando ¢ — a™
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ft) ~ar Alt=a)* y @) =B+ C(t—a)’ +o((t—a)’),

entonces se tiene que

b . 1 1Bx
I(z) = / F)e™Odt vy, Ae"T 5T (‘” 1) < .
a B ) B(uCx)" 5

(III) Si ¢ = by las funciones tienen desarrollos asintéticos cuando ¢ — b~

ft) - At =0y o(t) = B+ C(t=b)" +o((t - b)),

entonces se tiene que

b . 1 1Bx
I(z) = / F(OE™Odt o Ae'T 5T (O‘“) < .
a b7 BuCa)™

Demostracion. (1) Si tenemos que ¢’ se anula en un tnico punto interior

¢, realizamos dos cambios de variable lineales y llegamos a que

b ¢ b
/ F(t)em W ap — / F(£)e™ 0 dt + / £t

c—a b—c
= [ e as [T pwenta
0 0

con fi(t) = f(c—1), ¢1(t) = d(c—1), fo(t) = flc+1), da(t) = p(c+1).
Donde las funciones ¢} y ¢4 no se anulan en ningin punto de (0, ¢ — a]
y (0,b — ¢] respectivamente. Con estas condiciones podemos aplicar el
teorema anterior a ambas integrales. Siendo la resultante el doble que

la del teorema original.
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(2) Basta ver que cuando ¢ — a™ la primera integral se anula y sélo queda
la segunda.

(3) De igual manera, basta ver que cuando ¢ — b~ la segunda integral se
anula y sélo queda la primera.

O

Observacién 3.20. Normalmente tomaremos el desarrollo de Taylor para
los desarrollos asintéticos. Entonces si ¢ se anula en un punto ¢, se toman
A= f(c),a=0,B=¢(c), C=¢"(c)/2, p =-sign(C), y f=2.Y se tiene
que cuando t — ¢ que:

FO)~ f@) v ot =6 + TP ol -0

Sin embargo, en el teorema se omite tomar estos desarrollos directamente, ya
que de esta manera se puede tomar el primer término no nulo del desarrollo,
es decir, si f(c) = f'(c) = ... = f'V(c) =0con f(c) £ 0y ¢'(c) = ¢"(c) =
.. = ¢l D(c) = 0 con ¢ (c) # 0, se toman los desarrollos asintéticos cuando
t—c:

") (o (),
FO~ 0 oy v o) = (e) + D — o) 4 o((t - o)) |

Volviendo al caso general:

(I) Si ¢ es un punto interior de [a, b], entonces:

b ,
) pir 041 0+1 eid(c)

I(x) = 1)e*Odt ~o 2f(c)e 2 ST ( ) —

( ) /a f() f( ) 9 Q(MQSQ(C)QS)O;A

% 27T
4

_ izg(c)
AR
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(II) Sic=a o c=b, tendremos que

™

b .
— () It~ iwplo)+i [ T
I(l’) - /C; f(t)e dt oo f(C)e - 2,[1@25”(6)1:

Observacién 3.21. En el caso de que la funcién ¢’ se anule en méas de un
punto en [a,b] también se puede aplicar el corolario anterior. Si ¢’ tiene n
raices ¢; € [a,b], i =0,1,...,n, entonces podemos definir los intervalos:

que forman una particién de [a,b] (solamente hay intersecciones entre los I[;
en los extremos, pero estos forman un conjunto de medida nula, por lo que
al integrar se obtendra el mismo resultado) en la que en cada intervalo ¢’
se anula Unicamente en un punto interior, y en estas condiciones se puede
aplicar el primer apartado del corolario anterior. En el caso de que ¢; = a
en el primer intervalo habra que aplicar el segundo apartado y en el caso de
que ¢, = b, en el ultimo intervalo podremos aplicar el tercer apartado.

Ejemplo 3.22. Si consideramos

podemos tomar f(t) = 1y ¢(t) = cos (t). Ambas continuas e indefinidamente
derivables en [0, 7]. Tenemos que ¢'(t) = sin (), que se anula tinicamente en
c=0,y ¢(0) =1, ¢"(0) = =1y u = —1. Entonces tendremos que cuando
T — 00
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3.4. Método del descenso rapido

En este método, trataremos con integrales del tipo:

I(a:):/cf(z)ew(z)dz, (3.11)

donde C' sera una curva en C y f, ¢ seran funciones complejas holomorfas
en un dominio. A la variable x la podremos considerar, sin pérdida de gene-
ralidad, real y positiva, ya que podemos escribir cualquier nimero complejo
como z = |z|e", y considerar €* como parte de ¢.

Este método supone una generalizacién para funciones complejas del Método
de Laplace. Para explicar la idea con precisién, primero hay que presentar el
concepto de punto de silla.

Definicién 3.23 (Punto de silla). Sea ¢ una funcién compleja analitica en
un punto zg. Diremos que zy es un punto de silla de orden m si se cumple
que:

¢'(20) = .. = 0™ (20) =0y ¢ (z) £0.

Observacién 3.24. Sean U un abierto de R" y ¢ € C*(U). Un punto de
silla de ¢ puede definirse como un punto xg € U critico, es decir, en el que la
pendiente es 0 en cualquier direcciéon pero no es ni un maximo ni un minimo
local. Debido a esto, la funcién ¢ no puede ser constante.

El ejemplo més tipico es la funcién ¢(z,y) = x* — y?, representada en la
Figura . Esta funcién tiene un punto de silla en (0,0). Por él pasan dos
curvas que alcanzan un minimo relativo (roja) y un méaximo relativo (azul).
En la Figura[3.5b]se indica con flechas la direccién en la que la funcién decrece
con mayor pendiente.

Observacién 3.25. Si U es un abierto conexo de C, ¢ es una funcién com-
pleja holomorfa en U y escribimos z = x + iy, ¢ = u + v, entonces en cada
zo € U u y v tienen que cumplir las condiciones de Cauchy-Riemann:

0 0 0 0
8_1(360’%) = G—Z(xo,yo) y a—Z(l’o’?Jo) = _8_;($0’y0)’
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)
0
x
(a) Gréfica de ¢(z,y) (b) Direcciones en las que ¢ decrece con mayor
pendiente
Figura 3.5:

y esto implica que en U

ou? ou?
@(%y)Jra—yg(%y):AU:O y Av =0,

ademés

ou ov ou ov

Por lo tanto, las lineas de contorno donde u(z,y) es constante y las lineas
de contorno donde v(x,y) es constante son ortogonales en todos los puntos
de U donde no se anula ¢'. Pero como Vu indica en cada punto la direccién
en la que hay mayor variacion de u, esto significa que las lineas de contorno
donde v(x,y) es constante son las mismas que las lineas de flujo generadas
por el gradiente de u. Esto justifica las siguientes definiciones.

Definicién 3.26 (Curva y direccién de descenso rdpido). Sea U un abierto
conexo de C, ¢ = u + iv una funcién compleja holomorfa en U y zyg € U un
punto de silla. Sea tg € Ry b € (ty, 00) U{oc}. Llamamos curva o camino de
descenso rapido para ¢ a una curva () : [t,b) C R — U que cumple que:
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= Y(to) = 20

= u(7y(t)) es mondtona decreciente en [tg, b).

» Para todo t € [to,b), se tiene que v(y(t)) = v(zp).
Llamamos direccién de descenso rapido al argumento de /().

Observaciéon 3.27. Una vez definidos y repasados estos conceptos, podemos
volver a tratar la idea del método del descenso rapido volviendo a considerar
la integral . Esta idea consiste en encontrar un punto de silla z5 de ¢ y
aprovecharse de los caminos de descenso rdpido. Como hemos visto si, v es
una curva de descenso réapido para ¢ = u + v en zy, tendrd la propiedad de
que a lo largo de v, v serd constante. Esto permitird sacar el factor e**¥(?0)
fuera de la integral. La integral que quedard sera de la forma (3.2, y como
u(zp) es un méaximo relativo de u, se podra aplicar el método de Laplace.

La dificultad, por lo tanto, reside en encontrar un camino de descenso rapido
vy, sobre todo, en cémo tendremos que deformar el contorno original C' para
poder aprovecharnos de las propiedades de 7.

Lema 3.28. Sean U un abierto conexo de C, ¢ una funcién compleja holo-
morfa en U y zg € U un punto de silla de orden m — 1. Entonces zy tiene m
direcciones de descenso rapido.

Demostracion. Se tendra que cuando z — 2z

¢(m) (20)

m!

¢(z) = ¢(20) + (z = 20)" +o((z — 20)"),

Entonces si se escribe

z— 2z =wue? y gb(m)(zo) = pe',

con p,u > 0, se tiene que
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<0 20 20

(a) m=2 (b) m=3 (c) m=6

Figura 3.6: Direcciones de descenso (azul) y ascenso (rojo) rapido para ov = 0
y distintos valores de m

(m)(
8(2) = B(z0) sy T (o gy
_ ﬂei(oﬂrmﬂ _
m!
pu™ .
=T (cos (a 4+ mb) + isin (o + mb)) .

Por lo que, para k =0,1,....m — 1

<0 si 2k+1)F<mb+a<(2k+3)F

Re((2) — ¢(20)) {

>0 si (2k—1)I<mb+a<(2k+1)I.

Y se puede concluir que Re(¢(z) — ¢(20)), alcanzard su méximo y su minimo
cuando

2km = f=2r2 [=01..,m-1
mo + o =
Qk+ D) = =0T kg1 m—1.

Estas seran las direcciones en las que Re(¢(z)) ascienda y descienda répida-
mente.

]
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Observacién 3.29. Se tiene que para cada direccion de descenso rapido,
existe un camino de descenso rapido. Es decir, si U es un abierto conexo de
C, ¢ una funcién compleja holomorfa en U y 2y € U un punto de silla de orden
m — 1, para cada 6 existe un camino de descenso rapido i : [to,b) — U,
con b € (tp,00) U{oo} y vk(to) = 20, que cumple que arg(yx(to)) = 6x. La
justificacién de este hecho suele hacerse empleando desarrollos de Puiseux de
curvas analiticas o el teorema de preparacion de Weierstrass, que escapan al
nivel de esta memoria.

Teorema 3.30.

(D

(IT)

(111)

Sea U C C un conjunto abierto y conexo, con 0 € U. Sean f,¢ : U —
C dos funciones holomorfas en U, y suponemos que ¢ tiene un punto
de silla de orden m — 1, con m > 2 en 0. De esta manera, se tiene que
cuando z — 0:

f(z) ~0 A"y @d(2) =B+Cz"+0(z"),

donde A = 1 (TZ!(O) es el primer término no nulo del desarrollo de Taylor

defenO,B:¢(0)yC:%:pem,conp>0.

Sea @ una direcciéon de descenso rapido y sea 7y : [0, 00) — C un camino
de descenso rapido para ¢ en 0 que cumple que y(0) =0, |[7/(0)| =1y
que arg(y(0)) = 6.

Suponemos que la integral

| ey @

es convergente.

Entonces

mwz/fwﬁwua
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esta bien definida para todo x > 0 y cuando x — o0, se tiene que

A mn + ]. n+1 .
I(z) ~oo —T ~ i Bt (nt )it 3.12
(@) o 2 () ) (312

Demostracion. En primer lugar, escribimos

¢(2) = Re(¢(2)) + ilm(¢(2)) = u(2) + iv(2),

y como en el Teorema [3.8] para no arrastrar las constantes, suponemos que
A =1y que B = 0. Entonces como v((t)) = v(0) =Im(B) = 0, para todo
t € R, se tiene que

/ f(z)erPdz = / T ) 0O (1)t~
v 0
= /OO f(fy(t))7/(t)ew(u(v(t))ﬂv(v(t)))dt
0

:=Awﬂﬂwwvmwwmﬁ. (3.13)

Ahora, por (II) se tiene que v(t) ~o+ te? y ademds es continua en 0. Entonces
usando la Proposicién [2.15] para la composicién de polinomios de Taylor,
tenemos que cuando z — 0

FOHO)A (1) ~pr el = eitrtDogn

u(y(t)) = Re(Ce™t™) 4 o(t™).

Ademds, por ser § una direccién de descenso rapido, por el Lema [3.28 debe
existir k € {0, 1,...,m — 1} que cumpla que:

2 1)m —
szémﬁ—f—a:@k—kl)w

m
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Entonces

C«eimﬁ _ pei(a-‘rmH) _ pei(2k+1)7r =—p, v

u(y(t)) = —pt™ + o(t™) cuando t — 0.

Entonces, recopilando tenemos que:

» Cuando ¢t — 0T, tenemos los desarrollos asintoticos:

FO@DY (X) ~or €080,y u(y(2)) ~or —pt™,
con p > 0.

= u(7y(t)) es mondtona decreciente en [0, 00) por la definicién de camino
de descenso rapido.

= La integral
| 1ot Oy ol
0
es convergente por hipdtesis.

En esta situacién, podemos aplicar el Teorema de Laplace (3.8)) y se concluye
que I(z) estd bien definida para todo = > 0 y que cuando cuando  — oo

A 1 n ‘
](SU) ~.2r (n + ) (px)7#63m+(n+1)19.

m m

]

Observacién 3.31. En las condiciones del teorema anterior, suponemos que
m es par. Entonces tendremos (Lema que si 0 es una direcciéon de
descenso rapido, —@ también lo serd. Sea o : [0,00) — U el camino de
descenso rapido de —6, con ¢(0) =0y |0’(0)| = 1, que cumple que

arg(y'(0)) = 6 = —arg(o"(0)).
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Entonces si 'unimos’ los dos caminos de descenso rapido definiendo C' :
(—00,00) — U dado por

v(t) si te0,00)
C(t) =
o(—t) si te(—o0,0],

tendremos que C' es continua y derivable, con C(0) = 0, arg(C’(0)) =6 y
|C"(0)| = 1. Ademaés, si suponemos que

existe y es convergente, tendremos que

I(x):/cf(z)em(z)dz

esta bien definida para todo x > 0. Y cuando x — oo

> (px)—%leBaer(nJrl)ié)7

ya que hay que sumar la contribucion de v y o.

Cuando m sea par (el caso mas habitual es m = 2), diremos que los caminos
que son union de dos caminos de descenso rapido que tienen direcciones
opuestas también son caminos de descenso rapido.

Observaciéon 3.32. (I) Sien el teorema anterior tenemos que el punto de
silla estd en un punto arbitrario zy € U, de nuevo realizando el cambio
de variable lineal z — z — 2y se obtienen las mismas conclusiones.

(IT) Ademas si el camino 7 no pasa por 2z, cuando t = 0 y lo hace por un
punto tg, o |7/(to)| # 1 se puede hacer tomar otra parametrizacién del

mismo camino o(t) = S —— ue seguird siendo un camino
v (to)] o)

de descenso rapido y cumplird que o(0) = 2z y |0’(0)| = 1.
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(I11)

(IV)

Si el camino de descenso rapido v es finito, por ejemplo esta definido
en un intervalo I C R, se puede tomar

(t) si tel
"<t):{g si t¢ .

En el caso general, se tiene n = 0 y m = 2, es decir, cuando z — 0 se
tienen los desarrollos asintéticos

(z — 20)* +o((z — 2)?) ,

f(2)~ flz) v o(2) = p(2) + ¢//(2ZO)

entonces si se escribe ¢”(z9) = [¢”(20)]€"*, como 0 = T5< se tiene que
cuando x — 0o

0+1

f(z0) o [0+ 1 " (z0) \ 2 ,
I ~oo 2 I &(z0)x+(0+1)i0
(37) o0 92 9 9 X e

2

T (15(20).7} i(Wga)
———¢ e . 3.14
219 (o) (3.14)

= f(Zo)

)

Si ponemos z = ze®, con z > 0. Entonces podemos incluir ™ en ¢(w)

y tenemos que

p(w) = Be® + Cew™ 4 o(w™) = Be® 4 pe!®Fayum 4 o(w™).

Y sustituyendo en (3.12)) se tiene que cuando cuando z — oo, 0 equi-
valentemente cuando z — oo en la direccion 9.

[(l’) ~ éF (n + 1) (px)f’%leBgce“s+(nJr1)i97

m m

donde 6 = (2k+1)+°‘_6, conk=0,1,....m—1.
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En el caso en el que n =0y m = 2, se tiene que:

I(2) ~a 2f<ZO)F (0 + 1) ((b//(zo)m) T2 o)+ (0+1)i

— 2T g(ao)we’s i(==g=2
= f(%0) RETERIE (757, (3.15)

(VI) En el teorema nos basta tnicamente con saber que existe un camino
de descenso rapido que pasa por el punto y que cuando calculamos
la integral a lo largo de este converge. Pero como observamos en las
férmulas, el resultado final es independiente de este camino elegido.

(VII) El teorema solo sirve si el camino que usamos es uno de descenso rapido
~v. Normalmente la curva de integraciéon C' no lo serd, asi que se nos
abren dos posibilidades:

a) O bien deformamos la curva de integracién C' en un camino de
descenso rapido 7.

b) O bien somos capaces de encontrar un camino cerrado que pase
por C'y por v (Figura . Después se puede aplicar el Teorema
de Cauchy, que asegura que la integracion a lo largo de ambos, con
la orientacién correcta, sera igual:

/f(z)ew(z)dz:/f(z)ew(z)dz.
C v

Si en esta deformacion formamos una curva cerrada que contiene
a una cantidad numerable de singularidades aisladas en U (Figura
y se cumplen todas las hipotesis del teorema de los residuos,
podemos aplicarlo y obtener que:

/f(w)ew(”)dw:/f(w)ex‘b(w)dw—l—%riZn(’y—C,zj)Res(few,zj).
C ¥ j=1
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_

(a) Sin singularidades (b) Con singularidades aisladas encerradas en
la curva v — C

Figura 3.7: Esquema de un camino de descenso rapido que comparte extremos
con una curva C, ambos contenidos en el dominio U.
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Capitulo 4

Aplicaciones

El ultimo capitulo se dedica a aplicar los métodos de obtencién de desarrollos
asintoticos para integrales paramétricas que hemos obtenido en el capitulo
anterior. Se usan en ejemplos como la integral exponencial, la férmula de
Stirling, la norma L,, de una funcién, y las integrales de Bessel y Airy. Estos
métodos también tienen una aplicacion de ecuaciones diferenciales y, por lo
tanto, a la fisica. Ejemplo de ello son la ecuacién de Burgers en mecénica
de fluidos o el método WKB en mecdanica cuantica. Sin embargo, en esta
memoria nos ceniremos Unicamente a ejemplos enfocados en las matematicas.

4.1. Integral exponencial

Ejemplo 4.1. La integral exponencial se define como:

para x > 0. Podemos abordar esta integral, por ejemplo, mediante el método
de integracién por partes, aunque su forma no encaja con la del Teorema [3.1]
Sin embargo, con el cambio de variable t = %, du = x dt, se tiene que
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oo ,—xat
m@:/e dt.
1

t

Con esta forma sabemos que estda bien definida y que podemos aplicar el
Corolario para ver como se comporta la funcién cuando z — co. Vemos
que f(t) = 1 € C®(0,00) y f(t) = O(e") cuando t — oo. Ademds, se
comprueba facilmente por induccion que f((1) = (—1)"n!. Entonces se

tiene que para todo N € N,

_ ,nle™™ e "
Ei(z) = Z<_1) Zntl +o (xNH) :

Observacion 4.2. Si queremos usar este desarrollo para aproximar un valor
concreto de Ei(z), es decir, fijar un x y calcular la suma, no resulta buena idea
usar un N demasiado grande. Si fijamos = e intentamos tomar el desarrollo
asintotico del ejemplo anterior como una serie, obtenemos

xT

E a,, con a,:=(—1)"——.
n=0

Y se tiene que

G n
= - — 00,

€T n—oo

Ap—1

por lo que la serie no seria convergente. Sin embargo, si que podemos asegurar
que para cada N € N,

N 00
) ,nle™® ,nle™®
Bi(x) = Sy(@) + Ry(n) = Y ()" 5+ D ()"
n=0 n=N+1

Lo que ocurre es que, para un x fijo, a partir de cierto valor de N el desarrollo
asintotico comienza a dar una peor aproximacion. Para cada x habra un
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nimero 6ptimo de términos N para los que el desarrollo asintético da la
mejor aproximaciéon. Esta técnica se llama suma hasta el menor término,
y consiste en sumar términos mientras sean mas pequenos que el anterior.
En nuestro caso, como comprobamos arriba a,/a, 1 = n/x, y se tiene que
2 <1 <= n <z En [6] Greenberg comprueba que para z = 10, el N
optimo también es 10. A partir de ahi los términos del desarrollo empiezan
a crecer. Sin embargo, también comprueba que para N = 4, el error que
comete es sélo del 0,003 %, por lo que en este caso con pocos términos se

obtiene una aproximaciéon muy buena.

4.2. Foérmula de Stirling

Ejemplo 4.3 (Férmula de Stirling). Tenemos que la funcion Gamma se
puede definir como

'(z+1)= / e 'thdt, (4.1)
0

para todo x > 0. Si usamos que cuando ¢ es positivo se tiene que t* = e*1°8(#)
se puede reescribir (4.1)) como

r (113' + 1) = /Oo G_texbg(t)dt — /00 exlog(t)—tdt _ /OO 6z(10g(t)_£).
0 0 0

Esta funcion es apropiada para aplicar el método de Laplace. Si ponemos
f(t) =1y ¢(t) = z(log(t) — L), tenemos que el maximo de la funcién ¢
dependera de x. Asi que hacemos el cambio de variables t = zu, dt = xzdu:

T (x + 1) = / G_xu($u)x$dt — xdf-f-l / 6—96(10% (u)—u)du‘
0 0

Entonces si ponemos f(u) = 1y ¢(u) = log(u) — u, tenemos que f,¢ €
C>=((a,b)), ¢'(u) = £ —1, que solo se anula si u = 1, punto interior de (0, 00),

y ¢"(u) = —%, asf que ¢"(1) = =1 < 0 y es un méximo. Ademds, como
¢(1) = —1 si tomamos que cuando u — 1
u—1)2
f ity ot =1- U o1y,

2
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podemos usar la féormula del método de Laplace en el caso a = 0y = 2
(3.5) y se obtiene que cuando x — oo,

/ " metog @) gy o, ooy |2
0 xr

y finalmente se concluye que

I'(z+4+1) ~o V2712 <§>$

4.3. Norma L, de una funcién

Ejemplo 4.4 (Norma L,). Sea g(t) : [a,b] — R una funcién que cumple
que:

= |g| € C*([a, 0]).

» |g(t)] tiene un maximo en un punto ¢ = ¢. Supondremos que existe un
s6lo maximo interior, pero si tuviera varios maximos locales o hubiera
un maximo en los extremos se podria aplicar la Observacién [3.11]

Entonces el método de Laplace permite calcular el primer término de un
desarrollo asintético de la norma L, cuando esta converge a la norma del
supremo, es decir, cuando p — oo. La norma en L, de una funcién real
definida en [a, b] es

ol = ([ o) ey,

Entonces podemos reescribir /(p) como

b
I(p):/ ePlogla®)l gy
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Asi que tomamos f(t) = 1, ¢(t) = log|g(t)|, ¢'(c) =0y ¢"(c) = 9;(?)) <0
por hipdtesis. Entonces usando el desarrollo de Taylor cuando ¢ — ¢

g"(c) — 2+ ol(t — )2
oot O Hol(t =)

podemos utilizar la férmula para el caso a =0y =2 (3.5)):

f@) ~e 1y o(t) =loglg(c)| -

1

I(p) e 51060 [ 2TH o) (‘2;5))2 |

_ 2mg(c)
g"(c)

1
. 2
Ademas, si ponemos A = ( ) y usamos que

1 lo 1
p_%:e ;plogp ~oo 1 — 8P y Azl):e

loiA ~ 1 + lOgA,

2p P

se tiene que

1
191l fa.t) ~oo Arp~22[g(c)] ~oo |g(c)l;

lo cual concuerda con la definicién de la norma del supremo

9llsc o) = {sup |g(2)], = € [a, 0]}

4.4. Integral de Bessel

Ejemplo 4.5 (Funciones de Bessel). La funcién de Bessel de primera clase
Jn + [0, 1] — R se puede definir como

Jn(z) = 1 /07T cos (nt — xsin(t))dt,

™



Capitulo 4. Aplicaciones 66

donde n es un numero entero. Pero esta expresiéon es equivalente a

1 T . 1 T o
Jn(x) = —Re (/ el(”tm“(t))dt) = —Re (/ emte’“m(t)dt) ,
™ 0 ™ 0

donde Re(z) es la funcién parte real. De esta forma, podemos aplicar el
método de la fase estacionaria a la integral y tomar tinicamente la parte real.

Tenemos que f(t) = ™, ¢(t) = —sin (t), ¢'(t) = —cos(t) y ¢"(t) = sin (t),
por lo que el tinico punto critico de ¢ en [0, 7] es ¢ = 7, un punto interior, asf
que se puede usar el Corolario @ Se tiene que ¢” (g) =1, ¢ (%) =—ly
f (%) = ¢'7 . Por lo que usando la férmula para desarrollo de Taylor cuando
a=0y =2 , podemos escribir que cuando x — oo:

T 1 2m
IR nr . w
/ e zntemsm(t) ~o —€iT e ir+if _
0

s X

oo~ 2) i oo 3)
=4/ — r—n———)+isin(x—n-——||.

g 2 14 i 2 1

Y por lo tanto, podemos asegurar que

I () ~oo \/gcos (x — ng — %)

4.5. Integral de Airy

Ejemplo 4.6 (Integrales de Airy). Sea C' : (—o00,00) — C un camino
definido por C(t) = r(t)e’*® (Figura que cumple que:

» lim 7(t) = oo y existe un M; > 0 tal que para todo t > M;

t—o00

2m mow
Ct) €S oz = 5 <o(t) < 5 +



Capitulo 4. Aplicaciones 67

» lim 7(t) = 0o y existe un My < 0 tal que para todo t < M,

t——o00

T <o) < 2m
S T 3 6= plt) < N

Figura 4.1: Esquema de la curva C'

Teniendo en cuenta este camino C, la integral de Airy se define como

1 1
Ai(x) = 3 /Cexp (xz — §z3) dz.

Esta integral se puede resolver por el método del descenso rapido. Tendre-
mos que f(z) = exp (:pz — %23) es holomorfa en todo el plano complejo. Para
calcular un desarrollo asintotico cuando x — oo, primero hay que comprobar
que la integral converge absolutamente. Para ello nos valdremos del Teorema
de Cauchy. Vamos a definir una curva A formada por dos rectas. Luego crea-
remos un camino cerrado ¥ al unir A con C'. Veremos que cuando Y se hace

arbitrariamente grande, la integral en las uniones se anula. De esta manera,
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al tener el mismo caracter la integral de f(z) a lo largo de C'y de A, serd
mas facil realizar el calculo.

Sea A : R — C el camino dado por

A(t) =

- —27

tels si t>0
—te'3  s1 t<0.

Sea R > 0. Construimos una curva que una A y C' con dos arcos de radio R
(Figura . Esta curva serd del tipo ¥ = o1 4+ 05 + 03 + 04, con

o1(t) = C(t) para t € [ti(R), t2(R)],
oa(t) = Rel? para 6c [%ﬂ, 0.(R)),
as(t) = A(¢) para t € [—-R, R,
o4(t) = Re para 0 € [02(R), —2%]

Entonces, para oy se tiene que

<

01 3,30

/ exp (xRew — RT€> iRedp
2
3

3,30
exp (—R;j )‘d@

Y por la construccion de C, Existe un Ry > 0 tal que para todo R > Ry,
0, < %”. En esta situacion,

6, 3
R/ ‘exp (a:Reieﬂ df < Rexp (a:R cos (%)) exp (—R? cos (%))

3

() ) 2w ()

3
/ exp (xz — =)dz
o 3

0
< R/ 1 |eXp (mRew)‘

3
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)
A C
02
03
(o] T
04

Figura 4.2: Esquema de la curva X

y por lo tanto, como cos (%) <0,

3
/02 exp (a:z — %)dz

Para o4 se obtiene el mismo resultado con el mismo razonamiento. Y
f(2) es holomorfa en todo C, por el Teorema de Cauchy se tiene que

23 23
/ exp | xz — — |dz = lim exp | xz — — |dz
C 3 R—o0 o1 3

23 23
= lim exp | rz — = |dz = /exp Tz — —
R—o00 o3 3 bY 3

=0.

lim
R—o0

CcOo1mo

)a
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Por lo que ambas integrales tendran el mismo caracter. Ahora, para acotar la
integral en A\, tenemos en cuenta que para toda constante compleja w = ae'®,

oo (51 ) < o (st )
oo (aeosion )|

Cuando t — o0, a cos (a)t—? ~oo —% Ademas para todo t > 0, —% <t
asi que debe existir un ¢y > 0 que cumpla que

2’3 o 27
/exp rz — — |dz / exp | zte's —
c 3 0
to
:2[/ exp (xte 3 —
0
° 27
+/ exp (mtezs —
to
to
< 2[/ exp ( )dt+
0 3
o] t T
+/ exp (— ¢ )dt},
to 6

por lo que la integral sera convergente.

IN

‘ exp (iasin (a))| <

A

=2

5 )i
)

dt} <

Ahora, para el cdlculo de Ai(z) realizamos el cambio de variables z = w+/z

y se tiene
3
/ f(z 27” < exp (x3/2 <w — %))dw.

Aunque haya un 2% en lugar de una x, esta integral es del tipo 1) con
flw) =1, ¢(w) = w — %3 Entonces ¢/(w) = 1 — w? = 0 si w = +£1, por lo
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que estos serdn los puntos de silla. Ademads, como ¢"(w) = —2w, se tendra
que los puntos de silla son de orden 1. Como las curvas estan definidas en el
semiplano {z € C | Re(z) < 0}, elegimos wy = —1.

Ahora tenemos que buscar una curva que cumpla que Im(¢(7(¢))) =Im(¢(wo))
0. Si escribimos w = a + 13, se tiene que:

Pla+if) = a+if — é (o® + 3ia®B — 3a8” — i) =
= (a—%3+aﬁ2>+i(ﬁ+%3—a2ﬁ>,

entonces

Im(p(w)) =0 <= B(1—a’+ %52) = 0.

Esta ecuacién forma una hipérbola. Tendremos que = ++/3(a?2 —1), y
cuando o — —o0,

SN oS I S B

y arctan (£v/3) = +2%. Por lo que las dos rectas de A serdn las asintotas
de ~. Por este motivo, con el calculo que hemos hecho previamente podemos
asegurar que

/ ( z3) 23 53
exp | rz— = |dz = /exp (xz — —)dz = /exp ([EZ — —) dz.
c 3 A 3 ” 3

Entonces tenemos que, f(wp) = 1, ¢(wy) = —3, ¢"(wo) = 2™, con a = 0, por

L™

lo que cuando z3 - 0o, usando la formula que calculamos para el desarrollo
de Taylor con n =0y m =2 (3.15):
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3 2 3 1/2 3
2 (1~ PNt o 1 [ 2T p2et s T nt
/C exp (l‘ <w 3)>dw oo 1 ng/ge 3% e'2 —x3/4e 3774,
NG

Por lo que cuando = — oo,

1
13 7.‘_1/2

— e
o0 .
2mi x3/4

2
-3

Ai(x) ~

[N
~
I
[N
3
(S]] -t
&
A=
0]
]
ho]
/T\
| DO
S
Nlw
~_

Si sustituimos z por z = |z]e®, con z € Sy 3./2, tenemos que cuando |z| — oo
en la direccion 9:

1 2 etd
Ai(z) ~oo ———5 €xp ——|z|%e32 :
T 16
2rz|z|1e 3

A C

Figura 4.3: Esquema de la curva ~. Pasa por wy = —1 con direcciones de

descenso rapido 0 = 5 y 0 = —7.
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Conclusion

En conclusion, esta memoria tiene varias partes que cumplen diferentes fun-
ciones. El primer capitulo es un texto breve que sirve para recordar las rela-
ciones de orden en funciones, que seran fundamentales durante el desarrollo
del trabajo. El segundo capitulo se trata de una introduccion al concepto de
desarrollo asintotico, tanto de funciones reales como complejas, demostran-
do sus propiedades fundamentales y dando ejemplos significativos. El tercer
capitulo, el central de este trabajo, es una recopilaciéon de cuatro métodos
para la aproximacion asintotica de integrales. Estos son la integracion por
partes, el método de Laplace, el método de la fase estacionaria y el método
del descenso rapido. Finalmente, el cuarto capitulo, consiste en la aplicacién
de estos métodos a la obtencién de aproximaciones asintoticas de integrales
relevantes en matematicas y en fisica, como lo son la integral exponencial, la
formula de Stirling, la norma de una funcién o las integrales de Bessel o de
Airy.

Salvo en el caso del método del descenso rapido, donde no se ha elabora-
do la demostracion de la existencia de caminos de descenso rapido, se han
demostrado de manera completa los métodos que se abordan. También se
proporciona una explicaciéon de las ideas que subyacen en estas demostracio-
nes. Para ello, hemos tenido que aplicar resultados vistos en durante el Grado
en Matematicas. Concretamente en las asignaturas de Calculo Infinitesimal,
Analisis Matematico y Variable Compleja.

En cuanto a posibles mejoras del trabajo o maneras de continuar con la
memoria, el capitulo 4 se habria podido abordar de forma diferente. Para de-
mostrar el teorema de Laplace se puede demostrar antes un resultado
conocido como lema de Watson, que permite obtener un desarrollo asintético
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con mas términos y no solo el término principal. Sin embargo, esta demos-
tracién era mas engorrosa y restaba espacio para otros métodos. Ademas,
hemos comprobado en varias ocasiones como para estudiar el comportamien-
to asintético de una integral paramétrica, el término principal del desarrollo
es mas que suficiente. Otro punto en el que se podria extender el trabajo
es en el capitulo de aplicaciones. Se podrian exponer algunos ejemplos de
aplicaciones de estos métodos al a&mbito a la fisica. Sin embargo, de nuevo,
esto hubiera requerido una extension considerable, ya que implicaria incluir
una introduccion al problema que se aborda. Debido a esto, hemos preferido
centrarnos unicamente en ejemplos en matematicas.
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