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Resumen

Los sistemas de ecuaciones polinémicas suelen ser complejos y dificiles de resolver. En este
trabajo se estudia la triangulacién, una técnica algebraica que permite transformar estos
sistemas en una coleccion de sistemas triangulares, en los que cada ecuacion involucra un
numero creciente de variables. Para ello, se abordara primero el estudio de las bases de
Groebner, una herramienta fundamental en algebra computacional que sirve como punto
de partida para los algoritmos de triangulacion considerados. Estos algoritmos son dos: el
algoritmo de Lazard y el de Moller, ambos con implementaciones en el software algebraico
SINGULAR. Para cada uno de ellos se estudia su marco tedrico, ilustrandolos con ejemplos
concretos en SINGULAR.

Palabras clave: Sistemas de ecuaciones polinémicas, Triangulacion, Sistemas triangula-
res, Ideales, Bases de Groebner, Algoritmo de Moller, Algoritmo de Lazard, SINGULAR.

Abstract

Polynomial equation systems are often complex and difficult to solve. This work studies
triangulation, an algebraic technique that transforms such systems into a collection of
triangular systems, where each equation involves an increasing number of variables. To
this end, we first address the study of Grobner bases, a fundamental tool in computatio-
nal algebra that serves as the starting point for the triangulation algorithms considered.
These algorithms are Lazard’s algorithm and Moéller’s algorithm, both implemented in the
algebraic software SINGULAR. For each of them, we examine their theoretical foundations,

illustrating them with concrete examples in SINGULAR.

Keywords: Polynomial systems, Triangulation, Triangular systems, Ideals, Grébner ba-
ses, Moller’s algorithm, Lazard’s algorithm, SINGULAR.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

Los sistemas de ecuaciones polinémicas son fundamentales en la modelizacién de diversos
fenomenos de la fisica, la ingenieria o las matemaéticas aplicadas, como por ejemplo el
estudio de trayectorias de un objeto o el disefio de algoritmos criptograficos basados en
dichas ecuaciones. Por ello, su resolucién constituye un aspecto clave en numerosos pro-
blemas cientificos y tecnolégicos. Sin embargo, la complejidad inherente a los sistemas de
ecuaciones polinémicas hace que resolverlos sea, en muchos casos, computacionalmente
inviable. En algunos campos, encontrar soluciones exactas o aproximadas a estos sistemas
es crucial para la toma de decisiones y la optimizacién de procesos. Pero la resolucion de
sistemas no lineales no solo implica desafios tedricos, sino también dificultades compu-
tacionales significativas, ya que los métodos numéricos tradicionales pueden ser ineficaces

ante la presencia de miltiples soluciones.

Por ello, el desarrollo de estrategias algebraicas que permitan simplificar estos sistemas
ha cobrado gran relevancia en los ultimos anos. Una de ellas es la triangulacién, una
técnica algebraica que permite descomponer un sistema de ecuaciones en uno o varios
sistemas mas simples, que pueden ser resueltos de manera secuencial. Esta técnica sera el

eje principal de este trabajo.



CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.2. Estructura del trabajo

En este primer capitulo, se realiza una introduccion al tema principal del trabajo: trian-
gulacion de sistemas de ecuaciones polindémicas. Se ilustra brevemente qué es triangular

un sistema, junto con otras alternativas posibles a la triangulacion.

En el segundo capitulo, se desarrollara el marco tedrico necesario para contextualizar
el estudio de las bases de Groebner y los algoritmos de triangulacion. Se revisaran con-
ceptos fundamentales del algebra de polinomios, asi como las herramientas algebraicas

necesarias para abordar los capitulos siguientes.

El tercer capitulo estarda dedicado al estudio de las bases de Groebner, necesarias para la
comprension y desarrollo de los algoritmos de triangulacion estudiados en este trabajo.
Dado que una base de Groebner se calcula a partir de un orden monomial fijado, en es-
te capitulo se estudiara los érdenes monomiales en K|z, ..., z,]. También se estudiardn
los principales aspectos de los ideales polindémicos, asi como el teorema de la Base de
Hilbert para garantizar la existencia de bases de Groebner de un ideal de polinomios, y
el algoritmo de Buchberger para construirlas. Finalmente, y dado que los algoritmos de
triangulacién estudiados parten de una base de Groebner con el orden monomial lexico-
grafico, se estudiard como obtener una base de Grébner para un nuevo orden monomial

a partir de otra ya calculada.

El cuarto capitulo estard dedicado al andlisis del algoritmo de triangulaciéon propuesto
por Daniel Lazard en su articulo Solving Zero-dimensional Algebraic Systems [13]. Este
método es clave en la resolucion de sistemas de ecuaciones polindmicas y se explicaran en
detalle tanto los fundamentos tedricos que lo sustentan como los pasos necesarios para su
ejecucion. A través del estudio de este algoritmo, se vera cémo es posible descomponer
un sistema de polinomios en subsistemas mas sencillos que puedan resolverse de forma

progresiva, facilitando asi el proceso de resolucién.

En el quinto capitulo, se estudiara un segundo algoritmo de triangulacién, propuesto por
Michael Moller en su articulo On Decomposing Systems of Polynomial Equations With
Finitely Many Solutions [14]. Este método presenta una alternativa al enfoque de Lazard,
y nos permitird comprender mejor diferentes estrategias existentes para abordar la trian-

gulacién de sistemas polinémicos.
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1.3 Descripcion del problema

1.3. Descripciéon del problema

1.3.1. Caso lineal

Uno de los enfoques mas efectivos y conocidos para simplificar el proceso de resolucion de
un sistema de ecuaciones lineales es el de triangular el sistema. Consiste en transformar
el sistema de ecuaciones en una forma jerarquica o escalonada, de manera que se pueda
resolver secuencialmente, variable por variable. Consideremos un sistema de ecuaciones

lineales en tres variables x, y, vy 2:

T+2y+32=06
20 +3y+2=4 (1.1)
r+y+2z2=5

Aplicamos la eliminacién de Gauss [15] para transformar el sistema (1.1) a una forma
escalonada en la que la tltima ecuacion solo involucre la variable z, y la pentltima ecuacion

solo las variables y y z.

T+2y+32=6

y+oz=38 (1.2)
3
zZ= =
2

De este modo, la resolucion secuencial de (1.2) es directa:

e

» De la tercera ecuacion obtenemos z = 3.
. . .7 o 1
» Sustituimos z en la segunda ecuacién para obtener y = 3.
. . . . .« . 1
» Finalmente, sustituimos y y z en la primera ecuacion para obtener r = 3.

Hemos triangulado el sistema original y, tras una simple sustitucién, obtenemos el valor

de todas las incognitas. En el caso no lineal veremos como este proceso no es tan sencillo.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.3.2. Caso mo lineal

La resolucion de sistemas de ecuaciones polindémicas es un proceso mas complejo que el
de los sistemas lineales debido a la mayor variedad de posibles soluciones. A diferencia
del caso lineal, en el que para garantizar una solucion tnica el nimero de ecuaciones debe
ser igual al nimero de variables y deben ser linealmente independientes, en los sistemas
polinémicos no siempre se cumple esta correspondencia. Puede haber méas ecuaciones
que variables, menos ecuaciones que variables o incluso la misma cantidad, sin que ello

garantice una solucién tnica.

A esta dificultad se suma el reto de calcular raices de polinomios en una variable. Una
vez que el sistema ha sido triangulado, el procedimiento consiste en resolver primero la
ecuacion con una sola incognita. Luego, se utilizan sus soluciones para resolver, de forma
sucesiva, las ecuaciones que contienen mas variables, hasta determinar completamente
todas las incognitas. El principal obstaculo de este enfoque es precisamente encontrar los
valores de las incognitas, ya que implica resolver polinomios en una variable. Si se busca
una solucién simbolica, este proceso requiere factorizar dichos polinomios, lo cual puede

resultar complicado y no siempre es inmediato.

Nota 1.1. Cabe destacar que este trabajo se centra en sistemas cuyo conjunto de solucio-
nes es finito. Si no fuese asi, el estudio del conjunto de soluciones presentaria una mayor
dificultad, pues este dependeria de uno o varios parametros. Por otro lado, salvo indica-
cién en contra, supondremos que las soluciones de los sistemas considerados pertenecen a

un cuerpo K, el cual no se especificara de manera explicita si no es necesario

Mostremos ahora lo sencillo que puede ser resolver un sistema de ecuaciones polinémicas
si encontramos un sistema triangular con sus mismas soluciones, lo cual evidentemente

no es inmediato. Supongamos que queremos resolver el siguiente sistema:

30— 143y —2y* —2yz+32+2°—22=0
20 +9y* + 2y +yz + 22 +22 =0 (1.3)
r—1+y+22+2=0

Consideremos el siguiente sistema:

r+y+z2=0
v+ yz+ 22 =0 (1.4)
2 —1=0
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1.3 Descripcion del problema

Sin entrar en demasiado detalle, pues se explicard més adelante, las ecuaciones de (1.4)
constituyen una base de Grobner para el ideal generado por los polinomios del sistema

(1.3). Esto garantiza que ambos sistemas comparten exactamente las mismas soluciones.

Dado que el sistema (1.4) es triangular, es decir, cada ecuacién involucra progresivamen-
te menos variables, es sencillo calcular sus soluciones de forma secuencial. Acudiendo a
la tercera ecuacion podemos calcular los valores de z. Después, acudimos a la primera

ecuaciéon de (1.4) para expresar y en funcién de z como:

Yy=—2—-2= (15)

A continuacién, podemos sustituir y en la segunda ecuacién de (1.4) para conocer el
valor de x. Como z es conocida, en este tltimo paso encontramos la dificultad comentada

anteriormente: la buisqueda de raices de un polinomio en una variable, en este caso en z:

(—z—2)+(~2z—2)z2+2>=0 (1.6)
Comenzamos resolviendo la ecuacion ctubica:
HA-1=0

cuyas soluciones son las raices cubicas de la unidad:

—14+V3Bi o, 1= E

z1=1, zp=w 23 =W
’ 2 2

Sustituyendo secuencialmente estos valores en (1.6) y aplicando la féormula general de

ecuaciones cuadraticas obtenemos los valores de z:

T = 2w, Ty = zw’

Finalmente sustituimos los valores de z y z en (1.5), y obtenemos los seis elementos de

C? que solucionan (1.4), y con ello el sistema original (1.3):

(w, W, 1), (W? w, 1), (1, w?, W),

W2 1, w), (1, w, w?), (w, 1, W?)
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.4. Alternativas a la Triangulacion

La falta de técnicas directas, como la eliminacion de Gauss en el caso lineal, hace que el
tratamiento de los sistemas de ecuaciones polinémicas requiera herramientas mas avan-
zadas. En este trabajo nos centraremos en la triangulacion de estos sistemas, pero cabe
mencionar que existen otros enfoques como las bases de Groebner, teoria de eliminacion,
teorfa de resultantes o descomposicién primaria [2]. Sin entrar mucho en detalle, porque

no son el objetivo de este trabajo, se presentan a continuacion.

1.4.1. Bases de Groebner

En el Capitulo 3 entraremos, con rigor, en mas detalle sobre las bases de Groebner, dado
que para la triangulacién nos apoyaremos en ellas. Sin embargo, por el momento men-
cionaremos que una base de Groebner (ver Definicién 2.10) es un conjunto particular de
polinomios que genera el mismo ideal que los polinomios de un sistema de ecuaciones
polinémicas dado, pero con una estructura mas manejable para su resolucién. Si se usa
el orden monomial lexicografico, que se definira en el Capitulo 3, para calcular la base de
Groebner, el sistema toma una forma escalonada, lo que facilita la eliminacion de variables

y con ello la resolucion.

Aunque, en general, las bases de Groebner son un elemento auxiliar para otras técni-
cas, por si solas pueden simplificar un sistema de ecuaciones hasta el punto de convertir
su resoluciéon en un proceso sencillo. De hecho, el ejemplo puesto es una muestra de ello.
Como se comenté previamente, la base de Groebner del ideal generado por las ecuaciones
del sistema (1.3) es precisamente el ideal generado por las ecuaciones del sistema (1.4).

Como se menciond, esto hace que (1.3) y (1.4) tengan las mismas soluciones.

1.4.2. Teoria de Eliminacién

La teoria de eliminacion es una técnica algebraica utilizada para eliminar variables en un
sistema de ecuaciones polinémicas, con el objetivo de reducir el problema a una forma
mas manejable. El proceso de eliminaciéon también se basa en la construcciéon de una base

de Groebner, permitiendo obtener ecuaciones que involucran cada vez menos variables.
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1.4 Alternativas a la Triangulacién

Ejemplo 1.1. Sin entrar demasiado en detalle en esta técnica, ilustrémosla con un sencillo

ejemplo. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones polindmicas:

?ry+z=1
r+yi+z=1
r+y+22=1

El objetivo es eliminar variables para encontrar soluciones mas facilmente. Si tomamos el

ideal asociado:

I={+y+z—lo+y’+z—lo+y+22-1)

y calculamos una base de Groebner (en el Capitulo 3 se mostrard como hacerlo), obtene-

mos el siguiente conjunto de polinomios:

hy=z+y+22—1
hy=1y*>—y—2>+2
hs = 2y2? + 24 — 22

hy =20 — 424 + 423 — 22

El dltimo polinomio, Ay, solo involucra la variable z, lo que nos permite encontrar sus

posibles valores. Resolviendo la ecuacion:

204t 4423 — 22 =0

obtenemos que los valores posibles de z son 0,1, —1 + /2. Luego, podemos eliminar la
variable z sustituyendo uno a uno sus valores en hy y en hs para determinar los valores

de y y finalmente acudir a h; para encontrar los valores de x.

Nota 1.2. Este proceso ilustra la potencia de la teoria de eliminacién: al calcular los
valores de z hemos reducido el problema de un sistema de tres variables a uno de dos.

Para saber més acerca de la Teorfa de Eliminacién se puede consultar [1].
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.4.3. Teoria de Resultantes

La teoria de resultantes es una técnica algebraica utilizada en la eliminacién de variables
dentro de sistemas de ecuaciones polinémicas. Permite determinar si dos ecuaciones tienen
soluciones comunes y, en caso afirmativo, encontrar ecuaciones equivalentes en menos
variables. La herramienta principal de esta teoria es el resultante de Sylvester, el cual se
basa en la construccién de un determinante a partir de los coeficientes de los polinomios

involucrados.

Definicién 1.1. Sea f(z) y g(x) dos polinomios en una variable con coeficientes en un
anillo R:

f(x) = apa™ + ap_1 2"t 4 - + ag, (1.7)

g(x) = bppx™ + bpy_1 2™ 4 -+ by, (1.8)

El resultante de f(z) y g(x), Res(f,g), se define como el determinante de la matriz de
Sylvester, que es la matriz (m + n) x (m + n) construida con los coeficientes de ambos

polinomios del siguiente modo:

an an_ 1 DY ao o .. 0
0 Ap  Ap_1 Qo
S == 0 0 (07% Ap—1 Qo
bm bm—l bO 0 0
0 bm bm—l bO

El resultado es un escalar que caracteriza cuando los polinomios tienen una raiz comun.
Si Res(f,g) = 0, entonces los polinomios tienen al menos un factor comun, es decir,

comparten una raiz.
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1.4 Alternativas a la Triangulacién

Ejemplo 1.2. Consideremos los siguientes polinomios en x:

flz) =24+ -2, (1.9)

g(x) = 2* — 32 + 2. (1.10)

La matriz de Sylvester asociada es:

1 1 -2 0
0 1 1 -2
S = (1.11)
1 -3 2 0
0 1 -3 2
Calculamos el determinante:
1 1 -2 0
0 1 1 -2
Res(f,g) = det(S5) = =0. 1.12
(Fo)=de(s)= || (1.12)
0o 1 -3 2

Dado que Res(f, g) = 0, esto indica que f(x) y g(x) tienen una raiz comun. Resolviendo
cada ecuacién, encontramos que ambos polinomios tienen la raiz x = 1, confirmando el

resultado del calculo del resultante.

Nota 1.3. La teoria de resultantes permite eliminar variables de sistemas de ecuaciones

polinémicas y detectar soluciones comunes de manera eficiente.

Ejemplo 1.3. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones polinémicas en las varia-

bles x e y:

flzy) =2 +y*—1=0,

w1y (1.13)
g(z,y) =2+ 2y -

Queremos eliminar la variable x para obtener una ecuacion en términos tinicamente de y.
Para ello, consideramos y como un parametro fijo y tratamos f y g como polinomios en
Rlz].
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

fy(x) =2* + 0z + (y* = 1) =0,

(1.14)
gy(zr) =24+ 0z + (2y* — 1) = 0.
El resultante de Sylvester se construye entonces como:
10 -1 0
0 1 0 21
S, = Y (1.15)
1 0 22-1 0
01 0 297 — 1
Calculamos su determinante:
Res(f. g) = det(S,) = y* (1.16)

Se anula en y = 0, lo quiere decir que los polinomios fy(z) v go(x) tienen raices en comun.

Calculemos las raices de f(z,0) y g(x,0):
f(x,0) = g(x,0) = 2% — 1, luego f(2,0) =0=z = +1.

Las soluciones del sistema original son (1, 0) y (-1, 0).

Nota 1.4. Este sencillo ejemplo muestra como los resultantes pueden usarse para eliminar
variables en sistemas de ecuaciones polinémicas sin necesidad de sustitucion directa. Para

saber més acerca de la Teorfa de Resultantes se puede consultar [2].

1.4.4. Descomposiciéon Primaria

La descomposicion primaria es una técnica en algebra computacional que permite des-
componer un ideal en una interseccion de ideales primarios. Esta técnica es 1til en algebra
conmutativa y geometria algebraica, ya que permite estudiar la estructura de los conjuntos
algebraicos asociados a un ideal. Si I es un ideal en un anillo de polinomios K|z, ..., z,],

su descomposicion primaria es una expresion de la forma:

I=0QiNQN---NQ,, (1.17)

donde cada @); es un ideal primario, es decir, si ab € @);, entonces a € ); o b € Q); para

algin m > 1.
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1.4 Alternativas a la Triangulacién

Ejemplo 1.4. Consideremos el ideal en K|x,yl:

flx,y)=a*+y*—1=0,

(1.18)
g(z,y) =22+ 2y* —1=0.

El ideal asociado al sistema es:

I={(2*+y*— 1,22 +2* - 1). (1.19)

No siempre es sencillo encontrar la descomposicién en ideales primarios (consultar [2]),

pero en este caso se puede probar que:

I=(z—-1y)Nn{x+1vy). (1.20)

Nota 1.5. La idea es que al descomponer el ideal de un sistema en la interseccion de
ideales, el conjunto de soluciones del sistema es la union de los conjuntos de soluciones de
los sistemas asociados a cada ideal de la interseccion, que, en general, son més sencillos de
calcular. En este caso, (1,0) es un cero comin a todos los polinomios del ideal (z — 1,y)
y (—1,0) lo es para los polinomios del ideal (z 4 1,%), luego el conjunto de soluciones del
sistema original es {(1,0)} U{(—1,0)} = {(1,0),(—1,0)}.
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Capitulo 2

Conceptos previos

En este capitulo, abordaremos los conceptos mateméaticos fundamentales necesarios para
una mejor comprension de los capitulos siguientes. El estudio de estas bases conceptuales
es esencial para profundizar en las técnicas de algebra computacional més avanzadas de

este trabajo, tales como el uso de bases de Groebner y las técnicas de triangulacion.

2.1. Polinomios y Espacio Afin

Para comenzar, estudiaremos algunas estructuras algebraicas junto con otros conceptos

como el de polinomio y espacio afin.

Definicién 2.1. Un anillo es un conjunto A junto con dos operaciones binarias: la suma
(+) y el producto (-), tales que se cumplen las siguientes propiedades:
1. Cerrado para la suma y producto: Para todo a,b € A, tanto a+b € A como a-b € A.

2. Asociatividad de la suma y el producto: Para todo a,b,c € A, se cumple que
(a+b)+c=a+(b+c)y(a-b)-c=a-(b-c).

3. Elemento neutro para la suma: Existe un elemento 0 € A tal que para todo
a€ A a+0=a.

4. Inverso para la suma: Para todo a € A, existe un elemento —a € A tal que
a+ (—a) =0.

5. Conmutatividad de la suma: Para todo a,b € A, se cumple que a +b = b+ a.

6. Distributividad: Para todo a,b,c € A, se cumple que a-(b+¢) =a-b+a-cy
(a+b)-c=a-c+b-c.
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Nota 2.1. Si ademaés existe un elemento 1 € A tal que para todo a € A, a-1 = a, se dice

que el anillo es un anillo con unidad.

Nota 2.2. Si ademas la multiplicacion es conmutativa, es decir, si para todo a,b € A, se

cumple que a - b = b - a, se dice que el anillo es un anillo conmutativo.

Definicién 2.2. Un cuerpo es un conjunto K junto con dos operaciones binarias: la

suma (+) y el producto (-), tales que se cumplen las siguientes propiedades:

1. Cerrado para la suma y el producto: Para todo a,b € K, tanto a + b € K como
a-be K.

2. Asociatividad: Para todo a,b,c € K, se cumple que (a +b)+c=a+ (b+c¢)y
(a-b)-c=a-(b-c).

3. Elemento neutro para la suma y producto: Existen elementos 0 € K y 1 € K

(con 0 # 1) tales que para todoa € K,a+0=aya-1=a.

4. Inverso para la suma: Para todo a € K, existe un elemento —a € K
tal que a + (—a) = 0.

5. Conmutatividad: Para todo a,b € K, se cumple que a+b=b+aya-b="0-a.

6. Inverso para el producto: Para todo a € K, con a # 0, existe un elemento a~! € K

tal que a-a~! = 1.

7. Distributividad: Para todo a,b,c € K, se cumple que a - (b+c¢) =a-b+a-c.

Ahora podemos definir el concepto de polinomio en varias variables. Necesitaremos tra-
bajar con polinomios en n variables xq, xs, ..., x, con coeficientes en un cuerpo arbitrario

K. Comenzamos definiendo monomios:

Definicién 2.3. Un monomio en z1,...,x, es un producto de la forma
aq (0%
xl e l‘n”’
donde todos los exponentes ayq, ..., a, son enteros no negativos. El grado total de este

monomio se define como la suma a; + - - - + «,.

Para abreviar la notacién definimos los monomios de la siguiente manera: sea a =

(a1, ..., ap) un n-tupla de enteros no negativos. Entonces definimos

o

— al .02 Qn
x —Il 5(72 e T

n
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2.1 Polinomios y Espacio Afin

En particular, si @ = (0,...,0), entonces z® = 1. Denotamos el grado total del monomio

z® por |a| = a1 + -+ ay

Definicién 2.4. Un polinomio en zy,...,z, con coeficientes en un cuerpo K es una

combinacion lineal finita de monomios. Un polinomio f puede escribirse como

f= Zaaxa, aq, € K,
(6%

donde la suma es sobre un ntmero finito de n-tuplas @ = («q,...,a,). El conjunto de
todos los polinomios en 1, ..., x, con coeficientes en K se denota por K[zy,...,x,].
Definicién 2.5. Sea f =3, a,2® un polinomio en K{zy,...,x,].

(i) Llamamos a, al coeficiente del monomio x*.
(ii) Siaq # 0, entonces llamamos a a,x* un término de f.

(iii) El grado total de f, denotado deg(f), es el maximo de los grados totales de todos
los monomios de f. En otras palabras, es el maximo |a] tal que el coeficiente a,, es

no nulo. El grado total del polinomio cero es indefinido.

Ejemplo 2.1. Por ejemplo, el polinomio f = 2x3y%z + %y3z3 — 3xyz + y? tiene cuatro

monomios y grado total seis. Observemos que hay dos monomios de grado total méximo,

lo cual es algo que no puede ocurrir en polinomios de una sola variable.

Nota 2.3. La suma y el producto de dos polinomios es nuevamente un polinomio. Decimos

que un polinomio f divide a un polinomio g si existe un polinomio h € K|z, ..., x,] tal
que g = fh.
Observacién 2.1. Bajo la suma y la multiplicacién, Kz, ...,x,] satisface todos los

axiomas de cuerpo excepto la existencia de inversos multiplicativos (porque, por ejemplo,

1/x1 no es un polinomio). Por tanto, K[xy,...,z,] es un anillo conmutativo.

Definicién 2.6. Dado un cuerpo K y un ntimero entero positivo n, definimos el espacio
afin n-dimensional sobre K como el conjunto
n
K :{(al,...,an) |a1,...,an€K}.

Como ejemplo de espacio afin, consideremos el caso K = R. Aqui obtenemos el espacio

familiar R™. En general, llamamos a K! = K la linea afin y a K? el plano afin.
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2.1.1. Polinomios en una variable

En esta subseccién, estudiaremos los polinomios en una variable y mostraremos el Algo-

ritmo de Division de dlgebra basica, que utilizaremos mas adelante.

Nota 2.4. De manera informal, un algoritmo es un conjunto especifico y finito de instruc-
ciones para manipular datos simboélicos o numéricos. Un algoritmo tiene entradas, que son
los objetos utilizados por el algoritmo, y salidas, que son los resultados del algoritmo. En
cada etapa de la ejecucion, el algoritmo debe especificar exactamente cudl serd el siguiente
paso. Cuando estudiemos un algoritmo, usualmente se presentara un “pseudocddigo”, lo
cual hara que la estructura formal sea mas facil de entender. El pseudocddigo es similar a
muchos lenguajes de programaciéon comunes e indica como puede programarse el algoritmo

en una computadora.

Comenzamos con el Algoritmo de Divisién para polinomios en K|[z]. Un elemento clave

de este algoritmo es la nocién de “término lider” de un polinomio en una variable.

Definicién 2.7. Dado un polinomio no nulo f € K[x], sea

-1
f = Cn$n + Cn—l'xn +---+ Co,

donde ¢; € K paracada 1l <i <mn,y ¢, # 0 (de modo que n = deg(f)). Entonces decimos

que ¢,z" es el término lider de f, y lo denotamos por LT(f) = ¢,z".

Proposiciéon 2.1 (Algoritmo de Divisién). Sea K un cuerpo y sea g un polinomio no

nulo en K|x]. Entonces todo f € K[z| puede escribirse como

f=qg+r,

donde q,r € Klz|, yr =0 o bien deg(r) < deg(g). Ademds, q y r son unicos, y existe un

algoritmo para encontrar q y r.
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El Algoritmo 1, presentado en pseudocddigo, garantiza la existencia de ¢ y r. La demos-

tracién de finitud y resultado esperado del algoritmo puede consultarse en [1].

Algoritmo 1 Algoritmo de Division
= Entrada: g, f

= Salida: ¢, r

2 q:=0;r:=f;

while r #£ 0 AND LT(g) divide LT(r) do
q = q+LT(r)/LT(g);
rim 7 — (LT(r)/ LT(g)) g:

end while

return gq,r;

end

2.2. Variedades afines

Podemos ahora definir los objetos geométricos basicos que utilizaremos.

Definicién 2.8. Sea K un cuerpo, y sean f, ..., fs polinomios en K[z, ..., z,]|. Entonces

definimos
V(fi,-- fs) ={(a1,...,a,) € K" | fi(a1,...,a,) =0 para todo 1 < i < s}.

Llamamos a V(fi,..., fs) la variedad afin definida por fi,..., fs.

Observacién 2.2. Una variedad afin V(fi,..., fs) € K" es el conjunto de todas las

soluciones del sistema de ecuaciones fi(xy,...,2z,) =+ = fs(z1,...,2,) = 0.

Nota 2.5. En general, usaremos las letras Vo W para denotar a una variedad afin, como
por ejemplo V- =V(f1,..., fs).

A continuacién, daremos algunos ejemplos de variedades en dimensiones superiores. Un
caso familiar proviene del algebra lineal. Fijemos un cuerpo K y consideremos un sistema

de m ecuaciones lineales en n incognitas zy, ..., x,, con coeficientes en K:

anxy + -+ ax, = by,

(2.1)

Am1T1 + -+ Gpp Ty = bm
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Las soluciones de estas ecuaciones forman una variedad afin en K", a la que llamaremos
variedad lineal. Asi, las lineas y planos son variedades lineales, y existen ejemplos de

dimensiéon arbitrariamente grande.

2.3. Ideales

A continuacién, definiremos los objetos algebraicos bésicos que utilizaremos.

Definicién 2.9. Un subconjunto I C Kz, ...,x,] es un ideal si satisface:

(i) 0 e I.
(ii) Si f,g € I, entonces f + g € I.
(iii) Si felyhe K[xy,...,x,], entonces hf € I.
A lo largo de esta seccion veremos cémo los ideales se relacionan con las variedades afines.

La verdadera importancia de los ideales radica en que nos proporcionaran un lenguaje

para calcular variedades afines.

El primer ejemplo natural de un ideal es el ideal generado por un nimero finito de poli-

nomios.
Definicién 2.10. Sean fi, ..., fs polinomios en K[xy,...,z,|. Entonces definimos
<f1,,fs>_{2h1fl hl,...,hSEK[l'l,...,iL'n]}.
i=1
y lo llamamos el ideal generado por fi,..., fs.
Veamos que (fi,..., fs) es un ideal.

Lema 2.2. Si fy,..., fs € K[z1,...,x,], entonces (f1,..., fs) es un ideal de K[xq, ..., x,].

Demostracion.

Primero, 0 € (f1,..., fs) yaque 0 = >7_,0- f;. Supongamos ahora que f = >7 p;fi vy
g=>3_1afi,yseah e Klzy,...,x,]. Entonces las igualdades
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s

f+g= Z(pz + q) i,

i=1

b= Ym0,

completan la demostracion de que (f1,..., fs) es un ideal. ]
Observacién 2.3. El ideal (fi,..., fs) tiene una interpretacién interesante en términos
de ecuaciones polindmicas. Dados fi,..., fs € Kl[zy,...,x,], obtenemos el sistema de
ecuaciones

fl = 07

f s =10

A partir de estas ecuaciones, se pueden derivar otras. Por ejemplo, si multiplicamos la
primera ecuacién por hy € K|zy,...,z,], la segunda por hy € K|[z1,...,x,], etc., y luego

sumamos las ecuaciones resultantes, obtenemos

hifi +hafo+ -+ hsfs =0,

lo cual es una “consecuencia” de nuestro sistema original. Notemos que el lado izquierdo
de esta ecuacion es exactamente un elemento del ideal (f1, ..., fs). Por lo tanto, podemos
pensar en (f1,..., fs) como el conjunto de todas las “consecuencias polinémicas” de las

ecuaciones f; = fo=---= fy; =0.

Definicién 2.11. Decimos que un ideal I es finitamente generado si existen fi,..., fs €

Klxy,...,x,] tales que I = (f1,..., fs), y decimos que fi, ..., fs son una base de I.

Nota 2.6. En el Capitulo 3 mostraremos que se puede elegir un tipo de base especialmente

util, llamada base de Groebner.
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La siguiente proposicion aclara el papel que juegan los ideales: una variedad depende

unicamente del ideal generado por las ecuaciones que lo definen.

Proposicién 2.3. Si f1,...,fs y g1,...,9: son bases del mismo ideal en K[xq,..., x,],

es decir, (f1,-.., fs) = (q1,---,q), entonces tenemos V(f1,..., fs) =V(g1,---, ).
Demostracion.

Seal = (f1,...,fs) = {g1,-..,9:) elideal generado por fi1,..., fs v g1,...,geen K[xy, ... z,].
Queremos demostrar que V(f1,..., fs) = V(g1,.--,G).

Recordemos que, por definicion,
V(fi,....fo) ={z € K" | filz) =0,..., fs(z) = 0},
V(gi, -, 9) ={x € K" | g1(x) =0,...,q:/(x) = 0}.
Ahora, tomemos un punto x € V(fi,..., fs). Esto significa que:

filz) =0, folz) =0, ..., fo(z)=0.

Dado que (f1,..., fs) = (g1, .., g:), cualquier elemento de I, en particular los generado-
res gi, ..., g, puede escribirse como una combinacién lineal de fi,.. ., fs. Asi, existe un
conjunto de polinomios p;; € K|z, ..., x,] tales que

gj :Zpijfi para cada j =1,...,t.

i=1

Por lo tanto, evaluando en el punto z, tenemos que
g5(x) = D _pij(x) fix) = D piy(x) - 0= 0.
i=1 i=1

Esto muestra que g;(z) = 0 para todos j = 1,...,t, y por lo tanto = € V(g1, . .., g:). Razo-
nando de manera anédloga, podemos tomar cualquier punto y € V(gy, ..., g;) y demostrar
que y € V(f1,..., fs). Por tanto, hemos probado que V(f1,..., fs) = V(91,---,9)-
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A continuacién, veremos cémo las variedades afines dan lugar a una interesante clase de

ideales.

Definicién 2.12. Sea V' C K™ una variedad afin. Definimos el conjunto
I(V)={f € Kl[z1,...,2,] | f(a1,...,a,) =0 para todo (ay,...,a,) € V}.

Lema 2.4. SiV C K" es una variedad afin, entonces el conjunto [(V) C K[xy,...,zy,

es un ideal.

Demostracion.

Observemos que 0 € I(V') ya que el polinomio cero se anula en todo K™ y, en particular,

se anula en V. Ahora, supongamos que f,g € I(V) y que h € K|xy,...,z,].

Sea (aj,...,a,) un punto arbitrario de V. Entonces
flai,...,an) +g(a,...,a,) =04+0=0,

h(ay, ... an)f(a1, ... an) = h(ay,...,a,)-0=0,
y de esto se deduce que I(V') es un ideal. O
Nota 2.7. A la vista del Lema 2.4, diremos que el conjunto I(V') es el ideal de V.

Ejemplo 2.2. Como ejemplo del ideal de una variedad, consideremos la variedad {(0,0)}
que consiste en el origen en K?. Entonces su ideal I({(0,0)}) consiste en todos los poli-

nomios que se anulan en el origen, y afirmamos que

I({(0,0)}) = (. y).

Una direccién de la demostracion es trivial, ya que cualquier polinomio de la forma
A(z,y)r + B(z,y)y obviamente se anula en el origen. En la otra direcciéon, supongamos

que f =, ;a;;x'y’ se anula en el origen. Entonces agy = f(0,0) = 0y, por consiguiente,

[ = ap+ Z Gz’jﬂfiyj

1,770,0
=0 + (Z aijxilyj> T + Z aojyjfl Yy
>0 7>0

€ (z,9).
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Observacion 2.4. Sea f,g € K|x] dos polinomios en una variable. Si aplicamos el Algo-

ritmo de Division de f entre g, obtenemos una expresion de la forma

f=qg+r,

donde ¢,r € Klz| y el grado de r es estrictamente menor que el grado de g, o bien r = 0.
En este contexto, f € (g) si, y solo si, el resto r es cero. Es decir, f pertenece al ideal
generado por g si puede escribirse como un multiplo de g. Por tanto, el Algoritmo de
Divisién nos permite comprobar si un polinomio pertenece al ideal generado por otro en

K|z].

Finalicemos este capitulo introduciendo el concepto de dimensién de ideal y la relacion
entre ideales de dimension cero y que su sistema de ecuaciones asociado tenga un niimero

finito de soluciones.

Definicién 2.13. Sea A un anillo conmutativo con unidad. Un ideal p C A se dice primo

si, para todo a,b € A, se cumple que
abep = acpobenp.

Definicién 2.14. La dimension de un ideal / en un anillo A se define como la dimen-
sion de Krull del anillo cociente A/I. La dimensién de Krull de un anillo es el supremo

de las longitudes de las cadenas estrictamente crecientes de ideales primos:

PoC P € C pa.

La siguiente observacion pretende relacionar el concepto de dimensién cero de un ideal

con que su sistema de ecuaciones asociado tenga un conjunto finito de soluciones.

Observacién 2.5. Decimos que un ideal tiene dimension cero si la dimensién de Krull
del anillo cociente A/ es cero, es decir, si todos los ideales primos de A/I son ideales
maximales. En el contexto de anillos de polinomios sobre un cuerpo de caracteristica cero,
los ideales maximales de A = K|xy,...,z,| corresponden a evaluaciones en puntos del

espacio afin, es decir, ideales de la forma (z; — ay,..., 2, — a,), pues K es cuerpo y

K[xl,...,:z:n]/(xl—al,...,xn—an>%’K
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Por tanto, decir que un ideal tiene dimensién cero equivale a decir que su variedad alge-
braica asociada consiste en un nimero finito de puntos. Esto justifica el uso del término
“dimension cero” para describir ideales cuyo sistema de ecuaciones asociado tiene un

conjunto finito de soluciones.

Observacion 2.6. En este trabajo, cuando consideremos un cuerpo K serd de caracte-
ristica cero, pero cabe destacar que en cuerpos finitos todo sistema de polinomios con
solucién tiene un nimero finito de soluciones porque el cuerpo base tiene cardinalidad

finita, sin que esto implique que el ideal tenga dimension cero.

Considérese el sistema de ecuaciones en dos variables:

r+y=0
20 +2y =0

Sobre un cuerpo de caracteristica cero, como Q, este sistema tiene infinitas soluciones de la
forma (x,y) = (—t,t) cont € Q. El ideal generado por estas ecuaciones es (z+y) C Qlz, y],

que tiene dimensién 1, ya que su variedad asociada es una recta en el plano afin.

Sin embargo, si trabajamos sobre un cuerpo finito, como [F5, el niimero de soluciones es

finito. En este caso, las soluciones son:
(0,0), (1,4), (2,3), (3,2), (4,1)

Aunque el ideal (z + y) C Fj[z,y] sigue teniendo dimensién 1, la variedad asociada
contiene solo cinco puntos, debido a que el cuerpo base es finito. Por tanto, en cuerpos de
caracteristica cero un ideal de dimension cero equivale a un niimero finito de soluciones del
sistema asociado al ideal, pero en cuerpos finitos no es equivalente dado que el reciproco

no es cierto.
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Capitulo 3

Bases de Groebner

En este capitulo, estudiaremos las bases de Groebner, que nos permitiran resolver pro-
blemas relacionados con ideales de polinomios. Ademas, son el punto de partida para los

dos algoritmos de triangulacion que se estudiaran en los Capitulos 4 y 5.

3.1. Ordenes monomiales en K[z, ..., x,]

Observacién 3.1. Si examinamos el algoritmo de divisién en K[z] podemos observar

que una nocién de orden monomial en polinomios es clave.

Para el algoritmo de divisién en polinomios de una sola variable, usamos el orden monomial

por grados de los monomios en una sola variable:

> s s st s e > 1

El éxito del algoritmo depende de trabajar sisteméticamente con los términos lideres en

f v g,y de no eliminar términos arbitrarios de f utilizando términos arbitrarios de g.

En esta subseccion, veremos las propiedades deseables que deberia tener dicho orden
monomial, y construiremos varios 6rdenes monomiales diferentes. Cada uno sera ttil en

diferentes contextos.
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Definicién 3.1. Sea A un conjunto. Una relaciéon binaria < sobre A se dice que es
una relacién de orden (o un orden) si verifica las siguientes propiedades, para todos
a,b,c € A:

s Reflexividad: a < a.

= Antisimetria: Sia < by b < a, entonces a = b.

= Transitividad: Sia < by b < ¢, entonces a < c.

Definicién 3.2. Sea A un conjunto. Una relacién binaria < sobre A se dice que es una

relacion de orden estricto si satisface las siguientes propiedades, para todos a, b, c € A:

s Irreflexividad: No se verifica a < a para ningtin a € A.
= Asimetria: Si a < b, entonces no se cumple b < a.

» Transitividad: Sia < by b < ¢, entonces a < c.

Observacién 3.2. Primero, notemos que podemos reconstruir el monomio x® = x{* - - -
a partir de la n-tupla de exponentes o = (az,...,a,) € Z%,. Esta observacién estable-
ce una correspondencia uno a uno entre los monomios en K{z1,...,z,] y Z%,. Ademaés,
cualquier orden < que establezcamos en el espacio Z%; nos dara un orden monomial en

los monomios: si a < 3 segiin este orden, también diremos que ¢ < z°.

Nota 3.1. Las expresiones a > by b < a son equivalentes. Respetando la notacién seguida

en la bibliografia, concretamente en [1], se escribird el simbolo >.

Dado que un polinomio es una suma de monomios, queremos poder organizar los términos
de un polinomio de manera inequivoca en orden descendente o ascendente. Para hacer esto,

debemos poder comparar cada par de monomios para establecer sus posiciones relativas.

Definicién 3.3. Sea A un conjunto, y > un orden en A. Se dice que es un orden total

si para cada a, § € A exactamente una de las siguientes tres afirmaciones es verdadera:

a>p, a=p o [>a.
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Definicién 3.4. Un orden monomial > en K|[zi,...,z,] es una relacién > en Z%,,
o equivalentemente, una relacién en el conjunto de monomios z%, donde a € Z%,, que

satisface:

(i) > es un orden total en ZZ,.
(ii) Sia > By vy €ZL, entonces o+ > B+ 7.

(iii) > es un orden bien fundado en ZZ. Esto significa que todo subconjunto no vacio de
Z% tiene un elemento minimo bajo >. En otras palabras, si A C Z%; no es vacio,

entonces existe un a € A tal que 5 > « para cada  # a en A.

Observacién 3.3. De las propiedades (i) y (iii) de la Definicién 3.4 se deduce que todo

orden monomial es un buen orden, pues precisamente esa es su definicion.

Nota 3.2. Dado un orden monomial >, decimos que o« > 8 cuando a > o a = [5.

El siguiente lema nos ayudara a entender qué significa la condicion de orden bien fundado

en la parte (iii) de la Definicion 3.4.

Lema 3.1. Una relacién de orden > en Z% es un orden bien fundado si, y solo si, toda

sucesion estrictamente decreciente en Z% es finita.

Demostracion.

Demostraremos el contrarreciproco: > no es un orden bien fundado si y solo si existe una

sucesion estrictamente decreciente infinita en ZZ,,.

Si > no es un orden bien fundado, entonces algun subconjunto no vacio S C ZY%,
no tiene un elemento minimo. Ahora elijamos «(1) € S. Dado que a(1) no es el menor
elemento, podemos encontrar «(2) > «(1) en S. Como «(2) tampoco es el menor elemento,
podemos encontrar «(3) > «(2) en S. Continuando de esta manera, obtenemos una

sucesion estrictamente decreciente infinita:

a(l) > a(2) > a(3) > ---

Por el contrario, si existe tal sucesién infinita, entonces el conjunto {«a(1), a(2), «(3), ...}
es un subconjunto no vacio de Z%, sin un elemento minimo, lo que implica que > no es

un orden bien fundado. O]
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El primero de los érdenes que presentaremos es el orden lexicografico.

Definicién 3.5 (Orden Lexicografico). Sean o = (o, ..., an) y 8= (b1, .., Bn) en ZL,.
Decimos que o >, [ si la primera entrada no nula del vector diferencia, a — § € Z", es

positiva. Escribiremos 2% > 27 si o >1ex 3.

Observacion 3.4. Las variables zq,...,x, estan ordenadas de la manera usual por el

orden lexicografico:
(1,0,...,0) >1ex (0,1,0,...,0) >1ex -+ >1ex (0,...,0,1),

por lo que 1 >lex T2 lex **° Zlex Tn-

En la practica, cuando trabajamos con polinomios en dos o tres variables, llamaremos
a las variables x,y, z en lugar de 1, x2, r3. Ademads, asumiremos que el orden alfabético

x >y > z en las variables se usa para definir el orden lexicografico.

Proposicion 3.2. El orden lexicogrifico en ZZ, es un orden monomial.

Demostracion.

(i) Que >jx sea un orden total se deduce directamente de la definicién y del hecho de

que el orden numérico usual en Zs( es un orden total.

(i) Sia > 3, entonces la entrada no nula més a la izquierda en a— (3, digamos «; — 3;,
es positiva. Pero 2%-27 = x°+7 y 27.27 = 277, Entonces en (a+7)—(8+7) = a— 3,
la entrada no nula mas a la izquierda sigue siendo a; — f; > 0, luego (a + ) >1ex

(B+7).

(iii) Supongamos que >}, no es un orden bien fundado. Entonces por el Lema 3.1,

existiria una sucesion estrictamente decreciente infinita:

(1) >1ex @(2) >1ex (3) >1ex - -

de elementos de Z%,. Mostraremos que esto lleva a una contradiccion. Considere-
mos las primeras entradas de los vectores a(i) € ZZ,. Por la definicién del orden
lexicogréfico, estas primeras entradas forman una secuencia no creciente de enteros
no negativos. Dado que Zxq es bien fundado, las primeras entradas de los a(7) even-

tualmente se estabilizan. En otras palabras, existe un ¢ tal que todas las primeras
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entradas de a(i) con ¢ > £ son iguales. A partir de (), las segundas y subsecuentes
entradas entran en juego. Las segundas entradas de «(¢),a(¢ + 1),... forman una
secuencia no creciente. Por el mismo razonamiento anterior, las segundas entradas
también eventualmente se estabilizan. Continuando de la misma manera, vemos que
para algin m, a(m),a(m+1), ... son todas iguales. Esto contradice el hecho de que
a(m) > a(m + 1).

En el orden lexicografico, notemos que una variable domina a cualquier monomio que
involucre inicamente variables mas pequenas, sin importar su grado total. Por ejemplo,

para el orden lexicografico con x > y > z, tenemos T > y°2°.

Para algunos propésitos, también podriamos querer tomar en cuenta los grados totales de
los monomios y ordenar primero los monomios de mayor grado total. Una forma de hacer

esto es utilizando el orden monomial orden lexicografico graduado (o orden grlex).

Definicién 3.6 (Orden Lexicogrifico Graduado). Sea a, # € ZZ;. Decimos que o > giex 3

S1

n n
laf = Zai > Zﬁi =B,
i=1 i=1

o bien

‘&‘ = ’B| y&>lexﬂ'

Escribiremos 2% >gy1ex 28 s a > orlex -

Ejemplo 3.1. Se tiene que zy? >gex 2y por el primer caso de la Definicién 3.6 y 2y >gex

yz por el segundo caso.

Otro orden monomial es el orden lexicografico graduado inverso (o orden grevlex).
Se ha demostrado que, para algunas operaciones, el orden grevlex es el méas eficiente para

realizar calculos.
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Definicién 3.7 (Orden Lexicografico Graduado Inverso). Sea «, 8 € Z%,. Decimos que

o >grev1ex 5 si

n n
ol =D i >3 B =18,
i=1 i=1

o bien

la] = |8| y la entrada no nula més a la derecha de o — 3 € Z" es negativa.

Ejemplo 3.2. Consideremos el polinomio f = 4xy?z + 422 — 52 + 72%2% € K|x,v, z|.

Entonces:

» Con respecto al orden lexicografico (>ex ), reordenariamos los términos de f en orden
decreciente como:
f = =53 4+ T222% + day’z + 422

» Con respecto al orden grlex (>gex), tendriamos:
=722 + day?z — 52’ + 422
» Con respecto al orden grevlex (>geviex), tendriamos:
[ =day?z + 72?2 — 5a® + 422,

Usaremos la siguiente terminologia.

Definicién 3.8. Sea f = Y, a,x® un polinomio no nulo en K[zy,...,x,], y sea > un

orden monomial.

(i) El multigrado de f es
multideg(f) = max{a € Z%, | a, # 0}

(el maximo se toma con respecto a >).

(ii) El coeficiente lider de f es

LC(f) = amutideg(s) € K.
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(iii) El monomio lider de f es
LM(f) — xmultideg(f)

(con coeficiente 1).

(iv) El término lider de f es

LT(f) = LC(f) - LM(/).

Ejemplo 3.3. Sea [ = 4axy’z + 422 — 52® + T2%2% y sea > el orden lexicogréfico.

Entonces:
multideg(f) = (3,0,0),
LC(f) = =5,
LM(f) = =,
LT(f) = —5a°.
Lema 3.3. Sean f,g € K[x1,...,x,| polinomios no nulos. Entonces:

(i) multideg(fg) = multideg(f) + multideg(g).

(ii) Si f+ g # 0, entonces
multideg(f + g) < méax(multideg(f), multideg(g)).

Ademdas, si multideg(f) # multideg(g), entonces se alcanza la igualdad.

Demostracion.

Sea f =3 ,a,1%y g =23 bgx” polinomios en K|z1,...,x,], donde a,,bs € K y
Qe 7& O, blg 7& 0.

(i) Consideremos el producto fg:

fg = Z aabﬁmM‘ﬂ.
B

El multigrado de fg, multideg(fg), corresponde al maximo de los vectores a + 3,

donde o = multideg(f) y 8 = multideg(g). Por definicién, esto implica que

multideg(fg) = multideg(f) + multideg(g).
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(ii) Los términos de grado mas alto en f y g determinan el multigrado de f + g, pues si
no se cancelan al calcular f + ¢, se darfa la igualdad. Pero si se cancelan, se darfa

la desigualdad estricta. Por tanto:
multideg(f + g) < max(multideg(f), multideg(g)).

Si multideg(f) # multideg(g), los términos lideres de f y g no se cancelan, lo que
implica que
multideg(f + ¢g) = max(multideg(f), multideg(g)).

Esto prueba la igualdad en el caso indicado.

3.2. Algoritmo de Divisién en K|z, ..., x,]

En la Seccion 2.3, del capitulo anterior, vimos cémo el algoritmo de division puede uti-
lizarse para resolver el problema de pertenencia a ideales en el caso de polinomios en
una sola variable. Para estudiar este problema cuando hay mas variables, formularemos
un algoritmo de divisién en Klzy,...,z,]. El objetivo es dividir f € K[xy,...,z,] por

fi,--, fs € K[xq,...,2,]. Como veremos, esto significa expresar f en la forma:

f:q1f1+"'+Qst+r7

donde los elementos ¢, ..., qs v el resto r pertenecen a K[xq,...,z,]. La idea basica del
algoritmo es la misma que en el caso de una variable: queremos cancelar el término lider
de f (con respecto a un orden monomial fijo) multiplicando algtin f; por un monomio
apropiado y restando. Ese monomio se convierte entonces en un término del cociente

correspondiente g;.
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Teorema 3.4 (Algoritmo de Division en K{[z1,...,2,]). Sea > un orden monomial sobre
7%, ysea F' = (fi,..., fs) una s-tupla ordenada de polinomios en K[z, ..., x,]. Entonces
para todo f € K|xy,...,x,|, se puede escribir:

f:q1f1+"'+Qst+r7

donde q;,r € Klx1,...,x,], y se cumple que r =0 o bien r es una combinacion lineal, con
coeficientes en K, de monomios que no son divisibles por ninguno de los términos lideres
LT(f1),...,LT(fs). A ester lo llamamos un resto de f al dividirlo por F.

Ademds, si q;f; # 0, entonces multideg(f) > multideg(q; f;).
Proporcionaremos un algoritmo para la construccion de ¢y, ..., qs y r, lo que automatica-

mente garantiza su existencia (ver Algoritmo 2). La demostracién de su finitud y resultado

esperado puede consultarse en [1].

Algoritmo 2 Algoritmo de Divisién en K[xq,. .., z,]
» Entrada: fi,..., fs, f € K[z1,...,2,]

= Salida: ¢1,...,qs, 7

g :=0; ...; ¢ :=0; r:=0;

2: pi=f;

3: while p # 0 do

4: 1:=1;

5. division_ocurrida := falso;

6: while 7 < s and division ocurrida = falso do
7 if LT(f;) divide LT(p) then

8: ¢ = ¢, + LT (p)/ LT(f);

9: =p— (LT(p)/ LT(f:)) fi;

10: division_ocurrida := verdadero;
11: else

12: =141,

13: end if

14:  end while

15:  if division_ocurrida = falso then
16: r:=r+LT(p);

17: p:=p—LT(p);

18:  end if

19: end while
20: return qq,...,qs,T;
21: end
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3.3. Ideales monomiales

Para comenzar, definimos los ideales monomiales en K|z, ..., 2,].

Definicién 3.9. Un ideal I C Klzy,...,x,] es un ideal monomial si existe un subcon-
junto A C Z%, (posiblemente infinito) tal que I consiste en todos los polinomios que son

sumas finitas de la forma

Z hax®,

acA
donde h, € Klzy,...,z,|. En este caso, escribimos
I=(E"aeA).

Ejemplo 3.4. Un ejemplo de un ideal monomial esta dado por

I = (x*? 2*y*, 2%°) C K[z, ).

Primero necesitamos caracterizar todos los monomios que pertenecen a un ideal monomial

dado.

Lema 3.5. Sea I = (2 | a € A) un ideal monomial. Entonces un monomio x” pertenece

a I siy solo si x? es divisible por x para algin o € A.

Demostracion.

Si 2” es un multiplo de z® para algin o € A, entonces z” € I por la definicién del
ideal.

Reciprocamente, si 2” € I, entonces
S .
2P = Z hixa(’),
i=1

donde h; € K[x1,...,x,] vy a(i) € A. Si expandimos cada h; como una suma de términos,

obtenemos

S

=3 bt =3 (Z cijxﬁ(i,j)> 20 = 37 ¢, 2800,
i=1 ) J i,J

= =1

Después de agrupar términos del mismo multigrado, cada término en el lado derecho de
la ecuacién es divisible por algtin *®. Por lo tanto, el lado izquierdo, 2, debe tener la

misma propiedad. O

David Villacorta Nicolas 40



3.3 Ideales monomiales

Observacién 3.5. Nétese que z es divisible por 2 exactamente cuando z? = 2 - 27

para algiun 7y € Z%,. Esto es equivalente a # = o + . Por lo tanto, el conjunto
a+Z ={a+y|veZ}

consiste en los exponentes de todos los monomios divisibles por z.
Sea f € K[xy,...,x,]. Mostraremos que determinar si un polinomio f pertenece a un
ideal monomial se puede determinar analizando los monomios de f.

Lema 3.6. Sea I un ideal monomial y sea f € Klxy,...,x,|. Entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

1. fel.

2. Cada monomio de f pertenece a I.

3. f es una combinacion K-lineal de los monomios en I.
Corolario 3.7. Dos ideales monomiales son iguales si y solo si contienen los mismos
monomios.

Nota 3.3. El resultado principal de esta seccion es que todos los ideales monomiales de

K|[zq,...,x,] son finitamente generados.

Teorema 3.8 (Lema de Dickson). Sea [ = (z* | a € A) C Klxy,...,2,] un ideal

monomial. Entonces I puede escribirse en la forma
I=(z2M . o)
donde a(1),...,a(s) € A. En particular, I tiene una base finita.

Nota 3.4. La demostracién de 3.6, 3.7, y 3.8 puede consultarse en [1].

También podemos usar el Lema de Dickson para demostrar el siguiente hecho importante

sobre los 6rdenes monomiales en K|z1, ..., z,].
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Proposicién 3.9. Un ideal monomial I C K|x1,...,z,] tiene una base x°0), ... 2

a(i

con la propiedad de que x*9 no divide a ®VU) para i # j. Ademds, esta base es unica vy

se llama base minima de 1.

Demostracion.

Por el Teorema 3.8, I tiene una base finita que consiste en monomios. Si un monomio en
esta base divide a otro, entonces podemos descartarlo y atin asi tener una base. Repetir

este proceso prueba la existencia de una base minima z®W) ... 2*®).

Para la unicidad, supongamos que 2°M ... 2°®) es una segunda base minima de /. En-

@) ¢ I y el Lema 3.5 implica que #°® | %) para algtn 4. Cambiando a la otra

tonces x
base, £°(® € I implica que 2*9) | 20) para algtin j. Asi, 2*9) | 20 lo cual, por minima-
lidad, implica j = 1, y 21 = 2#® sigue facilmente. Continuando de esta manera, vemos
que la primera base estd contenida en la segunda. Luego, la igualdad sigue al intercambiar

ambas bases. O

3.4. Teorema de la Base de Hilbert y Bases de Groeb-

ner

Una vez que elegimos un érden monomial, cada f € K[z, ..., x,] nonulo tiene un término
lider tinico LT'(f). Entonces para cualquier ideal I, podemos definir su ideal de términos

lideres.

Definicién 3.10. Fijado un orden monomial en K[zy,...,x,], y sea I C K[xq,...,z,
un ideal distinto de {0}. Entonces:

1. Denotamos por LT(I) al conjunto de términos lideres de los elementos no

nulos de I. Asi,

LT(I) = {cx” | existe f € I\ {0} con LT(f) = cx®}.

2. Denotamos por (LT (I)) al ideal generado por los elementos de LT(I).

Observacién 3.6. Si tenemos un conjunto finito de generadores para I, I = (f1,..., fs),
entonces (LT(f1),...,LT(fs)) y (LT(I)) pueden ser ideales diferentes. Es cierto que dado
1<i<s,LT(f;) € LT(I) C (LT(I)) por definicién, lo que implica (LT(f1), ..., LT(fs)) C
(LT(I)). Sin embargo, (LT (1)) puede ser estrictamente mayor.
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Ejemplo 3.5. Para aclarar la observacién anterior, consideremos el siguiente ejemplo.
Sea [ = (fi, f»), donde f; = 2% — 2zy y fo = 2%y — 2y* + x, y usemos el orden grlex en

los monomios de Klz,y]. Entonces

- (2%y = 2¢% + o) —y - (¥ - 20y) = 27,
de modo que 2 = x - fo — y - f1, luego 2 € I. Por lo tanto, z? = LT (x?) € (LT(I)).
Sin embargo, 2% no es divisible por LT(f;) = 2® ni por LT(f,) = z*y, por lo que z* ¢
(LT(f1), LT(f2)) segun el Lema 3.5.

Proposicién 3.10. Sea I C K|xy,...,x,]| un ideal distinto de {0}.

1. (LT(I)) es un ideal monomial.

2. Existen gy, ...,g: € I tales que (LT(I)) = (LT (q1),...,LT(gt))-

Demostracion.

1. Los monomios lideres LM (g) de los elementos g € I\ {0} generan el ideal monomial
(LM(g) | g € I\ {0}). Dado que LM (g) y LT(g) difieren por una constante no
nula, este ideal es igual a (LT(g) | g € I\ {0}) = (LT(I)). Por lo tanto, (LT(I)) es

un ideal monomial.

2. Dado que (LT(I)) es generado por los monomios LM (g) para g € I \ {0}, el Lema
de Dickson nos dice que (LT'(I)) = (LM (¢g1), ..., LM(g:)) para un nimero finito de
elementos ¢1,...,9; € I. Dado que LM (g;) difiere de LT(g;) por una constante no
nula, se deduce que (LT(I)) = (LT(g1),..., LT (g:))-

]

Ahora podemos usar la Proposicion 3.10 y el algoritmo de divisiéon para demostrar la

existencia de un conjunto finito de generadores para todo ideal de polinomios.

Teorema 3.11 (Teorema de la Base de Hilbert). Todo ideal I C K|xy,...,x,] tiene un

conjunto finito de generadores. En otras palabras, I = (g1, ..., g;) para algunos g1, ..., g €
I.

Demostracion.

Si I = {0}, tomamos nuestro conjunto generador como {0}, lo cual es ciertamente finito.
Si I contiene algiin polinomio no nulo, entonces se puede construir un conjunto genera-

dor ¢1,...,g; para I de la siguiente manera: primero seleccionamos un orden monomial
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particular para usar en el algoritmo de division y en el calculo de los términos lideres.
Entonces [ tiene un ideal de términos lideres (LT(I)). Por la Proposicién 3.10, existen
g1, .-, 9: € I tales que (LT(I)) = (LT(¢1),...,LT(¢g:)). Veamos que I = (g1,...,q).

Es claro que (gi1,...,9;) € I ya que cada g; € I. Por otro lado, sea f € I cualquier
polinomio. Si aplicamos el algoritmo de divisién para dividir f por {g¢i, ..., g}, obtenemos

una expresion de la forma

f=qan+ - +aqg+r

donde ninguin término de r es divisible por ninguno de LT(g;), ..., LT(g). Afirmamos que

r = 0. Para ver esto, notemos que

r=f—q¢— - —qgecl

Si r # 0, entonces LT(r) € (LT(I)) = (LT(¢1),...,LT(g:)), y por el Lema 3.5, se deduce
que LT(r) debe ser divisible por alguno de los LT(g;). Esto contradice lo que significa ser

un residuo, y, en consecuencia, r debe ser cero. Por lo tanto,

f=agn+ - +au+0e€ (g, ..,0),

lo que demuestra que I C (g1,...,g)-
]

Observacién 3.7. La base {¢i, ..., g} utilizada en el Teorema 3.11 tiene la propiedad
especial de que (LT(I)) = (LT(g1),...,LT(g:)). Estas bases especiales son las bases de
Groebner, que motivan el desarrollo de este capitulo, y ayudan a construir los algoritmos

de triangulacién que veremos mas adelante. A continuacion, su definicién formal:

Definicién 3.11. Fijado un orden monomial en el anillo de polinomios K|[zy, ..., x,], sea
un subconjunto finito G = {g1,...,¢:} de un ideal I C K|[xzy,...,x,] distinto de {0}. Se

dice que G es una base de Groebner de [ si

(LT(g1), ..., LT(ge)) = (LT(1)).

Observaciéon 3.8. Equivalentemente, aunque de manera mas informal, un conjunto
{g1,---,9:} C I es una base de Groebner de I si y sélo si el término lider de cual-
quier elemento de I es divisible por uno de los LT(g;) (esto se deduce del Lema 3.5, del
algoritmo de division en varias variables, y en particular del hecho de que el resto al dividir

un elemento de I entre una base de Grobner es cero).
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La demostracion del Teorema 3.11 también establece el siguiente resultado.

Corolario 3.12. Fijado un orden monomial. Entonces todo ideal I C K|xy,...,x,)| tiene
una base de Groebner. Ademds, cualquier base de Groebner de un ideal I es una base de
1.

Demostracion.

Dado un ideal no nulo, el conjunto G = {g,..., ¢} construido en la demostracién del
Teorema 3.11 es una base de Groebner por definicién. Para la segunda afirmacién, obser-
vemos que si (LT(I)) = (LT(¢1),...,LT(g:)), entonces el argumento dado en el Teorema
3.11 muestra que I = (g1, ..., q:), por lo que G es una base de I. ]

Concluimos esta seccion con una aplicacion del Teorema de la Base de Hilbert.

Definicién 3.12. Sean [, I3, I3, ... ideales. Una cadena ascendente de ideales es una

secuencia anidada e incremental:

LCIL,CI3C---

El préoximo resultado muestra un fenémeno que ocurre en toda cadena ascendente de

ideales en K[xq,...,x,)].

Teorema 3.13 (Condiciéon de Cadena Ascendente). Sea
LCLCIz3C---
una cadena ascendente de ideales en Klx1,...,x,]. Entonces existe un N > 1 tal que

In=Int1=1Int2=""".

Demostracion.
Dada la cadena ascendente I; C Iy C I3 C ---, consideremos el ideal I = (J;2, I;. Co-
menzamos mostrando que I también es un ideal en K{zy,...,x,]. Primero, 0 € I ya que

0 € I; para cada i. Ahora, si f, g € I, entonces por definicién, f € I; y g € I; para algin i
y j (posiblemente diferentes). Sin pérdida de generalidad, reetiquetamos para que i < j,
entonces tanto f como g estdn en [;. Dado que [; es un ideal, la suma f + g € [}, por lo
tanto, f + g € I. De manera similar, si f € [ y r € K|xy,...,x,], entonces f € I; para
algin ¢, y r- f € I, C I. Por lo tanto, I es un ideal.
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Por el Teorema de la Base de Hilbert, el ideal I debe tener un conjunto generador finito:
I = {f1,...,fs). Sin embargo, cada uno de los generadores estd contenido en alguno de
los I;, digamos f; € I, para algtn j;, ¢« = 1,...,s. Tomamos N como el maximo de los
Ji. Entonces por la definicion de una cadena ascendente, f; € Iy para todos los i. Por lo

tanto, tenemos
[:<f17"-7fs> g[Ng[N+1 g ...CI_

Como resultado, la cadena ascendente se estabiliza con Iy. Todos los ideales subsecuentes

en la cadena son iguales. O
Definicién 3.13. Sea [ C K|zy,...,x,] un ideal. Denotaremos por V(I) el conjunto
V(I)={(a,...,a,) € K"| f(ay,...,a,) =0 para todo f € I}.

Proposicién 3.14. V(I) es una variedad afin. En particular, si I = (f1,..., fs), entonces

V) =V(f1,.--. f5).

Demostracion.

Por el Teorema de la Base de Hilbert, I = (fi, ..., fs) para algin conjunto finito de genera-
dores. Veamos que V(I) = V(f1,..., fs). Primero, dado que f; € I,si f(aq,...,a,) = 0 pa-
ra todo f € I, entonces f;(aq,...,a,) = 0 para todo i. Por lo tanto, V(I) C V(f1,..., fs)-

Por otro lado, sea (ay,...,a,) € V(f1,...,fs) ysea f € I. Dado que I = (f1,..., fs),
f=> hfi
i=1
para algunos h; € K[xq,...,z,]. Entonces

flay,...,a,) = ihi(al, o an) filar, .. ay).
i=1

Como (aq,...,a,) € V(f1,-..,[s), se tiene que f;(ay,...,a,) = 0 para todo i. Por lo
tanto,
flay,...,a,) =0.

Ast, V(fi,..., fs) C V() y, por lo tanto, son iguales. ]
Nota 3.5. Lo interesante de esta proposicion es que muestra que las variedades estan de-

terminadas por los ideales: con unos generadores adecuados del ideal I, podemos entender
la variedad V(I).
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3.5. Propiedades de las Bases de Groebner

Como vimos en la Seccién 3.4, todo ideal no nulo I C K|xzy,...,x,] tiene una base de
Groebner. En esta seccion, estudiaremos las propiedades de las bases de Groebner y apren-
deremos cémo detectar cuando una base dada es una base de Groebner. Empezaremos
mostrando qué comportamiento tiene el algoritmo de division cuando dividimos entre los

elementos de una base de Groebner.

Proposicién 3.15. Sea I C Klxy,...,x,] un ideal y sea G = {g1,...,9:} una base de
Groebner de I. Entonces dado f € Klxy,...,x,], existe un unico r € K[xq,...,x,] con

las siguientes dos propiedades:
(i) Ningin término de r es divisible por ninguno de los LT(g1), ..., LT(g:).
(ii) Existe g € I tal que f =g+r.

En particular, r es el residuo al dividir f por G, sin importar el orden en que los elementos

de G son listados al usar el algoritmo de division.

Demostracion.

El algoritmo de divisién da f = q1g1 + -+ + q:g¢ + r, donde r satisface (i). También

podemos satisfacer (ii) al tomar g = ¢1g1 + - - - + q:g: € I. Esto prueba la existencia de 7.

Para demostrar la unicidad, supongamos que f = g+r = ¢’+7’ también satisface (i) y (ii).
Entonces r—r' = ¢'—g € I, por lo que sir # 1/, entonces LT (r—7") € (LT(¢1), ..., LT(g:)).
Por el Lema 3.5, esto implica que LT (r—7") es divisible por algiin LT(g;). Esto es imposible
porque ningin término de r o ' es divisible por ninguno de LT(¢),...,LT(g;). Por lo

tanto, » — r’ debe ser cero, y se prueba la unicidad.
El resultado final de la proposicién se deduce de la unicidad de r. O

Corolario 3.16. Sea G = {g1, ..., g:} una base de Groebner para un ideal I C K|xy, ..., zy,)
y sea [ € K[xy,...,x,]. Entonces f € I si y solo si el residuo de la division de f por G

€S Cero.

Demostracion.

Si el residuo es cero, entonces ya hemos observado que f € I.
De manera inversa, si f € I, entonces f = f 4 0 satisface las dos condiciones de la

Proposicién 3.15. De esto se sigue que 0 es el residuo de f al dividirlo por G. O
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Usando el Corolario 3.16, obtenemos un algoritmo para resolver el problema de pertenencia
al ideal, dado que conocemos una base de Groebner G para el ideal en cuestién. Solo

necesitamos calcular un residuo con respecto a GG para determinar si f € I.

Definicién 3.14. Dado F' = (fi,..., fs), escribiremos fF para el residuo de la division

de f por F, es decir, el polinomio A en la descomposiciéon:
[ = Z i fr + h,
k=1

donde ningtin término de h es divisible por ningin término lider de los f;.

Observacion 3.9. Realicemos una observacion que se utilizara més adelante, en la Sec-
cién 3.7. Cuando F' es una base de Groebner de un ideal I, el residuo h de la Definicion

3.14 es tinico y se denomina la forma normal de f modulo 1.

Ejemplo 3.6. Por ejemplo, si F' = (z?y — y* 2?y? — y*) C K|z,y|, usando el orden
lexicografico, tenemos que

—F
oy =y’

ya que el algoritmo de divisiéon produce

Py = (2° + ay)(2®y — y*) + 0 - (2'y® — y®) + 2y’

A continuacion, veremos como determinar si un conjunto generador dado de un ideal es
una base de Groebner. Como hemos indicado, el obstaculo para que {f1,..., fs} sea una
base de Groebner es la posible aparicion de combinaciones de los f; cuyos términos lideres
no estan en el ideal generado por LT(f;). Una forma en la que esto puede ocurrir es si los

términos lideres en una combinacién adecuada
(e}
2 fi — ba” f

se cancelan, dejando solo términos mds pequeiios. Por otro lado, 2% f; — bx” f; € I, por lo

que su término lider estd en (LT(1)).
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Definicién 3.15. Sean f,g € K[xq,...,x,] polinomios no nulos.

(1) Si multideg(f) = « y multideg(g) = 3, definimos v = (71,...,7,), donde 7; =
max(ay, §;) para cada i. Llamamos 27 al minimo comin miltiplo de LM(f) y
LM(g), denotado por 27 = mem(LM(f), LM(g)).

(11) El S-polinomio de f y g es la combinacién

x7 x7

() e

Ejemplo 3.7. Sean los polinomios f = z3y* — 22y + x, g = 32y + y* en R|x,y] con el

S(f,9) =

orden grlex. Entonces v = (4,2), y 27 = z'y?

l’4y2 Q34y2
S pr— . —_— .
(f:9) 3, 3aty Y
1
—xf—gyg
1
= 2%y 2 — gy;

Observacién 3.10. Un S-polinomio S(f, g) estd diseriado para cancelar los términos lide-
res. El siguiente lema muestra que toda cancelacion de términos lideres entre polinomios

con el mismo multigrado proviene de la cancelacién que ocurre con los S-polinomios.

Lema 3.17. Supongamos que tenemos una suma > ;_; p;, donde multideg(p;) = € VA
para todo i. Si multideg (327, p;) < 6§, entonces Y.;_, p; es una combinacion lineal, con
coeficientes en K, de los S-polinomios S(pj, i) para 1 < j,1 < s. Ademds, cada S(p;, i)

tiene multigrado < 9.

La demostracién puede consultarse en [1]

Observacion 3.11. Cuando py, ..., p, satisfacen la hipotesis del Lema 3.17, obtenemos
una ecuacién de la forma

Zpi = Z leS<pj>pl)'
=1

gl

Consideremos dénde ocurre la cancelacién. En la suma del lado izquierdo, cada sumando p;
tiene multigrado 9, por lo que la cancelacién ocurre solo después de sumarlos. Sin embargo,
en la suma del lado derecho, cada sumando ¢;;S(p;, p;) tiene multigrado < ¢, por lo que
la cancelacién ya ha ocurrido. Intuitivamente, esto significa que toda cancelacién puede

explicarse mediante S-polinomios.
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Usando S-polinomios, podemos ahora demostrar el criterio de Buchberger para determinar

cuando una base de un ideal es una base de Groebner.

Teorema 3.18 (Criterio de Buchberger). Sea I un ideal de polinomios. Entonces una
base G ={g1,...,9s} de I es una base de Groebner de I si y solo si para todos los pares

i # j, el residuo de la division de S(g;, g;) por G (enumerado en algin orden) es cero.

Demostracion.

Si G es una base de Groebner, entonces dado que S(g;,g;) € I, el residuo de la
divisién de S(g;, gj) por G es cero por el Corolario 3.16.

Sea f € I no nulo. Mostraremos que LT(f) € (LT(¢g1),...,LT(gs)) como sigue.

Escribimos .
f:Zhng, hiEK[Z’l,...,.’En].
i=1

Por el Lema 3.3, se sigue que
multideg(f) < max{multideg(h;g;) | h; # 0}. (3.1)

La estrategia de la demostracion es elegir la representacion mas eficiente de f, lo que

significa que entre todas las expresiones f = 3°!_, h;g;, elegimos una para la cual

d = max{multideg(h;g;) | h; # 0}.
es minimo. El § minimo existe por la propiedad de buen orden de nuestro orden monomial.
Por (3.1), se deduce que multideg(f) < 4.

Si ocurre la igualdad, entonces multideg(f) = multideg(h;g;) para algin i. Esto implica
facilmente que LT(f) es divisible por LT(g;). Entonces LT(f) € (LT(¢1),...,LT(gs)), que

es lo que queremos probar.

Queda por considerar el caso en el que el 6 minimo satisface multideg(f) < 0. Usaremos
G . . ., ..
S(gi,g;) = 0 para i # j para encontrar una nueva expresién para f que disminuya 6.

Esto contradecira la minimalidad de 0 y completara la demostracion.
Dada una expresion
t
[ = Z hig;
i=1

con 0 minimo, comenzamos aislando la parte de la suma donde ocurre la multigrado §:
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f= > higi + > higi

multideg(h;g;)=8 multideg(h;g;)<d
= >, LT(hi)gi+ >, (= LT(hi))gi + > hig (32)
multideg(h;g;)=6 multideg(h;g;)=0 multideg(h;g;)<6

Los monomios que aparecen en la segunda y tercera sumas en la segunda linea tienen
todos multigrado < §. Entonces multideg(f) < ¢ significa que la primera suma en la

segunda linea también tiene multigrado < 9.

La clave para disminuir ¢ es reescribir la primera suma en términos de S-polinomios y

luego usar S(gi, g;)“ = 0 para reescribir los S-polinomios sin cancelacion.

Para expresar la primera suma en la segunda linea de la ecuacién (3.2) usando S-polinomios,

observemos que:
Z LT (hi)gi (3.3)
multideg(h;g;)=0

satisface la hipétesis del Lema 3.17 ya que cada p; = LT(h;)g; tiene multigrado ¢ y la
suma tiene multigrado < §. Por lo tanto, la primera suma es una combinacién lineal con

coeficientes en K de los S-polinomios S(p;, p;)-

S(pi,pj) = 2°779 S(g, 95) (3.4)

donde 27 = mem(LM(g;), LM(g;)).

Por lo tanto, la suma (3.3) es una combinacién lineal de #°~745(g;, g;) para ciertos pares
(4,7). Consideremos uno de estos S-polinomios S(g;, g;). Dado que S(gi,g;)¢ = 0, el

algoritmo de divisiéon da una expresion

t
S(9i,97) = D_ A, (3.5)
=1
donde A; € K[z1,...,2,] y
multideg(A4;g;) < multideg(S(g;, 9;)), (3.6)
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cuando A;g; # 0. Multiplicando ambos lados de (3.5) por z°~%4, obtenemos

t
Ia_%j‘s(giugj) = ZBlgh (37)
=1

donde B; = %774 A;. Luego, (3.6) implica que cuando B;g; # 0, tenemos

multideg(B;g;) < multideg(z° 7 S(g;, g;)) < 9, (3.8)
ya que LT(S(g;, g;)) < mem(LM(g;), LM(g;)) = 7.

> LT(hi)g: = ZT:Blgz (3.9)

multideg(h;g;)=0

con la propiedad de que cuando B, g1 # 0, tenemos

multideg(B,g;) < 0. (3.10)

Sustituyendo (3.9) en la segunda linea de (3.3), obtenemos una expresién para f como
una combinacion polinémica de los g;, donde todos los términos tienen multigrado < 4.

Esto contradice la minimalidad de § y completa la demostracion del teorema.

Nota 3.6. El criterio de Buchberger dado en el Teorema 3.18 es uno de los resultados
clave sobre bases de Groebner. Hemos visto que las bases de Groebner tienen propiedades
interesantes, pero hasta ahora ha sido dificil determinar si una base de un ideal es una
base de Groebner. Usando el criterio de Buchberger, es facil mostrar si una base dada
es una base de Groebner. Ademas, en la Secciéon 3.6 veremos que el criterio del par-S

también conduce a un algoritmo para calcular bases de Groebner.

Ejemplo 3.8. Como ejemplo de cémo usar el Teorema 3.18, consideremos el ideal I =

2 2

(y — 2%,z — 23) en R3. Afirmamos que G = {y — 2?, 2 — 23} es una base de Groebner para

el orden lexicografico. Para probar esto, consideremos el S-polinomio

Sy —a*z—12°) = %(y — %) — %(z — %) = —z2® + y2®.
Yy z
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Usando el algoritmo de divisién, encontramos que

—zx? +yr® =2 (y — 2*) + (—2*) - (2 — 2°) + 0,

por lo que S(y — 22,z — x3)G = 0. Asi, por el Teorema 3.18, G es una base de Groebner

para 1.

3.6. Algoritmo de Buchberger

En el Corolario 3.12, vimos que todo ideal en K[z, ..., x,] tiene una base de Groebner.
Sin embargo, la demostracion no era constructiva en el sentido de que no nos indicaba
c6mo producir la base de Groebner. Por lo tanto, dado un ideal I C K|z, ..., x,], ahora

vamos a tratar la cuestion de construir una base de Groebner para I.

Ejemplo 3.9. Consideremos el anillo Q[z,y] con orden lexicografico graduado (grlex
order), y sea I = (fy, f2) = (3 —2zy, 2%y — 2y* + ). En el Ejemplo 3.5 vimos que {f1, f2}
no es una base de Groebner para I ya que LT(S(f1, f2)) = —22 ¢ (LT(f1), LT(f2)).

Para construir una base de Groebner, una idea natural es intentar extender el conjunto
generador original anadiendo mas polinomios en . Por lo visto en la Secciéon 3.5, podemos
afiadir S-polinomios. Tenemos S(fy, fo) = —? € I, y su residuo al dividir por F' = (fy, f»)
es —x2, que no es cero. Por lo tanto, debemos incluir ese residuo en nuestro conjunto
generador como un nuevo generador f3 = —x?. Si definimos F' = (fy, fo, f3), podemos
usar el Criterio de Buchberger para comprobar si este nuevo conjunto es una base de

Groebner para I. Calculamos:

S(fi, f2) = f3, por lo que S(f1, f) =0,
S(f1, f3) = (2* — 2zy) — (—x)(—2?) = —2wy, pero S(fl,fg)F = —2xy # 0.

Por lo tanto, debemos anadir f; = —2zy a nuestro conjunto generador. Si definimos

F= (f17f27f3>f4>7 entonces:
S f2) =0,

S(.fb fS) - Oa
S(fi, f1) = y(a® — 2zy) — (—;)xz(—%y) — —213% = yf1, por lo que S(fi, f1) =0,

S(f2, f3) = (2%y — 2y* + 2) — (—y)(—2?) = —2y* + 2, pero S(fz,fg)F =2+ #0.
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Por lo tanto, también afiadimos f5 = —2y?+2 a nuestro conjunto generador. Al establecer

F = (f1, f, f3, [, [5), se puede comprobar que

S(fi,fj)F =0 paratodo1<i<j<b5.

Por el Criterio de Buchberger, se deduce que una base de Groebner en orden lexicografico

graduado (grlez order) para I esta dada por:

{fh f27 f37f47 f5} - {IS - Ql’y,l’Qy - 2y2 + x, —1'2, _21'% _2y2 + I’}

Observacion 3.12. El ejemplo anterior sugiere que, en general, se debe intentar exten-
der una base F' a una base de Groebner anadiendo sucesivamente los residuos no nulos
——F

S(fi, f;) a F.Estaidea conduce al siguiente algoritmo, debido al criterio de Buchberger,

para calcular una base de Groebner.

Teorema 3.19 (Algoritmo de Buchberger). Sea I = (fi,...,fs) # {0} un ideal de
polinomios. Entonces una base de Groebner para I puede construirse en un numero finito

de pasos utilizando el siguiente algoritmo:

Algoritmo 3 Algoritmo de Buchberger
» Entrada: F ={f1,..., fs}

» Salida: Una base de Groebner G = {gy,...,¢:} para I, con F C G

: G :=F;
repeat
G =G,
for cada par {p,q}, p # ¢ en G’ do

r=5p.q) ;
if » # 0 then
G:=GU{r}
end if
end for

until G = G

: return G,

: end

— = =

Demostracion.

Comenzamos con algunas notaciones. Si G = {gi, ..., ¢:}, entonces (G) y (LT(G)) deno-

taran los siguientes ideales:

(G)=(g1,---,9:), (LT(G)) = (LT(gn),...,LT(gs))-
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Pasando a la demostracion del teorema, primero veamos que G C [ se cumple en cada
etapa del algoritmo. Esto es cierto inicialmente, y cada vez que ampliamos G, lo hacemos
anadiendo el residuo r = WGI para p,q € G' C G. Asi, si G C I, entonces p,q € 1 v,
por lo tanto, S(p,q) € I. Ademés, como estamos dividiendo por G’ C I, obtenemos que
G U {r} C I. También notamos que G contiene la base inicial F' de I, por lo que G es
efectivamente una base de I.

!

El algoritmo termina cuando G' = G’, lo que significa que r = S(p, q)G = 0 para todos
p,q € G. Porlo tanto, G es una base de Groebner de (G) = I por el Criterio de Buchberger.

Queda por demostrar que el algoritmo termina. Necesitamos considerar lo que ocurre
después de cada iteracion del bucle principal. El conjunto G consiste en G’ (el G antiguo)

junto con los residuos no nulos de los S-polinomios de los elementos de G'. Entonces:

(LT(GY)) € (LT(G)), (3.11)

ya que G C G. Ademés, si G' # @, afirmamos que (LT(G')) es estrictamente menor
que (LT(G)). Para ver esto, supongamos que un residuo no nulo r de un S-polinomio ha
sido anadido a G. Como r es un residuo tras dividir por G’, LT(r) no es divisible por los
términos lideres de los elementos de G’, y por lo tanto LT (r) ¢ (LT(G’)) por el Lema 3.5.
Sin embargo, LT(r) € (LT(G)), lo que prueba nuestra afirmacién.

Por (3.11), los ideales (LT(G’)) de iteraciones sucesivas del bucle forman una cadena
ascendente de ideales en K|xy,...,z,|. Asi, el Teorema 3.13 (Condicién de Cadena

Ascendente) implica que, tras un ndmero finito de iteraciones, la cadena se estabiliza,
de modo que (LT(G')) = (LT(G)), lo cual debe ocurrir eventualmente. Por el péarrafo
anterior, esto implica que G' = G, de modo que el algoritmo debe terminar después de

un numero finito de pasos.

Observacién 3.13. Tomados en conjunto, el Criterio de Buchberger (Teorema 3.18) y
el algoritmo de Buchberger (Teorema 3.19) proporcionan una base algoritmica para la
teoria de las bases de Groebner.

/

Observacién 3.14. Notemos (como una mejora) que una vez que un residuo S(p, q)G =
0, este residuo permanecerd cero incluso si anadimos més elementos al conjunto generador
G'. Por lo tanto, no hay razén para volver a calcular esos residuos en iteraciones posteriores
del bucle principal. De hecho, si anadimos nuestros nuevos generadores f; uno a la vez,

los tnicos residuos que necesitan ser comprobados son S(f;, fj) donde ¢ < j — 1. Las
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bases de Groebner calculadas utilizando el algoritmo del Teorema 3.19 a menudo son
mas grandes de lo necesario. Podemos entonces eliminar algunos generadores innecesarios

utilizando el siguiente resultado.

Lema 3.20. Sea G una base de Groebner de I C K[xy,...,x,]. Sea p € G un polinomio
tal que LT (p) € (LT(G \ {p})). Entonces G \ {p} también es una base de Groebner para
1.

Demostracion.

Sabemos que (LT(G)) = (LT(I)). Si LT(p) € (LT(G \ {p})), entonces tenemos (LT(G \
{p})) = (LT(G)). Por definicién, se deduce que G \ {p} también es una base de Groebner
para [. ]

Observacion 3.15. Podemos construir una base de Groebner minima para un ideal no
nulo dado aplicando el algoritmo del Teorema 3.19 y luego utilizando el Lema 3.20 para

eliminar cualquier generador innecesario que haya podido ser incluido.

Ejemplo 3.10. Para ilustrar este procedimiento, retomamos el ideal I = (f, fo) =

(23 — 2xy, 2%y — 2y* + x). Usando el orden grlez, encontramos la base de Groebner

fi=2* =2y, fo=2"y—2"+x, fi=-2 [fi=-2xy, [fi=-2"+u

Dado que algunos de los coeficientes principales son distintos de 1, el primer paso es
multiplicar los generadores por constantes adecuadas para que esto sea cierto. Entonces

observamos que

LT(f,) = 2® = —x - LT(f3).

Por el Lema 3.20, podemos prescindir de f; en la base de Groebner minima. De manera
similar, dado que
LT(f2) = a*y = —(1/2)x - LT(f),

también podemos eliminar f;. No hay mas casos donde el término lider de un generador

divida el término lider de otro generador.

Por lo tanto:
f3 = x27 f4 =Y, f5 = y2 - (1/2)x

es una base de Groebner minima para I.

Cuando G es una base de Groebner minima, los términos lideres LT(p), p € G, forman

la tinica base minima de (LT(7)) por la Proposicion 3.9. Sin embargo, el ideal original I
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puede tener muchas bases de Groebner minimas. Por ejemplo, en el ideal que consideramos

arriba,

f3:x2+a$y7 f4:‘ry7 f5:y2_(1/2)x

es una base de Groebner minima para I, donde a € Q es una constante. Esto ilustra que
las bases de Groebner minimas no son necesariamente tinicas. Afortunadamente, podemos

identificar una base minima que es mejor que las demas.

Definicién 3.16. Una base de Groebner reducida para un ideal de polinomios I es

una base de Groebner G para [ tal que:

(i) LC(p) = 1 para todo p € G.

(ii) Para todo p € G, ningin monomio de p pertenece a (LT(G \ {p})).

En general, las bases de Groebner reducidas tienen la siguiente propiedad interesante.

Teorema 3.21. Sea I # {0} un ideal de polinomios. Entonces para un orden monomial

dado, I tiene una base de Groebner reducida, y dicha base de Groebner reducida es unica.

Observacién 3.16. Antes de comenzar la demostracion realicemos una observacion. Co-
mo mencionamos anteriormente, todas las bases de Groebner minimas de [ tienen los
mismos términos lideres. Sea G una base de Groebner minima para I. Decimos que g € G
estd totalmente reducido en G si ningtin monomio de g pertenece a LT(G \ {g}). Ob-
servemos que g esta totalmente reducido para cualquier otra base de Groebner minima G’

de I que contenga g, ya que GG’ y G tienen los mismos términos lideres.

Demostracion.

Ahora, dado g € G, definamos ¢’ = g%\ y sea G’ = (G \ {g}) U {¢'}. Afirmamos que
G’ es una base de Groebner minima de I. Para demostrar esto, primero observemos que
LT(¢g') = LT(g), ya que al dividir g por G \ {g}, LT(g) pasa al término restante, pues no
es divisible por ningtin elemento de LT(G \ {g¢}). Esto implica que (LT(G")) = (LT(G)).
Como G’ esté claramente contenido en I, concluimos que G’ es una base de Groebner y
que es minima, por construccién. Finalmente, notemos que ¢’ esta totalmente reducido en

G’ por construccién.

Ahora, tomemos los elementos de G y apliquemos el proceso anterior hasta que todos

estén totalmente reducidos. La base de Groebner puede cambiar durante el proceso, pero
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la Observacion 3.16 muestra que una vez que un elemento esta totalmente reducido, per-
manece totalmente reducido porque nunca cambiamos los términos lideres. De este modo,

obtenemos una base de Groebner reducida.

Para demostrar la unicidad, supongamos que G y G son bases de Groebner reducidas
para I. En particular, G y G son bases de Groebner minimas y, por lo tanto, tienen los
mismos términos lideres, es decir, LT(G) = LT(G). Asi, dado g € G, existe § € G tal que
LT(g) = LT(§). Si podemos demostrar que g = §, se sigue que G = Gy la unicidad queda

demostrada.

Para probar que g = g, consideremos g — g. Este elemento pertenece a I y, como G es una
base de Groebner, se sigue que HG = 0. Pero también sabemos que LT (g) = LT(g). En
consecuencia, estos términos se cancelan en g — g y los términos restantes no son divisibles
por ningtin elemento de LT(G) = LT(G), ya que G y G son reducidas. Esto muestra que

qg— gG =g — g,y por lo tanto g — g = 0, lo que completa la demostracion. O

Para concluir esta seccion, indicaremos brevemente algunas de las conexiones entre el
algoritmo de Buchberger y la reduccién por filas (eliminacién Gaussiana) para sistemas de
ecuaciones lineales. El hecho interesante aqui es que, como advertiamos en la introduccion,
el algoritmo de reduccion por filas es esencialmente un caso particular de triangulacion

de sistemas de ecuaciones.

Ejemplo 3.11. Consideremos el sistema de ecuaciones lineales siguiente:

3r — 6y — 2z =0,
20 — 4y + 4w =0, (3.12)

r—2y—z—w=0.

La matriz de coeficientes del sistema es

3 -6 -2 0
2 -4 0 4 (3.13)
1 -2 -1 -1

Si usamos operaciones por filas en la matriz de coeficientes para ponerla en forma escalo-

nada, obtenemos la matriz:

1 -2 -1 -1
00 1 3 (3.14)
00 0 0
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Para obtener una matriz escalonada reducida por filas necesitamos asegurarnos de que

cada 1 principal sea la tinica entrada no nula en su columna. Esto conduce a la matriz:

(3.15)

o O =
o O

[ =)
S W N

Para traducir estos calculos al algebra, sea I el ideal

I'=8x—6y—2z 2v—4y+4w, v —2y —z —w) C K|x,y, 2z, w]

correspondiente al sistema de ecuaciones original. Usaremos el orden lexicografico con
x >y > z > w. Las formas lineales determinadas por la matriz escalonada por filas (3.14)

dan una base de Groebner minima

I={(x—-2y—2z—w, z+ 3w),

y la matriz escalonada reducida por filas (3.15) da la base de Groebner reducida

I ={(zx—2y+2w, z+ 3w).

Observaciéon 3.17. Recordemos de algebra lineal que toda matriz puede ponerse en
forma escalonada reducida por filas de manera tnica. Esto puede considerarse como un

caso particular de la unicidad de las bases de Groebner reducidas.

3.7. Cambio de Orden

Como se menciond tras la Definicién 3.7, de orden lexicografico graduado inverso, se ha
demostrado que, para algunas operaciones, este orden es el mas eficiente para realizar
calculos. Dado que, como veremos mas adelante, los dos algoritmos de triangulacion es-
tudiados parten de una base de Groebner con el orden lexicografico, una idea interesante
serfa realizar los calculos con la base del orden lexicografico graduado inverso, y a con-
tinuacion cambiar a la base del orden lexicografico para poder aplicar dichos algoritmos.
Esta seccion tiene como objetivo estudiar este cambio de orden, presentando un algoritmo
eficiente para la transformacién de una base de Groebner de un ideal con respecto a un

orden dado en una base de Groebner con respecto a otro orden cualquiera.
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Definicién 3.17. Consideraremos un ideal I en K|[zy, ..., x,] dado por su base de Groeb-
ner GG con respecto a algiin orden admisible. Diremos que f € K[xy,...,z,] estd reducido
por G o en forma normal con respecto a G si ningin elemento g € G tiene un término

lider que divida cualquier término de f

Definicién 3.18. Llamamos algoritmo de reduccion al algoritmo que calcula la forma
normal de un polinomio dado f, definida en la Observacion 3.9.

Consideraremos un ideal de dimensién cero, es decir, un ideal I tal que el conjunto de

ceros comunes de los polinomios en [ es finito (consultar la Observacién 2.5)

Definicién 3.19. Dado un ideal de dimensién cero I en K[zy,...,2z,] y (G, <) una base
de Groebner reducida para I, llamaremos base natural determinada por G del espacio
vectorial cociente K[zy,...,x,]/I, a la base B(G) cuyos elementos son los monomios
reducidos con respecto a G. Denotaremos por D(I) la dimensién del espacio vectorial

cociente K[xq,...,x,]/I.

Definicién 3.20. Sea B(G) la base natural para K[z,...,x,]/I, definimos
M(G)={x;b|be B(G), 1 <i<n, x;b ¢ B(G)}

como el borde de G.

La siguiente proposicién caracteriza los elementos de M (G).

Proposicién 3.22. Sea I un ideal de dimension cero, (G, <) la base de Groebner reducida
con respecto a un orden admisible <, y B(G) la base natural de K|xy,...,x,]/I. Entonces
para cada elemento m € M(G), se cumple ezactamente una de las siguientes condiciones:

(i) Para cada x; que divide a m, tenemos m/x; € B(G).

(1) m = x;my, para algin j y algin my, € M(G).

Demostracion.

(1) Esto se deduce inmediatamente de las definiciones de base de Grobner reducida y de

B(G).

(it) Sea z; tal que z; divide a m y m/x; ¢ B(G). Entonces my, = m/x; € M(G). De
hecho, como m = x;my = x;b tenemos que ¢ # j y my/x; = b/z; € B(G), porque B(G)

es cerrada bajo divisién, por definicién. Por tanto, my = z;(b/z;) € M(G). O
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Definicién 3.21. Sea I, (G, <) y B(G) como en la Proposicién 3.22.
Definimos T(G) = (t;jx) como el tensor de dimensién n x D(I) x D(I) donde cada

tijk es la j-ésima coordenada con respecto a B(G) de la reduccién por G del elemento
z;be (b € B(G)):

Proposicion 3.23. Para calcular T(G), son suficientes O(nD(I)3) operaciones aritmé-

ticas.

La demostracién puede consultarse en [9].

3.7.1. Algoritmo de Cambio de Orden

Presentamos en esta subseccion el algoritmo para el cambio de orden.

Proposiciéon 3.24. Sea I un ideal de dimension cero y (Gy,<1) la base de Groebner
reducida con respecto a un orden admisible <i. Dado un orden diferente <s, es posible
construir la base de Groebner (Go,<s3) con respecto al orden <y wutilizando O(nD(I)?)

operaciones aritméticas.

Demostracion.

A partir de (G4, <1), podemos construir B(G1) = {a1,...,apmn}, M(G1) y T(G1) como
en la seccion anterior. Queremos encontrar los elementos de B(G3) y (Ga, <3). Por esta
razon, construiremos una matriz C' que contendra en la columna i-ésima las coordenadas

de cada elemento b; € B(G3) con respecto a B(G).

Comenzamos con B(Gs) := {1} y M(G2) := 0 para construir iterativamente la nueva
base (el polinomio 1 pertenece a B(Gs)). Consideramos m = min,{z;b; | 1 < j <n, b; €
B(Gy), z;b; ¢ B(G3) U M(G3)}. Pueden surgir tres casos:

1. m es el término lider de algtin g, para algin g que debe ser insertado en Gs.

2. m debe ser insertado en B(GY).

3. m debe ser insertado en M (Gs), pero m es un multiplo del término lider de algin

g en Go.

Podemos verificar facilmente si se cumple el tercer caso: el término lider de g es estricta-

mente menor que m para cualquier orden admisible y ya ha sido insertado en M (G5).
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Por lo tanto, nos queda considerar los casos 1 o 2. Dado que, por construccion, m = x;b;,

podemos calcular sus coordenadas ¢(m);, con respecto a B(G) utilizando la matriz C' y
T(Gy) = (tin):

m = x;b; = ;Y Criar = Y Cri(Tiak) = D Chi Y Linkan
K K K h

— zh: (zk: tjhkcki> ap =Y c(m)ap.

h

En este punto, si el vector ¢(m) es linealmente independiente de los vectores en ', estamos
en el caso 2 y hemos encontrado un nuevo monomio m € B(Gs); de lo contrario, la relacion

de dependencia proporciona un nuevo elemento g € Gb.

Apoyandonos en la Proposicién 3.23 es sencillo ver que toda la construccién requiere
O(nD(I)?) operaciones. Y de hecho, el cdlculo de ¢(m) implica solo el producto de una
matriz por un vector de tamano D([). Sise mantiene una forma escalonada de la matriz C,

para probar independencia lineal e incrementar C, solo se necesitan O(D(I)?) operaciones.

]

Describimos ahora un algoritmo que implementa la construccion de la proposicién anterior
(ver Algoritmo 4). La subfuncién FormaNormal es el algoritmo de reduccién definido
previamente. En [9] se puede consultar la demostracion la correccién del Algoritmo 4

(finitud y resultado esperado).
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Algoritmo 4 Algoritmo de Cambio de Orden

= Entrada: < un nuevo orden admisible.
base Antigua, una base de Groebner de un ideal de dimension cero con respecto a un
orden dado.

= Salida: baseNueva, la base de Groebner reducida del ideal generado por base Antigua
con respecto al orden <.

» Subfunciones:

o FormaNormal(polinomio): Devuelve la forma reducida de polinomio con res-

pecto a baseAntigua.

SiguienteMonomio: Elimina el primer elemento de listaSiguientes y lo devuelve;
devuelve nil si la lista esta vacia.

InsertarSiguientes(monomio): Agrega a listaSiguientes los productos de mono-
mio con todas las variables, ordena esta lista en orden creciente segin <, y
elimina duplicados.

o cons(elemento, conjunto): Inserta el elemento dentro del conjunto.

» Variables locales:

— = =
o9

— = =

16:

escalera := []: Lista de monomios principales de los elementos de baseNueva.

baseMonomios := [|: Lista de pares [a;, b;], donde a; son monomios en forma
normal respecto a baseNueva y b; = FormaNormal(a;). Elegimos elementos de
cada par con los selectores first y second.

listaSiguientes := []: Lista de “siguientes” monomios a considerar, ordenados
crecientemente segin <.

. baseMonomios := []; baseNueva := [|; escalera := [];
. listaSiguientes := [|; monomio := 1;
while monomio # nil do
if monomio no es un multiplo de algtin elemento de escalera then
vector := FormaNormal(monomio);
if existe una relacion lineal vector + Y-, cpaseonomios Ao * S€cond(v) = 0 then

pol := monomio + >_v€baseMonomios Ay - ﬁTSt(U);
baseNueva := cons(pol, baseNueva);
escalera ;= cons(monomio, escalera);

else

baseMonomios := cons([monomio, vector]|, baseMonomios);

InsertarSiguientes(monomio);
end if
end if
monomio := SiquienteMonomio();
end while

17: return baseNueva;

18:

end
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Capitulo 4
Algoritmo de Lazard

4.1. Introduccion

En este capitulo se estudiara el algoritmo de Lazard en el contexto de Triangulacién de
Sistemas de Ecuaciones Algebraicas, propuesto por Daniel Lazard en [13]. El algoritmo
de Lazard parte de una base de Groebner con el orden lexicografico (en el Capitulo 3
se estudié como obtenerla), y transforma el sistema de ecuaciones en un nimero finito
de sistemas triangulares. La solucion del sistema original serd la union de las soluciones
de todos estos sistemas triangulares. En este capitulo nos enfocaremos en sistemas de
dimension cero, representando sus soluciones mediante una forma triangular de polino-
mios. Ademas, demostraremos que las bases triangulares son utiles para representar estas

soluciones, conectandolas con las bases de Groebner estudiadas en el Capitulo 3.

A continuacién, mostraremos cémo los resultados de los algoritmos clasicos no son del
todo satisfactorios. Primero compararemos los resultados de un calculo de base de Groeb-
ner (para dos ordenes diferentes) y del algoritmo de Wu Wen-Tsiin (consultar [16]) con
el resultado simple que seria la soluciéon natural de un solver (programa o algoritmo que

resuelve sistemas de ecuaciones y devuelve sus soluciones).
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Ejemplo 4.1. Consideremos el siguiente conjunto de polinomios (que se convierte en un

sistema de ecuaciones al igualarlos a cero):

rT+y+z+w,
Ty +yz + 2w + we,
v (4.1)
TYZ + Yzw + 2wr + wry,
zyzw — 1.
Para el orden lexicografico, su base de Groebner es
rT+y+z+w,
y? + 2yw + w?,
2z —yw + 22wt + 2w — 2w?,
ey (4.2)
yw' —y +w’ —w,
2w? + 22w — 2z — w,
228 — 22w? — wt + 1.
Para el orden lexicografico graduado, la base es
rT+y+z+w,
y? + 2yw + w?,
y222 4 22w — yw? — wd,
yzw? + 22w? — yw? + 2w® — wt — 1, (4.3)

ywt +w® —y —w,

22wt +yz — yw + 2w — 2w?,

2w? + 22w — 2 — w.
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El resultado del algoritmo de Wu Wen-Tstin es:

if 2?(y* —2*)#0 then
(wHz+y+z, (V¥ —2*)z+ay® — 2, —2%y* + (2* — 1)y* — 2?),
else if — 2%y +2® #0 then
(w+z+y+z, (—oy? +2°)z—2®y+1, y* — 22, —2®+ 22 — 1), (4.4)
else if —2? #0 then
(w4 z+y+z, —22 =222 —2% —2?y+a23 —2®+2),

else 1.

Las soluciones (4.2) y (4.4) son suficientemente triangulares y permiten obtener solucio-
nes numéricas asignando sucesivamente valores a las variables. Pero el resultado podria
obtenerse de manera mas simple: no es dificil demostrar que el ideal generado por los

polinomios de (4.1) es la interseccién de los tres ideales

(x+ 2,y +w, 2*w? — 1),
(x—i—y+2w, (y+w)2,z - waw4 - 1)7 (45)
(x —w,y+ 2+ 2w, (z + w)*, w' —1).

Aun maés simple, podemos observar que el segundo polinomio de (4.2) es un cuadrado;

anadiendo su raiz cuadrada y 4+ w, obtenemos como nueva base de Groebner

(+ 2,y +w,2*w? — 1) (4.6)

la cual genera el radical del ideal definido por (4.1) (consultar Definicién 5.1).

Observacion 4.1. Los elementos de (4.5) y (4.6) son ideales triangulares en el sentido
de que la i-ésima variable solo puede aparecer en los primeros i polinomios. Como se
comenté en la introduccién del capitulo, mostraremos que cada sistema de dimension
cero puede resolverse como una union finita de tales ideales triangulares y detallaremos

coOmo encontrar dichas descomposiciones.

David Villacorta Nicolas 67



CAPITULO 4. ALGORITMO DE LAZARD

Ejemplo 4.2. Demos ahora un ejemplo algo mas complejo, el mismo que antes pero con

una variable adicional:

rT+y+z+w+o,
Ty + Yz + zw + wu + vx,
ryz + yzw + 2w + vy + wrv, (4.7)

TYZW + YZWU + ZwWuT + wury + vryz,

ryzvw — 1.

Este sistema tiene 70 soluciones que no son inmediatas de calcular. En forma triangular,

las soluciones son

(° =1, y* + o’ + 2% + Py + 2, 2 — 2, w— 2%,

v+ 23y +atyt oy + o) 20 soluciones

5

2’ =1, y—x, z—x, w+3zw+ 2%, v+w+ 37) 10 soluciones

( )
( )

5 2 2 :
=1, y—=x, 2°+3zvz+2°, w+ z+ 3z, v—1) (10 soluciones)
( )

2®—1, y* +3vy+2% 2 +y+32, w—2, v— 1) 10 soluciones (4.8)

(
(
(
(

210 4+ 1232° 4+ 1, 55y + 2 4 1442, 552 + 2% + 144z,

55w + 2° + 144z, 55v + 2% + 144x7) (10 soluciones)
(2" +1232° + 1, 55y — 32% — 377z, 552 + 2% + 144z,
55w + 2% + 144z, 55v + 2% + 144x) (10 soluciones)

Observacion 4.2. Los cinco grupos de 10 soluciones son las cinco permutaciones circu-

lares de soluciones de la forma

(z,2, 2,27, —x(r +3)) donde 2°=1yr*+3r+1=0. (4.9)
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4.2. Ideales Triangulares

Se acaba de mostrar que las soluciones simples y ttiles son triangulares. Daremos un
significado preciso a esto. Consideramos sistemas con un ntmero finito de soluciones en

n variables x1,...,x, y las ordenamos de tal manera que
T < To < -+ < Ty.

Definicién 4.1. La wvariable principal de un polinomio es la mayor variable (segin el

orden anterior) que aparece en él.

Definicién 4.2. Un conjunto de n polinomios es triangular si la variable principal del
1-ésimo polinomio es x; para ¢ = 1,...,n y si dicho polinomio es ménico como polinomio

en r;.

Definicién 4.3. El grado de un conjunto triangular es el producto de los grados (en sus

variables principales) de sus polinomios.

Proposicion 4.1. Si K es un cuerpo, cualquier ideal mazimal en K|[Xy,...,X,] tiene

un sistema de generadores triangular.

Demostracion.

Sea I un ideal maximal y A el cuerpo K[Xj,...,X,]/I. Denotemos por z; la imagen de
X; en Ay por A; = K(z1,...,x;) el subcuerpo de A generado por (x1,...,z;). Entonces
A; = Ai_1(z;) es una extension algebraica simple (como A, al ser un anillo finitamente
generado, es una extensioén algebraica de K). Sea P; el polinomio minimo ménico de x;,
con coeficientes en A; 1, entonces tenemos A; = A;_1[z;]/P; y los elementos de A; son
polinomios en X; de grado menor que el grado de P;. Razonando de manera recursiva,
A=Klxy,...,2,)/(P,...,P,) y que P; es un polinomio en x1,...,2; que es ménico en

X;. [l

Proposicion 4.2. Todo sistema con un nimero finito de soluciones (en un cierre alge-

braico de K ) es equivalente a la union de un nimero finito de sistemas triangulares.

Demostracion.

Sea [ el ideal generado por los polinomios del sistema. La hipotesis implica que I es de
dimension cero y, por el Teorema de los Ceros de Hilbert, que su radical es una interseccion
de ideales maximales (consultar la seccion “ Nullstellensatz” en [8]). Por lo tanto, los ceros
del sistema son ceros de uno de estos ideales maximales, y la conclusion se deduce de la

Proposicion 4.1. O
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Proposicién 4.3. Sea (Py,...,P,) un conjunto triangular de polinomios. Sea Q1 un

factor irreducible de Py, Ay el cuerpo Klx1]/Q1; sea Qo un factor irreducible de Py en

Aqlzo] y Ag el cuerpo Ay|xs]/Q2, y asi sucesivamente. El conjunto (Qq,...,Q,) genera
un ideal mazximal que contiene (Pi, ..., B,), y el conjunto de ceros comunes de los P; es
la union de los conjuntos de ceros comunes de todos los (Q1,...,Qn).

Demostracion.

Dado que P; es monico en 1, se puede factorizar en K[zi] como producto de factores
irreducibles P, = Q1Q) - --ng). Cada factor irreducible @) define un ideal primo en

K|[z1], y el cuerpo cociente correspondiente es A; = K|x1]/Q;.

De forma similar, P, es ménico en x5 y puede escribirse en A; [z3] como Py = Q2Q)) - - - ng),
donde cada @ es irreducible. El cuerpo cociente Ay = A;[xs]/Q9 esté bien definido, y el

proceso contintia para cada ¢ = 1,...,n, generando Q); y A;.

El conjunto (Q1,...,Q,) genera un ideal maximal en K{zi,...,x,], ya que cada Q; es
irreducible y moénico en x;, y cada A; es una extensiéon algebraica de A;_;. Ademas,

(Q1,...,Q,) contiene (Py, ..., P,) porque los Q); son factores de los P;.

El conjunto de ceros comunes de los P; es la unién de los conjuntos de ceros comunes de
los (@1, . ..,Qn), ya que las soluciones de P; = 0 se distribuyen entre las soluciones de sus
factores irreducibles. Esto se sigue de la estructura triangular del sistema, que asegura que
las variables se puedan resolver sucesivamente, primero para xq, luego para x, en funciéon

de x1, y asi sucesivamente hasta x,,. O

Asi, dado un conjunto triangular de polinomios, encontrar los ideales maximales que lo

contienen equivale a la factorizacion en extensiones algebraicas.

4.3. Calculo Médulo Ideales Triangulares

Calcular numéricamente los ceros comunes de un conjunto triangular consiste en resol-
ver polinomios moénicos obtenidos sucesivamente al sustituir las variables por las raices
de los polinomios precedentes. Esta resolucién es un ejemplo de calculo con conjuntos
triangulares de polinomios. Mostraremos a continuacién otros calculos con una observa-
cién realizada por Dominique Duval y Claire Dicrescenzo en diferentes contribuciones
académicas ([4], [5], [6], [7])-

Observacién 4.3. Sea P = {Py,..., P,} un conjunto triangular en K|[zy,...,z,]. No-

temos que para cada 1 < k < n, Pj,..., Py es un conjunto triangular en K[xq,...,x].
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Sea Ay = Klx1,...,2x]/(Px,. .., P:). Pey1 puede considerarse como un polinomio en
Aglzria], v Aggr es isomorfo a Ag[xgy1]/Pry1.- Como vimos en la Proposicién 4.3, A, es

un cuerpo si Py es irreducible en Ag[xgi1].

El célculo en Ay es sencillo y esta implementado en la mayoria de los sistemas algebraicos
computacionales: los elementos de Ay se representan como polinomios en zq,...,xz, de
grado en z; menor que el grado de Py (en zy), para k = 1,...,n. Dividir por P no
presenta problema, y la multiplicacion en A, es un producto de polinomios seguido de

divisiones por P,, P,_1,..., P;.

La inversion en A,, (cuando es un cuerpo) se realiza del siguiente modo: si @), elemento de
A, es un polinomio con z, como variable principal, se calcula el maximo comun divisor

extendido de Q y Py en Ap_1[zx] (esto necesita inversiones en Aj_1). El resultado es:
D=QR+ PS,

donde si D = 1, entonces R es el inverso de Q); si D = Py, entonces P, divide a Q) y
@@ = 0 no es invertible en A;. No hay otras posibilidades si A,, es un cuerpo, porque Py

es irreducible.

Si A no es un cuerpoy D # 1, D # P, entonces Py es un producto, y hemos encontrado
factores sin necesidad de un algoritmo de factorizacién. Si reemplazamos P, por cada uno
de sus factores (D y Py/D), obtenemos dos conjuntos triangulares; médulo el primer caso,
Q = 0 no es invertible; médulo el segundo caso, el inverso de ) es RD™' (esto necesita
inversion de D médulo Py /D).

4.4. Division y Combinacién de Ideales Triangulares

Definicién 4.4. Dos conjuntos de polinomios (y los ideales que generan) son equivalentes
si tienen los mismos ceros. Dos familias de conjuntos de polinomios son equivalentes si la

unién de sus ceros comunes es la misma.

Definicién 4.5. Un conjunto triangular (P, ..., P,) de polinomios en K[zy,...,x,] es
reducido si Py es libre de cuadrados médulo Py, ..., P._; para cada k = 1,--- ,n. Esto es,
si existen polinomios Ry S tales que RP; + SP, = 1 médulo Py, ..., P;,_1, donde P} es

la derivada de Py con respecto a xy para k =1,...,n.

Calcular la descomposicion libre de cuadrados de P, puede conducir a separar por casos

para P;, con i < k, como se muestra en el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 4.3. Consideremos el conjunto triangular de polinomios

Po=z*—z D ::y2+x.

El primer polinomio P, = 2% — x es libre de cuadrados en el sentido usual, porque no tiene
factores repetidos. Sin embargo, queremos analizar si el segundo polinomio P, = y% +x es
libre de cuadrados médulo P;. Segun la definicion, esto se verifica si med(Ps, Py) = 1 en
el anillo cociente K[x,y]/(P;). Para comprobarlo, se calcula el resultante (ver Definicién

1.1) de P; como polinomio en y y su derivada respecto a y:

Res(P,, Py) = Res(y” + z,2y) = .

Este resultante se anula cuando x = 0, lo que indica que en ese caso, P, y su derivada

tienen raices comunes, y por tanto P, no es libre de cuadrados modulo P;.

Por lo tanto, distinguimos dos casos:

» Siz =0, entonces P, = y?, que si tiene un factor cuadrado (y*> = (y)?), por lo que

no es libre de cuadrados.

» Si z = 1, entonces P, = y? + 1, que es irreducible en Q, y por tanto libre de

cuadrados.

Como advertiamos antes de comenzar este ejemplo, esto nos permite separar por casos
para dividir el sistema inicial en dos subsistemas triangulares reducidos, segiin los valores

posibles de z. La familia equivalente de conjuntos triangulares reducidos es:

((a:,y), (x—1,9* + 1)) )

e

Proposicion 4.4. (i) Si (Py,..., P,) es un sistema triangular tal que P, = PP} md-
dulo (P, ..., P._1) (esto significa factorizacion, no derivadas), entonces (Py, ..., P,)

es equivalente a
(Pr,...,Pe1, Py, Py P)), (Pr,...,Peq, PPy, P)),

donde P! y P! (i > k) se obtienen reduciendo P; por Py, ..., Py_1,y P, o P/, res-

pectivamente.

(ii) Si (Py,...,P,) y (Q1,...,Q,) son dos sistemas triangulares tales que P; = Q; para
i < k, que los grados de P; y Q; son iguales para i > k, y que mcd(Py, Q) = 1
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mddulo (Py, ..., P,_1), entonces

(Pry..., P), (Q1,...,Qn))

es equivalente a

(Plu"‘7Pk—17Pka7Rk+17"'7R’I’L)7

donde los R; se calculan utilizando el Teorema Chino del Resto.

Demostracion.

(i)

Supongamos que tenemos un sistema triangular (P, ..., P,), y que existe una fac-
torizacién
Pk = P]; : P]g mod (Pl, ey Pk—l)'

Esto quiere decir que en el anillo cociente Ay = Klzy,...,2,]/(Py,..., Pr_1), €l

polinomio P, se descompone como producto de dos polinomios no constantes P;, P} .

Entonces los ceros de Py en Aj_1[zrg] se dividen en dos subconjuntos: los ceros
de P] y los ceros de P/. Como Py,1,..., P, estan definidos médulo (P, ..., Py),
podemos reducirlos médulo (Py, ..., Pr1,P) y (Pi,..., Pr_1, P}), obteniendo asi

dos sistemas triangulares completos:
/ / / /! /! /!
(Pl""7Pk_17Pk7Pk+17"‘7Pn)7 <P17...,Pk_1,Pk, k+17"‘7Pn)7

cuyas soluciones cubren exactamente todas las soluciones del sistema original. Por lo

tanto, el sistema original es equivalente a la unién de estos dos sistemas triangulares.

Supongamos ahora que tenemos dos sistemas triangulares (P, ..., P,) y (Q1, ..., Q)
que coinciden en sus primeros k — 1 polinomios: P; = @); para i < k. Ademads, su-
pongamos que los grados de P; y @; coinciden para i > k y que med(Pg, Q) = 1
mo6d (Py, ..., Py_1). Entonces en el anillo cociente Ay 1 = K1, ...,2,]/(Py1, ..., Pe_1),
los polinomios Py y @ son coprimos. Como consecuencia, el producto P,Qy se anu-
la si y solo si se anula al menos uno de los dos factores. Por el Teorema Chino del

Resto, dado que med( Py, Qr) = 1, existe un isomorfismo de anillos:

Akq[xk]/(Pka) = Akfl[xk]/ujk) X Akfl[xk]/(Qk)-

Por lo tanto, el sistema con P,Q);, como polinomio en x, y los polinomios R4, ..., R,,

obtenidos usando el Teorema Chino del Resto en cada caso, representa el mismo
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conjunto de soluciones que la unién de los dos sistemas originales. Asi,

((P1,...,P), (Q1,...,Qy)) es equivalente a (Py, ..., Pr_1, PkQk, Riy1,- -, Rn)-

La parte (i) puede aplicarse a cada conjunto triangular que aparece en (4.8), observando
que la factorizacién completa de 2% — 1 es (x —1)(z* +2® + 2 +x+1) y de 20 +12325+ 1
es (22 +3x+1) x (2° — 327 + 82° — 2125 + 5521 — 2123 4 822 — 3w+ 1). Por el contrario, la
parte (ii) puede usarse para combinar el primer y cuarto conjunto triangular, o el quinto

y sexto conjunto triangular en (4.8), para obtener:

(2° — 1, 9% + 4xy® + 52%y* + 523y + 5oy + 425y + 2,
52 + 8xy® + 302%y* 4 3023y® + 25212 + 30y + 222,
5w — 2xy° — 102%y* — 152%y® — 102%y* — 10y — 8z,
5v — 6xy° — 202%y* — 1523y — 152%y* — 15y — 9x)

(2° =1, y—=x, z—x, w*+ 3w+ 2% v+w+31)
(2° =1, y—x, 22 +3vz+2% w+2z+3x, v—1n)

(2" +1232° + 1, 55y* — 22% — 2332y — 82" — 9872,
552 + 2° + 144z, 55w + 2° + 144w, 55v + 55y — 22° — 2337)

Podemos también combinar el quinto y sexto conjunto triangular en (4.8) con el resultado
del cuarto conjunto de (4.8). Obtenemos otra familia equivalente que consiste en los tres

primeros conjuntos triangulares de (4.8) y:

(1% 4+ 1222 — 1222° — 1,

275y* + (162 + 19582° — 1149x)y + 422'% + 512627 — 489322,
13752 + (112" + 13532% + 11)y + 42'* + 5172° + 3604,

275w — 82! — 97925 + 712z,

13750 + (—112'% — 13532° + 1364)y + 362" + 43782° — 5789x),

Observacion 4.4. La no unicidad de la familia de conjuntos triangulares reducidos equi-
valente a un sistema dado no es un inconveniente, debido a que pasar de una familia a
otra es relativamente sencillo. Sin embargo, no siempre existe una familia reducida minima

equivalente tnica. Por ejemplo,
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((z,y), (z,y + 1), (+1,y))

puede combinarse mediante la parte (ii) de la tltima proposicién en

((z, 9" +y), (x+1,9))

(2% +2,9), (z,y + 1))

((z,y), (® +z,y + 2+ 1)),

pero no hay un conjunto triangular reducido equivalente a estas familias.

Teorema 4.5. Sea G una base de Groebner de un ideal de dimension cero en K[xq, ..., x,],
respecto al orden lexicogrdfico tal que x1 < xo < --- < x,, y supongamos que G estd or-
denada de manera creciente. Sea f un homomorfismo de anillos de K[xy,...,xx] en un
cuerpo, tal que f anula los elementos de G que dependen unicamente de x1,...,x;. En-
tonces el primer elemento de G que no es enviado a cero por [ es aquel que depende solo
de x1,...,%s1, Y que tiene un término lider (como polinomio en xyy1) que no se anula
por f. Ademds, la imagen por [ de este polinomio es el mdxzimo comun divisor de las

imagenes por f de todos los elementos de G que dependen unicamente de xq, ..., Tyy1-

La demostracién fue propuesta por Gianni (1987) y Kalkbrenner (1987) (consultar [12]).

4.5. Algoritmo

En esta seccion se implementa el algoritmo de Lazard. Como se comenté en la introduc-
cién, dado un sistema de ecuaciones polindmicas, este algoritmo parte de una base de
Groebner respecto al orden lexicografico del ideal asociado a dicho sistema y calcula una
coleccién de sistemas triangulares cuya union de soluciones forma el conjunto de soluciones

del sistema original.
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Algoritmo 5 Algoritmo de Triangulacion de Lazard

» Entrada: G, base de Groebner de un ideal de dimensién cero en Klzy,...,x,],
ordenada lexicograficamente con x; < - -+ < x,,.

= Salida: T, lista de sistemas triangulares equivalentes a G.
= Subfunciones:

o Reducir(p, mod): Reduce el polinomio p médulo el polinomio mod si mod solo
es un polinomio, o médulo el ideal generado por los polinomios de mod si mod
es un conjunto de varios polinomios.

o Inverso(p, mod): Devuelve el inverso de p médulo las ecuaciones de mod, si
existe. Si no existe, devuelve 0.

o Lider(p,z): Devuelve el coeficiente lider del polinomio p, interpretado como
un polinomio univariante en la variable x.

o Factor(p): Devuelve la lista de factores monicos e irreducibles del polinomio
.
o Primero(L): Devuelve el primer elemento de la lista L.

o Cola(L): Devuelve la lista que resulta de eliminar el primer elemento de L.

LT :=[];

2: for i=1ton do

3:  H := subconjunto de elementos de G que dependen de x; pero no de z; 1, ..., Tn;
4: U =T,

5. T:=]1]

6: for all mod € U do

7 repeat

8: p := Primero(H);

9: H := Cola(H);

10: q := Lider(p, z;);
11: q = Inverso(q, mod);
12: until ¢ #0;

13: p := Reducir(p, mod);

14: for all f € Factor(p) do
15: nuevo := mod U {f};
16: Anadir nuevo a T’
17: end for
18:  end for

19: end for

20: return T
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Observacion 4.5. El Teorema 4.5 garantiza que sea suficiente con tomar el primer poli-
nomio que depende de x; pero no depende de x1, ..., x;_1, es decir, del conjunto H. Esto es
porque los demés son multiplos (médulo las anteriores ecuaciones) y al reducirlos después
por los factores del primero, se anulan autométicamente. En otras palabras, garantiza que
no se pierde ninguna informaciéon ni soluciéon al usar solamente el primer polinomio de

cada paso.

4.6. Ejemplo del Algoritmo de Lazard

Ejemplo 4.4. Consideremos el sistema siguiente:

2+ 2 —1=0,
(r+y+z—1D(x+y) =0,
ryz = 0.

Sea I el ideal generado por los polinomios:

fl 3:$2+92_17
for=(r+y+z2z—1)(z+y),
f3 = xyz.

Como ya sabemos, el algoritmo de Lazard parte de una base de Groebner para el orden
lexicografico. Llamemos G a la base de Groebner de I con ese orden (calculada como se

mostré6 en el Capitulo 3) dada por:

g =23 — 227,

g2 =Y’z +yz® — yz,

g3 = 4yt — 4y® — 207 + 292 — 2yz + 2y — 22 + 2z,
g =x — 4> + 2% + 2y2* — 2z + 3y — 22 4+ 32 — 1.

Paso 1: Factorizamos el polinomio g, que solo depende de una variable. Obtenemos los

factores z y z — 2.

Paso 2: (Bucle). Para cada uno de los factores que acabamos de obtener, reducimos el
resto de ecuaciones (g2, g3, g4) mddulo ese factor. Por lo tanto, cada factor representa una

rama en el Diagrama de Arbol 4.4. En este ejemplo vamos a realizar los cdlculos para la
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rama del factor z — 2, aunque para el factor z se sigue un proceso analogo.

Tras reducir go, g3, g4 modulo z — 2 en el Paso 2, obtenemos los polinomios:

go1 = 2y° + 2y,
g3 = 4y* — 4y® — 2y + 6y,
ga1 =1 — 4y° + 2% + Ty + 1.

Paso 3: Volvemos a repetir el procedimiento del Paso 1 y factorizamos el polinomio g1,

que depende solo de una variable. Obtenemos los factores y y y + 1.

Paso 4: (Bucle) Para cada uno de los factores que acabamos de obtener, reducimos el
resto de ecuaciones (gs1, g41) médulo ese factor. Por lo tanto, cada factor representa una

subrama dentro de la rama del factor z — 2.

Tras reducir g¢s, g3, g4 modulo y en el Paso 4, obtenemos los polinomios:

g312 := 0
ga12 = x + 1.

Tras reducir g, g3, g4 modulo y + 1 en el Paso 4, obtenemos los polinomios:

g311 =0

ga11 ‘= X.

Tanto para y como para y + 1 tenemos ya sistemas triangulares, llegando asi al final de
esas subramas. Y, por lo tanto, al final de la rama z — 2. Repitiendo este proceso para la
rama z, obtenemos los factores x — 1 para la rama y, x para la rama y + 1, y x + y para

la rama 2y? — 1. Llegamos al final de la rama z, y con ello al final del algoritmo.

El siguiente diagrama recopila la informacion que hemos ido calculando paso a paso en el

algoritmo:
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[Base de Groebner G}

90“|—1 v x‘—l x x—;—y

Uniendo la informaciéon recogida en el arbol, tenemos los 5 sistemas triangulares que
representan la salida del algoritmo de Lazard cuando le introducimos como input la base
de Groebner G:

z =2 z =2 z =0
y = ) y =—-1, y =0,
rz =-—1 z =0 z =1
z =0 z =0

y =1, 292 =1

r =0 r+y =0

Nota 4.1. La resolucién de estos 5 sistemas es inmediata. La unién de las soluciones
de estos 5 sistemas representa el conjunto de soluciones del sistema 4.4, el cual es mas
complicado de resolver directamente. En el Apéndice A se mostrarda como utilizar el
algoritmo de Lazard en el software SINGULAR.
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Capitulo 5
Algoritmo de Moller

Este capitulo estudiara el segundo de los algoritmos de triangulacion: el algoritmo de
Moéller [14]. Al igual que en el Capitulo 4, nos enfrentamos al problema de resolver un

sistema de m ecuaciones

filzr, o xn) =0, fu(z1, .o 2,) =0, (5.1)

donde fi,..., f;n son polinomios en n variables con coeficientes en un cuerpo K.

Este algoritmo, al igual que el de Lazard, trata sistemas de m ecuaciones polinémicas en n
incégnitas que tienen un ntimero finito de soluciones. Presenta un método que descompone
el conjunto de soluciones en un niimero finito de subconjuntos, cada uno de ellos asociado

a un sistema del tipo

fl(fljl) :0, f2([l§'1,$2) :0,...,fn($1,...,l’n) =0. (52)

Las principales herramientas para la descomposicion provienen de la teoria de ideales que
ya se ha estudiado en el trabajo. Ademds, para el ideal generado por los polinomios que
describen el conjunto de soluciones, se requiere, al igual que en el algoritmo de Lazard,

una base de Groebner con el orden lexicogréfico.
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5.1. Ideales y Descomposiciones

En primer lugar, algunas definiciones necesarias para este capitulo:

Definicién 5.1. Sean A, B C K|z, ..., x,| ideales.

Se define la suma de los ideales A y B como:

A+ B:={a+blac Abec B}.

Se define el cociente de los ideales A, B como:

A:B:={pe€ Klxy,...,x,] | p-b € Apara todo b € B}.

Por comodidad, denotaremos A : b en lugar de A : (b) para b € K|xy,...,,)].

Se define el producto de los ideales A,B como:

A-B:={(a-blac Abe B).

Ademés, definimos recursivamente A' := A y A™ := A™~!. A para m > 1.

Se define el radical de un ideal como:

VA:={feKlxy,...,2,] | Jo € N tal que f” € A}.

Observaciéon 5.1. Como vimos en el Capitulo 2, el conjunto de todos los puntos que
son ceros comunes de polinomios dados fi,..., f. es su variedad algebraica, V(f1,..., f.).

Algebraicamente, el conjunto
{(x1,...,20) €EK" | filwy,...,2,) =0,i=1,...,m},

es una variedad algebraica que representa los ceros de los polinomios en el ideal A =
(fi,-.., fm). Como vimos en la Observacién 2.5, si el niimero de ceros es finito se dice que

A es de dimension cero o cero-dimensional y se denota dim(A) = 0.

Observacion 5.2. Por el Teorema de los Ceros de Hilbert se cumple:
VA={feKlxy,...,x)| f(y) =0 para todo y € V(A)}.

Por lo tanto, V(A) = V(VA).
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Definicién 5.2. Un ideal P se llama un ideal primo cero-dimensional si existe un punto
y € K" tal que
fly)=0=feP VfeKlz,... a)

Definicién 5.3. Un ideal @ se llama primario (o P-primario) si, para todo f,g €

Klzy,...,x,], se cumple que:

f-9eQygé Q= f"ecQ para algtin k > 0.
Nota 5.1. Esta definicién es la misma que se dio en la Subseccion 1.4.4

Observacion 5.3. Si () es un ideal cero-dimensional, entonces es primario si y solo si

existe 0 € N y un ideal primo cero-dimensional P tal que :
PTCQCP.

En tal caso, se cumple P = /@Q (consultar [14]), y en particular:

Observacién 5.4. Todo ideal cero-dimensional A admite una llamada descomposicion
primaria [2], lo cual significa que existen solamente una cantidad finita de ideales primos

cero-dimensionales P; distintos, y correspondientes ideales P;-primarios ();, tales que:
A=
Estos P; y @; estan determinados de manera tinica por A. En consecuencia:
V(4) = JV(P).
Lema 5.1. Sean A y B ideales tales que A C B. Entonces para todo m € N se cumple:
ACBN(A: B™) CVA. (5.3)
Observacién 5.5. Si A =+/A y A C B, entonces
A=BnN(A:B) y A:B=A:B™ paratodo entero m > 1.

Demostracion.

Como A C A : B™ por definicién del cociente de ideales, y dado que A C B, obtenemos

la primera inclusién en (5.3).
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Sea g € BN (A: B™). Entonces g € By g € A: B™. Por lo tanto, g™ € B™ y entonces
g™t € A, lo que implica g € V/A. Esto prueba (5.3).

Si A = /A, entonces por (5.3) se tiene:
A=BnNA:B™

Sige A: B™, entonces g-b™ € A para todo b € B. Por lo tanto, ¢"b™ € A, y como
g-be VA=A, sededuce que g € A: B. Por otro lado, A: B C A : B™. Asi se concluye
que:

A:B=A:B™.

[]

Observacién 5.6. Si V(A) = V(v/A), entonces el Lema 5.1 implica la descomposicién a

nivel de variedades

V(A) =V(B)UV(A: B™),

Bajo las condiciones adicionales dim(A) = 0 y m suficientemente grande, mostraremos

que la descomposicion
V(A)=V(B)UV(A:B™)

es disjunta, es decir,

V(B)NV(A:B™) =10,
y, ademas, se cumple lo siguiente.

Lema 5.2. Sean A y B como en el Lema 5.1 y supongamos ademds que dim(A) = 0.

Entonces para m € N suficientemente grande, se verifica
V(A)=V(B)UV(A:B™)
y ademds, se cumple

V(B) ={y € V(A) |Vbe B:b(y) =0},
VA:B™) ={yeV(A)|Ibe B:bly) #0}.

La demostracién puede consultarse en [14]
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Lema 5.3. Sea dim(A) =0y AC B = (¢1,...,9s). Definimos inductivamente:

AO = A, AZ = Ai71+<gi>7 izl,...,s.

Entonces para enteros suficientemente grandes m,myq,...,ms € N, se cumple:
VA B7) = V(s ). (5.5)
donde
V((Aia) 1 gi") ={y € V(A) [ 1(y) = -+ = gi1(y) = 0, giy) # 0}

Si ademds A es radical, entonces (5.5) se cumple para todos los enteros positivos

m,my,...,Ms.

La demostracién puede consultarse en [14]

5.2. Cocientes de ideales y Bases de Groebner

Observacion 5.7. En la Seccién 5.1 se ha descrito la descomposicion de una variedad
en variedades de ideales del tipo A : ¢", con m suficientemente grande. En esta seccion
lo relacionaremos con las bases de Groebner. Dado que K|z, ..., x,] es Noetheriano, es

decir, toda cadena ascendente de ideales se estabiliza, la cadena ascendente
ACA:gCA:g>°C---
se estabiliza. Es decir, existe un entero k tal que
A: gt C A gF=A: g"h
Esto implica que A : g* = A : ¢° para todo ¢ > k.

Definicién 5.4. Diremos que A : g* es la saturacién de A respecto a g, y llamaremos a,

k su indice de saturacion.

Queremos aplicar la descomposicién dada por los Lemas 5.2 y 5.3. Por lo tanto, necesi-

tamos calcular bases de Groebner para las saturaciones de los ideales A; 1 : g;, donde
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definimos recursivamente

A=A, 1+ (g), parai=1,...,s.

Este calculo es mas sencillo si ya se conoce una base de Groebner para A; ;. Por ello,
preferimos contar con un algoritmo que, dada una base de Groebner para un ideal A; 1,
compute simultaneamente una base de Groebner para el siguiente ideal A; y una base de
Groebner para la saturacién de A;_ 1 : ¢g;. Examinando con detalle un método propuesto
por Gianni et al. [10], veremos que una pequena modificaciéon de dicho método cumple

con nuestros requisitos.

Definicién 5.5. Sea K un cuerpo y K|zy,...,x,] el anillo de polinomios en n variables.

Para un entero s > 1, el médulo K|z, ..., x,]* se define como el conjunto de s-tuplas:
Klxy, ...,z =A{(f1,.. ., fs) | fi € K[z1,...,2,] para todoi=1,..., s}
Observacion 5.8. Dado un orden admisible <. sobre el conjunto de términos
T = {a -2 iy, ... i, >0},
este puede extenderse al conjunto de términos de modulo
T = {te; |t €T, 1<i< s},

donde eq, ..., e, denotan los vectores candnicos de la base estandar.

Entonces todo 0 # u € K[xy,...,x,]° tiene un término méximo It(u) € T, y el coefi-

ciente correspondiente se denota por le(u).

Definicién 5.6. Una base de Groebner de un submédulo U C K[xy,...,z,]* es un
subconjunto finito G C U tal que, para todo 0 # f € U, el término lider 1t(f) es un
multiplo de algtn lt(g;), con g; € G.

Observacién 5.9. Recordemos que una base de Groebner G es reducida si ningun 1t(g;)

divide al término lider de otro g; € G, con g; # g;.

Definicién 5.7. La forma normal de un f € K[zy,...,x,]® con respecto a una base de
Groebner G de U es un elemento f' € Klzy,...,z,]|* tal que
f - f, € U7

y f' es combinacion lineal solo de términos que no son miltiplos de los 1t(g;), g; € G.
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Lema 5.4. Sea A = (ay,...,a,) unideal y0 # g € K[z1,...,x,). Definimos el submddulo
M = {(u,v) € Klry,...,z,)° |u—|—g~v€A},
el cual es un modulo con base

{(a1,0),...,(ar,0),(g,—1)}.

Simi: M — Klxy,...,z,] denota la proyeccion candnica sobre la i-ésima componente,

para 1 = 1,2, entonces se cumple:
m(M)=A+(g), mo(kerm) = A:g. (5.6)

Demostracion.

Observemos que (a;,0) € M y (g,—1) € M. Sea (u,v) € M. Entonces existen hy, ..., h, €

K[zq, ..., z,] tales que

u+gv=>y_ ha;.

i=1
Por lo tanto,

(U7U> = Zhl ’ (a’ivo) + (_U> ’ (97 _1>7

lo que muestra que los generadores dados forman una base del médulo M.

Considerando ahora la proyeccion m; de estos elementos base, se tiene:
m(M) = A+ (g).
Ademas, si (0,v) € M, entonces gv € A, es decir, v € A : g, por lo que:

mo(kerm ) =A:g.
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5.3. Descomposiciéon en Sistemas Triangulares

Definicién 5.8. Sean {y1,...,4,} v {z1,..., 2} subconjuntos disjuntos de {z1,...,z,}.
Diremos que {y1,...,y,} estd lexicograficamente delante de {zi, ..., 2} con respecto

al orden <, si, para todos los términos, se cumple la siguiente implicacion:

i 'T‘ j 'T ] '7‘ k ks j "r l ls
Uity <Yy = oyt ey A <yt (5.7)
Lema 5.5. Sea z, lexicogrificamente delante de {xy,...,x,—1} con respecto al orden

<;, y sea deg, (f) el grado de f en la variable x,. Entonces se cumplen las siguientes

afirmaciones:

(1) Sifi,..., fr son polinomios condeg, (f;) < dparai=1,...,r, entonces (fi,..., fr)
tiene una base de Groebner respecto a <., donde cada elemento f satisface deg, (f) <

d.

(11) Si F:={f1,..., fr} es una base de Groebner respecto a <., entonces
Fpo.={feKlx,...,x,] | f€F, deg, (f) <k}
es también una base de Groebner (respecto a <) para todo entero positivo k.

1) Sean f; = Y4 Gii(z1, .. Tp_1)x%T con Gio 0, para v = 1,...,r. Si I =
7=0 I

n

{fi,.--, f+} es una base de Groebner respecto a <., entonces

G = {f]lo, e »flro}

es una base de Groebner (respecto a <;).

Demostracion.

Usando F' como entrada para el algoritmo de Buchberger, observamos que, si ningtin
polinomio en la entrada tiene grado en z,, mayor que d, entonces esto sigue siendo cierto

para todos los polinomios generados durante el algoritmo.

Esto se deduce de que deg, (f) = deg, (It(f)), y por lo tanto:

deg, (S(f,9)) < méx {deg,, (f),deg,, (9)},

donde S(f,g) es el S-polinomio definido en la Definicién 3.15. Ademads, en la reduccién
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o 1(f)
P
también se cumple que deg, (g) < deg, (f), ya que g = lc(f) - S(f, fi) vy 1t(fi) divide a

1t(f). Esto demuestra la afirmacién (1).

Si I es una base de Groebner, entonces S(f, g) —7 0 (es decir, El S-polinomio de fy g se
reduce a cero) para todos f, g € F}. Pero todo f; que interviene en la reduccién de S(f, g)
a cero satisface deg, (fi) <k, por el mismo argumento anterior. Entonces S(f,g) =7, 0,

es decir, Fj ya es una base de Groebner. Esto demuestra (11).

Si I’ es una base de Groebner, entonces observando solo la reduccion de los términos de

mayor grado en z,, en S(f;, f;) —* 0, obtenemos:
S(io» Gjo) —¢ 0.

Esto demuestra (111). O

Observacion 5.10. Este lema muestra que, al disponer de una base de Groebner lexico-
grafica F':= {f1,..., fr}, se pueden deducir muchas otras bases de Groebner lexicograficas
a partir de F'. Por ejemplo, cuando los f; estdn ordenados de modo que 1t(f;) < 1t(f;) si
i > j, y cuando, para un cierto s, el polinomio f; es el unico en F' N K|xy,...,xx] con

deg,, (fi) = s, entonces los conjuntos

{fi7fi+17"'7f7'} y {flﬂ"'vfl'}

son ambos bases de Groebner lexicograficas.

Ejemplo 5.1. Sea Q el cuerpo de los racionales, y consideremos en Q[z,y, z, w|, <., el
orden lexicografico con

T <Y <;z<rw.

Una base de Groebner lexicogréfica es {f1,..., fs} [14], donde:
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fi=w+z+y+u,

fo =22 + 222 + 2%,

f3:= 2y — zx + y*2* + yx — 222,
fi=za* — 2+ 25—z,

fs=y’a? vyt —y —a,

fo = y2a® —y2a® — 2t + 1.

Entonces los subconjuntos { fa, fs, fa, f5, fo}, {f3, f1, f5, fs}, {f5, fe}, ¥ {fs} también son

bases de Groebner por el Lema 5.5 (parte III).

Aplicando dicho lema a estas cinco bases se obtienen, ademas, bases de Groebner lexico-

graficas (no reducidas), que tras reduccién corresponden a:

{1} (a partir de {f1,..., f6}),

{for- s S,

{y — z,2* — 1} (a partir de {fs, f1, f5, fo}),
{#*},

{ab — 2?}.

Ejemplo 5.2. Consideremos en Q[x,y, z|, <;, el orden lexicografico con
T <,y <, 2.

El COI]le’ltO {f17f27f37f4}7 donde :

fi=2+z2+y—1,
for=z2zy+ze+2+yr+a+2,
fa=vy"+2y—1,
fri=a"—=2,

es una base de Groebner lexicografica [14].
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Entonces por el Lema 5.5 (II), los subconjuntos

{f27f3>f4}7 {f37f4}7 y {f4}

también son bases de Groebner lexicograficas. Ademads, por la parte (I11) del mismo lema,

después de aplicar reduccion se obtienen también como bases:

= {1},

= {y+a+1, 222} (apartir de {fo, f3, fu})-

Lema 5.6. Sea A un ideal cero-dimensional y G una base de Groebner de A. Entonces

para cada it =1,...,n, existe f; € G y un entero k; > 0 tal que
6(fi) = 55?
Demostracion.

Como A es un ideal cero-dimensional, contiene para cada z; un polinomio univariado en
x;. Su término lider, que es una potencia pura de z;, debe ser miltiplo del término lider

de algin f; € GG, por definicién de base de Groebner. [

Lema 5.7. Sea G = {fi,..., fr} una base de Groebner reducida respecto a un orden <.,
donde x,, estd lexicogrdficamente delante de {x1, ..., x,_1}. Supongamos que cada f; tiene

la forma:

di A
fi= G, )2,
=0

con Gio #0, para it =1,...,r, y que 1t(f;) <; 1t(f;) para i < j. Si g1 es constante, enton-

ces (fa, ..., [r) 1 f1 tiene como base de Groebner (respecto a <) al conjunto {gao,- .., Gro},

y o & (fars fr)

La demostracién puede consultarse en [14].

Observacién 5.11. Si {fi,..., f,} genera un ideal cero-dimensional, entonces g;o es
constante. Esto se debe a que, por el Lema 5.6, existe un f; tal que It(f;) = xf», y ese

debe ser fi, por la forma en que estan ordenados los polinomios.

Nota 5.2. Para formular el algoritmo, necesitamos dos definiciones técnicas. Denotaremos

por < el orden lexicografico de términos en x1,...,xg, con

T <p - <k Tg.
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Ademas, SAT(G, g, <x) denota la saturacion A : g, donde:

» (G es una base de Groebner respecto al orden <y,

= v A es el ideal generado por G.

Algoritmo 6 Algoritmo de Triangulacion de Moller

» Entrada: ({fi,..., f.};<,), donde {f1,..., f-} es una base de Groebner reducida
de un ideal cero-dimensional A respecto a <,

» Salida: Un conjunto Z de subconjuntos {¢i, ..., g,} de tipo triangular tal que

ViA)= U V(g 9n)

1: Paso 1: Sean fl,...,fr tales que 1t(f;) <, 1t(f;) para i > j. Para cada i > 1, sea
fi =lcy, (fi) € K[z1, ..., 2,_1] el coeficiente lider de f; considerado como polmormo
en x,. Sea Gy := {f1,..., f}. Reducir la base de Groebner lexicografica {fo,..., f,}
a una base de Groebner redumda G.

2: Paso 2: Llamar al algoritmo con entrada (G; <,,_1), obteniendo un conjunto Z’ forma-
do por un ntimero finito de conjuntos de polinomios {gi, ..., g,—1}. Entonces definir
Z como el conjunto de todos los conjuntos de la forma

{ (%fl)fl’gh.“ Gn _1}’ con {gl"‘wgn—l}ezl.

3: Paso 3: for i = 2,...,r, do while f; ¢ A:
calcular una base de Groebner G} de SAT(G;_1, ﬁ, <,), vy una base de Groebner G;
del ideal (fi,..., fr, fo, ..., f;), ambas respecto al orden <,. Luego, llamar recursiva-
mente al algorltmo con entrada (G%; <) y ampliar el conjunto Z con los conjuntos
triangulares obtenidos.

4: return 7,

A continuacién demostraremos la correcién y terminacién de este algoritmo:

Demostracion.

Para demostrarlo, sea B := (fa,..., fr) : 1+ (f1). Como f; € (fo, ..., fr) T (fo,.. ., fr):
fi, para i = 2,...,r, se tiene que A C B. Por el Lema 5.7, el conjunto {fl,fg, . .,fr}

genera By los f;, para i > 1, dependen solo de 21, ...,2,_1 v constituyen una base de

Groebner lexicografica. Usando que

V(B) = V(fl) N V(fZ; .. 'afr) = V(fl) N V<G)7

donde G es una base de Groebner reducida de { fg, cee fr}, y asumiendo que la correccion
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y terminacion ya estan probadas para el algoritmo en n — 1 variables, se deduce que en

el Paso 2 se realiza la descomposicién requerida de V(B).

Por el Lema 5.3, la variedad de la saturacion A : B es la unién disjunta de las variedades

V(A: ™M), VI(A+ ), o VI(A+(f s fe)) s [,

para enteros suficientemente grandes m;, ¢ = 1,...,r. Dado que f; € A, la primera
variedad es vacia, y A + (f1) = A. Por lo tanto, V(A : B™) es la unién disjunta de

VA7), VIA+(R): ), o, YA+ {fa fon) o f),

donde se pueden omitir las variedades vacias. Por ejemplo, (A + (fa,..., fi_1)) @ f™
tiene variedad vacia si f; € A. Por construccién, f; € A si y solo si deg, (f;) = 0. El
ordenamiento en el Paso 1 implica entonces que existe un indice & tal que f; ¢ Asiy solo

si ¢ < k. Por tanto, en el Paso 3 se computan todas las variedades no triviales, cuya union
es V(A: B™).

Para la terminacién, notamos que A es un subconjunto propio de la saturacion A : B.
Esto se sigue de la descomposicion disjunta V(A) = V(B) U V(A : B™) y del hecho de
que V(B) # 0, ya que de lo contrario 1 € (fs,..., f.) : fi, en contradiccién con que
fi & (f2,..., fr) por el Lema 5.7. Por lo tanto, A C SAT(Gi_l,fi,<n) D A: B™ Si
sabemos que el algoritmo termina al aplicarse a ideales en K[z1,...,x,_1] y a ideales que

contienen adecuadamente a A, entonces un argumento inductivo prueba la terminacién

del algoritmo aplicado a A, ya que K|[xy,...,x,] es noetheriano.
O
Teorema 5.8. Sean fi,..., f, polinomios en K[xy,...,x,] con solamente un nimero
finito de ceros comunes. Entonces el conjunto V(fi,..., f.) de estos ceros es la union
disjunta de un nimero finito de conjuntos V(gi, ..., gn), obtenidos mediante el algoritmo
de descomposicion, donde:
di—1 A
g =2M + Z a;r] € Klxy),
j=0
da—1 ‘
=27+ > g2(x1)2} € Klxy, 29,
o (5.8)
dp—1 '
G =20+ > guj(@1, . w012, € Klxy,..., 1)
=0
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5.4. Ejemplos del Algoritmo de Moller

Finalmente, veamos cémo funciona el algoritmo de descomposiciéon cuando se aplica a las

bases consideradas en los Ejemplos 5.1 y 5.2.

Ejemplo 5.3. Como vimos en el Ejemplo 5.1, tenemos que

fi=w+z+y+a,

fo = 2%+ 222 + 2%,

f3 1= 2y — zx + vzt 4+ ya — 222,
fo=zat — 24+ 2% —

fs =y + e’ —y —a,

fo =2 — y2a® — 2 + 1.

es una base de Groebner lexicografica. La primera llamada al algoritmo es con entrada

({fl, e f@}, <4)5

Paso 1: (Sin célculo, solo aplicacion del Lema 5.7): f; = fi, i =2,...,6.

Paso 2: Llamamos al algoritmo con entrada ({fs, ..., fs}, <3), y anadimos f; a todos los

conjuntos triangulares resultantes.
Paso 3: Bucle vacio.
La llamada con entrada ({fs, ..., f¢}, <3) da:

Paso 1: (Sin cilculo, solo aplicacién del Lema 5.7): {fs, ..., fo} = {y —z,2* — 1, fs, fs}.
La reduccién de esta base de Groebner (es decir, cancelacién de polinomios redundantes)
da {y — z,2* — 1}.

Paso 2: Llamamos al algoritmo con entrada ({y — x,2* — 1},<5), lo que resulta en
{{z* — 1,y — x}}. Se afiade f5, lo que da:

{x4—1,y—x,22+2zx—l—m2}.

Paso 3: Como (fs,..., fe) : (y —x) = (22 — ya® + 3z, f5, fs), se llama al algoritmo con
entrada ({22 —ya® + 3z, fs, fe}, <3). Entonces (fs, ..., fo,y —x) : (z* — 1) = (1), sin m4s

llamadas (variedad vacia).

La llamada con entrada ({22 — y%2% + 3z, fs, f¢}, <3) da, de forma andloga a la primera

llamada, una llamada con entrada ({fs, fs}, <2), donde 2z — 32z + 3z se afiade a todos
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los conjuntos triangulares resultantes.
La llamada con entrada ({fs, fs}, <2) se traduce en:

Paso 1: El Lema 5.7 no es aplicable ya que lt, (f5) = 2®. Este paso computa B. Obtenemos
B = {fs,x* — 1) porque (fs) : f5 = (x* —1).

Paso 2: Como {z* — 1} ya es “triangular”, este paso devuelve {z* — 1, f5}.

Paso 3: (fs, f¢) : (#* — 1) = (y*x? — 1). No es posible mas descomposicién. Por tanto,

{y*z* — 1} se devuelve sin cambios.

Finalmente, el algoritmo devuelve {57, Sz, S5}, donde:

Sy = {x4—1, y—x, 22+ 221 + a2, w+z+y+al
52 ::{.T4—1; y3£132+2y2333—y—£137 22_?/2373+35U7 w+z+y+x}’
Sy = {ya® — 1, 2z — y*2" + 3z, w+ 2+ y + ).

Ejemplo 5.4. Como vimos en el Ejemplo 5.2, tenemos que

h=2+z+y—1,
for=zy+z2ze+2+yr+a+2,
far=vy"+2y—1,
foi=a*—2.

es una base de Groebner lexicografica.
La primera llamada al algoritmo es con entrada ({f1, fo, fs, f1}, <3):

Paso 1: (Sin célculos, solo aplicacién del Lema 5.7) h=y+a+1, fs="Ffs f1 = fu
La cancelacion de elementos redundantes de la base de Groebner da el conjunto {y + = +
1, 2% — 2}.

Paso 2: Como la entrada {y + z + 1,2? — 2} ya es triangular, el algoritmo con entrada,
({y +x + 1,22 — 2}, <) devuelve este conjunto sin cambios. Afiadiendo f;, obtenemos el

primer conjunto triangular para el ideal (f1, fa, fs, f1).

Paso 3: El bucle solo se usa una vez, ya que 2> — 2 = f; € (f1, fo, f3, f1). Entonces
(fi,fo, fa, fa) - (y+2x+1)=(z+x,y —x+ 1, f1), que ya es un conjunto triangular. Por
tanto, el algoritmo devuelve el conjunto {fy,y —z+ 1,z + x}.
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En total, el algoritmo devuelve el conjunto {S;, S}, donde:

Spi={* -2, y+ao+1,22+z+y—1},
Sy i={2* -2, y—x+1z+a}.

David Villacorta Nicolas
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Capitulo 6

Conclusiones

Un aporte significativo de este trabajo ha sido evidenciar cémo los algoritmos de trian-
gulacién permiten no solo simplificar el analisis algebraico de los sistemas, sino también
mejorar la eficiencia computacional en la obtencién de sus soluciones. Al descomponer los
sistemas originales en familias triangulares, es posible reducir el problema a una sucesion
de ecuaciones de complejidad controlada, lo que constituye una ventaja muy relevante,
especialmente en contextos simboélicos o cuando se requiere una descripciéon completa de
todas las soluciones. Un aspecto central ha sido el uso de bases de Groebner como etapa in-
termedia. Como se ha mostrado en los Capitulos 4 y 5, ambos algoritmos de triangulacién
parten de una base de Grobner con orden lexicogréafico, que actiia como una herramienta
de reordenamiento y preparacion del sistema para su posterior descomposicion. Esto pone
de manifiesto el valor de las bases de Groebner no solo como técnica de simplificacién de
ideales, sino también como paso previo para la obtencién de formas trianguladas y, por

tanto, para la resolucion efectiva de sistemas.

Asimismo, se han mencionado otras técnicas algebraicas complementarias, como la teoria
de eliminacion, los resultantes o la descomposicion primaria, que aunque no son el foco
principal del presente trabajo, enriquecen el abanico de herramientas disponibles y ayu-

dan a contextualizar los métodos utilizados.

De este trabajo podemos extraer la conclusion de que la triangulacién es una herramienta
poderosa en la practica. Todos los sistemas tratados en este trabajo presentaban una com-
plejidad significativa si se abordaban directamente, tanto desde el punto de vista algebrai-
co como computacional. Sin embargo, una vez aplicados los algoritmos de triangulacion,
los sistemas resultantes adquirieron una estructura jerarquica que permitié resolverlos de

forma secuencial, con métodos directos y sencillos.
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Apéndice A
Ejemplos en SINGULAR

En este apéndice se expondran ejemplos de los dos algoritmos de triangulacién estudiados

en este trabajo implementados con el software de dlgebra computacional SINGULAR [3].

A.1. Algoritmo de Lazard

El software SINGULAR implementa el algoritmo de triangulacién de Lazard mediante el
procedimiento triangl. Ademas, se dispone de una variante denominada triangLfak,
que realiza una factorizacion explicita de los polinomios en cada sistema triangular. Esta
factorizacion puede resultar util para un andlisis mas detallado de las raices. Ambos

procedimientos estédn disponibles en la librerfa triang.1ib de SINGULAR [11].

A.1.1. Descripcion de los procedimientos triangl y triangLfak

Ambos procedimientos estan disenados para aplicarse sobre ideales de dimensién cero.
Requieren como entrada una base de Grobner reducida, calculada con orden lexicografico

y ordenada por términos lideres crecientes.

Sintaxis general:

triangL(G);
triangLfak(G);

donde:

= G es un ideal que representa la base de Grobner reducida del sistema original.
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Salida: Ambos procedimientos devuelven una lista finita de sistemas triangulares, con

la siguiente diferencia:

» triangl: devuelve sistemas triangulares cuya unién de variedades coincide con la

variedad del ideal original.

» triangLfak: hace lo mismo que triangL, pero ademas factoriza cada polinomio de

los sistemas triangulares resultantes.

A.1.2. Ejemplo

Consideremos el sistema del Ejemplo 4.4, dado por los siguientes polinomios:

fl 3:372+?/2—1a
for=(r+y+2z-1)(z+y),
f3:=uzyz.

A continuacion, utilizamos en SINGULAR el procedimiento triangL para obtener la des-

composicion del sistema f; =0 ¢ = 1...3 en sistemas triangulares con el algoritmo de
Lazard:

LIB "triang.1lib";

ring r = 0,(x,y,2z),1p;

ideal F

XT2+y72-1, (x+y+z-1) *(x+y) ,x*y*Z;

ideal G stdfglm (F) ;
list S = triangL(G);
list Sfak = triangLfak(G);

S;
Sfak;

Listing A.1: Implementaciéon en SINGULAR de triangL

Nota 1. Como hemos comentado, triangLl y triangLfak reciben una base de Groebner
calculada con el orden lexicografico. El comando stdfglm(F) calcula primero la base de

Grobner de F en orden degrevlex por ser el mas rapido, comprueba que el ideal sea
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de dimension cero y aplica el algoritmo FGLM para transformar dicha base al orden

lexicogrifico, guardando el resultado en la variable G.

El resultado que nos devuelve SINGULAR es que S es el conjunto de los tres sistemas

triangulares S7, Sy, S3 siguientes:

Figura 1.1: Salida del procedimiento triangL

Nota 2. Cabe destacar que el sequndo y tercer sistema devueltos por SINGULAR son idén-
ticos. Se detecto y comunico esta errata a su autor para su posterior correccion en el

programa.

Si={z=2 v +y, v+y+1},
ng{z, 2y4—2y3—y2—|—y, x—4y3+2y2+3y—1}.

Las soluciones de estos 2 sistemas triangulares son:

Ti={(0, -1,2), (-1,0,2)},

T2 = {(?7 _ga 0)7 (17 07 0)7 (_727 §7 0)7 (0a 17 0)}
Y el resultado que nos devuelve SINGULAR es que Sfak (salida de trianglfak, es decir,
misma salida que triangl, pero con los polinomios ya factorizados) es el conjunto de los

cinco sistemas triangulares Stk Glak Gfak glake glak ioyientes:
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Figura 1.2: Salida del procedimiento triangLfak

Slak . — {2—2 y,x—i—l} Shak . — {2—2 y+ 1, x} Sk, — {z y,x—l}

Shak . {z,y—l,x}, Slak . — {z 2% — 1, x—i—y}

Las soluciones de estos 5 sistemas triangulares son:

TE = {(~1, 0, 29 LT = { (0, —1, 2) 1,75 = {(1 0, 0) }
(0 01 = (7, -40), (-4, . )}

Observacion 1. La primera observacion es que

3 5
U /Z'vl — U Efak
=1 i=1

La segunda observacion es que, como es de esperar, el conjunto de soluciones del sistema

original f; =0 1=1...3 es el conjunto

5
Tfak
ur

Es decir, los procedimientos triangL y triangLfak han devuelto una descomposicion del

sistema original en sistemas triangulares cuya union de soluciones conforma el conjunto

de soluciones del sistema original.
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A.2. Algoritmo de Moller

El software SINGULAR implementa el algoritmo de triangulacion de Méller a través del pro-
cedimiento triangM. Como mejora, SINGULAR incluye también el procedimiento triangMH,
que incorpora una etapa de factorizacién intermedia. Esta version puede reducir la com-
plejidad de los sistemas generados y mejorar el rendimiento computacional. Ambos pro-

cedimientos estan disponibles en la libreria triang.lib de SINGULAR [11].

A.2.1. Descripcion de los procedimientos triangM y triangMH

Ambos procedimientos estan disenados para aplicarse sobre ideales de dimension cero.
Requieren como entrada una base de Grobner reducida, calculada con orden lexicografico

y ordenada por términos lideres crecientes.

Sintaxis general:

triangM(G[,i]);
triangMH(G[,1]);

donde:

= G es un ideal que representa la base de Grobner reducida del sistema original.

= i es un parametro opcional. Si se indica i = 2, los polinomios en los sistemas

triangulares seran factorizados.

Salida: Ambos procedimientos devuelven una lista de sistemas triangulares. La diferen-

cia entre ellos es:

» triangM: la union de variedades de los sistemas generados es igual a la variedad del

ideal original.

» triangMH: la unién disjunta de variedades coincide con la del ideal original, evitando

solapamientos entre los sistemas obtenidos.
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A.2.2. Ejemplo

Retomando el Ejemplo 5.4, consideremos el sistema dado por los siguientes polinomios:

fi=2424+y—1,
for=zy+z2ze+2+yr+a+2,
fs=y"+2y—1,

A continuacion, utilizamos en SINGULAR el procedimiento triangM para obtener la des-
composicion del sistema f; =0 ¢ = 1...4 en sistemas triangulares con el algoritmo de
Moller:

LIB "triang.1lib";

ring r = 0,(x,y,2z),1p;

ideal F = z72 + z + y - 1,
Z*y + z*¥x + z + y*x + X + 2,
y©2 + 2%y - 1,
x"2 - 2;

ideal G = stdfglm(F);

list S = triangM(G);

S

Listing A.2: Implementacion en SINGULAR del Ejemplo 5.4

Nota 3. Como hemos comentado, triangM recibe una base de Groebner calculada con el
orden lexicogrdfico. El comando stdfglm(F) calcula primero la base de Grébner de F' en
orden degrevlex por ser el mds rapido, comprueba que el ideal sea de dimension cero y
aplica el algoritmo FGLM para transformar dicha base al orden lexicograifico, guardando
el resultado en la variable G. En este caso, utilizar stdfglm es redundante dado que, como
vimos en el Ejemplo 5.4, F ya es una base de Groebner con el orden lexicogrdfico. Pero se
ha incluido en el codigo para que el lector comprenda que, en caso de no ser asi, si seria
necesario. Por otro lado, en este caso triangM y triangMH devuelven el mismo resultado,

por lo que solo se ha incluido el primero.

El resultado que nos devuelve SINGULAR es que S es el conjunto de los dos sistemas

triangulares S} y S siguientes:
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A2 Algoritmo de Moller

Figura 1.3: Salida del procedimiento triangM

S) = {22—2, y+z+1, x2—2},

Sy = {22—|—22—1, T m—l—z—l—l}.

Las soluciones de estos sistemas triangulares son:

T ={ (V2, -1 —V2,V2),(vV2, =1 +V2, —V/2),
(—V2, =1 = V2, V2),(—V2, -1 + V2, —V2)},

Ty ={(—v2,vV2-1,vV2-1), (vV2, -1 =2, -1 —V2)}.

Como era de esperar, el sistema original, dado por f; =0 ¢ =1...4, tiene 6 soluciones

y son los 6 elementos del conjunto 77 U T7.

Observacion 2. Para finalizar, cabe hacer una importante observacion. En el Capitulo
5, el algoritmo de Modller, ejecutado para este mismo sistema inicial paso a paso, nos

devolvia los conjuntos S1 y So siquientes:

Spi={* -2, y+ao+1,22+z+y—1},
Sy i={2*—2,y—x+1z+az}.

Cabe destacar que estos conjuntos no son idénticos a los conjuntos Sy y Sy devueltos por la
implementacion del algoritmo de Moller en SINGULAR. Sin embargo, el sistema asociado

a Sy tiene 4 soluciones y el de Sy tiene 2 soluciones, y esas 6 soluciones son:

T={(\2, -1-v2,v2),(V2, -1+ V2, —V?2),
(—V2, =1 = V2, V2),(—V2, -1+ V2, —V2)},
(—V2,V2-1,V2-1), (vV2, -1 —V2, -1 —V2)}
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Las 6 soluciones coinciden en ambos casos y, por tanto, ambas descomposiciones son
validas, y sus soluciones conforman las soluciones del sistema original. Esto sucede porque
la descomposicion en sistemas triangulares no es unica, y factores como cambios en la
implementacion del algoritmo en SINGULAR por parte del autor, puede llevar a diferentes

descomposiciones, aunque todas ellas con las mismas soluciones.
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