UNIVERSIDAD DE VALLADOLID

FacuLTAD DE CIENCIAS

TRABAJO DE FIN DE GRADO

GRADO EN MATEMATICAS

Reduccién de dimensionalidad y
teorema de Johnson-Lindenstrauss

Autor: DANIEL GONZALEZ MARTIN
Tutor: LUiS ANGEL GARCIiA ESCUDERO

23 de junio de 2025






Resumen

En Analisis de Datos y Aprendizaje Automatico, donde el manejo de datos de alta
dimensién es cada vez mas comun, la reduccion de dimensionalidad es una técnica cla-
ve para mejorar la eficiencia computacional y reducir los daninos efectos de la conocida
“maldicion de la dimensionalidad”. El teorema de Johnson-Lindenstrauss es un resultado
fundamental, que establece que un conjunto de datos en un espacio de alta dimension
puede ser proyectado en un espacio de menor dimensién con una distorsion minima de las
distancias euclideas. Estas proyecciones permiten preservar relaciones geométricas esen-
ciales, justificando el uso de técnicas de Anadlisis de Datos en un espacio de dimensién
significativamente menor. Este Trabajo Fin de Grado explora las peculiaridades que el
tratamiento de datos de alta dimension introduce, junto con desigualdades de concen-
tracion ttiles para conseguir probar el Teorema de Johnson-Lindenstrauss. También se
analizaran, mediante simulaciones, estas peculiaridades y las implicaciones practicas de
este resultado.

Abstract

In the fields of Data Analysis and Machine Learning, where handling high-dimensional
data has become increasingly common, dimensionality reduction emerges as a key techni-
que for enhancing computational efficiency and mitigating the detrimental effects of the
well-known “curse of dimensionality.” The Johnson-Lindenstrauss theorem is a founda-
tional result which asserts that a dataset in a high-dimensional space can be projected
into a lower-dimensional space with only minimal distortion of Euclidean distances. Such
projections preserve essential geometric relationships, thereby justifying the application
of data analysis techniques in significantly reduced-dimensional settings.

This undergraduate thesis undertakes a theoretical exploration of the challenges posed
by high-dimensional data, along with the concentration inequalities that play a crucial
role in proving the Johnson-Lindenstrauss theorem. In addition, these phenomena and the
practical implications of the theorem will be examined through simulation-based analysis.
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Capitulo 1

Introduccion

Gran parte de los procedimientos cldsicos en Andlisis Multivariante de Datos (Pena
2002; Izenman 2008) se basan en la hipdtesis de normalidad multivariante. Estos proce-
dimientos basados en normalidad son pioneros en Clasificacién, tanto supervisada como
no supervisada, y forman parte de pilares metodoldogicos sobre los que se asienta la In-
teligencia Artificial, y en particular el Aprendizaje Automatico o “Machine Learning”
(Hastie, Tibshirani y Friedman 2009; Bishop 2006; James et al. 2014; Shalev-Shwartz
y Ben-David 2014). Asi, por ejemplo, el Anélisis Discriminante Lineal (LDA por Linear
Discriminant Analysis) supone que las observaciones a clasificar han sido generadas por
distribuciones normales multivariantes con matrices de varianzas-covarianzas iguales. Este
tipo de suposiciones permite clasificar nuevas observaciones mediante la estimaciéon de los
parametros asociados a las distribuciones normales multivariantes que modelan estas cla-
ses. Si bien estos métodos gozan de buenas propiedades de optimalidad cuando se verifican
esas hipotesis de normalidad, se ha comprobado que estos métodos se enfrentan a serias
dificultades cuando la dimensién d, por ejemplo, el nimero de variables discriminantes,
crece. En este punto, cabe notar que las situaciones de alta dimensionalidad son mas bien
la regla que la excepcion en la Ciencia de Datos moderna, debido a la omnipresencia de
este tipo de datos (registro de senales de todo tipo, monitorizacién de imagenes y video,
datos no estructurados traducidos a formatos tabulares de alta dimensionalidad, ... ).

Una de las dificultades que aparece al trabajar con la distribucién normal multivariante
en altas dimensiones es el gran nimero de pardmetros asociados a todas las covarianzas
entre variables a estimar. Esto hace que la distancia de Mahalanobis, como forma de medir
“proximidades”, naturalmente asociada a la distribucién normal multivariante, deje de
ser operativa a nivel practico cuando la dimension d sea elevada. Suponer igualdad de
varianzas y que las correlaciones entre variables son nulas simplifica el uso de la distancia
de Mahalanobis al uso de distancias euclideas. Asi, medir proximidades usando la simple
distancia euclidea subyace en muchos e importantes métodos basicos en Ciencia de Datos,
especialmente en métodos que podemos considerar de cardcter “no paramétrico”. Un
ejemplo bien conocido es el método de los m-vecinos, que asigna observaciones a clases
segun la clase mayoritaria entre las m observaciones mas cercanas a la que se desea
clasificar, dentro del espacio euclideo.

Desgraciadamente, incluso trabajando en el caso simplificado del uso de distancias
euclideas, gran parte de los métodos habituales en Ciencia de Datos resultan afectados
por un bien conocido fenémeno de “espacio vacio” que aparece al incrementarse la di-
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mensionalidad de los problemas tratados. Este fenémeno de espacio vacio suele conocerse
como la “maldiciéon de la dimensionalidad”, término introducido por Richard Bellman en
Bellman (1958), y que, de forma simplificada, es atribuible al crecimiento exponencial del
volumen del espacio en el que se representan los datos cuando se anaden dimensiones. En
este trabajo se formulard detalladamente este fenémeno de espacio vacio y se verd cémo
el mismo impacta muy negativamente en muchas de las intuiciones de “baja dimensién”
que sustentan muchas técnicas de analisis de datos basicas. Por ejemplo, en trabajos co-
mo Aggarwal, Hinneburg y Keim (2001) se muestra cémo, para la clasificacién mediante
m-vecinos mas préximos en espacios de muy alta dimension, sucede que los datos son
tan escasos a nivel “local” que la nocién de cercania o vecino mas proximo pierde todo
su significado. Adicionalmente, las técnicas basadas en suposiciones de normalidad, aun
suponiendo estructuras simplificadas de varianzas-covarianzas, dejan de discriminar co-
rrectamente entre observaciones debido a un fenémeno de concentracién de medida que
se tratard también a lo largo de este trabajo.

No obstante, a pesar de estas dificultades, en este trabajo se verda que, bajo ciertas
condiciones bastante generales, la alta dimension puede, en ocasiones, facilitar sorpren-
dentemente algunos andlisis de datos. Por ejemplo, en espacios de alta dimension, los
vectores aleatorios asociados al muestreo de distribuciones normales tienden a ser practi-
camente ortogonales entre si, y sus normas euclideas se concentran notablemente en torno
a sus valores esperados, situandose con alta probabilidad alrededor de dichos valores.
Este fenémeno de concentracién de medida en alta dimensionalidad, debidamente apro-
vechado, simplifica algunas tareas estadisticas como, por ejemplo, la separacion de clases
y permite el establecimiento del Teorema de Johnson-Lindenstrauss. Es por ello que en
algunos contextos se hace referencia también al concepto de “blessing” (o bendicién) de
la dimensionalidad, en oposicién a la maldiciéon de la dimensionalidad.

Un ejemplo de la aplicabilidad practica de estos fenémenos de concentracién de medida
y la ortogonalidad en espacios de alta dimensién es el Teorema de Johnson-Lindenstrauss.
Este teorema, formalizado por primera vez en Johnson y Lindenstrauss (1984), establece
que cualquier conjunto de n puntos en un espacio R? puede proyectarse a un espacio de
dimensién mucho menor sin sacrificar demasiada informacién en términos de distancias
euclideas. Esta proyecciéon, realizada mediante una matriz aleatoria de tamano k X d,
preserva aproximadamente las distancias euclideas entre todos los pares de puntos del
conjunto original. A lo largo de este trabajo se desarrollaran todos los resultados pre-
vios necesarios para llegar a probar ese Teorema de Johnson-Lindenstrauss. Este resul-
tado justifica tedricamente el uso de técnicas de reduccion de dimensionalidad que no
requieren asumir ninguna estructura particular sobre los datos. En particular, resulta de
gran ayuda en métodos como la busqueda de m-vecinos mas proximos y otros métodos
intrinsecamente basados en distancias euclideas. En virtud de este teorema, al reducir la
dimensionalidad mediante estas proyecciones aleatorias, se logra que las distancias entre
las observaciones se conserven dentro de margenes pequenos, lo cual permite, por ejemplo,
buscar el vecino méas cercano en un subespacio de dimensién menor. De esta forma, se
mitiga parcialmente el problema de alta dimensionalidad en contextos de alta complejidad
en los datos, donde otras técnicas tipicas de reduccién de la dimensionalidad, como por
ejemplo las Componentes Principales, resultarian completamente inviables o muy costosas
computacionalmente.

La estructura de este trabajo es la siguiente. En el Capitulo 2 se presenta la maldi-



ciéon de la dimensionalidad, comenzando con simulaciones sobre la distribucién normal
multivariante (Seccién 2.1) y la distribucién uniforme en hipercubos (Seccién 2.2). En el
Capitulo 3 se estudia la distribuciéon uniforme en la bola unidad en alta dimensién. En
el Capitulo 4 se analiza el comportamiento de la distribuciéon normal multivariante en
espacios de gran dimension, profundizando en las ideas de concentracion introducidas en
el capitulo anterior. Finalmente, en la Seccion 5.1 del Capitulo 5 se introduce el Teorema
de Johnson-Lindenstrauss y en la Seccién 5.2 se muestran algunas de sus aplicaciones,
incluyendo su uso en algoritmos como los de m vecinos mas proximos, m-medias y LDA
para clasificacién y estimacién paramétrica en distribuciones normales.

Los resultados que se presentan a lo largo de este trabajo estdn basados principalmente
en Wegner (2024) a la vez que se han consultado otras fuentes y elaborado argumentos
propios. Asimismo, se ha implementado cédigo estadistico que permite justificar empiri-
camente varios de estos resultados y facilitar su comprensién y alcance.






Capitulo 2

Maldicion de la dimensionalidad

El término “maldicién de la dimensionalidad” fue acunado por Richard Bellman en
1961, en el contexto de la programacion dindmica Bellman (1958), para describir como
ciertos problemas se vuelven intratables a medida que aumenta el ntimero de variables
involucradas. En particular, Bellman observé que el volumen del espacio crece exponen-
cialmente con la dimension, lo que implica que la cantidad de datos necesaria para cu-
brirlo de manera significativa también crece de forma exponencial. Esto no solo dificulta
los célculos, sino que también debilita la capacidad de generalizar patrones o “aprender”
de los datos a partir de conjuntos de entrenamiento finitos.

En este capitulo se abordaran algunos fenémenos que emergen en espacios de alta
dimensién y que resultan contraintuitivos respecto a la experiencia habitual cuando se
trabaja en espacios de dimensién baja o moderada. Veremos como cambian las nociones
de distancia, cercania, ortogonalidad y concentracion de la medida y cémo estos efectos
motivan la necesidad de adaptar nuestras herramientas y modelos cuando nos enfrentamos
a datos en espacios de alta dimension.

En este capitulo se trabajara sobre el espacio R? dotado de la o-4lgebra de Borel deno-
tada por 3¢, junto con la medida de Lebesgue en R? que se denotaré por ¢;. Igualmente,
se denotara por 04 = (0,...,0) € R? y por I; a la matriz identidad de tamaiio d x d.

2.1. Distribucion normal multivariante: simulaciones
y primeros resultados

En Ciencia de Datos y en Andlisis Multivariante de Datos, la distribucién normal
multivariante juega un papel clave. A continuacién se define dicha distribucion y la forma
de su densidad, en los casos no degenerados.

Definicién 2.1. Sea (2,0, P) un espacio probabilistico. Un vector aleatorio X se dice
que tiene una distribucion Gaussiana o normal d-variante si para todo vector a € R?
se tiene que la variable aleatoria real a¥X : Q — R sigue una distribucion normal uni-
variante (a®' X serian todas las posibles combinaciones lineales de las coordenadas del
vector aleatorio X ). En particular, si asumimos un vector de medias p € R? y una ma-
triz de covarianzas %, siendo una matriz d X d y definida positiva, entonces diremos que
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X ~ N(u,X) y se puede ver que

1 1 _
P(X € A)= W/Aexp(— §(x—u)TZ 1(35—;1,))6[90, para A € ¢,

A la hora de analizar como afecta la dimensionalidad al comportamiento de la nor-
mal multivariante, comenzaremos con un pequeno estudio de algunas propiedades basicas
que ayudan a comprender su comportamiento al aumentar la dimension d. Para ello, el
siguiente teorema revisa el valor esperado de la norma de X y la varianza de la misma, si
X ~ N(0g4,1).

Proposicién 2.2. Si X ~ N (04, I;) entonces, para todo d € N, se verifica:

(i) B(|X|2) = d y Var(|X||?) = 2d

(id) |E(IX]| - Vd)| <

S

(13i) Var(||X]]) <2

Demostracion. Para probar (i) se usa la expresién de la norma euclidea de X = (X1,..., X,) "
como || X||? = X? +--- + X2, que junto a la linealidad de la esperanza, lleva a

E(IX|*) = E(X]+---+X]) = E(X])+ -+ E(X]).

Si X ~ N (04, 1;) entonces X; ~ N(0,1) para l = 1,...,d (véase la Proposicién A.8) v,
por tanto

E(IX|?) = E[(X1 — E(X1)))] + -+ E[(X4 — E(X4))?] = Var(X;) + - - - + Var(X,) = d.

(2.1)
Por otro lado, la independencia de las variables X;, | = 1,...,d (recuérdese que > = I; y
que la incorrelacion es equivalente a la independencia para distribuciones normales), nos
garantiza que

Var(|| X ||*) = Var(X7) 4 - - - + Var(X]) = d Var(X7) = d [E(X]) — E*(X7})].

Siguiendo el argumento en (2.1) sabemos que F(X?) = 1. Por otro lado, el momento de
orden cuatro de una distribucién normal estdndar es E(X{) = 3, ya que se sabe que la
kurtosis de cualquier variable aleatoria distribuida segin una normal univariante es igual
a 3y el simple uso de

E(X{) - E'(X1) _ E(X{) -0
Var(X;)2 1 '

Kurtosis(X;) = 3 =

En el Apéndice A.1 se demuestra que la Kurtosis de cualquier distribucién normal univa-
riante es 3. Por tanto, (i) queda probado dado que

Var(|X[[?) = d [E(X}) ~ BX(XD)] = d- (3 - 1) = 2d. (2.2)
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Para probar (ii) debemos tener en cuenta lo probado en (i) y el siguiente desarrollo
algebraico:

Vi — 2)| X|[|vd — 2d _ I1X[12 = | X1 + 2| X ||Vd — 2d _
2v/d 2V/d
_ IX]P—a [IX]? + 2| X||Vd —d _ IX|PP—da  (IX] - Vd)? _
2/d 2v/d 2/d 2/d
IX|2—d (|X]|-Vd)? (IX]|+Vd)? |[|X|*—d (IX]? = d)?

1X1 =

2Vd Vi (IX[+VdR 2vd 2Vd-(|X] + Va)?
Si renombramos los términos como
X|?=d X||? = d)?
A, = 1 X ] v By— (1l ) |
2Vd 2v/d - (IX]| + V)

entonces
[E(|1X]| = Vd)| = |E(Aq) — E(Ba)|-
Por lo probado en (2.1) se tiene que E(A,) = 0, para todo d € N, y como By > 0 para
todo d € N entonces
E[(IX]? —d)*] _ Var(|X|*) _ 1

donde se ha usado (2.2).
Finalmente, para probar (iiz) se hace uso de (ii) y de las propiedades de la varianza,
que dicen que Var(X + ¢) = Var(X) para cualquier constante ¢ € R. Por tanto,

Var(|X[) = Var(IX || = V) < BI(|X]| = Vd)’] = 2Vd- B(B) < 2.
donde se ha usado (2.2) y parte de la prueba de (i7). O

Nota 2.3. Por lo demostrado en el apartado (it) del teorema anterior, lo que podemos
deducir es que para d suficientemente grande, E(||X|| — V/d) es prdcticamente 0, luego
se deduce que E(|X||) =~ Vd. Ademds, como la varianza de la norma de X al cuadrado
esta acotada, entonces podemos aplicar la desigualdad de Chebyshev para asequrar que la
distribucion de || X || se concentra alrededor de su media. Es decir, dado k > 0 se tiene que

Var(|x]) _ 2

k2 - k2
FEsto nos asequra que la probabilidad de que || X|| se aleje de su media en k unidades estd
acotada por k%

Por la Proposicidn 2.2 se sabe que |E(||X|| — Vd)| < 1/v/d y se desea proporcionar
una cota para la probabilidad de que ||X|| se aleje de v/d en mds de e > 0. Para ello, se
puede escribir

P(|IX) = Vd| = &) = P(IIX] = E(IXI) + E(IX]]) = Vd| > ¢)
P11 = EQXID| + E(IX]]) = Vd| =€)
P(|I1X] = E(IXID| = & — [E(I1X])) — Vd]) <

P(IX] = E(XID = k) <

<
<

VARRVAN

<p (H\XH _ (X 2 e - %) 7
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y para € > 1/v/d se tiene

2
P(IX] -V > ¢) < —
5
Vd
A medida que d crece, la cota anterior para la probabilidad se acerca cada vez mds a 2/&2.
Luego para € fijo, la probabilidad de que || X| se aleje de v/d se mantiene acotada y no

crece. Por tanto, para cualquier X es de esperar que los valores de || X || estén cerca de
Vd y esta aprozimacién mejora conforme se incrementa d.

Para comprobar experimentalmente los resultados del Teorema 2.2 y las consecuencias
de la Nota 2.3, podemos simular mediante R una muestra aleatoria simple de la distribucion
N (04, I;) para diferentes valores de d y ver si se cumplen los resultados tedricos que se
han demostrado.

Asi, se han calculado resumenes estadisticos de la norma euclidea de n realizaciones
aleatorias de la distribucién normal d-variante para distintos valores de la dimension d.
En concreto, se ha generado una muestra aleatoria simple de tamano n = 8000 del vector

aleatorio X ~ N(0g4, 1), es decir, se han considerado X7, ..., Xgoo variables aleatorias
independientes con X; = x; ~ N (04, I;) para i = 1,...,8000 y se han calculado las
normas euclideas ||x1][, ..., ||®so00|| de dichas observaciones. Los graficos de la Figura 2.1

muestran cémo la mayorfa de realizaciones de la distribucién N (04, I;) se sitian muy
préximas a la esfera en R? centrada en el origen de radio Vd y, a su vez, en la Tabla
2.1 se ve que la dispersion de las normas euclideas no parece aumentar a medida que
se incrementa la dimensiéon d. Variando la dimensién d en este experimento, la hipotesis
que confirmamos es que E(||X||) =~ vd y que Var(||X||) estd acotada para todo d, si
X ~ N(0g4, ;). En la Tabla 2.1 se han recogido las medias y varianzas muestrales de las
normas de los individuos de la muestra, as{ como el valor de v/d, para cada una de las
dimensiones d. Es decir, se han calculado los valores:

8000 1 8000

N2
E 8000”‘80002“ ¥ Shoon = g5 2, (Il = Tl )

donde ||@sgo0|| denota la media muestral y Sz, la varianza muestral de las normas de la
muestra aleatoria simple.

d=1 d=10 d=100 d=500 d=1000 d=10000
lesooo]] 0.8024 3.0953  9.9717 22.3490 31.6176 100.0008
Vd 1.0000 3.1623 10.0000 22.3607 31.6228 100.0000
S200 0.3524 0.4807 0.4889  0.4795  0.4956 0.5004

Tabla 2.1: Resumenes estadisticos de las normas de una muestra de tamainio n = 8000 de
normales multivariantes X; ~ N (04, I;) dependiendo de la dimensién d.

Estos resultados ilustran el comportamiento de la normal multivariante al aumentar
la dimension d, observando comportamientos no necesariamente demasiado “intuitivos”.
Por ejemplo, se ha probado que la distribuciéon normal multivariante esta concentrada
en torno a la esfera de radio v/d, mientras que la distribucién normal univariante estaba
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concentrada en un entorno del cero de amplitud 1 con una probabilidad de 0.6826. No
obstante, si se observa que la varianza de las normas euclideas se mantiene acotada, como
en el caso univariante, independiente de la dimension d.

d=1 d=10
IixII ‘ /H;H
d=100 d=500
’ Iixl ' ’ ! IIxII
d=1000 d=10000

IxII Iixl

Figura 2.1: Estimacién de la funcién de densidad de || X || si X es una distribucién N (04, 1)
para d = 1,10, 100, 500, 1.000, 10.000.

Siguiendo el mismo tipo de argumentos, tiene sentido establecer relaciones entre la
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posicién relativa de dos variables aleatorias independientes X e Y tales que X ~ N (04, 1)
e Y ~ N(04, I;) mediante || X — Y. El resultado anédlogo a la proposicién anterior es el
siguiente:

Proposicién 2.4. Si X ~ N(04,1;) e Y ~ N(0g4,1;) son vectores aleatorios indepen-
dientes, entonces se verifica:

(i) E(|X =Y|?) =2d y Var(| X —Y|*) = 8d

(i) |BE(|X =Y - v2d)| <

N
S8

(idi) Var(]|X — Y] < 4

Demostracion. La demostracion de (ii) y (i7) se realiza tal como se hizo en la prueba
de la Proposicién 2.2. En cuanto a (i), se puede presentar una demostracién alternativa
teniendo en cuenta que la distribucién x2 con k € N grados de libertad se define como la
suma del cuadrado de k variables con distribucién X; ~ N7(0, 1) independientes. Es decir,
Z = X} + -+ X} sigue una distribucién chi-cuadrado, que denotamos como Z ~ y?.
Es conocido que el valor esperado de una distribucién Z ~ y? satisface F(Z) = k y que
Var(Z) = 2k. Teniendo en cuenta que | X —Y|]? = (X; — V1) + - + (X — Y3)? y que
X, =Y, ~N(0—-0,v12 4+ 1?) (recordando las condiciones de independencia asumidas), se
llega a

X1 —Y

V2

~Ni(0,1), paral=1,...,d,

por lo que
|X =Y

2
2 Xd>

y, consecuentemente, E(||X —Y|?) = 2d y Var(||X —Y||?) = 8d, como se deseaba probar.
[

Nota 2.5. Siguiendo lo expuesto en la Nota 2.3, como E(||X —Y||*) — v2d se acerca a 0
para d grande, se tiene que E(||X =Y ||?) &~ v2d. Ademds, como la varianza estd acotada,

se puede probar que || X — Y| se concentra alrededor de su media y acotar la probabilidad
de que || X = Y| se aleje de v/2d en mds de € por

PIX -~ V2l > ) < oy

2 )2
6 _——
V2d
Juntando las proposiciones 2.2 y 2.4, se garantiza que E(|| X||*) =d y E(|X —=Y|)?) =
2d, luego cabe prequntarse si podemos esperar que X eY sean vectores aleatorios ortogo-

nales (independientes en el caso de normalidad) en virtud del argumento geométrico que
proporciona el Teorema de Pitagoras en la Figura 2.2.
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|lx — Y| = vad

ST

X1 = vVd

Figura 2.2: Interpretacién geométrica usando el Teorema de Pitagoras

Trabajando en la direccién del iltimo comentario, se puede probar lo siguiente:

Proposicién 2.6. Si X ~ N(04,1;) e Y ~ N(04,1;) son independientes y x € R?
entonces se cumple:

(i) E((X,Y)) =0y Var((X,Y)) =d .
(i) E((X,x)) =0y Var((X,x)) = [|x]*.

Demostracion. Para la demostracion de (i), se usa la definiciéon habitual del producto
escalar en R? como
(X)) = XaVi + -+ + XaYy,

se tiene que
d

E((X,Y)) =Y E(XY;) =Y E(X)E(Y;) =0,

=1

(por la independencia de X e Y}). Aprovechando igualmente las propiedades de indepen-
dencia tenemos para la varianza que,

d
Var((X,Y)) =) Var(X)Y)) = dVar(X,Yy) = d (E(X])E(Y?) — E*(X1)E*(Y1))
=1
= d E(X] — BE(X))) E(Y? = E(Y1)) = d Var(X;)Var(¥1) = d

Para probar (i7) podemos repetir el mismo razonamiento y demostrar facilmente que
E ((X , X)) = 0y, para la varianza, basta recurrir de nuevo a la independencia obteniendo
que

d d d
Var((X,x)) = Y _Var(X;z) = afVar(X)) = Y a7 = ||x|*.
=1 =1

=1

]

Nota 2.7. Aunque se ha probado que E((X, Y}) =0, a la hora de comprobar hasta qué
punto X eY son ortogonales para d suficientemente grande, tenemos problemas por el
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hecho de que la varianza Var((X, Y)) no esté acotada, lo que nos hubiera permitido usar
directamente la desigualdad de Chebyshev, como en las notas 2.3 y 2.5.

Sin embargo, si consideramos un punto x € R? fijo, se ha obtenido en (ii) que
Var((X,x)) = ||x||%, que si es finita. Por tanto, usando el argumento de la desigualdad de
Chebyshev, se puede probar que (X,x) se concentra alrededor de su media E((X,x)) =0
y, por tanto, cualquier observacion es de esperar que sea ortogonal al punto prefijado
x € R?. Esto nos sugiere que, como las observaciones de || X|| estdn sobre una esfera de
radio \/d centrada en 04, si elegimos x = (\/E, 0,...,0) € R? entonces que las coordena-
das del vector aleatorio X estén situadas con alta probabilidad sobre el ecuador de la bola
de radio \V/d. Es decir, la coordenada X, de X es pequeria (y este argumento es simétrico
para cualquier X; conl=1,...,d). Esta intuicion serd formalizada en el Capitulo 4.

2.2. Distribucién uniforme en hipercubos

Definicién 2.8. Sea (2, 0, P) un espacio probabilistico. Decimos que X sigue una distri-
bucion uniforme en B € B% si

(y(AN B)

P(XeA):W,

donde £4(C) = fc dx denota la medida de Lebesque del conjunto C para C € B%. Una
variable con esta distribucion serd denotada por X ~U(B).

Notese que es importante que tanto el conjunto B sobre el que se define la distribucién
como los sucesos A que se utilizan sean medibles.

En lo que sigue, se estudiard la distribucion uniforme sobre algunos conjuntos especial-
mente interesantes, como son los hipercubos, y se vera que, al igual que con la distribucion
normal multivariante, se tienen algunas propiedades interesantes, y no necesariamente de-
masiado intuitivas, al incrementar la dimension d.

Definicién 2.9. Se define el hipercubo d-dimensional centrado en 04 como el conjunto
Hy = [-1,1]¢ € R? y la bola unidad centrada en O4 con radio unitario serd denotada
como B(04,1) C R?. Estos conjuntos son claramente medibles para la o-dlgebra de Borel
B

Hay varias propiedades interesantes sobre los hipercubos que, en cierta medida, resul-
tan sorprendentes. Por ejemplo, si se consideran los 2¢ vértices de la forma (vy, ..., v4), con
v; tomando valores 1 y —1 paral =1,...,d, y se calcula la norma de cualquiera de estos
vértices se observa que todos tienen norma v/d con vd — co. Es decir, cuanto més incre-
mente la dimensién d, mas alejados del origen 04 se encuentran los vértices del hipercubo.
Sin embargo, este hecho no es suficiente como para garantizar que la esperanza de la nor-
ma de cualquier X ~ U([—1,1]¢) crezca con la dimensién d, como ocurria en el caso de la
distribucion normal multivariante. De hecho, si se consideran los centros de las caras del
hipercubo, es decir, los puntos e, = (0,...,0,1,0...,0) y —e; (un 1 o —1 en la posicién i
y 0 en el resto de las posiciones) se tiene ||e; — (—e€;)|| = 2, mientras que la distancia de ¢
a ey (0a —ep) esigual a V2 sil # 1', luego algunas distancias se mantienen invariantes
con la dimension. Esto quiere decir que, conforme aumenta la dimensién d, se evidencia la
presencia de picos sobre la superficie del hipercubo, mientras que los centros de las caras
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se mantienen a distancia constante. En la Figura 2.3 se pueden ver estas propiedades en
dimensiéon 2 y 3, donde se ha inscrito la bola de radio 1 en el hipercubo correspondiente,
mientras que la dltima representacion corresponde a una version idealizada del hipercubo
en dimension d alta denominada “Equidnaedro”, que puede resultar de ayuda para intuir
sus caracteristicas.

Figura 2.3: Representacién de un hipercubo en 2 y 3 dimensiones y de un “Equidnaedro”
como una version idealizada del hipercubo para un d elevado

Puesto que estas distancias parecen no comportarse de manera intuitiva en alta dimen-
sion, se puede esperar que el volumen de H,, v por tanto, las zonas de alta probabilidad
para la distribuciéon uniforme, tampoco se comporten de una forma demasiado intuitiva.
De hecho, segiin se incrementa la dimensién, se puede probar que hay una alta concen-
tracién del volumen del hipercubo (masa de probabilidad de la distribucién uniforme
asociada) cerca de sus caras. Denotando

Fg,dIHd\(l—E)HdI{XEHd}\{<1—€)‘X2XEHd},

se tiene

Co(Flq) = La(Hy) — 04((1 — e)Hy) = 2% — (2(1 — ).

Se probara un resultado mas general que este en el Lema 3.2. En términos de proporciones,
se tendria que
Ca(F.q)
Ca(Ha)

para cualquier 0 < € < 1. Lo que se acaba de probar es que, al incrementar la dimension,
se tiene la mayor concentracion de masa de probabilidad en un entorno de la frontera del
hipercubo. Este hecho contrasta con la baja probabilidad que se proporciona a una bola
B(04,1) inscrita en el hipercubo, para la que se verifica

—1-(1-e) &2,

d
T2

ty(B(04,1)) = 1)

(2.3)
Este resultado serd probado en el Apéndice B. Usando 6rdenes de infinitud se obtiene

facilmente que

d—00

Para evitar el hecho de que el volumen del hipercubo [—1, 1]¢ no esté acotado, es decir,
que suceda que
lim £4([—1,1]%) = lim 2% = oo,

d—o0 d—o0
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se trabaja con el hipercubo [—1/2,1/2]¢, de tal forma que si X ~ U([-1/2,1/2]¢) y
C C [-1/2,1/2]¢ entonces
P(X € C) =140),

y, consecuentemente,

d d
1 2 1
lim P ||| X]|| < =)= lim {43(B(04,1/2)) = lim ——— (=] =0. 2.4
pim P (10 % 5 ) = Jim 300120 = Jim = () (2.4
La Figura 2.3 hace una representacion esquematica del aspecto del hipercubo de lado
unidad y la esfera de radio 1/2 inscrita en él. También, se ha calculado mediante R el
volumen de la d-hiperesfera B(0,, %) al cambiar la dimension d y se han recogido estos
datos en la Tabla 2.2. Por otro lado, si se considera
lim P(X ¢ [~1/2+¢6,1/2 —¢]Y) = lim 1 — (1 —2¢)? =1,
d—o0 d—o0
concentrandose, de nuevo, la probabilidad en los bordes del hipercubo y no concentrandose
para nada en las proximidades del 04. Estos resultados muestran el tipo de comportamien-
to contraintuitivo que ya velamos para la distribucién normal multivariante. Notese que
se entiende por “proximidades” a estar a una distancia menor a 1/2, lo que se traduce en
el problema de “espacio vacio” descrito en el Capitulo 1 de Introduccion.

Hipercubo d-dimensional
centrado de lado 1

Bola n-dimensional de radio
1/2 inscrita en el hipercubo n-
dimensional

Hipercubo n-dimensional de

— lado 1

Figura 2.4: Seccién de una bola de radio 1/2 inscrita en un hipercubo de lado unidad en
dimension d.

En el caso genérico de un hipercubo centrado en el 0; de lado L, su volumen serd L¢,
que coincide con el valor 1 si L = 1, tiende a infinito si L > 1 o decrece hacia 0 si L < 1.
No obstante, los razonamientos anteriores son también validos porque podemos escribir

la(B(0a, 5)) _ L*- La(B(04, 3))
L[5 519 L la([-3, 3]%)
Luego, segtin se incrementa la dimension, la probabilidad de que las observaciones de

una distribucién uniforme en el hipercubo se encuentren en un entorno del origen tiende
a cero.

= (4(B(04. 1)). (2.5)
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Dimensién  Volumen

1 1.000000
2 0.785400
3 0.523600
4 0.308430
5 0.164490
6 0.080750
7 0.036910
8 0.015850
9 0.006440
10 0.002490
11 0.000920
12 0.000330
13 0.000110
14 0.000040
15 0.000010

Tabla 2.2: Volumen de la esfera de radio 1/2 al cambiar d.

Estas ideas se pueden formalizar a resultados asintoticos. En los trabajos Anderssen
y Bloomfield (1975) y Anderssen, Brent et al. (1976) se demuestra que si X ~ U([0, 1]%),
E(]|X||) se comporta asintéticamente como +/d/3, aunque su expresién exacta solo se
conoce para pequenos valores de d. Este comportamiento se asemeja al de la distribucion
normal multivariante (recuérdese el Teorema 2.2). Siguiendo el razonamiento anterior,
para el hipercubo [—1/2,1/2]¢, se demuestra en Bailey, Borwein y Crandall (2007) que
E(|YI)=1/2E(|X]) si Y ~U([-1/2,1/2]?) v, entonces, E(||Y|) se comporta asintéti-
camente como 1/2/d/3.

Para justificar empiricamente estos comentarios se ha simulado en R n = 8000 reali-
zaciones aleatorias de la distribucién uniforme en [—1/2,1/2]¢ para distintos valores de
d. Los gréficos de la Figura 2.5 muestran cémo las observaciones de ||Y|| se encuentran,
aproximadamente, a distancia 1/2- \/% del origen y, a su vez, la dispersién de las mismas
no aumenta conforme se incrementa la dimensién. La Tabla 2.3 recoge la media y varianza
muestral de las observaciones asi como el valor esperado para E(||Y||) y la diferencia entre
este y la media muestral.

d=1 d=10 d=100 d=500 d=1000 d=10000

Media muestral  0.2493 0.9018 2.8829 6.4536  9.1288  28.8669
1/2-/d/3 02887 09129 2.8868 6.4550 9.1287  28.8675
Varianza muestral 0.0208 0.0173 0.0166 0.0166  0.0165  0.0169

Tabla 2.3: Media y varianza muestral de la distribuciéon uniforme en hipercubos para
distintos valores de d

Ademas, en los articulos Bailey, Borwein y Crandall (2007) y Robbins y Bolis (1978),
se generaliza el resultado anterior para | X —Y|| si X, Y ~ U([—1/2,1/2]%), probando que
E(| X = Y|)) esta acotada entre 1/2-v/d /3 y 1/2-/d/6. Esto demuestra que E(||X —

Y]) tiende a infinito cuando v/d /3 — oo, extendiéndose el cardcter contraintuitivo que
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Figura 2.5: Aproximacién a la funcién de densidad de ||X|| si X es una distribucién

U([-1/2,1/2]%) para d = 1,10, 100, 500, 1.000, 10.000
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va se demostrd para la distancia entre dos variables aleatorias independientes N (04, I4)
en el Teorema 2.4). Por ultimo, las propiedades de independencia de X e Y y que sus
coordenadas X, Y; tengan media 0 permiten demostrar que E({X,Y)) = 0 para X, Y ~
U([—1/2,1/2]%). De esta manera, se ve que el comportamiento de la distribucién uniforme
en hipercubos reproduce de alguna forma lo visto para la distribucién normal para altas
dimensiones.

En esta seccion hemos probado tedricamente y comprobado experimentalmente cémo
dos de las distribuciones mas importantes en Estadistica se ven afectadas al aumentar con-
siderablemente la dimensién d. Los resultados obtenidos evidencian un comportamiento
inusual en alta dimensién, donde las regiones de alta probabilidad cambian, las distan-
cias aumentan y los vectores tienden a ser ortogonales. Todo esto lleva al bien conocido
fenémeno de “espacio vacio”, que subyace en la “maldicién de la dimensionalidad”, y hace
que conceptos como utilizar “observaciones mas préximas”, en problemas de aprendizaje
supervisado y no supervisado sea, al menos, cuestionable.
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Capitulo 3

Distribucion uniforme en la bola
unidad en alta dimension

Como hemos demostrado en el Capitulo 2, a medida que se incrementa la dimensién
del espacio, ciertos fenémenos geométricos y probabilisticos empiezan a manifestarse de
manera sistematica, como se ha visto en los Teoremas 2.2, 2.4 y 2.6. Uno de los fenémenos
que resultaara mas relevante en el contexto del analisis de datos de alta dimensién sera
el fenémeno de concentracién de la medida. Este fenémeno describe como, en espacios
métricos de alta dimension, la mayoria de las medidas de probabilidad se agrupan en torno
a ciertas regiones especificas del espacio. En este capitulo introduciremos formalmente
este fenémeno a través del estudio de la distribucién uniforme en la bola unidad de R,
que constituye una de las distribuciones mas sencillas e importantes para observar esa
concentracion de medida.

Previamente a presentar los resultados mas importantes en este capitulo, empezaremos
presentando un lema técnico que extiende uno de los resultados vistos para distribuciones
uniformes en hipercubos.

Definicién 3.1. Se dice que un conjunto B C R es equilibrado si para todo z € B se
tiene que pz € B cuando |p| < 1. Es decir, uB C B donde uB = {uz : z € B} y
|| < 1. Por ejemplo, las bolas centradas en el origen o los hipercubos serian conjuntos
equilibrados.

Adicionalmente, dado un conjunto B C R? medible y equilibrado, llamamos la -
cascara de B al conjunto

B°=B\ (1-¢)B.

De tal forma que B* es la parte de B que dista menos que € de su frontera.

Lema 3.2 (Lema de concentracién superficial de medida). Dado un conjunto E C R?
medible y equilibrado y € > 0 fijo, se tiene

Ca(EF)
ly(E)

— 1, cuando d — oo.

Demostracion. Dado que E es equilibrado, podemos considerar el conjunto (1 —e)E =
{(1—¢)-x:x € E}, contenido en E y también medible, por serlo F, para todo ¢ > 0.
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Aplicando el cambio de variable dado por el difeomorfismo ¢ : (1 —¢)E — E mediante
d(y;) = v/ (1 — €) = x; cuyo jacobiano es |det(J,)| = 1/(1 — )¢, se cumple que

t((1 - 9)F) :/(1_ )Edy1«~~dyd:/E(l—a)ddxl---d:cd:(1—8)d€d(E),

y, consecuentemente,

G(E%)  La(B)—L((-9E)
0(B) (4(E) =i {=e)

T

Si se usa la desigualdad 1 — x < e™7, vélida para todo x € R, se llega a que

lq(EF)
la(E)

=1—(1—e)>1—e L%

para todo € > 0 fijo. O

En particular, con este lema, se ha probado que, para d suficientemente grande, una
gran proporcion de la masa de probabilidad de una distribucién U(B(04, 1)) se concentra
cerca de la frontera de la B(0g4,1). Ademads, este efecto de concentracién se acrecienta
conforme se incrementa la dimensién d. Al aplicar el Lema 3.2 para ¢ = é se tiene que
la 2-cdscara de B(0g4,1) recoge una proporcién de volumen del 1 — (1 — 3)%. Ademds, tal
y como vimos en (2.3), el volumen de la bola unidad tiende a cero conforme aumenta la
dimensién d.

Existen mas propiedades de la distribuciéon U(B(0g4, 1)) interesantes. Se probara que,
para d suficientemente grande, el volumen de B(0g4, 1) estd concentrado no solo en su e-
cascara sino que también se concentra alrededor de su “ecuador”. Tal y como se demostro
en la Nota 2.7, si se elige como punto fijo de R? el “polo norte” de una bola centrada
en 04 de radio Vd v se generan observaciones aleatorias segin la distribucién normal
multivariante en R?, es de esperar que estos sean ortogonales al punto fijo predefinido,
luego estarfan situados sobre el ecuador de B(04, v/d).

Para hacer riguroso el argumento previo habria que probar que la mayoria del volumen
de la bola unidad se concentra alrededor de su ecuador, es decir, en una banda de amplitud
pequenia alrededor de su “ecuador”, por ejemplo, |z1| < 1/ Vid (como asi se obtendria si se
pudiese aplicar la desigualdad de Chebyshev desde la Nota 2.7). Esto sera probado en el
Lema 3.4 para la banda de B(0g4, 1) comprendida entre los planos x; = +¢ cuando d > 3,
para € > 0 suficientemente pequeno. Previamente expondremos una desigualdad que sera
util en la demostracion.

Lema 3.3 (Desigualdad de Bernoulli). Sea z <1 yr >1 or <0, entonces se cumple
(1—z)" >1—rz,

La desigualdad de Bernoulli es un resultado bien conocido, basado en la convexidad
de la funcién (1 — )" y su desarrollo de Taylor de primer orden en torno al 0.

Para el siguiente resultado es necesario definir previamente los conjuntos H = {x €
Re:z, >0}y B.={x€ R?: |z;| < e}, cominmente denominados semiespacios.
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Figura 3.1: Representacién de la banda ecuatorial y los hemisferios de B(0g4, 1)

Lema 3.4 (Lema de concentracién ecuatorial). Dadod >3 ye > 0, si E.NB(04,1) es la
region de B(0gq,1) comprendida entre los planos x1 = ¢ y x1 = —e (véase la Figura 3.1)
se cumple que

(4(B. N B(0g, 1)) > (1 _ N% - 6—52(3‘”> (4(B(0y,1))

Demostracion. Lo primero que se comprobard es que para € > 1 el resultado es trivial.
En ese caso, como E. N B(04,1) = {x € B(04,1) C R?: |z,| < &} se tiene que B(04,1) C
E. N B(04,1) y usando la monotonia de la integral se cumple que £4(E. N B(0g4,1)) >
l43(B(0g4,1)). Luego basta probar que la constante de la desigualdad del enunciado es

positiva y menor o igual que 1. Por otro lado, como ¢ > 1y d > 3 y la funcién e™* es
decreciente y positiva, se tiene
e2(d—
0<e” S h < e’l,
y, también, se puede considerar la acotacion
2
0< ——— <2
evd—1
Por tanto,
1>c=1 2 S S V2 >0 (3.1)
c=1———=-¢ — e , .
o evd—1 - -
llevando a

ly(E- N B(0g,1)) > ¢ £43(B(04,1)).
Luego, finalmente, basta probarlo para 0 < € < 1. Por simetria (véase la Figura 3.1),
se observa que {4(E. N B(04,1)) =244(H N E.N B(04,1)).
Por tanto, se puede deducir que
la(E. N B(0g,1)) 2L,(HNE.NB(0g,1))
C4(B(0g4,1))  264(HNB(0g,1))
la(H N B(04,1)) — Le(HNE.N B(04,1))
ly(H N B(0g4,1))
lq(H N E.N B(041))
ly(H N B(0g4,1))

—1—
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Con este razonamiento, se ve que bastaria demostrar que al menos una c fraccién (para
¢ en 3.1) del volumen del hemisferio superior satisface que z; < €. Para ello se probara
que la proporcién del volumen de H N E. N B(0g4,1) sobre el volumen de H N B(04, 1)
tiende a cero calculando una cota superior del volumen de £4(H N E. N B(04,1)) y una
cota inferior para el volumen de ¢;(H N B(0g4,1)).

En el cdlculo del volumen de H N E. N B(04,1) se usard el principio de Cavalieri, de
tal forma que, para cada x; € [¢, 1], la a;-seccién de H N E. N B(04, 1), que se denotard
por D,,, serd una bola centrada en cero en dimensién d — 1 y de radio /1 — 22 puesto
que

Dz1 :{(1'2,...,$d) ERdil : (‘Z'la"wxd) € HQEQB(Od71>} =
:{(x%"‘?xd) < Rd_l : ”(xlw“axd)n < 1} =

—{y e R 224 |y|2< 1) = B(Od_l, 1 x%) c R,

Luego,

04(H NE. N B(0g, 1)) :/lﬁd_l(Dm) dz) = /lfd_l(B(Od_l, V1 ﬁ)) dzy =

3 3

:/1 Ed_l(\/l — 22 B(0g4_1, 1)) dr; =
:[(1 — 23T Ly 1 (B(0g1, 1)) day =
— (4 1(B(041,1)) - /1(1 — 22T day. (3.3)

Para encontrar una cota superior se usa que 1 —x < e™%, luego:

1 1
/(1—x%)d§1 dx1§/ (e‘mﬁ)%dxl

y ahora como z; > € entonces £ > 1 luego se puede multiplicar la integral anterior por
esta cantidad manteniendo la desigualdad y, entonces:

1 _x2? d—1T1 1 1 2y d=1 —1 1 _p2yd=1
(e 1)2?d$1:g (e 1)2$1d~f1=m —(d—=1)-z1-(e7™) 2 doy =
-1 —:v2<d21>}1 _ %[6_9&2(21)]6 < 1 fu
5 e(d—1
(3.4)

Por tanto, juntando (3.3) y (3.4) obtenemos que:

R ]_ 52 d—1
L(HNE- N B(0y, 1) < me_(2 "Ly 1 (B(0g1, 1)), (3.5)

Ahora falta acotar inferiormente el volumen en dicho hemisferio. En realidad, el volu-
men de la regién del hemisferio por debajo de cualquier plano z; = a para 0 < a < 1 ya
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es una cota inferior de todo el volumen. En particular, si se considera a = \/dlfl se tiene

que:
1
04(H N B(0y,1 :/e_ B(0,_1,1/1 — 22) ) dxy >
(HOBO,) = |l (BO1, /1= 23) ) da

1
Vd—1 —1
zfd_l(B(Od_l,l))/ (1— 22T dz, (3.6)
0

ysixg < \/% entonces 7 < ﬁ. Por lo cual, se puede seguir acotando inferiormente la

ultima integral de (3.6) como

1 1
Vvd—1 d—1 vd—1 1 d—1 1 d—1 1
1—2?)2 doy > 1 — Y5 dey = (1 — .

donde se puede usar la desigualdad de Bernoulli (Lema 3.3) ya que % >1sid> 3.
Entonces se tiene

(1 1 )% 1 > (1 d—1 1 ) I 1
d—1 = 2 d-1" Vd—1 2Vd—1
Juntando (3.6) y (3.7) se ha obtenido una cota inferior para el volumen del hemisferio

que estd relacionada con el volumen de la bola unidad centrada en 0,_; como se conseguia
con la cota superior del volumen de H N E. N B(04, 1) de forma que:

(3.7)

Lq(H N B(0g4,1)) > Wl_l g1 (B(04-1,1)). (3.8)

Finalmente, con (3.5) y (3.8) se puede obtener una cota para la proporcién de volumen
de H N B(04,1) que estd recogida en H N E. N B(04, 1):

_ e2d-1)

L =73 b4 B(Od_ ,1) 2 e2(d—1
e(d—1) 1( 1 ) 6_% (3.9)

la(HN E.0B(04,1)) _ _
y(HN B(0g,1))  — ST lg—1(B(04-1,1)) evd—1
Esto prueba que el volumen de H N E. N B(0g4, 1) tiende a cero para £ > 0 fijo cuando

d — oo y juntando la desigualdad que se acaba de obtener con la relacién obtenida en
(3.2) se tiene que:

gd(Ee N B(Od, 1)) > 2 _52(2—1)
e 6 y
(BOLY) — /a1
que es lo que se queria probar. O]

Pese a que el resultado que se acaba de probar es muy poderoso en algunas situaciones,
se debe tener cuidado con su correcta aplicacion.

Nota 3.5. Denotando la constante que aparece en (3.1) el Lema 3.4 por

2 e2(d—1)
Coy=1——F——=-¢ 2 €(-00,1),
. evd—1 ( )
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se tiene que para € > 0 fijo se ha visto que C. 4 ooy y esta es la forma en la que el
teorema debe interpretarse. Sin embargo, no es posible interpretar el Lema 3.4 fijando la

dimension d ya que, en ese caso, se cumple que C. 4 =% . Si se considera € > 0
y la dimension d fija, entonces la cota que se ha obtenido del Lema 3.4 solo es wutil si
C..a > 0 puesto que en cualquier otro caso se estaria acotando inferiormente el volumen
de la banda E. N B(04,1) por una cantidad negativa, lo cual es trivial para la medida de

Lebesque. De hecho, si se considera x = ev/d — 1, la funcion f(x) =1 — %e‘é tiene una
raiz xy en el intervalo (1,2) por el Teorema de Bolzano. Por lo tanto, si x > x entonces
e > \/dOTl y se tiene que C.q > 0. Lo que se acaba de ver es que, fijada la dimension
d, siempre se va a poder encontrar una banda de amplitud € > 0 que verifique el Lema
3.4. Por si solo, esto no resulta util a no ser que se pueda considerar € arbitrariamente

pequeno y, como se ha visto, esto solo sucede en una dimension d suficientemente grande.

Nétese que al aplicar el Lema 3.2 a B(0g4, 1) se obtiene una cota para la proporcién de
volumen que recoge la e-céscara de B(0g4,1), v la constante 1 — e~%¢, que es dependiente
de € y d pero siempre positiva. A su vez, la utilidad de este lema residia justo en que
la mayor parte del volumen de la bola se encuentra recogido cerca de su frontera para
dimensiones altas, lo cual estd fundamentado en que la constante 1 — e™*¢ esté cerca de
1 y, por tanto, para d grande es necesario que ¢ sea lo suficientemente pequeno como
para que e ¢ sea préacticamente 0 mientras que la distancia € a la frontera de la bola
se mantenga pequena. Esta consideracion, unida a la Nota 3.5, remarca la posibilidad
de elegir ¢ lo suficientemente pequeno en casos en los que la dimension d sea muy alta,
proporcionando, de forma conjunta entre ambos lemas, resultados 1tiles en casos de alta
dimensionalidad. Sin embargo, para dimensiones bajas los resultados que se obtienen al
aplicar ambos lemas pueden no ser los deseados.

El Lema 3.2, Si X es una variable aleatoria tal que X ~ U(B(04,1)), prueba que

la(B(04,1) \ B(0q, 1 —¢)) S _ e

PIX]| 21 -] = L2002 ,

(3.10)

para cualquier ¢ > 0. El siguiente resultado extiende este tipo de afirmaciéon a muestras
aleatorias simples (m.a.s.) (variables aleatorias independientes e igualmente distribuidas)
generadas desde X ~ U(B(0g4,1)).

Teorema 3.6. Dado un espacio probabilistico (2,0, P). Se considera, para n > 2, una
m.a.s. X1,...,X, con X; : Q — R para d > 3 y tal que X; ~ U(B(0g4,1)). Entonces se
cumple que

21 1
P||Xi|| >1- Ognpamtodoizl,...,n >1——.
n
Demostracion. El resultado es consecuencia del Lema 3.2 eligiendo ¢ = 21(’% > 0, para
obtener ((B(0g.1 ) .
— £ 2log n
PlX]|<1—¢]="2 d <e o Ta vl =
160 < 1 - e = Ll < s = o -

El resultado final se deduce de la acotacién

2logn

Pl|X;|>1- paratodoizl,...,n]zl—P
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210gn "1 1
>1—ZP<||X|| )21—2521—;-

i=1

[]

La importancia de este tltimo teorema reside en comprobar que el resultado de una
muestra aleatoria de tamano n de una distribucién uniforme en B(0g4, 1) se sitia con alta
probabilidad cerca de la frontera de la bola, extendiendo lo que se habia probado para
una unica observacién. De hecho, el resultado proporciona una cota para la probabilidad
de que todas las observaciones de la muestra se alejen mas que la distancia 210% de la
superficie de B(04,1). Y, puesto que esta distancia es variable segin la dimensién d y
el tamano de la muestra n, es necesario hacer algunas consideraciones adicionales para

poder aplicar correctamente el resultado.

Nota 3.7. Las condiciones del Teorema 3.6 sobre d y n son necesarias, pues si d = 1
entonces se calcularia P[|| X;|| < 1—2log n] lo cual es evidentemente igual a 1 (conn =1)
o igual a 0 (paran > 1) st X; ~U((=1,1)). En el caso de d = 2 entonces log2 < 1 y
necesitariamos que n > 2 para que la cantidad 1 — 21‘?% sea positiva. Puesto que este
caso mo es muy interesante al ser una dimension lo suficientemente baja como para que
otras técnicas estadisticas nos proporcionen resultados mas precisos, nos podemos limitar
al caso d > 3 conn > 2.

La cantidad 21(?% disminuye con la dimension d si n es fijo, luego, para el mismo
tamano de muestra, cuanto mayor sea la dimension sobre la que se esté trabajando, menor
puede ser la distancia a la superficie que se considere para obtener la misma probabilidad.
Sin embargo, la distancia aumenta logaritmicamente conforme aumenta el tamano de

la muestra n y si logn > ¢ entonces el Teorema 3.6 carece de sentido, ya que || X||

es trivialmente siempre may207“ o igual que 0. A su vez, para d fijo, la probabilidad es
dependiente de 1/n luego esta mejorard conforme aumente el tamano de la muestra n mds
rdpido de lo que empeorard la distancia a la superficie 2l°g L que estamos considerando.
En vista de estas consideraciones, es evidente que el Teorema 3.6 proporciona resulta-
dos valiosos cuando d sea grande y el tamano muestral n sea moderadamente grande en

comparacion con d, de tal manera que las cantidades 1 — 210% yl— % sean aprorimada-
mente 1.

Teniendo ahora en cuenta el Teorema 3.4, nos interesa estudiar bajo qué condiciones
cabe esperar que todo par de observaciones {X;, X} extraidas de una m.a.s. Xy, ..., X,
generada por una distribucién con X; ~ U(B(0, 1)) sean aproximadamente ortogonales.
Notese que este resultado también mantiene conexiones con lo visto en la Proposicién 2.6
(y en la Nota 2.7) para el caso de distribuciones normales en alta dimensionalidad. El caso
de una m.a.s. de la distribucién uniforme en la bola unidad se presentard en el Teorema

3.8.

Teorema 3.8. Dado un espacio probabilistico (2,0, P). Se considera, para n > 2, una
m.a.s. X1,..., X, con X;: Q— R donde d > 3 y tal que X; ~U(B(0,1)). Entonces se
cumple que

V6 . L, 1

Pl(X:, X, tod s N>1- 2 3.11
I{ ) < \/_ para todo par {i,i'} coni #i'| > - (3.11)
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Demostracion. Sean X,Y ~ U(B(04,1)) variables aleatorias independientes y se fija
£ = —%1. Sea w € Q tal que X(w) = x # 04. Se puede construir una base or-
tonormal {uy,...,uy} del espacio vectorial R? con u; = H ik siguiendo el proceso de
ortogonalizacién de Gram-Schmidt iniciado en u;. Entonces, existird una tnica aplicacion
lineal ortonormal f : R — RY que convierte la base {ul, ...,uy} en la base estandar
{ei,...,eq} cone; = (0,...,1,...,0) € R% con un 1 en la posicién [. Es decir, f(u;) = e
paral =1,...,d. Como f es una aplicacién lineal ortogonal que conserva productos es-
calares, se tiene [(X(w),Y (w))| = |(f(X(w)),f(Y(w))>\ y, como X (w) = x = ||x]| - uy,

entonces

(X (), Y (@) =[{f (X (@), £ (Y @) =[xl - f (), f(Y(w)] =
=[x[ - [{er, £ (Y (@)))] = IX (@) - [{ex, £ (Y (@)))].

Dado que la esfera es invariante por transformaciones ortogonales, se tiene

Pl £ > ] <10 EBOLD Ve Sl 1) _
G () € BOs D) fen ] > 2h)
q(B(04,1))
:Kd({(zl7 .y 24) € B(0g,1) : |21 > e})
a(B(0g4, 1)) ’

y se puede usar ahora el Lema 3.4 para acotar esta probabilidad de la forma

Ca({(z1,...,24) € B(0,1) : |21] > ¢}) 2 _(d-1)
Pll(er, f(Y))| >¢e| = < . 2
[er, S D] > R S,
donde, si
_Wb6-logn 2 <1
Vd—1 Y V6 -logn —
se llega a
2 e?(d—1) 2 6-log n
Pllter, V)| >e] S ———=-e 2 =———-c 2 <n®  (312)

evd—1 V6 -logn -

En realidad, la eleccién de la aplicacién lineal ortonormal f depende de la eleccion
inicial de w € ) puesto que se necesita X (w) # 0. Para eliminar esta dependencia, se
puede escribir

PI(X, V)] >e] =P({w € Q: [(X(w),Y(w))| > ¢}) =
=P({w e Q: [ XW)| - [{er, f(Y(w)))| >e}) <
<P{weQ: |(e1,f(Y(w))>| >e}) < —

e (3.13)

donde se ha usado la cota en (3.12) y que si X(w) € B(0g4,1) entonces || X (w)]| < 1.
Se esta ahora en condiciones de repetir un razonamiento similar al de prueba del
Teorema 3.6, teniendo en cuenta que para una m.a.s. de tamano n hay (g) pares de
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productos escalares (X;, X;), y que

P[|(X;, Xy)| < e para todo i # 7] :1—P[U{|(Xi,Xi/>|>6} >
i
2 _
s1o(MLsygonmons L
- 2)n3 — nd n

Nota 3.9. El Teorema 3.8 depende, como es obvio, del tamano de la muestra n y de
la dimension d, lo que produce cambios en la cota asociada de que la probabilidad de que
(X;, Xy) esté alejada de 0. Ese tipo de consideraciones son andlogas a las formuladas en la
Nota 3.7 para el Teorema 3.6. Sin = 2, el Teorema 3.8 acota inferiormente la probabilidad
de que el producto escalar entre dos variables aleatorias (X,Y) sea menor o igual que una
constante con probabilidad 1/2, por lo que no parece que el resultado asi formulado tenga
excesiva relevancia. No obstante, en la demostracion del teorema, se prueba también que

2 _&gd=1)
et 5/ 2 ,
evd—1

para cualquier € > 0. Por lo tanto, incluso para tamanos muestrales n reducidos, se puede
mejorar la cota si d es fijo y hacer la acotacion relevante, como fue ya explicado en la
Nota 3.5.

PI(X,Y)|<e]>1-

Combinando los teoremas 3.10 y 3.8, se deduce que para cualquier m.a.s X, ..., X,,, ge-
nerada por una distribucién con X; ~ U(B(04,1)), todas las observaciones se encuentran
con gran probabilidad sobre la superficie de B )gOd, 1) y son practicamente ortogonales, ya
que las parejas de productos escalares (ﬁ, ”X—:”> también verifican el Teorema 3.12. En
vista de estas consideraciones, argumentos como los expuestos en la Nota 2.5 prueban
intuitivamente que la distancia entre cualquier par de observaciones X,Y ~ U(B(04,1))
dada por || X — Y| debe ser préxima a /2. Este es el resultado que se presenta a conti-

nuacion.

Teorema 3.10. Dado un espacio probabilistico (Q, o, P), si consideramos X,Y : Q — R¢
tal que X,Y ~U(B(04,1)), se cumple:

PHH)(“YW!—“V§]525}2§1—-2d—ﬂﬂ5____7§__16_6g%m7
c _

si0<e<lyd>3.

Demostracion. Se tiene que V = || X = Y| +v2 > V2 y que UV > V2U si U =
|| X = Y| = V2]|. Por tanto, U > ¢ si y solo si V2U > /2¢, implicando que UV > /2¢.

Entonces se tiene la siguiente contencién de sucesos:
(X =Y = V2] > &) ¢ (IX =Y] = v2|- (IX =Y +v2) > =),
y, la propiedad de monotonia de la probabilidad, garantiza
P([IX =Y - V2| >2) <P ([IX =Y = V3] (IX = V] +V2) > V2e). (319)
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Ahora, escribiendo la probabilidad que aparece en el enunciado en términos de su suceso
complementario y usando (3.14) se obtiene

PIIX =Y] =V2|<e]=1-P[[|X Y| = V3| >¢] =
>1-P([IX =Y -V2|-(|IX = Y| +v2) > V2e) =
=1-P(||X-Y[*=2]>V2e) =
—P(—V2e< | X -Y|P—2<V2e)=
=P (—V2e < || X[+ |Y]? = 2(X,Y) —2 < V2¢), (3.15)

Y aqui es donde intervienen los Teoremas 3.2 y 3.8 al aparecer | X|?, [|[Y|]* y (X,Y) en
3.15.
En primer lugar, se agrupan || X||? + [|[Y||* = 2(X,Y) — 2 como (|| X|* = 1)+ (|]Y||* —

1) —2(X,Y) y se desea que esta suma de tres términos sea en valor absoluto menor que
V/2¢ luego se definen

A= (JUXIP =1+ (Y I? = 1) = 2(X,Y)] < V2¢)

B = {{\uxn?—u @}ﬂ{\wn?—u < @}ﬂ{mm < %2}}

y se tiene A C By, consecuentemente,
P(A) < P(B). (3.16)

Los sucesos que constituyen B son independientes y se pueden usar los resultados previos
para su acotacion.

En primer lugar, para poder usar el Teorema 3.2 debemos aplicar la desigualdad de
Bernoulli (ver Lema 3.3) y asi conseguir una expresién como la de (3.10). De esta forma,
se puede escribir

P [l -1] < 5]

1/2
=PIXI12 (- 59)"] 2
r 1 V2e¢
>P[Ix]| = (1-5-5) ] 2
>1 - e, (3.17)

donde directamente se ha aplicado (3.10) del Lema 3.2. La desigualdad de Bernoulli es

aplicable ya que 0 < 1/2 < 1y v/2¢/3 < 1si0 < ¢ < 1. Como Y estd igualmente

distribuido que X y son independientes, también se tiene

<%
3

=Pl[IV*-1| < %}

PlIX]2 -1
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Y, por ultimo, para la iltima de las probabilidades se hace uso del Teorema 3.8 y entonces

P[}(X,Y)}<@]>1 _OV2 g (3.18)

6 - _5\/d—1

Ahora, juntando los resultados de (3.15), (3.16), (3.17) y (3.18) se obtiene que

Pli=rt = Blse] ze [l < 5] p [l < 5]
>1 _ e B _ ﬂ.e—%’ (3.19)
evd—1

y el resultado buscado se consigue tras aplicar las desigualdades \/?5 > % y6v/2<9. O

De nuevo, la cota que se proporciona en el Teorema 3.10 depende de manera conjunta
de € y d de manera andloga a cémo sucedia en las notas 3.7 y 3.9. Luego, para d fijo, se
puede conseguir una acotacién relevante haciendo ¢ lo suficientemente pequeno.

En conclusion, en esta seccion se han obtenido resultados relevantes para distribuciones
uniformes en B(0y4, 1) en alta dimensién y se ha demostrado c6mo cambian las regiones de
alta probabilidad asociadas, como se comportan las distancias entre observaciones y cémo
los vectores son préacticamente ortogonales. Estos resultados generalizan las intuiciones
de la Seccién 2.2 y demuestran que para distribuciones uniformes X e Y en B(0g4, 1) se
tiene que E(||X||) = 1, E(|X — Y|l = v2) y que E((X,Y)) ~ 0. Estas caracteristicas
tienen paralelismo en gran medida con los resultados obtenidos en la Seccién 2.1 para
distribuciones normales multivariantes.

35






Capitulo 4

Distribucion normal multivariante en
alta dimension

En este capitulo, el objetivo serd completar las pruebas realizadas en la Seccién 2.1 pa-
ra los teoremas 2.2, 2.4 y 2.6 dando resultados que nos aseguren que los valores obtenidos
para las esperanzas de || X||, | X =Y, e (X, Y), si X, Y ~ N (04, I;) e independientes, son
también aplicables a muestras aleatorias de estas distribuciones. Se proporcionaran resul-
tados similares a los que fueron obtenidos en el Capitulo 3 para la distribucion uniforme
en B(0g4,1).

El Teorema 2.2 establecia que |E(||X]|) — Vd| < \/Lg y que Var(||X||) < 2 con lo que
se probd, mediante la desigualdad de Chebyshev, en la Nota 2.3 que

POIXI = VAl 2 2) £ — 2.
£ — —
vl

Lo cual, junto a las simulaciones, nos permite pensar que, para m.a.s. Xy, ..., X,, de X; ~
N (04, 1;) para i = 1,...,n, las observaciones muestrales X; se encuentran localizadas
en torno a la superficie de una esfera de centro 04 v radio v/d. Y, como vimos en el
Capitulo 2, sabemos que el volumen de cualquier bola centrada en 0y se concentra en
las coronas esféricas mds préximas a su superficie en virtud de lo probado en (3.10). Sin
embargo, esa primera desigualdad de concentracién es mejorable con el uso de técnicas
mas avanzadas. Para ello, mejoraremos esa cota mediante el uso del denominado Teorema
del Anillo Gaussiano, para lo cual es necesario demostrar una serie de resultados previos.

Lema 4.1 (Desigualdad de Bernstein). Sea (€2, o, P) un espacio probabilistico y X1, ..., Xq:
Q0 — R wvariables aleatorias independientes dos a dos con E(X;) =0 y momentos de orden
k acotados por |E(X])| < %' para todo | = 1,...,d y k > 2. En estas condiciones, para
todo € > 0, se tiene que:

. 52
PlIX1+ 4 X4 > ] < 2e7amin(59)

Demostracion. Se toma X = X; 4+ -+ 4+ Xy y se considera 0 < ¢t < 1/2. Usando el
crecimiento estricto de la funcién e en todo = € R, se tiene que tX > te si y solo si
e!X > e luego

P(X >¢) = P(e™ > ), (4.1)
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donde se puede usar ahora la desigualdad de Markov para probar

E(e™) —t H(X 1+ +Xq) —t - tX
— e~ (et V) =e [ E(™), (4.2)

=1

P(eX >¢e) <

eta

ya que las X; son independientes dos a dos. Entonces, usando el desarrollo en serie de
Taylor de la exponencial se tiene

= (tX))k Z tFE(X,)*
E(etxl):E<1+tXl+Z( l)>§1+2—](€' ) :
k=2 k=2 ’

y como hipétesis se ha asumido que |E(Y*)| < &, luego podemos continuar acotando la

funcién generadora de momentos E(eXt) como

PR (X)) =tk 1 -
E(etXl)g1+Z+’>g1+25:1——(1+t—2t’f):
) k=2

2
k=0

k
1 1 I 1 2
:1——(1 t——>:1 - <l+222=1+42<e 4.3
+ + 577 = + 5 +t"<e (4.3)
donde se ha usado la formula de sumacién de una serie geométrica con razén 0 < t < 1/2
y desigualdades elementales basadas en que 0 < ¢ < 1/2. Tomando el inferior en (4.1) con
0 <t <1/2y juntdndolo con lo obtenido en (4.2) y (4.3) se llega a

d d
P(X >¢) < inf e_tEHE(etX’) < inf e Het2 = inf et (4.4)
I=1 I=1

Too0<t<1/2 Too0<t<1/2 0<t<1/2

De hecho, esta cota se alcanza para algin ¢ € (0, 3]. Si consideramos la funcién f(z) =
e~er+da® (en C°(R)) que alcanza sus extremos relativos en sus puntos criticos:

d
%(e’”*dﬁ) = (—¢ + 2dz) - e =% = 0 si y solo si x = %Z

Como f(x) — oo para d — £00, entonces este es el tinico extremo relativo de la funcién

[y, ademas, es un minimo absoluto. Por tanto, si xg = 55 < % entonces la restriccion
de f al intervalo (0, 1] encuentra el minimo en zy. En cambio, si z > % entonces f debe

12
ser decreciente en (0, %] y, por tanto, el minimo se encuentra en r = % Para encontrarse

en el primer caso es necesario que € > d mientras que cualquier otra situacion lleva al

segundo caso. En definitiva, se tiene que si € > d entonces el valor minimo de f en (0, %]
_ 2 _ = . s _el 1y2 _&
es e =T = ¢71a, y si ¢ < d entonces el valor minimo f en (0, 3] es e=*2 143" < 71,

Anadiendo esta informacién a (4.4) se obtiene

P(X > 5) < inf @—t5+dt2 — min 6—ta+dt2 _ 6—t5+dt2 < emin(—%7—%) _
- T 0<t<1/2 0<t<1/2 t=min(£;,3)
£ 82 € z. 62 £
:e—maX(E,Z) < e_mm(ﬁ’Z)' (45)

Entonces se acaba de demostrar que
2
P(X >¢) < e aminlTe),
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Para probar el resultado pedido, bastaria reemplazar X con —X y seguir el mismo razo-
namiento para probar que

. 52
P(—X >¢) < emimin(7 )

De donde se obtiene la desigualdad del enunciado
Pl|IX1+ -+ Xy >e] <2 amn(Te)

[]

Por lo visto en el Teorema 2.2 se sabe que E(|| X ||) ~ v/d para d suficientemente grande,
si X ~ N(0g4,1;). Lo que se pretenderd demostrar en el Teorema del Anillo Gaussiano,
que se formulara en el Teorema 4.2, es que las observaciones de una muestra de esta
distribucién N (04, I;) deben estar concentradas alrededor de v/d con alta probabilidad.
A este valor, v/d, se le conoce como “radio” de la distribucién normal multivariante (ver
Figura 4.1).

Bola centrada en 0y

y de radio vd

Anillo alrededor de
B(0y, \/E) de amplitud &

Figura 4.1: Representacién del “anillo” alrededor de B(04, v/d)

Para probar este resultado es necesario hacer uso de la desigualdad para las colas de
la suma de variables aleatorias independientes con momentos acotados que fue obtenida
en el Lema 4.1.

Teorema 4.2 (Teorema del Anillo Gaussiano). Sean (2,0, P) un espacio probabilistico,
X : Q = R? una variable aleatoria con distribucion N0y, I;) y0<e < Vd. Entonces se
cumple que

P [|\|XH—\/E} gg} > 1270,

Demostracion. Puesto que || X||++v/d > v/d entonces multiplicando por la cantidad || X || —
V/d se tiene que |1 X — \/E’ > e siysolosi ||| X] — \/;l} (|| X]| +V/d) > eV/d. Por tanto,

se tiene
P IX) = Vd| > <] <P [[IX] = V|- (1X]| + Vd) > eV | =

=P _\X12+---+X§—d{25\/3] =

[(X2=1)+ -+ (X3 - 1) 2 eV =
eVd

1 (X2-1) ’ > T] (4.6)

=P '—(Xf—1)+---+

N | —

2
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De esta manera, se ha transformado la probabilidad original en una probabilidad
basada en sumas de variables aleatorias Y, = %(X 7 —1)paral=1,...,d alas cuales se
les puede aplicar la desigualdad de Bernstein del Lema 4.1. Para ello, hay que comprobar
que verifican todas las hip6tesis. En primer lugar, si X ~ N (04, 1) vy X = (X1,..., Xy)
entonces X; ~ N(0,1) con I = 1,...,d e independientes entre si (véase la Proposicién
A.8). Por tanto, las variables aleatorias Y; seran independientes por pares, por serlo las
X;, y cumplen que E(Y;) =0, ya que E(X}) = Var(X;) = 1. Consecuentemente, bastaria
con demostrar que los momentos orden k£ > 2 de las Y; estan acotados por %' Como las
Y, estan igualmente distribuidas, para todo [ = 1,...,d, basta comprobarlo para una de
ellas. Es decir, se necesita probar que

p( X1 F
2

Se puede reescribir el término de la izquierda como

k!
< —.
-2

1
SE(X? - 11,

y, para acotar esta ultima esperanza, se puede usar la desigualdad |22 — 1|%¥ < 1 + 22,
que se cumple para todo x € R porque si |z| < 1 entonces |2 — 1|* < 1y si x| > 1 se
tiene |72 — 1|* < 2% y, en ningtin caso, estas cantidades exceden la cota proporcionada.
Aplicando esta desigualdad y la definicién de esperanza se tiene

X2 1\ k 1 1 1 _
’dl )‘Z?mﬁ—mg?ﬂuxﬁzﬁéum% e

2
1 o 1 _a? 1 (2k)! B
—ﬁ(l%—/Rx —27r6 2 dx =5 14+ oy ) =
1 . —1)...
L 1+(2k:) (2k—1)---2
ok k. k- (k—1)---2-

:%<1+(2k¢—1)-(2k—3)--- -1) (4.7)

\)

En el Apéndice A.1 se proporciona la expresion para los momentos de una distribucién
normal estandar que se ha usado. Falta solo comprobar que
k-(k—1)---2-1

2 9

%(1+Qk—U-@k—$'“&1)§

lo cual puede demostrarse por induccion. Esta desigualdad puede escribirse, de una forma
mas sencilla, como

(1+(2k—=1)-(2k—3)---3-1)<2"' k- (k—1)---2-1=(2k)- 2k —2)---4-2,

y, por tanto, lo que debemos probar es que el producto de los k primeros niimeros pares
es mayor que el producto de los k primeros impares mas 1. Para k = 2 se tiene que
1+(4—-1)-1=4<8=(2-2)-2 luego se cumple la desigualdad. Para k = n se supone
la “hipétesis de induccién”

(1+@2n—1)-(2n—3)---3-1) < (2n)-(2n—2)---4-2, (4.8)
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y, para completar la induccién, se debe probar que para k = n + 1 se tiene
(1+@2n+1)-2n—-1)---3-1) < (2n+2)-(2n)---4-2.

Sacando factor comun al término (2n+ 1) en el lado izquierdo de la desigualdad se ve que

(2n+1)(2n1+1+(2n—1)-(2n—3)---3-1> §(2n—|—1)<1+(2n—1)-(2n—3)---3-1>
2n+1)-(2n)-(2n—2)---4-2
2n+2)-(2n)-(2n—2)---4-2,

que es justo lo que se queria probar. En el proceso se ha usado que
2n +1 < 2n+ 2, y la hipédtesis de induccién de (4.8).

Por lo tanto, ya se ha probado que
k
L (X1
2

para todo k > 2, y se estd en condiciones de acotar (4.6) con el uso de la desigualdad de
Bernstein del Lema 4.1, de tal forma que

1
T+l < 1, que

B[ — Kt

1 1 eVd
PUIXI - V| =) <P | |22 =)+ 4 Sx3 | > 2 ]
§2e—%mfn((5\/ad/2)27s\2/a) S
<ot T) = g h, (4.9)
donde se usa que %ﬁ > % para todo d y para todo ¢ < Vd. O

Una de las cuestiones a tener en cuenta para aplicar el Teorema 4.2 es que la cantidad
e considerada. El teorema es trivial si la cota proporcionada a la derecha es menor o igual
que 0. Este caso se alcanza cuando € = 4 - y/log 2 ~ 3.3, mientras que la cota 1 — 2 e~ 165
se encuentra entre 0 y 1 si € es mayor que esta cantidad, que es justo cuando tiene interés
el Teorema 4.2. Esto remarca la concentraciéon de la distribuciéon normal multivariante
alrededor de su radio v/d v esta concentracién se hace especialmente interesante cuando
d es muy grande en comparacion con €, ya que el teorema proporciona una cota para
la probabilidad de que | X|| se aleje de su esperanza v/d mas que e. El hecho de que no
se pueda elegir £ convenientemente para cada dimensiéon d significa que la anchura del
anillo gaussiano en la Figura 4.1 es constante en contraposicion a lo que sucedia en el
Capitulo 3, donde se podia elegir £ convenientemente con la dimension, de manera que
los resultados que daban los teoremas mejoraban cuando d aumentaba, disminuyendo &
lo suficiente. El siguiente corolario es un breve resultado que se demuestra con el Teorema
4.2 y serd necesario en posteriores demostraciones.

Corolario 4.3. Sean (Q, 0, P) un espacio probabilistico, X : Q — R? una variable alea-
toria con distribucion N(0g4,13) y 0 < e < d. Entonces se cumple que:

PIIXI? —d| < e] > 1 —2¢ 8™
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Demostracion. La demostracion es andloga a la del Teorema 4.2 ya que se puede escribir

1 1 3
PUIKIE —al2¢] = P [0 =1+t 50xE -1 = ]
y, como se probo en la demostracion del Teorema 4.2, las variables aleatorias Y; = %(X 2-1)

cumplen las hipdtesis del Lema 4.1 y, consecuentemente, se tiene

PIIXIE = d] 2] =P | [308 =+ 4 503 - 1| 2 5 ] <
<2 hmin(Ed) = g ~dmin(5o

[]

Siguiendo el mismo desarrollo realizado en el Capitulo 3, a continuacion, se considerara
el 4ngulo entre dos variables aleatorias independientes, ambas, con distribucién N (0y, I).
Recuérdese que, en virtud de lo probado en el Teorema 2.6, dos variables aleatorias in-
dependientes distribuidas normalmente en R? satisfacen que E({X,Y’)) = 0. El objetivo
de los siguientes resultados serd demostrar que (X,Y) estd también préximo a 0 con alta

probabilidad.

Teorema 4.4 (Teorema de Ortogonalidad Gaussiana). Sean (€2, 0, P) un espacio proba-
bilistico, y X,Y : Q — R? variables aleatorias con X, Y ~ N (04, 1) y e > 0. Entonces se

cumple que:
X Y 2/e+ 7
P ’ NEETRER A ’ < 5:| > 1—
{ <||X|| ||Y||> Vd

(en esta formulacion, se trabaja condicionalmente a que || X|| e ||[Y]| son distintos de
0, evento que sucede con probabilidad 1 por tratar con la distribucion continua normal
multivariante).

Demostracion. Como se ha comentado, se puede considerar directamente que X e Y no
toman el valor 0. Ademas, usando la Ley de Probabilidad Total sobre la variable aleatoria
Y se tiene que

| Ksp ol <e) =2 7 ()l <<l =2)] - wo

Se puede ver que la probabilidad condicionada es la misma para todos los puntos y € R?
con y # 04, de tal manera que entonces la esperanza de la probabilidad condicionada de
(4.10) sera simplemente la probabilidad condicionada en un punto u = ”y” € R?. Para

ello, dado cualquier otro vector unitario v € R? se sabe que, por la estructura de espacio
vectorial de RY, existe una matriz R ortogonal de rotacién de tamatio d x d tal que Rv = u

<ﬁu> N <ﬁ’RV> <RT”§—H V> (4.11)

Pero la distribuciéon normal multivariante es invariante por rotaciones (Véase la Proposi-
ci6n A.9). Entonces RTX ~ X,y RT % tiene la misma distribucién que Por tanto,

usando (4.11) se tiene

()

X1l

) -n(()
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para cualesquiera vectores u y v unitarios. Como la probabilidad condicionada es la
misma para cualquier y # 04, el promedio sobre todos los posibles valores es igual a la
probabilidad para un solo vector unitario v fijo, luego

e le] - o (e ol <o)
wldele) e

Si\ = H | i, para [=1,...,d, se tiene que \? +--- + A2 = 1, y se puede definir una nueva
variable aleatorla U: Q — ]R dada por

U_< nyu> Zuyu l:gm'

Como las variables X; ~ N(0, 1) entonces N X; ~ N(0,A?) y U ~ N(0, A2 + -+ + \2) ~
N(0,1) (véase el Corolario A.4). Para calcular la probabilidad de (4.13), vamos a usar
esta nueva variable aleatoria junto con la Ley de Probabilidad Total, usando el suceso

1 X < ¥4 v u complementario, y sabiendo que ese suceso ocurre con baja probabilidad
por el Teorema 4.2. Se tiene

(el =e) =2 ()| <<l < @) Px (HXH < @) +

(G R IR G )

> Px (Ul <& IIX]|I1X]] = “73) Py (\uxn S @)

> Py | U] < 5_\/73) : (1 —e*f'ie), (4.14)

donde el dltimo término es la cota proporcionado por el Teorema 4.2 con e = v/d /2. Para
completar la demostracién se debe tratar la tltima probabilidad que aparece en (4.14).
Como U ~ N(0,1), se tiene

(4.15)

donde se ha usado que e* > 1 + l y que —=—
esa integral y, después, mejorar la cota tomando
integral que se estd restando.

1 con el fin de acotar inferiormente
n limite de integracién mayor para la

gl/\
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Finalmente, juntando (4.13), (4.14) y (4.15) se tiene

X 1Yl eVd eVd eVd
] 2 7
T eVd Vd
que coincide con lo que se deseaba probar. O

Como consideracién adicional, el Teorema 4.4 de Ortogonalidad Gaussiana demues-
tra que, con alta probabilidad, dos variables aleatorias independientes con distribucién
N (04, I;) son précticamente ortogonales en alta dimensién mediante una cota inferior
para la probabilidad de que <ﬁ, ﬁ> se aleje en mas de € de 0, y esa acotacién es depen-

diente tanto de v/d como de ¢. Esta cota es diferente a la que obtenfamos en el Teorema
4.2 del Anillo Gaussiano, de tal manera que aqui si que es posible elegir un € mas pequeno
conforme se aumente la dimension d y el teorema aun proporciona resultados ttiles, lo
cual remarca la hipotesis de que cualquier par de vectores unitarios generados desde una
distribucién normal multivariante son esencialmente ortogonales en dimensiones altas.
Este resultado extiende lo ya visto al tratar el valor esperado del producto escalar en la
Proposicién 2.6.

Por tultimo, se considera la distancia entre dos variables aleatorias independientes
con distribuciéon N (04, I4). Intuitivamente, por lo probado en los teoremas 4.2 y 4.4,
se sabe que, con alta probabilidad, || X| ~ V/d, ||Y]| ~ v/d y los vectores X e Y son
practicamente ortogonales. Por tanto, usando el Teorema de Pitagoras, se puede esperar
que || X —Y|| =~ v/2d, tal y como se ilustra en la Figura 2.2.

Otra consecuencia de estos resultados es el proporcionado en el Teorema 4.5 relativo
a || X —Y||

Teorema 4.5. Sean (Q, 0, P) un espacio probabilistico, X,Y : Q — R? variables aleato-
rias independientes con X, Y ~ N(04,1;) y 0 <e < Vd. Entonces se cumple que:

P HHX—YH—@‘ §5} 21—4662/72—¥—
€

9~

Demostracion. Para probar este resultado se siguen las ideas de las demostraciones del
Teorema 4.2 y del Teorema 3.10. Como || X —Y|| +v2d > v/2d, se tiene que ||| X —Y||*> —
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2d) > £/2d si

| X =Y — \/Zd‘ > e. Por tanto,

P H\]X—Y\\—\/Zl‘gg]zl—]? ' HX—YH—\@]E@]:
—1-pP| |]X—YH—@’~(||X—YH—|—@)28@] -
—1-P] ||X—Y||2—2d‘25@] -

—P|—ev2d<||X - Y|*-2d gs@] -

=P [ —ev2d < | X|2 + V]2 - 2(X,Y) — 2d ng_d} >

2
P

[ 2d
>P | [IX)2—d| < =5

‘(X,Y)‘ < € 62d] '
(4.16)

Para la primera probabilidad en el ultimo término, se puede usar el Corolario 4.3 que
permite la acotacion

2 7 82 € 2

P ‘||X||2 - d‘ < ; d] > 1 - e smin(5. R 5 1 ge=e?/T2 (4.17)
y, por el Teorema 4.4, se tiene también la acotacion
12
1247

P )<X,Y>’g8 2l omm T V2T (4.18)

6 Vid ed  \/d

Juntando (4.16), (4.17) y (4.18) se llega a
2
2d 2d
P HHX—YH —\/ﬁ( <e|=zp ‘HXHz—d‘ < | P ‘(X,Y)‘ << : ] >

> (1—26_7—32)2<1_6€_‘f_%>:

=2 =2 2
—(1+4e36 —4672)~<1—M—L) >
ed  \d

ed Vd

_e2

>1—@—i—4672,
- ed Vd

_e2

ya que los términos positivos se pueden acotar inferormente por 0 mientras que 4e 36 >
1. m

La interaccién de los Teoremas del Anillo Gaussiano y de la Ortogonalidad Gaussiana
(teoremas 4.2 y 4.4) en la demostracién del Teorema 4.5 provoca que la cota obtenida tenga
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caracteristicas propias de las cotas propias de ambos teoremas. Es decir, en el Teorema
del Anillo Gaussiano se consigue una cota con términos Unicamente dependientes del
parametro ¢, lo cual esta indicando la presencia de otro “anillo” en la distribucion de
la variable ||X — Y. La aparicién también términos dependientes de € y d sugiere que
la cota final que se puede alcanzar es mejorable para cada dimension d, segtin el € que
sea elegido. Como cabe esperar, la situaciéon éptima se alcanza para e suficientemente
pequeno en comparacion con d pero, por supuesto, respetando un valor minimo de £ que
evite que el término 4e="/72 convierta la acotacion global en una cantidad negativa, lo
que inutilizaria el interés del resultado.
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Capitulo 5

Teorema de Johnson-Lindestrauss

5.1. Enunciado y prueba del teorema de Johnson-
Lindestrauss

En los capitulos anteriores se han presentado algunas caracteristicas no directamente
esperables de las distribuciones mas importantes en Estadistica cuando se trabaja en
espacios de alta dimensién. Sin embargo, algunos fenémenos, como la concentracion de
medida o la ortogonalidad de vectores, pueden resultar de utilidad en Analisis de Datos. En
este capitulo presentaremos el Teorema de Johnson-Lindestrauss, que permitira conservar
las buenas propiedades geométricas de los conjuntos de datos a la vez que se proyectan a
un espacio de dimensién menor donde las técnicas de Analisis de Datos clasicas se vuelven
mas fiables. A su vez, se analizaran algunas aplicaciones practicas de este resultado y se
proporcionaran simulaciones que apoyen las conclusiones obtenidas.

En primer lugar, se introducira el concepto de proyecciones aleatorias. Sea (2,0, P)
un espacio probabilistico, en este capitulo se consideraran matrices aleatorias del tipo

Unp - U
U: QR U= e
U -+ Uka
con Uj; ~N(0,1),i=1,...,kyj=1,...,d, variables aleatorias normales unidimensio-

nales independientes. Esta matriz aleatoria la serd denotada por U ~ N (Ogxg, 1).
Algunas propiedades que se pueden extraer de esta matriz aleatoria estan basadas en
el comportamiento de sus filas como vectores normales multivariantes. Si se denotan las
filas de U como U; = [Uyy,...,Uy|", parai = 1,..., k, entonces todas ellas son vectores
aleatorios independientes con distribuciéon N (04, I;) (ver Proposicién A.8) y se pueden
explotar las propiedades vistas en la Seccién 2.1 del Capitulo 2 y, a su vez, los resultados
del Capitulo 4, cuando d sea elevado. Por ejemplo, si usamos el Teorema 4.4 de Ortogonali-
dad Gaussiana, se tiene que las filas de la matriz U normalizadas son “aproximadamente”
ortogonales unas a otras. Entonces, normalizando la matriz aleatoria U, se obtendria una
matriz aleatoria V tal que VV' T = I. Esta propiedad recuerda a la propiedad de ortogo-
nalidad en las matrices de proyeccion usadas en Algebra Lineal. Una de las aplicaciones
més conocidas de las proyecciones es que permiten transformar conjuntos de datos en R?
en el subespacio de R* generado por las k filas de la matriz ortogonal de proyeccién. Se
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debe tener en cuenta que si k < d entonces la proyeccién es una aplicacion lineal, que
cuenta con esta buena propiedad de ortonormalidad que evita la “duplicidad” de informa-
cion en los datos proyectados, pero que no necesariamente conservara las distancias entre
puntos del espacio original R?. Esta conservacién de las distancias originales seria una
propiedad muy 1til en contextos de clasificacion, tanto supervisada como no supervisada,
por ejemplo, en métodos como los m vecinos mas proximos. El objetivo de este capitulo
serd probar que las proyecciones basadas en matrices aleatorias del tipo U ~ N (0gxq, 1),
ademas de tener la caracteristica de la ortonormalidad, de forma aproximada, mantienen
también, de forma aproximada, las distancias entre datos en el espacio original.

Teorema 5.1 (Teorema de la Proyeccién aleatoria). Sea (€2, o, P) un espacio probabilistico
y k < d. Se considera U : Q — R¥*? yna matriz aleatoria con U ~ N (Opxa, 1). Entonces,
para todo x € R4\ {04} y 0 < e <1 se tiene

P [[lox) = VEIxl| < eVElx | 21— 2e750

Demostracion. En primer lugar, se debe tener en cuenta que el producto matriz por vector
de U por x € R? da como resultado un vector en R¥ que contiene los productos escalares
entre cada vector fila de la matriz U, denotados por U;, con el vector x. Es decir,

Ux = [(Uy,%), ..., {Upx)]"

Ahora, fijado x € R?\ {04}, se puede considerar el vector U % > Cuya coordenada

i-ésima es ;
X T,
U ) < > U2
(Hﬂl ] ?; x|

Usando que U;; ~ N(0,1) para todo (i,j), se tiene que (Uﬁ) ~ N(0,1) (ver Pro-
posicién A.4 luego, junto a la independencia de los U;;, se tiene Uﬁ ~ N (04, I;) (ver

Proposicién A.8). Se puede utilizar ahora el Teorema 4.2 del Anillo Gaussiano para tener
P ([l - Vx| < VB et = P (|| - VA < v = 12

En esta acotacién se ha aplicado dicho teorema con d = k y ¢ = eVk. Nétese que se
cumple la hipétesis 0 < evk < vk dado que 0 < & < 1.
O

Puesto que vk es fijo a lo largo de todo la prueba del Teorema 5.1, una reformulacién
mas habitual de este resultado es

1 X
P |zl -
Vx|
Definicién 5.2. Sea (2,0, P) un espacio probabilistico y k < d y U : Q — R ung

matriz aleatoria con U ~ N(Ogxq,1). Si w € Q, se denomina proyeccién de Johnson-
Lindestrauss a la aplicacion Ty ) R? — R* dada por

4§5}21—2£WW (5.1)

1
TU(w) = EU(CL))
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Estrictamente hablando, no puede hablarse de Ty, como una “proyecciéon” en el
sentido de Algebra Lineal porque no necesariamente son matrices ortonormales. Con esta

notacién, otra reformulacién del Teorema 5.1 es que para todo x € R¥\{0,4},si 0 <e <1
y U ~ N (0gxq, 1), se tiene que
Pzl = x| < el 2 1. 2, (5:2)

o, dicho de otra forma, se tiene que con alta probabilidad

Es decir, en cierta manera, la proyeccion de Jonhson-Lindestrauss mantiene practicamente
invariante la norma de cada x € RP.

El siguiente resultado, el Teorema de Johnson-Lindestrauss, finalmente establece que
es lo que sucede cuando consideramos las distancias entre pares de puntos tras usar la
proyeccion 1.

Teorema 5.3 (Teorema de Johnson-Lindestrauss). Sea (2, o, P) un espacio probabilistico,
0<e<lyk>%BlognyU:Q— R™ una matriz aleatoria con U ~ N(Oxxq,1).
Entonces, para cada cualquier conjunto de n puntos {xi,...,X,} C R? se verifica que

1
P [(1 —e) - |Ix; — x| < ||Tuxi — Tuxe| < (14 ¢) - ||x; — x| para todo i,i’} >1——.
n

Demostracion. Para cada i # i’ se define x = x; — X; y se aplica el Teorema 5.1 para
acotar

Pi,i’ =P (1 — 8) . ||Xz — Xi’|| S ||TUXi — TUXi’” S (]. + 6) . ||Xz — Xi’||i|

=P[(1—2) - Ixll < I Toxl| < (1+2) - x]]

=P [ |ITox] - lIxll| < & - xIl ]
>1 — 2¢° k16, (5.3)

2) < ”72 pares distintos
de puntos, y se puede desarrollar la probabilidad a acotar en funcién de las P, ; (acotadas
en 5.3) de la forma

Puesto que hay n puntos en el conjunto {x,...,x,}, existen ("

P[(l —e) - ||xi — x| < || Tux; — Tuxw|| < (14 ¢) - ||x; — xi|| para todo Z’,i'} =

= 1= P{U{ 1T = Tomoll = i = xoll| > =+ Ixi = x|} | =

4,1/

2
L2 n?_
=1-) (1-Py)=1-) 2 k6/1621_726 k?/16
ol i
1

>1— n?. ef(g—glogn)EQ/w >1— n. 6log(n—3) -1— ﬁ (5_4)
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Nota 5.4. Para aplicar el Teorema 5.3 (de Johnson-Lindestrauss) correctamente se debe
interpretar la relacion que existe entre las distintas constantes que aparecen en el enuncia-
do: n tamano de la muestra en consideracion, d dimension original del conjunto de puntos
y k dimension a la que se pretende proyectar los puntos. En particular, k > ‘;—2 log n luego
crece de forma logaritmica con respecto a n e inversamente proporcional al cuadrado de
g, lo cual quiere decir que conforme mads grande sea el tamano muestral n y mds pequeno
sea € mds grande serd la dimension k a la que se debe proyectar. La interaccion entre n
y € en el k necesario es inversamente proporcional y, ademas, k crece mas rapidamente
con una disminucion de € que con el aumento del tamano muestral n.

La clave esta en que la dimension proyectada k£ no depende de la dimensién original
d, sino solo de n y . El Teorema de Johnson-Lindenstrauss garantiza que, al proyectar
un conjunto de n puntos desde un espacio de alta dimension a un subespacio euclideo de
dimension k > ‘;—2 log n, es posible conservar las distancias entre todos los pares de puntos
con un error de a lo sumo ¢, y esto implica que la estructura geométrica del conjunto se
preserva casi idénticamente por la proyeccién de Johnson-Lindestrauss T;,. Notese que si d
es muy pequena en comparacién a n y € es lo suficientemente pequeno, se puede conseguir
una dimensién k de proyeccién que sea superior a la dimensiéon d original lo careceria
de interés a nivel practico. El Teorema 5.3 proporciona resultados relevantes en el caso
de que d sea de una dimensién moderadamente grande en comparacién con k que es del
orden de log n. Esto nos permite incluso considerar conjuntos de puntos mas grandes que
la dimension del espacio d que se podran proyectar a un espacio de dimensiéon menor sin
perder su geometria.

Ademas, los resultados del Teorema 5.3 son totalmente independientes del conjunto
original de puntos {xi,...,x,} C R? o de la distribucién que los generé (si la tuviesen).
De hecho, tinicamente son dependientes del tamano del conjunto sobre el que se quieran
aplicar. Por ejemplo, considerando un conjunto de 10 puntos en dimensién d = 106,
entonces, por el Teorema 5.3 (de Johnson-Lindestrauss) se puede proyectar los datos
a un espacio de dimensién k£ menor tal que las distancias entre los proyectados y las
distancias entre los puntos originales difieren en menos de € = 0.15 con una probabilidad
mayor que 1 — 1/10 = 0.99. La dimensién del espacio de proyeccién deberia ser mayor a
0_41—85)2 log 10 = 4912.182, es decir, bastaria elegir k£ = 4913, lo cual supondria una reduccién

el espacio original a otro de dimensiéon unas 203 veces mas pequena, conservando las
distancias con fidelidad. La dimension de este nuevo espacio de proyeccién, pese a seguir
siendo alta, se reduce considerablemente haciendo mas manejable el conjunto de datos
original.

Nota 5.5. FEl enunciado propuesto en el Teorema 5.3 es una version reducida de la for-
mulacion original del teorema propuesta en Johnson y Lindenstrauss (1984) y se puede
generalizar cuando la matriz U del Teorema 5.3 tiene entradas que son variables alea-
torias independientes, isotropicas (los vectores fila de U, U;, cumplen que su matriz de
covarianzas E(U;U;") es 1) y subgaussianas: las colas de las variables U;; decrecen tan
rdpido como las colas de la distribucion normal, es decir, cumplen P(|Uy| > t) < Ce™"*
para ciertas constantes C,c y para todo t > 0. Algunas distribuciones con estas propieda-
des son la normal, la uniforme en un intervalo centrado o las variables con distribucion
de Rademacher que toman los valores {1, —1} con probabilidad 1/2. Esta demostracion se
puede encontrar en Vershynin (2018) y se basa en versiones mds generales de la desigual-
dad de Bernstein para distribuciones subgaussianas.
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Pese a que la proyeccion al espacio de dimensién k en el ejemplo traslada los datos a
una dimension considerablemente inferior, esta ain se puede mejorar. Es por ello que en
trabajos como Dasgupta y Gupta (2003), se consigue mejorar la acotacién inferior de k
demostrando que basta elegir

> 4log n
—e2/2—¢e3/3’

para que se cumpla el Teorema 5.3. Volviendo al ejemplo anterior y, usando esta nueva
acotacién de k, bastaria elegir k mayor o igual que 909.66 lo cual consigue reducir la
dimension de forma ain mas considerable.

Para comprobar experimentalmente los resultados del Teorema 5.3 se ha simulado en R
una muestra de tamafio n = 150 de la distribucién X ~ ([0, 1]?) con d = 100.000. Se ha
querido comprobar la distorsién promedio entre las distancias proyectadas y las originales
para una muestra de 500 pares distintos de observaciones. Para ello se ha escogido ¢ = 0.1
y k = 4295 segin (5.5) y se ha generado una matriz aleatoria de tamano k x d con entradas
gaussianas. Lo que se representa en la Figura 5.1 es el ratio entre los 500 pares de distancias
proyectadas y originales que se puede comprobar que es aproximadamente igual a 1, como
establece el Teorema 5.3. Ademads, el Teorema de Johnson-Lindestrauss proporciona una
cota inferior para esta probabilidad de 1 — 1/n ~ 0.99. Esto se ve representado en la
Figura 5.1 mediante las lineas discontinuas horizontales y = 1 4= ¢ que encierran la region
donde se encuentran los pares de individuos que cumplen el Teorema 5.3.

(5.5)

Distorsion de las distancias proyectadas (k = 4295)
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Figura 5.1: Distorsién de 500 pares de puntos de una muestra de 150 observaciones de la
distribucién uniforme en [0, 1]¢ con d = 100.000

Para generalizar esta idea, se ha calculado el promedio de observaciones de esa misma
muestra que cumplen el Teorema 5.3 escogiendo una muestra representativa de pares de
observaciones. Ademas, se ha variado ¢ y se ha considerado el k£ dado por el Teorema 5.3 y
el dado en (5.5) para probar con diferentes situaciones. Estos resultados se han recogido en
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la Tabla 5.1 donde se puede observar cémo en todos los casos la estimacién promedio del
porcentaje de pares de puntos cuya distorsion estd proxima a 1 con una tolerancia de € es
del 100 % lo cual confirma los resultados tedricos del Teorema 5.3 de forma experimental.
Se ha considerado la k£ dada por el Teorema 5.3 para apreciar la diferencia en la dimensién
de proyeccién de los datos entre esta y la dada en (5.5) y se ha considerado un € mayor
para no sobreexceder el limite de memoria al construir las matrices de proyeccién.

e k (con Teorema 5.3) % k (con cota de (5.5)) %

0.20 6013 100 1157 100
0.17 8323 100 1565 100
0.15 10690 100 1980 100

Tabla 5.1: Comprobacion del Teorema de Johnson-Lindestrauss para distintos € y &

Resumiendo, en esta seccién se ha presentado el Teorema de Johnson-Lindestrauss y
sus conclusiones que son de gran interés en Ciencia de Datos. El resultado estd basado
en el comportamiento de las matrices aleatorias como método de proyeccion de un con-
junto de puntos a una dimension menor conservando de forma aproximada las normas y
las distancia entre los puntos. La dimension del espacio de proyecciéon es del orden del
tamano del conjunto de puntos e independiente de la dimension original. Estas buenas
caracteristicas han hecho del Teorema de Johnson-Lindenstrauss una herramienta funda-
mental en técnicas de reduccién de la dimension, especialmente en contextos donde se
manejan grandes volumenes de datos. Su aplicaciéon permite, en muchas ocasiones, me-
jorar la eficiencia computacional sin perder informacion geométrica relevante, lo que lo
convierte en un pilar tedrico clave en algoritmos de aprendizaje automatico, recuperacion
de informacién y anélisis de datos de alta dimension.

5.2. Aplicaciones Teorema de Jonhson-Lindestrauss

En esta seccion presentaremos algunas de las principales aplicaciones del Teorema de
Jonhson-Lindestrauss que se aprovechan de las consideraciones anteriores para proporcio-
nar mejores resultados en contextos de alta dimensionalidad.

5.2.1. Efecto de la dimensionalidad en m-vecinos mas proximos

Uno de los problemas més extendidos en clasificacién supervisada es la obtencién de
reglas que, basadas en un conjunto de datos de entrenamiento X = {x1,...,x,} C R?
donde cada punto @; = (21,..., %), con x;,...,x;q los valores que cada observacién
toma en d variables predictivas, tiene asignada una etiqueta y; € ), sean capaces de, dado
un nuevo individuo & € R?, precedir su etiqueta. El método de clasificacién supervisada
més sencillo es la clasificacién mediante los m-vecinos més préximos o m-NN (nearest
neighbors). Este método asigna a x la etiqueta mayoritaria entre los m individuos en X
mas cercanos a & con la norma euclidea. Este método es ampliamente utilizado por su
simplicidad y por su capacidad de adaptarse a caracteristicas locales de los datos, siendo
especialmente efectivo en problemas de clasificacion supervisada donde no se presupone
una estructura global o distribucién generadora en los datos.
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A pesar de su utilidad, el método m-NN se ve severamente afectado en espacios de
alta dimensién. Por ejemplo, consideremos un conjunto de datos X C [0, 1]¢ con n puntos
elegidos uniformemente en [0, 1]¢ (es decir, observaciones generadas por una distribucién
U([0,1]9), y sea = € [0, 1]? un nuevo punto también elegido aleatoriamente. Como demos-
tramos en la Seccién 2.2, la distancia esperada al vecino mas cercano tiende a aumentar
con d. Este fenémeno tiene efectos practicos devastadores puesto que los vecinos “mas
cercanos” dejan de ser informativos, lo que degrada el rendimiento de los clasificadores
basados en distancias, como m-NN. Ademas, los algoritmos exactos de bisqueda requieren
O(nd) operaciones, lo cual resulta prohibitivo cuando tanto n como d son suficientemente
elevados.

El Teorema 5.3 puede ser de utilidad en este problema. Por ejemplo, en el articulo
Ailon y Chazelle (2009) se propone una solucién eficiente a este problema que usa como
argumento principal el Teorema de Johnson-Lindestrauss. Al proyectar los datos a un
espacio de dimensién reducida R* con k = O(c~%log n), se puede realizar la bisqueda
de vecinos con un coste mucho menor, manteniendo un control probabilistico sobre la
distorsion en las distancias. Esto permite implementar algoritmos de biisqueda de vecinos
mas cercanos aproximados con garantias tedricas de precisiéon y un coste computacional
muy inferior. Bastara encontrar la etiqueta de la proyeccion del punto deseado x sobre el
espacio R* y, con alta probabilidad, esta serd la etiqueta que le corresponderd a « en el
espacio original.

5.2.2. Efecto de la dimensionalidad en m-medias

Dado un conjunto de puntos X = {x,...,x,} € R? el objetivo del algoritmo de
k-medias es encontrar una particiéon {Ci,...,C,} de X (es decir, Cy U --- U C,, =
{z1,...,2,} y C;NCj =0 para j # j') que minimice la funcién objetivo

min Yl -yl
{C1yorrsCim } 4
7j=1 Zieoj

donde p; es el centroide del cluster C; tal que

1
I’l’j - #C]

E i,

:BiECj

con #Cj el cardinal del conjunto C;. El algoritmo de m-medias es un algoritmo amplia-
mente utilizado en clasificacién no supervisada o Analisis Cluster (Everitt et al. 2011)
que pretende subdividir el conjunto original X en m subgrupos o clister de observaciones
con valores “similares” en las d variables analizadas (las d variables numéricas analizadas
se represetan en el vector d-dimensional x; = (z;,. .. ,:Eid)T). La formulacion teérica y
el algoritmo tipicamente utilizado para implementar m-medias se basa en el céalculo de
las distancias euclideas entre las observaciones y los centroides de los grupos que, en alta
dimension, ya sabemos que puede incurrir en problemas. Ademas, la alta dimensionalidad
dificulta la interpretacién de los clisteres dado que las distancias entre puntos pierden el
caracter discriminatorio entre subgrupos, y que el costo computacional se vuelve prohibi-
tivo.
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En trabajos como Boutsidis, Zouzias y Drineas (2010) se demuestra cémo, con una
combinacion entre proyecciones con matrices aleatorias de entradas con distribucion de
Rademacher, se puede reducir la dimensién original d de los datos a una dimension k =
O(ke") para calcular las distancias ||&; — ;|?, preservando el coste 6ptimo y disminuyendo
el coste computacional, mientras que el error que se comete en las aproximaciones es del
orden de € con alta probabilidad.

5.2.3. Efecto de la dimensionalidad en LDA para separacién y
estimacién paramétrica de distribuciones normales

Los ejemplos anteriores presentan problemas basados en la “maldicién” de la dimen-
sionalidad debida al célculo de distancias entre puntos cuando d es muy grande. Sin em-
bargo, este no es el unico enfoque de aplicacion del Teorema de Johnson-Lindenstrauss.
Por ejemplo, el Teorema 5.3 puede ayudar en situaciones como el LDA.

Si se considera un nuevo problema de clasificacién supervisada con m clases (y un total
de n observaciones) donde se supone que las clases estan generadas segin una distribucién
normal multivariante:

X|Y:jN/\/'(p,j,Ej)7 para todo j =1,...,m,

con Y una variable aleatoria de etiquetas que toma valores en {1,...,m} y donde, en
principio, los valores p; y ¥; son desconocidos. La técnica de clasificaciéon mas sencilla en
este caso es el LDA (Linear Discriminant Analysis) que asume X; = X comin a todas las
clases, y busca asignar un nuevo individuo @ a la clase que maximiza la probabilidad a
posteriori (también se supone la presencia de unas probabilidades “a priori” m; conocidas
o estimables). Lo que se consigue es separar los conjuntos de datos originales por medio
de hiperplanos basados en la regla de Bayes y la distancia de Mahalanobis, maximizando
la dispersion entre grupos y minimizando la dispersion en cada clase. Para ello es nece-
sario calcular (y posteriormente invertir) la matriz de covarianzas estimador comun, f],
mediante una estimacién “plug-in” que se basa en sustituir los parametros desconocidos
de cada grupo por sus estimaciones muestrales. Estas técnicas son muy eficaces en baja
dimensién, pero en escenarios donde n y d son muy elevados, la matriz de covarianzas
estimada 3 suele ser singular, lo cual impide el calculo de su inversa a la vez que eleva el
coste computacional de su obtencién. Bajo estas condiciones el modelo suele sobreajustar
en la mayoria de los casos, produciendo errores de clasificacién altos que imposibilitan la
aplicacion de esta técnica en contextos de alta dimension.

En trabajos como Cannings y Samworth (2017) se propone un enfoque del problema
utilizando proyecciones aleatorias de dimension k con entradas subgaussianas, a la vez que
se estima la matriz combinada 3 en el espacio proyectado, evitando conseguir una matriz
no invertible. Los autores también demuestran céomo la tasa de mala clasificacién debida
a la clasificacién en el espacio proyectado se aproxima a la tasa de mala clasificacién de la
regla de Bayes para un LDA clasico. Este enfoque mejora considerablemente la eficiencia y
el coste computacional cuando la dimension d y el nimero de observaciones n son elevadas.

Se puede ampliar el enfoque de este problema a la estimacion de las matrices de disper-
sién ¥; distintas. En articulos como Marzetta, Tucci y Simon (2010) se demuestra que las
proyecciones mediante matrices aleatorias con entradas gaussianas ayudan a estimar los
parametros en un espacio reducido donde la estimacion es més estable. Variando la matriz
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aleatoria de proyeccién, se puede obtener una estimacion promediada de los parametros
desconocidos en el espacio proyectado que se puede usar para reconstruir la estimacion
en el espacio original con las garantias de concentracién similares a las expuestas en este
trabajo. Estos métodos permiten reconstruir la distribucién gaussiana original que ha ge-
nerado los datos, evitando la singularidad de las matrices de covarianzas y mejorando las
estimaciones “plug-in” para recuperar los parametros poblacionales en contextos donde
la dimension d impide el uso de técnicas convencionales.
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Capitulo 6

Conclusiones

A lo largo de este trabajo se han seguido tres lineas principales. En primer lugar, se ha
estudiado el efecto de la alta dimensién sobre algunas de las distribuciones méas comunes
en Estadistica. Esto conduce al conocido fenémeno del “espacio vacio” o “maldicion de la
dimensionalidad”. Por otro lado, se ha observado que, bajo ciertas condiciones, esa misma
alta dimensiéon puede resultar beneficiosa gracias a propiedades probabilisticas particula-
res, como la concentracion de norma y propiedades de ortogonalidad. Estas propiedades
conforman lo que algunos autores denominan la “bendicién de la dimensionalidad”. Es-
tas buenas propiedades quedan ejemplificadas en el Teorema de Johnson-Lindenstrauss,
que permite reducir la dimensién de los datos sin perder apenas informacién sobre las
distancias euclideas entre observaciones. Estos fenémenos explican, por ejemplo, por qué
ciertas tareas como la separacion de clases pueden llegar a simplificarse en espacios de
gran dimensién bajo estructuras probabilisticas adecuadas. Es por ello que el Teorema de
Johnson-Lindestrauss se ha propuesto como una alternativa para combatir algunos de los
efectos indeseables de la alta dimensionalidad. A diferencia de técnicas como el Analisis
de Componentes Principales, las proyecciones aleatorias justificadas por el Teorema de
Johnson-Lindenstrauss no requieren supuestos estructurales sobre los datos ni estimacion
de parametros complejos, y ademas presentan una menor carga computacional. Por ello,
resulta de utilidad en algoritmos de clasificacion, cuando se trabaja con datos que recogen
informacion de numerosas variables, que son directamente dependientes de las distancias
entre las observaciones, tanto métodos no paramétricos como los m-vecinos mas proximos
y las m medias o aquellos que dependen de la suposicién de normalidad como el LDA.

Finalmente, el desarrollo del trabajo ha permitido no solo comprender mejor los des-
afios de la alta dimension, sino también identificar métodos y estrategias que pueden
mitigar sus efectos. En particular, las simulaciones, los resultados analiticos y las aplica-
ciones discutidas demuestran que el conocimiento del comportamiento probabilistico en
espacios de gran dimensién es esencial para el disenio de algoritmos estadisticos eficaces
en Ciencia de Datos.

Nuevas direcciones de trabajo podrian ser explorar el uso del Teorema de Johnson-
Lindestrauss, o formulaciones equivalentes, a metodologias como el SVM, la estimacion
de densidades, etc.
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Apéndice A

Resultados adicionales sobre la
distribucion normal

A.1. Distribucion normal univariante

En este anexo se presentaran los resultados sobre distribuciones normales univariantes
que han sido utilizados en las demostraciones proporcionadas en este trabajo de fin de
grado.

Definicién A.1. Una variable aleatoria X se dice que tiene una distribucion normal
univariante de media p y varianza o? si verifica:

(v — p)?
P(X € A) —_
(X € o exp 57

y se denota como X ~ N (u,c?).

)dx, para A € 3,

Proposicién A.2. Si X ~ N(u,0?) ya,b € R entonces aX +b ~ N(ap + b, a’c?).

Proposicién A.3. Si X ~ N(ux,0%), Y ~ N(uy,0%) son variables aleatorias indepen-
dientes, entonces X +Y ~ N(ux + py,02+02) y X =Y ~ N(ux — py, 02 + 0%).

Corolario A.4. Dadas X1, ..., X, variables aleatorias mutuamente independientes tales
que X; ~ N (w,0?) paral =1,...,d. Entonces, toda combinacion lineal \y X +- - -+ N X;
es una variable aleatoria con distribucion normal de media Aipy + - - + ANy y varianza
Mot + -+ Mo}

Proposicion A.5. El momento de orden k de una variable aleatoria X de media p se
define como E[(X — p)¥], y si X ~ N(0,1) se cumple que

i 0 si k es impar
E(X") =4 (2n)!
(&5 (2n) si k=2n
2mn)!

Demostracion. Usando la densidad de X se tiene que:

o 1
E[X*] :/ z" e 2.

oo 2
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En primer lugar, si k es impar, se observa que z* es una funcién impar mientras que

_ .2 ., . . .,
\/%76 #*/2 es par luego su producto es una funcién impar. Como la integral de una funcién
impar sobre un intervalor simétrico respecto del origen es cero, se tiene

°° 1 2
E X2n+1 — / x2n+1_e—w /le, — 0
[ ] - o
para k = 2n + 1.
En el caso de que k sea par con k = 2n, usando integracién por partes, se demuestra
que:
E[Z*" = (2n — 1)E[Z*"2].

Para probar esto tltimo, sea

> 1 2
I, = / " e~ 2dx
—o V2w 7

1

e integramos por partes con u = 22" 'y dv = xﬁe_xZ/zdz, para tener, du = (2n —
Da?"2dr y v = —\/%e*ZZ/Q con lo que se prueba

I, =(2n—1)I,.
Por la formula de recurrencia tenemos que:

my _ _(2n)@2n—-1)---2-1  (2n)!
P = On - on—3) 3.1 = 2012 L)

Proposiciéon A.6. La Kurtosis de una variable aleatoria X se define como
E[(X — p)’]
PR
(B [(X = n)?])

y si X ~ N (u,0?) se cumple que Kurtosis(X) = 3.

Kurtosis(X) =

Demostracion. En primer lugar se considera Z ~ N(0,1), de tal forma que E(Z) = 0
y E(Z*) = 1. Para una distribucién normal esténdar se sabe que E(Z*) = 3 (por la
Proposicién A.5) luego:
, E(Z%)
Kurtosis(Z) = B2 =3.
En el caso general X ~ N (u,0?) se define la variable tipificada Z = % ~ N(0,1) y
entonces se tiene

E((X —n)'] = E[(02)"] = 0" E[2"] = 30",

y, ademas,

Por lo tanto,

Kurtosis(X) = = =3

60



A.2. Distribucion normal multivariante

Se proporcionan a continuacion algunos resultados relativos a distribuciones normales
multivariantes que han sido también usados en el desarrollo de este trabajo.

Recordamos aqui la definicion de distribucion normal multivariante, totalmente analo-
ga a la expuesta en la Definicién 2.1.

Definicién A.7. Sea (2,0, P) un espacio probabilistico. Un vector aleatorio X : 2 — R?
se dice que tiene una distribucion Gaussiana o normal d-variante si para todo vector
a € R? se tiene que la variable aleatoria real a” X : Q — R sique una distribucién normal
univariante (a¥ X serian todas las posibles combinaciones lineales de las coordenadas del
vector aleatorio X ). En particular, si asumimos un vector de medias p € R? y una matriz
de covarianzas X de tamano d X d definida positiva, entonces se dice que X ~ N (u,2) y
admite la densidad

1 1
P(XeA) = COEDE /Aexp ( - §(x — )" (2 - u))dm, para A € 4. (A1)

Se podria ver que X ~ N(u,X) si y solo si S7Y2(X — u) ~ N (04, I). La densidad
de X ~ N(u,Y) en la expresion A.7 surge del correspondiente cambio de variable y de
la densidad de N(04, I;) que (usando la bien conocida densidad de la normal estandar y
la factorizacion de la densidad conjunta que proporciona la independencia de sus compo-
nentes) es

1 —a:l2/2

e
N \ 2T

Proposicién A.8. Sea (2,0, P) un espacio probabilistico y X : Q — R? un vector alea-
torio de componentes Xy,...,Xy4. Se tiene que, X ~ N(0g4,14) si y solo si X; ~ N(0,1)
paral=1,...,d y Xq,..., X4 son independientes.

para todo (x1,...,z,)" € R%

flz,. .. xq) =

=

o~
Il

La demostracion de este resultado se basa, entre otros aspectos, en que la incorrelacion
es equivalente a la independencia para distribuciones normales. Una prueba rigurosa se
puede encontrar en Gut (2005).

Proposicién A.9. Sea (2,0, P) un espacio probabilistico, X : Q — R un vector alea-
torio tal que X ~ N(0g4,13) y f : R — R? una rotacion. Entonces, el vector aleatorio
f(X) sigue una distribucion X ~ N(Qg,1;). Es decir, las distribuciones N(0g4, 1) son
1mvariantes bajo rotaciones.

Demostracién. Si f es una rotacién de R? entonces existe una matriz ortogonal R € R%*4
tal que f(X) = RX, donde RX es el vector: RX = ((R1,X),...,(Rq, X)) y R; es la fila
[ de la matriz R paral = 1...,d. Entonces RX es un vector de combinaciones lineales
de las variables aleatorias X1, ..., Xy que cumplen que X; ~ A(0,1) luego es un vector
aleatorio cuyas componentes (R;, X') son variables aleatorias con distribucién normal.
Ademsés, como R es una matriz ortogonal, cumple que R R = I luego E(f(X)) =
E(RX) = RE(X) = R0; = 0,4 y, a su vez, Var(f(X)) = Var(RX) = R"Var(X)R =
R'I4R = I,.
O
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Apéndice B
Volumen de la bola unidad

El siguiente anexo presenta el desarrollo para el calculo del volumen de la bola unitaria
B(04,1), para una dimensién d genérica.

Para calcular el volumen £4(B(04,1)) en R?, se puede integrar en coordenadas carte-
sianas o esféricas generalizadas. En este caso es mas sencillo integrar usando coordenadas
esféricas. El volumen viene dado por:

1
(B0 1)) = / / P11 Q.
Sa-=1 Jr=0

donde S es la esfera en dimensién d y d€)y el diferencial de superficie. Como esta es
una integral de variables separadas,

1 1 0 (Sl
gd(B<Od7 1)) = / de/ rd=tdr = —/ dQy = M
Sd-1 0 d gd—1 d

Para calcular el volumen de £4_1(S?1) se parte de la integral

Esta integral I(d) puede calcularse integrando tanto en coordenadas cartesianas como
esféricas generalizadas. En coordenadas cartesianas, la integral se puede escribir como el
producto de d integrales unidimensionales:

I(d) = (/_OO e_IQd:zc)d = (V) =72, (B.1)

[e.e]

ya que la integral ffooo e dy = /7. Por otro lado, en coordenadas esféricas, la integral

I(d) se convierte en
I(d) :/ de/ e ritdr.
S 0

donde la integral de S?~! sobre ) da el 4rea superficial £;_1(S?"!), mientras que la integral
sobre 7 se puede calcular mediante el cambio de variable u = 72, du = 2rdr obteniendo

/ e il dr = _/ e Uy dy = T (—) : (B.2)
; 2 Jo 2 2
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Por lo tanto, si igualamos (B.1) y (B.2) se tiene

1..(d
d/2:€_ Sd—l o 2

Despejando el area de la esfera de dimensién d, se llega a

i1 27Td/2
lg1(S7) = Ok
Finalmente, se tiene
(u(B(0, 1)) = 1D
y, consecuentemente,
7d/2
la(B(0g4, 1)) = F(E+1)

donde también se ha usado la propiedad de la funcién Gamma I'(z + 1) = zI'(z) para
todo z real.
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Apéndice C

Programas

C.1. Cbdigo R usado para la generacion de la Tabla
2.2

dimensiones <- 1:15
radio <- 0.5

volumen_esfera <- function(mn, R) {
2%pi~(n / 2) / (n * gamma(n / 2)) * R°n
}

volumen <- round(sapply(dimensiones, volumen_esfera, R = radio)
,5)

tabla_resultado <- data.frame (
Dimension = dimensiones,
Volumen = volumen

)

print (tabla_resultado)

Listing C.1: Cédigo R para calcular el volumen de la bola unidad en dimensiéon d

C.2. C(Cddigo R usado para la generacion de la Figura
2.1 y la Tabla 2.1

library ("MASS")
library(ggplot2)
library ("doParallel")
library (foreach)

cl <- makeCluster (3)
registerDoParallel (cl)
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n <- 8000
i <= ¢(1, 10, 100, 500, 1000, 10000)
tamano_bloques <- 5000

res <- foreach(d = i, .combine = ’list’, .packages =
c("MASS", "ggplot2", "scales")) Ydopar’ {

if (d <= 1000) {

X <- matrix(rnorm(m * d), nrow = n, ncol = d)
Y <- sqrt(rowSums(X~2))
} else {

Y <- numeric(n)
bloques <- seq(l, d, by = tamano_bloques)

for (j in bloques) {
end_j <- min(j + tamano_bloques - 1, d)
X_bloque <- matrix(rnorm(n * (end_j - j + 1)), nrow = n,
ncol = (end_j - j + 1))
Y <- Y + rowSums(X_bloque~2)
rm(X_bloque)
gc )

[

Y <- sqrt(Y)

Media <- mean(Y)
Varianza <- var(Y)

p <- ggplot(data.frame(valores = Y), aes(x = abs(valores))) +
geom_density(aes(y = ..count..), color = "black",
linewidth = 0.3, fill = "gray", alpha = 0.4) +
scale_x_continuous (limits = c(-2, max(Y) + 1)) +
scale_y_continuous (labels = label_number(scale = 1le-3,
suffix = "k")) +
labs(title = pasteO("d=", d), x = "[|x|[|", y = "Frecuencia")

+
theme _minimal () +
theme (plot.title = element_text(hjust = 0.5, size

25))

ggsave (paste0("grafico", match(d, i), ".png"), plot
width = 10, height = 8)

P

rm(X, Y, p)
cat (paste("Iteracion con d =", d, "completada.\n"))

c(round (Media, 4), round(sqrt(d), 4), round(Varianza, 4))
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Tc <- data.frame(res, row.names = c("Media", "Sqrt(d), "Varianza"
))

colnames (Tc) <- pasteO("d=", i)

stopCluster (cl)
Tc

Listing C.2: Coédigo R para estimar las densidades de la norma de una normal
multivariante.

C.3. C(Cbdigo R usado para la generacién de la Figura
2.5 y la Tabla 2.3

library ("MASS")
library(ggplot2)
library("doParallel")
library(foreach)

cl <- makeCluster (3)
registerDoParallel (cl)

n <- 8000
i <= c¢(1, 10, 100, 500, 1000, 10000)
tamano_bloques <- 5000

res <- foreach(d = i, .combine = ’list’, .packages = c("MASS",
"ggplot2")) %dopar’ {
if (d <= 1000) {

X <- matrix(runif(n * d), nrow = n, ncol = d)
Y <- sqrt(rowSums ((X-1/2)"2))
} else {

Y <- numeric(n)
bloques <- seq(l, d, by = tamano_bloques)

for (j in bloques) {
end_j <- min(j + tamano_bloque - 1, d)
X_bloque <- matrix(runif(n * (end_j - j + 1)), nrow = n,
ncol = (end_j - j + 1))
Y <- Y + rowSums ((X_bloque-1/2)"2)
rm(X_bloque)
gc )

Y <- sqrt(Y)

Media <- mean (Y)
Varianza <- var (Y)
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p <- ggplot(data.frame(valores = Y), aes(x = abs(valores))) +

geom_density(aes(y = ..count..), color = "black",
linewidth = 0.3, fill = "gray", alpha = 0.4) +
scale_x_continuous (limits = c(-2, max(Y) + 1)) +
scale_y_continuous (labels = label_number(scale = 1le-3,
suffix = "k")) +
labs(title = pasteO("d=", d), x = "[|x||", y = "Frecuencia")
+

theme_minimal () +
theme (plot.title = element_text(hjust = 0.5, size = 25))

ggsave (paste0("graficounif", match(d, i), ".png"),
plot = p, width = 10, height = 8)

rm(X, Y, p)
cat(paste("Iteracion con d =", d, "completada"))

c(round (Media, 4), round(1/2*sqrt(d/3), 4), round(Varianza, 4))

Tc <- data.frame(res, row.names = c("Media", "1/2 Sqrt(d/3)", "
Varianza"))
colnames (Tc) <- pasteO("d=", i)

stopCluster (cl)
Tc

Listing C.3: Cddigo R para estimar las densidades de la norma de una uniforme en
hipercubos.

C.4. C(Coddigo R para la generacion de la Figura 5.1

library(stats)

n <- 150
d <- 100000

X <- matrix(runif(n * d, min = 0, max = 1), nrow = n, ncol = d)
epsilon <- 0.1

k <- ceiling(4 * log(n) / ( (epsilon~2)/2-(epsilon~3)/3 ) )

k

sample_pairs <- combn(n, 2)
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Phi <- matrix(rnorm(k * d, mean = 0, sd = 1 / sqrt(k)), nrow = k,

ncol = d)
<- X %*x% t(Phi)

rm (Phi) ; gc )

selected_pairs <- sample(ncol(sample_pairs), 500)
pairs <- sample_pairs[, selected_pairs]

D_original <- apply(pairs, 2, function(pair) {

i <- pair[1]; j <- pair[2]
sqrt (sum ((X[i, 1 - X[j, 1)"2))

D_proj <- apply(pairs, 2, function(pair) {

i <- pair[1]; j <- pair[2]
sqrt (sum ((Z[i, 1 - Z[j, 1)°2))

R <- D_proj / D_original

cumplen <- (R >= (1 - epsilon)) & (R <= (1 + epsilon))
porcentaje_cumple <- mean(cumplen) * 100

cat (sprintf ("Porcentaje de pares proyectados a la dimension %d

que cumplen la cota: %.3f%%\n",k, porcentaje_cumple))

plot (R,
pch = 19, col = ifelse((R >= (1 - epsilon)) & (R <= (1 +
epsilon)), "darkgreen", "red"),
main = sprintf("Distorsion de las distancias proyectadas (k = 7%
)", k),
xlab = "Indice del par de puntos", ylab = "R = |[Tu(xi) - Tu(x]j

YL/ 1xi - xjll",
ylim = c(min(R, 1 - epsilon) - 0.05, max(R, 1 + epsilon) +
0.05))

abline(h = 1 - epsilon, col = "blue", 1lty = 2, lwd = 2)
abline(h = 1 + epsilon, col = "blue", lty = 2, lwd = 2)
abline(h = 1, col = "black", 1ty = 1, lwd = 1)

Listing C.4: Cédigo R para calcular la distorsién promedio de 500 pares de puntos de una
distribucién uniforme en [0, 1] al proyectarlos a un subespacio de dimensién k& = 4295
cuando d = 100000

C.5. (Cddigo R para la generacion de la Tabla 5.1
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library(foreach)
library (doParallel)

# Valores de epsilon a probar
epsilon_vals <- ¢(0.2, 0.17, 0.15)

n <- 150
d <- 100000

X <- matrix(runif(n * d, min = 0, max = 1), nrow = n, ncol = d)
sample_pairs <- combn(n, 2)

num_cores <- parallel::detectCores() - 1
cl <- makeCluster (num_cores)
registerDoParallel (cl)

resultados <- foreach(epsilon = epsilon_vals, .combine = rbind,
packages = "stats") Y%dopar’ {

k <- c(ceiling (48 * log(n) / (epsilon~2)),ceiling(4 * log(n) / ((
epsilon~2)/2 - (epsilon~3)/3)))
media_porcentaje_cumple <- numeric (2)

for (ki in k) {
Phi <- matrix(rnorm(ki * d, mean = 0, sd = 1 / sqrt(ki)), nrow
= ki, ncol = d)
Z <- X %*% t(Phi)
porcentaje_cumple <- numeric (500)

for (contador in 1:10){

selected_pairs <- sample(ncol(sample_pairs), 500)
pairs <- sample_pairs[, selected_pairs]

D_original <- apply(pairs, 2, function(pair) {
i <- pair[1]; j <- pair[2]
sqrt (sum ((X[i, 1 - X[j, 1)°2))

b

D_proj <- apply(pairs, 2, function(pair) {
i <- pair[1]; j <- pair[2]
sqrt (sum ((Z[i, 1 - Z[j, 1)°2))

b

R <- D_proj / D_original
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cumplen <- (R >= (1 - epsilon)) & (R <= (1 + epsilon))
porcentaje_cumple [contador] <- mean(cumplen) * 100

}

media_porcentaje_cumple [match(ki,k)] <- mean(porcentaje_cumple)
cat (sprintf ("Porcentaje de pares proyectados a la dimension Y%d
que cumplen la cota: %.3f%%\n",
ki, media_porcentaje_cumple[match(ki, k)1))
rm (Phi)
rm(Z)
gc ()
}

c(epsilon, k[1], media_porcentaje_cumple[1], k[2], media_
porcentaje_cumple [2])
}

stopCluster (cl)
colnames (resultados) <- c("epsilon", "k1", "cumplen_k1(%)", "k2",

"cumplen_k2(%)")
print (resultados)

Listing C.5: Cédigo R para estimar la probabilidad del Teorema de Johnson-Lindestrauss
para distintos valores de £ y dimensiones de proyeccién k
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