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Resumen: El teorema fundamental de la teoria de Galois es crucial en el estudio de las
extensiones de cuerpos. Este teorema establece que hay una correspondencia biyectiva
entre los subcuerpos de una extension de Galois y los subgrupos del grupo de Galois
asociado a esa extension. En otras palabras, cada subcuerpo de la extensidon se puede
asociar de manera Unica a un subgrupo del grupo de Galois, y viceversa.

La teoria de Hopf Galois amplia esta idea al considerar las algebras de Hopf en el lugar del
grupo de Galois. En el contexto de la teoria de Hopf Galois, se reemplazan los subgrupos del
grupo de Galois por subdlgebras de Hopf.

La base de esta teoria es la observacidn de que el grupo de Galois actia sobre su extension
de cuerpos. Esta accién se puede extender a una acciéon del dlgebra de grupo
correspondiente, que es un tipo especial de algebra de Hopf. Las subalgebras de Hopf de
esta algebra de grupo corresponden a los subgrupos del grupo de Galois.

La teoria de Hopf Galois permite estudiar extensiones de cuerpos que no necesariamente
son de Galois, pero que aun pueden ser analizadas utilizando algebras de Hopf. Esto abre
nuevas posibilidades para entender y clasificar extensiones de cuerpos, proporcionando
una herramienta mas general y flexible que la teoria de Galois clasica

Palabras clave: Extension de cuerpos, estructura de Galois, extensidn normal,
extension separable, estructura de Hopf-Galois, algebra, codlgebra, bidlgebra, mddulo,
comaddulo, coproducto, counidad, algebra de Hopf, dlgebra de comddulo, producto
tensorial, teorema de Greither-Pareigis, estructura casi Galois clasica, traduccion de Byott.

Abstract: The fundamental theorem of Galois theory is crucial in the study of field
extensions. This theorem establishes a one-to-one correspondence between the subfields
of a Galois extension and the subgroups of the associated Galois group. In other words,
each subfield of the extension can be uniquely associated with a subgroup of the Galois
group, and vice versa.

The Hopf Galois theory extends this idea by considering Hopf algebras in place of the Galois
group. In the context of Hopf Galois theory, the subgroups of the Galois group are replaced
by Hopf subalgebras.

The basis of this theory is the observation that the Galois group acts on its field extension.
This action can be extended to an action of the corresponding group algebra, which is a
special type of Hopf algebra. The Hopf subalgebras of this group algebra correspond to the
subgroups of the Galois group.

Hopf Galois theory allows the study of field extensions that are not necessarily Galois but
can still be analyzed using Hopf algebras. This opens up new possibilities for understanding
and classifying field extensions, providing a more general and flexible tool than classical
Galois theory.
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Introduccion

La teoria clasica de Galois estudia las propiedades de las extensiones de
cuerpos L/K y su estructura de Galois, es decir, si L/K es una extension
finita de cuerpos y existe un subgrupo G' < Aut(L) tal que L¢ = K, lo
que significa que si K es el cuerpo fijo bajo un cierto subgrupo del grupo de
automorfismos de L. Esto fue introducido por el mateméatico francés Evariste
Galois en 1831, que encontr6 una condicién necesaria y suficiente para la
resoluciéon de ecuaciones algebraicas por radicales. A este descubrimiento se
le acuna el nombre de Gran Teorema de Galois.

La teoria clasica de Galois establece que si tenemos una extension de
cuerpos L/K finita, normal y separable, entonces existe una correspondencia
biyectiva entre los subcuerpos intermedios y los subgrupos del grupo de Ga-
lois. Esto permite estudiar extensiones de cuerpos a través de grupos, de esta
manera, podemos clasificar y entender las extensiones mediante la estructura
de los grupos correspondientes. Sin embargo, esta teorfa presenta limitacio-
nes, ya que solo se centra en extensiones finitas, normales y separables, por
lo que para subsanar esto se han buscado distintas generalizaciones, siendo
una de ellas la teoria de Hopf-Galois.

La teoria de Hopf-Galois nace como un intento de expandir la teoria cla-
sica de Galois a otro tipo de estructuras. En 1969, Stephen Chase y Moss
Sweedler [3] introducen el concepto de extension de Hopf-Galois que amplia
la nocion de extension de Galois. Sus objetivos principales eran generali-
zar a extensiones no separables, y mas en general, extender la teoria clasica
de Galois a extensiones de anillos conmutativos. Para ello, en vez de estu-
diar extensiones normales y separables mediante grupos de automorfismos,
recurrieron a las dlgebras de Hopf, las cuales actiian sobre la extension y
permiten formular de manera mas general la teoria de Galois en un contexto
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8 Introducciéon

més amplio.

El proposito de nuestro trabajo es el estudio detallado de las estructuras
de Hopf-Galois en las extensiones de cuerpos, tanto en la construccién tedrica
como en ejemplos que ilustren su aplicacion.

En el capitulo 1 recordaremos aquellos resultados més importantes de la
teoria de Galois que son importantes para entender la teoria de Hopf-Galois.

En el capitulo 2 empezaremos definiendo el producto tensorial, ya que
serd la herramienta principal que nos permitira describir todos los objetos
implicados en esta teoria. Seguiremos introduciendo las definiciones catego-
ricas de algebra, codlgebra y bidlgebra hasta llegar a precisar el concepto de
algebra de Hopf. Ademas, estudiaremos el concepto de algebra de comddulo
de una bialgebra, esencial para extender la teoria de Galois mediante &lgebras
de Hopf, y describiremos otras estructuras relacionadas.

Por 1ltimo, en el capitulo 3 comenzaremos reformulando la definiciéon de
extension de Galois en términos del algebra de grupo. Esta reformulacion
permite generalizar la definicion a cualquier algebra de Hopf coconmutativa,
dando lugar al concepto de estructuras de Hopf-Galois de una extension. Ve-
remos un ejemplo de extension que no es de Galois pero posee una estructura
de Hopf-Galois, mostrando que la teoria de Hopf-Galois es mas general que
la teoria clésica. Observaremos también que, aunque la estructura clasica de
Galois de una extension de Galois es tnica, en general una extension de Hopf-
Galois posee mas de una estructura de Hopf-Galois; esto puede ocurrir incluso
cuando la extension es de Galois. A continuaciéon, veremos que, al contrario
que en la teoria de Galois, no podemos asegurar que la correspondencia entre
las extensiones de cuerpos y las algebras de Hopf sea biyectiva, iinicamente
inyectiva. En este sentido estudiaremos las estructuras casi Galois clasicas,
que recuperan la biyectividad de la correspondencia. Seguidamente, presen-
taremos la teoria para extensiones separables. Aqui veremos el gran resultado
de Greither-Pareigis [10], que establece una manera de encontrar todas las
estructuras de Hopf-Galois que tiene una extension, usando la teorfa de gru-
pos. Por tltimo, veremos la traduccion de Byott [2], que alivia el problema
principal que presenta el teorema de Greither-Pareigis; gracias a él podremos
determinar todas dichas estructuras reduciendo el nimero de calculos.

Cerraremos la memoria mostrando importantes corolarios de estos resul-
tados: mostraremos cuando tienen estructura de Hopf-Galois las extensiones



de grado pequeno, daremos una férmula general para el niimero de estruc-
turas para cualquier extension, y determinaremos cuéndo la estructura de
Galois de una extension de Galois es la tinica estructura de Hopf-Galois que
posee la extension (teorema de unicidad de Byott).






Capitulo 1

Teoria de Galois

Aunque ya hemos estudiado la teoria de Galois en el grado, para enten-
der la teoria de Hopf-Galois es necesario primero repasar algunos resultado
importantes. Por eso, haremos una revision poco profunda de la misma. En
primer lugar, partiremos de los conceptos mas basicos sobre extensiones de
cuerpos, fundamentando cuando tienen estructura de Galois. Una vez visto
esto, introduciremos el concepto de grupo de Galois, y daremos un ejemplo
completo del uso del teorema fundamental de la teoria de Galois.

1.1. Extensiones de cuerpos. Extensiones alge-
braicas y trascendentes

En esta primera parte vamos a entender qué es una extension de cuerpos,
dando su definiciéon y poniendo algtin ejemplo. Ademés, clasificaremos las
extensiones en algebraicas o trascendentes. Empezamos con su definicion:

Definiciéon 1.1. Una extension de cuerpos es un par de cuerpos, L,K, tales
que K es un subcuerpo de L. Lo denotamos como L/K o K C L. El cuerpo
K es el cuerpo base y el cuerpo L es el cuerpo de extension.

Nota. En toda extension L/K el cuerpo L es un espacio vectorial sobre el
cuerpo K de forma natural, donde la acciéon de K esta dada por el producto
en L.

En definitiva, obtenemos una extension de cuerpos cuando al cuerpo base
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12 Teoria de Galois

K le anadimos elementos nuevos, de forma que el conjunto resultante sigue
siendo un cuerpo que contiene a K y respeta sus operaciones.

Definiciéon 1.2. Llamamos grado de la extension L/K y lo denotamos por
[L : K] a la dimensién de L como espacio vectorial sobre K. Si el grado es
finito, se dice que la extension es finita. En otro caso, se dice que la extension
es infinita.

Teorema 1.3 (del grado). (Proposicion 7.1.2[5]) Sea K C F C L una torre
de cuerpos. Entonces

[L:K|=|[L:F|[F:K]|

Ademds, la extension L/ K es finita si, y solo si, las extensiones L/F y F/K
son ambas finitas.

Ahora que ya hemos recordado qué es una extension de cuerpos, podemos
preguntarnos cuantos y qué tipo de elementos podemos anadir al cuerpo base.
Estos elementos se clasifican dependiendo de si anadimos un niimero finito o
infinito de ellos y de si cada uno es raiz de un polinomio con coeficientes en
el cuerpo base. Veamos coémo se distinguen segtin estas propiedades:

Definicién 1.4. Sea L/K una extension de cuerpos. Un elemento a € L se
dice que es algebraico sobre K si existe un polinomio no nulo f € K[X] tal
que f(a) = 0. Si un elemento de L no es algebraico sobre K, se dice que es
trascendente sobre K.

En caso de que todo elemento de L sea algebraico sobre K, se dice que
L/K es una extension algebraica. Si existe algin elemento de L que es tras-
cendente sobre K, se dice que la extension es trascendente. Vemos un ejem-
plo:

Ejemplo 1.5.
1. /3 es algebraico sobre Q ya que es raiz del polinomio f(X) = 2 — 3.
2. 1 es algebraico sobre R ya que es raiz del polinomio f(X) = 2 + 1.
3. e es trascendente sobre Q por un resultado de Hermite.

Definicién 1.6. Sea L/K una extension de cuerpos y o € L algebraico
sobre K. El polinomio moénico p irreducible sobre K tal que p(a) = 0 se
llama polinomio minimo de « sobre K, y lo denotaremos por Irr(a, K).



1.2 Cuerpos de descomposicion. Extensiones normales finitas 13

Proposicion 1.7. (Proposicion 1.1 [13]) Si L/ K es una extension finita de
cuerpos, entonces L/ K es algebraica.

Definicién 1.8. Sea L/K una extension, y S un subconjunto de L. Diremos
que S es un conjunto de generadores para L sobre K si L = K(S).
Se dice que la extension es finitamente generada si el conjunto S es finito.

Definicion 1.9. Una extension L/K se dice simple si existe un elemento
a € L tal que L = K(a). En tal caso, se dice que este elemento es un
elemento primitivo para la extension.

Proposicion 1.10. (Proposiciones 1.5,1.6 [13]) Sea L/K una extension de
cuerpos. Entonces:

1. Si L/K es una extension finita, entonces es finitamente generada.

2. Si L/K es finitamente generada L = K(oy,..., ), y los elementos
a;,i = 1...n son algebraicos sobre K, entonces la extension L/K es
finita.

3. Si L =K(S) con S C L arbitario, se tiene que F/K es algebraica si,
y solo si, todo o € S es algebraico sobre K.

1.2. Cuerpos de descomposiciéon. Extensiones
normales finitas

El origen del estudio de las extensiones de cuerpos es la necesidad de
construir cuerpos que contengan al cuerpo base K en los que existan raices
de polinomios dados de K[X]. Al querer resolver ecuaciones algebraicas que
no tienen solucién en K se intenta extender el cuerpo con los elementos ne-
cesarios para que el problema se pueda resolver dentro de un nuevo contexto
més amplio.

En esta nueva seccién vamos a ver como trabajamos con aplicaciones
entre extensiones y ademés vamos a caracterizar las extensiones normales,
un concepto fundamental en la teoria de Galois.

Teorema 1.11. (Kronecker)(Teorema 7.2.1 [5]) Sea K un cuerpo y f €
K[X] un polinomio no constante. Entonces existe una extension L/K y un
elemento a € L tal que f(a) = 0.
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Este teorema es clave ya que nos da la solucién a como construir extensio-
nes de cuerpos que incluyan las soluciones de cualquier ecuacion algebraica.

Definicion 1.12. Dadas extensiones de cuerpos Li/K; y Lo/Ky y homo-
morfismos 7 : L1 — Lo y 0 : K1 — Ks, se dice que 7 es una extension de o
si, Va € K se tiene que 7(a) = o(a).

Si o =idg y T es una extension de o se dice que 7 es un K-homomorfismo
y se denota poniendo 7 : L1/ K — Ly/K.

Proposicion 1.13. (Corolario 7.5.2 [5]) Dadas dos extensiones Li/K y
Ly/K, si [Ly : K] = n, entonces hay como mucho n homomorfismos de
Ll a LQ.

Proposicion 1.14. (Proposicion 2 [7]) Sea L/ K una extension de cuerpos y
sea o € L un elemento algebraico sobre K. Consideremos Aut(L/K) el grupo
de automorfismos de la extension. Entonces, para cualquier o € Aut(L/K)
tenemos que o(a) es una raiz del polinomio irreducible de o sobre K.

Veamos un ejemplo de como se calculan todos los automorfismos de una
extension:

Ejemplo 1.15. Veamos cuales son todos los automorfismos de Q(v/2,1)/Q.
Observamos que [Q(v/2,4) : Q] = 4. Lo hacemos en dos partes:

1. Consideramos o = idg, Ir7(v/2,Q) = 22 — 2 y sus dos raices —v/2, v/2,

tenemos dos extensiones de o:

7 Q(V2) = Q(V2) 7 Q(vV2) = Q(V?2)
V22 V2——/2

2. Ahora para cada una de ellas considerando Irr(i,Q(v/2)) = 22 + 1y
sus dos raices 7,—i tenemos dos extensiones:

1 Q(V2)(i) = Q(V2)(i) 712 : Q(V2) (i) — Q(V2)()

a1 Q(V2)(i) j@(\/é)(l) T2 ! @(ﬁ)(l)i(@(\/ﬁ)(@)
V22 V22

asi que los 4 automorfismos de Q(v/2,7)/Q estan dados sobre los gene-
radores en la tabla
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711 T12 T21 T22
V21V2 V2 V2 =2

) —1 —1

Ahora bien, ;jqué pasa si queremos anadir al cuerpo base todas las raices
de un polinomio dado? Esta pregunta nos conduce a la definicién de cuerpo
de descomposiciéon, que es la extension minimal del cuerpo base donde un
polinomio se descompone completamente en factores lineales. Formalmente:

Definicién 1.16. Un cuerpo de extension L/K se dice que es un cuerpo de
descomposicién (c.d.d) de un polinomio f € K[X] si existen a,, aq - - -, €
L tales que f = ap (X — 1) (X —a,) y L = K(a; -+ «,). Notemos que
si E es un cuerpo de descomposicion de f € K[X] y se tiene una torre
K C L C F entonces E también es un cuerpo de descomposicion de f € L[X]
pues si aj---a, € E son las raices de f se tiene que £ = K(a;---a,) C
L(oy---ay) C E, por tanto E = Loy -+ )

Teorema 1.17. (Teorema 7.2.3 [3]) Si K es un cuerpo, para todo polinomio
f € K[X] de grado n > 0, existe un cuerpo de descomposicion F' de f sobre
K y se verifica que [F : K] < n!

Teorema 1.18. (Teorema 7.2.3 [5]) Sea o : Ky — Ks un isomorfismo de
cuerpos, f1 € Kq1[X] y fo = o(f1). St Fy y Fy son, respectivamente, cuerpos
de descomposicion de fi1 y fa, entonces existe un isomorfismo v : F; — Fy
extension de o. En particular, si 0 = Idg, se tiene que dos cuerpos de
descomposicion cualesquiera de un polinomio f € K[X] son K-isomorfos.

Estos dos teoremas nos aseguran que el cuerpo de descomposicion siempre
existe y que ademas es tnico.

Ejemplo 1.19. 1. Si f= (X?-2)(X?-3) € Q[X] el c.d.d de f sobre Q es
@(\/Z \/3) ya que contiene todas las raices de f pues su descomposicion
lineal es (X —v/2)(X +v/2)(X —v3)(X ++/3), y, ademas, la extension
tiene grado 4 sobre Q.

2. Si f=X%—1 € Q[X] tenemos que el c.d.d de f sobre Q[X] es Q(w)
donde w es la raiz cubica primitiva de la unidad ya que las raices de f
son +1,+w,+w? y todas estan contenidas en Q(w). Ademés la extension
tiene grado 2 sobre Q ya que irr(w, Q) = X? + X + 1.

3.8 f = (X2 -2)(X®—2) € QX] suc.dd es Q(+2,V2,w) que tiene
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grado 12 sobre Q.

4. Sea Q(¥/2)/Q, su polinomio irreducible es X3 — 2, pero este no des-
compone en factores lineales sobre Q(\?/?) ya que no contiene w, luego
no es su c.d.d. Obtenemos su cuerpo de descomposicion si anadimos w

llegando a Q(v/2, w).

Este ultimo ejemplo nos ha mostrado una idea clave, una extension de
cuerpos no siempre contiene todas las raices de un polinomio, es decir, no
siempre es su cuerpo de descomposicion. Esta observaciéon nos lleva a una
nueva forma de caracterizar las extensiones, en funciéon de si incluyen o no
todas las raices de los polinomios que tienen al menos una raiz en la extension.

Definicion 1.20. Una extension finita E/K se dice que es normal si E es
el cuerpo de descomposicion de algin polinomio f € K[X].

Ejemplo 1.21. 1. Sea Q(v/2)/Q que es el c.d.d de f = 2> — 2 ya que sus
todas sus raices son v/2 y —v/2, por tanto es normal.

2. Sea Q(v/2,w)/Q, con w raiz cubica de la unidad. Tenemos que es el
c.d.d de f = X3 — 2 luego es normal.

3. Sea Q(+/5)/Q. Tenemos que Ir7(¥/5,Q) = X* — 5 que no descompone
en Q(\‘Vg) ya que tiene dos raices complejas, luego no es normal.

Proposicion 1.22. Toda extension de grado 2 es una extension normal.

Teorema 1.23 (Caracterizacién de extensiones normales). (Teorema 3.3
[13]) Sea E/K una extension finita. Entonces son equivalentes:

1. E/K es normal.

2. Cualquier polinomio f € K[X] irreducible que tenga una raiz en E
descompone completamente en FE.

Teorema 1.24. (Pdgina 199 [5]) St E/K es finita, existe su clausura normal
y es unica salvo K-isomorfismo.
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1.3. Extensiones separables. Automorfismos de
extensiones

Hasta ahora hemos visto que las extensiones de cuerpos pueden clasificar-
se dependiendo de la existencia de las raices de los polinomios irreducibles con
coeficientes en el cuerpo base. Sin embargo, las raices pueden ser multiples o
no; por eso podemos introducir una nueva propiedad: la separabilidad.

Veremos la definiciéon formal mas adelante, pero intuitivamente una ex-
tension es separable si los polinomios irreducibles involucrados tienen raices
simples, es decir, con multiplicidad igual a 1. Esta condicién en caracteristica
cero se da siempre, pero cuando es positiva puede haber polinomios irredu-
cibles con raices multiples, lo que hace que no todas las extensiones sean
separables.

Definicion 1.25. Un cuerpo K se dice que es perfecto si todo polinomio
irreducible sobre K tiene sus ceros simples. Entonces se tiene:

1. Un cuerpo K con car(K) = p es perfecto si el endomorfismo de Frobe-
nius (F: K — K F(a) = a”) es un automorfismo.

2. Si car(K) = 0 entonces K es perfecto.
3. Si K es algebraicamente cerrado entonces es perfecto.

4. Si K es finito entonces es perfecto (pues el endomorfismo de Frobenius
es automorfismo).

5. El cuerpo Z,(t) no es perfecto pues X? —t € Z,(t)[X] es irreducible y
tiene derivada nula asi que no todos sus ceros son simples.

Definicién 1.26.

1. Un polinomio f € K[X] se dice separable sobre K si sus factores irre-
ducibles sobre K solo tienen ceros simples.

2. Un elemento « algebraico sobre K se dice separable sobre K si Irr(a, K)
es separable.

3. Una extension algebraica E/K se dice que es separable si todo elemento
de E es separable sobre K.

Teorema 1.27. (Corolario 39 []) Sea K un cuerpo. Son equivalentes:
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1. K es perfecto.
2. Cualquier E/K algebraica es separable.
3. Cualquier E/K finita es separable.

Proposicion 1.28. Dada una torre K C F C E con E/K algebraica, se
tiene que si E/K es separable, entonces E/F y F/K son separables.

Corolario 1.29. Toda extension algebraica de un cuerpo perfecto es un cuer-
po perfecto.

Teorema 1.30 (del elemento primitivo). (Teorema 4.6 [13]) Una extension
finita E/K es simple (tiene un elemento primitivo) si y solo si existe un
numero finito de cuerpos intermedios entre K y E. En particular esto ocurre
cuando E/K es separable.

1.4. Extensiones de Galois. El teorema funda-
mental. Ejemplos e ilustraciones

A lo largo del capitulo hemos identificado las propiedades que nos ayudan
a clasificar las extensiones. Fundamentalmente, hemos visto la normalidad y
la separabilidad. A continuacién, veremos que si se cumplen ambas, estare-
mos ante una extension de Galois. Este tipo de extensiéon es especialmente
interesante porque permite definir una estructura adicional llamada el grupo
de Galois, formado por los automorfismos del cuerpo extendido que fijan el
cuerpo base. Este grupo refleja las simetrias algebraicas de la extension y
establece una relacion entre la teoria de cuerpos y la teoria de grupos.

Definicion 1.31. Una extension finita £/ K es una extension de Galois si
existe un subgrupo G < Aut(FE) tal que E¢ = K, es decir, si K es el cuerpo
fijo bajo un cierto subgrupo del grupo de automorfismos de E.

Nota. Notemos que al ser F'/K finita el grupo Autk(FE) de K-automorfismos
de E es finito y, como G < Auty(F), tenemos que G es finito.

Teorema 1.32. (Proposicion 7.6.1 [J]) Sea E/K una extension finita. En-
tonces, E/K es de Galois si y solo si E/K es normal y separable.

Gracias a este resultado, tenemos una manera muy sencilla de identifi-
car si estamos ante una extension de Galois o no. Ambas propiedades son



1.4 Extensiones de Galois. El teorema fundamental. Ejemplos e ilustraciontd

necesarias y suficientes para que las simetrias entre sus elementos puedan
describirse mediante un grupo de automorfismos.

Definicion 1.33. Si E/K es una extension de Galois, se llama grupo
de Galois de la extension, denotado Gal(E/K), al grupo Autg(F) de K-
automorfismos de E, esto es,

Gal(E/K)={c € Aut(F) |o(a) =a Vae K}

Lema 1.34. Dada la torre de extensiones finita K C F C E, st E/K es de
Galois entonces E/F es de Galois y Gal(E/F) < Gal(E/K).

Ahora vamos a denotar por S(G) el reticulo de subgrupos de G y al
reticulo de subextensiones de F'/K por F(E/K)y vamos a ver que entre ellos
podemos definir aplicaciones que definen la llamada conexién de Galois de
la extension de Galois E// K. En efecto, se tienen aplicaciones bien definidas:

S(G)— F(E/K)

H+—— E?" ={ac E|o(a) =aVoc H}

F(E/K)— S(G)
F+— G¥ = Gal(E/F)
Y sus principales propiedades quedan definidas en el siguiente resultado:

Proposicion 1.35. Sean F, Fy, F, € F(E/K) y H, Hy, H, € S(G). Entonces

se tiene:
i) F CF — GN"D>GM™ H CHy = Ef D EH2,
i) FC ES"; HCGE".
ii) BG° = pH qFY" = GF

Las propiedades expresadas en la proposicion anterior no exigen que F/K
sea una extension de Galois, pero para el siguiente resultado, que es funda-
mental, si es necesario que E/K sea de Galois.
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Teorema 1.36. (Teorema Fundamental de la Teoria de Galois).(Teorema
1.4 [1]) Sea E/K wuna extension finita de Galois con grupo de Galois G =
Gal(E/K). Entonces:

i) La conexion de Galois establece una biyeccion entre los reticulos de
subgrupos de G y de subextensiones de E/K:

S(G) = F(E/K)
H—E"
GF+— F
it) La conexion de Galois invierte el orden de inclusion:

FICF «— GIh>G" y H CH, — E™ D> FE",

iii) La conexion de Galois es un antisimorfismo de reticulos, es decir, es
una biyeccion que lleva supremos en infimos y viceversa:

GIE) — g NG (ie., GallE/F\Fy) = Gal(E/F))V Gal(E/F))
G — GRyGP: (e, Gal(E/FINFy) = Gal(E/F)NGal(E/F)).

iv) Las subextensiones Fy /K y Fy/ K son conjugadas (bajo algin o € G) si
y solo si GI' y G2 son conjugados en G (esto es, oG = GI' <—
F1 = U(FQ))

v) Si F € F(E/K), entonces F/K es de Galois <= G <G, y en tal
caso Gal(F/K) = GG (i.e., Gal(F/K) = Gal(E/K)/Gal(E/F)).

vi) VH € S(G) = |H|=[E: E"] y[G: H|=[E" : K].
VF e F(E/K) = [E:F]=|GF| y[F:K]=|G:G"].
Vamos a ilustrar el teorema fundamental con un ejemplo:
Ejemplo 1.37. Consideremos la extension Q(v/2,v/3)/Q. La torre:

Q¢ Q(V2) ¢ Q(V2,V3)
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asegura que [Q(v/2,v/3) : Q] = 4, asi que se trata de una extension finita que
es normal (es el c.d.d. del polinomio ((X? —2)(X? —3) € Q(X)) y ademés
es separable porque car(Q) = 0 y por tanto toda extension finita suya es
separable). Por tanto, Q(v/2,v/3)/Q es una extensién de Galois con

Gal(Q(v2,v3)/Q) = [Q(v2,v3) : Q] = 4.

y donde los elementos de G = Gal(Q(v/2,v/3)/Q) son los Q-automorfismos
V1, P2, 3, P4, donde p; = id(@(\/i\/g) y @i, ¢ = 2,3,4, estan determinados
como sigue:

P2 - \/§r—>—\/§, \/§i—>\/§,
@s: V3 V3, V2 V2,
r: V3 —V3, V2 —V2.

Como |G| = 4, sabemos que G es abeliano y que, salvo isomorfismo,
G = 7Z4 0 G = 7y X Zy. Ahora, es inmediato observar que ninguno de los
elementos de G tiene orden 4, de hecho, todos salvo ¢; (que tiene orden 1)
tienen orden 2, de donde G = Zy X Zo.

Para establecer la conexién de Galois debemos reconocer en principio el
reticulo de subgrupos de G y luego, con el calculo de los correspondientes
cuerpos fijos, obtendremos el reticulo de subextensiones y podremos visuali-
zar la conexion de Galois.

En el caso que nos ocupa en que G = {1, 2, 03, 04} = Zo X Zs el reticulo
es sencillo, lo vemos mas abajo.

Para el calculo de los cuerpos fijos E(#2), B{¥3) F%4) con E = Q(v/2,V3),
podemos recurrir al método general ya conocido de expresar cualquier ele-
mento de E en funcion de la Q-base {1, V2,3, \/5\/5} e imponer que quede
fijo bajo el correspondiente subgrupo. En este caso, es bastante sencillo de
calcular pues basta observar que ciertamente se tiene que Q C Q(v/2) C Ef¥2)
y como [E%2) : Q] = [G : {pa)] = 2 se sigue que E¥2) = Q(v/2). Analoga-
mente F%) = Q(v/3) y E¥Y = Q(v/6), asi que la conexion de Galois puede
visualizarse en los diagramas:



22 Teoria de Galois

G = Gal(E/Q)
/
) Q(v2 Q(V6)
LN

Notemos que todas las subextensiones tienen grado 2 sobre Q, asi que
son normales (y por tanto de Galois), lo que esta en consonancia con el hecho
de corresponder a subgrupos de indice 2 y por tanto normales. Se tiene asi
que

Gal(E/Q) G
G/ EE ey ~ T
y analogamente:
. Ga(r/Q G ~
Gal(Q(v3)/Q) = GRl(EIQWE)] ~ Towy = £180s) ales)} 2 2o

GallE/Q) G _ N
Gal(E/Q(V6))  {pa) {o1(pa), p2lpa)} = Zs.

Gal(Q(v6)/Q) =



Capitulo 2

Introduccion a las algebras de
Hopt

Ahora, que hemos sentado las bases de la teoria de Galois, estamos en
condiciones de adentrarnos en su generalizaciéon. Primero, introduciremos los
conceptos necesarios para entender lo que es un algebra de Hopf, para asi
poder dar su definicién exacta. En este capitulo introduciremos las dlgebras
como espacios vectoriales dotados de dos operaciones lineales que satisfacen
varias propiedades, y las codlgebras como su dual categorico. Luego, veremos
las bialgebras como espacios vectoriales que son a la vez algebras y coalge-
bras con condiciones de compatibilidad. Asi, llegaremos a definir las dlgebras
de Hopf, que son bialgebras dotadas de un operador llamado antipoda, la
cual permite definir un comportamiento que emula el inverso de los elemen-
tos de un grupo. Ademas, ilustraremos estos objetos dando algunos ejemplos.

Segun [8], Heinz Hopf, pionero en topologia algebraica, introdujo estas
algebras en 1941 en conexioén con los grupos de Lie, combinando aspectos al-
gebraicos y coalgebraicos en una sola estructura. Al final de los afios 70, Rota
introdujo las élgebras de Hopf en combinatoria, y ahora hay muchos ejemplos
de familias de objetos de este area, conocidas como algebras de Hopf combi-
natorias. Ademés, en estos ultimos anos, las adlgebras de Hopf han adquirido
bastante relevancia debido a su aplicacion en los grupos cuanticos de la fisica.

23
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Al final de este capitulo, habremos adquirido los conocimientos necesarios
para introducirnos en el estudio que nos ocupa: La teoria de Hopf-Galois.

2.1. Producto tensorial

Para poder definir las algebras de Hopf, tenemos que definir primero el
producto tensorial, ya que es un concepto clave que proporciona una estruc-
tura adecuada para definir las operaciones fundamentales que caracterizan un
algebra de Hopf. Para desarrollar esta seccion nos basaremos en la referencia
[6], los prestigiosos apuntes universitarios del profesor Keith Conrad.

Definicion 2.1. Dados dos espacios vectoriales U,V sobre un cuerpo K
definimos su producto tensorial como el par (U ® V, ), donde U ® V' es un
K-espacio vectorial y 7 : U x V — U ® V es una aplicacion bilineal, tales
que:

» Im(m) genera U @ V

= Para toda aplicaciéon bilineal B : U x V +—— X, existe una tnica
transformacion lineal f: U ® V —— X tal que:

fomr=B.

A esta tltima propiedad se la conoce como la propiedad universal del
producto tensorial y se puede expresar en forma de diagrama conmu-
tativo de la siguiente manera:

UXVLX

ol 7

UV
En definitiva, el producto tensorial es el espacio vectorial U ® V' cuyos
objetos son de la forma:
UL QUL+ U @V + -+ -+ Up @ Vg,

donde u; € U y que satisfacen:
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Propiedades 2.2. Sean u,uy,us € U,v,v1,v5 € V.o, B € K entonces:
n (Quy + Pu) @v = a(u; @ v) + us @0).
m u® (auy + fug) = a(u® vy) + Bu ® vy).
» a(u®v) = (au) ®v=u® (aw).

Demostracion. Es evidente ya que 7 es una forma bilineal. ]

Proposicion 2.3. (Teorema 4.9 [J]) Dadas bases de U y V', suponiendo que
son espacios vectoriales finitos, una base de U ®V wviene dada por los produc-
tos tensoriales de sus elementos. Es decir, si una base de U es {uy,us, ..., u;}
y una de V {vy,va,...,v;} una base de U @V es {v, @ v,|]l <n <i,1 <
m<j}.

Demostracion. Primero comprobemos que el conjunto S := {v, ® v,|l <
n <i,1 <m < j} forma un sistema generador.

Para ello, sean

i J
u= E Qplly, U= E BmUm, Cn, Bm € K.
n=1 m=1

Por las propiedades del producto tensorial tenemos

i J i
e (Z anun> ; (Z Bmvm) - Z Zanﬁm(un@”}m)? Qn, Bm € K,
n=1

m=1 n=1 m=1

y como cualquier elemento de U ® V' es combinacion lineal de elementos
de la forma u ® v con u € U, v € V, tenemos lo que queriamos.Ahora, falta
comprobar la independencia lineal de S, para ello supongamos que:

E Cij Ui X vy = 0.
i,J
Queremos probar que todos los ¢;; = 0. Para ello, escogemos un par de indices

(0, jo) y veamos que ¢;; = 0.

Sea la aplicacion bilineal g : U x V. — X dada por (u,v) — u;,04,.
Por la propiedad universal del producto tensorial existe una aplicaciéon fy :
U®V — X dada por fy(u®v) = u;yv;, para todou®@ov € U® V.
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En particular, para los elementos de la base fo(w;, ® v;)) =1y fo(u; ®
v;) = 1si (i,j) # (io, jo). Aplicando fo a >, ; ciju; ® v; = 0, tenemos que
Cigjo = 0. Como los indices ig y jo eran arbitrarios, tenemos que todos los
coeficientes son cero. O

Corolario 2.4. Sean U,V espacios vectoriales de dimensiones n y m sobre
K respectivamente, entonces

dim(U @ V) = nm.

Proposicion 2.5. El producto tensorial es inico salvo isomorfismo.

Demostracion. Sean E, F' dos K-espacios vectoriales. Supongamos que F® F
y E®F son dos productos tensoriales de ' y F. Veamos que son isomorfos.
Sean

o ExF—E®F 21 E x F— EQF
o1(z,y) =@y, p2(x,y) = QY.

Ahora bien, como 1 y ©9 son aplicaciones bilineales, sean f : FQF — X
vy g : EQF — X las aplicaciones dadas por la definicion de producto tensorial

tal que fop) =2y gows =1
Si combinamos ambas relaciones, obtenemos que:

(go f)lpi(z,y) =(go fllz@y) =20y

(fog)(pa(z, ) = (f o g)(xQy) = z®y.

Vemos que fog=1idggry go f =idggr y como imp; = E® F e imypy =
E®F obtenemos que £ ® F = EQF. O

Proposicion 2.6. FEQ F = F® E.

Demostracion. Sean las aplicaciones bilineales definidas como:

p1: EXFr— FEQF ot EXFr—FRFE
pi1(r,y) =2 @Y, P2z, y) =y®uw
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Como 5 es bilineal, por la propiedad universal del producto tensorial existe
una aplicacion f : F® F — F ® FE lineal tal que f o o1 = ws. Esto es
fa@ey)=you

Anélogamente, existe una aplicaciéon g : F ® F —— E ® F que cumple
que gowy =y, estoes gy R z) = QY.

Entonces g o f o o1 = g oy = 1, lo que significa que (go f)(z®y) =
(r ® y). Ahora, como imy; = E ® F tenemos que g o f = id. Procediendo
analogamente llegamos a que f o g = id. Por lo tanto, una es inversa de la
otra, lo que concluye que F® F = FF® E. ]

Proposicion 2.7. (Teorema 5.2 [6]) (EQ F)®G=E® (F®G).

Demostracion. Definamos la aplicacion

a:ExXxXFxGr— E®(F®QG) (2.1)
a(r,y,z) =1 ® (Y@ 2)

Esta aplicacion es trilineal, es decir, lineal en cada componente x,y, z por
separado.

Ahora, por la propiedad universal del producto tensorial, existe una tinica
aplicacion lineal ta que:

G (EQF)®G— E® (F®QG) (2.3)
aA(rey)®z2) =18 (y® 2).

De manera anéloga, definimos:
B:EXFxGr— (FEQF)®G (2.5)
Bla,y,2) = (x®y) @z

y como antes, por la propiedad universal del producto tensorial existe una
unica aplicacion lineal tal que:
B EQ(FRG)— (EQF)®G (2.7)

5($,y,z) = ($®y)®z.

Veamos que & y ( son inversas.
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Claramente foa =id y ao = id ya que

fla((z@y)®2) = (ye:2) =(20yY) @z,

afz@(y®2)) =a((z®y)®@z) =18 (y®2).
Concluimos que & y B son inversas entre si, luego son isomorfismos. O
Definicion 2.8. Sean ¢ : Uy — V; y @ : Uy — V5 dos aplicaciones lineales

entre espacios vectoriales. Definimos el producto tensorial de ¢ y ® como la
aplicacion lineal tal que:

(p2®): Vel — VieV, (2.9)
(P @ ®)(r®y) = p(z)®2(y) (2.10)

2.2. Algebras, coalgebras y bialgebras

2.2.1. Algebras

Nota. Antes de empezar, vamos a aclarar una cuestion con la notacion. A
lo largo del capitulo, para la accién de un anillo sobre un moédulo y para la
multiplicacion interna del anillo, unas veces usaremos la notacion infija (yux-
taposicion para el anillo y con punto para la acciéon) y otras veces notacion
prefija, usando una letra para la operacion.

En esta secciéon presentamos la definicion de algebra de dos maneras; la
manera usual, en la que todos conocemos el concepto, y la definicién categod-
rica mediante diagramas conmutativos.

Introducimos primero la manera usual:

Definicion 2.9. Un algebra sobre un cuerpo K es un espacio vectorial A
provisto de un producto interno

m:Ax A A (2.11)
(a,b) — ab, (2.12)

que es una aplicacion bilineal:

1. a(b+c¢) = ab+ ac.



2.2 Algebras, coélgebras y bialgebras 29

2. (a+b)c=ac+ be.
3. (Aa)b = A(ab) = a(A\b), VA€ K.

Nota. Vamos a trabajar siempre con algebras asociativas con unidad, es decir,
(ab)e = a(bc) Ya,b,c € Ay existe 1 € A tal que la = al para todo a € A.

Para llegar a la definicién categoérica, antes vamos a dar una definicién
intermedia (que es claramente equivalente a la usual), entre la usual y la cate-
gobrica, gracias a la propiedad universal del producto tensorial, de la siguiente
manera:

Un algebra asociativa y unitaria sobre un cuerpo es un espacio vectorial
A provisto de una aplicacion lineal que podemos definir por yuxtaposicion
como sigue:

m:AQA—= A (2.13)
m(a ®b) = ab (2.14)

tal que
m(a®@m(b® c)) =m(m(a®b)  c)

ma®l)=m(l®a)=a

es decir, tal que
a(bc) = (ab)c

la =a = al.

Ahora veamos la definicion categorica:[17]

Definicién 2.10. Sea K un cuerpo. Una K-algebra es una terna (A, ma, Aa)
que consiste en un K-espacio vectorial y dos aplicaciones lineales
ma:A®A— Ay Ay K — A que satisfacen las siguientes condiciones:

1. El siguiente diagrama conmuta:
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I ®@m
AA A —2""2, Ag A
ma ® Iy ma
AR A T A

Donde hemos denotado por 4 : A — A a la aplicacion identidad.

Equivalentemente, para todo a,b,c € A:

ma(la @ma)(a®@b®c) =ma(ma®I4)(a®b® c)
desarrollamos

ma(la @ma)(a®@b®c) =mala@m(b® c)) = a(be)

=ma(ma® I4)(a®@bRc) =mu(m(a®@b) @ c) = (ab)c.
donde, como antes hemos denotado el producto por yuxtaposicion.
Efectivamente define la propiedad asociativa.

El diagrama se llama diagrama de multiplicacion y la propiedad equi-
valente se llama propiedad asociativa.

2. El siguiente diagrama conmuta:

I, @\
A K — 222 L AgA
S1 )\A®[A
A
A K®A

S

Donde s : K @ A +—— A con s(r ® a) = ra y $; se define de manera
analoga.
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Equivalentemente, tenemos que para todor € K, a € A,
ma(la@Aa)(a@71) =ma(la(a) @Aa(r)) =ma(a®(r-1)) =a(r-1) =
=ma(Aa®I4)(r®a) =ma(Aa(r)®@I1a(a)) =ma((r-1)®a) = (r-1)a.

La aplicacion A4 se llama unidad y la propiedad equivalente se llama
propiedad de la unidad.

La K-algebra es conmutativa si m,7 = m,, donde la aplicacion lineal
7T:A® A — A® A definida por 7(a ® b) = b ® a denota la permutacion de
dos elementos.

Ejemplo 2.11. El cuerpo K es un algebra sobre si mismo con las aplicaciones
mg : K ® K — K definida por mg(r ® s) =rsy Ag : K — K dada por
Ak (r) =.

Ejemplo 2.12. Sea GG un grupo con 1 su elemento unidad. El anillo de grupo
K|G] = {deG reg Ty € K rg # O} es el espacio vectorial sobre K con base

G; cada elemento de G es un elemento de la base de K[G]. Esta estructura
define un algebra llamada algebra de grupo. Veamos sus operaciones:

Su multiplicacion se define como:
mK[G](Z agbn(g ® h)) = Z agbn(gh).
gh g:h
y su unidad:
/\K[G] K — K[G]
)\K[G](T) =r-1

Claramente K[G] es conmutativa si, y solo si, G es abeliano.

Ejemplo 2.13. Sea, A, B dos K —algebras. El producto tensorial de ambas
es una K-algebra junto con:

= Multiplicacion:
Mmagp: (AR B)®(A® B) — A® B,
definida como

magp((a®b) © (c@d)) = (ma@mp)la® 7@ Ip)(a® (b&c)©d)
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= (Mma®@mp)(a®@(c@b)®d) = (msa@mp)((a®c)®(bRd)) = ac®bd,
VYa,ce A bde B
» Unidad
)\A®BZK)—>A®B,

definida por
)\A®B(T) = /\A(’I") ®1lg Vre K

2.2.2. Moédulos sobre algebras

Los modulos son una generalizacion de los espacios vectoriales, en la que
en vez de definir la operaciéon externa sobre un cuerpo, la definimos sobre un
anillo, es decir, de acuerdo a [14] tenemos:

Definicién 2.14. Supongamos que R es un anillo unitario y M un grupo
aditivo. Decimos que M es un R-médulo (por la izquierda) si existe una
aplicacion llamada accién de R sobre M

Rx M — M (2.15)
(r,x)—r-x (2.16)
que verifica las siguientes propiedades:
L.(r+s)-z=r-z+s-z.
2. r(x+y)=r-z+r-y.
3. (rs)-xz=r-(sz).
4. lp-x ==x.

Definicion 2.15. Sean M, N dos R-mddulos donde R es un anillo. Un ho-
momorfismo de médulos es una aplicacion lineal ¢ : M — N que satisface
las siguientes propiedades:

1. Compatibilidad con la suma

o(my +msg) = @(my) + p(mse) Ymy, ms € M.

2. Compatibilidad con la multiplicacion por escalares (accion de R):

o(r-m)=r-p(m) Yre Ry me M.
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Ahora bien, como un algebra es un anillo con una operaciéon adicional de
multiplicacion por escalares, podemos definir un médulo sobre un algebra de
la misma manera, usando la estructura de anillo del algebra.

Vemos la definiciéon categorica:

Definicion 2.16. Sea A una K-algebra. Un A-médulo por la izquierda
es un par (M, pyr) que estd formado por un K-espacio vectorial M y una
aplicacion lineal iy : A ® M —— M que satisface:

= La propiedad de asociatividad pup (Ia®ppr) = piar(ma®1Iyr): denotando
mala ®b) = aby py(a ® m) = a-m; desarrollando a ambos lados
tenemos:

mMIa@pa)(a@b@7r) = py(a® (b-r)) =a-(b-r)
= pvr(ma @ In)(a®@b@ 1) = par((ab) @ 1) = (ab) - r

» La unidad pp (Mg ® Ipy) =n donde n: K ® M — M esta dada por la
identificacion natural n(lx ® m) =m

Desarrollamos:

vMAa @ Iy)(k@m) =puy(k-1a@m)=(k-14) -m=Fk-m.

En forma de diagrama conmutativo

ITA® piyr
AQAQM —— AR M K®]\/f—>1ﬂ
ma ® Iy 257 )x;ﬂ@& /
A M ——— A A M
M

Asociatividad Unidad
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2.2.3. Coalgebras

El concepto de coalgebra es dual al concepto de algebra. Queremos ope-
raciones duales a las de multiplicacion y unidad de un algebra; por ejemplo,
en vez de una aplicaciéon que multiplique dos elementos, queremos una que
tome un elemento y lo “parta en dos", obteniendo asi una operaciéon que se
denomina comultiplicacion.

Veamos ahora la definicion de coalgebra, que como acabamos de decir, es
dual a la de algebra asociativa. Esto es, invierte los diagramas conmutativos
de asociatividad y unidad que hemos visto antes en la definicién categorica,
dandoles el nombre de coasociatividad y counidad:

Ac 1 @ I

c— cecC c—X2"C KkeC
Ac Ac® o Ioe® 1k ¢ ec @ Io
CRC——CCxC CRK+——C®C
Ic ® Ac Ic ®ec
Coasociatividad Counidad

Donde I : C —— C es la identidad en C. De aqui obtenemos la defini-
cion:
Definiciéon 2.17. Una coalgebra sobre un cuerpo K es un K-espacio vec-

torial C tal que:

1. Existe una transformacion lineal A : C' — C'® C' llamada coproducto
tal que (Ac ® Io)Ac = (Ic ® A¢)Ac (coasociatividad)

2. Existe una transformacion lineal ec : C' — K tal que (Io ® €0)Ac(c) =
c®1y (ec ® Ie)Ac(c) =1 ® ¢ (counidad)

Una coalgebra se dice coconmutativa si TAx = Ag siendo 7 la per-
mutacion de los factores de C ® C, es decir, 7 : C ® C — C ® C tal que
T(a®b)=b®a
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Definimos la notacién de Sweedler como:
)= cu®cpy
(c)

Con esta notacion la propiedad de coasociatividad queda:

(Ic®Ac)Ac( ) [C®AC ZC ®C

= Z ) ® Acle) = Doy ® e @ ceye),
©

y del otro lado

(Ac @ Io)Ac(c) = (Ac @ 1) | Y eqy @ )
(c)

=D Aclen) ®ee = Y caym © e © e
@

(o)
por tanto, gracias a la coasociatividad podemos extender la notaciéon de
Sweedler sin ambigiiedad:

Z C1)(1) @ Cu)(2) @ C2) = Z C(1) ® C2) @ C3) = Z C(1)(1) B Cy2) ® C(2)-
(c) () ()

Para la counidad, la notacién de Sweedler quedaria como:

(Ic ® €c) Zc Rco | = Zc(l) ® €(c2)) = 260(6(2))6(1) R1l=c®1,
(c)

lo que equivale a,

Z EC(CC<C(2))C(1) =
()
y del otro lado:

(e @ Ic) Z cay®ce | = elew) @ew =Y 1@ elc)ee = 1@,
(©) (©)
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lo que equivale a

Z 60(6(1))0(2) = C.

(c)

Ejemplo 2.18. K es una codlgebra con Ag(A\) = A(1® 1) y €(A) = X para
todo A € K. Verifiquemos las propiedades:

» Coasociatividad: (Ax ® Ix) o Ag(\) = (Ix @ Ag) o Ag(N)
Lado izquierdo:
Ag(A) =AM1®]) = (Ax®Ik)(A(1®1)) = MAx(1)®]1) = AM(1e1xl)

Lado derecho:

Ik @A) MN1®1) = M1® A1) =AX101®1)

» Counidad: (ex @ [x) 0 Ax =10\ (I[x ®ex)oAg = AR 1.

Lado izquierdo:
(exk @IK)A1®1)=A1®1) =1® A\
Lado derecho:

Ix®@ex)AM1®1)=A1®1) =A® 1.

Por tanto, se cumplen las propiedades de coalgebra.

Ejemplo 2.19. Sea G un grupo y K[G] el algebra de grupo sobre el cuerpo
K. Entonces K[G]| es una coélgebra coconmutativa con las operaciones:

» Aclg) =g @9, Vg €G,
" cq(9) =1,Vg €G.
En efecto, si ) ;799 € KI[G],

Ae® Ig <AG (Z n,g)) =Ag @I (Z Tg(g®g)>

geG geG
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=) r(Aalg@9) =) (9@ g®9)

geG geG

(5]

Asi, A es coasociativa. También,

Ic ® eq (AG (Z w)) =Ie®eq (Z 749 ®g)>

geG geG

= rlg®ealg) =D rylg@1)

geG geG
= (Z ng> & 1
geqG

y del otro lado, operando igual

ol (AG (zg)> _ie (zg> |

Por lo tanto, e cumple con la condicién de la counidad.

Veamos por tltimo que es coconmutativa.

() (o)

= Zﬁ;(g@g) = Ag (ngg> :

geG geG

Ejemplo 2.20. Sean A, B dos K-coalgebras. El producto tensorial A® B es
una K-coalgebra junto con:
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= Comultiplicacién

Apop: A® B — (A® B)® (A B) (2.17)
AA®B<CL®b):IA®TA,B®IBOAA®AB((Z®Z)) (218)

Donde 74 g : A®B — B®A es la aplicacion lineal tal que 7(a®b) = b®a
para todos a € A, b € B.

Verificamos la coasociatividad: (Aagp @ Tagp) © Aags = (lagp ®
AA@B) o AA@B

Lado izquierdo:
(Aaps @ Iagp)(a@bRa®b) = Asep(a ®b) @ Iagp(a®b) =

=a®@bRaRbRa®b.
Lado derecho:

(TaeB ® Augp)(a®@b®a®@b) = Tigp(a ®b) ® Asgp(a ®b) =
=abRaRbRa®b.

Ambos lados son iguales por la coasociatividad de A4 y Ag, por tanto
A sop €s coasociativa

Counidad:

crop: AR B — K (2.19)
€app(a®Db) :=e€ala) - ep(b) (2.20)

Verificamos la propiedad (€agp ® lagp) © Aagp = lags @ 1

(Iagp @ €agB) © Aagp = 1 @ Iagp

(eaws ® Lagp) © Auep(a®b) =Y ealaqm)) - e5(bay) ® (a) @ b))
(a7b)

= Z 1® GA(a(l))a(g) &® EB(b(l))b(g) =1®a®b.
(a,b)

El otro lado se calcula de manera analoga llegando a lo mismo. Por
tanto, la propiedad de counidad se cumple.
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Definicion 2.21. Sean (C,Aq,ec) v (D, Ap, €ep) codlgebras. Un homomor-
fismo de coalgebras es una transformacion lineal ¢ : C' — D tal que:

1) (¢ ® @d)Ac(c) = Ap(é(c)) para todo ¢ € C.
ii) ec(c) = ep(o(c)) para todo ¢ € C.

2.2.4. Comoédulos sobre coalgebras

Dualizando la nociéon de modulos para algebras, podemos definir los co-
modulos de coalgebras,

Definicion 2.22. Sea C' una coélgebra. Un C-comoédulo por la izquierda
es un par (N, ay) formado por un K-espacio vectorial y una transformacion
lineal ay : N — C'® N llamada coaccién de C' en N que satisface:

N 1K®[N

N——C&®N N——m—K®N
ay Ac ® Iy an ec® Iy
CRN—CCQN C®N

]C®OZN
Coasociatividad Counidad

Antes de ver las propiedades, vamos a explicar como funciona la notacion
de Sweedler para esta estructura.

Tenemos la aplicacion a : N — C'® N que en notacién de Sweedler se
expresa como ay(a) = Z(a) any ® a( vy en el diagrama aparece el producto
tensorial Ic @ ay : C ® N — C ® C ® N que quedaria como

(Ie ® an)(ap) @ aq@)) = Z a1y ® aez) Q a)-
(a)

Por tanto, con esta notaciéon diferenciamos con los indices positivos los ele-
mentos que pertenecen a la codlgebra C' y con el indice 0 al elemento que
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pertenece al comoédulo N. En los casos en los que aparece mas de un ele-
mento del comédulo N en la operacion, se van usando indices con ntmeros
negativos sucesivos: (—1), (—2), etc.

Ya estamos en condiciones de poder desarrollar las propiedades:

» La coasociatividad. (Ac®1Iy)ay = (Ic®@ay)ay. Desarrollamos ambos
lados:

(Ac® In)ay(k) = (Ac@ )Y kay®@ke) = Y ko @ kaye) @ k)
() (*)

El otro lado;

(Ic ® an)an (k) = (Ic ® an)(ka) @ ko) = Y ka) ® koo @ koyo)
(@)

De esta manera, gracias a esta propiedad afirmamos que:

>k @k koo = Y kayw ®kwe @ko = Y k) ke @ko)
(a) (k) (k)
» La counidad. (¢ ® Iny)ay = 1g @ Iy.

Desarrollando:

(ecc®@In)an(k) = (ec®In) Zk‘(n R k() = Zec(k(l))®k(0) =1g®k
(k) (k)

Definicion 2.23. Sea C' una K-coalgebra . Un elemento ¢ € C' distinto de
cero se dice grupal (group-like) si Ax(c) =c®c.
Proposicion 2.24. ([I7/Proposicion 1.2.16) Sea ¢ un elemento grupal de

una K-codlgebra C. Entonces satisface ec(c) = 1.

Demostracion. Como c¢ es un elemento grupal,
c=m((ec ® Ic)Ac(c)) =m((ec ® Ic)(c® ¢)) = m (ec(c) ® c)
=ec(c)c=ec(c)ce=c=1lc= (ec(c) — 1)ec = 0.

donde m es la aplicacion definida por m(a ® b) = ab y la primera igualdad
se da por la propiedad de counidad de coélgebra.

Como ¢ # 0 tenemos que ec(c) — 1 =0= ex(c) = 1. O
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Proposicion 2.25. (Proposicion 1.2.20 [17]) Sea ¢ : C — D un homo-
morfismo de codlgebras. Si ¢ es un elemento grupal de C, entonces ¢(c) es
un elemento grupal de D.

Demostracion. Como ¢ es un homomorfismo de codlgebras, y ademas c es
un elemento grupal, sabemos que

A(g(c)) = 0@ d(A(c)) = ¢ © ¢(c® ¢) = d(c) ® ¢(c).

]

Definicion 2.26. Sea C' una coalgebra. Un elemento primitivo de C' es un
elemento ¢ € C tal que A(c) =1®@c+c® 1.

Nota. Recordemos que el espacio dual V* de un K-espacio vectorial V' es
el conjunto de todas las aplicaciones lineales de V en K, V* = Homg(V, K).
Aunque en este trabajo no vamos a profundizar en esto, en el contexto en
el que estamos de algebras y codlgebras, este espacio toma gran importancia
yva que el dual de una coalgebra se puede dotar de una estructura de algebra
y, de manera casi reciproca, el espacio de un algebra de dimension finita se
puede dotar de una estructura de coélgebra (véase Seccion 1.2,[15])

2.2.5. Bialgebras

Veamos ahora las biadlgebras, esto son, espacios vectoriales que a la vez
son algebras y coalgebras, donde las operaciones de coalgebra son homomor-
fismos de las de algebra. Para desarrollar este apartado nos basamos en las
referencias [§] y [17].

Definicién 2.27. Una bidlgebra es un espacio vectorial B que verifica las
siguientes condiciones:

1. B es un algebra.
2. B es coalgebra.
3. A:B— B®Bye:B— K son homomorfismos de élgebras.

Una bialgebra B es conmutativa si es un algebra conmutativa; B es
coconmutativa si es una coalgebra coconmutativa.
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Nota. Si B es una bialgebra, sus operaciones como algebra también son ho-
momorfismos de coédlgebras.

Ejemplo 2.28. El cuerpo K como espacio vectorial sobre si mismo es una
K-bidlgebra conmutativa y coconmutativa. Se llama la K-bidlgebra trivial.
Para demostrarlo solo nos resta ver que la counidad y la comultiplicacion que
hemos definido en el ejemplo son homomorfismos de algebras, es decir:

1) AK((Z[)) = AK<G)AK(()) A a, be K
Desarrollamos
A(a)A(b) = (a®a)(b®b) = (ab) ® (ab) = A(ab).
y ademéas Ak (1) =1® 1.

2) e(ab) = €(a)e(b).
Esta es clara ya que €(ab) =1y €(a)e(c) =1-1=1.

Ejemplo 2.29. Sea G un grupo. Ya hemos visto en el ejemplo que
K|[G] tiene estructura de coélgebra. Vemos ahora que la comultiplicacion y la
counidad son homomorfismos de algebras. Es decir, definiendo las operaciones
de coélgebra como:

= Coproducto:
Sean & =} 5 ayg, Y =, bnh dos elementos de K[G].

Queremos ver que

A(zy) = A(z)A(y)
Desarrollemos ambos lados.

Lado izquierdo:
Z agbnA(gh) = Z agbn(gh & gh).

Lado derecho:

)= agAg) > bA(R) =D a(g@9)> bu(h@h)

h
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= Z azbr(gh ® gh).

g;h

Veamos ademas que A(1kq)) = lxigex(c)-

A(1giq) = ke ® lkiq) = 1k@eka)

ya que A(e) = e ® e donde e es el elemento neutro.
= Counidad

Queremos ver que
e(zy) = e(x)e(y).

Desarrollando ambos lados

Por tltimo, se tiene por definicion que €(1xq) = 1.

K[G] se llama bialgebra de grupo. Es conmutativa si, y solo si, G es
abeliano.

Definicion 2.30. Sean B, B’ dos K-bidlgebras. Un homomorfismo de bial-
gebras es una aplicacion ¢ : B — B’ que es a la vez un homomorfismo de
K-algebras y un homomorfismo de K-coalgebras.

2.2.6. Algebras y coalgebras de médulos y comédulos

En esta secciéon veremos como una bidlgebra B puede actuar sobre un
algebra o una coélgebra dotandolos con una estructura de B-mo6dulo sobre
algebras o coalgebras, respectivamente. Las referencias principales para esta
seccion es [15] y [1].

Definiciéon 2.31. Sea B una K-bialgebra. Una K-algebra de un B-médulo
por la izquierda (B-module algebra) es un K-espacio vectorial M junto con
las aplicaciones lineales my; : M @ M — M, \yy : K — M, y una accién
par - B® M — M que satisface:
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1. (M, ppr) es un B-modulo.
2. (M, mp, Apyr) es una K-algebra.

3. La acciéon de B sobre M es compatible con la operacion de M como
algebra, esto es:

Multiplicacion : b - (mn) = Z(b(l) -m)(bwe) -n), Ybe B, m,n ¢ M.
()

Equivalentemente, el siguiente diagrama es conmutativo:

I ®@m
BoMeoM 22" poy My

AB®]M®M mpy

BIBIMIM ——BIMIBIM — MM
Ip@T& Iy s &Q fear

Unidad : b - 1]\/[ = EB(b>1Ma Vb € B.

Equivalentemente el siguiente diagrama es conmutativo:

BeoM Hm M
€B ®R /

KoM

donde n : K® M —— M representa la identificacion natural n(1®@m) =
m.

Definicion 2.32. Sean M, M’ K-algebras de B-moédulos por la izquierda.
Un homomorfismo de K-algebras de B—modulos por la izquierda de M a
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M’ es una aplicacion lineal ¢ : M — M’ que es la vez un homomorfismo de
algebras y un homomorfismo de B-mdédulos por la izquierda

Si dualizamos los conceptos de médulo y de dlgebra, obtenemos otras 3
definiciones similares que vemos a continuacion.

Definicion 2.33. Sea B una K-bialgebra. Una K-coalgebra de B-mé6dulo
por la izquierda (B-module coalgebra) es un K-espacio vectorial M junto con
las aplicaciones lineales Ay, : M — M ® M, €); : B® M — K, y una accién
par - B® M — M que satisface:

1. (M, ppr) es un B-modulo,
2. (M, A, €ep) es una K-codlgebra,

3. La acciéon de B sobre M es compatible con la operacion de M como
coalgebra, esto es:

Comultiplicacin : Ap(b-m) = Z(b(l)‘m(1)>®(b(2)'m(2)), Vbe B, me M.
(b,m)

Equivalentemente, el siguiente diagrama es conmutativo:

A
Be M fur M M MeM
Ap ® Ay M & far
BRBMeM BoMB®M
Ig@T® Iy

Counidad : €y (b-m) = eg(b)epr(m), Vb € B.

Equivalentemente el siguiente diagrama es conmutativo:
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€EB X €pp
BOM ——- KQK>2K

12373 €M

M

Definicion 2.34. Sean M, M’ K-algebras de B-modulo por la izquierda. Un
homomorfismo de K-coalgebras de B-modulo por la izquierda de M a M’
es una aplicacion lineal ¢ : M — M’ que es la vez un homomorfismo de
coalgebras y un homomorfismo de B-mdédulos por la izquierda.

Definiciéon 2.35. Sea B una K-bialgebra. Una K-algebra de B-comé6dulo
por la izquierda es un K-espacio vectorial M junto con las aplicaciones
lineales my; : M@ M — M, \py : K — M, y una coaccion apy - M — B® M
que satisface:

1. (M, ayp) es un B-comddulo.
2. (M, mpr, Apyr) es una K-élgebra.

3. La coacciéon de B sobre N es compatible con la operacion de M como
algebra, esto es:

Multiplicacion : ay(mn) = Z (N1 m-1))®(neymo)), Yn,m e M

(n,m)

Equivalentemente, el siguiente diagrama es conmutativo:

m [0
M M M M M . BeM
anN Q apr mp & My
BoM® B M BBMeM

Ig®@T® Iy
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Unidad : OCM(lM) = 13 & 1K-
Equivalentemente el siguiente diagrama es conmutativo:

037}

M B M

1 ® Iy A ® Iy
KoM

Definicion 2.36. Sean M, M’ K-algebras de B-comodulos por la izquierda.
Un homomorfismo de K-algebras de B—comoédulos por la izquierda de M a
M’ es una aplicacion lineal ¢ : M — M’ que es a la vez un homomorfismo
de algebras y un homomorfismo de B-comddulos por la izquierda.

Definiciéon 2.37. Sea B una K-bidlgebra. Una K-coalgebra de B-comoédulo
por la izquierda es un K-espacio vectorial M junto con aplicaciones linea-
les Ay : M — M ®@ M, ey : M — K, y una accion ayy : M — B ® M, que
satisface:

1. (M, aypr) es un B-comodulo.
2. (M, Ay, €ep) es una K-coélgebra.

3. La coaccion de B sobre M es compatible con la operaciéon de M como
coalgebra, esto es:

Comultiplicacion : ap; ® oy Z may @ me) | =
(m)

Z(m(_l) ® m(l)) ® (m(o) ® m(g)), VYm € M.
(m)
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A ay @ a
M M MoMP=3SBeoMoBoM
Qs Ip®T® I
B M BBIM®M
Ap ® Ay

Counidad: (Ip ® epr)ap(m) = (Ap ® 1k )ep(m)
y por tanto Z(m) en(me))may ® 1k,

lo que lleva a >,y en(m))ma) = Apen(m), Vm € M.

€Em

ang A ® 1k

BOIM —— BQK
Ip ® ey

Definicion 2.38. Sean M, M’ K-coéalgebras de B-como6dulos por la izquier-
da. Un homomorfismo de K-codlgebras de B-comoddulos por la izquierda de
M a M’ es una aplicacioén lineal ¢ : M — M’ que es a la vez un homomorfismo
de coalgebras y un homomorfismo de B-comddulos por la izquierda.

2.3. Algebras de Hopf

Finalmente, en esta secciéon introducimos el concepto de algebra de Hopf.
Estas son bidlgebras con una aplicacion lineal mas que se llama antipoda.
Veremos también, que esta antipoda es un anti-endomorfismo de coélgebras
y un anti-endomorfismo de algebras.

Definiciéon 2.39. Una K-algebra de Hopf es una K-bidlgebra (H, my, Ay, Ay, €x)
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junto con una aplicacién lineal oy : H — H de tal manera que el siguiente
diagrama conmuta:

Hon—19%  pop
A my
H o K An H
A H

esto es
)\HoeH:mHo(IH@)UH)oAH:mHo(UH(X)]H)oAH

que desarrollando y usando la notacion de Sweedler quedaria como:

A(en(a)) = enla) - 1n =Y amonlag) = D oulan)aw)-
(@) (@)

La aplicacion oy se llama antipoda, que en caso de existir es tinica. Por ello,
una bidlgebra puede admitir a lo sumo una estructura de algebra de Hopf,
dependiendo de si existe antipoda o no. En consecuencia, ser un algebra de
Hopf es una propiedad que puede tener una bialgebra, y no una estructura
adicional.

Las algebras de Hopf generalizan las algebras de grupo. En particular,
los médulos sobre un élgebra de Hopf se comportan de manera anéloga a los
modulos sobre un algebra de grupo, los cuales coinciden con las representa-
ciones del grupo original.Esto es posible, gracias a la antipoda que generaliza
el papel del inverso en un grupo. Asi, la antipoda es lo que hace posible ex-
tender muchas construcciones del dlgebra de grupo, al contexto méas amplio
de las algebras de Hopf.

Ejemplo 2.40. El cuerpo K sobre si mismo es una K-algebra de Hopf. Como
ya hemos visto antes, cumple las condiciones de biadlgebra, por tanto, solo nos
falta definir la antipoda y ver que cumple la propiedad. Lo vemos:



50 Introduccioén a las algebras de Hopf

Sea:
o K — K

a—a
Veamos que cumple la propiedad de la antipoda mg(ox ® Ix)Ag(a) = Ak o

EH(CI)Z
mK(aK &® IK>AK(CL) = mK(O'K (24 IK)(CL X 1) = alK,

Me(eg(a)) = Ag(a) = a- 1k.

La propiedad por el otro lado es analoga. Luego coinciden, por tanto cumple
la propiedad de antipoda, luego K es élgebra de Hopf.

Ejemplo 2.41. Sea G un grupo. Ya hemos visto anteriormente que K[G] tie-
ne estructura de bidlgebra coconmutativa. Ahora, si definimos una antipoda
como:
ok : K[G] = K[G] (2.21)
gr— gt (2.22)
Demostramos que cumple la propiedad de la antipoda m kg0 ({xje ®oka))©
Ak(a) = Akja) © €a = Mg © (0k[a) @ k() © Akia) = Ak(q)-

miia © (Inie) ® oxia) (Y 09 © 9) = miiey (Y rgg® g7 = 3 7L,
g g g

Del otro lado:

AK[G) © €1 (Z 7‘99) = Ak[q (Z Tgl) = ngl.

g g9 g9
La otra igualdad es analoga. Luego se cumple la propiedad.

Tenemos que K|[G] tiene estructura de K-algebra de Hopf a la cual lla-
mamos algebra de grupo de Hopf

Ejemplo 2.42. Sea K[X]/(X"™ —a) el algebra de polinomios con la relacion
z" = a para todon € Ny a € K. Los elementos de K[X]/(z™ — a) son poli-
nomios de grado menor que n, por lo que una base es {1, X, X2 ..., Xn-1},
Veamos que podemos definir un algebra de Hopf.

= Multiplicacion

mX®Y)=XY.
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s Unidad
Mc)=¢, V ceK.

= Comultiplicacion:
Definimos A(X*) = X* ® X* para todo 0 < k < n.
Veamos que cumple la coasociatividad (A ®@ I)o A = (I ® A)o A:
AQNX*FRXF)=AXH@XF=XF Xk Xk Y0<k<n
(I®A)(XF @ XF) = XFe A(XF) = XFo Xk @ Xk,
» Counidad. Definimos:
(X =1V 0<k<n.

Comprobamos laa propiedades de counidad (e ® I)A = 1®I(I®e)A =
I®I: o L L
(e D)(XF® XF) =eXF) @ X =1 XF

(I®e)(XF@ XF) =XF@ 1.
= Antipoda:

Xn—k
a

a(ﬁ) =

Verificamos que se cumple la propiedad de la antipoda m(c ® I)A =
Aoe=m(I ®@0)A:

m(oc @ I)(X*F @ XF) = o(XF)XF = (W)ﬁ: X _a_ 1

a a a

(Aoe)(XF)=1.
El otro lado es analogo.

Por tltimo, veamos que las operaciones de coalgebra son homomorfis-
mos de algebras.

1) AXFYF) = A(XF)AYF),
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AXF)AYF) = (XF@XF)(YERYF) = (XFYF) @ (XFYF) = A(XFYF).

2) e(XFYF) = e(ﬁ)e(ﬁ)
Es obvio por la definiciéon de la counidad.

Por tanto, es algebra de Hopf.

Vamos a definir ahora una operacion que necesitaremos mas adelante
para la demostracion de las propiedades de la antipoda de una K-algebra de
Hopf. Vamos a considerar para ello C' una K-coalgebra y A una K-algebra
y el conjunto Homg (C, A) de todas las aplicaciones lineales de C' a A. Con
esto definimos el producto de convoluciéon como:

Definicion 2.43. Sean f,g € Homg(C, A). Llamamos producto de con-
volucioén a la aplicacion lineal f * g : C — A tal que:

[xgla) =ma(f ®g)Ac(a Zf g(a@)) a€C.

Propiedades 2.44. ([I]] Proposicion 3.1.6) Sean f,g,h € Homg(C, A).
1. El producto de convolucion es asociativo, esto es, fx(gxh) = (f*g)*h.

2. El elemento identidad en Homg (C, A) para el producto de convolucion
€s Ag€C.

Demostracion. 1. Veamos que * es asociativo:

fx(gxh)(a) =ma(f ®(g*h))Ac(a) = Z flaw)(g*h)(aw))
Z y)ma(g ® h)Ac(a Z fla Z a@) 1)) h(a@e),
(a) (a2))

que con la notacion de Sweedler y la coaociatividad de As podemos
escribir como:

Zf 9(a@) Z > fla ne)hae)

) (aq)
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=D _(f*9)(a)hla) = ma((f * 9) @ h)Ac(a)
(@)

= (f % g) x h(a).
2. Veamos que A4ec hace de elemento identidad en Hom/(C, A).

(Aaec * f)(a) = ma(Aaec @ f)Ac(a)

=my Z )\A(Gc(a(l))) & f(a(2)) = Z )\A(EC(CL(I)))f(a(Q))
(a)

(a)

=Y eclan)ra(lx) flag) =D eclan)laf(aw)
(a) (a)

= Z flec(aqy)aw)) = f(a).
(a)

Por la propiedad de la counidad ((ec ® Ie)Ac(c) = ¢ =

(ec ® Io) <Z(C) ey ® c(g)> = (o) elc))c@) = ¢ (donde hemos usado
la identificacion natural K @ C' = C).

[

Proposicion 2.45. [I7/(Proposiciones 3.1.8 y 3.1.10) Sea H una K -dlgebra
de Hopf con antipoda og. Se cumple lo siguiente:

1. my(og ® og)T = ogmy, esto es og(ab) = oy(b)og(a), para todo
a,b € H (oy es antiendomorfismo de K-dlgebra).

2. UH>\H = )\H; esto es UH(1H> = 1H

3. T(og @ oy)Ay = Agoy, esto es, Z(a) UH(CL(l)) ® UH(CL(Q))
=Y oulae) ®on(aq)) -

4. €Egoy — €q.

Demostracion. En esta demostracion trabajaremos con el producto de
convolucion de Hom(H®H, H) (con el dlgebra H y la codlgebra HQ H ).

1. Primero veamos que my * my(oyg ® og)T = Ag€pegn y que mpy *
OHME = AHEHH-
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Primera igualdad: Sean a,b € H:

myg*my(og @op)T(a®@b) =myg(myg @mpy(cg @ op)T)Aggu(a®b)
=my Z mu(a@) @ bay) @ mu(og ® om)T(a@) @ b))

=Y aqbayou(be)oulam) =Y agen(b)on(aw)

(a)

(ya que Zb(l)JH(b(z =mp Z[H ) ®on(bw)) =
(0)

=mu(Ilg ®oy)An(b) = AH(EH(b)) =ey(b)ly
= ZeH wlaw) = en(B)en(a) - 1y

= )\H€H®H(a X b)

Para la segunda igualdad:

(my *ogmpy)(a®b) =my(my @ ogmy)Ager(a @ b)

> “mp(aq) ® b)) @ opme(ae) ® be)
(arb)

= ambmyoulagbe) = mu(In®@oy)An(a)Au(b) = mu(In®oy) Ay (ab).
(a,b)

(Donde la ultima igualdad es cierta ya que H es bidlgebra y entonces
Ay es homomorfismo de algebras)

= eH(ab)lH = EH(G)EH(b)lH = )\H€H®H-
Y ahora juntando las dos igualdades tenemos que
my * (my(og @ og)T = my *xogmy,

(TTLH(O'H®O’H)T*mH)*mH<O'H®O'H)T = (mH(O'H®O'H)T*mH>*O'HmH,

Aw€nen * (Mmu(op ® og)T = Ay€ggn * opmp
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Y como Ayepgp es el elemento neutro de Hom(H ® H, H),

(?TLH(O'H &® O'H)T =ogmg.

=my(ly @op)(ly @ 1y) =ou(ly).

donde hemos usado la propiedad de algebra de Hopf A\ o ey = mpy o
(IH X O'H> e} AH

3. Vamos a usar la misma idea que en 1. Tomando ahora H como
coalgebra y H ® H como algebra y trabajando con la convoluciéon en
Hom(H,H ® H), denotemos ¢ = 7(oy ® oy)Ag.

Queremos ver que Ay *x ¢ = Aggueg v que Ay * Agoyg = Ageouen

La primera igualdad: Sea a € H,

(Ag * ¢)(a) = muon(An ® ¢)An(a)

= Muea(AF®P) Z aqy @ aw) | = MueH Z Ag(any) @ ¢law))
(a)

= MyeH Z an) ® a@) ® oglaw)) @ oglags))
(a)

=Y aponlaw) ® agon(aw) = Y amonlaw) © enlae)ln
(@) (@

(donde hemos usado la propiedad de la antipoda).

= enlap)amon(aE) @1y =Y _amoulae) ® 1y
(a) (a)

(donde hemos usado la propiedad de la counidad).
=€ H(G)l H (024 1 H

= (Aueouen)(a) por la propiedad de la antipoda
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Para la segunda igualdad:

Ap* Agop(a) = mugu(Au ® Agon)Au(a)

= MHgH Z An(an) ® Agon(ae)
(a)

=muen | Y_aq) ® ap) @ oulag) @ oula)
(@)
- Snntan) S sy - Seamaton) St
(@)

(donde hemos usado la propiedad de la antlpoda).

= enlae)amon(aE) @1y =Y _amoulae) ® 1y
(a) (a)

(donde hemos usado la propiedad de la counidad).
= EH(CL)]_H X ]-H

= Agguen(a) por la propiedad de la antipoda

Ahora juntando ambas igualdades,
OxAg*xdp =0 Ag*xAyoy

= AHgHEH * ® = AugHtH * Aoy

= gb = AHO'H.
4. En esta demostracion vamos a usar la misma idea que en 2:
en(a) = en(a)en(ly) = en(en(a)ln)

= EH(mH(IH & UH)AH(&))

—en | Y_awoula) | = enlaq)en(onlaw))
(a) (a)
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=" enlonlenlan)ae) = eu(o(a)).
(a)

La dltima igualdad es cierta por la propiedad de la counidad.

]

Corolario 2.46. ([17] Proposicion 3.1.9) Sea H una K -dlgebra de Hopf con
antipoda og. Si H es tanto conmutativa como coconmutativa, entonces oy
tiene orden 2 i.e, 0% = Iy.

Demostracion. Sea Homy(H, H) y * el producto de convolucion. Para a €

H

Y

(om*op)(a) = oulaw)oy(aw)
@

= oulap)oulonlam)) =Y onlamon(aw)))
(a) (a)

ya que oy es un antiendomorfismo. Y por la propiedad de la antipoda, lo
anterior es igual a:

=onlen(a) - 1n) = en(a) - ou(ly) = enla) - 1y = Au(en(a))
Ahora, como Ageg es el elemento identidad de * tenemos:
Ig* (og*oy) = Iy * (Agen) = Iy
Entonces, por la asociatividad de *:
Iy (ogxoy) = (Igxoy) oy

= (my(og @ Iy)Ag) * 0% = A\geg * 0y = 0
Por tanto 0% = Ig. O
Ejemplo 2.47. Sea H, H' dos K-algebras de Hopf. Entonces H ® H' tie-
ne estructura de K-algebra de Hopf con antipoda definida de la siguiente

manera:
OHH' - H®Hl—>H®H/,

a®b|—> O'H(Cl) ®O'H/(b)
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Veamos que cumple la propiedad de la antipoda:

muen(Cner @ Inen)Apen (a @b) = cgeon(a @ b) - lyey

Desarrollamos:

Muer(Crer @lnen) Anen (a®b) = mH@H(0H®H’®IH®H)(Z a(1)®b)®a(2)®b(2))
(a,b)

=muem Y oulan)@ou(ba)®ap@be =Y oulam)ae @ (b )be)-
(a,b) (a,b)

Ahora aplicamos la propiedad de la antipoda de H y H' ya que ambas son
algebras de Hopf.

= GH(CL) . 1H & EH/(b) . 1H’ = EH(CL) & EH’<b)(1H & 1H’)
= EH®H/(CL® b) . 1H®H’-

Nota. Sea L/K una extension de cuerpos, y V un espacio vectorial sobre
K. Como L es un K-espacio vectorial, V ®y L es claramente un K-espacio
vectorial. Ademas, podemos ver que V ®g L es un L-espacio vectorial con
producto escalar definida por A(v®k ) = v®@k Ar paratodo A € L, v®gr €
V ®g L.Por lo tanto, si f : Vi — V5, es una aplicacion lineal entre K-espacios
vectoriales entonces f ® I, : Vi ®x L — V5 @k L es una aplicacion lineal
entre L-espacios vectoriales.

Proposicion 2.48. ([8] Proposicion 2.3.14) Sea H una K-dlgebra de Hopf
y sea L una extension finita de K. Entonces H Qg L es una L-dlgebra de

Hopf.
Demostracion. Por la asociatividad del producto tensorial tenemos:
(H®g L)®; (H®g L) =

= H ok (Lo (Hek L) =
H@K(H®KL)2H®KL.

Donde el tercer isomorfismo se debe a que L ®, V = V para todo L-espacio
vectorial V| con isomorfismo dado por r ® v — rv, paratodor € L,v e V
yv+— 1, ®v para todov € H,r € F.
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Por construccion, esto es un isomorfismo de K-espacios vectoriales, pero
ademas, también lo es de L-espacios vectoriales. Ahora, definamos la multi-
plicacién, la unidad, la comultiplicacion, la counidad y la antipoda sin de-
mostrar sus propiedades ya que es facil comprobarlo debido a que lo hacen
mH7)\H7AH7EH70H-

1. myger: (H®k L)®p (H®Kg L) — H ®f L definida como

MHoL = M Q Ir.

2. Augyir L — H ®k L dada por

AHoL = A g @ Ip.

3. Apgg,r: H®x L — (H®k L) ®y, (H ®k L) definida como

Apgr = Ag @ 1.

4. €gg,r : H ®x L — L dada por

EHokL = € @ 1.

5. ongr : H @k L — H @k L definida como

OHerl = 0H ® 1.

O

Nota. Anteriormente mencionamos que el dual de un algebra de dimensién fi-
nita puede verse como una coalgebra, y viceversa. Esta idea también se aplica
a las algebras de Hopf: si H es un algebra de Hopf de dimension finita, enton-
ces su dual H* hereda una estructura de algebra de Hopf, intercambiando los
papeles de multiplicaciéon y comultiplicacion. En este caso, las operaciones
del algebra original se reflejan en el dual de manera compatible, manteniendo
la estructura de algebra de Hopf. En particular, la antipoda se define como
la composicion de f € H* con la antipoda original, es decir, o3 : H* — H*
estda dada por o3 (f) = foon.






Capitulo 3

Estructuras de Hopf-Galois.
Teorema de Greither-Pareigis

Ya estamos en condiciones de presentar la teoria de Hopf-Galois. Vamos a
ver como pasamos de la teoria de Galois a su generalizacion mediante 4lgebras
de Hopf. Primero, reescribiremos la condicién de Galois de una extension de
cuerpos usando el algebra de grupo que hemos visto en el capitulo anterior,
de manera que la estructura de Hopf-Galois aparezca de manera natural y a
partir de ahi podremos generalizar a cualquier algebra de Hopf y poder dar
asi los resultados fundamentales de esta teoria.

Vamos a ver como la teorfa de Galois se puede generalizar gracias a los
resultados de Hopf-Galois, aunque esta generalizaciéon no es completa. A di-
ferencia del caso clasico donde hay una correspondencia biyectiva entre los
cuerpos intermedios de la extension y los subgrupos del grupo de Galois, en
el contexto de Hopf-Galois no se da esa biyectividad entre los cuerpos inter-
medios y las subélgebras de Hopf. Esto nos llevara a establecer una condicion
bajo la cual si se puede lograr dicha correspondencia, la de extension de Ga-
lois casi clasica. También veremos que hay extensiones que no son de Galois,
pero que si admiten una estructura Hopf-Galois.

Otro resultado importante que descubriremos es que las estructuras de
Hopf-Galois no son tnicas, por lo que sera interesante estudiar como encon-
trar todas las posibles estructuras. Para ello, veremos el importante teorema
de Greither-Pareigis, que transforma el problema de encontrar estas estruc-

61
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turas en una cuestion de teoria de grupos. Por ultimo, estudiaremos los resul-
tados que introdujo Byott, que mejoran el problema que tiene el teorema de
Greither-Pareigis para extensiones de grado alto y también establecié cuando
la estructura de Galois de una extension de Galois es la tnica estructura de
Hopf-Galois que tiene la extension.

Este capitulo se basa principalmente en las fuentes [2], [3], [4], [10], [16]
entre otras. Ademas, la autora estd muy agradecida a Daniel Gil Munoz
por compartir en privado sus extensas notas “Introduction to Hopf-Galois
theory”, que también han sido consultadas frecuentemente.
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3.1. Estructuras de Hopf-Galois

Rescatemos el ejemplo del Capitulo 1 donde representabamos el
reticulo de subgrupos de G el grupo de Galois de la extension de cuerpos

Q(v2,v3)/Q
G = Gal(FE/Q)

<902>/ ) Q(v2 Q(v6)
\ / \ \ /

- QW3 3)

Observando estos diagramas, podemos pensar j qué pasaria si en vez de consi-
derar grupos consideraramos sus correspondientes algebras de Hopf de grupo?
Vemos la respuesta en el siguiente diagrama:

K[G)

Klpo] Kps] K]

N7

K]

Resulta que obtenemos un diagrama similar, pues se puede probar que estas
son todas las subalgebras de Hopf de K[G]

Viendo esto, podemos pensar que puede haber una generalizacion de los
resultados que vefamos en el capitulo [1| sobre las extensiones de Galois, pero
ahora en vez de usar grupos, usando algebras de Hopf. Este pensamiento no
es para nada erréneo; veamos lo siguiente:

Consideremos L/K una extensiéon de cuerpos finita y G un subgrupo
de AutgL el grupo de automorfismos de L que fijan K. Entonces, tenemos
que claramente L es una K-algebra y como ya hemos visto anteriormente, el
anillo de grupo K|[G] es un algebra de Hopf. Si definimos ahora la accion de

K|[G] sobre L
(Z rgg> cxr = ngg(a:)

geG geG
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tenemos el siguiente resultado:
Proposicion 3.1. [17/(Proposicion 4.5.1) L es una K-dlgebra de K|G]-

maodulo por la izquierda con la accion anterior.

Demostracion. Veamos que cumple L las condiciones de algebra de modulo.

Multiplicacion: Sea h =
deg reg ® g. Luego:

he(zy) = reglzy) = reg(x)g(y)

rqg € K[G)y z,y € L. Entonces Ay (h) =

geG

geG geq
=D ralg-2)g-y) =Y (hay - 2)(hey )
g€ (h)
Unidad:
h-1;, = ngg(lL) = ng ya que ¢(1p) =1, para todo g € G
geG geG
e(h) -1, =¢€ (Z rgg) = nge(g) = ng.
geG geG geG
Por tanto, se cumplen las condiciones de algebra de modulo. O

Lema 3.2. ([I7/Lema 4.5.2) Los elementos de G < Auty (L) son linealmente
independientes sobre L.

Demostracion. Como L/K es una extension finita, hay un nimero finito
de automorfismos y por tanto G es finito. Escribamos G = {g1...g,} v
razonemos por reduccién al absurdo; supongamos que G no es linealmente
independiente sobre L, entonces existe un 1 < m < n minimo y un conjunto
de indices 0 < 21,19, ...,%, < n tal que:

a1gi, + -+ amgi,, =0 ay, ... a, #0.

Como ¢;, , # ¢, también existe y € L tal que ¢; _,(y) # ¢, (y) con
i, (y) # 0. Ahora para cualquier x € L:

a19i, (yx) + -+ + amGi,, (yzx) = 0.
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Como g; son homomorfismos:

a1, (Y)9i, () + -+ + amGi,, (¥) i, (¥) = 0.
Y como se cumple para todo x € L:
a19i,(Y)9i + -+ + am8i,, ()i, = 0
Dividimos entre g;, (y):

al g’il (y) gll + .. + am_lgim_—l(y)gim—l + a'ngm = 0
Gim() Hin @)

Restando a1g;, + - -+ + angi,, = 0 obtenemos:

(al <99;((?;>)> N al) Gir oo <am‘1 <g;1—1(;yj)> - am—l) Gin = 0.

Como g;,, () # gi,._,(y) implica que %=t £ 1, YW g\ ),

llegamos a una contradiccién y por tanto G es linealmente independiente
sobre L. ]

Lema 1. Sea L/K una extension de cuerpos con [L : K| =n. Entonces:
Demostracion. Tenemos que L es una extension de K de grado n, por tanto
L es un espacio vectorial de dimensién n sobre K.

Ahora, sea {ey, ..., e,} una base de L como K-espacio vectorial y conside-
remos una aplicacion lineal f : L — L, que queda totalmente determinada
por los valores que toma su imagen en los elementos de la base. Es decir:

fle) =) aje
j=1

Por tanto, necesitamos n vectores en L y cada uno de estos vectores tiene n
coordenadas en K. Luego en total necesitamos n? parametros distintos para
definir f. En consecuencia dimy(End (L)) = n®.

]
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Teorema 3.3. [17/(Proposicion 4.5.3) Sea L/K una extension finita y se-
parable de cuerpos y sea G un subgrupo de Autyg(L). Entonces, L/K es de
Galois con grupo de Galois G si y solo si, la aplicacion

j: L&k K[G] — Endg (L)
t@h = jlx®h)(y) ==z(h-y)

es biyectiva.

Demostracion. Supongamos primero que L/K es de Galois. Tenemos que
la aplicacion j es un homomorfismo de K-espacios vectoriales. Sea x ® h €
Ker(j). Entonces:

0=jz®h)(y)==z(h-y) Vyel

Veamos que z ® y = 0. Como h es un elemento de K[G] podemos escribir
h =3 ,ccae9- Entonces,

(Zl‘%g> Yy =) wagg(y)=0 VyeL

geG geG

Por lo tanto,) geq Tagg = 0.Como G es linealmente independiente sobre L,
zray = 0 para todo g € G. Por consiguiente:

rTRh=12® (Zagg> :Zag(x@)g):Z(xag@g):O.

geqG geG geG

Esto prueba que j es inyectiva.

Para ver que es sobreyectiva, es suficiente con probar que dimg(L ®
K[G]) = dimg(Endk (L))

Como L/K es de Galois con grupo de Galois G, tenemos que [L : K| =
|G|, y sabemos que dim g (Endg (L)) = (dimgL)?. Entonces:

dimy (L @ K[G]) = dimk (L)dimk (K[G]) = [L : K]|G| =
[L: K)? = dimg(Endg(L))
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Ya que dimg L = [L : K]y K[G] es el dlgebra de grupo, un K-espacio vec-
torial de dimension |G| Por tanto, j es inyectiva y sobreyectiva, j es biyectiva.

Ahora supongamos que j es biyectiva. La dimension del espacio de salida
y el espacio de llegada son la misma, entonces:

dimy (L @k K[G]) = [L : K||G| = dimy(Endg (L)) = [L : K]*.

De aqui deducimos que |G| = [L : K]. Por el teorema del elemento primitivo
[1.30} existe o € L tal que L = K(a) con p = irr(o, K) de grado [L : K].
Para ver que la extension es de Galois, tenemos que ver que es normal y
separable.

La separabilidad la tenemos asegurada por hipotesis, por lo que solo falta
ver que es normal. Como L = K(a) y G < AutiL los elementos de G estan
determinados por la imagen de a a través de un automorfismo de G. Pero
sabemos que cada automorfismo de G lleva o una raiz distinta de p, de las
cuales hay [L : K| = |G| por tanto L es el cuerpo de descomposicion de p sobre
K, lo cual nos asegura, que L/K es normal, es decir, Autx L = Gal(L/K).

Ahora bien, como G < AutxL = Gal(L/K), y como |Gal(L/K)| = |L :
K| = |G|, concluimos que G = Gal(L/K). O

La K-algebra de Hopf K[G] nos ha ayudado a obtener una definicion
equivalente de extension de cuerpos de Galois en términos de una aplicacion
que, junto con la acciéon de Galois clasica, dota al cuerpo de extension L con
una estructura de K[G]-dlgebra de modulo. Esto es generalizable a cualquier
K-algebra de Hopf coconmutativa H y cualquier acciéon que dote a L con
una estructura de K-algebra de H-modulo H. Gracias a esto, llegamos a la
siguiente definicion:

Definicion 3.4. Sea L/K una extension finita. Llamamos estructura de
Hopf-Galois de L/ K a un par (H,-) donde H es una K-algebra de Hopf de
dimension finita coconmutativa y donde - : H ® L — L es una acciéon que
dota a L con la estructura de una K-algebra de H-mo6dulo, de manera que
la aplicacién:
j: L®x H— Endg(L)
r@hr— jx®@h)(y) =x(h-y)

es biyectiva.
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Definicién 3.5. Una extension finita L/ K se dice que es de Hopf-Galois si
admite una estructura de Hopf-Galois.

Corolario 3.6. Si L/K es de Galois, también es de Hopf-Galois.

El opuesto no se cumple, hay extensiones que son de Hopf-Galois que no
son de Galois, lo que demuestra que las extensiones de Hopf-Galois son una
generalizacion de las de Galois. Veamos un ejemplo:

Ejemplo 3.7. Sea o = v/2. Consideramos la extension Q(a)/Q, es finita de
grado 3 ya que irr(a, Q)(z) = z* — 2, pero sabemos que no es de Galois ya
que no es una extension normal. Veamos que si es de Hopf-Galois.

Lo primero que tenemos que hacer para encontrar una estructura de
Hopf-Galois es considerar un algebra de Hopf H que actte sobre Q. En este
caso, vamos a considerar H = Q|c, s]/(3s* + ¢* — 1, (2¢+ 1)s, (2¢ + 1)(c — 1)
descrita en [10]. Su base esta dada por {1, ¢, s}. Veamos que efectivamente si
que es un algebra de Hopf definiendo sus operaciones sobre los elementos de
su base:

» Comultiplicacion: A(1) = 1®1, A(c) = c®c—3s®s, A(s) = c®s+sRc

Queremos verificar que el coproducto A es coasociativo, es decir, que
se cumple:
(A®I)oA=(I®A)oA.

Verificamos esta propiedad en los generadores 1, ¢ y s.
1. Parael 1:
(ARDNAL)=A1)@1=101x1,

IA)(AQ)=10A(1) =11 1.
Se cumple coasociatividad en 1.
2. Para s:

Lado izquierdo:
(ART(A(s)) =Alc) @ s+ A(s) ® ¢

=(c®c—35Rs)Rs+(cRs+sRc)Rc
= CcRCcRS—35RSRS+cRsSRe+sRceR c.
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Lado derecho:
(I ®A)A(s)) =c® A(s) + s ® A(c)

=cR(®s+5sRc)+sR(cR®c—35®5).
=cRcRs+cRSRc+sRcRc—35Q0sR s
Ambos lados coinciden, se cumple coasociatividad en s.
3. Para c:

Lado izquierdo:
(A®I)(A(c) = Alc) @c—3A(s) ® s

=(c®c—35sRs)®c—3(cRS+sRVc)Vs
=cQRcRQc—35RSRe—3cRSRS—3sRVc® S.
Lado derecho:

(I® A)(A() = c® Alc) — 35 ® A(s)

=c®(c®c—35®s5)—35® (c®s+sXc)
=cRQCcRCc—3cRsRVs—35QcRs—3sQsQc
Ambos lados coinciden, se cumple coasociatividad en c.

» Counidad: ¢(1) = 1, €(c) = 1, €(s) = 0 Probemos la propiedad de
counidad, es decir:

(e@)oA=1®1, I®ec)oA=1R1.

Probamos esta igualdad en los generadores 1, ¢, s.

1. Para el 1:
(eA(l)=¢hl=11

I2)(A1) =1®e(l)=1® 1.

Por tanto, se cumple la counidad en 1.
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2. Para c:

Evaluamos,
(eR)(Ac) =€(c) ®c—3e(s) @s=1®c—-3-00s=1®c¢,
(I®e)(Alc) =c®e(c) —35R€(s) =c®1-35s00=c® 1.
Por tanto, se cumple la counidad en c.

3. Para s:

Evaluamos,
(eRD)(A(s) =€(c) @s+€e(s) @ec=10s+0Rc=1® s,
(IRe)(A(s) =cRe€(s)+sRe(c) =c®R0+sR1=s® 1.
Por tanto, se cumple la counidad en s.
» La antipoda o(1) =1, o(c) = ¢, o(s) = —s. Queremos demostrar que:
mo(c®@I)oA=noe=mo(I®0c)oA,

donde m es la multiplicaciéon y n la unidad del algebra. Verificamos esta
igualdad para los generadores.

1. Parael 1:
Al)=1®1, mo(c®I)(Al)=m(l®1l) =1,
noe(l)=n(1)=1.

2. Para c:
Alc) =c®c—35® s,
(c@I)(Alc)) =0(c)®c—30(s) ®s=cRc+35s® s,
m(c®c+3s®s) =c* + 3s%.

Por las relaciones sabemos que ¢ + 3s? = 1

noe(c) =n(l) =1.
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3. Para s:
A(S>:C®8+S®CJ

(c@(A(s) =0(c)®s+0o(s) ®c=c®Rs—s®c,
m(c®s—s®c)=cs— sc.
Como el algebra es conmutativa (cs = sc), entonces:
cs —sc =0,
noe(s) =n(0) =0
Se cumple para todos los casos.

Ahora veamos que cumple la condicion de que Q(a) es una algebra de H-
modulo con la accidon dada por:

1 1
c-1=1, ca:—éa, c-a? =—=a?,

1 1
s-1=0, s-a=—-q, s-a?=—=a?

e (@y) = (- D)e ) —3(s )sy), o lgw =c 1=l =e(@) 1,
s-(zy)=(c-x)(s-y)+ (s-z)(c-y), s-lga=5-1=0=c¢(s) 1.
Se demuestra que la aplicacion j : Q(a) ® H — Endg(Q(«)) definida por

j(x ®@h)(y) = x(h - y) es un isomorfismo

Hacia el final del capitulo retomaremos este ejemplo y veremos una ma-
nera méas explicita de describir el dlgebra de Hopf H gracias al teorema de
Greither-Pareigis.

3.2. Correspondencia del teorema fundamental
de la teoria de Galois

En el Capitulo 1 vefamos el teorema fundamental de la teoria de Galois
1.36| que recordamos que decia que los subgrupos de GG se corresponden con
los cuerpos intermedios de la extension L/K (siendo G el grupo de Galois de
L/K) cambiando el sentido de la contencion.

Anteriormente, obtuvimos un resultado que generaliza la definicién de
extensiones de Galois en términos del algebra de grupo K |G| y una aplicacion
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j v de ahi hemos obtenido la definicion de estructura de Hopf-Galois. Ahora,
resulta natural preguntarnos si es posible realizar una generalizacién similar
con el teorema fundamental de la teoria de Galois en este contexto.

Pero atn no podemos responder a esta pregunta ya que falta definir un
elemento clave que teniamos en la teoria clasica de Galois: el cuerpo fijo
bajo la acciéon de Galois. En el contexto de Hopf-Galois, no tenemos una
manera literal de traducirlo. Por ello, es necesario introducir una definicién
alternativa que cumpla un papel similar:

Definicion 3.8. Sea W una K-édlgebra de Hopf. Definimos el cuerpo fijo
de L bajo la accién de W como

LY ={r e L|w-z=elw)rpara todow € W}

Entonces, si L/K es de Galois, tenemos que exq)(g) = 1 paratodo g € G,
recuperando el cuerpo fijo en sentido Galois clasico.

Pero entonces, ;existe tal correspondencia?

Teorema 3.9. (Teorema 1.1 [16]) Sea L/K una extension de Hopf-Galois.
Entonces la aplicacion

{W C H | W subdlgebra de Hopf de H} — {FE C L | E cuerpo intermedio de LK}
W LW

es inyectiva e invierte inclusiones.
Esto lo demostraron Chase y Sweedler en [3] teorema 7.6. .

Este teorema no nos asegura que exista tal correspondencia ya que no
hay biyectividad en general, sino que es solo inyectiva. De hecho mas ade-
lante, cuando tengamos las herramientas adecuadas para ello, veremos un
ejemplo en el que la correspondencia es inyectiva pero no sobreyectiva. Aho-
ra veremos distintos resultados que recuperan la biyectividad en contextos
mas concretos.

Teorema 3.10. (Teorema 5.3 [10}]) Dada una extension de Galois L/ K exis-
te un dlgebra de Hopf H tal que L/K es Hopf-Galois y existe una corres-

pondencia biyectiva entre las subdlgebras de Hopf de H y las subextensiones
normales de L/ K.
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Este teorema evidencia que, dependiendo del algebra de Hopf que tome-
mos, apareceran distintos “trozos” del reticulo de subcuerpos.

3.3. Teoria de Hopf-Galois para extensiones se-
parables

Es importante saber que una extension de Galois determina el grupo
de Galois de manera tnica, pero una extension de Hopf-Galois puede tener
varias estructuras de Hopf-Galois no isomorfas. Por eso resulta interesante
contarlas; desgraciadamente, el conteo exacto resulta muy complicado en
general, pero en el caso en que las extensiones son separables, existe una
caracterizacion en términos de grupos que lo facilita.

En esta seccion vamos a estudiar el importante teorema de Greither-
Pareigis [10], que nos permite determinar de manera teorica todas las estruc-
turas de Hopf-Galois que tiene una extension finita y separable, convirtiendo
una cuestion algebraica, encontrar estructuras de Hopf-Galois, en un proble-
ma de teoria de grupos, pero no es muy eficiente para extensiones de grado
alto. Introduciremos ademés la técnica de la traduccion de Byott que solu-
cionara parcialmente este problema.

Nuestro objetivo es, fijada una extension L/K, encontrar todas las K-
algebras de Hopf y todas las acciones - : L®x H — H tales que (H,-) es una
estructura de Hopf-Galois de L/K.

También, vamos a definir las estructuras casi Galois clésicas en las cuales
el Teorema se cumple en su forma fuerte, es decir, ademas de cumplirse
la inyectividad, se cumple la sobreyectividad.

Veamos esto tltimo primero:

Definicion 3.11. Sea L/K una extension de cuerpos y sea L la clausura
normal de L. Sean G’ = Gal(L/L) y G = Gal(L/K), y sea X = G/G".
Definimos la aplicacion:
A:G — Perm(X) = S,
T Ag(T)(0)=To0

que identifica G como subgrupo de .S, y se llama traslacion por la izquierda.
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Si L/K es Galois tenemos X = Gy definimos la aplicacion:

p: G — Perm(G) = 5,

T+ pa(T)(0) =007t

que se llama traslaciéon por la derecha.
Nota. Ambas aplicaciones son homomorfismos de grupos.
Definiciéon 3.12. Sea GG un grupo, y H, K C G dos subgrupos. Decimos que

H esta normalizado por K si:

kHE ' '=H V ke K.

Ejemplo 3.13. Sea G = D3 = {1,g,¢% s,9s,g%s} tal que ¢ = 1, s* = 1,
sg =g 's=g%s,sea H={1,9,¢*°} y K = {1,s} subgrupos de G. Veamos
que H esta normalizado por K:

sgs_1 = g_1 = 92 € H,

sg’s™ = (sgsT) = (¢°)* =g € H.

y evidentemente
slsT'=1¢ H.

Definicién 3.14. Un subgrupo N < Perm(X) se dice que es regular si se
satisfacen dos de las tres siguientes condiciones:

1. [N| =|X].

2. N actuia en X transitivamente. Esto es, para par de elementos z,y € X
existe n € N tal que x - n =y.

3. Para todo x € X, el estabilizador de z, Stay ={g € N | g-x ==z} es
trivial. Cuando pasa esto, decimos que N actia en X de manera libre
o demanera simple.

Nota. Solo hace falta que se cumplan dos de las tres condiciones, ya que se
puede asegurar que si se cumplen dos, la tercera siempre se cumple automé-
ticamente (véase definicion 6.2 [4]). Cuando N es regular, equivale a decir
que N actiia simple y transitivamente sobre X.
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Ejemplo 3.15. Sean S3 y su subgrupo Az = {id, (123),(132)} y X =
{1,2,3}. Veamos que Ajz es regular.

Tomemos cualquier par 4,5 € {1,2,3}. Como los elementos (123) y (132)
permutan ciclicamente los tres elementos de X, siempre existe un elemento
de A3 que lleva a i en j. Por tanto, la accion es transitiva.

Veamos ahora que si 0 € A3 y o(i) =i para algin ¢ € {1,2,3} entonces
o = id. Tenemos que de los elementos de A3 no hay ningtn elemento, excepto
la identidad, que fije algtin elemento; por tanto, tenemos lo que queriamos.
Decimos que As acttia de manera libre y transitiva en Ss.

Definicion 3.16. Decimos que una extension de cuerpos L/ K es casi Galois
clasica si existe un subgrupo regular NV de S,, normalizado por GG y contenido
en GG, donde G esta identificado como subgrupo de S,, por la aplicaciéon A
anterior.

Teorema 3.17. (Teorema 1.3 [16]) Sea L/K una extension separable de
grado n y sea L/ K su clausura de Galois, G = Gal(L/K) y G' = Gal(L/L).
Entonces L/ K es casi Galois cldsica si y solo si G' tiene un complemento
normal N en G, esto es, G =G -N, GNN =e y N QG es un subgrupo
normal de G.

Demostracion. Sea N un complemento normal de G’ en G. Entonces A(IV) C
A(G) es un subgrupo de S,,. Como N es un subgrupo normal de G, A(N) estéa
normalizado por A(G). Probemos que A(IV) es regular.

Primero veamos que es transitivo, es decir dados cualquier o,7 € G,
existe p € N tal que oo p € TG’ (ya que X = G/G’) que es lo mismo que
coporTted

Sean 0,7 € G. Como G = NG el elemento o o771 € G se puede escribir
comoooT ' =0,009cono; €N, oy G

Despejamos de la igualdad y obtenemos: 0~ 'oo = gy07 = o] 00 €

7G" lo que implica que A(p)(0) = poo = 7o ¢ donde identificamos p con
o;teN, g €q.

Luego A(p)(c) =poo=7en G/G' = X.

Dado que N es transitivo, todos los estabilizadores son conjugados, por lo
que para probar que cada elemento de X tiene un estabilizador trivial, basta
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probar que 1 tiene un estabilizador trivial. Como paso previo, probamos que

)\(G/> = Sta,\(g)(i):
AMo) € Stayg) (1) <= Ao)(1)=1 <= o0l=1 <= o0=1 < oe(

< Ao) € MG).
Dado que NNG' = {1}, se sigue que A(N) N A(G’) = {1}. Pero Stay)(1) C

A(N), y también Staye)(1) = A(G"), por lo que:
Staxvy (1) C A(N) NA(G') = {1}.

Concluimos que Stay)(1) = {1}. Entonces, N’ C A(G) es un subgrupo
regular de Perm(X') normalizado por A\(G) y queda probado.

Reciprocamente, sea N C A(G) un subgrupo regular de Perm(X) nor-
malizado por A(G). Dado que N es regular, se tiene que Stay(1) = {1}, por
lo que:

NN AG) = Stay(1) = {1}.
Ademas, se cumple que NA(G’) C A(G) entonces notamos que
IV MG
N S e I il
VNG = (¥ e
pero como N NA(G) = {1}, |[N| = |X| = |G/G'| tenemos que
INMG)| = IN[IMG)| = [X]IG'] = |G/G|G'] = |G| = [MG)],

por lo que NA(G') = A(G). Dado que X\ es inyectiva, se sigue que A\~ (N) N
G' = {1} y que \"(N)G' = G. Entonces, A"}(NV) es un complemento normal
de G’ en G. [

En particular, si L/K es de Galois, entonces G’ = 1 y su complemento
normal N = G.

Gracias a esta nocion, obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.18. (Teorema 5.2 [10]) Si L/K es casi Galois cldsica, entonces
existe un dlgebra de Hopf H tal que L/ K es de Hopf-Galois con dlgebra H y
el Teorema[3.9 se cumple en su forma fuerte, es decir, existe una biyeccion
entre las subdlgebras de Hopf de H y los subcuerpos de L.



3.3 Teoria de Hopf-Galois para extensiones separables 7

Demostracion. No explicitamos la demostracion ya que en ella se hace uso
de conceptos que no se ven en este trabajo, pero se puede consultar en el
Teorema 5.2 [10)]. O

Volvamos a nuestro problema inicial, determinar todas las estructuras de
Hopf-Galois que tiene una extension de cuerpos finita y separable. La respues-
ta nos la ofrece el teorema de Greither-Pareigis que veremos a continuacion
sin demostracion, ya que es demasiado extensa y técnica.

Definicion 3.19. Dada una extension de cuerpos L/K y dos K-algebras
de Hopf H; y Hs, decimos que H; es una forma de L/K de H, si ambas
algebras de Hopf son isomorfas cuando extendemos escalares a L, es decir, si
H1®KL2H2®KL.

Proposicion 3.20. (Teorema 2.5 [10]) Sea L/K wuna extension finita y
separable con clausura normal L, sea G = Gal(L/K), G' = Gal(L/L) y
X =G/G ={gG": g€ G}. Si N es un subgrupo regular de S,, normalizado
por AN(G), entonces L/K es Hopf-Galois, donde H es una forma de L/K de
K[N].

Teorema 3.21 (Greither-Pareigis). Sea L/K una extension separable de
cuerpos con clausura normal L, sea G = Gal(L/K),G' = Gal(L/L) y X =
G/G = {gG": g € G}. Existe una biyeccion entre los subgrupos requlares del
grupo Perm(X) normalizados por \(G) y las estructuras de Hopf-Galois de
L/K.

Este teorema simplifica la busqueda de estructuras de Hopf-Galois de
extensiones separables, ya que las conecta mediante una biyecciéon con el
conjunto de subgrupos de un cierto grupo de permutaciones. Traduce el pro-
blema de determinar todas las estructuras de Hopf-Galois a un problema de
grupos, que generalmente es mas sencillo de trabajar.

Ahora vamos a usar el teorema de Greither-Pareigis para aportar mas
ejemplos de estructuras de Hopf-Galois. Para ello, buscaremos subgrupos de
Perm(X) normalizados por A(G).

Ejemplo 3.22. Sea K = Q y L = Q(v/2). Esta es una extension sepa-
rable que no es de Galois pero si de Hopf-Galois y su clausura normal

es L = Q~(\3/§,w), donde w es la raiz ctubica de la unidad. Tenemos que
G =Gad(L/K) = S3y G = Gal(L/L) = Cy. |X| = 3 siendo X = G/G".
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Consideramos la siguiente aplicacion:
A: S35 — Perm(X) = Perm(G/G") =2 S;

Entonces los subgrupos de Perm(G) normalizados por A(G) son exactamente
los subgrupos normales de S3. El tinico subgrupo normal de S3 con el mismo
orden que X es As, que ya hemos demostrado que es regular en [3.15} por
tanto, la extension es de Hopf-Galois.

Ejemplo 3.23. (secciéon 1.2 [16]) Ya podemos retomar el ejemplo (3.7 desde
esta nueva perspectiva.

Podemos describir H a partir de una base. Tenemos la extension Q(v/2)/Q
y consideramos su clausura algebraica L=0Q (w, ), donde w es una raiz
clibica primitiva de la unidad. Una base para L/Q es {1, a, o, w, wa, wa?}.
Tenemos que el grupo de Galois G = S5 esta generado por las permutaciones

7L — L o:L— L
w|—>w2 w— w
a— o — W

Luego G = {Id,7,0,0%, 70,70%}. El grupo G’ = Gal(L/Q(a)) = (1) = Cy y
N = (o) = (5 es un complemento normal de G’ en G.

Con todo esto consideramos
LIN] = {uold + uyo + upo?|u; € L}

y buscamos los elementos para los que [:[N ] se queda fijo bajo los automorfis-
mos de G. Queremos calcular 7 - (ugld+u10 +up0?) y o - (ugld +uy0 + uyc?)
esto es
7(uo) - TIdT ™  + 7(uy) - Tort + T(ug) - ToT !
o(uy) - oldo™" + o(uy) - ooo™ + o(uy) - oo™ .

ya que los automorfismos de G acttian por conjugacion.

1 2 2 1

= 0% 10T ! 2571 2

Tenemos que 707~ =0,y que oooc" " =o0°.

Entonces

=0, 000"

7 (uold + uy0 + uz0?) = 7(uo) - Id + 7(up) - 0 + 7(ug) - o
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o - (upld + uro + ue0?) = o(u,) - Id + o(uy) - 0 + o (ug) - 02

Ahora, igualando con el original llegamos a que
T(up) = ug, 7T(u1) =wug, 7(ug) =1

y
o(u,) = uy, o(ur) =uy, o(uz) = usg

y para u; = a + bw con a,b € Q, tenemos que uy = 7(uy) = a + bw?.

Poniendo toda esta informacion junta, obtenemos que el algebra de Hopf
de la extension es

Hy = LIN)% = {u,Id + (a + bw)o + (a + bw?)o?|ug, a,b € Q},

la cual se corresponde con el algebra H que hemos dado antes, ya que si
tomamos como una base para H, e; = Id, es = 0 + 0,wo + w?0?, que son
los invariantes bajo 7, podemos identificar ¢ = e; y s = €5, y las relaciones
descritas aparecen operando.

Vamos a ver ahora dos resultados que nos van a decir en qué casos las
extensiones de grado bajo admiten o no estructuras de Hopf-Galois, asi que
en estos casos no necesitaremos hacer el calculo explicito.

3.3.1. Estructuras de Hopf-Galois de 6rdenes 3 y 4

Teorema 3.24. ([4] Proposicion 6.13) Sea L/ K una extension separable con
[L: K] <4. Entonces L/K es Hopf-Galois.

Demostracion. Consideremos L la clausura normal de la extension, G =
Gal(L/K)y G'"=Gal(L/L).

Para la demostracion usaremos repetidamente el teorema de Greither-
Pareigis. Por tanto, para demostrar que L/K es Hopf-Galois, esto es, que
posee al menos una estructura de Hopf-Galois, mostraremos en cada caso un
subgrupo N concreto de Perm(G/G') que es regular y esta normalizado por

AG).

Si L/K es una extension normal, entonces es Galois y por tanto Hopf-
Galois. Supongamos entonces que L/K no es normal, lo que implica que
[L : K] # 2. Empezaremos estudiando el caso [L : K] = 3.
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Como los automorfismos de L/K actian sobre las 3 raices del polinomio
irreducible de L/K permutandolas, tenemos que Gal(L/K) < Ss. Pero como
ademas sabemos que |G| > 3 por no ser L/K una extension normal, la tnica
opcion que nos queda es |G| = Ss.

Por el teorema del grado sabemos que |G’| = % = g =2, asi que G' =
Cy. Por lo tanto, ||g,|‘ = £ = 3y entonces Perm(G/G’) = S;. Pero entonces

el homomorfismo \: G — Perm(G/G’) es en realidad un isomorfismo.

Escogemos el subgrupo N = A(Aj3) de Perm(G/G"). Comprobemos que
N es regular y normalizado por A\(G).

Verifiquemos primero que N es regular. Sabemos que |N| = |A3] =3y
también que | X| = |G/G'| = 3, se da la primera condiciéon de la definicion.
Falta ver que IV actiia o bien transitivamente, o bien, de manera libre. Veamos
que se cumple esto ultimo. A3 es el conjunto de las permutaciones pares; Az =
{Id,(123),(132)} donde los elementos distintos de la identidad permutan
elementos de manera ciclica, no dejan ningtn elemento fijo. Por tanto, al
considerar la accion de A(Asz) en X tenemos que ningun elemento a excepcion
de la identidad queda invariante. Luego IV es regular.

Como A es un isomorfismo, N es normalizado por A(G) por ser Az normal
en Sz (pues [S3 : Az] = 2).

Por tanto concluimos que las extensiones de grado 3 son de Hopf-Galois.

Ahora, supongamos que [L : K| = 4. Como la extensiéon no es normal
|G| > 4. Las posibilidades son G = Sy, G = Ay 0 G = Dy.

Supongamos que G = S;. Como |S4| = 24, por el teorema del grado:
[L:K]=|L:L][L: K] =4¢|

asi que |G'| = 6. Entonces, |G/G'| =4 y Perm(G/G’) = S4. Deducimos que
A: G — Perm(G/G") es un isomorfismo. Sea N C Perm(G/G’) la imagen por
A del grupo de Klein V; de S, que tiene orden 4. Como |N| = 4 = |G/,
la regularidad de N se demuestra como en el caso [L : K| = 3. Ademéas, N
es normalizado por A\(G) porque A es un isomorfismo y el grupo de Klein es
normal en Sy.

Supongamos que G = A,. En este caso |Ay| = 12
[L:K]=[L:L]L:K]=4|G",
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asi que |G'| = 3y |G/G'| = 4, por lo tanto Perm(G/G’) = S,. Asi, el
subgrupo de Klein N de S, es un subgrupo regular de Perm(G/G").

Finalmente, G = D, |Dy| =8
[L:K]=[L:L|[L: K|=4|G",

lo cual implica que |G'| = 2. Entonces |G/G'| =4 y Perm(G/G") = S, como
en los casos anteriores. Sea N un subgrupo de orden 4 de A(G). Entonces

IN| = 4 = |G/G'|, asi que la regularidad de N se demuestra como en los
otros casos. Finalmente, es normalizado por A(G) porque tiene indice 2 en
AG). O

3.3.2. Estructuras de Hopf-Galois de grado 5

Nuestro objetivo ahora es analizar cuando una extension L/K con grado
5 admite una estructura de Hopf-Galois.Siguiendo el método de la seccion
anterior, es directo ver que si G # As, S5 entonces L/K es de Hopf-Galois
(Teorema 4.6 [10]). Nos centraremos en consecuencia en los casos G = As, S,
que resultaran no ser de Hopf-Galois.

Por el teorema del grado sabemos que [L : K] divide a [L : K] = |G|. En
este caso, como [L : K| = 5, deducimos que |G| es multiplo de 5. El resultado
que veremos a continuacion establece que si |G| > 20, entonces la extension
L/K no admite estructura de Hopf-Galois.

Primero demostraremos dos lemas que necesitaremos para la demostra-
cion de esto tltimo.

Definicién 3.25. Sean G un grupo y N un subgrupo de G. Definimos:

» EL centralizador de NenG es el subgrupo Centg(N) = {g € G| gn =
ngVne N}

» Elnormalizador de N en G es el subgrupo Normg(N) ={g € G |gNg™ =
N}

Lema 3.26. Sea G un grupo y sea N un subgrupo de G. Entonces, |Normg(N)|
divide a|Centg(N)||Aut(N)]

Demostracion. Consideremos la aplicacion

f: Normg(N) — Aut(N)
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v f(7)(n) = yny "

Esta aplicacion es un homomorfismo de grupos que actiia por conjugacion
ya que:

Fen)(n) = ypn(yp) ™ = ypmp 'y~ = F(9)(f()(n),
y esté bien definida porque si v € Normg(N), entonces yny~' € N para

todo n, por la propia definicién del normalizador.

Nuestro objetivo es aplicar el primer teorema de isomorfia a la aplicacién
f, luego verifiquemos que ker(f) = Centg(N). En efecto,

v € ker(f) <= f(y) = Ildy <= yny ' = npara todo n € N <= ~ € Centg(N).
Ahora, aplicando el primer teorema de isomorfia:
Normg(N)/Centg(N) = Im(f) < Aut(V).

Asi,
|[Normg (N)|

ZOMIGLL < Aut(N
Centg(M)] = AL

lo que implica que
|[Normg(N)| < |Cente(N)||Aut(N)].
]

A continuacion, introducimos la nociéon de opuesto de un grupo que ne-
cesitamos para el segundo lema técnico.

Definicion 3.27. Sea N un grupo cualquiera. El opuesto de N es el grupo
N°PP cuyo conjunto subyacente es N y cuya operaciéon binaria se define por
ab=10-a para a,b € N, donde - es la operaciéon binaria original de N.

Nota. Los grupos N y N°? son isomorfos ya que la aplicacion que envia cada
elemento de n € N a su inverso n~! es un isomorfismo de grupos.

Lema 3.28. (Lema 2.4.2 [10)])

Sea N un subgrupo reqular de S,. Entonces
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Centg, (N) ={¢, | 0 € N} = N°PP,

donde para todo o0 € N ei € {1,...,n}, ¢,(i) = pi(c(1)), y u; € N estd
determinado por p;(1) = i. Ademds, N°P? también es regular.

Demostracion. Sea N < S, un subgrupo regular, es decir, que actia de
manera simple y transitiva sobre {1,...,n}.

De aqui se deduce que |N| = n y que para cada ¢ hay un unico yu; € N
con ;(1) = 1.

Ahora, para cada o € N definimos

0o {L,....,n} = A{1,....n},  ¢,(i) = pi(o(1)).

Esta definicion esté bien dada ya que para cada i existe un unico p; y o(1)
es un elemento del conjunto {1,...,n}

Ahora queremos ver que ¢, € S,. Para ello veamos que es inyectiva,
ya que en conjuntos finitos esto muestra la biyectividad. Supongamos que

@5 (i) = do(j), es decir, pi(o(1)) = p;(o(1)).

Recordando que la accion de N es regular, cada elemento p € N esté com-
pletamente determinado por su imagen de 1, entonces p;(0(1)) = p;(o(1)).
lo que implica p; = 1; = 1 = j. Esto demuestra que es inyectiva y por lo
tanto biyectiva.

Verifiquemos que Centg, (N) = {¢, | 0 € N}. Sea ¢ € Centg, (N).
Nuevamente, por la simplicidad de la accién de evaluacion, existe una tnica
o € N tal que (1) = ¢(1). Por tanto, para todo i

¢(i) = ¢ o pi(1) = pi o p(1) = pi(o(1)) = do (i),

Donde hemos usado que ¢ conmuta con todos los pu;, ya que ¢ esté en el
centralizador. Entonces ¢ = ¢,, y ast:

Cents,(N) ={¢, : 0 € N}

Reciprocamente, sea 0 € N y veamos que ¢, € Centg, (N). Sea u € N.
Podemos probar que p o ¢, = ¢, © . Observamos que

popi(1) = (@) = e (1)
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para todo i € {1,...,n}, asi que p o y; = fi,(;). Por lo tanto, para todo ¢

p0 0o(i) = o pi(a(1)) = puw (o (1)) = ¢o 0 (i)
Obtenemos que ¢, conmuta con todos los elementos de N
Finalmente, probamos que Centg, (V) = N°PP. Definimos la aplicacion

$: N°PP — Centg, (N)
0 — @y

Entonces ® es sobreyectiva ya que antes demostramos que todo ¢ € Centg, (IN)

es de la forma ¢, para un tnico ¢ € N y claramente 0 # 7 = ¢, # ¢,, asi
que & es inyectiva. Ahora, dados o, 7 € N°PP y i € {1,...,n},

Proq (i) = pi(T 0 0(1)) = pi 0 7(0(1)) = ¢o(pi(7(1))) = @5 © ¢~ (i),

asi que

@(O‘ © T) = Qrog = G5 © O7 = (I)(U) © (I)(T)

Por lo tanto, ® es un isomorfismo de grupos.

Resta comprobar que N°PP es regular.Para ver esto, supongamos que ¢,
esté en el estabilizador de 1, es decir, ¢, (i) = 7, lo que implica

pi(o(1)) = ¢o(i) =i = pi(1).

Como p; es biyectiva, o(1) = 1. Pero o esta completamente determinada
por o(1), asi que 0 = 1. Entonces, Stayops (i) es trivial y ademés, como tiene
orden n, tenemos que es regular y obtenemos que el centralizador Centg, (N)
es isomorfo a NP y que es regular. O

Proposiciéon 3.29. ([10] Corolario 4.8) Sea L/K una extension separable
de grado 5 con G = As o0 a S5. Entonces L/K no es Hopf-Galois.

Demostracion. Vamos a razonar por reduccion al absurdo. Supongamos que
G = As o que G = S5y que L/K tiene una estructura de Hopf-Galois.

Por el teorema de Greither-Pareigis, esto equivale a la existencia de algin
subgrupo regular N de Perm(G/G’) normalizado por A(G). Como tenemos
|G/G'| =5, Perm(G/G") = Ss.
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Como N es regular, [N| = |G/G’| = 5 entonces N es ciclico. Ahora,
usando los lemas anteriores

|INormg,(N)| < |Centgs, (N)||Aut(N)| = |[N?P||Aut(N)| =5 -4 = 20.

Ya que
» |Centg, (N)| = |NP?| = |N| =5.

w Aut(N) = Aut(C;) = Cy ya que los automorfismos de un grupo ciclico
de orden primo son las unidades de Z, = C,_;.

Pero |[Normg,(N)| > |G| porque A(G) C Normg,(N). Por hipotesis,
G = A5 0 G = Ss, lo que implica que |G| > 20, lo cual es una contradiccion.

Por tanto no es de Hopf-Galois ]

Nota. Con estos argumentos junto con alguna otra estimaciéon se puede ge-
neralizar el teorema anterior a grado mayor que 5: Si L/K es separable con

[L: K] >5yG=A, oS, entonces no es de Hopf-Galois (Corolario 4.8

[10]).

3.4. Traduccion de Byott

En este punto ya hemos conseguido una técnica que nos proporciona una
manera de determinar todas las estructuras de Hopf-Galois de una extension
L/K finita y separable. Esto se lo debemos a Cornelius Greither y Bodo Pa-
reigis, que establecieron una correspondencia biyectiva entre las estructuras
de Hopf-Galois y los subgrupos de Perm(X) normalizados por A(G), donde
consideramos L la clausura normal de L, G’ = Gal(L/L), G = Gal(L/K) y
X =G/G.

Como ya habfamos adelantado, Greither-Pareigis proponen una solucién
poco eficiente, pues el nimero de grupos regulares crece mucho con n = [L :
K], y se puede volver muy tedioso encontrarlos todos. Para ello el matemético
Nigel P. Byott introdujo en [2] una técnica que solucioné este problema, que
recibe el nombre de traduccion de Byott. Esta técnica nos permitira clasificar
las estructuras de Hopf-Galois de L /K con un menor nimero de célculos.

Para ello, vamos a trasladar el problema de buscar un subgrupo regular
N de Perm(X) a buscarlos sobre Perm(N) que es un grupo mucho mas
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manejable y nos permitira describir completamente las estructuras de Hopf-
Galois de L/ K en términos de grupos. Veamos como hacemos esta traduccion:
Primero definimos igual que con G las siguientes aplicaciones:

A: N — Perm(N)
v daw)(p) = vou

p: N — Perm(N)
v pa(v)(p) = pov™
que son inyectivas y generan una copia de N en Perm(N).
Como N es un subgrupo regular de Perm(G), tenemos que la aplicacion
b: N —G
v—v(l)

es biyectiva. Esto nos permite trasladar el estudio de permutaciones de G a
permutaciones de N e induce un isomorfismo en la siguiente aplicacion:

¢ : Perm(G) — Perm(N)
T—=blomob

Entonces, dado v, u € N tenemos que

p()(n) = b~ 0w ob(u) = b (v o u(1)) = v o = Ay (v)(n).

Acabamos de ver que ¢(v) = Ay(v) para todo v € N. Con esto, somos
capaces de transformar cualquier acciéon sobre GG a una acciéon sobre N. En
particular, tenemos que p(N) = Ay(N).

Sea Gy = p(A¢(G)), como ¢ es un isomorfismo, tenemos que N = Ay (N)
y Aa(G) = Gy. Por tanto, N esté normalizado por Ag(G) si y solo si Ay(N)
estéd normalizado por Gj.

Definicién 3.30. Definimos el holomorfo de N como el normalizador de
An(N) en Perm(N), esto es,

Hol(N) = {¢ € Perm(N) | pA\(N)p™ ' = A(N)}.



3.4 Traduccion de Byott 87

Por tanto, N estd normalizado por Ag(G) si y solo si Gy C Hol(N).
Pero Gy C Hol(N) es equivalente a la existencia de una inclusion 8 : G —
HOol(N). Esta es la idea que hay detréas del teorema de Byott.

La siguiente proposicion nos da una manera de caracterizar Hol(N)

Definiciéon 3.31. Sean N y H dos subgrupos de G. Decimos que G es pro-
ducto semidirecto de Ny H, G = N x H, si:

N<G, NnH={l1} y N-H=G

Proposicion 3.32. ([4l/ Proposicion 7.2) Hol(N) = py(N) x Aut(N).

Nota. Aunque escribimos Hol(N) = p(N) x Aut(N), en la demostracion
escribiremos p(n) o a para indicar como actia cada elemento sobre N.

Demostracion. Probemos primero la primera inclusion p(N) x Aut(N) C
Hol(N)

Veamos que V p(n) € p(N)y a € Aut(N) ¢ = p(n)oa € Hol(N) lo que
quiere decir que @ o p(m) o=t € p(N),

1

pop(m)oy™ =p(n)oaocp(m)oa

op(n)™

Podemos reescribir oo p(m) o a™! si vemos como actiia sobre x € N:

(a0 p(m)oa)(z) =ala (z)m™") =z a(m)™" = p(a(m))(z)

Donde hemos usado p(n)(m) = mn~".
Entonces:

-1

pop(m)oy™ = p(n)opla(m))opn™") = pna(m)n™) € p(N)

va que si evaluamos p(n) o p(a(m)) o p(n~1) en z € N,
p(n) o pla(m)) o p(n~")(x) = p(n) o pla(m))(en) = p(n)((zn)a(m)™)
= ((zn)a(m) Hn~! = zna(m) 'n".
Por tanto pp(m)p~! € p(N) para todo m € N y entonces p € Hol(N).
Veamos la otra contencion Hol(N) C p(N) o Aut(N).
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Supongamos m € Hol(N). Entonces para todo n € N se tiene que
7A(n)m~t € A(N). Como Ay es inyectiva, esto significa que existe un tnico
v(n) € N tal que 7A(n)m! = A(y(n)).

v : N — N definida por v(n) como la tnica que wA(n)7r~! = A(y(n))
que como esta definida por conjugacion se cumple que es un automorfismo.
Lo comprobamos.

Es homomorfismo:

Es biyectiva:

Definimos la inversa y~! : N — N por v }(n) = v 'A(n)y y compone-
mos

Yy ) = (v AT = (DAY () =,

y analogamente para v~ 1.
Efectivamente es un homomorfismo biyectivo, es decir, un automorfismo.

Ahora evaluamos

= p(n(e)™)(v(n)) € p(N) o Aut(N).
m
Veamos ahora el teorema de Byott, que establece una correspondencia

biyectiva entre las inclusiones a : N —— Perm(X)y 5 : G — Perm(N) de
manera que 5(G") = Stan(1).

Teorema 3.33 (Byott). (Teorema 7.3 [4]) Sean G y G’ grupos finitos con
G' C G y pongamos X = G/G'. Sea N un grupo tal que |N| = |X|. Existe
una biyeccion entre los conjuntos:

N ={a: N+—— Perm(X) | « homomor fismo inyectivo, a(N) regular},

G ={B8: G+~ Perm(N) | B homomor fismo inyectivo, 3(G') = Stan(1)}.
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Bajo esta biyeccion, si « € N se corresponde con B € G, entonces a(N) estd
normalizado por \(G) si y solo si B(G') estd contenido en Hol(N).

Demostracion. En este caso, no vamos a explicitar la demostracion ya que es
muy extensa, pero daremos la idea principal. Se puede encontrar la demos-
tracion detallada en [4] Teorema 7.3

El objetivo es encontrar una aplicacién biyectiva ® : N' — G, mediante
la composicién de de otras tres biyecciones.

La primera se construye tomando oo € N. Y se crea la biyeccion a(N) —
a(N) -1 que demuestra que X = a(N) - 1.

Esta biyeccién induce otra a : N — X, que a su vez induce un iso-
morfismo C(a) : Perm(N) — Perm(X). Ahora componiendo la inversa de
C(a) y la aplicacion A : G — Perm(X) que ya conocemos obtenemos la
biyeccion ¢ buscada.

]

Vamos a ilustrar el teorema con un ejemplo sencillo.

Ejemplo 3.34. (Daniel Gil Mutioz) Sea L/K una extension separable de
grado 4, [L : K] =4, y supongamos que [L : K] = 12 donde L es la clausura
normal de L/K.

G = Gal(L/K) tiene cardinal 12. Sea G’ = Gal(L/L), tenemos que

[Z:K]_12_3
L:K] 4 7

G =

Por tanto G/G’ es de orden 4 y entonces Perm(G/G') = S,

Ahora vamos a aplicar el teorema de Greither-Pareigis con la traduccion
de Byott que nos dice que hay una biyecciéon entre las estructuras de Hopf-
Galois de L/K y los homomorfismos inyectivos de grupos 5 : G — Hol(N) C
Perm(N) tal que B(G’') = Stay(1) con N un grupo tal que |[N| = |G/G|

Los subgrupos de orden 4 de Sy son Cy y Cy x (5. Calculamos ahora
Hol(N) en ambos casos:

u N:C47
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Hol(Cy) = Cy x Cy ya que Aut(Cy) = Oy,
|Hol(Cy)] =4-2 =38,

Entonces para que C; defina una estructura de Hopf-Galois G deberia
poder inyectarse en Hol(N) lo cual es imposible ya que |G| = 12.

s N =C5 x (s,
Hol(Cy x Cy) = (Cy x Cs) x S5 ya que Aut(Cy x Cy) = Ss.

En este caso si que podemos inyectar G en Hol(Cy x C3) ya que
|[Hol(Cy x Cy)| =4-6 = 24.

Falta ver que Stag(1) = G', que es lo mismo que comprobar que Stay(G') =
B(G") ya que identificamos N y G /G’ via 5.

Tenemos que G actia sobre G /G’ por multiplicacion a izquierda, es decir,
g (xG") = (gz)G" para todo g,z € G.

Ahora si consideramos * = 1 tenemos que 1-G = G’ € G/G'. Su
estabilizador esta formado por los g € G tal que ¢G' = G'.

Esto ocurrira si g € G’ que gG’ = hG" si y solo si g~ th € G'. Por tanto,
Stag(l) ={9 e G|g9G' =G} =G"

Por tanto, la extension L/K tiene una tnica estructura de Hopf-Galois, dada
por Cy x Cy

3.4.1. Contando estructuras de Hopf-Galois

Ya sabemos como encontrar todas las estructuras de Hopf-Galois de una
extension sin tener que hacer muchos calculos. Ahora vamos a ver una ma-
nera de contar esas estructuras sin distinguir entre isomorfismos, es decir, si
tenemos dos subgrupos N, N’ de Perm(X) isomorfos, contaremos una tnica
estructura de Hopf-Galois.

Para ello, agruparemos los subgrupos N por clases de isomorfismo. Esta
clasificacion nos permitira organizar las estructuras de Hopf-Galois de L/K
segun el tipo de grupo N al que estan asociadas. Asi llegaremos al ntmero
real de estructuras que tiene la extension.
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Denotamos por e(G,G’, N') la cantidad de subgrupos de Perm(X) iso-
morfos a N que son regulares y estdn normalizados por A\g. Por el teorema
de Greither-Pareigis, esta cantidad es exactamente el niimero de estructuras
de Hopf-Galois de tipo V.

Llamemos S al grupo de isomorfismos de todos los grupos de orden | X|,
entonces el nimero total de estructuras de Hopf-Galois de la extension L/ K
esta dado por:

Z e(G,G',N).

[NleS
Sabemos teoricamente lo que es e(G,G’, N) pero necesitamos saber cuél es
su valor numérico; por eso, nuestro siguiente paso es contar cuantos grupos
isomorfos a N hay.

Sea ¢'(G,G', N) el conjunto de subgrupos H de Hol(N) tal que hay un
isomorfismo de G a H que envia G’ al estabilizador de 1 en H.

Proposicion 3.35. Sea L/K una extension separable y sea N un grupo de
orden |X|. Entonces,

, Aut(G, G|,
€<G7G7N):W6<G7G7N)7

donde Aut(g,G') = {p € G| o(G') = G'}.

Demostracion. Denotemos
N ={a: N — Perm(X) | @« homomorfismo inyectivo, a(N) regular},

G ={08: G — Hol(N) | # homomorfismo inyectivo , 3(G") = Stan(1)}.

Por el teorema de Byott, estos dos conjuntos son biyectivos. Dado o € N,
a(N) es un subgrupo regular de Perm(X) normalizado por A\(G), todos esos
subgrupos son de esta forma y su cantidad total es e(G,G’, N).

Dos elementos «, @’ € A dan lugar al mismo subgrupo si y solo si a~! o

o' € Aut(N), ya que si a(N) = o/(N), entonces existe ¢ € Aut(N) tal que
o = ao p. Entonces, |N| = |Aut(N)|e(G,G', N).

De manera similar, dada 5 € G, 5(G) es un subgrupo de Hol(N) que
envia G’ al estabilizador de 1 en B(G). El namero total de subgrupos de
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este tipo es €/(G,G’, N). Ademas, por lo mismo que antes, si 3,5’ € G dan
lugar al mismo subgrupo, entonces 37! o 8/ € Aut(G,G’). Luego, |G| =
|Aut(G,G")| €' (G,G', N).

Juntando las dos igualdades que hemos calculado, obtenemos

|[Aut(G,G")|

(GG N) = TRy

¢(G, G, N).
0

Asi, obtenemos un conteo explicito del nimero de estructuras de Hopf-
Galois.

Corolario 3.36. Sea L/K una extension separable. El nimero de estructuras
de Hopf-Galois de L/ K es

|[Aut(G, G")| G ), ,
[NZ CAut(N)| (GG N).

Vamos a ver un ejemplo concreto del uso de este teorema.

Ejemplo 3.37. (Daniel Gil Mufioz) Sea L/K una extension de cuerpos de
grado 3, [L : K] = 3 con clausura normal L tal que [L : K] = 6, G =
Gal(L/K) = S3. Entonces G’ = Gal(L/L) = Cy, lo que implica que |G/G'| =
3.

Lo primero que vamos a hacer es buscar los posibles N. En este caso,
|IN| = |G/G'| = 3, luego el tnico candidato es el grupo ciclico de orden 3,
Cs.

Ahora contaremos los automorfismos de G que dejan fijos G’. Tenemos
que S3 = {(12), (23), (13), (123), (132),id} y Cy = {id, (12)}; como los auto-
morfismos de S3 estan definidos por conjugacion, los tinicos que dejan fijo Cy
son los formados por id y por (12). Luego |Aut(G,G")| = 2.

El siguiente paso es calcular |Aut(N)|. Esto es facil ya que |Aut(N)| =
©(|N|), donde ¢ es la funcion de Euler. Por tanto, |Aut(C3)| = ¢(3) = 2.

Por tltimo, antes de aplicar la férmula, tenemos que encontrar los mo-
nomorfismos 5 : S3 — Hol(C}3) tales que B(G’) = Stac,(1). Sabemos que
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Hol(C3) = C3 x Cy = S5, luego buscamos las inyecciones [ : S3 — S3 tales
que B(Cy) = Stac,(1).

En S5 hay 3 subgrupos de orden 2, pero solo uno que fija el 1. Luego
¢(G,G',N) = 2, ya que evidentemente la identidad también fija el 1.

Ahora, aplicando la féormula, tenemos:

|Aut(G, G|, . ., 2

ikt kA4 N)=2Z
2 Aut)] ¢ @GN =35
[N]eS

-2=2.
Luego concluimos que tenemos 2 estructuras de Hopf-Galois para esta exten-
sion.

Este ejemplo nos muestra que para un mismo subgrupo normalizado
N, podemos tener distintas estructuras de Hopf-Galois. Esto es debido a
que puede haber distintas maneras de inyectar G en Hol(N), de forma que
B(G") = Stay(1). Por ello, en este caso, aunque tenemos un tnico subgrupo
N, tenemos 2 estructuras de Hopf-Galois.

Para concluir esta memoria, vamos a comentar tres consecuencias de los
potentes resultados de Greither-Pareigis y Byott, relacionadas con el nimero
de estructuras de Hopf-Galois de una extension y con la imposibilidad de
conseguir una correspondencia biyectiva en general con el reticulo de sub-
cuerpos:

1) Extensiones de Galois con mas de una estructura de Hopf-Galois:

A lo largo del trabajo hemos visto que si tenemos una extension L/K que
es Galois, con grupo de Galois (G, esta tiene una estructura de Hopf-Galois
natural, que obtenemos tomando su algebra de grupo asociada K[G|. Pero
no tiene por qué ser la tnica estructura Hopf-Galois que tenga la extension.
Usando el teorema de Greither-Pareigis se ve claro, ya que dice que hay una
biyeccion entre los subgrupos de Perm(G/G’) normalizados por A(G) y las
estructuras de Hopf-Galois. Lo que ocurre es que cuando la extension es de
Galois, G es uno de esos subgrupos, pero no tiene por qué ser tnico. Veamos
un ejemplo sencillo.

Ejemplo 3.38. (Seccion 2.2 [16]) Partamos del ejemplo[1.37, donde tenemos
la extensién de cuerpos Q(\/ﬁ, \/3) /Q, que es una extension de Galois con
grupo de Galois GG isomorfo al grupo de Klein. Aqui, tenemos que mediante
A : G — Perm(G), podemos identificar G con Sj.
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Ahora, vamos a buscar las estructuras de Hopf-Galois de L/K, haciendo
uso del teorema de Greither-Pareigis, es decir, buscamos los subgrupos N
de S; normalizados por el grupo de Klein Zy X Z,. Tomando N = Zgy X Zs,
obtenemos la estructura clasica de Galois que corresponde al &lgebra de grupo
K|[G], pero este no es el unico subgrupo, tenemos también:

Ny = <(1’273>4)>’ Ny = <(1>372a4)>7 N3 = <<1’37273)>a

que estan normalizados por Zgy X Zs.
2) Estructura de Hopf-Galois con correspondencia no biyectiva:

Ahora, siguiendo los pasos que hemos dado en el ejemplo [3.23], construi-
mos el 4lgebra de Hopf asociada al subgrupo Ny, es decir, H = L[N,|¢ =
(1,62, 91 + g3, v2(g91 — ¢3)), donde g; = (1,2,3,4). Este algebra de Hopf tie-
ne una unica subalgebra de Hopf, que corresponde al tnico subgrupo de NV,
generado por g7. En este ejemplo, el teorema fundamental no se cumple en
su forma fuerte, ya que con el dlgebra de Hopf asociada a N; el reticulo de

cuerpos queda:

]
Q(T@
Q(v2,V3)

3) Extensiones de Galois sin méas estructuras de Hopf-Galois:

Hay veces que la extension, cuando es de Galois, si que tiene una tnica
estructura de Hopf-Galois. ;Cuando ocurre esto? La respuesta estd en el
teorema de unicidad de Byott, que dice:

Teorema 3.39. Una extension de Galois L/K con grupo de Galois G tal
que |G| = n tiene una unica estructura de Hopf-Galois si y solo si |G| es
un nimero de Burnside, es decir, cumple que m.c.d(n,p(n)) = 1, con ¢ la
funcion de FEuler.

Este es el teorema principal de [2] y se demuestra usando el corolario
9,00
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