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Resumen

El estudio de los problemas de autovalores y autovectores de una ma-
triz es fundamental en el ambito del algebra lineal numérica, especialmente
en el contexto donde las matrices involucradas son de gran tamano o pre-
sentan una estructura dispersa. El presente trabajo se centra en el andlisis
de los principales métodos numéricos empleados para abordar estos proble-
mas. Inicialmente se revisaran conceptos clave como subespacios de Krylov
y se desarrollaran técnicas clasicas como el algoritmo QR. Una parte central
del trabajo se dedica al proceso de Lanczos, método disenado para matrices
simétricas, destacando su formulacion, propiedades, limitaciones y variantes,
como la reortogonalizacién completa. Asimismo, se abordan también méto-
dos disenados para matrices no simétricas, entre ellos el proceso de Arnoldi
y el algoritmo Krylov - Schur.

Palabras clave: Subespacios de Krylov; algoritmo QR caso simétrico y caso
no simétrico; proceso de Lanczos y proceso de Arnoldi.

Abstract

The study of eigenvalue and eigenvector problems of a matrix is funda-
mental in the field of numerical linear algebra, especially in contexts whe-
re the matrices involved are large or have a sparse structure. This Degree
Thesis focuses on the analysis of the main numerical methods used to ad-
dress these problems. Initially, key concepts such as Krylov subspaces are
reviewed, and classical techniques such as the QR algorithm are developed.
A central part of the work is dedicated to the Lanczos process, a method
designed for symmetric matrices, highlighting its formulation, properties, li-
mitations, and variants such as full reorthogonalization. Methods designed
for non-symmetric matrices are also covered, including the Arnoldi process
and the Krylov-Schur algorithm.

Key words: Krylov subspaces; QR algorithm in the symmetric and non-
symmetric case; Lanczos process and Arnoldi process.
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Introduccion

La presente memoria tiene por objetivo el estudio técnico de los principa-
les algoritmos numéricos para la aproximacién de los autovalores/autovectores
de grandes matrices dispersas. En los estudios del Grado de Matematicas se
estudian los métodos basicos para el problema de autovalores de matrices
llenas, que culminan con la presentacién del algoritmo QR para matrices
generales.

En las aplicaciones, es comun el interés en aproximar unos pocos auto-
valores de grandes matrices dispersas que provienen de la discretizacion de
problemas de autovalores de ecuaciones en derivadas parciales. El gran ta-
mano de estas matrices impide un tratamiento numérico del problema basado
en transformaciones ortogonales de la matriz del problema, dado que estas
transformaciones destruyen el caracter disperso de las mismas. Es por ello
de interés el uso de métodos que se basen exclusivamente en el calculo del
producto matriz por vector, que puede hacerse muy eficiente si se explotan
los elementos cero de la matriz.

La idea basica para el problema de autovalores de una matriz simétrica
es el llamado proceso de tridiagonalizacion de Lanczos, que se generaliza al
algoritmo de Arnoldi cuando la matriz A es general. Esta memoria culmina
con la introduccion de estos procesos y el estudio (no completo) de algunas
de las técnicas que deben observarse en su implementacion.

Los capitulos 1 y 2 recogen algunos resultados generales sobre el problema
de autovalores. En particular, presentamos la teoria minimax de Courant-
Fischer para la caracterizacion de los autovalores de una matriz simétrica,
que servira posteriormente para motivar el proceso simétrico de Lanczos. El
capitulo también presenta el algoritmo QR, tanto el caso simétrico como no
simétrico, como punto de partida para los algoritmos de los capitulos 3 y 4.
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En el capitulo 3 se introduce de forma motivada el proceso de Lanczos
simétrico para matrices simétricas. La importancia del caso simétrico es la
disponibilidad de una teoria de convergencia, debida a Kaniel, Saad y Page,
que no desarrollamos por una complejidad técnica pero que enfatizamos dan-
do los resultados principales. Terminamos el capitulo con la consideracién de
algunos detalles de interés para la implementacion practica.

Por tltimo, el capitulo 4 se centra en el algoritmo de Arnoldi, fundamento
del software ARPACK para el problema de autovalores para matrices no
simétricas, y que se implementa por ejemplo en la funciéon eigs de Matlab.
La principal técnica del software ARPACK es el rearranque del proceso de
Arnoldi cuando los vectores generados van perdiendo su ortgonalidad.

Todos los resultados presentados se basan en Golub - Van Loan ([2]) y
en ARPACK ([3]), aunque se han revisado otras referencias como Saad ([9])
o Van der Vorst ([10]). El 4rea de investigacién es demasiado amplio para los
objetivos de esta memoria y nos hemos conformado con una seleccién de los
resultados mas importantes.



Capitulo 1

Conceptos basicos y
fundamentales

En este capitulo se presentan los conceptos esenciales necesarios para
abordar el estudio de los métodos de espacios de Krylov aplicados a la apro-
ximacion de autovalores de matrices. Estos fundamentos tedricos y matemaéti-
cos forman la base conceptual sobre la que se desarrolla este trabajo de fin
de grado.

Dado que los métodos de espacios de Krylov se sitian en la interseccion
del algebra lineal numérica y la resolucion eficiente de problemas de valores
propios, es crucial establecer un marco tedrico claro. Por ello, comenzaremos
revisando nociones basicas de dlgebra lineal, como autovalores, autovectores
y sus propiedades asociadas, ya estudiadas en el Grado, con el objetivo de ir
fijando las notaciones que utilizaremos. Ademads, introduciremos el concepto
de subespacios de Krylov, que constituye el nicleo de los métodos tratados
en este estudio.

El capitulo también incluird una discusion sobre las propiedades de las
matrices, tales como simetria, diagonalizacién y factorizacion, que son espe-
cialmente relevantes para el desarrollo de los algoritmos basados en espacios
de Krylov. Asimismo, se abordaran aspectos tedricos como la convergencia de
las aproximaciones y la importancia de la estructura espectral de una matriz
en el diseno y analisis de los métodos numéricos.

Al proporcionar esta base tedrica, se busca dotar al lector de las herra-
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mientas necesarias para comprender en profundidad los métodos desarrolla-
dos en los capitulos posteriores, estableciendo asi un puente entre los princi-
pios fundamentales y su aplicacién en la resolucion de problemas practicos.

1.1. Matrices relevantes

Definicién 1.1. Sea A € R™*". Se dice que A es una matriz dispersa si
la mayoria de sus elementos son cero, es decir, si la proporcion de elemen-
tos no nulos es significativamente menor que el ntimero total de elementos.
Usualmente se asume que el nimero de elementos no nulos de A es O(n) 6

O(m).

Definicién 1.2. Se dice que @ € R™*" es una matriz ortogonal cuando

Q"Q=1, QQ'=1I,

siendo I, e I,,, las matrices identidad de dimensiones n X n y m X m respec-
tivamente.

SiQ =1[q | | ¢ ] es una matriz ortogonal m X n, con m > n, entonces
las columnas ¢; forman un sistema ortonormal de vectores que siempre es
posible extender a una base ortonormal completa {qi, ... , ¢n, Gns1, --- , Gm } de
R™.

Definicién 1.3. Una matriz A € R™*" es simétrica si
AT = A,

Son matrices con propiedades espectrales especiales como que todos sus au-
tovalores son reales y los correspondientes autovectores son ortogonales y
forman una base de R™.

Notese que si A € R™ " es una matriz simétrica, entonces

An(A4) <+ < Ni(A)

denota el conjunto de autovalores de A ordenado de manera creciente e in-
cluyendo un autovalor tantas veces como su multiplicidad.
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Definicién 1.4. Sea v € R"™ un vector no nulo. Se denomina matriz de
Householder a la matriz P € R™™" de la forma

2
P=1-pvw" conf=—.
VU

También se conoce a esta matriz P como reflector de Householder o trans-
formacion de Householder.

Definicién 1.5. Dados un par de indices i, k, con 1 < i < k < n y un angulo
0 € R, se define la matriz de Givens como

1 «««+ 0 - 0 --- 0
0 c S 0
0 —s c 0
K 0 0 1|

donde ¢ = cos(f) y s = sin(6).

Una rotacion de Givens es una perturbacion de rango 2 de la matriz
identidad, salvo que 8 = 0, en cuyo caso la rotacion de Givens coincide con
la identidad.

Estas transformaciones son ortogonales

Definicién 1.6. Se dice que una matriz H € R"*" tiene forma de Hessenberg
superior si h;; = 0 siempre que ¢ > j + 1.

NOTACION: Una forma de especificar una fila o columna de una matriz
es con la notacién de “punto y coma” como se muestra a continuacién:

Sea A € R™*" entonces A(k,:)y A(:, k) designan respectivamente la k-ésima
fila y columna de la matriz A, es decir,

A1k

Ak
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1.2. Autovalores y autovectores.

Definicién 1.7. Sea A € R" ™. Los autovalores de A son los ceros del poli-
nomio caracteristico

p(z) = det(A — xI).

Al conjunto de todos los autovalores A de A se le denomina espectro de A 'y
se le denota por

A(A) = {) € R|det(4 — AI) = 0}.

Dado A € A(A), a los vectores no nulos X tales que Ax = AX se les denomina
autovectores de A asociados a .

Definiciéon 1.8. Si A € R™" tiene n autovectores independientes x4, ..., z, y
Az; = Nz, para cada i € {1,...,n}, entonces se dice que A es diagonalizable.
En forma matricial,

X=la || ],

es invertible, y ademés

XTAX = diag(A, ..., ).

En el caso general, podemos esperar en el mejor de los casos una reduccion
a una forma tridiagonal superior utilizando transformaciones unitarias. Es lo
que llamamos la descomposicion de Schur de una matriz.
SiQ =[qi| | ¢.] en la descomposicién de Schur, a los vectores ¢;, con
t=1,...,n, se les denominan vectores de Schur.

A continuacién enunciamos un lema necesario para la prueba de resulta-
dos posteriores.

NOTACION:

» ran(Qg) = span{q, ..., ¢, } denota el subespacio generado por las co-
lumnas de Q).

» rank(Qy) = rg(Qx).
Lema 1.9. Sean A € C"" B € CP*P y X € C™*P tales que

AX = XB, rank(X) = p.
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Entonces, exriste una matriz unitaria QQ € C™*" tal que

T | 0 |
QHAQ == T - 0 Al n—p
p n—p

y AM(T11) = A(A) N A(B).

Teorema 1.10 (Descomposiciéon de Schur). Sea A € C"*", entonces
existe una matriz unitaria Q € C"*" tal que

QTAQ=T=D+N,

donde D = diag(A1, ..., \n) y N € C"*™ es estrictamente triangular superior.
Ademds, @ puede elegirse de manera que los autovalores \; aparezcan en
cualquier orden a lo largo de la diagonal.

Demostracion. Razonamos por induccién sobre n.

» Paran =1, tenemos que A € C*! = A =\
De este modo, cualquier matriz unitaria Q € C**!, es decir, cualquier
nimero complejo de valor absoluto 1, verifica que

QTAQ = )
» Lo suponemos cierto para n — 1, es decir, para A € C~D*(=1) existe
una matriz unitaria Q € C=D*"=1 ta] que
Q7AQ =T, con T triangular superior. (H.T)

= Lo probamos para n. Como A € C™", por el Teorema Fundamental
del Algebra sabemos que A tiene al menos un autovalor A y existe un
autovector x, con x # 0, tal que Ax = A\z.
Aplicando el Lema 1.9 con B = (\), podemos garantizar que existe una
matriz unitaria U € C™*"™ tal que

UAU = {%} :H (1.1)

1 n—-1



6 1.2. Autovalores y autovectores.

es una matriz triangular superior.
Como C € C=Dx(=1 por (H.I) sabemos que existe una matriz uni-
taria U € C=Dx(=1 ta] que UTCU es una matriz triangular superior.
Construyamos ahora, a partir de U y U, la matriz unitaria Q.
Definamos ) como

Q = U - diag(1,0),
donde diag(l,U ) es la matriz diagonal por bloques que tiene en el
primer bloque un 1 y en el segundo bloque a U.
Observamos que () es unitaria por ser producto de matrices unitarias.
Finalmente, veamos que Q7 AQ es triangular superior.

Q7T AQ = (U - diag(1, U))HA (U - diag(1, U)) =
= diag(1, 0)# (UTAU) diag(1, 0).
Entonces, teniendo en cuenta (1.1)
H Hp)
0= [y [ate] o] - [ ]
y hemos visto ya que UHCU es una matriz triangular superior, luego
Q" AQ = T triangular superior con ) € C™*",

]

Corolario 1.11 (Descomposiciéon de Schur Simétrica). Si A € R"*" es
simétrica, entonces existe un matriz ortogonal real Q) tal que

QTAQ = A = diag(\y, ..., \y).

Demostracion. Sean Ay € AM(A) y © € C" el autovector unitario asociado a
A1, es decir, Az = Az, con ||z = 1.

Sabemos que \; = 27 Az, siendo 2% el vector traspuesto conjugado de .
Ademds, como A es simétrica (y real) A = AT, luego

N =2l Az = o7 Az,

lo que nos garantiza que A; € R, y podemos asumir que z € R".
Sea P, € R™" la matriz de Householder tal que Pz = e; = I,(:, 1).
Entonces, como Ax = Az, se tiene que

(PFAP)(PI'z) = \(Plz) = (PTAP))e; = \iey
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Esto lo que nos dice es que la primera columna de la matriz Pl AP, es
multiplo de e;.
Como A es simétrica y P, es ortogonal, PL AP es simétrica, luego tiene que
ser de la forma

aq 0

PIAP = { 0 T4

} . con A; € Rv-Dx(n—1),

Ademas, la matriz A; sigue siendo simétrica por ser A simétrica.
Razonando por induccién, podemos asumir que existe una matriz ortogonal
Q € RO=Dx(=1) ta] que QT A;Q; = A, es diagonal.

Por lo tanto, al combinarlo con lo anterior se tiene que

O AQ = A, siendonLl) CﬂyA:ﬁ; ﬂ
1 1
0

La simetria nos garantiza que todos los autovalores de una matriz A son
reales y que existe una base ortonormal de autovectores reales.

1.3. Subespacios de Krylov

Definicién 1.12. Dada una matriz A € R™*" y un vector v € R", se llama
espacio de Krylov de dimension k al subespacio generado por los primeros k
vectores generados por la sucesién v, Av, A%v, ..., y se denota por

K(A,v, k) = span{v, A%, ..., AF "o}

Propiedades 1.13. Veamos a continuacion algunas propiedades importantes
de los subespacios de Krylov:

s Dado que la matriz A es cuadrada de orden n, la dimension del espacio
de Krylov no puede superar n, es decir, dim(K(A, v, k)) < n.

= Si los vectores que se generan son linealmente dependientes, el espacio
de Krylov se estabiliza, es decir, K(A,v, k) = K(A,v,k+1), para algin
k<n.
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= El menor entero k para el cual los vectores generados se vuelven li-
nealmente dependientes es deg(pa(v)) = k, siendo pa(v) el polinomio
minimo de v.

Los subespacios de Krylov no son mas que los espacios generados por las
columnas de matrices de Krylov, que se definen a continuacion.

Definicién 1.14. Dada una matriz A € R™*" y un vector v € R", se deno-
minan matrices de Krylov a las matrices de la forma

K(Av, k)= [v|Av|---| A ] e RV

Propiedades 1.15. St k < n y los vectores que generan el subespacio de
Krylov son linealmente independientes, entonces ran(K (A, v, k)) = k. Si por
el contrario k > n, las columnas de la matriz son linealmente dependientes.



Capitulo 2

Problema de autovalores

El problema de autovalores, en particular el caso simétrico, es uno de
los problemas computacionales mas tratables y elegantes en algebra lineal
numérica. En este capitulo se abordan distintos métodos y algoritmos desti-
nados a su resoluciéon. Comenzamos con una breve discusion de las propie-
dades matematicas que subyacen a los algoritmos que siguen.

En las secciones 2.1 y 2.2 se introducen las propiedades fundamentales
junto con métodos iterativos clasicos como el método de la potencia. A partir
de estas bases, nos centramos en el algoritmo QR, distinguiendo entre el caso
simétrico y el no simétrico.

La seccion 2.3 esta dedicada al caso simétrico del algoritmo QR. Se pro-
fundiza en las propiedades de la descomposicién tridiagonal, apoyandose en
resultados tedricos clave, y se presentara también una version implicita del
algoritmo QR con desplazamiento, que permite mejorar la eficiencia numérica
en matrices simétricas.

Por 1ltimo, la seccién 2.4 aborda el caso no simétrico del algoritmo QR,
donde el problema es mas complejo y se requieren herramientas mas especifi-
cas. Se introducen conceptos como la deflacién y la reducciéon a forma de
Hessenberg, vy se desarrolla de forma detallada la estrategia de doble des-
plazamiento implicito mediante el paso QR de Francis, finalizando con la
exposicion del procedimiento general para obtener la forma de Schur real.
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2.1. Propiedades y descomposiciones

En esta seccién resumimos las matematicas necesarias para descubrir y
analizar algoritmos para el problema de autovalores simétricos.

2.1.1. Awutovalores y autovectores

Definicién 2.1. Sean A € R™*" una matriz simétrica y X € R™ un vector
no nulo. Se denomina cociente de Rayleigh de x al escalar
T Ax

r(x) = p

Propiedades 2.2. Veamos a continuacion algunas propiedades del cociente
de Rayleigh:

s Dado q; autovector de A asociado a N\;, se tiene que

QiTqi

= Para cualquier otro vector y el valor del cociente de Rayleigh estd aco-
tado por los autovalores de A. Mds en concreto se tiene que

An(A) < r(y) < Mi(A),

siendo respectivamente N, y A\ el menor y el mayor autovalor de A,
puesto que A es simétrica.

El mayor y el menor autovalor de una matriz simétrica satisfacen

T Az
Amax = MAa 2.1
e 2
y T4
i X
Amin = mi . 2.2
o (2:2)

El teorema siguiente nos dice que el k-ésimo autovalor de A se obtiene
tomando el maximo de los minimos cocientes de Rayleigh sobre todos los
subespacios de dimension k.
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Teorema 2.3 (Teorema Minimax de Courant - Fischer). Si A € R"*"
es simétrica, entonces

TA
A = max min yTy, para i € {1,...,n}.
dim(S)=k  0#yeS Y-y

Demostracion. Sea A € R™*" simétrica.

Hemos visto en el Corolario Descomposicion de Schur Simétrica que
existe una matriz ortogonal Q = [ q; |-+ - | ¢, | tal que A = QT AQ = diag(A, ..., \n)
es la descomposicion de Schur de la matriz A, siendo A\,(A) < -+ < A\ (A)

los autovalores de A.

Definamos el subespacio invariante asociado a Ay, ..., Ay como sigue:

Sk = Span{Qla ) Qk}

Veamos en primer lugar que

. yTAy
min =

k.
0#yes, yTy k

Tomamos y € Sk, por lo tanto y = a1q1 + -+ + agqr, con a; € R, Vi=1:n.
Entonces,

yt Ay B <Zf:1 aiQi>TA <Zf:1 aiQi)

T - T
v (Zle @iqz') (Zle Wh)

Recordemos que, Vi = 1 : n,q; es el autovector de A asociado al autovalor
Ai, luego Aq; = \;q;, y ademas g; es ortonormal, luego se tiene que

1 ) 7
G i ! {0, SIZ#]

Esto implica que el cociente de Rayleigh del vector y alcanza su minimo en
Y = qx, y en este caso se tiene que
v Ay gl Age

, T
min = =q; Aq, = i,
orves yTy  qlge TN

como queriamos probar.
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Veamos ahora que
T
) .y Ay
max min

— > A
dim(S)=k 0#yeS Y 'y

Sea S = Sk, luego dim(S) = k, entonces

) YAy YT Ay
max min = min > A
dim(S)=k  0#£yeS yly o#yes yTy

Finalmente, veamos que

) . yTA
max min

Y < A
dim(S)=k  0£yeS yly

Sea S un subespacio arbitrario tal que dim(S) = k. Notemos que S debe
tener interseccién no trivial con span{g,...,q,}, subespacio de dimensién
n—k+1. Sea y. = arqr + - - - + anq, en la interseccion. Para y, se tiene que

yl Ay,
yly.,

< )\ka

puesto que ¥, tiene componentes en g, @x+1, ---, Gn, ¥ Ak €8 €l mayor autovalor
de A asociado a dichos autovectores. Luego,

TA

min T 4 < Ag.
0£yeS ylty

Como lo anterior es cierto para todo S subespacio con dim(S) = k,

T
) .y Ay
max min

< )\
dim(S)=k  0#yes yly — b

Con esto se completa la demostracién del teorema. O

2.2. Iteraciones de subespacios

Asumamos que A € R™"™ es simétrica y que Uy € R™ "™ es ortogonal.
Consideramos la siguiente iteracién Q) R:
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Ty =UL AU,

for k=12, ..
Ti—1 = UpRyr (factorizacién QR) (2.3)
Ty = RyUy

end

Dado que Ty = RyUy, = Ul (UxRy,)Uy, = U'T}._1 Uy, por induccidn se tiene
que

T = (UpUy -+ - Up)TA(UUL - - Uy). (2.4)

Por lo tanto, para cada k se tiene que T} es ortogonalmente semejante a
A. Ademas, T} casi siempre converge a una forma diagonal, y por ello se
puede decir que (2.4) casi siempre converge a una descomposicién de Schur
de A. Para establecer este resultado, consideramos primero el método de la
potencia y el método de la iteracion ortogonal.

2.2.1. EIl método de la potencia

Dado ¢(® € R", con ||¢@||; = 1, el método de la potencia produce una
secuencia de vectores ¢*) como se sigue:

for k=1,2,...
2 = Aqt—D)
q(k) — Z(k)/HZ(k)HQ (2.5)
AR — [q(k)]TAq(k)

end

Si ¢ no es “deficiente” y el autovalor de A de médulo maximo es tinico,
entonces q(k) converge a un autovector.

Teorema 2.4. Sea A € R™™" una matriz simétrica, y sea

QTAQ = diag(Ala s >\n)

la descomposicion de Schur de A, siendo Q = [q1 |-+ | gn | una matriz orto-
gonal y |Mi| > [Xa| > -+ > |\u|. Sean %) los vectores especificados en (2.5)
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y definamos 0y, € [0,7/2] como

cos(0x) = |qi ¢

Si cos(0y) # 0, entonces para k = 0,1, ... tenemos que

A k
| sin(0;)| < tan(6y) |[=2| |
A1
)\2 2k
(k) _ 4 ). 2|72
|A A < méx A1 — A tan(6y) "

Demostracion. Véase Golub - Van Loan ([2]) para ver en detalle la demos-
tracion. []

2.3. Algoritmo QR: caso simétrico

Sea A € R™™™ una matriz simétrica previamente reducida mediante trans-
formaciones ortogonales de Householder a una forma tridiagonal Ty, y sea
Uy € R™™ una matriz ortogonal. Presentamos a continuacién una iteracién
QR:

T, = U§ AU,

for k=1,2,...
Ty—1 = UyRr (Factorizacién QR)
Ty, = RyUy

end

Analicemos la iteracion anterior.

Partimos de una matriz simétrica A y construimos mediante transformaciones
de Householder una matriz ortogonal U tal que Ty = UOT AUj es tridiagonal.
La matriz Ty € R™™" es simétrica por serlo A y conserva los autovalores de
A, es decir, es semejante a A.

En el bucle, definimos una forma de la iteracion QR.

Primero, factorizamos Tj_; en un producto de una matriz ortogonal U, y una
triangular superior Ry para, en el paso siguiente, invertir el orden de dichas
matrices y definir 7} (factorizacién QR).
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Veamos que esta ultima matriz T es semejante a A.

Para cada k, T, = R U,. Como T,_1 = U.R), = U,?Tk_l = UgUkRk = Ry,
luego, Ty, = RiU, = U,?Tk_lUk. Entonces, como T},_; = Uj_1 Ry_1, razonando
por induccion se tiene que

T = (UgUy - - Up) " A(UU, - - - Uy).

Por lo tango, T} es semejante a A.

Observamos que cada matriz T}, generada en la iteracién es mas diagonal que
la anterior, y en muchos casos converge a una forma diagonal, es decir, a una
forma de Schur.

Podemos entonces concluir que esta iteracion QR converge casi siempre a
una descomposicion de Schur de A.

2.3.1. Propiedades de la descomposicion tridiagonal

Vamos a probar a continuacion dos teoremas sobre la descomposicion
tridiagonal. El primer resultado conecta la reduccion de una matriz simétrica
dada a una forma tridiagonal con la factorizaciéon QR de una cierta matriz de
Krylov. El segundo de ellos, nos muestra que la matriz ortogonal () necesaria
para dicha tridiagonalizacién es tnica.

Teorema 2.5. Sean A € R™™ una matriz simétrica y QT AQ = T su des-
composicion tridiagonal, donde () € R™™ es una matriz ortogonal.
Entonces, QT K(A,Q(:,1),n) = R es una matriz triangular superior.

St R es no singular, entonces T es irreducible. Si por el contrario R es sin-
gular y k es el menor entero tal que Ty, = 0, entonces k es también el menor
entero tal que ty ;1 = 0.

Demostracién. Veamos en primer lugar que QT K(A, Q(:,1),n) = R es trian-
gular superior.

Sabemos que Q = [q1 |--+| gn ] es ortogonal, luego QT también es ortogo-
nal, y sabemos que Q(:,1) = ¢;. Por hipétesis sabemos que QTAQ = T
tridiagonal, y observamos que para cada k € {1,...,n — 1} se tiene que

QT Arq = (QTAPQ)(Q" qr) = TFey,

puesto que, al ser () una matriz cuyas columnas son vectores ortonormales,
QTq1 = e;. T es una matriz tridiagonal y por lo tanto sus potencias van a
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ser matrices con estructura triangular superior. Por lo tanto,

Q"K(A q,n) = [QTCh | QTAqu |-+ QTA ¢ | =
= [QTa [ (QTAQ)(QTqr) |--- [ (QTAM'Q)(Q" ) | =
= [61|T61 |"'|Tn_161} =R

es una matriz triangular superior.

Veamos ahora que si R es no singular, entonces 7" es irreducible, mientras
que si R es singular, entonces T es reducible.
Supongamos primero que R es no singular, por lo tanto, R tiene rango maxi-
mo, es decir, todos los elementos de la diagonal principal son no nulos. Por
construccién, QTK(A,q1,n) = R = QR = K(A,q,n), luego el rango de
K (A, q1,n) es maximo y sabemos que la dimensién de KC(A, ¢, n) es méxi-
ma, y 1" conserva toda la informacién de A, luego T es irreducible.

Ahora, supongamos lo contrario, que R es singular. En este caso R no tiene
rango maximo, luego tiene algin elemento de la diagonal nulo. Supongamos
que k es el menor entero tal que ri; = 0. En este caso, el rango de K (A, ¢1,n)
no es maximo y en consecuencia la dimensién de KC(A, ¢, n) tampoco es
méxima, por lo que no podemos separar 7' por bloques, y en este caso, ty 1 =
0, luego T es reducible. O

Teorema 2.6 (Teorema de la ) implicita - caso simétrico -). Sea
A € R™™ una matriz simétrica, y supongamos que Q@ =[q |-+ | g | yV =
[vi |-+ ] v, ] son matrices ortogonales tales que QTAQ =T y VTAV = S,
siendo T y S ambas matrices tridiagonales.

Sea, ademds, k el menor entero positivo para el cual tyy1 = 0, con la con-
vencion de que k =n en el caso en el que T" es irreducible.

Entonces, sivy = q1, se tiene que v; = £q; Y |[tii—1] = [Sii-1], para 2 < i < k.
Ademds, st k <n se tiene que Sgr1 = 0.

Demostracion. Supongamos que k = n, y definamos en primer lugar la matriz
ortogonal W = Q7V. Entonces,

WITW = (QTV)T(QTAQ)(QTV) = VIQQTAQQR™V = VTAV = S. (2.6)

Por hipoétesis, sabemos que tanto () como V' son matrices ortogonales y que
v1 = q1, luego wy = QTvy = Qg = ey.
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Por el Teorema 2.5 sabemos que WT K (T, ey, k) es una matriz triangular su-
perior de rango maximo.

K(T, ey, k) es una matriz diagonal superior puesto que se construye con po-
tencias sucesivas de la matriz tridiagonal T' aplicada a e;. De este modo,
como W es ortogonal, WP K (T, e;,n) es triangular superior, y como hemos
visto en (2.6), se tiene que

WTK(T,e1, k) = K(S, e, k).

Luego, K (S, e1, k) es una matriz triangular superior y ortogonal. Esto implica
que

W(,1:k)=1IL(,1:k)-diag(£l,...,£1),

es decir, las k primeras columnas de W son vectores canénicos multiplicados
por 1. En consecuencia, como W = QTV,

Qi) =£V (1), 1<i<k.

Analizamos ahora la subdiagonal de las matrices tridiagonales. Para cada i,
con 1 <17 < k se tiene que

ti+1,i = Q(,Z + 1)TAQ(I, 7,)
siv1s =V (,i+ DTAV(:,4)

pero como Q(:,7) = £V (:,4), entonces,

tiv1i = £Siv10 = [tiy14] = |Siv1

2.3.2. Version implicita del algoritmo QR con despla-
zamiento (caso simétrico)

Sea A € R™™ una matriz simétrica previamente reducida mediante orto-
gonalizaciones de Householder. Consideramos Q € R™ " tal que QTAQ =T
tridiagonal y simétrica, por serlo A.

Nos interesamos ahora por mejorar la convergencia del método. Por eso
en esta seccion abordamos el estudio de la versién implicita del algoritmo QR



18 2.3. Algoritmo QR: caso simétrico

con desplazamiento. Para ello, introduzcamos en primer lugar esta version
del algoritmo.

Sea Uy € R™™ ortogonal.

T =ULl AU, (tridiagonal)

for £k =0,1,...
Elegimos un desplazamiento real pu.
T —pl =UR (factorizacion QR)
T =RU + pl

end

Generalmente, el desplazamiento p elegido es préximo a un autovalor de T'.
La matriz T' resultante en el bucle anterior es similar a la matriz original
T = UyAUy y conserva sus autovalores.

Veamos cual es el desplazamiento ideal.
Supongamos que

'al bl 0 0 7
bl a9 b2 0
T=10 - ' :
N c . t. c . bnfl
0 - 0 by an |

Al desplazamiento mas efectivo se conoce como desplazamiento de Wilkonson,
y viene dado por

p=a,+d—sign(d)\/d>+0b2_;, cond= w.

Wilkonson (1968) demostré que la eleccion de este p es mas estable y préactico
que tomar i = a,, pese a que ambos convergen cubicamente.

Nos centramos ahora en la transicién de T a Ty = RU + ul = UTTU
pero sin calcular explicitamente la matriz 7' — I = UR. Para ello, vamos a
aplicar directamente transformaciones, llevandonos esto a la versién implicita
del método.

Queremos aplicar rotaciones de Givens a la matriz T
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Definamos ¢ = cos(f) y s = sin(6) tales que

T
c s| |a—p|  |X
= =[]
Fijamos la matriz de Givens G; = G(1,2,90).
Observamos que (7 actua igual que el primer bloque de la matriz U, por
ello, Gey = Ue;.
Definamos ahora
T <+ G{TGl,

matriz tridiagonal que tiene en las posiciones (1,3) y (3, 1) entradas no nulas
que queremos eliminar.

Los autovalores de T no varian ya que se trata de una similitud ortogonal.
Con esto lo que estamos consiguiendo es insertar un nuevo elemento no nulo
fuera de la banda tridiagonal. Ahora lo que queremos es “mover hacia abajo”
este elemento insertado hasta hacerlo desaparecer para restaurar asi la tri-
diagonalidad de la matriz. A esta técnica se le conoce como “zero - chasing”.
Esto lo vamos a hacer aplicando més rotaciones de Givens.

Cada rotacion de Givens que aplicamos es de la forma

Gi=G@G,i+1,60), coni=2:(n—1).

El Teorema de la () implicita - caso simétrico - nos garantiza que la
matriz resultante de aplicar estas rotaciones, Z = G7 - Go---G,_1 cumple
que Ze; = Gieg = Uey y que ZT'TZ es tridiagonal.

Ademds, también nos dice que la matriz tridiagonal resultante, Z7TZ, es
esencialmente la misma que la matriz tridiagonal T' que se obtiene con el
método explicito.

Notese que en cualquier etapa del “zero - chasing” solamente hay una
entrada no nula fuera de la tridiagonal. Veamoslo con un ejemplo.

Supongamos que estamos aplicando la k-ésima rotacién de Givens a la
matriz T como se sigue T <+ G{TGy:

T

1 0 0 0 Qg bk Zk 0 1 0 0 0 Qg bk 0 0
0 ¢ s O by a, b, O 0 ¢ s 0| |bx a b 2
0 —s ¢ 0 ze by ag b, 0 —s ¢ O |0 b a; b
0 0 01 0 0 b, a 0 0 01 0 z b, a,
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Observamos que el valor z; que estaba fuera de la tridiagonal (posicién (k +
1,k 4+ 3)) ha sido desplazado a la posicién (k + 2,k + 4) ( renombrado como
2p).

Este proceso se va repitiendo hasta que dicho valor llega al borde de la matriz
y se anula por redondeo o convergencia. Los valores ¢ y s se eligen de manera
que anulen el valor zi, resolviendo la ecuaciéon bys + zxc = 0. En general, se
obtiene:

Algorithm 1 Algoritmo QR simétrico implicito con desplazamiento de Wil-
konson

Dada una matriz simétrica, irreducible y diagonal 7" € R™*", el siguien-
te algoritmo reescribe T con ZTTZ, donde Z = G, ---G,,_1 es producto de
rotaciones de Givens con la propiedad de que Z7 (T —ul) es una matriz trian-
gular superior, siendo g el autovalor de la submatriz principal de dimensiéon
2 X 2 de T maés préoximo a t,,.

1: d= (tn—l,n—l — tnn) /2

2 ph =ty — tfm_l/ (d + sign(d),/d? + tim_l)
3 x =111 — W

4. z = tgl

5. fork=1:(n—1) do

6: [c, s] = givens(z, 2)

7: T = GITGy, donde Gy = G(k,k+1,0)
8: if k< (n—1) then

9: T = tgi1k

10: 2= tgyok

11: end if

12: end for

Aplicando el algoritmo QR a T — ul en lugar de a T lo que estamos
haciendo es acelerando la convergencia de la iteraciéon QR.

Computacionalmente se requieren aproximadamente 30n operaciones de
coma flotante (flops) y n raices cuadradas. Ademas, en el caso en el que la
matriz ) se fuera actualizando durante el proceso, se necesitarfan 6n? flops
adicionales. En la préactica es habitual almacenar la matriz tridiagonal T
como dos vectores en lugar de como una matriz completa.
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Este algoritmo es la base del algoritmo QR simétrico (medio habitual
para el cdlculo de la descomposicién de Schur de una matriz simétrica densa).

Algorithm 2 Algoritmo QR Simétrico

Dada una matriz simétrica A € R™*" y una tolerancia tol mayor que el error
de redondeo de la maquina, este algoritmo calcula una aproximacion simétri-
ca de la descomposicién de Schur QT AQ = D, donde A se reescribe con la
descomposicion tridiagonal.

Por medio de transformaciones de Householder se calcula T =
(P Py o)TA(P -+ Py_s).

1: D :=T (sise desea calcular Q,Q = Py --- P,_»)
2: repeat
3: fori=1:(n—1)do

4: |dit1,i| = |diiva] < tol (|dii| + |dizris1l)
5: end for
6: Encuéntrese el mayor ¢ y el menor p tales que si
Dy 0 0 p
) 0 Da 0 | nsg
' 0 0 Dss|q
p n—p—q q
8: entonces D33 es diagonal y Doy es irreducible.
9: if ¢ <n then
10: Aplicamos Algoritmo QR simétrico implicito con desplazamiento
de Wilkonson a Das:
11: D = diag(I,, Z,1,)" - D - diag(1,, Z, 1).
12: (Si se desea calcular @, Q = @ - diag(l,, Z, 1,)
13: end if

14: until g = n

Este algoritmo requiere aproximadamente 4n3/3 flops en el caso en el
que @ no se acumule. Si por el contrario se acumula @), se requieren aproxi-
madamente 9n? flops.

En el Algoritmo QR Simétrico los autovalores i que se calculan corres-
ponden a una matriz proxima a A. El error absoluto que se comete en el
céleulo de cada autovalor es pequeiio, del orden |A; — \;| ~ ul|Al|2, donde A;
es autovalor de A y u es la precision de la maquina.
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Noétese que si se quieren calcular todos los autovalores pero solo unos
pocos autovectores, no es eficiente acumular la matriz ().
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2.4. Algoritmo QR: caso no simétrico

Sea A € R™" una matriz no simétrica previamente reducida a una ma-
triz de Hessenberg superior Hy, y sea Uy € R™ "™ una matriz ortogonal.
Presentamos a continuacion una iteracién QR:

Hy = Ui AUy

for k=1,2,...
Hy_1 = UgRy,  (Factorizacién QR) (2.7)
Hy = R,Uy

end

Analizamos a continuacion la iteracién anterior.

Partimos de una matriz A y construimos mediante rotaciones de Givens una
matriz ortogonal Uy tal que Hy = Ul AUy es de Hessenberg superior. Esta
matriz Hy € R™*" es semejante a A.

En el bucle, se define una forma de la iteracién QR.

En primer lugar, descomponemos Hj, en un producto de una matriz ortogonal
Uy v una matriz triangular superior R para, en el paso siguiente, invertir el
orden de dichas matrices y definir Hy (factorizacién QR).

Al igual que hicimos con el caso simétrico, veamos que la matriz resultante
Hy, es semejante a A.

Para cada k, H, = R,U,. Como H,_1 = U Ry, = UkTHk,l = U,;[UkRk = Ry,
luego, Hy, = RiUy = Ul Hy_1Uy. Entonces, como Hy 1 = U — k — 1Ry,
razonando por induccién se tiene que

Hy, = (UpUy ---Up) " A(UpUy -+~ Uy) .

Por lo tanto, Hy es semejante a A.

2.4.1. Deflacion

Introducimos en esta seccion la deflacion, una técnica que se emplea
para simplificar el problema del calculo de autovalores de una matriz grande,
reduciéndolo para ello a problemas mas pequenos.
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Sea H € R™"™ una matriz de Hessenberg superior e irreducible. Supon-
gamos, sin pérdida de generalidad, que tomamos H de (2.7). En cualquier
otro caso, tenemos, con 1 < p <n

Hyy | Hig | p
H = 0 |Hy | n—p
p n—p

El proceso o problema de deflacién ocurre cuando se puede dividir el problema
en dos “subproblemas” independientes empleando esta particion.

Esto sucede cuando se encuentra un valor en la subdiagonal que es muy
pequeno. En este caso, el problema de autovalores de H se lleva a cabo
resolviendo de manera independiente los problemas de autovalores de Hi;
y de Hsyy, problemas que son mas faciles y eficientes computacionalmente
hablando. De ahi el hecho de decir que se desacopla.

Por ejemplo, supongamos que, para ¢ una constante pequena

|hp+1,p‘ <cu (|hpp| + ‘hp+1,p+1|> )

Esto lo que nos viene a decir es que si el valor de la subdiagonal A4, es
muy pequeno en comparacién con los elementos de la subdiagonal, entonces
podremos considerar dicha entrada como cero sin afectar a la exactitud puesto
que los errores de redondeo del orden de u||H|| siguen estando presentes en
la matriz de cualquier manera.

2.4.2. Propiedades de las matrices de Hessenberg

La descomposicion de Hessenberg no es tinica, por lo que existen muchas

formas de escribir A € R™" como ZT'AZ = H dependiendo de la matriz
ortogonal Z € R™™ que se use.
Supongamos A no simétrica, y descomponemos Z7 AZ a una matriz de Hes-
senberg superior empleando para ello reflectores de Householder. Obtenemos
como resultado H = QT AQ matriz de Hessenberg superior, con Q = ZUj,
siendo U, una matriz ortogonal producto de matrices de Householder.

Veamos que el primer vector de () determina H.
Si especificamos la primera columna de ), entonces H es tinica. Esto se debe
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a que
Q€1 == (ZU0)61 == Z(U061> == Z@l,

eligiendo Uy de manera que su primera columna sea ey, es decir, Upe; = e1. De
este modo, observamos que la primera columna de @) solamente depende de
Z. Esto es esencialmente asi siempre que H no tenga ceros en la subdiagonal.
A las matrices de Hessenberg con esta propiedad se las llama no reducidas.

A continuacion se prueban dos teoremas que nos aclaran esto.

Teorema 2.7 (Teorema de la () implicita - caso no simétrico -). Sea
A € R, y supongamos que @ = (1 |-+|ga] y V = [v1 |-+ | va ] son
matrices ortogonales tales que QTAQ = H y VTAV = G, siendo H y G
ambas matrices de Hessenberg superior.

Sea, ademds, k el menor entero positivo para el cual hyi1, = 0, con la
convencion de que k =n en el caso en el que H es irreducible.
Entonces, siq1 = vy, se tiene que ¢; = £v; Y |hii—1| = |gii—1|, para2 < i < k.

Ademds, st k <n se tiene que gg1, = 0.

Demostracion. Supongamos que k < n.
Definamos en primer lugar la matriz ortogonal W = V1Q.
Observemos que

WIGW = (VIQ)" (VTAV) (VTQ) = QTVVTAVVTQ = H =
— WWTGW = WH — GW = WH.

Comparando las columnas ¢ — 1, para ¢ = 2 : k observamos que

(GW)(yi —1) = Gy (2.8)

(WH Z—l ij j,i—1

Pero H es una matriz de Hessenberg superior por lo tanto hj;—1 = 0,Vj > 1,
luego

(WH)(:,i—1) Zhﬂ Jw;j (2.9)
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Igualando las ecuaciones (2.8) y (2.9) tenemos que

7 1—1
Gw;_, = E hji1w; = hi;yw; + E hjiw; <=
j=1 j=1
i—1
= hii1w; = Gui—g — E hji—1w;

J=1

(2.10)

Por hipdtesis, sabemos que tanto () como V' son matrices ortogonales y que
q = vy, luego w; = Vg = VT, =e;.

Veamos ahora que W es triangular superior.
Como W = VTQ = w;; = v]'q;. Q y V son matrices ortogonales construi-
das siguiendo una estructura de Hessenberg, y como ¢; = vy, las siguientes ¢;
siempre podemos escribirlos como combinacién lineal de los ¢ primeros vecto-
res v;, es decir, ¢; € span{vy, ..., v;}, por lo tanto g; es ortogonal a v; 1, vi4a, ...,
por lo tanto w;; = v;T'q; = si i > j, por lo tanto W es triangular superior.

Probemos ahora que w; = £1,,(:, 7). Para ello razonamos por induccién sobre i.

= Para i =1. Ya hemos visto que w; = e;.

= Para j <7 lo suponemos cierto:

w; = iej, VJ < 1. (HI)

» Lo probamos para i. Vamos a emplear para ello la igualdad (2.10).
Por (H.I) sabemos que Vj < i, w; = =%e;, entonces el sumatorio

i—1

E Jji—1w; € span{ey, ..., e;_1},
Jj=1

es decir, es un vector que solamente tiene entradas en las posiciones
1oi— 1.

Por el otro lado de la igualdad, la matriz G' es de Hessenberg superior,
por lo tanto Gw;_; € span{ey, ..., ¢;}.

Por lo tanto,

hii—1w; € span{ey, ...,e;} => w; € span{ey, ..., €; }.
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Ademas, el vector w; debe ser ortogonal a w;,...,w;_1, y por (H.I)
sabemos que estos vectores son, respectivamente, +teq, ..., £e;.

Por lo tanto, el dltimo vector ortonormal en span{e,...,e;} que es a
su vez ortogonal a los vectores anteriores es +e;, luego w; = £e;, como
queriamos probar.

Sabemos que Vi,w; = V7'g;, por lo tanto, ¢; = Vw;, y como acabamos de
probar que w; = te; entonces se tiene que ¢; = V(£e;) = tv;.

Nos fijamos de nuevo en la igualdad (2.10) prestando atencién a la i-
ésima entrada de dicha columna, teniendo en cuenta que w; = +e;.
Observamos que h;;—jw; es un vector con todas las entradas nulas salvo la i-
/- Y . i—1
ésima posicién, donde vale £h; ;1. Lo mismo ocurre con Gw;_; ijl hji—qwj,
donde en la i-ésima posicién vale £g; ;.

Por lo tanto, £h;,;_1 = +g; ;1.
Tomando valor absoluto a ambos lados de la igualdad anterior se tiene lo
buscado,

|hz',i—1| = |gi,i—1|'

Supongamos ahora que hgt1 = 0, siendo k£ < n. Veamos que gx41% = 0.
Teniendo en cuenta que e, = +w, = £Wer v que GW = W H se tiene que

Jht1k = egHGek = iefHGWek = ingerHek =
k k
= :|:€Z+1 Z thWGz =4 Z hikGZJrlei =0
i=1 i=1
O

Teorema 2.8. Consideramos las matrices A € R™"™ y QQ € R"*", siendo
esta 1iltima ortogonal. Entonces, H = QT AQ es una matriz de Hessenberg
superior irreducible si y solamente si QTK(A,Q(:,1),n) = R es una matriz
triangular superior no singular.

Demostracién. (=) Supongamos que H = QT AQ es una matriz de Hessen-
berg superior irreducible. Podemos escribir

AQ = QH = AQ(:,1) = QHe, = A*Q(:,1) = A(QHe,) = QH?e, =
== A"ilQ(:, 1) = QH" te.
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Consideramos entonces la siguiente matriz de Krylov:
K(A,Q(,1),n) =[ Qe | QH?e1 |-+ | QH" 'e1] =Q [ es | Hey |-+ | H" 'eq]
por lo tanto

QUK(A,Q(:1),n) = [ex | Hey |- H"ler] = R,

que es una matriz triangular superior puesto que H es una matriz de Hes-
senberg superior y lo mismo van a ser sus potencias.

Por otro lado, como H es irreducible tiene todas las entradas de la subdiago-
nal no nulas, por lo tanto los vectores H*e; son todos linealmente indepen-
dientes y por tanto R es no singular.

(<) Supongamos ahora que QT K(A,Q(:,1),n) = R es una matriz trian-
gular superior no singular.
Las columnas de R son linealmente independientes, y como R(:,k + 1) =
HR(:,1) se tiene que H(:, k) € span{ey, ..., exs1}, luego H es una matriz de
Hessenberg superior, y como R es no singular se tiene que r,, # 0, por lo
tanto H es irreducible. O]

2.4.3. Estrategia de doble desplazamiento implicito: el
paso QR de Francis

La estrategia del doble desplazamiento implicito, también conocida co-
mo paso QR de Francis, es fundamental en el algoritmo QR para matrices
no simétricas. Este procedimiento acelera la convergencia de la iteraciéon QR
mientras preserva la estructura de Hessenberg, permitiendo asi un tratamien-
to més eficiente de matrices no simétricas.

El primero en introducir este método fue Francis (1961), quien describié
cémo transformar una matriz de Hessenberg superior no reducida en otra
de la misma forma mediante transformaciones de Householder, simulando
un paso del algoritmo QR. El procedimiento que describe reduce de manera
progresiva los elementos subdiagonales de la matriz hasta obtener bloques
triangulares (o casi triangulares), lo que facilita la obtencién de los autova-
lores de la matriz.

A continuacion, se detalla el algoritmo de Francis para la implementacién
del paso QR con doble desplazamiento:
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Algorithm 3 Paso QR de Francis

Dada una matriz A € R™™" y una tolerancia tol mayor que el error de redon-
deo de la maquina, este algoritmo calcula la forma canénica real de Schur
QTAQ =T.

Si se desean calcular tanto ) como 7', entonces la matriz T se almacena en
H.

Si solamente se quieren calcular los autovalores, entonces los bloques diago-
nales de 1" se almacenan en las posiciones correspondientes a H.

1: Sea H = Ul AU, la matriz de Hessenberg superior no reducible de la ma-
triz A € R™", cuya submatriz principal de dimension 2 x 2 del extremo
inferior tienes autovalores a; y as.

2: Describimos cémo sobrescribir la matriz H con Z7 HZ, siendo Z producto

de matrices de Householder y Z7 (H — a1I) (H — ayl).

m=mn-—1

Calculamos la primera columna de la matriz (H — a11) (H — agl)

s = H(m,m)+ H(n,n)

t=H(m,m)-H(n,n) — H(m,n) - H(n,m)

r=H(1,1)-H(1,1)— H(1,2)- H(2,1) —s- H(1,1) + ¢

y=H(2,1)-(H(1,1) — H(2,2) — s)

z=H(2,1)- H(3,2)

10: for k=0:n—-3 do

11: [v, 8] = house([z y 2])T

12: q = max{l,k}

13: HE+1:k+3,g:n)=H1:rk+1L,k+3)-Hk+1:k+3,q:n)

14: r =min{l, k}

15: Hl:rk+1:k+3)=H(1:r,k+1,k+3)- (I — povT)

16: r=Hk+2k+1)

17: y=H(k+3,k+1)

18: if £ < (n—3) then

19: z=Hk+4,k+1)
20: end if
21: end for

22: [v, B] = house([z y]*)
23: Hn—1:nn—2:n)= (I —pvw’)-Hn—1:n,n—2:n)
24: Hl:n,n—1:n)=H(l:n,n—1:n)- (I — pv’)
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El algoritmo descrito aplica una secuencia controlada de transformaciones
a bloques 3x 3 y 2x2, y cada transformacion consiste en anular subdiagonales
sucesivas hasta que se restaura la forma de Hessenberg. El algoritmo esta
disenado de tal forma que cada transformacion solamente afecte a tres filas y
columnas consecutivas, lo cual garantiza la eficiencia computacional. Ademas,
se emplea el Teorema de la () implicita - caso no simétrico -, que
garantiza que el producto de transformaciones de Householder preserva la
forma de Hessenberg. El coste computacional aproximado de la iteracion
descrita es de 10n? flops.

2.4.4. Procedimiento general

Vamos a describir ahora el proceso completo para reducir una matriz real
A € R™™ a su forma de Schur real, paso esencial en el calculo de autovalores
de matrices no simétricas. Para ello, el primer paso consiste en reducir la
matriz A a su forma de Hessenberg H = Ul AUy, donde Uy = P, --- P,_5 es
el producto de rotaciones de Householder. Durante este proceso iterativo, es
fundamental observar los elementos subdiagonales de la matriz H ya que su
comportamiento permite detectar posibles desacoplamientos.

Describimos a continuacién como se lleva a cabo este procedimiento me-
diante el siguiente algoritmo:
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Algorithm 4 Algoritmo QR No Simétrico

Dada una matriz A € R™™" y una tolerancia tol mayor que el error de redon-
deo de la maquina, este algoritmo calcula la forma canénica real de Schur
QTAQ =T.

Si se desean calcular tanto ) como 7', entonces la matriz T se almacena en
H.

Si solamente se quieren calcular los autovalores, entonces los bloques diago-
nales de 1" se almacenan en las posiciones correspondientes a H.

1: Sea H = Ul AUy la reduccién de Hessenberg de la matriz A, siendo
Up=P- Py
2: Si se desea () es de la forma Q =P, --- P, _»

3: repeat
4: Anulamos todos los elementos subdiagonales que cumplan
5 \hii—1| < tol - (|h| + |hiz1,-1])-
6: Encuéntrese el mayor ¢ y el menor p tales que si
Hy Hyy Hiz | o»p

0 Hy H | n—pq
7 H = 0 0 His .

p n—p—q q
8: siendo H33 triangular superior y Hyy no reducida.

: if ¢ <n then

10: Aplicamos el Paso QR de Francis a Hyy: Hoy = ZT Hyo Z.
11: if () es necesaria then
12: Q=Q -diag({,, Z,1,).
13: H12 - H12Z
14: H23 = ZTH23
15: end if
16: end if

17: until g = n

18: Triangularizamos superiormente todos los bloques diagonales de dimen-
sién 2x 2 en H que tengan autovalores reales (si es necesario se almacenan
las transformaciones).

Cabe senalar que este algoritmo requiere, aproximadamente, en el caso
en el que se desean calcular tanto la matriz ortogonal () como la forma de
Schur T', 25n3 operaciones en coma flotante (flops). Por el contrario, cuan-
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do solamente se necesitan calcular los autovalores el coste computacional se
reduce a unos 10n® flops. Estas cifras se basan en observaciones empiricas,
considerando que de media solamente se necesitan dos pasos QR de Francis
antes de que se produzca el desacoplamiento, ya sea en bloques 1 x 1 0 2 x 2,
por lo tanto representan una media orientativa.

Este algoritmo mantiene buenas propiedades de estabilidad puesto que
la forma de Schur real calculada T es ortogonalmente similar a una matriz
ligeramente perturbada de la matriz original A. Es decir, existe una matriz
ortogonal @ tal que QT(A + E)Q = T. La matriz A + E representa a la
matriz ligeramente perturbada de la matriz A, donde el error E verifica que
| E||2 = u||Al|2, siendo u la precisién de la maquina.



Capitulo 3

Problemas de autovalores en
matrices grandes y dispersas

En este capitulo, desarrollamos el proceso de Lanczos, que calcula una
secuencia de tridiagonalizaciones parciales ortogonalmente relacionadas con
una matriz simétrica A dada. Es un método muy interesante cuando A es
grande y dispersa ya que se basa en productos matriz-vector en lugar de ir
actualizando la propia matriz durante el proceso. También es importante que
durante las primeras iteraciones el método ya obtiene informacion sobre los
autovalores extremos de A, lo cual dota de gran utilidad al método en las
situaciones en las que solamente se desean calcular algunos de los autovalores
extremos de A junto con sus autovectores correspondientes.

En 3.1 se presentan la derivacion y los atributos aritméticos exactos del
proceso simétrico de Lanczos junto con sus extraordinarias propiedades de
convergencia. En 3.2 se describen varios “ajustes” practicos para la imple-
mentacién del método. La principal estrategia que describiremos sera la de-
nominada reortogonalizacion, tanto completa como selectiva.

3.1. El proceso de Lanczos simétrico

Sea A € R™™ una matriz grande, dispersa y simétrica. Supongamos
que solamente se desean calcular unos pocos de sus autovalores extremos

33
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(mayores y/o menores). Este problema se resuelve con un método atribuido
a Lanczos (1950), que genera una sucesion de matrices tridiagonales {7}, } con
la propiedad de que los autovalores extremos de T}, € R*** son estimaciones
progresivamente mejores de los autovalores extremos de A.

En esta seccion, derivamos la técnica e investigamos algunas de sus pro-
piedades usando aritmética exacta. Una manera de motivar la idea de Lan-
czos es recordando las limitaciones del método de la potencia, estudiado en
2.2.1. Este método puede usarse para encontrar el autovalor dominante A\
y su correspondiente autovector asociado z;. Sin embargo, la velocidad de
convergencia viene dada por ]i—i\k, siendo Ay el segundo autovalor mas gran-
de en valor absoluto. A menos que exista una brecha significativa entre estos
dos autovalores, este método es muy lento. Ademas, no se tiene en cuenta la
“experiencia previa”, ya que después de k pasos con el vector inicial 0@, dis-
ponemos de las direcciones definidas por los vectores Av(©®, A2p©) . Aky©)
Sin embargo, en lugar de buscar una estimacién optima de x; en el espa-
cio generado por estos vectores, se utiliza A*v(®). Por otro lado, el método
de iteracion ortogonal con aceleraciéon de Ritz aborda alguna de estas preo-
cupaciones, pero también tiene una cierta falta de aprovechamiento de las

1teraciones anteriores.

Necesitamos de esta forma un método que “aprenda de la experiencia”
y que aproveche todos los productos matriz - vector previamente calculados,
y el método de Lanczos cumple con ello.

3.1.1. Subespacios de Krylov

Para motivar el proceso de Lanczos y su relaciéon con los subespacios de
Krylov de una matriz partimos del cociente de Rayleigh.

T
T(x):x Aa:7 x # 0.

Ty

Recordemos del Teorema 2.3 que los valores maximo y minimo de r(x) son
respectivamente A;(A) y A, (A). Supongamos ahora que ¢; € R" i = 1,...,k
es una secuencia de vectores ortonormales con @ = [ ¢; |-+ | gk |, y definamos
los escalares My y my como:

T(OT A
_— = Z R Y — m <
My, = M (Qr, AQk) rifg Ty |\y\\?§1r((;2ky) < A\ (A4),
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T T
_ T .Y (QkAQk)y o, >
my, = M\ (Qf AQx) = min H;ﬂ;EIT(QkQ) > An(A),

Como
ran(Q;) C ran(@)z) C --- C ran(@,) = R"

se sigue que
My <M, < ...< M, = )\1<A)7

mi Z mo 2 2 my = )\n<A)

Por lo tanto, el proceso de optimizacién descrito eventualmente convergera a
los autovalores A1 (A) y A, (A) respectivamente. El objetivo consiste en elegir
los vectores ¢; de tal modo que M} y my sean estimaciones de alta calidad
de A\ (A) y A\,(A) mucho antes de que k se iguale a n.

Para motivar la eleccion de los vectores ¢;, consideremos el gradiente del
cociente de Rayleigh,
2
Vr(z) = (Az — r(z)z)

Ty

Supongamos que uy € span{qs, ..., gy } satisface que M}, = r(uyg).

Observamos que si Vr(uy) = 0, entonces (r(uy), ux) es un par propio de
A, es decir, r(ug) es un autovalor de A y uy es el correspondiente autovector
asociado, ya que

Vr(ug) =0 <= (Aug, — r(ug)ug) =0 <= Auy — r(ug)ur =0

u;;fuk

En caso contrario, tiene sentido considerar, desde el punto de vista de
hacer My lo méas grande posible, que el siguiente vector pueba ¢;.1 sea tal
que

Vr(uy) € span{qy, ..., qr+1} (3.1)

Esto se debe a que r(z) aumenta mds rapidamente en la direccién del
gradiente Vr(z). La estrategia nos garantizard que My, > My, y con suer-
te por una cantidad significativa. Del mismo modo, si v € span{qi, ..., qx }
satisface r(vy) = my, tiene sentido tomar

Vr(vg) € span{qi, ..., qr+1} (3.2)
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puesto que r(x) decrece més répido en la direcciéon de —Vr(x). Nétese que
para cualquier x € R” se tiene que

Vr(x) € span{z, Az}.

Dado que los vectores u;, y v, pertenecen ambos al mismo conjunto
span{qi, ..., qx}, se deduce que las inclusiones (3.1) y (3.2) se satisfacen si

Span{q17 ceey Qk} = Span{q17 Afh, ceey Akil(ﬂ}

Esto nos sugiere elegir ¢ de manera que

Span{QM cey Qk+1} = Span{le Aqh sy Ak_1q17 Ale}

y por lo tanto llegamos al problema de calcular una base ortogonal del subes-
pacio de Krylov

IC<A»QI> k) - Span{QlaAla -~-7Ak_16h}'

Nétese que K(A, g1, k) es precisamente el subespacio que el método de la
potencia “pasa por alto” ya que solamente busca en la direccién de A¥~1q;.

3.1.2. Tridiagonalizacién

Vamos a aprovechar la conexién entre la tridiagonalizacion de A y la
factorizacién QR de la matriz de Krylov K (A, ¢1,n) para generar una base
ortonormal para dicho subespacio de Krylov.

En el Teorema de la () implicita - caso simétrico - hemos visto que si
QTAQ =T es tridiagonal, siendo Q*Q = I,,, entonces

K(A,qi,n) = QQTK(A,qi,n) = Q[ er | Tey | TPy | ... | T" ey |

es la factorizacién QR de K (A, ¢1,n), siendo e; y ¢ las primeras columnas de
I, y Q respectivamente. Observamos entonces que podemos generar de forma
efectiva las columnas de @) tridiagonalizando A con una matriz ortogonal que
tenga como primera columna a ¢.

Podemos adaptar la tridiagonalizacion de Householder con este fin, aun-
que es un enfoque poco practico cuando se tiene una matriz A grande y
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dispersa ya que las actualizaciones del método destruyen el caracter disperso
de la matriz A. Se obtienen como resultado matrices densas y de gran tamano
que no podemos aceptar.

Como alternativa intentamos calcular directamente los elementos de T'.
Designemos a las columnas de la matriz ) como

Q=[al ]

siendo ¢; = [qi1, ---, qm]T, y a la matriz tridiagonal T como

o 0 0 7
51 Qg 52 0
T=10 . . - :
Do B
_O 0 ﬁnfl (07

Sabemos que QT AQ =T, luego AQ = QT siendo

(g g o | [ B O - 0
Q12 Q22 0 GQu2| |B1 aa B2 - 0
QT = | . . ) . . ) =
: : : : R o Baa
_q1n Qon ¢ dnn O e O 671,—1 679
-Q11041 +aguB1  qubi e+ @B 0 Guo11Bn—1 T G
| D2an T+ q2fr Q2B+ g @b @uo128n—1 + G2t
|01+ @1 Bt a2 + @l Guo1nBn-1 F Gan0n

Entonces, igualando columnas en AQ = QT se tiene que:

Aqr = qr—1Bk-1 + @0k + Qrs1 Brs (3.3)

con fygo =0, k € {1,...,n—1}. Observamos asi que las columnas de AQ) son
combinacién lineal de gx_1,qr y qr1, con k € {1,....n — 1}.

Tomando producto escalar con g, en ambos lados de la igualdad (3.3) se tiene

QJ?A% = qg(%qﬁkq + Qo + Qi1 Bk) =
= ¢} qr—1B—1 + @ qeok + 1, Gt 1B
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Como las columnas de () son vectores ortonormales, sabemos que

1 si 2=3
T
P -
QZqJ J {0 Si Z é]

luego,

T
@ Agr, = ay.
Este valor ay es la llamada proyeccion de Agqy sobre qr, aunque también
es conocido como el “valor esperado” de A en direccion de g.

Vamos a definir ahora el vector residual r,. Para ello vamos a despejar
Br-1qr+1 en (3.3):

Tk = Bk%ﬂ = Agq, — Qk+lﬂk71 — g0 = (A - Oék[)Qk — Qk—1Bk—1- (3-4)

Recordemos que nuestro objetivo es construir una base ortonormal.
Vamos a distinguir dos casos:

= Sirg # 0. En este caso podemos escribir g1 = /5.
Buscamos ¢x1 unitario, es decir,

Ik 7512
qk12:1<:>H— =1<= =1
rrest| Bl A
luego necesariamente debe cumplirse que |Bx| = [|7kll2 = Bk = £|7%]l2,

sin haber pérdida de generalidad al tomar (3, positivo.

= Sirpy = 0. La iteracién se interrumpe y no se obtiene informacién re-
levante sobre el subespacio invariante. Observamos en este caso que
Agqy estd completamente contenido en el subespacio generado por los
vectores q, ..., qr puesto que Aqr = Br_1qr+1 + QG-

Secuenciando de manera adecuada las férmulas anteriores y asumiendo
que ¢; € R™ es un vector unitario dado, obtenemos una primera version de la
iteracion de Lanczos en la que se generan los elementos de la base ortonormal.
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Algorithm 5 Tridiagonalizacion de Lanczos

Dados A € R™" simétrica y ¢ € R™ un vector unitario (norma 2), calcu-
lamos una matriz ortogonal Qr = [q1 | --- | ¢g» | y una matriz tridiagonal
simétrica T, € R™*" tales que AQy = QiT}.

Las entradas de la diagonal principal y la diagonal superior de T} son
a1, ...,ar v Bi,..., Bk respectivamente, con 1 < k < n.

1:k=0,60=1,q¢0=0,r0=q
2: while k£ =0 or £, # 0 do

3 Qo1 = T/ Br

4 k=k+1

5: o = q,?Aqk

6: 1= (A—ul)qk — Br-1qr—1
o B =kl

8: end while

A los vectores g, se les denominan vectores de Lanczos. En la seccién 3.2
se estudian formas numéricas mejores que el proceso de tridiagonalizacién de
Lanczos para calcular los vectores anteriores.

3.1.3. Terminacién y cotas de error

Acabamos de ver en la seccion anterior que la iteracién de Lanczos se
detiene antes de la tridiagonalizaciéon completa si ¢; estd contenido en un
subespacio propio invariante. En el siguiente teorema resumimos varias pro-
piedades del método, esta entre otras.

Teorema 3.1. La Tridiagonalizacion de Lanczos se ejecuta hasta que k = m,
siendo

m = rank(K (A, q1,n)).

Ademas, cuando k =1 :m se tiene que
AQy, = Qi Ty + riey,

donde Qr = [ q1 |-+ | qx | tiene columnas ortonormales que expanden K(A, g1,n), e, =
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I,(:, k) y
[y Bi 0 0 7
51 (%) 52 0
T=1|0 " . : (3.5)
Do T T Ba
_O 0 671—1 (7%

Demostracion. Veamos que ran(Qy) = K(A,q1,n), Yk < m, siendo m =
rank(K (A, q1,n)).

Para ello, razonamos por induccién sobre k.

= Supongamos que k = 1.
Entonces Q1 = [ ¢1 ], y es evidente que IC(A, ¢1,1) = span{q }.

= Suponemos ahora que para un cierto k£ > 1 la iteracion de Lanczos ha
producido Qr = [ q1 |-+ | ¢ | con columnas ortonormales tales que

ran(Qy) = K(A, q1, k) (H.I)

» Lo probamos para k 4+ 1. Veamos que ran(Qr11) = K(A, g1,k + 1).

De la Tridiagonalizacién de Lanczos se tiene que

Agr = @r—1Bk-1 + @ + Q1B

Como g y qr_1 son respectivamente la iltima y la pentltima columna
de la matriz @, es evidente que qx, g1 € K(A, q1, k) C K(A, g1, k+1).

Por lo tanto,
Qr—1Pk—1 + arqr € ran(Qp 1)

Recordemos que en (3.4) definimos el vector residual r;, como
k= Brr+1 = Agy — (qr-18k + qrw).

Distinguimos dos casos:

e Sirg # 0. Hemos visto ya en la seccién anterior que gg11 = 7/ ||7k |2,
siendo B = %7 |2
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En este caso, g1 es ortogonal a ¢y, ..., gk, luego g1 no puede ser
combinacién lineal de ¢, ..., gy por lo que qx41 ¢ span{qi, ..., qx} =
ran(Qy). Por lo tanto, g1 aporta una nueva dimension a ran(Qy)

y
Qk+1 € K(A7q17 k) C K(Aaqla k+ 1)

Entonces,

ran(Qr+1) = K(A, 1,k +1).

e Siry = 0. Reescribimos (3.3) en forma matricial ayuddndonos de
(3.4), y se tiene que

AQr = QiTi + Brgrirer = QuTy + rrey. (3.6)

En este caso, AQr = QxTk, y se tiene que ran(Qy) = KC(A4, ¢1, k) es
invariante para A. En consecuencia, k = m = rank(K (A, qi,n)).

]

Nos interesa encontrar un §, = 0 en la Tridiagonalizacion de Lanczos ya
que nos indica el calculo de un subespacio invariante exacto, aunque infor-
macion valiosa sobre el subespacio invariante suele aparecer mucho antes de
encontrarse un valor de [ pequeno.

Aparentemente, puede extraerse mas informacion de 7T y del subespacio
de Krylov generado por las columnas de Q).

3.1.4. Aproximaciones de Ritz

Definicién 3.2. Sean S un subespacio de R" y A € R™*" simétrica. Decimos
que (6,y) es un par de Ritz para A respecto de S si w? (Ay—0y) =0, Yw € S.
Respectivamente, 6 e y se denominan valor de Ritz y vector de Ritz de A
respecto a S.

Cuando S = K(A,q,k), el proceso de Lanczos puede emplearse para
calcular los valores y vectores y de Ritz de a A asociados a S. Veamoslo.

Sean A € R™™" simétrica y QT AQ = T su descomposicién triangular, con

QTQ = Ip.
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Supongamos que
SngSk = ®k = diag(&l, ey Qk)

es una descomposicion de Schur de la matriz tridiagonal T}.

Definimos la matriz ¥, € R™* como una combinacién de las k primeras
columnas de @) y de Sk, es decir,

Ye=lyl Ty ] = Qudh

Veamos ahora que para cada i, con 1 < i < k,(6;,y;) es un par de Ritz
de A con respecto a S. Veamoslo de forma matricial.

Probar que w” (Ay; — 6;y;) = 0 es lo mismo que ver que el residuo (Ay; — 6;y;)
es ortogonal a todo el subespacio S, es decir, a cada vector ¢; € S.

Esto es equivalente a ver que QI (AY; — Y;,0;) = 0, siendo AY}, — Y,0; la
matriz que tiene en cada columna el residuo de cada par de Ritz, es decir,

AY, = Y0, = [ Ays — O1y1 |-+ | Ayr — Oryi |

Luego,

Qi (AY), — V3,.0;) = QL (AQkSk — QuSkS{ T Sk) =
= QZ;AQkSk - QZQkaSk =715, — 1.5, =0

Como Q) # 0 = AY) — Y0 = 0, luego hemos probado que (6;,y;) es un
par de Ritz para cada i, con 1 < i < k.

A continuacién se estudian dos teoremas sobre la aproximacién de Ritz,
que son interesantes en el contexto de Lanczos.

El primero de ellos nos lleva a ver que los #; son los autovalores de una
“matriz 6ptima” tridiagonal mientras que el segundo puede emplearse para
proporcionar una cota para ||Ay; — 0;y;|2-

Teorema 3.3. S0 A € R™"™ es simétrica y Q1 € R™" es tal que tiene
columnas ortonormales, entonces

min [|AQ1 — Q1S||r = |(I — Q1Q7)AQ: | F

SER’I‘X’I‘

y S =QTAQ, es el minimizador.



Capitulo 3. Problemas de autovalores en matrices grandes y dispersas 43

Demostracion. Sea Qy € R™ ™5 tal que Q = [ Q, | Q2] es ortogonal. De
esta forma extendemos (); a una base ortonormal completa de R", es decir,
Q € R™" y cumple que QTQ = I,,.

Sea S € R"™". Teniendo en cuenta que () es ortogonal y que la norma de
Frobenius es invariante para el producto de matrices ortogonales, se tiene
que

HAQl - QISH%‘ = HQT(AQl - QIS)H% = HQTAQl - QTleH%-
Analicemos cémo son estas matrices.

Observemos que Q = [ Q1 | Q2 ] = QT = [ g; ] , luego
2

QT . [QFAQ
Q AQ = {Q?] AQ = [QlTAQi }

_ler (el ] _[1
vo-[gle-[ga]-[]
luego )
1 S
os- [£]s- 1)

Por lo tanto,

[ QTAQ, -5

= [|Q"(AQ1 — Q19)||F = [|QT AQ1 — S|i- + [|QT AQ:|%: -

Observamos que QT AQ, no depende de S, por lo tanto, cuando minimiza-
mos solamente afecta al primer término de la ultima igualdad, es decir, a

1QTAQ — S|1% -

Es evidente que el minimo S que puede minimizar la norma es S =
QT AQ, ya que en este caso la norma vale 0 (norma minima), como se querfa
ver. [

| =

Teorema 3.4. Sean A € R™™ simétrica y Q1 € R™" tal que QT Q, = I,. Si

ZT(Q,{AQ1>Z = dz’ag(eh "'767") =0
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es la descomposicion de Schur de la matriz QFVAQ, y Q1Z = [w1 |-+ | yr |,
entonces

| Ay — Okl = [[(I — Q1Q7)AQ 1 Zex|l2 < [|(I — Q1Q7)AQ1 ]2,
para 1 < k <r.

Demostracion. Por hipétesis sabemos que, para cada k, y, = 12k, siendo
zr = Zey, la k-ésima columna de la matriz Z.

Entonces,
Ayr, — Oryr = AQ1Zy — 0k Q121
Sabemos, también por hipdtesis, que para cada k, 05 es un autovalor de la
matriz QT AQ; asociado a z.
Luego,
Q1 AQ: = Orzp = Q1Q] AQ1 2 = Q1bkzi = 0,Q1 2.
Por tanto,

Az, — 0,Q1 2, = AQ1 21, — QlQ{Alek = (I - Q1Q1T)AQ121<-

Tomando normas en la igualdad anterior se tiene que

[ Ayk — Oryill2 = (1 — Q1QT)AQr 2]l < |(I — Q1Q7)AQu |2 ||ze])2-

Z es una matriz ortogonal, luego Vk, z; es un vector ortonormal y se tiene
que ||zx|2 = 1.

Por lo tanto, queda demostrado que

1Ay = Oryillz = (1 = QuQT)AQuzil2 < I — Q1Q7)AQu -

Realmente esto podemos hacerlo mejor. Utilizando (3.6) tenemos
Ay; — Oy = (AQi — Qu'Tr) Skei = ri(e Skei).

Tomando médulos en la igualdad anterior, y recordando que ||rg|| = |Bx|, se
obtiene que

1Ay: — Oiyisll = llri(er Skea)l = llrelllle Seill = 1Bel - Iswil < 18] (3.7)
Hemos tenido en cuenta que Sy es ortogonal y por lo tanto |sg;| < 1.

Golub y Van Loan ([2]) emplearon la desigualdad recién vista (3.7) para
obtener un limite de error computable.
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3.1.5. Teoria de la convergencia

La discusién anterior muestra como el proceso de Lanczos permite obte-
ner estimaciones de autovalores. Sin embargo, atin no se ha tratado la cuestion
sobre como de precisa ha de ser la estimacion de los autovalores de las matri-
ces T}, en funcién de k. A continuacién se exponen varios resultados tedricos
sobre el tema, cuyas demostraciones no seran estudiadas, desarrollados por
Kaniel, Saad y Paige entre otros.

Teorema 3.5. Sean A una matriz simétrica y Z'AZ = A = diag(\1, ..., \,)
su correspondiente descomposicion de Schur.

Supongamos que se realizan k pasos de la Tridiagonalizacion de Lanczos, y
sea Ty, la matriz tridiagonal descrita en (3.5).

Si 01 = M (Ty), entonces

2

donde \ \
cos(¢p1) = ‘C];'_le‘ Yy p1= ﬁ’

siendo ci—1(x) el polinomio de Chebyshev de grado k — 1.

Demostracion. Véase Golub - Van Loan ([2]) para més detalles de la demos-
tracion. O

El siguiente corolario es un resultado andlogo al teorema anterior pero
para el autovalor mas pequenos de T}.

Corolario 3.6. Empleando la notacion del Teorema 3.5, si 0 = A\p(Tk),
entonces

tan(¢;) >2
A <0, < A\, M=) | —————— ],
="k = +( ! ) (Ckl(l +2pn)
donde
)‘n—l - )\n

N, Y cos(¢n) = i Zn.

Pn

El resultado principal de la seccion es el siguiente:
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Teorema 3.7. Empleando la notacion del Teorema 3.5, si 1 < i < k y
0; = X\i(Ty), entonces

2
AiZQiZAi_()‘l_/\n)(M) ;

cr—i(1+2p;
donde
Ai — A )
7 i+1 7 n T
i = ok i) = il -
b vy 5= y  cos(di) = lay 2l
Demostracion. Véase Saad ([9]) para ver en detalle la demostracion. O

Obsérvese que en este caso las cotas se deterioran segiin aumenta ¢ debido
a k; y al grado del polinomio de Chebyshev, que es menor en comparacion
con los anteriores.

3.2. Procedimientos practicos de Lanczos

El comportamiento de la iteracion de Lanczos se ve afectado por los erro-
res de redondeo. El problema principal es la pérdida de la ortogonalidad de
los vectores de Lanczos, que dejan de ser ortogonales entre si, lo cual compli-
ca saber cuando terminar el proceso y como se relacionan los autovalores de
la matriz A con los de T}.. Esta dificultad, junto con la aparicion de métodos
de tridiagonalizacién mas estables, hizo que durante un tiempo se prefirieran
otras alternativas.

Householder explicoé por qué muchos analistas numéricos no usaron el
algoritmo de Lanczos durante los anos 50 y 60, pero la situacion cambid
cuando surgié la necesidad de resolver problemas con matrices grandes y
dispersas, lo cual fue posible gracias a Paige. El método de Lanczos se po-
pularizé porque se necesitan muchas menos iteraciones para conseguir una
buena aproximacién del autovalor mayor.

En esta seccion explicamos varias ideas y métodos que se han desarrollado
para que la aplicaciéon del método de Lanczos sea realmente efectiva.
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3.2.1. Almacenamiento y trabajo requeridos

Con una cuidadosa reescritura de la Tridiagonalizacion de Lanczos y
empleando la férmula

Qp = QZ(A% - 5k—1Qk—1),

se puede llevar a cabo todo el proceso de Lanczos usando solo un par de
vectores de dimensién n como se sigue:

w=q, v=Aw, a; =wv, v=v—oqw, fi=|[v|s k=1
while [ # 0
fori=1:n
t =w;, w; = v;/Bx, vi=—Pit
end
v=uv+ Aw
k=k+1, ap =wv, v=v— agw, B = ||v]2

end

Al finalizar este bucle, el vector w contiene a g y v al residuo r, = Aqp —
G — Br—1qk—1-

Un detalle importante es que la matriz A no se modifica durante el proce-
s0, lo cual hace que sea un método muy 1util para matrices largas y dispersas.

Al finalizar el proceso, los autovalores de T} pueden calcularse con el
algoritmo QR simétrico, discutido en 2.3, o con otros métodos especializados.
Ademas, los vectores de Lanczos se van generando y almacenando en el vector
w. Si se requirieran los autovectores de los autovalores (valores de Ritz)
calculados seria necesario ir almacenando todos los vectores de Lanczos.

3.2.2. Propiedades de redondeo

El descubrimiento de un modelo de tridiagonalizacion de Lanczos con
rearranque facilité mucho el analisis teérico del método, el cual fue desarro-
llado por Paige ([4], [5] [6]), quien también propuso varias mejoras y versiones
précticas del algoritmo.
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Después de j pasos del algoritmo, se puede construir una matriz con los
vectores de Lanczos computados @ = [ ¢y |-+ - | gk |, y una matriz tridiagonal
asociada de la forma

a B 0
B G

T, =
Lo - Br-1 Qg

Paige demostrd que si 7 es el residuo computado en el paso k, entonces se
cumple la relacion X o
AQr = QiTy + Pref, + Ej,
con
[Exl2 ~ al|All2,

siendo 1 el error de redondeo de la méaquina.

Con esto, Paige quiso ensenar que la férmula del método de Lanczos se cum-
ple con buena precision, dentro del error esperado por la aritmética coma
flotante.

Desafortunadamente, en la practica los vectores ¢; dejan de ser ortogona-
les después de varios pasos, lo cual provoca que los cédlculos pierdan calidad.
Como consecuencia de esto, los resultados que se obtienen pueden ser impre-
cisos o incorrectos.

Por ejemplo, si las normas de los residuos Bl y los cocientes fz / BZ son pe-
quenos, se puede demostrar que

Bi + Giv1 = T + W,
siendo u; un error pequeno.
Esto implica que el siguiente vector de Lanczos ya no es ortogonal a los
anteriores vectores, afectando esto a la precision del método puesto que si se

pierde la ortogonalidad entonces el subespacio generado por Lanczos ya no
es ideal y se acumulan los errores.

Cabe destacar que la pérdida de la ortogonalidad es algo que siempre
ocurre en la practica y con ella, un aparente deterioro en la calidad de los
autovalores de T},.
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Esto nos lleva directamente a un procedimiento “practico” de Lanczos,
puesto que pueden emplearse técnicas para re-ortogonalizar o reiniciar el
algoritmo, aunque tiene un coste computacional.

3.2.3. Lanczos con reortogonalizacion completa

Como solucion al problema de la pérdida de ortogonalizacién se propone
el método de Lanczos con reortogonalizacion completa, que busca mantener
la ortogonalidad entre los vectores generados durante la iteracién. Para ello,
se emplean transformaciones de Householder, que generan vectores ortogo-
nales de manera precisa.

Veamos el proceso, el cual consiste en proyectar los nuevos vectores de Lan-
czos al subespacio generado por los anteriores.

Sean ry, ..., 7,_1 € R™ unos vectores dados, y supongamos que Hy, ..., Hy_1
son matrices de Householder tales que la matriz (Hy - - Hy—1)" [ro |-+ | o1 ]
es triangular superior. Denotemos por [ ¢ |---| ¢ | a las primeras k colum-
nas del producto matrices de Householder (Hy - - Hy_1).

Supongamos ahora que nos dan un vector r, € R"” y queremos calcular un
vector unidad ¢y en la direccion del vector

k

w =7 — Z (q;‘FTk:) q; € span{qi, ---an}l-
i=1

Si la matriz de Householder Hy es tal que (Hy--- Hy)' [ro |---| | es una
matriz triangular superior, entonces resulta que la columna k£+1 de la matriz
(Hg - -+ Hy,) es el vector unitario deseado.

Incorporando estos calculos al proceso de Lanczos podemos procesar vec-
tores de Lanczos ortogonales. Veamos un ejemplo de lo que se conoce como
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reortogonalizacion de Lanczos completa:

ro = ¢1 (vector unidad dado)
Determinar la matriz de Householder H tal que Hyrg = e;.
for k=1:(n—1)

Q. = QkTAQk

rr = (A —arl)gr — Br1qr—1, (Bogo = 0)

w = (Hyp—1--- Ho)rpe

Determinar la matriz de Householder Hy tal que Hyw = [wy, ..., wg, Bk, 0, ...

Qi1 = Ho - Hiepq
end
(3.8)

La idea de emplear matrices de Householder para hacer cumplir la orto-
gonalidad fue desarrollada por Golub y Wilkonson entre otros ([1]).

De las propiedades de redondeo de las matrices de Householder se deduce
que los vectores ¢; calculados en el algoritmo recién presentado en (3.8) son
ortogonales al error de precision de la maquina.

Notese que, tal y como esta definido el vector .1, la cosa no cambia si
Br = 0. Gracias a esto, el algoritmo funciona con total seguridad hasta que
k = (n — 1), aunque en la préctica el algoritmo termina para un valor de k
mucho més pequeno.

Para cualquier otra implementacién de (3.8) nunca se construye de forma
explicita el producto matricial correspondiente, lo que se hace es ir almace-
nando los vectores de Householder v;,. Ademas, no es necesario calcular los k
primeros componentes del vector w ya que no se usan, por ello la situacién
idonea seria que fueran cero.

Aunque el método de Lanczos con reortogonalizacién completa mejora
la estabilidad y precisiéon del método de Lanczos en los casos mas precisos,
resulta ser un método méas costoso, no solamente en términos de tiempo sino
también de memoria de almacenamiento debido a los calculos de Householder,
que incrementan de forma significativa el trabajo en el k-ésimo paso del
método propuesto en O(kn) operaciones de coma flotante.

Cabe mencionar que se pueden tomar cursos de accién mas eficaces que

0"
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no se tratan en este trabajo puesto que requieren una mayor compresion
acerca de la pérdida de la ortogonalidad de los vectores.

Uno de estos métodos de accion es la reortogonalizacion selectiva. Si el
vector de Lanczos @11 calculado més recientemente tiene una componente
no trivial y no deseada en la direccion de cualquier vector de Ritz convergente
ya calculado, se puede ortogonalizar ¢ solo respecto a los vectores de Ritz
convergentes ya calculados. En consecuencia, en lugar de ortogonalizar ¢
en contra de todos los vectores de Lanczos previamente calculados, podemos
lograr el mismo efecto ortogonalizandolos contra un conjunto mucho més
pequeno de vectores de Ritz convergentes.

En su esquema, conocido como reortogonalizacion selectiva, a un par de
Ritz calculado {0, 9} se le denomina “bueno” si satisface

1A — 032 < V|| All,.

Tan pronto como se calcula g1, se ortogonaliza respecto de cada buen vector
de Ritz. Esto es mucho menos costoso que completar la reortogonalizacion,
desde que, al menos al principio, hay muchos menos buenos vectores de Ritz
que vectores de Lanczos.






Capitulo 4

Métodos para problemas no
simétricos

En este capitulo abordamos el estudio de métodos clasicos para resolver
problemas propios en matrices no simétricas, centrandonos principalmente
en el proceso de Arnoldi y sus variantes. Mientras que algoritmos como el de
Lanczos resultan eficientes para matrices simétricas, su extension al caso no
simétrico requiere herramientas matematicas y algoritmos especificos.

El proceso de Arnoldi, introducido en 4.1 constituye una pieza funda-
mental en la reduccion de matrices no simétricas a su forma de Hessenberg,
lo que facilita la aproximacion de los autovalores de la matriz original y, por
tanto, su andlisis espectral.

Se presentan también estrategias de rearranque del proceso de Arnoldi,
tanto en su versiéon explicita como implicita, en las secciones 4.2 y 4.3 res-
pectivamente. Estas técnicas resultan esenciales para reducir el coste compu-
tacional en problemas de gran dimension, pues permiten reiniciar el algoritmo
enfocando el calculo en las partes mas relevantes del espectro.

Finalmente, se introducen métodos mas avanzados en las secciones 4.4,
4.5 y 4.6, como el algoritmo de Krylov—Schur y la tridiagonalizacion de Lan-
czos no simétrica. Estas variantes perfeccionan la eficiencia y precisién, per-
mitiendo un calculo mas efectivo de los autovalores dominantes o deseados.

93
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4.1. El proceso de Arnoldi basico

Arnoldi (1951) expuso una forma de extender el proceso de Lanczos a
matrices no simétricas. La idea principal en la que se basaba este proceso es
en la reduccion de una matriz de Hessenberg.

Supongamos que A € R™ " es una matriz no simétrica, siendo H =
QT AQ una matriz de Hessenberg reducida, donde Q = [ ¢, |--+]| ¢, ]. Bus-
quemos una cierta analogia con el proceso de Lanczos simétrico estudiado en
el capitulo anterior.

Comparando las columnas de las matrices en la igualdad AQ = QH,
obtenemos

k+1
Age=) hagi, 1<k<n-—1.
i=1

Aislando entonces el ultimo término del sumatorio se tiene que
k
hk+1,ka+1 = Aqy — Z hikg; = 1,
i=1

donde h;, = q] Aqy, para i € {1,....k}. En el caso en el que r;, # 0 se sigue
que

Tk

qk+1 = )
Pkt

donde hk—i—l,k = H’f‘kHQ
Estas ecuaciones definen el proceso de Arnoldi y observamos que se ase-
mejan con las ecuaciones del proceso de Lanczos simétrico estudiado en el

capitulo anterior (Tridiagonalizacién de Lanczos).

Obtenemos de esta forma el algoritmo siguiente:
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Algorithm 6 Proceso de Arnoldi
Dados A € R y ¢; € R™ un vector unitario (norma 2), calculamos una

matriz ortogonal Q; = [q1 | --- | ¢ | y una matriz de Hessenberg superior
H, € R tales que AQ, = Q,H,, donde 1 <t < n.

1 k=0,r0=q,hio=1
2: while (hk+1,k 7é O) do

3: Qo1 = T/ Ps1k
4 k=k+1

5 e = Aqp

6: fori=1:%kdo
7 hir = ¢} T,

8 T =Tk — hig;
9: end for

10: hey1 = [|7xll2

11: end while
12: t =k

A los vectores g se les denomina wvectores de Arnoldi. Estos vectores
definen una base ortonormal para el subespacio de Krylov K(A, ¢, k).

La situacion después de que se ejecuten k pasos del algoritmo recién
definido viene resumida en la ecuacion

donde Qk:[QI ""’CIk]aek:[k<:7k>7y

"hyy his - oo hig]
hot hoy -+ oo hop

H,=10 hgp ' :
0 o o Pt hugd

Si Q € R™* tiene columnas ortonormales, H; € R¥** es de Hessenberg
superior y Qir, = 0, a cualquier descomposicién de la forma de la ecuacién
definida en (4.1) se le denomina k-paso de la descomposicion de Arnoldi.
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En el caso en el que y € R* es un vector unitario de norma 2 para la
matriz Hy y se tiene ademas que Hpy = Ay, se obtiene entonces de la ecuacion
(4.1) que

(A=Al = (el g,

siendo x = Qry.

Dado que 1, € K(A, q1, k)", se tiene que (\,x) es un par de Ritz para
la matriz A con respecto al subespacio de Krylov K(A, ¢, k). Nétese que si
v = (ely)ry, entonces

(A+ FE)x = Az,

donde E = —vzT, con || E||z = |ye|||7xl2

Una caracteristica que distingue el proceso de Arnoldi del proceso simétri-
co de Lanczos es que los vectores de Arnoldi ¢y, ..., g; deben tenerse en cuen-
ta en el k-ésimo paso. Ademds, el cdlculo del vector gy conlleva O(kn)
operaciones de coma flotante (excluyendo las que corresponden al producto
matricial Agy), lo que provoca que se generen secuencias de Arnoldi largas.

En al seccion siguiente se estudia el método de Arnoldi con rearranque,
donde se eligen cuidadosamente los reinicios y se controla una iteracién maxi-
ma.

4.2. Arnoldi con rearranque

Ahora vamos a considerar ejecutar Arnoldi para m pasos para, a con-
tinuacién, reiniciar la iteraciéon con un nuevo vector inicial diferente. Este
nuevo vector inicial, denotado por ¢, para diferenciarlo, se elige del espacio
de los vectores de Arnoldi qy, ..., G-

El vector ¢, es de la forma

4+ = p(A)q,
para algin polinomio de grado (m —1). Esto se debe a la conexién que tienen
estos vectores ¢y, ..., ¢, con el subespacio de Krylov IC(A, g1, k).

Con el fin de simplificar el estudio, vamos a considerar A € R™*" diago-
nalizable y Az; = \;z;, parai =1 :n.
Supongamos que el autovector ¢; tiene como expansion

g1 = Q121+ -+ apzy.
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Entonces en este caso el vector de reinicio ¢, es un escalar multiplo de

z=ap(A)z1 + -+ anp(An) 2.

Eligiendo de manera cuidadosa al polinomio p(\) se puede disenar el vec-
tor g, de tal forma que su componente en una cierta direccion del autovalor
se enfatice mientras que en las direcciones de cualquier otro autovalor se
desenfatice.

Veamos un ejemplo. Supongamos que

pA) =c - (A= p)(A—p2) - (A= 1), (4.2)
siendo ¢ una constante.
En este caso, el vector ¢, es unitario en la direccién de

Zz=c - Zak (H(Ak — uJ) 2.

k=1 i=1

Por lo tanto, el hecho de elegir un buen vector de reinicio ¢, de K(A, ¢;,m)
consiste en elegir un polinomio filtro p(A) que elimine aquellas partes del es-
pectro no deseadas. Saad ([7], [8], [9]) desarrollé varias heuristicas basadas
en vectores de Ritz ya calculados para realizar esta filtracién.

4.3. Rearranque implicito

En esta seccién describimos un proceso de rearranque de Arnoldi para

calcular de manera implicita el polinomio filtro descrito en (4.2).
Para ello, supongamos que H, € R™*™ es una matriz de Hessenberg
superior, fi1, ..., i, son escalares y que la matriz [ se obtiene por medio de

la iteracion QR con cambios descrita como:
1Y = H,
fort=0:p
HY — ;I = V;R; (Dado QR)
HY = RV, + il
end
H, = H®

(4.3)
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donde cada matriz H® es a su vez una matriz de Hessenberg superior.

En el caso en el que la matriz V' viene determinada como

entonces

H . =VTH.V. (4.5)

A continuacion estudiamos un teorema en el cual se muestra que el po-
linomio filtro (4.2) guarda relacién con la iteracién QR descrita en (4.3).

Teorema 4.1. Si las matrices V =V,---V, y R= R, --- Ry estdn definidas
mediante (4.3), entonces

VR = (H,— ) (H. — ). (4.6)

Demostracion. Razonamos por induccién sobre p.

= Para p =1 se tiene que
VR=ViR, = (H.— 1),

igualdad que es cierta por definicién de las matrices V; y R;.

= Supongamoslo cierto para p — 1, es decir, supongamos que

VR = (Hc_,Ud[)"'(HC_:U’pI)u (HI)

Siendof/:\/l---\/;)_lyR:Rp_l---Rl.

= Vedmoslo para p.

VR=V(V,R)R=V(H"Y -y, NR=VVTHYV — n,])R =
= (Hc - MpI)VR = (Hc - NPD(HC - :ul]) T (Hc - Np—ll>7

donde hemos usado que H*Y = VTV,
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Noétese que la matriz R en (4.6) es triangular superior por lo tanto
V(1) =p(H.)er
donde p(A) es el polinomio filtro definido mediante la ecuacién (4.2) y con

constante ¢ = 1/R(1,1).

Supongamos ahora que se han realizado m pasos de la iteracién de Ar-
noldi con rearranque del vector ¢;.
La factorizacién de Arnoldi (4.1) dice que tenemos una matriz de Hessenberg
superior H, € R™™ y una matriz @), € R™™™ con columnas ortonormales
tales que

AQC = QCHC + rcegr (47)

Observemos que Q.(:,1) = ¢, y r. € R™ son tales que Qr. = 0. Si aplicamos
la factorizacién QR (4.3) a la matriz H., y empleamos las ecuaciones (4.4) y
(4.5) se transforma la factorizacion de Arnoldi anterior en la siguiente

AQ, = Q Hy +r.elV (4.8)
donde
Q+ = QCV

Si suponemos que el vector de rearranque ¢, es la primera columna de esta
matriz (), entonces se tiene que

4+ =Q+(,1)=QNV(,1)=c - Qu(He—ml)---(He — ppl)es.
La ecuacion (4.8) implica que
(A= pul)Qcer = Qc(He — pl)es
para cualquier u € R y en consecuencia
@+ = c(A—=pl)-- (A= ppl)Qcer = p(A)g:.
Esto sugiere el siguiente marco para reinicios repetidos:
Repetir:
Con el vector inicial ¢;, realizamos m pasos de la iteracion de Arnoldi
obteniendo asi Q. € R™*" y H. € R™*™,
Determinar los valores filtro ji, ..., 1.
Realizados p pasos de la iteracién QR desplazada (4.3) obtenemos
la matriz de Hessenberg H, y la matriz ortogonal V.

Reemplazar ¢; con la primera columna de Q. V.

(4.9)
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Vamos a tratar de hacer esto mejor. Cada una de las matrices ortogonales
Vi, ..., V, que surgen en el algoritmo descrito en (4.2) son de Hessenberg
superior. De este modo, V' tiene menor ancho de banda p, y lo mismo ocurre
con V(m,1:m—p—1)=0.
Si j = m — p se sigue de (4.8) que

AQ4(1:7) = Q4,1 ) H (1 5,12 j) + vimyree;

es un j-ésimo paso de la descomposicién de Arnoldi, es decir, podemos ya
realizar el j+1 paso de la iteracion de Arnoldi empleando el vector inicial ¢,

sin necesidad de lanzar el rearranque desde el primer paso. Esto nos lleva a
modificar (4.9) de la forma:

Con un vector inicial ¢;, realizamos m pasos de la iteracién de Arnoldi obteniendo
Q. € R™™ H, € R™™ y r. € R" de manera que AQ. = Q.H, + r.e’..
Repetir:
Determinar los valores filtro pi1, ..., 1.
Realizados p pasos de la iteracion QR desplazada (4.3) aplicada a H.
obteniendo Hy € R™™ y V = (v;;) € R™*™.
Reemplazar (). con las primeras j columnas de Q.V.
Reemplazar 7. con vp,;r..
Empezando con AQ. = Q.H. + rceJT, realizamos j + 1, ..., 7 + p = m pasos
de la iteracion de Arnoldi, obteniendoAQ,, = Q.. H,, + rmeﬁ.
Fijamos Q. = Qu, H. = H,, Y 7e = T
Los valores filtro p1, ..., i1, deben elegirse en la proximidad de los autovalores

“no deseados” de A, haciendo que sea posible formular heuristicas ttiles
basadas en los autovalores de la matriz de Hessenberg H, € R™*"™.

En ARPACK ([3]) se detalla una implementacién mas profunda del méto-
do.

4.4. El algoritmo de Krylov - Schur

Vamos a introducir ahora un método de rearranque alternativo al estu-
diado en la seccion anterior. La idea principal en la que se basa es en la
descomposicion de Schur de una matriz de Hessenberg de manera ordenada.
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Supongamos que H,, es la matriz de Hessenberg a descomponer, generada
después de m pasos de la iteracion de Arnoldi, y supongamos que hemos
calculado el producto

AQm = QmHm + Tmefw

con m = j+p, siendo j el nimero de autovalores de A que se desea calcular.
Sea

UTH U = |:T11 T12:|

0 Ty

la descomposicion de Schur de la matriz A, v asumamos que los autovalores
)

se piden de manera que nos interesan los autovalores de T}, € R/*7 mientras

que los de la matriz Ty € RP*P no.

En este caso, transformamos la descomposicion de Arnoldi arriba descrita
en

AQy = QT +r.el U
donde Q4+ = @Q,,U. Se sigue que
AQi(5,1: ) = Qe (5, 1: )Ty + rpu”
donde UT =U(m, 1 : j).

Se puede determinar una matriz ortogonal Z € R¥*J tal que Z7T1,Z es
de Hessenberg superior y Z7u = Te;. Entonces

AQ+2) = (QvZ)(ZTTuZ) +re(Z"u)"

es un j-ésimo paso de la factorizacion de Arnoldi.

Entonces, establecemos Q;, H; y r; como Q4 2, ZTTy1Z y Tr,, respecti-
vamente y ejecutamos de j + 1 a j + p = m pasos de Arnoldi.

4.5. Tridiagonalizacién de Lanczos no simétri-
ca

Otra manera de extender el proceso simétrico de Lanczos es reduciendo
A a una forma tridiagonal empleando para ello una trasformacién similar.
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Supongamos que A € R™" y que () es una matriz existente no singular tal
que

al ’71 0
Bi g . ;
Q'AQ =T = :
: T
_0 Bn—l Qp |
siendo
Q=[al|a],
Qm=Q=[q@l |l

Comparando columnas en AQ = QT y ATQ = QT7, se tiene que

Aqk = Ye—1Qk—1 + Q. + BrQr+1, Yoo = 0,
AT G, = Be_1Gr1 + ol + Ve, Bogo = 0,

parak=1:(n—1).
Estas ecuaciones junto con la condicion de biortogonalidad

QTQ =1

implican que

o = G Agy,

Breey1 =1k = (A — anl)qe — Ve-1Qk-1,
YeGrir = T = (A — ax)" G — Br1Gr1-

Los factores fi v v se pueden elegir con una cierta flexibilidad. Nétese que

1= Gia@irr = (Fi/ )" (re/ Br)-

Podemos entonces afirmar que una vez esté [ especificado, ~, viene dado
por

Vo = T4 7x/ Br.
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Con la eleccién “canénica” fj = ||rk||2 obtenemos el siguiente algoritmo de
tridiagonalizacién de Lanczos para matrices no simétricas
q1, 1 vectores unitarios de norma 2 dados, con i 1; # 0
k=0,90=0,70 =q1,40 = 0,80 = @1
Repetir:
while (rj, # 0) y (7x # 0) v (7% # 0)
B = |7l
W = T/ B
Gr+1 =71/ B (4.10)
Qi1 = Tr/
k=k+1
Qp = d}‘f Agy,
ri = (A — arl)gx — Yr-1qk—1
e = (A = arD)" G — Bro1Ge
end
Si por ejemplo la matriz inicial T} ya es de la forma
(o m 0]
B oaz :
Tk = :
: T
L o - Br-1 g i
la situacién al principio del bucle se resume en las siguientes ecuaciones
Alq - Tan]l=Ta - q ] Th + reep, (4.11)
AT la ] =@ | @ ) T + ey (4.12)

Tenemos en esta situacion tres casos.

= Sir, =0, entonces la iteracién termina y span{qi, ..., qx} es un subes-

pacio invariante para A.

= Si7, = 0, entonces la iteracion también termina y span{q, ..., G, } €s un
3 9 ?

subespacio invariante para AT.
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= Si por el contrario ninguna de estas condiciones es cierta y 71y = 0,
entonces el proceso de tridiagonalizacién termina sin ninguna infor-
macion sobre ningin subespacio invariante. A este se le conoce como
averia grave.

4.6. La idea de mirar hacia adelante

Examinemos ahora el problema de la averia grave que se produce en
(4.10).

Vamos a asumir que A € R™ "™ con n = rp, y consideremos la factoriza-
cién en la cual queremos QTQ = I,,:

M, CT 0T
B M, . :

QTAQ = , (4.13)
0 - B,y M, |

donde todos los bloques tienen dimension p X p.

Sean Q =[Qi |-+ | Q, ]y Q= |:Ql||@r:| particiones de Q y Q respec-

tivamente. 3
Comparando por bloques las columnas en las igualdades AQ = QT'y ATQ =
QTT, obtenemos las ecuaciones

Qri1Br = AQp — QpM,, — Q1O | = Ry,
Q101 = ATQy — QuMT — Qp1BL_, = S
Noétese que )
My = Qf AQ;..

Si la matriz S;, dada por ST Ry, = Cg@£+le+1Bk € RP*P es no singular y
calculamos By, Cy € RP*P tales que

CIB, = S} Ry,

entonces
Qi1 = BBy, (4.14)
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Q1 = Sy (4.15)
satisfacen que Q7. Qi1 = I,

En el entorno que acabamos de describir se asocia una averia grave con
la presencia de un ST Ry, singular.

El problema de ruptura en (4.10) puede resolverse con una factorizacién
de la forma (4.13) en la cual los tamanos de los bloques se determinan de
forma dinamica. De forma genérica, las matrices Qxy1 ¥ Qk+1 se construyen
columna a columna con recursiones especiales que culminan en la produccion
de la matriz no singular QfﬂQkH. Los céalculos estan organizados de manera
que las condiciones de ortogonalidad Q?Qkﬂ =0y Q?Qkﬂ = 0 se cumplen
parat=1:k.

Los métodos de esta forma pertenecen a la familia de los métodos de
Lanczos de anticipacion.
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