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Resumen

En el campo de la biologia se presentan procesos fruto de estudio matemético. Para ello,
se trata de obtener una representacion simplificada de un fenémeno real, con el objetivo
de poder estudiar su evolucion.

En primera instancia, se estudiara parte de la teoria de ecuaciones diferenciales ordi-
narias desde el punto de vista de la modelizacién, abarcando aspectos de las EDOs como
la identificacion de equilibrios, dinamica de los sistemas o aproximacién numérica de los
resultados.

Usando este conocimiento, se pasara al andlisis de procesos biolégicos con una perspec-
tiva matematica, tratando reacciones quimicas ocurridas en organismos, fenémenos epi-
demioldgicos o competicion entre especies. Todo ello, haciendo uso de ecuaciones diferen-
ciales para representar el comportamiento dindmico de estos procesos.
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Abstract

In the field of biology, processes are studied mathematically. The aim is to obtain a
simplified representation of a real phenomenon in order to be able to study its evolution.

In the first instance, part of the theory of ordinary differential equations will be studied
from the modelling point of view, covering aspects of ODEs such as the identification of
equilibria, system dynamics or numerical approximation of the results.

Using this knowledge, we will move on to the analysis of biological processes with a
mathematical perspective, dealing with chemical reactions occurring in organisms, epi-
demiological phenomena or competition between species. All this, making use of diffe-
rential equations to represent the dynamic behaviour of these processes.






Capitulo 1

Introduccion.

En este trabajo estudiaremos algunos elementos de la teoria de ecuaciones diferenciales
ordinarias desde el punto de vista de la modelizacién, asi como su explicacion en diversos
procesos bioldgicos.

1.1 Modelizacion basada en ecuaciones diferenciales

En el campo de la biologia se presentan procesos fruto de estudio mateméatico. Un modelo
trata de representar estos fendémenos. No obstante, los procesos biolégicos envuelven
un gran numero de elementos interactuando entre si. Luego, la modelizacién trata de
obtener una representacion simplificada de un fenémeno real, determinando cudl de los
componentes contribuye al resultado final.

El estudio de procesos bioldgicos como reacciones quimicas ocurridas en organismos,
fenémenos epidemioldgicos o competicién entre especies hace uso de ecuaciones diferen-
ciales para representar el comportamiento dinamico de estos procesos. Es decir, seran
empleadas para conocer la evolucion de ciertas cantidades, como el nimero de indivi-
duos de una poblacién o porcién de reactivos en una reaccion respecto a una variable
independiente que sera el tiempo.

1.1.1 Presentacion general

Una ecuacion diferencial es una ecuacién que relaciona una funcion desconocida con sus
derivadas con respecto a variables independientes. Dicha funcion sera la solucién de la
ecuacion. En caso de que solo se tenga una variable independiente, diremos que la ecuacion
diferencial es ordinaria (EDO). Ademds, diremos que es de orden n si la derivada més alta
presente en la ecuaciéon tiene orden n. Una ecuacion diferencial tendra la forma general:

dx
= = f(t.2), (1.1)

donde z es la funcién solucién que depende de ¢, t es la variable independiente, y f es
la relacion entre ellas. Para los modelos bioldgicos que se discutiran en este trabajo, ¢



Capitulo 1. Introduccién.

adquiere un sentido temporal, mientras que x representa la cantidad a medir que evolu-
ciona con el tiempo, y Cé—f la velocidad con que lo hace. La ecuacion (1.1) establece la ley
que rige dicha evolucion.

Esta interpretacion se mantiene en el caso a estudio de modelos representados por mas
de una variable dependiente, pasando de (1.1) a un sistema de EDOs

dz,

E:fl(t,l'l,...,l’n), NP W:fn(t,xl,...,a:n), (12)
o, en forma vectorial,
dr -, - T il T
pri f(t, @), con T=(xy,....,x,)", [f=(f1,---sfa)" - (1.3)

Para simplificar la notacién, cada vez que se hace referencia a la ecuacién (1.1), nos
referimos a la forma vectorial. A las relaciones (1.2) y (1.3), que determinan el modelo
matematico del fendmeno a estudio, pueden llegarse a partir de distintas vias:

e Datos experimentales. En ocasiones, las ecuaciones diferenciales surgen como con-
secuencia de la observacion de fendémenos reales. La relacién entre las variables
del sistema puede inferirse a partir de hipdtesis fruto de la observacion. Los datos
experimentales permiten ajustar la ecuacion diferencial para que describa el com-
portamiento del sistema.

e Simplificaciones de sistemas mas complejos. Otra forma de tratar sistemas complejos
es reducir el nimero de elementos que interactian. Eliminando aquellos con menos
impacto en el comportamiento del sistema, podemos obtener modelos mas sencillos
y manejables, ofreciendo una buena aproximacién del fenémeno sin introducir toda
la complejidad del sistema real.

1.1.2 Problemas de la modelizacion.

La interpretacion de (1.1) o (1.3) como representacion de un fenémeno fisico plantea varios
aspectos de adaptacion a las observaciones del mismo.

PVI. Sistemas entrada-salida.

Uno de los aspectos de adaptacion se refiere a la respuesta que proporciona el proceso
al conocimiento del sistema fisico en un instante determinado. Esto se plantea, desde el

punto de vista matemadtico, a partir de los problemas de valor inicial (pvi) o problemas
de Cauchy:

{% = [t ), (1.4)

y un primer requerimiento consiste en la existencia de una sola trayectoria z(t) solucién
de (1.4), como tnica representacién de la respuesta dada por el fenémeno a estudio.

2 Carlos Jiménez Vaquero



1.1. Modelizacion basada en ecuaciones diferenciales

W

Figura 1.1: Representacion problema valor inicial.

Esta misma idea se puede explicar con el concepto de entrada-proceso-salida represen-
tado en la figura 1.2. Se puede entender el pvi (1.4) como una méquina o proceso (una
caja negra) que produce un resultado a partir del dato inicial zy. Este resultado serd la
solucién de dicha ecuacion.

Entrada - Salida
p— & =1(t7) —
Z(to) (1)

Figura 1.2: Interpretacién problema valor inicial como sistema entrada-salida.

Puntos de equilibrio.

El fenémeno fisico a estudio puede admitir una serie de estados de interés, como valores
de equilibrio de las poblaciones en un ecosistema o comportamientos estacionarios en la
propagacion de una enfermedad. Su existencia debe trasladarse al modelo (1.3) en forma
de soluciones constantes o puntos de equilibrio.

Dinamica y estabilidad.

Un tercer problema de adaptacién de (1.3) al sistema fisico que modela tiene que ver
con la dindmica. Si las soluciones de (1.3) representan las respuestas de dicho sistema
a observaciones iniciales del tipo dado en (1.4), es de esperar que su evolucién temporal
emule el comportamiento del fenémeno, en especial en torno a aquellos estados constantes
de interés. Ello nos lleva al concepto de estabilidad de las soluciones.

Carlos Jiménez Vaquero 3



Capitulo 1. Introduccién.

Necesidad de la aproximacion numérica.

Por ultimo, es importante senalar que en esta visién de (1.3) como modelo matematico, en
muchas situaciones no es tan importante determinar exactamente los estados del sistema
(en forma de soluciones) como su dindmica. Entonces, la modelizacién debe incluir un
tratamiento numérico de (1.3) que permita encontrar aproximaciones a las soluciones
de (1.3) que no puedan obtenerse de forma analitica, que, aunque se puedan calcular,
no sean manejables, o que, simplemente, su expresiéon no tenga tanto interés como su
comportamiento.

El tratamiento numérico se extiende a otros aspectos como el calculo aproximado de
estados de equilibrio o de aspectos concretos de estabilidad.

1.2 Objetivos y estructura del TFG.

El objetivo principal de este trabajo es ilustrar el estudio de las EDOs como modelos
matematicos a través de un conjunto representativo de problemas de caracter biolégico.
Estos aspectos de las EDOs abarcan la identificacion de equilibrios, dindmica y aproxi-
macién numérica.

Para lograr los objetivos del trabajo, se ha dividido el mismo en dos unidades. La
primera parte es el capitulo 2, donde se revisan aspectos matematicos de las EDOs como
puntos de equilibrio, dindmica o aproximaciones numéricas. Por su parte, en el capitulo 3
se ilustran los conceptos tratados mediante el estudio de procesos bioldgicos, incluyendo
reacciones quimicas, epidemiologia o modelos poblacionales. Ademads, el cédigo desarrol-
lado para llevar a cabo las aproximaciones numéricas de estos modelos se recoge a lo largo
de un apéndice al final del trabajo.

4 Carlos Jiménez Vaquero



Capitulo 2

Sistemas de EDOs.

Conocer las propiedades que presentan las EDOs permitird analizar la dinamica de un
sistema biolégico. Luego, en este capitulo se abordara la teoria y técnicas de manejo de
EDOs necesarias para el estudio de modelos biologicos concretos. Dados los modelos que
se tratan en este trabajo, bastard con revisar la teoria de sistemas de EDOs de primer
orden; es decir, los de la forma (1.3), donde, por sencillez, eliminaremos la notaciéon con
flechas.

2.1 Significado de caracter de bien puesto de un pro-
blema. Existencia y unicidad.

Cuando planteamos un pvi (1.4), un primer estudio se centra en conocer bajo qué condi-
ciones esta bien definido. Segiin Hadamard [12], un problema de ecuaciones diferenciales
se dice que tiene caracter de bien puesto si cumple tres condiciones fundamentales:

e Existencia. Debe existir al menos una solucién local al problema planteado. Sin
esta condicion, el problema carece de sentido practico o matematico. Es claro que si
no tenemos una solucion, el modelo biolégico que describe la ecuacién no permitira
estudiar como evolucionard el sistema.

e Unicidad. Como se planted en el capitulo 1 para el problema de Cauchy, el objetivo
es analizar la evolucién de un sistema partiendo de un estado inicial. Para ello,
la solucién debe ser tnica. Si no se cumple esta condicion, el problema no tendra
utilidad practica al poder tener distintas evoluciones posibles con un mismo dato
inicial.

e Dependencia continua respecto de los datos iniciales y parametros. Esto se refiere
a que la soluciéon dependa continuamente de los datos iniciales. En un modelo
biologico, las condiciones de los experimentos pueden variar o existir errores en las
mediciones. En consecuencia, se pretende que si los datos varian ligeramente, lo
haga de igual forma la solucién y de manera continua.



Capitulo 2. Sistemas de EDOs.

Estos requisitos son necesarios para que las ecuaciones propuestas por los modelos
puedan ajustarse a sistemas bioldgicos reales. Para estudiar bajo qué condiciones se
pueden garantizar estas caracteristicas se introduce el concepto de funcién lipschitziana.

Definicién 2.1 (Lipschitzianidad). Dado Q2 C R x R", se dice que f : Q@ — R" es
lipschitziana en Q respecto de x si existe una constante (de Lipschitz) L > 0 tal que para
todo (ta IL‘), (ta y) S Q;

1/t y) — f(t,2)| < Lily — =,

donde || - || es una norma definida en R™.

El conjunto de funciones continuas f : 0 — R™ que son lipschitzianas respecto de x se
denota Lip, (2, R™).

Por otra parte, f es localmente lipschitziana en ) respecto de la variable x si para cada
punto (to, zo) € Q, existe un entorno U C 2 tal que (to, o) € Q y flu € Lip,(Q,R").

Habitualmente se denota por C%'~(Q,R"™) al conjunto de funciones continuas f : Q —
R™ que son localmente lipschitzianas respecto de x.

Ante cualquier pvi (1.4), el primer paso es determinar la existencia de las soluciones.
Para ello, es suficiente pedir que f sea continua, como recoge el teorema siguiente.

Teorema 2.1 (Teorema de Peano). Sean 2 C RxR" abierto, f € C(Q,R") y (to, o) € 2.
Entonces, existe h > 0 tal que el pvi (1.4) tiene al menos una solucion definida en el
intervalo [to — h,ty + h].

Tras estudiar la existencia de las soluciones del pvi (1.4), lo siguiente es garantizar
la unicidad, al menos, localmente. Para probarlo, se explica previamente la siguiente
desigualdad, véase e.g. [2].

Lema 2.1 (Desigualdad de Gronwall). Sean ty < t1 y sean u,v : [to,t1] C R — R
funciones continuas con v(t) no negativa tales que

u(t) < c+/ v(s)u(s)ds, te [to,t1], (2.1)

to

para cierta constante c. Entonces,

u(t) < coxp </t0tv(s) ds) L te ot

Demostracion. Se define U(t) = ¢ + fti v(s)u(s)ds € C([to, t1]) y, por hipétesis, U(t)
es diferenciable con U’(t) = v(t)u(t). Entonces, multiplicando (2.1) por v(t) > 0, se tiene
que v(t)u(t) —v(t)U(t) <0, es decir, U'(t) — v(t)U(t) <0 Vt. Luego,
e o OE( () O UE) <0 = e OB () —u(t)e T O EU(H) <0
d —ft v(s)ds
_ ¢ < 0.
- o (e 0 U(t)) <0

6 Carlos Jiménez Vaquero



2.1. Significado de caracter de bien puesto de un problema. Existencia y unicidad.

Integrando,

¢ d _ s _ [t
/ I (e Ji UmdrU(s)) ds = e o () — Ulty) < 0.
to

Y se llega a que,

t

u(t) < Ut) < Ulty) i v)ds _ L fh v(s)ds

O

Conociendo el lema 2.1 se esta en condiciones de probar el siguiente teorema sobre
existencia y unicidad de las soluciones localmente que se estudia en [18].

Teorema 2.2 (Existencia y unicidad locales). Sea Q@ C R x R™ un subconjunto abierto y
sea f € CM=(Q,R™). Sea (to,x0) € Q. Entonces, existe un nimero h > 0 tal que el pvi
(1.4) tiene una inica solucion definida en el intervalo [ty — h,to + h].

Demostracion. En primer lugar, se prueba la existencia de una solucién para, a pos-
teriori, comprobar que esa solucién es unica. Para la primera parte, se hace uso de la
técnica de los iterantes de Picard.

Dados (tg, Zo) del pvi (1.4), se busca una solucién local; luego se reduce el problema a
un entorno de ese punto. Para ello, sean a > 0 y b > 0 tales que

C = B(to,a) X B(fo,b) - Q,
donde

(to,a) = {t ER: |t —to| < a} = [to — a,ty + q
(To,b) = {7 € R™ : ||7 — Fo|| < b}.

o o

Como C' es cerrado y acotado en un espacio de dimension finita, C es compacto.
Ademas, dado que f es continua en el compacto C' C (2, estd acotada; es decir, existe
M > 0 tal que

M = t,7)|| < oo.
max || (2,7 < oo

Se considera entonces

h = min{a,

o)

y se toma el entorno

C(): [to—h,to—i—h] Xg(fo,lﬁ cCcq.

Se define el conjunto de funciones

Carlos Jiménez Vaquero 7



Capitulo 2. Sistemas de EDOs.

S = {u € C(B(tg, h),R") : uty) = Zo, (t,u(t)) € Cy}
= {u € C(B(to, h),R") : u(ty) = Zo, |Ju(t) — zo| < b}

Suponiendo que u € S, entonces la funcién definida por
t
v(t) = Zo —i—/ f(s,u(s))ds, tel[to—h,ty+ hl,
to
de nuevo es un elemento de S, dado el cardcter de la integral, que v es continua en B(ty, h)

y que v(tg) = To. Ademas,

t
[v(t) — zol| = ‘ < / 1/ (s,u(s))[|ds < M|t —to| < Mh <.
to

/t:f(s,u(s)) ds

De esta forma, para t € [t — h, to + h| se tiene que v(t) € B(Zg, h), y, en consecuencia,
(t,v(t)) € Cy. Se considera ahora la funcién constante

UQ(t) :i’o, te [to-h,to"‘h],
de la que se sabe que Ty € S. Por tanto, los iterantes de Picard
t
ujy1(t) = Zo +/ f(s,u;(s))ds, (2.2)
to

estan bien definidos para j > 0 y todos ellos pertenecen a S. Vamos a ver que convergen
uniformemente. Para ello, se demuestra por induccién que para cada j > 1,

L7b ;
a2 (8) = ws (Ol < =1t = ol

A partir de que

Jus(t) — wn(B)]] < / £ (s, us(s)) — £(s, uols))]| s
<L / s (s) — wo(s) ds < BLIt — to].

sit € [to — h,to + h], donde L es la constante de Lipschitz de f en el compacto Cy v,
ademas, se hace uso de que

t) —uo(t)|l = t) — Zo| <.
Jmax (1) = uo(t)| = max fur(t) = 7o <

A partir de la prueba realizada por induccion se deduce que

8 Carlos Jiménez Vaquero



2.1. Significado de caracter de bien puesto de un problema. Existencia y unicidad.

(Lh)7b
e (1) — (1) < <

Sean j,k € N con j < k, entonces si |t — ty| < h,

N

-1

(Lh)™b - i (Lh)mb'

m)! m)!
J m=j

[k (8) = u; (B)]] < i [ i1 (t) = um @) <

3
I

La acotacién anterior es vélida para cualquier ¢ € [ty — h,to + h|. Ademas, el dltimo
término de las desigualdades es el resto de la serie numérica convergente a be’”. Luego,
para cada € > 0, existe un j, € N tal que

Z (Lh)™b <
m/!

m=jo

y se deduce que {u;}52, C S es una sucesién de Cauchy para la norma del méximo y, por
tanto, converge uniformemente hacia una funcién w : [ty — h, to + h] — R™ por el criterio
de Cauchy uniforme [8]. Ademds, como u; es continua para cada j > 0y la convergencia
es uniforme, en virtud del teorema del limite uniforme [8], v también serd continua. En
consecuencia, la convergencia también serd puntual y, por tanto, u(ty) = Zy. Ademas, si
s € [to — h,to + h], entonces

u(s) = jlirilo u;(s).

Dado que u;(s) € B(Z,b) para cualquier j > 0, deducimos que u(s) € B(Zy,b) por
ser B(Zy,b) un conjunto cerrado. Es decir, u € S.

Puesto que {u;}32, C Sy u € 5, deducimos que {(s,u;(s))}32, C Coy (s,u(s)) € Cp.
Usando ahora que f € Lip,(Co; R™) con constante de Lipschitz L, tenemos que

1f (s, wj(s)) = f(s,uls)]] < Llfuy(s) = uls)]l;
cuando s € [tg — h,to + h]. Es decir,
s {176, i(s) ~ S} < L mas (lugls) —ulo)l}. (23)

De la convergencia uniforme de {u;}52, a u, deducimos que el término derecho de (2.3)
puede hacerse arbitrariamente pequeno tomando el subindice j suficientemente grande.
Por tanto, deducimos que {f(s,u;(s))}32, converge uniformemente a f(s,u(s)) cuando
S € [to — h,to + h]

Por tanto, podemos intercambiar limites por integrales en (2.2) y deducir que

u(t) = 7o + / F(s,u(s)) ds,

Carlos Jiménez Vaquero 9



Capitulo 2. Sistemas de EDOs.

es decir, que u es solucién del pvi (1.4).

Asi, queda probada la existencia de una solucién local y falta por demostrar la unicidad
de la solucion. Esta unicidad se entiende en el sentido de que existe una tnica solucion
del pvi (1.4) que esté definida en el intervalo [ty — h,ty + h]. Veamos en primer lugar,
que si y es solucién del pvi (1.4) en [tg — h,tg + h], debe estar en S. Para ello, basta
comprobar que toma valores en B(Zg; b), pues y debe ser continua y verificar la condicién

inicial y(tp) = Zo.

Razonando por reduccién al absurdo, supongamos que existe t' € [to — h,to + h] tal
que ||y(t') — Zo|| > b. Supongamos que t' € (to,to + h] sin pérdida de generalidad, pues el
caso t' € [ty — h,tp) es similar. De la continuidad de y(t), deducimos la de ||y(t) — Zo|| ¥,

por el teorema de Darboux, existe t; € (to,to + h) tal que

lly(t1) — Zol| = b.

Podemos ademas suponer que

t, = inf{t € (to,to + h) : ly(t) — To| = b},

de manera que t; es el primero con esa propiedad. Por tanto, tendremos que

ly(t) — Zol| < b, te€ (to,t1),

y, por ser y(t) solucién,

SM(tl—t0)<Mh§b,

ﬁ#ummw

lo cual esta en contradiccién con (2.4).

Iv(e) = 3ol = |

(2.4)

Supongamos entonces que x e y € S son dos soluciones de (1.4). Entonces los valores
(t,x(t)), (t,y(t)) € Co para [t—to| < hy, por ser f lipschitziana respecto de x de constante

L en este conjunto,

lote) =20l = || [ (7(s.9(5)) = Fls.a()) s

to

<

1/ (s, y(s)) = f(s,2(s))ll ds

s/me—ﬂw@.

to

y se concluye el resultado aplicando la desigualdad de Gronwall.

]

Corolario 2.1. En las condiciones del teorema 2.2, si f es de clase C' en Q, el pvi (1.4)

tiene una unica solucion definida en el intervalo [to — h,ty + h].

10 Carlos Jiménez Vaquero



2.1. Significado de caracter de bien puesto de un problema. Existencia y unicidad.

Para comprobar esta consecuencia del teorema 2.2, basta ver que f € C'(Q,R")
implica que la funcién es localmente lipschitziana como se recoge en [2].

A continuacion se plantea un problema interesante por las implicaciones que tiene para
la resolucién de EDOs lineales.

Ejemplo 2.1. Sea A € R™™". Veamos que las aproximaciones sucesivas utilizadas en la
demostracion del teorema 2.2 para el problema de valor inicial

= Az,
(2.5)
z(0) = xo,
convergen a x(t) = etxy.
Sea f(x) = Ax. Iqual que se hizo en el teorema 2.2, se define
U()(t) = Xy,
y se consideran los iterantes de Picard
t t
ujy1(t) = xo + / f(s,u;(s))ds = xg +/ Auj(s) ds.
0 0
De esta forma, se tiene que
t t
uy (t) :xo—l—/ Aug(s) ds :x0+A/ zods = xo (1 + At),
0 0
t t (At)
us(t) =xog+ | Aug(s)ds=zo+ A | xo(1+ As)ds = 1+ At + —~ 5 )
0 0
y, por induccion sobre u,, se prueba que
§=0

Ya se ha visto que es cierto paran =1 yn = 2. Lo suponemos cierto para n y vamos a
comprobarlo paran + 1:

Zo

t
Uns1(t) = +/ Up(s)ds =xg+ A
0

(
S () -5

Queda ver que los iterantes de Picard u;(t) convergen a z(t) = e*'zy. Para ello, se
toman limites en (2.6):

n A tSj
+ZAJ+1\/ de =
=0 0 J!
At)
it
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Capitulo 2. Sistemas de EDOs.

= xoe.

: L (At o~ (At
Ji ) = Jim a5 =02
j:

En este ejemplo se ha visto la solucion a un problema de valor inicial con EDO lineal
donde el dato inicial se da para tg = 0. No obstante, también es valido para otro ty. En
ese caso, en (2.6) el factor ' pasa a ser (t —ty)’ y al tomar limites, la serie converge a

x(t) = eAltto) g,

Ademés, para la ecuacion z(t) = ez se puede considerar que e* describe el movi-
miento de los puntos zq a lo largo de las trayectorias de (2.5). Esto da lugar al concepto
de flujo:

Definicién 2.2 (Flujo de un sistema lineal). Sea ¢ : R x R™ — R" la aplicacion dada por
P(t,z) = ex. Para cadat € R, se define el flujo ¢, de la ecuacion diferencial (2.5) a la
aplicacion ¢i(x) = ¢(t,x). Ademds, si los autovalores de la matriz A tienen todos parte
real no nula, se dice que el flujo y el sistema lineal son hiperbolicos.

Asi, a partir del teorema 2.2 se tienen unas condiciones para poder asegurar la exis-
tencia y unicidad de un pvi, al menos, localmente. Un inconveniente de los resultados
locales es que las soluciones no estaran definidas en intervalos maximales. Esto nos lleva
a conocer qué es una prolongacion y una solucién maximal matematicamente.

Definicién 2.3 (Prolongacién). Sean J, y J, dos intervalos tales que J, T J,. Sean
QCRxR", feC(QR"), ydos soluciones de la ecuacion diferencial (1.1), z : J, — R™
ey:J, = R". Se dice que y es una prolongacion de x si x(t) = y(t) para todo t € J,.

Definicién 2.4 (Solucién maximal). Una solucion x : J, — R™ de la ecuacion diferencial
(1.1) es mazimal si no existe ninguna otra solucion que sea prolongacion suya.

A partir de las definiciones 2.3 y 2.4 el objetivo es conocer cuanto se puede extender una
solucion local, que se sabe unica, conservando el cardcter de unicidad; es decir, encontrar
una solucién maximal Unica.

Teorema 2.3 (Existencia de soluciéon maximal). Sean Q@ C R x R™ abierto, (to,zo) € §2
y [ localmente lipschitziana, entonces existe una unica solucion maximal x : J — R™ del
pui (1.4) siendo abierto el intervalo de definicion J.

En [2] se da una demostracién de este resultado.

El tercer requisito establecido por Hadamard [12] para que el pvi (1.4) esté bien
definido, es garantizar la dependencia continua tanto respecto de los valores iniciales
como de los pardmetros. Las condiciones vienen descritas en los siguientes resultados.
Ademsds, en la referencia [18] se demuestra el teorema 2.4, y el teorema 2.5 se prueba
cambiando en la demostracién x de R™ por (x,u) € R*™™™ o directamente mediante la
desigualdad de Gronwall (lema 2.1) y el método de los iterantes de Picard como en el
teorema 2.2.
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2.2. Puntos de equilibrio y estabilidad.

Teorema 2.4 (Dependencia respecto a condiciones iniciales). Sean 2 C R x R" abierto,
(to,z0) € Q y f localmente lipschitziana en Q) respecto de x, entonces existen h,d > 0
tales que, para todo yo € B(xg,0), el pvi

{%sz@,

Z’(to) = Yo,
tiene una tnica solucion & € C*([ty — h,to + h|,R").

Teorema 2.5 (Dependencia respecto a pardmetros). Sean @ C R x R"™™™ abierto,
(to, zo, po) € 2, donde xg € R™ y o € R™, y f localmente lipschitziana en € respecto de
x, entonces existen h,0 > 0 tales que, para todo yo € B(po,0) y p € B(xg,d), el pvi

{(Cil_? = f(t,x,,u),

x(tO) = Yo,

tiene una tnica solucion & € C*([ty — h,to + h], R™).

2.2 Puntos de equilibrio y estabilidad.

El objetivo final del trabajo es poder interpretar modelos biolégicos basados en ecuaciones
diferenciales ordinarias. Desde el punto de vista del modelo, los equilibrios juegan un
papel muy importante, pues identifican estados estacionarios del sistema que pueden
tener interés en su dinamica; por esta razén, para examinar el comportamiento de un
sistema se estudia la estabilidad en torno a los puntos de equilibrio.

2.2.1 Definiciones.

A partir de ahora, y salvo que se diga lo contrario, la EDO (1.1) se considera auténoma,
es decir, la variable independiente ¢ no aparece de manera explicita en la ecuacion.
Matemadticamente, si el sistema es representado por la EDO (1.1), los equilibrios vienen
identificados por los ceros de f. Como f representa la tasa de cambio de x en el sistema
biolégico de estudio, si toma valores nulos, indicara que x no se ve alterado y se mantiene
constante con el paso del tiempo. Lo que da lugar a la siguiente definicién:

Definicién 2.5. En (1.1), los puntos x donde f se anula, se denominan puntos de equi-
librio o singulares.

Continuando con la definicion 2.5, nétese que los puntos donde f se anula correspon-
den a soluciones constantes. Como ya se ha mencionado, en el estudio de los modelos
cobran especial importancia las trayectorias que describen configuraciones estacionarias
(en particular, puntos de equilibrio), estados en los que el sistema no cambia con el tiempo,
pues representan un balance entre especies para las poblaciones, o estados permanentes
en una reacciéon quimica, como ilustra el siguiente modelo.
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Capitulo 2. Sistemas de EDOs.

Modelo 2.1 (Ecuacién logistica). Parte de los estudios bioldgicos se centra en la evolucion
poblacional de las especies, para lo que se construyen modelos matemdticos.

En algunas observaciones experimentales, el crecimiento de las poblaciones en sus
etapas iniciales es proporcional (con cierta proporcion r) al nimero de individuos z(t). Si
la poblacion continiia creciendo, se puede superar la capacidad de carga K > 0 del entorno;
es decir, la poblacion que el ecosistema puede sostener debido a recursos limitados. Fstas
propiedades se aglutinan en la ecuacion del modelo logistico.

dx x
E—rx<1—ﬁ>, r > 0. (2.7)
En la ecuacion (2.7), f(x) = rx (1 — %) se anula en v = 0 yx = K. El0 serd

un punto de equiltbrio habitual en estos modelos, pues si la poblacion es nula, la especie
permanecerd extinta el resto del tiempo. Por otra parte, la cantidad de poblacion x tiende
a adaptarse para consumir los recursos disponibles en el ecosistema. En la figura 2.1 se
representan las soluciones de (2.7), en particular, las dos soluciones constantes en x =0
yxr =K.

~

x(t)

Figura 2.1: Representacion trayectorias del modelo logistico.

En el estudio de la dinamica del modelo, surge el concepto de estabilidad para analizar
el comportamiento de las trayectorias cercanas a una dada.

Definicién 2.6. Sea y(t) solucion de (1.1). Se dice que y(t) es estable si para cada € > 0,
existe & > 0 tal que si x(t) es solucion de (1.1) con ||z(0) — y(0)|| < 0, se tiene que
|lz(t) —y(t)|| < e Vt>0. En otro caso, se dice que y(t) es inestable.

Por otra parte, se dice que la solucion y(t) es atractora si existe p > 0 tal que para
t—o0

cada solucion x(t) con ||x(0) — y(0)|| < p se tiene que ||x(t) — y(t)|| —— 0. Si este
limite se da para t — —o0, se dice que y(t) es repulsora. Ademds, la solucion y(t) es
asintoticamente estable si es estable y atractora.
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2.2. Puntos de equilibrio y estabilidad.

Aunque un sistema puede tener una dinamica compleja en todo el espacio de estados,
los puntos de equilibrio actiian como puntos criticos que organizan el comportamiento
local del sistema. Clasificarlos proporciona una descripcién del sistema sin necesidad de
resolver la EDO que lo caracteriza. Por este motivo, la estabilidad en sistemas dinamicos
se centra en los puntos de equilibrio.

Definicién 2.7. Sea T un punto de equilibrio de (1.1), se dice que es T es estable si para
cada e > 0, existe § > 0 tal que para cada solucion x(t) de (1.1) que cumple ||z(0)—Zz|| < 0,
se tiene que ||x(t) — Z|| <e ¥Vt > 0. En otro caso, se dice que T es inestable.

Ademds, el punto de equilibrio T es asintoticamente estable si es estable y atractor.
Para que sea atractor, tiene que existir p > 0 tal que si |z(0) — Z|| < w, entonces
tlg?o x(t) = z. Si este limite se da cuando t — —o0, diremos que T es repulsor.

Siguiendo con el modelo 2.1, en la figura 2.1 se ilustra la idea de estabilidad. Frente al
equilibrio x = K, que es estable, dado que las trayectorias cercanas tienden a aproximarse
al mismo, se presenta el equilibrio inestable x = 0, para el que todas las trayectorias
inicialmente cercanas se alejan de este punto. De hecho, el equilibrio z = K es atractor,
y en consecuencia, asintéticamente estable; mientras que la trayectoria x = 0 es repulsora
o asintoticamente inestable.

2.2.2 Estabilidad para sistemas lineales.

En esta seccion se analiza cémo estudiar la dindmica de sistemas lineales. Estos son de
especial relevancia, ya que, como se vera en posteriores secciones, la dinamica para un
sistema general se puede estudiar, bajo ciertas condiciones, reduciendo el sistema a uno
lineal. En particular, el sistema reducido que se analizara en estos casos es un sistema
lineal, auténomo, homogéneo y de coeficientes constantes.

Se dice que un sistema de EDOs es lineal cuando en (1.1) f es una aplicacién lineal
en x. Asimismo, (1.1) para un sistema de EDOs lineal, auténomo, homogéneo y de
coeficientes constantes tiene la forma general

= Az, AeR™", (2.8)

donde supondremos desde aqui que la matriz A es regular.

A partir de la definicién 2.7 de estabilidad se puede estudiar la dindmica de un sistema
lineal como el (2.8). En primer lugar, si Z es un punto de equilibrio, cumple que Az = 0.
Luego, como A es una matriz regular, el inico punto de equilibrio de este tipo de sistemas
se presenta en = (. La estabilidad del mismo se puede caracterizar a partir del siguiente
teorema.

Teorema 2.6. El sistema (2.8) presenta en & = 0 un equilibrio estable si, y solo si, todas
las soluciones del mismo estan acotadas.

Demostracion. Veamos que si T = 0 es estable, entonces todas las soluciones estan
acotadas. Supongamos que T = 0 es estable, entonces se tiene que para todo € > 0 existe
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0 > 0 tal que, para cualquier condicién inicial z(0) con ||z(0)|| < §, se cumple que
lz@)l = lle*z(0)] <&, VE=0.

Para cada solucién z(t) de (2.8), sea x(0) # 0 su condicién inicial. Se define y(0) =
2”x( T z(0). Luego, |ly]] = §/2 < §, y por hipétesis se tiene que ||y(t)|| < €. Por otra
parte,

At g
2[|=(0)]

2II%(O)H

ly®)] = lle*y(0)]| = = [lz(®)]l

5 5
2[|z(0)] 2[|z(0)]

y se concluye que |lz(t)| < e=5~L. Por tanto, toda solucién z(t) de (2.8) estd acotada.
Queda ver el reciproco; es de01r si todas las soluciones estan acotadas, entonces z = 0
es estable. Puesto que todas las soluciones son acotadas, existe una constante K > 0 tal
que para todo x(0) y para todo t > 0 se tiene que ||e*2(0)|| < K|z(0)|]. Dado & > 0,
definamos 0 = . Si [[z(0)]| < d, entonces

(0)]| = 107577

lz(t) — zll = )] = lle™woll < Kllaoll <&, Vt=0.

En consecuencia, el equilibrio z = 0 es estable.
O

En un sistema lineal como (2.8) se definen los siguientes subespacios relacionados con
los autovalores de la matriz A:

Definicién 2.8 (Autoespacio generalizado). Sea A € R™ ™. Si el polinomio caracteristico
de A tiene la forma

paN) = detOM — A) = (A — A)™ .. (A — A)™,

donde n = ny + --- + ng, se denomina autoespacio generalizado correspondiente a \; al
espacio E; = ker((A — \;1)™), siendo E; CR" si \; e R" 0 E; C C" si \; € C.

Por otra parte, a partir del resultado del teorema 2.6 podemos deducir la estabilidad
de un punto de equilibrio usando los autovalores de la matriz. Esto se debe a que, segtin el
espectro de la matriz, la solucién estara o no acotada, lo que permitira conocer el caracter
del sistema en el punto de equilibrio. Con este propdsito, se introduce el concepto de
modo propio.

Definicién 2.9. Se denomina modo propio o modo normal asociado al sistema (2.8) a
toda solucion de (2.8) con dato inicial dado por un autovector generalizado de A.

Dado que todo dato inicial puede escribirse como combinaciéon lineal de una base de
autovectores generalizados de A, entonces toda solucién de (2.8) serd combinacion de
modos propios. Ademas, a partir de esta definicién, el teorema 2.6 se reduce a comprobar
la acotacién de los modos propios. Esto se traduce en el siguiente enunciado, donde o(A)
denota el espectro de A:
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Corolario 2.2. Sea T = 0 el equilibrio de (2.8). Entonces, T serd estable si ReA < 0 VA €
0(A), donde si ReA =0, entonces \ tiene igual multiplicidad algebraica y geométrica. En
otro caso, T es inestable. Ademds, si Re\ < 0 para todo autovalor A de A, entonces T es
atractor, y si ReA > 0 para todo autovalor \ de A, entonces T es repulsor.

A partir de la definicién 2.8 de autoespacio generalizado y del corolario 2.2, surge la
de los siguientes subespacios:

Definicién 2.10 (Subespacios estable, inestable y centro). Sean A € R™" y para 1 <
Jj < k, \j los distintos autovalores de A. Denotando por E; al autoespacio generalizado
asociado a Aj, se definen

E® = Uj.pen;<0Fj,
E® = Uj.rex;=0Ej,
E' = Uj:Re)\j>OEj7
los espacios estable, centro e inestable, respectivamente.
De la definicién 2.2, y teniendo en cuenta la definicién 2.10, se tiene que un flujo

serd hiperbdlico si el espacio centro es £ = {0}. Adicionalmente, se puede expresar el
corolario 2.2 en términos de los espacios aqui definidos:

e Si E' = {0} y los autovalores del espacio centro tienen misma multiplicidad al-
gebraica y geométrica, entonces el equilibrio Z es estable. En caso contrario, el
equilibrio es inestable.

e Si E' = E¢ = {0}, entonces el equilibrio es atractor.

e Si E° = E° = {0}, entonces el equilibrio es repulsor.

2.2.3 Estabilidad para sistemas no lineales.

En la definicién 2.2 se traté el concepto de flujo para un sistema lineal. A continuacion,
se amplia esta definicién para sistemas no lineales de la forma (1.1).

Definicién 2.11 (Flujo de sistemas no lineales). Sean E un abierto de R" y f € C'(E).
Para xy € E, sea ¢(t,xq) la solucion del pvi (1.4) definido en su intervalo mazimal I,.
Entonces, para cadat € I,,, se define el flujot — ¢, de la ecuacion diferencial (1.1) como

¢1(x0) = @(t, 20).

Linealizacién

Para sistemas mas complejos, la tasa de cambio de una cantidad no varia linealmente
respecto de otra, y, en consecuencia, (1.1) no es lineal. Tras determinar los puntos de
equilibrio, el analisis se centra en el comportamiento en torno a los mismos, puesto que
organizan la dindmica local del sistema. El método de linealizacién trata de mostrar la
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dindmica local de (1.1) en torno a los puntos de equilibrio T a partir del comportamiento
del sistema lineal (2.8) donde A = D f(z). No obstante, para que la teorfa de linealizacién
se pueda llevar a cabo, los puntos de equilibrio han de ser hiperbdlicos:

Definicién 2.12 (Punto de equilibrio hiperbdlico). Se dice que & € R™ es un punto de
equilibrio hiperbdlico si ningin valor propio de la matriz D f(Z) tiene parte real igual a
cero; es decir, el flujo del linealizado es hiperbolico. En caso contrario, se dird que el
punto de equilibrio es no hiperbolico. Por otra parte, el sistema (2.8) con A = Df(z) se
dice que es el linealizado de (1.1) en .

Cabe destacar la relacién entre los subespacios de la definicién 2.10 con la nocién de
equilibrio hiperbdlico. En particular, de la definicién 2.12 se deduce que un equilibrio x
serd hiperbdlico si el subespacio centro de D f(z) es el vector nulo {0}.

La linealizacién parte de la idea de que para el sistema (1.1), cerca de un punto Z se
puede aproximar la funcién f por el hiperplano tangente en ese punto; es decir,

f(z) = f(z) + Df(z)(x - T).

Ademas, si T es un equilibrio,

f(x) = Df(z)(x — 7).

Por tanto, el sistema 2’ = f(z) se aproxima cerca de T por

' = Df(7)(z — 7). (2.9)

Si en (2.9) se aplica el cambio de variable y = x — Z, entonces se tiene el sistema

y'=Df(z)y. (2.10)
En consecuencia, el sistema (1.1) cerca de T, se puede aproximar por el sistema (2.10)
en torno al equilibrio ¥ = 0. Luego, la linealizacién estudia si es posible explicar el

comportamiento del sistema (1.1) cerca del equilibrio Z, a partir del comportamiento del
linealizado (2.10) en torno al punto y = 0.

Definicién 2.13. Un punto de equilibrio T de (1.1) se dice que es un pozo o sumidero
st todos los autovalores de D f(Z) tienen parte real negativa. En caso de que todos los
autovalores de D f(Z) tengan parte real positiva, se dice que el punto de equilibrio T es
una fuente. Por otra parte, si hay autovalores de D f(Z) con partes reales tanto positivas
como negativas, el punto de equilibrio T se denomina punto de silla.

2.2.4 Teorema de la variedad estable

En esta seccidén se pasa a probar el teorema de la variedad estable. Este teorema, junto
con el de Hartman-Grobman, permitird estudiar la dindmica local de los sistemas no
lineales en torno a los puntos de equilibrio hiperbdlicos, a partir del sistema linealizado
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en torno a ese mismo punto de equilibrio. A continuacién se introducen previamente los
conceptos de homeomorfismo, difeomorfismo y de variedad diferenciable [20], necesarios
para el desarrollo de esta seccién.

Definicién 2.14 (Homeomorfismo y difeomorfismo). Sean U y V' dos abiertos y f :
U — V una aplicacion entre ellos, se dice que f es un homeomorfismo entre U y V
si es biyectiva, continua y de inversa continua. Ademds, si f es diferenciable con f=1
diferenciable, se denomina difeomorfismo.

Definicién 2.15 (Variedad diferenciable). Un subconjunto M de R™ se denomina var-
tedad k-dimensional si para cada x € M se cumple que existe un conjunto abierto U que
contiene a x, un abierto V en R"™, y un difeomorfismo h : U — V tal que

RUNM)=VAR x {0} ") ={z=(21,...,2,) EV i 2py1 = --- = 2, = 0}.

En el siguiente teorema se da una caracterizacion alternativa para el concepto de
variedad diferenciable, de utilidad en lo que sigue, [20].

Teorema 2.7. Un subconjunto M de R" es una variedad k-dimensional si y solo si para
cada punto v € M existe un abierto U que contiene a x, y un abierto W en R"™, y una
funcion inyectiva y diferenciable f: W — R™ tal que:

o f(W)=MnNU,
e f'(y) tiene rango k para cada y € W.

Una vez se han establecido los conceptos que intervienen en el teorema de la variedad
estable, se presenta un resultado previo que se utilizara en la demostracion del mismo
teorema. Este lema previo trata de acotar el crecimiento de la exponencial de una matriz
en base a sus autovalores, siempre que estos tengan todos el mismo signo.

Lema 2.2. Sea || - | una norma matricial derivada de una vectorial. Para A € R™, se
tiene que:

1. Si ReA <0 VA€ a(A), existen K, 0 > 0 tales que ||| < Ke=t para t > 0.

2. Si ReA >0 VA€ o(A), existen K, > 0 tales que ||e?t]] < Ke para t < 0.

Demostracion. Sea A € R". Basta probar el apartado 1, puesto que si este es cierto,
el apartado 2 se obtiene cambiando ¢ por —t.
Luego, supongamos que Re(\) < 0 para todo A € g(A). Entonces, existe o > 0 tal
que
Re(N\) < —0 <0, VYAeoa(A).

Por otra parte, sea B la forma candnica de Jordan de la matriz A. Entonces existe
una matriz P invertible tal que A = PBP~!. De esta forma, se tiene que et = PeB*pP~!
y que ||eP!|| < e79t. Luego, tomando K = ||C]| - ||C|| se concluye que
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lel < lICl - e - e < Ke™,
lo que termina la prueba. O

Tras introducir este lema se esta en disposicion de presentar el teorema de la variedad
estable. Este resultado indica que cerca de un punto de equilibrio hiperbélico z, el sistema
no lineal (1.1) tiene variedades estable e inestable tangentes en T a los espacios estable e
inestable del sistema linealizado (2.8) donde A = D f(Z).

Teorema 2.8 (Teorema de la variedad estable). Sea E un subconjunto abierto de R™ que
contiene al origen. Sean f € CY(E) y ¢; el flujo de un sistema no lineal dado por (1.1).
Suponiendo que f(z) =0, y que D f(Z) tiene k autovalores con parte real negativa y n—k
autovalores con parte real positiva, entonces existen.:

e Una variedad S diferenciable k-dimensional, tangente en el origen al subespacio
estable E¢ del sistema lineal asociado ' = Df(Z)x, tal que para todo t > 0, se
cumple que ¢(S) C S y para todo xy € S,

tlinolo Or(z0) = 7.

e Una variedad U diferenciable de dimension n—k, tangente en el origen al subespacio
inestable E* de D f(Z), tal que para todo t < 0, se cumple que ¢;(U) C U y para
todo xog € U,

lim ¢ (z0) = 7.
t——o0

La demostracién que se presenta para este teorema se basa en la de [1]. Existen
demostraciones alternativas como la que se da en [19] a partir del teorema de la aplicacién
contractiva.

Demostracion. Vamos a realizar la demostracién a través de usa serie de pasos:
Paso 1 Se supone para simplificar que z = 0, sin pérdida de generalidad. Como
feCYE)y f(0) =0, podemos reescribir la EDO z’ = f(x) como

' = Az + F(x), (2.11)

donde A = Df(0) y F(z) = f(x) — Az € C*(E). Nétese que F(0) = 0y DF(0) = 0.
Entonces, por el teorema del valor medio, para todo ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que si
z,y € B(0,0),

1F(z) = Fy)ll <ellz -yl (2.12)

Por otra parte, sea B una forma canénica de Jordan de la matriz B, entonces existe
una matriz C' € R"*" invertible tal que

B:C*ML:F ﬂ,

00 (2.13)
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donde P es una submatriz de R¥** que contiene los bloques de Jordan correspondientes
a los autovalores con parte real negativa; mientras que Q € R ¥)*("=k) contiene los
bloques correspondientes a los autovalores con parte real positiva. Ademas, existe una
constante a > 0 tal que

Re()\j) < —a <0, j=1,... k. (2.14)

Si definimos y = C~ 'z, el sistema (2.11) se expresa de la siguiente forma:

y' = By + G(y), (2.15)

donde G(y) = C'F(Cy) € CY(E) con E = C71(E) y G es localmente lipschitziana. Esto
se debe a que G es composicién de aplicaciones lineales (y por tanto de clase C®) y F €
CY(E), luego G € C'(E). Ademds, como G € C, entonces es localmente lipschitziana.
Ahora probaremos que existen n — k funciones diferenciables ¢;(y1, ..., yx) tales que las
ecuaciones

yj:d}](yhayk); j:k+1,...,n,

definen una variedad diferenciable k-dimensional S para |y;| pequetio, j < k. La variedad
S se obtiene con el cambio z = Cy.
Paso 2 Para el sistema (2.15), se considera

et 0 0 0
ORI AR
Luego, U' = BU, V' = BV y €' = U(t) + V(¢). Junto con el « elegido en (2.14), se
toman K > 0y o > 0 siguiendo el resultado del lema 2.2 tales que

|U#)]| < Ke= @+t vt >0,
V()| < Ke™ vt <O0.

Se considera la ecuacién integral, para a € R",

(2.16)

u(t,a) =U(t)a +/O Ut — s)G(u(s,a)) ds — /too V(t—s)G(u(s,a)) ds. (2.17)

Observemos primero que si v es una solucién continua de (2.17), cada término del lado
derecho es derivable; entonces u es derivable y se tiene que

u'(t,a) = BU(t) + U(0)G(u(t,a)) + B/o Ut — s)G(u(s,a)) ds

+ V(0)G(u(t,a)) — B /too V(t —s)G(u(t,a)) ds
= Bu(t,a) + G(u(t,a)),

por lo que u(t,a) es solucién de (2.15). Vamos a resolver (2.17) por iteracién de punto
fijo. Sean
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up(t,a) =0,
t 00
ujr1(t,a) = U(t)a +/ Ut — s)G(uj(s,a))ds — / V(t —5)G(u;(s,a))ds, j=0,1,...
0 ¢
(2.18)
Tomamos € < ;% v 0 verificando (2.12) para x,y € B(0,6), asi como a € R" tal que
|al| < 5% Queremos ver, por induccién, que
K]||alje* ,
lluj(t,a) —u;—1(t,a)] < %, t>0,7>1. (2.19)

Esto se cumple para 7 = 1. Se supone cierto para m, y se prueba para m + 1, utilizando
que G es localmente lipschitziana y las acotaciones de (2.16) para ||[U(t)|| v ||V (¢)||. Asi,
para t > 0 se tiene que

it (t.0) = () < [ AU = 55, 0) = (s, )
# [ V= S 0) = s (.0 s

t —as —as
<o [ reona Kl [ e oo Kllalle
0

Qm— 1 2m—1
K?|alle = K?[ale®  K|alle™
S € 15 < .
O-mel 02m71 Qm

(2.20)
Luego, queda probado (2.19) para t > 0, y paran > m > N con t > 0 se tiene entonces
que

= = et Klla] _,
lin(t:0) =t < 3 s (t0) = w5t < Kllall 3 5= = Ge ™ (220)

Tomando el limite N — 00, vemos cémo el tltimo término de la desigualdad tiende a 0.
Con esto se llega a que {u;(t,a)} es una sucesion de Cauchy de funciones continuas para la
norma infinito. Por tanto, converge uniformemente hacia una funcién u(¢,a) en ¢t > 0 con
la|| < 5. En consecuencia, tomando limites en (2.18), y puesto que la convergencia es
uniforme, u(t, a) es solucién continua de (2.17), y por tanto, como hemos visto, derivable
y solucién de la EDO (2.15).

Por otra parte, de la induccién (2.18) y como G € CY(E), se tiene que las funciones
u;(t,a) son diferenciables respecto de a para t > 0y [la|| < 3%. Ademds, como la
convergencia hacia u es uniforme, wu(t,a) es también diferenciable respecto de a para

t >0y [la|| < 5% y de (2.21) se sigue que

o
lu(t, a)l| < 2K]Jalle™", ¢ >0, [lal| < 53

e (2.22)

22 Carlos Jiménez Vaquero



2.2. Puntos de equilibrio y estabilidad.

Paso 3 Fijandose en la iteracién de punto fijo (2.18), se observa que las ultimas n — k
componentes del vector a no tienen relevancia en el calculo y se pueden tomar como cero,
puesto que la proyeccién toma los k primeros términos. Asi, las componentes u;(t,a) de
la solucién u(t, a) satisfacen la condicién inicial

u;(0,a) = — (/00 V(=s)G(u(s,aq,...,a, O))ds) ., J=k+1,...,n (2:23)
0 j
A continuacion, si se definen las funciones
Yi(a, ... a;) =u;(0,a4,...,a;,0,...,0), j=k+1,...,n, (2.24)
entonces los valores iniciales y; = u;(0, a1, ..., ax,0,...,0) satisfacen
yi =viyr,....uk), Jj=k+1,...,n. (2.25)

Estas ecuaciones definen entonces una variedad S para [Jy| < % siguiendo la caracteri-
zaciéon dada por el teorema 2.7. Ademds, si y(t) es una solucion de la ecuacién diferencial
(2.15) con y(0) € S (i.e., y(0) = u(0, a)), entonces, dada la unicidad de las soluciones de
(2.15), se tiene que

y(t) = u(t,a), (2.26)

t—o00

y se deduce de (2.22) que y(t) — 0.

Paso 4 Veamos ahora que si y(t) es solucién de (2.15) con y(0) ¢ S, y(0) suficiente-
mente pequeno, entonces y(t) no converge a 0 cuando t — oo.

Por reduccién al absurdo, existird 6 > 0 tal que ||y(t)|| < ¢ y suficientemente pequeno
para que se verifique (2.12) con € < {%. Puesto que y(t) es solucién de (2.15), serd

o0 = "0+ [ B Gy (s)) ds,
— U)y(0) + V()y(0) + /O Ut — )G y(s)) ds + /0 Vit - 9G(s)ds (227)
— U(t)y(0) + V(D) + / Ut — 5)G(y(s)) ds — / TVt $)G(y(s) ds.

donde ¢ = y(0) + [;° V(—s)G(y(s)) ds es constante. Observemos que, utilizando (2.12) y
(2.16), la integral es convergente.

De esta forma, todos los términos a la derecha de (2.27) estan acotados cuando t — oo
excepto posiblemente V(¢)c. Ahora bien, todos los autovalores de @) tienen parte real
positiva y V(t)c = €!9¢, donde ¢ = [cpi1,...,cn)T. Se deduce que V(t)c es acotado si y
sélosic; =0 paraj=k+1,...,n, en cuyo caso V(t)c = 0 y entonces y(t) verifica (2.17).
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Por tanto, necesariamente es y(t) = u(t,a), la solucién de (2.17) para algin vector a, y
tenemos entonces que y(0) € S, llegando a una contradiccion.

Paso 5 Veamos que S es invariante por el flujo. Para ello, supongamos que y(t) es
solucién de (2.15) con y(0) € S. Sabemos entonces, por el paso 3, que debe verificarse
que y(t) — 0 cuando t — oo. Supongamos que existe to > 0 tal que y(to) ¢ S. Si se
considera la solucién de (2.15) dada por z(t) = y(t + to), entonces z(0) ¢ S y por el paso
4, debe ser que z(t) no tiende a 0 cuando t — oo, lo cual es absurdo.

Paso 6 Se puede probar que la variedad definida previamente es diferenciable [14] y

que
v; : .
—=(0) =0, =1,...,k, =k+1,...,n.
8%<) i j n
Por tanto, la variedad diferenciable S es tangente en el origen al subespacio estable E¢ =
{z € R" : ypy1 = - -+ =y, = 0} del sistema lineal (2.15).

Paso 7 La existencia de la variedad inestable U se establece de la misma manera
considerando el sistema (2.15) pero cambiando t por —t; esto es,

y = —By — G(y).

La variedad estable de este sistema es entonces la variedad inestable de (2.15).

2.2.5 Teorema de Hartman-Grobman

En la seccién anterior se ha demostrado el primero de los teoremas que permiten relacionar
un sistema con su linealizado en entornos de sus puntos de equilibrio hiperbélicos. En
este apartado se propone demostrar el teorema de Hartman-Grobman.

Previo a la introduccién del teorema, se introducen una serie de resultados que se
usardn para probar el mismo, extraidos de [1]. En primer lugar, se trata de probar que
para cada € > 0 y cada matriz A, existe una norma matricial ||- || asociada a una vectorial
de manera que ||A|| < p(A) + &, donde p(A) es el radio espectral de A. Ademads, nos
interesa probarlo para p(A) < 1.

Lema 2.3. Sea A una matriz real de dimension n x n tal que p(A) < 1. Entonces existe
una norma en R™ tal que, en la norma matricial asociada, se tiene ||A|| < 1.

Definicién 2.16. Sea L una matriz real de dimension n X n no singular. Diremos que
el automorfismo L : R™ — R"™ dado por x — Lx es hiperbdlico si para cada autovalor A
de L se tiene que |\| # 1.

La relacién entre automorfismos y flujos lineales hiperbdlicos queda establecida a través
del siguiente resultado, véase [1].

Proposicién 2.1. Sea A una matriz real de dimensidn n x n tal que el flujo e es

hiperbdlico, entonces el automorfismo e? es hiperbélico.
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Teorema 2.9. Sea L una matriz real de dimension n X n no singular tal que el automor-
fismo L : R™ — R" dado por x — Lx es hiperbolico. Sean : R" — R™ continua, acotada y
uniformemente Lipschitz de constante de Lipschitz \ suficientemente pequena. Entonces
existe un homeomorfismo H de R™ tal que

Ho(L+n)=LoH. (2.28)

Diremos que L y L+n son topologicamente conjugados. Ademds, H es unico si suponemos
que es de la forma H = Id+ g, donde g : R™ — R" es continua y acotada.

Demostracion. La demostracion se llevara a cabo a través de una serie de pasos, véase

1].

Paso 1. Como L es hiperbdlico, podemos escribir

(2.29)

L=P'LP= [B 0} :

0 C
con By C matrices tales que p(B) < 1, p(C™') < 1, a partir de un cambio de base
dado por una matriz invertible P. Asimismo, las propiedades de L y de la funcién n del

enunciado se mantienen tras el cambio. Suponiendo que el teorema es cierto para L en el
sentido de que

HOO(ZN—J—F??):IN/OH(),

para 7j = P~'nP y Hy homeomorfismo, entonces

(HyoP"Y)(L+n)oP =P 'oLo(PoH)),
de donde

(PoHyo P )(L+mn)=Lo(PoHyoP™"),

y el homeomorfismo H = P o Hy o P~! satisface (2.28) para L y 1. Esto permite reducir
la demostracién al caso en que L es de la forma (2.29).

Paso 2 Aplicando el lema 2.3, existen normas || - ||, || - ||; en los subespacios estable e
inestable asociados a L, E¢(L) y E‘(L), tales que en las correspondientes normas matri-
ciales se tiene ||B|l. < a 'y [|[C7!||; < a para algiin @ < 1. Consideramos entonces a partir
de ahora en R" la norma

I ]1* = llylle + lI=117,

suponiendo que z =y + 2z € E¢ @ E* = R",

Paso 3 Sea BC(R") el espacio de Banach de las funciones u : R™ — R™ continuas y
acotadas dotado de la norma del supremo ||u||coc = Sup,cgn ||u(2)]|. Definimos entonces la
norma
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|u|| g = max { sup [Jug(2)||, sup ||ua(2)|| : w(z) = ui(z) + us(z) € E° & E’} )

TzER™ rER™

Entonces,

[ulloo = sup [lu(z)[| = sup [Jui(z) + uz(z)|
reR™ z€eR™

< sup (flur(2) || + [lua(2)[]) < 2[|ulls,

z€R™

y, por otro lado,

lur (@)1 < flua (@) + Juz(2)]* = [lu(=)]*
[l (@) 1* < flua (@) + [luz(2)[1* = [Ju(@)]I?,

de donde se deduce que

lulls < [lulloo-

Por tanto,

1
slullos < Jlufls < flullo,

y ambas normas son equivalentes.

(2.30)

Paso 4 En las condiciones del enunciado del teorema 2.9, se establece el siguiente

resultado intermedio:

Lema 2.4. L +n:R" — R" es un homeomorfismo.
Demostracion. Sea z € R"; entonces la ecuacion

Lx+n(z) =z

es equivalente a la ecuacién de punto fijo

v =Lz —n(x)) = fi(2).

Observemos que, como 7 es Lipschitz de constante A,

1 fo(@) = L) < UL - lin(2) = n@)ll < 1LY Il = yll,

(2.31)

y para A suficientemente pequeno, se tiene que f, es contractiva, por lo que la ecuacién
(2.31) admite una tnica solucién x = x(z) = (L+n)~'(z) para cada z € R™. Esto implica

que L + n es biyectiva.
Por otra parte, para z,y € R”
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lz(2) = z(@W)]| = [1/:(x(2)) = fy(z(y))]]
< fe(2(2) = (eI + 1£:(2(y)) = fuz@))]

< Slla(z) = 2@l +IIL71 (= = n(2(y)) — L7y — n(z(@)))]
< Sllz(z) —2z@) + 1Lz =yl

Por tanto,

lo(2) = 2(y)ll < 21L7Y[[|2 = ylI.
Esto implica que la aplicacién z — x(z) = (L +n)"*(z) es uniformemente Lipschitz y, por

tanto, continua. En conclusion, L + n : R” — R"™ es un homeomorfismo. O

Paso 5

Lema 2.5. Sean 1 y é continuas, acotadas y uniformemente Lipschitz de constante A
suficientemente pequena. Entonces existe una unica g : R™ — R™ continua y acotada tal
que

(Id+g) o (L+17) = (L+&) o (Id + g). (2.32)

Demostracién. Sean g = Bl}, n= [zl}, £ = El] y T = L+ 7. La ecuacién (2.32)
2 2 2
por componentes se escribe como

m(z) + g1(T(z)) = Bgi(z) + & (2 + g(x)),
m2(z) + g2(T(z)) = Cga(x) + &2(x + g(x)),

resultando el sistema de punto fijo

gi(@) = —m(T~(z)) + Bou(T " (2)) + &(T" (2) + 9(T™ ' (2))) = Fi(g)(x),  (2:33)
g2(z) = C7 (ma(2) — &z + g(@)) + 62(T(2))) := Fa(g) (). (2.34)

)
Sea F': BC(R") — BC(R"), F(g) = [ Ezﬂ Para g,h € BC(R™) y © € R" se tiene,
utilizando las hipotesis,

1F1(9)(2) = Fa(h) (@)l = & (T () + 9(T~(2))) — &(T () + h(T™ ()
+ B(g1(T7 () = ha (T ()|
< Mg(T™(2)) = AT~ (@)l + allgs (T~ (2)) — ha (T ()]
< Allg = hllse +allg = bz < A+ a)llg = hlls,
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con || - || la norma definida en (2.30). Andlogamente,

1F2(9) () = Fa(h)(0) || < afl€e(z + h(x)) = &2 + g(2)) + g2(T'(x)) — ho(T(2))]|
< aXlg(z) = h(z)]| + allga(T(2)) = ho(T'(2))]]
< Alg = hlloe +allg = bl < 2A + a)llg = hll5.

Por tanto,

1F(g) = F(M)lz < (2A + a)llg = Al 5.

Tomando A suficientemente pequena, se tiene que F' es contractiva, por lo que admite un
unico punto fijo g € BC verificando (2.32). O

Paso 6 Aplicamos el lema 2.5 con é = 0y n =n la de la hipétesis del teorema, con A
suficientemente pequeno. Por tanto, existe una tnica g € BC(R™) tal que

(Id+g)o(L+n) = Lo (ld+yg),

y, andlogamente, tomando ahora & = ny 7 = 0, existe una unica h € BC(R") tal que

(Id+h)o L = (L+mn)o(Id+h).

Se tiene entonces que

(Id+h)o(Id+g)o(L+n)=(Id+h)oLo(Id+g)=(L+n)o(Id+h)o (Id+ g).
Por otra parte,

(Id+h)o(Id+g)=Id+g+ho(Id+g)=1d+ ¢,

con g’ = g+ ho(Id+g) € BC(R™). Entonces, se satisface (2.32) con 7j = £ = n para ¢’ y
la funcién nula. Por la unicidad de la solucién es ¢’ = 0 y por tanto

(Id+h) o (Id+g) =1d. (2.35)

Anélogamente,

(Id4+g)o(Id+h)o L= Lo (Id+g)o (Id+ h),
Id + g) (Id+h) =Id+ A, =h+go(Id+ h) € BC. Un razonamiento similar
=1 =0 lleva a que
(Id + g) o (Id + ) = Id. (2.36)
Asi, (2.35) y (2.36) implican que Id+g es un homeomorfismo, completando la demostracién

del teorema 2.9. O
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Lema 2.6. Sean a > 0 y r, : R™ — R" la funcion definida por
x, si||z]| < a,

ax
]|’

Entonces r, es uniformemente Lipschitz con constante de Lipschitz 2.

ro(z) = si 2| > a. (2.37)

Demostracion. Por una parte, para ||z|| > a > ||y|| (andlogamente, para |ly|| > a >

1),
Ira(#) = ra(y)ll =

ax H
T Y
|l

(0] (0%
< sz =yl +|+y—v
[|2]] | 2]]

Iyl
o izl =a)
<z =yl + ll=ll = llyll < 2l = y]-

Por otra parte, para ||z, |ly|| > «,

Ira(z) = ra(y)l| =

|~”U|| [lyll H

< olle = ol + bl | -

STty ajy

] Izl Tyl

< lz =yl + ll=ll = ylll < 2[l= =y,

lo que termina la demostracion, puesto que para el caso donde ||z||, ||y|| < «, se tiene que
Ira(2) = ra(W)Il = llz =yl < 2[lz -yl

[

Teorema 2.10 (Hartman-Grobman). Sean G C R™ abierto, f € CYG) y ¢ el flujo
inducido por f. Supongamos que xq es un punto de equilibrio hiperbdlico de (1.1). De-
notamos A = Df(xy). Entonces los flujos p,(x9) y e en el origen son localmente
topologicamente conjugados.

Para probar este resultado, a continuacién se aporta la demostraciéon que se da en [1].

Demostracion. La demostraciéon se estructura en los siguientes pasos:
Paso 1. Vamos a suponer sin pérdida de generalidad que 2y = 0. Como f es C!, para
cualquier A > 0, existe € (0,1) tal que B(0,a) C Gy

|Df(x) — Df(0)|| < A/2 para todo z € B(0, ).
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Por tanto, por el teorema del valor medio, la aplicaciéon  — f(x) — Df(0)z es uni-
formemente Lipschitz de constante A/2 en B(0,«). Consideramos ahora g : R" — R”
dado por g = (f — A) or,. Entonces g es continua y acotada por serlo f — Df(0) en
B(0,a) y ro(x) € B(0, ) para todo € R™. Ademds, por el lema 2.6, g es uniformemente
Lipschitz de constante A. De la definicién de g, se tiene

(A+9)lBo.0) = flBO.0)- (2.38)

Sea 1 el flujo inducido por A + g. Entonces (2.38) implica que 1 coincide con ¢ en
B(0,a). Basta, por tanto, probar que ¢ y e son topolégicamente conjugados, como se
hara a continuacion.

Paso 2. Como A + g es uniformemente Lipschitz en R", ) es un flujo global; es decir,
definido en todo R™ [14]. Ademads, por la férmula de variacién de las constantes,

t
Yi(z) = eta + / e (yy(x))ds, VteER, zecR™ (2.39)
0

Puesto que g es continua y acotada, se deduce de (2.39) que

t
le() — eaf| < ||9||oo/ el=l4lgs, vt eR, z € R, (2.40)
0

por lo que 1, — et : R* — R™ es continua y acotada.
Por otra parte, de (2.39), se obtiene que

[en(w) = ea()ll < MMl -yl +/0 eTNAN[Ws(2) = vs(w)lds,

y multiplicando por e 14l y aplicando el lema de Gronwall se tiene que

() = ()l < [l —ylleA - vi e R, 2,y € R", (2.41)
Por tanto, se deduce a partir de (2.39) y (2.41) que

(¥ — ) () — (e — e ()| < /O e INAN[oho(2) — a(y) | ds
< Mz — gyl /t s g (2.42)
0
= [lz — ylleM(eNM 1), VtER, 2,y €eR"

De esta forma, 1, — e*4 : R® — R" es uniformemente Lipschitz de constante tan pequena
como se desee.

Paso 3. Como zy = 0 es un punto de equilibrio hiperbélico, L = e? es un automor-
fismo hiperbélico de R™ (cf. Proposicién 2.1). Ademads, puesto que A puede ser elegido
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arbitrariamente pequenio, por (2.42) se tiene que n = v¢; — L es uniformemente Lips-
chitz con constante de Lipschitz tan pequena como queramos. Ademds, por (2.40), 1 es
continua y acotada.

Aplicando entonces el teorema 2.9 a L = e? y = ¢, — L, existe un tinico homeomor-
fismo H tal que H — Id es continua y acotada y H o L = v¢; o H. Entonces, para cada
teR,

Yro(ppoHoL™")=tppopyoHoL " =tpoHoLoL™" = (pyoHoL™")olL.
Por tanto, 1, o H o L™ es también una conjugacién topoldgica de L y 1. Puesto que

YppoHoL ™ —Id=(py — L") oHoL '+ L'o(H —1d)o L™,

y ¢;— L'y H—Id son ambas continuas y acotadas, se deduce que ;o HoL*—Id es continua
y acotada. Por la unicidad establecida en el teorema 2.9, debe ser H = v¢),0 Ho L™, y de
aqui se sigue que e o H =1, 0 H.

m

2.2.6 Estabilidad de los puntos de equilibrio

A partir de los teoremas de las secciones 2.2.4 y 2.2.5 se puede analizar la dinamica local
de los sistemas en torno a puntos de equilibrios hiperbdlicos. Este sera el objetivo de la
seccion; ademds, se particularizard con los sistemas de dimensién 2, dado que podemos
conocer mucha mas informacién para estos.

Caracterizacion general en el caso hiperbdlico

De los teoremas de la variedad estable y de Hartman-Grobman se deduce que todo sumi-
dero sera asintéticamente estable; mientras que, cualquier fuente serd inestable. Ademas,
se puede analizar el comportamiento local de las soluciones en entornos de un sumidero.

Teorema 2.11. Sea xy un punto de equilibrio de @. Sea A = D f(xy). Si xy es un sum-
idero de ¢ (es decir, Re(\) < 0 para cada autovalor de A), entonces xq es asintéticamente
estable. Si existe un autovalor A de A tal que Re(\) > 0, entonces xq es inestable.

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que z = 0. Entonces, por
el Lema 2.2, existen constantes M > 0y > 0 tales que

e < Me P, vt > 0. (2.43)

Por otra parte, por el teorema de Grobman-Hartman, los flujos ¢;(-) y € son lo-
calmente topologicamente conjugados; es decir, existen entornos V' y W del origen y un
homeomorfismo H : V — W tales que, para cada x € V/,

oi(z) = H ' oe o H(x). (2.44)
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De aqui se deduce que si x € V', entonces ¢;(z) — 0, por lo que 0 es un punto atractor.
Veamos ahora que el origen es estable. Sea ¢ > 0. Como H~! es continuo, existe
81 > 0 tal que si ||y|| < 8y, entonces |H(y)|| < e.
Por la desigualdad (2.43), si ¢t > 0y ||z|| < 3, entonces [|e'z|| < 4;.
Finalmente, como H es continuo, existe d2 > 0 tal que si ||z|| < d2, entonces || H (z)| <

S5

De todo lo anterior aplicado a (2.44) se deduce que si ||| < d2, entonces ||p(z)|| < €
para todo t > 0. Esto prueba que el origen es estable. O

Por otra parte, puesto que para los puntos de equilibrio hiperbdlicos, en el sistema
linealizado en torno a ellos no hay autovalores con parte real nula, todos ellos seréan
asintoticamente estables o inestables.

Teorema 2.12. Sea T un equilibrio hiperbélico de (1.1) tal que existe un autovalor \ de
Df(z) con Re\ > 0. Entonces T es inestable.

Demostracion. Supongamos que existe un autovalor A de A = D f(0) tal que R(\) > 0.
Entonces existe una variedad inestable U de dimensién al menos 1 y definida en un entorno
B(0,r) del origen, tal que para todo z € U N B(0,7) se tiene que ¢(z) € U N B(0,r),
Vt <0, y ademas ¢(z) — 0 cuando t — —o0.

Sea entonces ¢ € (0,7), y sea z € (B(0,r) \ B(0,e)) NU; para cada § > 0 existe
ts < 0 tal que ||, ()] < 6. Sidefinimos y = ¢, (), entonces y € B(0,6) y se tiene que

v1,(y) = ¢ B(0,¢). O

Caracterizacion de la estabilidad segiin Liapunov

Se acaba de explicar como caracterizar la estabilidad para puntos de equilibrio hiperbdlicos.
Sin embargo, la teoria descrita no es aplicable a equilibrios no hiperbdlicos. En ese caso,
se puede usar el método de Liapunov.

Definicién 2.17. Sea U C R" abierto, V : U — R tal que V. € C*U), x € U. La
variacion de V(x) a lo largo de la solucion ¢i(x) es

_ dV(u(a))

V(x) p

., = VV(ge(x)) f(e(2)) o VV(x)f(x). (2.45)

A partir de la definicién de V(z) en (2.45) se puede caracterizar la estabilidad de un
punto de equilibrio como sigue [2, 18, 1, 21]:

Teorema 2.13. Sea zq un punto de equilibrio de (1.1), r > 0. Supongamos que existe
una funcion V- € CY(B(xg, 7)) tal que V(xo) =0 y V(x) > 0 para x # xo. Entonces:

a) Si V(x) <0 para todo x € B(xg, 1), z¢ es estable.
b) SiV(x) <0 para todo = € B(xo,7), T # 0, To s asintdticamente estable.
)

¢) Si V(x) >0 para todo x € B(xo,r), T # 0, Ty es inestable.
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Definicién 2.18. Si V(x) es una funcion que verifica las condiciones del apartado a) del
teorema 2.13, diremos que es una funcion de Liapunov para xo. Ademds, si verifica las
condiciones del apartado b), diremos que es una funcion de Liapunov estricta para xq.

Para el apartado c) del teorema 2.13 puede considerarse la siguiente mejora [18]:

Teorema 2.14. Sea zy un punto de equilibrio de (1.1), r > 0. Supongamos que eziste <)
abierto y una funcién V€ C*(Q) tal que:

’1,) Ty € 8&2,
ii) V(x) =0 para todo x € 02N B(xg, 1),
iii) V(r) >0 y V(x) > 0 para todo x € QN B(xo,7),

Entonces xq es inestable.

Puntos de equilibrio de sistemas planos

Utilizando los resultados de las secciones anteriores, analizamos aqui la dindamica local
de equilibrios de sistemas no lineales planos. Suponemos que el sistema (1.1) tiene un
equilibrio en el origen y que f es C! en un abierto de R? que contiene al origen.

Caracterizacion del sistema linealizado Los diagramas de fases que se van a estudiar
corresponden a una forma canénica de la matriz A = D f(0) del linealizado del sistema
plano (1.1); es decir, existe una matriz regular P tal que B = P7'AP. Ademds, P es
una transformacién lineal y continua. Como transformacion lineal, lleva rectas a rectas,
elipses a elipses, hipérbolas a hipérbolas, parabolas a pardbolas y los ejes coordenados,
cuando son invariantes, en los autoespacios de A. Por otra parte, como transformacién
continua, conserva el sentido de las trayectorias y el comportamiento asintético.

Por tanto, para clasificar los sistemas, lo haremos segtin la forma canénica de la matriz
de su sistema linealizado en el origen, que suponemos no singular. Luego, se va a ir
analizando cada una de las posibilidades [9]. La primera opcién es que ambos autovalores
de la forma candnica sean distintos y reales. Por tanto, la matriz serda diagonalizable y
tendra la forma

{Aol )\02.] AL A ER A £ N (2.46)
Luego, el sistema canoénico asociado sera
() = My (t t) = eM?
y}( ) () o n(®) e/\ tC1 , C1,c0 €R. (2.47)
Ya(t) = My () Ya(t) = ey

Vamos a ver la evolucion de las trayectorias:

e Sic; = cy = 0. Entonces, se deduce de (2.47) que (y1,y2) = (0,0).
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e Sici =01y ¢y # 0 se tiene la trayectoria (y;(t),y2(t)) = (0, e*?'cy); mientras que si

t
c1 # 0y ce =0, se tiene la trayectoria (y;(t),y ( )

(0, e*'cy). Nétese que estas

soluciones se corresponden con los cuatro semlejes.

e Sicy #0,c0 # 0, podemos escribir

C1 ’ (6))

Y1 it Y2 et

Despejando t en ambas ecuaciones, y suponiendo que A; # 0 y A\; # 0, podemos

igualarlas
1 1 Yo Yo Y12
- _1 ) R P 1 =In 2.48
Bi=omZ) 5w = End-mEE e
y por la inyectividad del logaritmo,
A A
2= L5 = |yl =dm|™, ¢>0, dondec=|2. (2.49)
C2 1 1

Tenemos dos posibilidades:

i)

ii)

A1Ag < 0; es decir, tienen signos opuestos. En ese caso, como \; # 0, ’\2 <0

y, segun (2.49), las trayectorias son hipérbolas. Ademés, de :\\f < 0 se deduce
que si |y;| — oo, entonces |ya| — 0; mientras que si |y;| — 0, |ya| — oo0. Se
dice que el origen es un punto de silla, y sera inestable, puesto que, bien A; o
bien Ay serd positivo.

A1Ag > 0; es decir, tienen el mismo signo. En ese caso, i_f > 0, luego de (2.49)
se deduce que las trayectorias son pardbolas con el vértice en (0,0). Se dice
que el origen es un nodo, y sera estable si ambos autovalores son negativos e
inestable si son positivos.

Por otra parte, vamos a ver que todas las pardbolas tienen un mismo eje de
tangencia. Supongamos yi,ys > 0. Como

dy, Ay 321

— 1

dy N
tomando limites para y; — 400, si /\—f — 1 > 0, entonces Z—zf — 0; mientras
que si :\\—f 1 < 0, entonces 3—5? — +4o00. Por tanto, en el sistema original las

trayectorias se acercan o alejan del origen tangentes al eje que representa el au-
toespacio asociado al autovalor de menor valor absoluto. Este comportamiento
se extiende por simetria al resto de los cuadrantes del plano (y1,y2)

La segunda opcion es que ambos autovalores coincidan y la matriz diagonalice. La
matriz que describe el sistema tendra la forma
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0 A

Igual que antes, podemos obtener de forma sencilla la solucién del sistema asociado

{yam =) {y1 (t) = e

P 0} . AERNAD. (2.50)

;o €R, (2.51)
Ya(t) = Aia(t) y2(t) = eMey

y obtener la ecuacion de las trayectorias distinguiendo casos:
e Sic = cy =0. Entonces, como se deduce de (2.51), (y1,y2) = (0,0).

e Sic; =0y ¢y # 0se tiene la trayectoria (y;(t), y2(t)) = (0, eMey). Sic; # 0y ¢y =0,
andlogo a lo anterior, se tiene la trayectoria (y;(t),y2(t)) = (0,e*cy). Nétese que
estas soluciones se corresponden con los cuatro semiejes.

e Sicy #0,c0 #0, podemos escribir

Y1 Y2
Jr_ o 2 u

Y Y

C1 C2
e igualando ambas ecuaciones,
Y1 Yo
1 C2
es decir,
Co
Yo = cy; donde c = —.
C1

Luego, las trayectorias son rectas de pendiente c. Este tipo de punto de equilibrio
se denomina punto estrella.

Tras contemplar la situacién en la que ambos autovalores coinciden y la matriz diago-
naliza, surge de manera inmediata la tercera posibilidad. Vamos a estudiar ahora los
sistemas planos con un unico autovalor que no diagonalizan; esto es, sistemas con la
forma canonica

Al
[0 A}, AER,A#O. (2.52)

Pasamos una vez mas a obtener las soluciones del sistema asociado. Una de ellas la
podemos obtener igual que para los casos anteriores y sustituir en la otra resultando en
una ecuacion escalar lineal no homogénea. Luego, tenemos

, c1,c0 €R. (2.53)

Pasamos ahora a obtener las trayectorias del sistema:
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e Si ¢ =cy = 0. Entonces, como se deduce de (2.53), (y1,y2) = (0,0).

e Sici # 0y ey =0, se tiene la trayectoria (y;(t),vy2(t)) = (e*c1,0). Dado (2.53),
esta solucién se corresponde con los semiejes donde yo = 0. Ademads, para A < 0
recorrerd el eje convergiendo al origen cuando ¢ — oo; mientras que se alejara del
origen si A > 0.

e Si ¢y # 0, a partir de la solucién de y, obtenemos

L. Y
t) = At e t = —l —1,
ya(t) = eVeo 3 1] o
donde se puede quitar el valor absoluto observando en (2.53) que ¢y e ys(t) tienen

el mismo signo para todo t. Sustituyendo en la expresién de y; se llega a que

A\t A /C1 C1 &1 1 Y2
pn=e"(cr+tey) =e 02<62 +1) ?/2(02 +1) y2(02 + \ HCQ)

Por otra parte, como

% ALty

dys Aya
entonces las trayectorias en el plano (yi,2) son tangentes en el origen al eje hori-
zontal, mientras que atraviesan ortogonalmente la recta A\y; +y2 = 0. En el sistema
original, el eje de tangencia se corresponde con el autoespacio asociado a A mien-
tras que la recta A\y; + yo = 0 queda determinada por un autovector generalizado

adicional. Se dice que el origen es un nodo impropio, estable si A < 0 e inestable si
A > 0.

El dltimo caso es que los autovalores A\; y A9 del sistema plano que estamos tratando
sean complejos. En ese caso, puesto que la matriz es real, el polinomio caracteristico
también, y los autovalores han de ser conjugados el uno del otro; es decir, son \; =
at+bi, i=1,2,cona,béeRyb+#0. La forma candnica real sera

a b
[ b a}’ a,be R, b#0. (2.54)

Vamos a ver las soluciones para calcular posteriormente las trayectorias del sistema.

{fl/i(t) = My (t) . {yl () = e*(c1 cos bt + ¢y sin bt) , c,00 €ER.(2.55)

yo(t) = Aaya(t) yo(t) = e™(—cy sin bt + co cos bt)
Se trata de poner en coordenadas polares las soluciones del sistema. De esta forma,

tomando r(t) = |c|e™ y O(t) = 0y — bt con ¢ = ¢; +icy y Oy un argumento de ¢, se expresa
el sistema de soluciones (2.55) como
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(2.56)

y2(t) = r(t)sen(0(t))

A partir de este sistema se pueden analizar las trayectorias, para lo que se supone que

a # 0 para que el equilibrio sea hiperbdlico. En todos los casos se dice que el origen es
un foco.

{m (t) = r(t)cos(0(2))

e Sia > 0, de la expresién de r(t) se deduce que el radio aumenta al aumentar ¢; es
decir, la distancia respecto del origen es mayor y, por tanto, el origen es un punto
de equilibrio inestable. Para el sentido de giro se distinguen dos casos:

— Si b > 0, el dngulo que forma el punto (yi(t),y2(t)) con el eje horizontal en
cada instante ¢ disminuye. Luego las trayectorias giran en sentido horario.

— Si b < 0, la evolucién del angulo es la contraria y en consecuencia el sentido de
giro es opuesto, antihorario.

e Sia <0, deigual forma que para el caso a > 0, como r(t) — 0 cuando ¢t — +o0, se
deduce que el origen es un punto de equilibrio estable. El giro se estudia de igual
manera que para el caso a > 0 deduciendo que si b > 0, las trayectorias giran en
torno al origen en sentido horario, siendo la orientacion opuesta para b < 0.

Caso particular de los centros En este caso, las partes reales de los autovalores son
nulas. Por tanto, estamos en el caso particular del sistema candnico (2.54) que faltaba por
analizar donde a = 0. La parametrizacién dada en (2.56) sigue siendo valida, y resulta
que 7(t) = |c|le® = |¢|. Luego, el radio para cada par de soluciones es constante, y por
tanto, las soluciones son estables; mientras que sigue existiendo el mismo giro que para
a # 0.
Utilizando los teoremas de la variedad estable y de Hartman-Grobman podemos analizar

la estabilidad del origen como equilibrio hiperbdlico del sistema plano (1.1). Para ello, se
definen previamente los siguientes conceptos:

Definicién 2.19 (Foco). Se dice que el origen es un foco estable para (1.1) si existe,
tomando las coordenadas polares (r,0), un 6 > 0 tal que, para 0 < rog < § y by € R,
se tiene r(t,ro,60p) — 0 y |0(t,70,6p)| — 00 cuando t — oo; y es un foco inestable si
r(t,ro,00) — 0 y |0(t,79,00)| = 00 cuando t — —oo.

Definicién 2.20 (Nodo). Se dice que el origen es un nodo estable para (1.1) si existe,
tomando las coordenadas polares (r,0), un 6 > 0 tal que, para 0 < rog < § y by € R,
se cumple que r(t,19,600) — 0 cuando t — oo y limy_,o O(t, 19, 00) existe; es decir, cada
trayectoria en B(0,9) \ {0} se aprozima al origen a lo largo de una linea tangente bien
definida cuando t — oo.

Se dice que el origen es un nodo inestable si r(t,r9,00) — 0 cuando t — —o0 y
limy o 0(t,70,00) existe para todo 9 € (0,6) y Oy € R.
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Definicién 2.21 (Punto de silla). Se dice que el origen es un punto de silla para (1.1)
st existen dos trayectorias vy y Y2 que se aproriman al origen cuando t — oo y dos
trayectorias 3 y v4 que se aproximan al origen cuando t — —oo, y si existe un 6 > 0
tal que todas las demds trayectorias que comienzan en B(0,9) \ {0} abandonan B(0,0)
cuando t — £00.

Asimismo, para el caso no hiperbdlico, definimos:

Definicién 2.22 (Centro). Se dice que el origen es un centro para el sistema no lineal
(1.1) si existe un 6 > 0 tal que toda curva solucion de (1.1) en B(0,0)\ {0} es una curva
cerrada con el origen en su interior.

Definicién 2.23 (Centro-foco). Se dice que el origen es un centro-foco para (1.1) si, para
cualquier 6 > 0 arbitrariamente pequeno, en B(0,0) existe al menos una orbita periddica
que rodea el origen.

El siguiente teorema es una consecuencia directa de los teoremas de la variedad estable
y de Hartman-Grobman. En ellos se indica como cualquier punto de equilibrio hiperbdlico
mantiene la misma forma tanto en el sistema no lineal como en su linealizado. Este
teorema se contempla en [4].

Teorema 2.15. Sea el sistema (1.1) con un punto de equilibrio en T y su sistema lineal-
izado (con el equilibrio trivial y = 0).

e Siy =0 es un punto de silla del linealizado, entonces T es un punto de silla para el
sistema original.

e Siy =0 es un nodo estable (resp.inestable) del linealizado, entonces T es un nodo
estable (resp.inestable) para el sistema original.

e Siy =0 es un foco estable (resp.inestable) del linealizado, entonces T es un foco
estable (resp.inestable) para el sistema original.

Para el caso no hiperbdlico de un centro para el sistema linealizado, no esta asegurada
la conservacion de la geometria cercana al origen al pasar al sistema original.

Teorema 2.16. Sean A un abierto de R? que contiene al origen y f € C1(A) con f(0) = 0.
Si el origen es un centro para el sistema linealizado, entonces es un centro, un foco o un
centro-foco para el sistema (1.1).

Este teorema, probado en [18], acota las posibles opciones en las que se transforma
un centro del linealizado en el correspondiente sistema no lineal en el plano; sin embargo,
no se puede determinar cudl de ellas serd, salvo situaciones muy particulares como la del
siguiente teorema recogido en [18].

Teorema 2.17. Sean A un abierto de R? que contiene al origen y f € C*(A) con f(0) = 0.
Si el sistema no lineal es simétrico respecto alguno de los ejes coordenados y el origen es
un centro para el sistema linealizado, entonces es un centro para el sistema (1.1).
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Plano traza-determinante FExiste una forma rapida de clasificar el origen como equi-
librio de un sistema plano cualquiera. A este método se le conoce como plano traza-
determinante. Ahora veremos el motivo de este nombre. Partimos de una matriz general
A = (a;j)}j=; con n = 2. Luego, su polinomio caracteristico serd

Z —an —ai2
—a21 Z — Q22

Pa(z) = det(=] — A) = det ( ) = (2 — an)(z — az) — anap

(2.57)
=2 — (a11 + a22)z + ar1a20 — azarp = 2% — (trd)z + det A.

Por otra parte, si A, Ay € C son los autovalores de la matriz A (pudiendo coincidir),
entonces el polinomio caracteristico sera

PA(Z) = (Z — )\1)(2 - )\2) = 22 - ()\1 + )\2)2 + )\1)\2. (258)
Relacionando las expresiones (2.57) y (2.58) del polinomio Py se llega a que
(trA + VA)

trA = )\1 + /\2 /\1 =
det A=Xdo 0 o= itrdA—vA)
donde A = (trA)?—4det A. A partir de esto, vamos a ir distinguiendo casos para clasificar

el punto de equilibrio en funcién de la traza y el determinante de la matriz asociada al
sistema.

(2.59)

N[ N[

e En primer lugar, notemos que si A = 0, entonces ambos autovalores coinciden.
Con lo visto durante la explicacién de los sistemas planos, sabemos que el sistema
presenta en el equilibrio un nodo impropio o propio (estrella) en funcién de si la
matriz diagonaliza o no.

A partir de aqui vamos a separar los casos en funcion del signo del determinante, la
traza y A.

e Si A < 0, entonces los autovalores A\; y Ay son complejos. En consecuencia, el
sistema presentara en el origen un foco o un centro. En concreto, dependera de la
parte real de los autovalores. Como se vio en los sistemas planos, si la parte real es
nula, entonces tendremos un centro. Si por el contrario, la parte real es distinta de
cero, el sistema presentara un foco.

Es sencillo observar de (2.59) que la parte real de los autovalores serd %. Por tanto,

si trA = 0, entonces el origen serd un centro; mientras que, si trA # 0, sera un foco.

e Si A > 0, los autovalores son reales y distintos. Entonces la matriz diagonaliza
y estamos ante el primer caso tratado en sistemas planos. Esto nos deja con dos
posibilidades, que el sistema presente en el origen un nodo o un punto de silla.

Vimos, cuando tratamos este caso de sistema plano, que el sistema tenia un nodo
en el origen si ambos autovalores coinciden en signo. Sin embargo, si tienen signos
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opuestos, serd un punto de silla. En (2.59), tenemos que det A = A\ \y. Luego, si
det A > 0, los autovalores tienen el mismo signo y es, como hemos dicho, un nodo.
Por otra parte, si det A < 0, los autovalores tienen distinto signo y el origen es,

como se explico, un punto de silla.

%@

Foco estable
Atfractor ¥

Nodo atractor

@ |

Foco inestable

@

Centro

T —4D—0

Repulsor

Nodo repulsor

T

Lineas de puntos
fijos estable

//K

Punto silla

Figura 2.2: Plano traza-determinante.

T?

—4D =0

Lineas de puntos
fijos inestable

Asi, todas las deducciones anteriores quedan recogidas en lo que se conoce como el

plano traza-determinante que se presenta en la figura (2.2).

2.3 Métodos numéricos.

A lo largo de la teoria descrita hasta el momento nos encontramos con situaciones donde
es posible que no podamos obtener soluciones analiticas para nuestros modelos. Cuando
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la teoria no alcanza, tenemos la oportunidad de utilizar métodos numéricos. Asi, exami-
naremos los sistemas a partir de aproximaciones que puedan esbozar la dindmica del mode-
lo en cuestién con situaciones que requieren la utilizacion de procedimientos numéricos:

e Calculo de equilibrios: resolucién numérica de ecuaciones algebraicas [6].
e Calculo de autovalores: resolucién numérica del problema de autovalores [6, 11].

e Aproximacion numérica de EDOs [15].

El objetivo de esta seccién es reflejar la necesidad de aproximacion numérica para
estos problemas. Para ello, nos centraremos en este tultimo punto, en el que se trata de
aproximar numéricamente la trayectoria de un pvi dado.

2.3.1 Aproximacion numérica de EDOs.

Como ya se ha comentado anteriormente, una ecuacién diferencial no se puede integrar
en general. En esta seccién se buscan aproximaciones numeéricas a la solucién exacta a un
pvi de la forma general (1.4). Con este propdsito, se estudiardn los métodos de variable
discreta, para concretar en la clase de los métodos Runge-Kutta.

Por otra parte, cabe mencionar que a lo largo de esta seccién, para el pvi (1.4) con
dato inicial en ¢, se asume que f = (fi,..., f4) es C! en [ty, T] x R? para tener solucién
tnica en [ty,T] segin la teorfa descrita en la seccién 2.1 del capitulo 2. Ademds, por
sencillez desarrollaremos la explicacién para el caso escalar.

Métodos de variable discreta

Discretizacién Las aproximaciones numéricas para la solucién de (1.4) parten de una
discretizacién del problema, particionando el intervalo [to, T'] en una red discreta de nodos
tg <ty <--- <ty ="T. Luego, el propdsito es construir un procedimiento para generar
aproximaciones numéricas x,, a los valores de la solucién en los nodos z(t,), n =0,..., N.
Los métodos numéricos basados en discretizacion consistiran en una ecuacién en diferen-
cias que, a partir de un nimero consecutivo de k aproximaciones T, Tp_1,...,Tp_(k-1)
genera la siguiente aproximaciéon x,,;. Diremos que el método es de k pasos.

Por otra parte, en funcién del nimero de pasos se necesitard un distinto nimero de
datos iniciales para la ecuacion en diferencias. Para un unico paso, bastard con el valor
inicial zy; mientras que para un ntmero k de pasos mayor, es necesario tomar valores
iniciales xq,...,zr_1. De esta manera, la soluciéon numérica va avanzando paso a paso.
Conocidos xg, ..., z,, el esquema avanza la solucion numérica un paso de longitud h,
desde t, a t,4+1 = t, + h, para obtener x,.;. El procedimiento se ejecuta hasta llegar
al extremo ty = T. En la descripcién que se hard, se utilizara una longitud de paso
constante h, de modo que la red de discretizacién serd uniforme con

ty —t
= N0

bty =t h, n=0,...,N,
otn n N
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Método de Euler Para resolver un pvi como (1.4) en una dimensién, se parte del valor
inicial 2(0) = x¢. El método de Euler explicito genera una aproximacién a partir de la
ecuacién en diferencias

Tpi1 = Tp+hf(ty,z,), n=0,1,... N—1 (2.60)

La férmula (2.60) se obtiene cuando se trata de aproximar la derivada en ¢, a partir
del cociente incremental

2 (tn) ~ 95@?;;1_3 :fn(tN) _ x(tn-i-l)h_ x(tn)

Geométricamente, el método de Euler avanza a partir de (to,zo) en la direccién de la
recta tangente a x(t) en tg, cuya expresién viene dada por f(to,xg), para obtener x;.
Posteriormente, a partir de (t1, 1) se avanza en la direccién de f(1,x1), para obtener x,
y asi sucesivamente para obtener la aproximacién numérica a la solucién exacta z(t).

Concepto de error local y global Para la eleccion de un método numeérico para
aproximar una EDO, nos podemos fijar en los errores globales, es decir, las diferencias
entre la solucion exacta y la numérica en cada nodo de la red:

en = x(ty) —xp, n>0.

Sin embargo, los esquemas no intentan controlar directamente estas cantidades, dado
que normalmente no se conoce la solucién z(t), sino que tratan de aproximar de forma
éptima la solucién local z,(t) o solucién del problema

z(t) = f(t,x), x,(tn) = Tn.

De esta manera, el error global puede verse como la suma de los diferentes errores
locales

!
€pi1 = Tnltns1) — Tpy1, n>0.

Métodos de un paso

Vamos a centrarnos en los métodos de un paso. Para comenzar, trataremos los métodos
de Taylor por su sencillez, continuando por una descripcién general de los métodos de un
paso.

Métodos de Taylor El método de Euler (2.60) se puede construir truncando el desar-
rollo de Taylor de x(ty + h) en torno al punto ¢y hasta los términos O(h?). Utilizando
esta idea de los desarrollos de Taylor y reteniendo mas términos del mismo, se pueden
construir métodos numéricos donde el error sea menor.

De esta forma, el método de Taylor de orden p para aproximar la solucién en t,,, =
t, + h a partir del dato en t¢,, parte de la expresion
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h? hP
Tpi1 = Ty + hal, + ?x’é + —lxﬁ), (2.61)
P!
donde /2! ... ,2%) son las evaluaciones z(t,), 2 (tn), ..., 2P (t,). Ademds, la ecuacién

(2.61) la escribiremos, como introduccién a la forma general de los métodos explicitos de
un paso, como

Tpi1 = Ty + hP(t,, Tp, h), (2.62)
con
/ h " hp—t D)
O(t,z,h) ==z +§xo+---+7x0.

Para obtener las ecuaciones propias de un método de Taylor es necesario derivar p — 1
veces f(t,,x,) y evaluar las expresiones en (t,,z,). Esto aumenta enormemente el coste
computacional del método. Para solucionar esto, se introduciran mas adelante los métodos
Runge-Kutta.

Forma general de un método explicito de un paso La férmula (2.62) puede uti-
lizarse para introducir métodos més generales de un paso a partir de la funcién ®. Para
ello, se asume que ® satisface las condiciones

O(t,x,0) = f(t,x), t>0, xR, (2.63)

|D(t, z,h) — (t, 2", h)| < Lz — ¥, (2.64)

con L una constante positiva, z,xx € R, h > 0.

Concepto de estabilidad, 6rdenes de consistencia y convergencia Se dice que
un método de aproximacion numérica es consistente de orden p si los errores locales se
comportan como O(hP*1) cuando h — 0; es decir, si los desarrollos de Taylor de ,,(t, 1)
y Tn41 coinciden hasta los términos en h” incluidos, suponiendo que f es suficientemente
regular. Por otra parte, decimos que el método es convergente si

i B2 ) = ] =0

cuando yo = yo(h) — y(to), h — 0; es decir, si los errores globales disminuyen cuando la
longitud de paso se hace mas pequena. Ademas, se dice que la convergencia es de orden
p si, suponiendo que yo = yo(h) — y(ty) cuando h — 0, p es el méximo entero tal que

ol = O(h? +
og}zag}ivu(t") z,| = O(h"), h— 07,

siempre que f € CP.
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Para obtener unos errores globales pequenos, no basta con buscar errores locales
pequenos, pues puede ocurrir que la concatenacion de errores locales amplifique el e-
rror global, propagando el mismo de manera incontrolada. Con el objetivo de analizar
esta situacion, se introduce el concepto de estabilidad.

Observemos primero que las sucesiones {z,}Y_; v {z(t,)}_, satisfacen, respectiva-
mente, las ecuaciones en diferencias

Tpt1 = Tp +h (L, xy, h), (2.65)
Yn+1 = Yn + th)(tn7 Yn, h) + dn+17 (266)

con valores de arranque xg y yo = xo + do, y donde las perturbaciones {d,}, vienen dadas
por los errores locales. A partir de estos sistemas, se dice que el método es estable si sus
soluciones verifican que

0<n<N

N
max |yn - Zn| S SZ |dj|7
=0

con S > 0 constante de estabilidad independiente de h. Esta propiedad representa el
hecho de que pequenas perturbaciones del esquema en diferencias que define el método,
medidas en la norma

N
ldl = 14|, d={d;}}L.
=0

no generan soluciones numéricas muy alejadas.

Por otra parte, las condiciones que se establecieron en (2.63) y (2.64) se pueden rela-
cionar con la consistencia y estabilidad del método. Por un lado, si @ verifica (2.63) y es
suficientemente regular, se tiene que

d(t,z,h) = O(t,x,0) + h & (L, z,0) + O(h?)
= f(t,z) + h®u(t,z,0) + O(h*), h — 0%,

Entonces,

ehr = x(tns1) — x(tn) — h®(tn, x(t,), h)
= (tny1) — x(tn) = hf (tn, 2(tn)) + O(h?), h— 0,
de manera que el método es consistente con orden al menos uno. Luego, la condicion
(2.63) implica consistencia.

En segundo lugar, también se puede establecer una relacién entre la propiedad (2.64)
y la estabilidad. Si ® satisface (2.64),

|xn - yn| = Ixn—l — Yn-1 + h((b(tn—la Tn-1, h) - q)(tn—l’ Yn—1, h)) + dn|
S ‘l‘n,1 - ynfly + hZ’xnfl - ynfl‘ + ‘dn’
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Luego, se tiene que
N
’yn - Zn| S SZ ’dj|7
j=0

L(T—to)

con S=e Por tanto, un método que satisface (2.64) es estable.

Finalmente, vamos a ver que la convergencia de estos métodos de aproximacién numérica
viene dada por la conjuncion de las dos propiedades anteriores.

Teorema 2.18. Dado un método de un paso (2.62), si ® satisface las condiciones (2.63)
y (2.64), entonces, el método es convergente. Ademds, si el método es consistente de
orden p y

|zg — x(to)| = O(KP), h — 0,

entonces el método es convergente de orden p.

Métodos Runge-Kutta

Vamos a centrar el estudio de los métodos de un paso en los métodos RK, los cuales
sustituyen las derivadas de orden alto que requieren los métodos de Taylor por evaluaciones
de la propia funcién f en mds puntos. Los métodos Runge-Kutta (RK) son una familia
de métodos que se basan en la idea de resolver una EDO de la forma (1.1) siguiendo la
formulacién integral del problema,

tnth tni1
Lalt) = 1(t,2(0) > / #(s) ds = / F(s,2(s)) ds,

y, se tiene que,

z(t, + h) = z(t,) + /t " f(s,z(s)) ds = x(t,) + h/o f(tn + hr,z(t, + h7)) dT

donde la segunda igualdad se tiene sabiendo que ¢,.1 = t, + h y aplicando el cambio de
variable s = t,, + h7. A partir de esta expresion, se puede sustituir la segunda integral
por una férmula de cuadratura (véase [15]), obteniendo finalmente la recurrencia

Tpg1 = Ty + thjf(tn +cjh,x(t, +c;h)), n=0,1,.... (2.67)

=1

Formulacién general de un método RK A partir de la ecuacién (2.67), el método
general de un método Runge-Kutta de s etapas es:
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ki = f(tn + cih, @y + hZaijkj)> 1<i<s,
j=1

5 2.68
Tp+l = Tp + hzblkla ( )

i=1
tn-‘,—l - tn + ha
donde los coeficientes b;, 1 <@ <'s, a;;, 1 < 7,5 < s definen el método y ¢; = Z;:l Qij,

1 <17 < s. Habitualmente, los coeficientes que definen el método RK se escriben en lo
que se denomina tablero de Butcher, representado en la tabla 2.1

Ci | a1 - Q1s
c| A
- =
b Cs as1 Tt Ags
bl bs

Tabla 2.1: Forma general de las tablas RK.

Alternativamente, las ecuaciones del método Runge-Kutta se pueden escribir como

Xi = Tn + hZan(tn + th, Xj), 1 S 7 S S,

j=1
: (2.69)
Tpp1 =Ty +h Z bif (tn + c;h, X;),
i—1
tn+1 =t,+ h7

donde los X;, 1 < i < s se denominan etapas intermedias, que son aproximaciones a la
solucion en los tiempos t, + c;h, 1 <@ < s.

Las ecuaciones (2.68) para obtener los k; constituyen un sistema s x d de ecuaciones no
lineales. Una vez obtenidos estos k;, 1 < i < s se pueden utilizar para hallar x,,,. Otra
opcién es utilizar las ecuaciones (2.69) para resolver el sistema de s x d en ecuaciones no
lineales que define las etapas intermedias y, posteriormente, actualizar x, ;. En general,
estos sistemas estan definidos de manera implicita, para lo que es necesario aplicar técnicas
como las de iteracién de punto fijo o el método de Newton [6].

Métodos explicitos Runge-Kutta Un caso particular en el que no es necesario aplicar
otras técnicas numéricas como la iteraciéon del punto fijo lo constituyen los métodos Runge-
Kutta explicitos (ERK).

Si para el sistema (2.68) o (2.69) a;; = 0 para ¢ < j; es decir, si la matriz A es
estrictamente triangular inferior, entonces ¢; = Z;;ll a;j, 1 >0, con ¢; = 0, y la evaluacion
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de cada etapa se puede realizar de manera explicita en funcion de las etapas anteriores.
En esto consisten los métodos Runge-Kutta explicitos.

Por otra parte, los métodos RK donde A no es triangular inferior se denominan
métodos Runge-Kutta implicitos (IRK). En [15] se completa toda la teoria para los
métodos IRK, aunque aqui no se trate puesto que no se emplearan para el objetivo final
de analizar modelos presentes en el campo de estudio de la biologia.

Introduccioén al estudio del orden en un método RK La manera mas natural de
construir férmulas RK de un orden dado p consiste en imponer directamente, sobre los
coeficientes del tablero de Butcher, las condiciones derivadas de exigir que

2t + h) = 2ast] = O, h =0,

Esto equivale a buscar que la consistencia del método sea de orden p, suponiendo f
suficientemente derivable.

Como ilustracién del procedimiento para el caso de RK explicito, consideremos (1.1).
Si deseamos determinar métodos de una etapa, los desarrollos se deben hacer coincidir
hasta términos de primer orden. Por tanto, queremos que coincidan las expresiones de

2(t, +h) =z, + hf(x,) + O(h?),

Para lo que es necesario que b; = 1. De esta forma, solo hay un método explicito de orden
uno, el de Euler.
Para métodos de dos etapas, el desarrollo del método explicito sera

Tpy1 = Tn + h(b1 + b2) f () + h252a21f/($n)f(xn) + O<h3)§

mientras que el de la solucién es

h2
Pt R) = 0+ B () + o (0) f ) + O(H?).
De manera que se alcanza orden dos para

1
bl + bQ = 1, 52&21 = bQCg = 5

Ademés, si dispusiéramos los términos O(h?) de ambos desarrollos, observariamos que con
estos valores no puede alcanzarse orden tres. Hay dos ecuaciones para tres parametros, por
lo que se tiene una familia uniparamétrica de dos etapas y orden dos. Casos particulares
comunmente utilizados son:

1. Euler modificado: b; =0, by =1, ¢y = %

2. Euler mejorado: by = by = %, cy = 1.
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3. Método de Heun: b, = i, by = %, Ccy = %

Con un razonamiento similar, pueden deducirse condiciones que se deben dar para
métodos de un nimero mayor de etapas. Ademas, la deducciéon de métodos RK de orden
méas alto puede sistematizarse mediante la llamada teoria algebraica de Butcher, que no
trataremos aqui [13, 16]. Como consecuencia de esta teoria se tienen las llamadas barreras
de Butcher, que determinan el orden méximo que puede alcanzar un método RK explicito,
y que hemos deducido directamente en el caso de una y dos etapas. Las barreras dicen lo
siguiente:

e Un método RK explicito de s etapas no puede tener orden mayor que s.

e No existen métodos RK explicitos de cinco etapas y orden cinco. Mas generalmente,
para s > 5, no existen métodos RK explicitos de s etapas y orden s.

En la tabla 2.2 se relacionan algunos resultados conocidos sobre el nimero de etapas
necesario para alcanzar el orden correspondiente.

orden\12345678
Etapas |1 2 3 4 6 7 9 11

Tabla 2.2: Numero de etapas necesario para alcanzar distintos érdenes.

Ademas de estudiar el orden de un método RK de manera tedrica, este se puede
comprobar computacionalmente. Para ello, vamos a suponer el pvi (1.4) con f: R +— R
dada por f(x) = —x con dato inicial £(0) = 1 y a comprobar el orden de los dos métodos
RK que se usaran en el capitulo 3 evaluando los errores en el tiempo final 7" = 10 para
diferentes longitudes de paso h. Comencemos por el método de Euler mejorado, que tiene
por tabla de Butcher la tabla 2.3.

0/0 O
111 0,
11
2 2

Tabla 2.3: Tabla de Butcher del método de Euler mejorado.

Para verificar el orden del método a partir de los errores en funcién de la longitud de
paso se hace uso del cédigo 1 que puede consultarse en el apéndice Al. En la tabla 2.4 se
observa que, como funcién de h, el error es O(h?), pues al dividir la longitud de paso por
diez, los errores para T' = 10 se reducen en un factor de 10? aproximadamente.
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h error
1le-01 | 8.2304e-07
1e-02 | 7.6242¢-09
1le-03 | 7.5723e-11
le-04 | 7.5672e-13

Tabla 2.4: Errores en T' = 10 del método de Euler mejorado para (2.70).

El segundo método que se empleara en el capitulo 3 es el que se recoge en la tabla
2.5. Este es un método explicito de 3 etapas; luego, siguiendo la tabla 2.2, tendra como
maximo orden 3.

Wi Wik O

O Wi

=] O Wl

N

Tabla 2.5: Tabla de Butcher del método RK utilizado de orden 3.

Replicando la prueba para obtener los resultados de la tabla 2.4, se obtiene la tabla 2.6
de errores en funcion de la longitud de paso h a partir del codigo 2 del apéndice A1. Como
se puede observar, al reducir la longitud de paso por 10, los errores se ven reducidos en
un factor de aproximadamente 103. En consecuencia, se verifica que el método propuesto
con tabla de Butcher 2.5 tiene orden tres.

h error
1le-01 | 2.0490e-08
1le-02 | 1.9068e-11
le-03 | 1.8931e-14
le-04 | 1.8106e-17

Tabla 2.6: Errores en T' = 10 del método RK con tabla 2.5 para (2.70).

Estabilidad absoluta El concepto estudiado de cero-estabilidad garantiza que pequenos
errores locales no amplifican el error global de manera descontrolada cuando la longitud
de paso h — 0. Para esto se requiere que el intervalo de integracién esté acotado. En oca-
siones, sin embargo, es necesario aproximar sobre intervalos de tiempo de mayor longitud,
para lo que no se puede aplicar el teorema 2.18. Esta nueva situacion requiere aproximar
la solucién en intervalos de tiempo arbitrariamente grandes con valores moderados de la
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longitud de paso h. Para estudiar esta situacién se introduce el concepto de estabilidad
absoluta. Partimos del pvi
Z'(t) = \x(t), t>0,

)1 (2.70)

con A € C, Re(\) < 0. En este caso, la solucién es z(t) = e, que tiende a cero cuando
t — oo. Se dice que un método de un paso con xg = 1 es absolutamente estable si

lim z, = 0.
n—o0
La region de estabilidad absoluta del método consiste en aquellos nimeros complejos
2z = h\ para los que el método es absolutamente estable. Asi, cuanto mayor es la regién de
estabilidad absoluta, més conveniente es el método para integraciones en tiempos largos.
Es aqui donde surge la necesidad de emplear métodos implicitos, ya que algunos son mas
apropiados por tener regiones de estabilidad absoluta mayores [16].

Problemas rigidos Un problema rigido es aquel cuyas soluciones contienen compo-
nentes que decaen exponencialmente. Una buena aproximacion para aquella parte de la
solucion que decae rapidamente suele obligar a reducir bastante la longitud de paso, lo que
aumenta el coste computacional a veces de manera excesiva para el caracter transitorio de
esa parte de la solucion. Para solventar esta problematica, se emplean métodos implicitos
por su mejor comportamiento, que queda justificado con la estabilidad absoluta [16].
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Capitulo 3

Modelos matematicos.

Tras haber expuesto los fundamentos tedricos de las ecuaciones diferenciales ordinarias,
en este capitulo se estudiara un conjunto de modelos matematicos que hacen uso de dichas
herramientas para describir fenémenos reales.

El objetivo de este capitulo es presentar sistemas que modelan diversos procesos del
area de la biologia. En estos se utilizaran EDOs para describir las distintas situaciones,
analizando sus caracteristicas cualitativas, la existencia de puntos de equilibrio y su esta-
bilidad. Ademaés, cada modelo se acompanara de la correspondiente interpretacion en el
campo de la biologia sobre su comportamiento en funcién de los parametros implicados.
Esta seccion servira, por tanto, para ejemplificar toda la teoria abstracta tratada sobre
EDOs y los métodos numéricos de manera aplicada a casos reales del campo de la biologia
[10].

3.1 Cinética quimica.

En biologia, la cinética quimica es fundamental para entender procesos moleculares y
celulares esenciales, como el metabolismo y la regulacion genética, dado que se encarga
de estudiar las velocidades de las reacciones quimicas y los factores que las afectan, como
la concentraciéon de reactivos o la presencia de catalizadores (enzimas en el contexto
bioldgico).

Las leyes que gobiernan la cinética quimica son descritas en términos de EDOs, dado
que expresan la evolucion de las reacciones a lo largo del tiempo. Para el caso de las
reacciones complejas, en las que intervienen diversas moléculas, estas ecuaciones son no
lineales e ilustran las propiedades matematicas que se han presentado en el capitulo 2.
En esta seccién se va a seguir la explicacién dada en [10].

3.1.1 Principios

Para estudiar la evolucién de una reaccién quimica, lo primero que se debe hacer es
plantear una EDO que describa el sistema. Luego, vamos a ver como describir una
reaccién a partir de una ecuacion diferencial con el caso de la formacién de proteinas.
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Sean A y B dos proteinas que se combinan para dar lugar a una tercera proteina C', este
Proceso se expresa como

A+B —C (3.1)

La velocidad con la que una reaccién se produce depende de distintos factores. Para
el caso presentado en (3.1), si se supone que A y B reaccionan con constante de velocidad
ki al entrar en contacto. Se representa entonces la ecuacion (3.1) de la forma

A+BM ¢ (3.2)

A este valor k; se le denominard a partir de ahora coeficiente de velocidad. Por otra parte,
la concentracién de una especie M a lo largo del tiempo se denota como [M](t).

Ley de Accion de Masas

dC®) o) 1a, ecuacion
dt

La ley de accién de masas [10] establece que la velocidad de reaccién
(3.2) para la proteina C' viene dada por

d[C](?)
dt
Ademas, con la misma velocidad que aumenta la cantidad de producto C' tendra
que disminuir la cantidad de reactivos A y B. Esto deriva en otras ecuaciones que
también estan asociadas a la reaccién (3.2) y modelan cémo cambia la concentracién
de las proteinas A y B. Dichas ecuaciones son:

= ka[A](1)[B](1)-

dl4] __dic] _ dB] _ _dC] _
S =S — —kAlB), S = -2 = —kA]B] (3.3)

Con las ecuaciones planteadas, se describe cémo se reduce la concentracién de proteinas
que reaccionan, a la vez que se expresa la génesis de la proteina C.

Ley de Lavoisier

Las féormulas quimicas recogen informacion no solo del tipo de sustancias que interaccio-
nan, sino también sobre la proporcion en la que se combinan. Luego, tiene que cumplirse
la ley de Lavoisier, coincidiendo la masa, y por tanto, el nimero de atomos de cada
elemento entre reactivos y productos [7].

Para ello, se introducen unos coeficientes, denominados estequiométricos, que ajustan
la ecuacién. De esta forma, para una reaccién, por ejemplo, entre el oxigeno (02) y el
hidrégeno (Hs), no se representa como

H2+02 — H20

dado que esto indica que con la unién de dos moléculas, una de hidrégeno y otra de
oxigeno, cada una con dos atomos de su respectivo elemento, obtenemos una molécula
con dos atomos de hidrogeno y uno de oxigeno, contradiciendo la ley de accién de masas
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y, en consecuencia, la ley de Lavoisier. En su lugar, la reaccién anterior debe ajustarse
empleando coeficientes estequiométricos, expresandose finalmente como

Asi, a través de la ecuacién (3.4), se indica que dos moléculas de hidrégeno, con dos
atomos de este elemento cada una, y otra molécula de oxigeno, también con dos atomos
de ese elemento, reaccionan obteniendo dos moléculas de agua, cada una con dos atomos
de hidrégeno y uno de oxigeno. De esta forma, se tiene el mismo niimero de dtomos de
cada elemento tanto en los reactivos como en los productos, como establece la Ley de
Lavoisier.

Sistemas estequiométricos con dos reactivos

Continuando con las reacciones entre proteinas, cada reacciéon que se estudie como (3.2),
tiene su correspondiente ecuacién reversible. En este caso, la inversa a (3.2) se tiene que
es

C A+ B (3.5)

Actuando de igual forma que en (3.2) y uniéndolo con las ecuaciones de (3.3), se
obtiene el sistema estequiométrico que describe la interaccion entre las proteinas A, B y
C, que es el siguiente:

d[A]

o T

d[B] v = ka[A][B],
L _ dond

e T N (o]

acy _

dt =0 Vg,

En el caso de la presencia de coeficientes estequiométricos distintos de 1 en la des-
cripcién de una reaccién quimica, la obtencién del sistema sigue teniendo el mismo fun-
damento. Basta tener en cuenta que podemos expresar el sistema como a continuacion:

k1 kl
2A+33k:0 — A+A+B+B+Bk:0, (3.6)
2 2

lo que conlleva, siguiendo la ley de accion de masas, a la obtencion de ecuaciones de la
forma

dC) | o
O = hapP

Asi, teniendo la reaccién (3.6) entre proteinas, se obtiene finalmente el sistema este-
quiométrico siguiente:
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dlA
% = —2v1 + 209,
d[B] v = ki [AP[B],
bl s QRN dond

i 3v1 + 3o, onde v = olC].
el _ v — v

dt — U 2

Generalizacién de sistemas estequiométricos

Hasta el momento se ha visto como plantear un sistema estequiométrico con dos reactivos
y un producto. De igual forma, se pueden considerar n compuestos quimicos con sus
respectivas concentraciones [X|, [Xs], - -+ ,[X,]. Para plantear el sistema estequiométrico,
se presentan r reacciones quimicas de la forma

STX1 4 g X+ 4 s X, » sy X1+ 5y Xo+ 450X, (G=1,...,7)

donde 55, sf;- son los coeficientes estequiométricos de la especie i en el lado de los reactivos,
y de los productos, respectivamente, en la reaccion j.
Sean X = ([Xy],---,[X,])T v © = (v1, -+ ,v,)T los vectores de concentraciones y

velocidades, respectivamente, donde v; es la velocidad de la reaccién j. Sea S € R™"

la matriz estequiométrica de elementos s;;, donde s;; = s — sff. Entonces, el sistema
estequiométrico que rige las reacciones planteadas para las especies Xy, Xo, -+, X, es
T
dlX;| 1 3.7
7— SijVj, =L,y M. ()

J=1

Siguiendo la Ley de Accién de Masas, para cada reaccion j, la velocidad de reaccion
v; viene dada por

n SR
vy = k; [T,
i=1

y, sustituyendo esta expresién para la velocidad en el sistema (3.7), se puede escribir el
mismo como

dX;] « - -
[dt - > sk [[0, i=1- (3:8)
j=1 i=1

Para un sistema que describa la interaccién de ciertas proteinas como el (3.8), se puede
estudiar cémo evoluciona la concentracién de cada una de ellas a través de la resolucion
de ese mismo sistema.
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3.1.2 Enzimas

Como se ha explicado, la cinética quimica se encarga tanto del estudio de las velocidades
a las que ocurren las reacciones quimicas como de los factores que las afectan. Dentro de
estos factores, cobra especial relevancia la presencia de catalizadores. Un catalizador es
una sustancia que modifica la velocidad a la que ocurre la reaccién quimica en la que se
incluye y se recupera sin cambios al final de la misma [5].

Los sistemas biologicos también tienen sus propios catalizadores para regular las reac-
ciones quimicas que acontecen en ellos. Esta es la funcion de las enzimas, proteinas que
actuan como catalizadores biolégicos para las reacciones que tienen lugar en las células.
Ademas, la enzima no se destruye durante la reaccién y se utiliza permanentemente con
este propdsito. Una célula contiene diferentes tipos de moléculas de enzimas especificas
para cada reaccion quimica particular. Como consecuencia, el conjunto de enzimas pre-
sentes en una célula determina el tipo de metabolismo que tiene esa célula.

Analisis de reacciones dependientes de enzimas

El estudio de una reacciéon quimica cualquiera como (3.1) mediante el planteamiento de
un sistema de EDOs apropiado se extiende para una reaccién en presencia de una enzima
[10]. Sea una enzima E que convierte una molécula S en otra molécula P. Se describe
este proceso mediante la siguiente representacion:

s&p (3.9)

donde a S y P se les denomina sustrato y producto, respectivamente. Para estudiar la
evolucién de la reaccion (3.9), esta se divide en dos procesos distintos. Por una parte, la
enzima F se asocia con el sustrato S, dando lugar al compuesto SE que denotaremos C,
es decir,

S+E<S=C (3.10)
k_1

Por otra parte, el compuesto C' deriva en el producto P junto con la misma enzima
E que propicia la reaccién y que se recupera tras el proceso quimico [10]. Esto queda
recogido en la ecuacion

cCE4P (3.11)

La divisién de la reaccién (3.9) en los procesos (3.10) y (3.11) se debe a que el com-
puesto intermedio C' puede propiciar cambios en la velocidad de la reaccién. Respecto
a esta velocidad, la influencia que tiene la enzima en ella no es universal, sino que de-
pende de la naturaleza especifica de la enzima y del sustrato implicado. Vamos a estudiar
matematicamente dos comportamientos tipicos de las enzimas respecto a la velocidad de
las reacciones que propician, los cuales se ilustran en la figura 3.1 y se recogen en [10].
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a b
5 5
o o
© ©
[S] [S]

Figura 3.1: Diagrama velocidad de transformacion en funcion del sustrato para distintas enzimas.

a. Formula de Michaelis-Menten

El primero de los perfiles de los diagramas de la figura 3.1 que describe la acciéon de enzimas
ha sido constatado en distintos experimentos. Ademads, mediante la Ley de Accién de
Masas podemos dar una explicacion de este perfil. A partir de esta ley, aplicada a las

ecuaciones (3.10) y (3.11) que componen el proceso (3.9), se obtiene el siguiente sistema
estequiométrico que describe la reaccién completa:

el
dt
% =~k [SI[E] + (ks + k2)[C,

4151 (3.12)

= ka[S][E] = (k-1 + k2)[CT],

dt
d[P]
— = k(.
g~ kelC]
Ademas, podemos notar que si sumamos las dos primeras filas, se tiene que
d
ZEI+1C]) =0, (3.13)

y, por tanto, la concentracién conjunta de ambos no varia, sino que es constante; es decir,
[E]+[C] = K, donde K es el total de las concentraciones entre la enzima E y el compuesto

C. De igual manera, sumando todas las ecuaciones a excepcion de la segunda, se llega a
que

d[C] | d[5] | d[P]
dt dt dt
Este hecho indica que las tres ecuaciones participes son linealmente dependientes y una

=0.
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de ellas puede ser descartada del sistema puesto que no aporta un anadido de informacion
al modelo.

Adema&s de las manipulaciones anteriores sobre el sistema, se pueden hacer ciertas
simplificaciones que se trataran a continuacion. Como se explica en biologia, el proceso
quimico en presencia de una enzima es muy rapido. En consecuencia, también lo son los
ratios de formacién y destruccién del compuesto C. Asi, se puede simplificar el sistema

(3.12) suponiendo que % es aproximadamente cero; es decir,
e
A his11E) — (ks + k)lC) =0, (3.14)

y, como anteriormente se vio que [E]+[C] = K, podemos sustituir en (3.14) [E] = K —[C]
llegando a la ecuacién

k[SI(K = [C]) = (k-1 + k2)[C] = 0. (3.15)

Finalmente, podemos despejar [C] en la expresion (3.15) para sustituir en la ecuacién
de % del sistema (3.12), obteniendo una relacién del ratio de creacién de producto P en
funcién de la concentracion de sustrato S presente. Asi, se tiene que

k1 K[S]
(k_1 + k) + k1[S] ’

ka[SI(K —[C]) = (ko1 + k2)[C] =0 = [C]=
que se suele denotar como

K _
5] donde K = w

[QZKM+M’ ke

y, sustituyendo en la expresion de % de (3.12), se llega finalmente a la férmula de
Michaelis-Menten para calcular la velocidad a la que se genera el producto P a partir de
la cantidad de sustrato S:

d[P] _ Viax[S]
dt Ky +[S]

(3.16)

donde V.« = ko K v Kj; son constantes. Ademds, la constante V.. se denota asi, como
velocidad méxima, puesto que, si tomamos limites en (3.16), entonces

i AP Ve[S

. = — Vmax- 1

En conclusién, hemos obtenido la férmula (3.16) de Michaelis-Menten para describir
procesos enzimaticos y, si representamos la grafica de esta ecuacién, se obtiene la variante
a de la figura 3.1. Por otra parte, si lo combinamos con la expresién (3.17), esta implica
que, a medida que aumenta la concentracion de sustrato S, la velocidad de conversién en
el producto P aumenta, acercandose hacia la velocidad limite V..
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b. Cinética de Hill

Las hipétesis que se han dado para deducir la férmula (3.16) de Michaelis-Menten a
partir de la Ley de accion de masas son completamente validas y se pueden comprobar
experimentalmente en un laboratorio para cierto tipo de reacciones. De hecho, el uso
de esta formula esta muy extendido y es completamente operativa para los problemas
relacionados con procesos enzimaticos.

Ahora se considera otro grupo de hipétesis diferente. Igual que para Michaelis-Menten,
una enzima F reacciona con un sustrato S. Sin embargo, ahora se supone que cuando
esta reaccion sucede, posteriormente, la enzima F se une con otro sustrato S. Esto
es lo que establece la cinética de Hill [10]. Ademds, otra hipétesis adicional es que la
velocidad de este segundo proceso quimico serd mayor, como se ha podido comprobar
experimentalmente. A partir de estas hipdtesis, de igual manera que se hizo para la
reacciéon (3.9) cuando cada enzima FE solo reacciona con un sustrato S, se obtiene una
descripcion estequiométrica del proceso quimico en cuestion:

k
S+ E =0,
k_1

o2 ErP
S+ Oy == 0,

k_3
ka
02 — Ol + P;

donde los compuestos intermedios son C; = SE y Cy = SC, = S?E.
Aplicando la Ley de Accién de Masas a la cadena de reacciones de (3.18), se obtiene
el siguiente sistema estequiométrico:

(3.18)

d[dC:] = B1[SI[E] — ks[SC1] — (k-1 + k) [C] + (ks + ka) [,

% = ks[S][C1] — (ks + ki) [C),

% = —k1[S][E] + (k_1 + k2)[C1], (3.19)
% = —ly[SI[E] + k1 [C1] — ks[SI[C1] + k_s[C),

d[p] _

W = k2[01] + k4[02]'

Anélogamente a la observacién en (3.13) que se hizo para la férmula de Michaelis-
Menten, para la cinética de Hill se tiene que

d

dt
y, en consecuencia, la concentracién total de los compuestos C; y Cs, junto con la de la
enzima F, es constante; es decir, existe un K > 0 tal que [Cy] + [Cy] + [E] = K.

([E] + [Ci] + [Ca]) = 0,
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Por otra parte, puesto que el proceso enzimatico ocurre a gran velocidad, es posible
hacer la simplificacién de que los ratios de generacion de los compuestos C7 y Cs son
aproximadamente cero, y entonces se tiene que

d[Ch] d[Cy)
a Y a Y
A partir de esta consideracion, se pueden obtener ecuaciones para [C}] y [Cs] para sustituir
en la expresion de %. Todo esto mediante el empleo de las ecuaciones del sistema (3.19).
Finalmente, se llega a que

Ko k_y+ ks

d[P] _ kKoK ([S] + kaK[S]? donde Tk

dt K1K2+K2[S] + [5]27 k—3+k4

KQ = ]{j—3

Siguiendo la hipotesis de que la segunda reaccién entre F'y S es mucho més réapida, se
tiene que k3 > k. Si se considera el caso extremo donde k; — 0, k3 — oo y ki1k3 es una
constante positiva finita, K1 — oo, Ky — 0y K1 Ky — Ky > 0, obteniendo la férmula
que describe la cinética de Hill:

d[P] _ Viax[S)?
dt — Ky+[S)]?

Como se explica en [10], esta férmula puede generalizarse considerando que cada enzima
reacciona con n sustratos, obteniendo la férmula de Hill de orden n:

(3.20)

d[P] _ Vinax[S]"
dt — Kg+[S]"

El conjunto de hipdtesis que se tome, y por tanto, el resultado considerado, depen-
derd de la enzima a estudio. Como se ha visto, tanto la formula de Michaelis-Menten
como la ecuacién cinética de Hill son correctas experimentalmente y dependen de las
hipétesis consideradas. Mas concretamente, tan solo dependen de si se considera que
una enzima reacciona con un sustrato o con mas de uno. Luego, el uso de las ecua-
ciones obtenidas dependera de cada proceso enzimatico particular. Para determinar cual
considerar, tipicamente se recurre a evidencias fruto de experimentos de laboratorio.

3.1.3 Modelo del cancer.

Una vez se ha visto como plantear ecuaciones diferenciales para describir procesos quimicos,
se puede aplicar este conocimiento en distintos campos de la biologia. En particular, se
va a ver su uso para el estudio de la evolucién del cancer [10].

Cuando una célula envejece o presenta algin defecto, esta perece y es eliminada del
organismo. Sin embargo, cuando este mecanismo no consigue el objetivo esperado, las
células con anomalias se reproducen, transmitiendo los problemas que presentan, y las
células envejecidas no perecen como deberia suceder. Asi es como surge el cancer.
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Por otra parte, existe un tipo de células, denominadas efectoras, que responden ante
estimulos para producir algin cambio. Los organismos tienen en el sistema inmunitario
sus propias células efectoras especializadas para paliar una situacion de cancer. Cuando
estas detectan una célula tumoral cerca, segregan moléculas toxicas para acabar con ella.

Los procesos en los que se originan y eliminan las células tumorales pueden modelarse.
De esta forma, se pueden estudiar las velocidades de ambos procesos para concluir si el
sistema inmune extinguira el cdncer o si este continuara con su crecimiento. En concreto,
para describir estos procesos, se parte de las siguientes hipdtesis:

e Cada célula efectora E ataca a una célula tumoral T viva, resultando en la célula
efectora E y la célula tumoral muerta D.

e En ausencia de células efectoras el cancer continia su crecimiento siguiendo la
ecuacion logistica del modelo 2.1, que queda limitado por la capacidad del tejido Ty
para mantener las células tumorales.

e Las células tumorales vivas son el resultado del crecimiento del cancer frente a la
disminucién provocada por las células efectoras.

Eliminacién del tumor

A partir de las hipdtesis planteadas, conociendo como reaccionan las células tumorales T’
frente a las células efectoras F, se construye el sistema

T+E C

i (3.21)
C 3 E+D.

donde C' se refiere a las células tumorales que estan siendo aniquiladas por las células
efectoras y P son las células tumorales que ya han sido destruidas y estan muertas.
La reaccién descrita en (3.21) se corresponde con la que modela la formula de Michaelis-
Menten (3.16) con k_; = 0. Por tanto, si el nimero total de células efectoras es K, el
d[D]

ratio de generacion de células tumorales muertas =7 viene dado por

d[D]  kikyK[T)
At ko + ka[T]

(3.22)

Crecimiento del tumor

A partir de (3.22) se conoce el ratio de eliminacién de células tumorales. Por otra parte,
tenemos que la poblacién de estas células continuara creciendo, aunque este crecimiento
se vera limitado por los recursos disponibles cuando el tumor aumente su tamano, siendo
Ty la capacidad del tejido para mantener las células tumorales. A partir de esta hipdtesis
se observa que el aumento de la poblacion de células tumorales se enmarca en el modelo
logistico visto en el modelo 2.1 del capitulo 2. Luego, la proliferacién del tumor viene
dada por la ecuacién (2.7) donde x = [T], K = QQp y A es una constante a determinar.

60 Carlos Jiménez Vaquero



3.1. Cinética quimica.

Conclusiones

El esfuerzo de las células efectoras por eliminar el tumor en contraposicion con el crec-
imiento propio de las células tumorales afectara al desarrollo del cancer. Combinando
las ecuaciones (3.22) y (2.7) para contemplar ambos procesos y teniendo en cuenta la
hipdtesis que se han descrito, se tiene que el crecimiento tumoral viene dado por:

ﬂﬂ:Am( [ﬂ> Fuks K [T]

dt Ty ) kg k[T

Siguiendo el ejemplo del modelo 2.1 y de acuerdo con la figura 2.1, [T'](t) permanecerd
por debajo del valor Ty si [T](0) < Ty, ya que el nuevo sumando que se incorpora es
negativo, lo que implica que [T] disminuya mas rapido. A partir del signo de f'([T]) en
los puntos de equilibrio de (3.23), y en virtud del corolario 2.2 del capitulo 2, se estudia
la evolucién del cancer a lo largo del tiempo para el modelo descrito por la ecuacion

(3.23). En [T] = 0, (3.23) presenta un punto de equilibrio. Adem4s, se tiene que f/'(0) =

2
\— kllljgl{
tumorales por la poblacién total de células efectoras es ki K, mientras que la tasa de
crecimiento del tumor es .

= f([T]). (3.23)

= A — k1 K. Cabe observar que la tasa efectiva de destruccién de las células

1. Si k1K > \; esto es, la eliminacién efectiva excede el crecimiento del tumor, entonces
f(0) < 0y [T] = 0 es asintéticamente estable. En consecuencia, los pequenos
tumores que puedan originarse seran eliminados por el sistema inmunolégico.

2. Si k1K < \; es decir, el crecimiento del tumor supera la eliminacién efectiva, en-
tonces f'(0) > 0y [T] = 0 es inestable. Para el modelo, esto implica que los tumores
no desapareceran. Por otra parte, se puede reescribir (3.23) como

diT] —  AT]
itk D

donde h(x) es una pardbola céncava tal que

e K keyko K
Mm:@O—{r)xxy wm:—lj < 0.

Por tanto, sabemos que h tiene una raiz negativa, que no es de interés para el
modelo, y otra raiz T) tal que 0 < T} < Ty. Como f'(17) < 0, este punto de
equilibrio es asintoticamente estable. Por tanto, para este segundo caso donde el
tumor no desaparece, este tiende a estabilizarse cuando alcanza la concentracion

A continuacién se pretende construir aproximaciones numéricas a las soluciones de la
ecuacién (3.23). Para ello, se emplea el codigo fuente 3 del apéndice A2, el cual lleva a
cabo la aproximacion siguiendo el método RK de Euler mejorado con tabla de Butcher
2.3.
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En una primera instancia, vamos a observar qué forma tienen las soluciones para
el primero de los casos distinguidos donde kK < A. Tanto en este caso como en los
siguientes, se toma la capacidad de carga del tejido Ty = 1. Para construir este ejemplo,

se toma en (3.23)

De esta forma, se obtienen las soluciones representadas en la figura 3.2. A partir de la
misma, se comprueba cémo en este caso las células efectoras consiguen acabar con el

tumor por completo.

Meétodo de Euler mejorado con multiples condiciones iniciales

04 | | |
2 3 4 5
Figura 3.2: Evolucién de un tumor para el caso 1.

Por otro lado, también se quiere observar la evolucion del tumor si k1K < A. Para

este caso, se toma

en (3.23), obteniendo numéricamente las soluciones de la figura 3.3. En este caso, se
aprecia como, en presencia de un tumor, las células efectoras no consiguen acabar con él

completamente y este consigue mantenerse en el tiempo.
Carlos Jiménez Vaquero
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Método de Euler mejorado con miltiples condiciones iniciales

T0=0
___'TU=D-2
------------- Ty=0.4
e TO=D‘8
T e T0=1 B
ff’
0.6 —
= ’
= s
[~ //
0.4 /"
/
/
/
s
0.2 F
0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 3.3: Evolucion de un tumor para el caso 2.

3.2 Modelos epidemiolégicos.

Un segundo caso de aplicacion de la teoria de ecuaciones diferenciales es el estudio de la
evolucién de las enfermedades que puedan extenderse en la poblacién. La epidemiologia
es el estudio de como se distribuyen las enfermedades en las poblaciones, cuédles son sus
causas y como se pueden prevenir o controlar. Ademads, se centra tanto en enfermedades
infecciosas como en enfermedades crénicas, buscando patrones en el tiempo, el lugar y
entre diferentes grupos de personas. El objetivo de esta seccion es el estudio de algunos
modelos de evolucién de enfermedades infecciosas.

En el analisis de las enfermedades infecciosas se distinguen dos clases. Por una parte,
las enfermedades epidémicas, las cuales se propagan rapidamente en un lugar y periodo
de tiempo determinados. Por otra parte, las enfermedades endémicas son enfermedades
que estan presentes de forma constante en una poblacion o region, con una frecuencia mas
o menos estable a lo largo del tiempo.

3.2.1 Modelo SIR.

El modelo SIR [3] sirve para entender qué epidemia desaparecerd y cudl pasard a ser
una enfermedad endémica. Para ello, se distinguen una serie de grupos poblacionales y
parametros asociados a cada grupo que dependen de la enfermedad. Comencemos por
definir los grupos:

e Susceptibles (S). Se refiere a la parte de la poblacién que puede contraer la enfer-
medad.
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e Infectados (I). Individuos que han contraido la enfermedad.

e Recuperados (R). Parte de la poblacién que se ha recuperado después de padecer la
enfermedad y es inmune a la misma.

Ademas de cada uno de estos grupos, se anade un parametro A de crecimiento de
la poblacién, que seran los nacimientos y se consideraran poblacion sana, susceptible
de contraer la enfermedad. Por otra parte, cada individuo puede pasar de un grupo a
otro a lo largo del tiempo; es decir, puede contraer la enfermedad, curarse y perder la
inmunidad con el paso del tiempo, volviendo a ser susceptible. Asi, se introducen una
serie de parametros que determinan el ratio de cambio de grupo:

e Ratio de infeccién (8). Probabilidad de que un contacto entre una persona infectada
y una susceptible resulte en una nueva infeccién. También se denomina tasa de
transmision.

e Tasa de defuncién (u). Probabilidad de que un individuo fallezca. Por simplicidad
se considerd la misma para cada grupo de poblacion.

e Tasa de recuperacién (v). Probabilidad de que un individuo supere la enfermedad.

e 7. Probabilidad de que un individuo que se ha recuperado pierda la inmunidad y
vuelva a ser susceptible de contraer la enfermedad.

uS ul uR
T BSIT T vl T
A —>» S > I > R
A
YR

Figura 3.4: Diagrama compartimental de la evolucién que puede tener cada individuo de una poblacion
siguiendo el modelo SIR.

Toda esta informacién para el modelo SIR puede resumirse en el diagrama de la figura
3.4, el cual representa un sistema compartimental. Un sistema compartimental consta,
como su nombre indica, de una serie de compartimentos, que para el caso tratado son los
marcados como S, I y R. Estos estan conectados e indican cémo evoluciona un individuo
de la poblacién. En cada compartimento, las flechas salientes indican la tasa de individuos
que abandonan un grupo para pasar al siguiente. A partir del mismo se deriva el siguiente
sistema de EDOs:
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as

dI

< =BSI—vl—pl, (3.24)
dR

I — _

prat YR — uR,

donde S, I y R se puede considerar el nimero de individuos de cada grupo o la densidad
de poblacién de cada grupo. Dados los grupos que interactiian, estas ecuaciones reciben
el nombre de modelo SIR. Ademds, para obtener el sistema (3.24) se hace un balance de
los individuos que entran (signo positivo) y abandonan (signo negativo) cada grupo para
identificar la variacién de los mismos.

Para comenzar, podemos observar que la suma de todos los grupos serd la poblacién
total (N); es decir, N(t) = S(t) + I(t) + P(t). Por tanto, la evolucién completa de la
poblacién viene dada por

dN  dS n dl . dR
dt — dt dt dt’
y, a partir de (3.24), sustituyendo se tiene que

— — A—uN. 2
7 [ (3.25)

Suponiendo que la poblacién inicial es Ny (N(0) = Nyp), la solucién de (3.25) es

N@y:Nwwﬂ+éa—er
]

Luego, como N(t) — ﬁ cuando t — 00, la poblacién tiende a estabilizarse en torno al
cociente entre nacimientos y el ratio de defuncién, como es de esperar. A continuacién se
buscan los equilibrios del sistema (3.24). Fijdndose en la segunda ecuacién de (3.24), se
tiene que

(8BS —v—u)l =0. (3.26)

Tomemos la primera opcién para la que se anula: I = 0, lo que corresponde con la
extincién de la enfermedad. Usando las otras dos ecuaciones de (3.24), se determina
la existencia de un equilibrio para el modelo SIR en (S, 1, R) = (f, 0,0). Este equilibrio
representa la situacién en la que la enfermedad ha desaparecido, pues I = 0. Linealizando
el sistema (3.24), se puede estudiar el cardcter del equilibrio de libre enfermedad. Su
matriz jacobiana en el punto (%, 0,0) es

—p —64 v
M=1]0 B4—(w+np 0o |,
0 v -y —

y el polinomio caracteristico de M es

Carlos Jiménez Vaquero 65



Capitulo 3. Modelos matemaéticos.

P(z) = (u+2) (ﬁf—(wm—z) (4 1+ 2).

Luego, los autovalores de la matriz M son los elementos de la diagonal. El primer y tultimo
elemento de la diagonal de M son siempre negativos; por tanto, la estabilidad depende
del signo del otro elemento de la diagonal. En consecuencia, el equilibrio (%,0,0) es
asintoticamente estable si

5% < (v+p), (3.27)

lo que implica que una nueva enfermedad infecciosa que pueda surgir terminara desapare-
ciendo; mientras que es inestable si

A
B; > v+, (3.28)

y ante unos casos de esta enfermedad, esta no desaparecera de entre la poblacién.

Una vez analizado el caso I = 0 en (3.26), queda estudiar qué ocurre si I > 0; es decir,
si la enfermedad no se extingue y se la poblacién tiene que convivir con la enfermedad.
En este caso, (3.26) se anula para S = %’ﬁ Utilizando el resto de ecuaciones de (3.24),
se obtiene un equilibrio en funcién de los parametros del sistema. Ademas, su estabilidad
serd opuesta a la del equilibrio (f, 0,0). Un punto de equilibrio con I > 0 presentado por
el modelo que describe la evoluciéon de una enfermedad se denomina endémico. Esto se
debe a que representa un punto en el que la enfermedad no desaparecera.

Queda por estudiar un parametro muy util en el campo de la epidemiologia. Este es
el nimero basico de reproduccion, denotado por Ry, y representa el niimero de individuos
susceptibles que son infectados por un solo individuo infectado. Partimos del equilibrio
(ﬁ, 0,0). Basédndonos en el diagrama de la figura 3.4, la evolucién de una sola infeccién;
es decir, § = 0, viene dada por el pvi

dI
— =—vl—ul, I(0)=1.

Resolviéndolo, se llega a que I(t) = e~y la infeccién total es

> 1
/ I(t) dt = :
0 vVt

De esta forma, las infecciones secundarias ocasionadas seran

RO = ﬁé ' ! )
vt
y siguiendo (3.27) y (3.28), el punto de equilibrio de libre enfermedad es asintéticamente
estable si Ry < 1 e inestable si Ry > 1.
Finalmente, se da una aproximacién numérica de las soluciones utilizando métodos
Runge-Kutta para poder entender como evoluciona la enfermedad entre la poblacién a lo

66 Carlos Jiménez Vaquero



3.2. Modelos epidemiolégicos.

largo del tiempo. Para ello, se emplea el método RK que tiene por tabla de Butcher la
tabla 2.5, la cual queda implementada en el cédigo 4 del apéndice A2.

En primer lugar, vamos a observar qué forma tienen las soluciones para el caso que
recoge la ecuacion (3.27), donde el equilibrio de libre enfermedad es asintéticamente es-
table. Para construir este ejemplo, se toma en (3.24) todas las constantes igual a 1. Asi,
el niumero de individuos sanos propensos a infectarse, el de infectados y el de recuperados
evolucionan siguiendo las figuras 3.5, 3.6 y 3.7, respectivamente.

Evolucion individuos susceptibles

cl1|
cl2
cl3l|]
cl4| |

Figura 3.5: Evolucion de la cantidad de poblacién no infectada para el modelo SIR con equilibrio de libre
enfermedad asintéticamente estable.

Evolucidén individuos infectados

ci1|]
cl2
cl3l |
cl4| |

Figura 3.6: Evolucién de la cantidad de poblacion infectada para el modelo SIR con equilibrio de libre
enfermedad asintéticamente estable.
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Evolucion individuos recuperados

cl1
ciz
ci3
cla| |

Figura 3.7: Evolucién de la cantidad de poblacion recuperada para el modelo SIR con equilibrio de libre
enfermedad asintéticamente estable.

Por otro lado, también se quiere observar la evolucion de la enfermedad para el caso
(3.28). Para esta situacion, se toma = 3y el resto de las constantes igual a 1 , obteniendo
numéricamente las soluciones de las figuras 3.8, 3.9 y 3.10. En este caso, se aprecia cémo,
tras la aparicién de la infeccién, si el ratio en la que esta se produce (/) es mayor, la
patologia no desaparece de entre la poblacion y pasa a ser endémica, perdurando a lo
largo del tiempo.

Evolucién individuos susceptibles

2y ci1]]
clz| |
Cl3
Cl4| |

1.8

16

1.2 1

06 1

04 1

Figura 3.8: Evolucion de la cantidad de poblacion no infectada para el modelo SIR con infeccion
endémica.
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Evolucidn individuos infectados

2r cl1] ]
cl2

181 ci3l |
cl4| |

0.2r 7

Figura 3.9: Evolucién de la cantidad de poblacién infectada para el modelo SIR con infeccién endémica.

Evolucion individuos recuperados
T T

Ci1
Clz
Cl3
Cl4

Figura 3.10: Evolucién de la cantidad de poblacién recuperada para el modelo SIR con infeccion
endémica.

Variante: Modelo SEIR.

El modelo SEIR es una extension del modelo SIR. El modelo SIR supone que todos los
individuos susceptibles de la poblaciéon pueden ser infectados. Sin embargo, el modelo
SEIR introduce un cambio al considerar que los individuos que se expongan a ser con-
tagiados no se infectaran inmediatamente; es decir, no seran contagiosos desde el primer
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momento.

De esta forma, se introduce una nueva clase E de individuos expuestos. Estos estan en
lo que se conoce como periodo de incubacion: han contraido el patégeno, pero todavia no
presentan sintomas ni pueden transmitir la enfermedad a otros. Luego, este modelo es ttil
para enfermedades con un periodo latente. Esta nueva clase contemplada estara reflejada
en el sistema compartimental que represente el modelo. En consecuencia, el diagrama
de la figura 3.4 se transforma en el de la figura 3.11, donde k es el ratio de individuos
expuestos que pasan a ser individuos infecciosos.

nS uE ul uR
T BSI T kE T vI T
A —>» S >» FE » I >» R
A
YR

Figura 3.11: Diagrama compartimental de la evolucion que puede tener cada individuo de una poblacion
siguiendo el modelo SEIR.

A partir de la figura 3.11 se tiene el siguiente sistema de EDOs:

%zA—ﬁSI—I—vR—,uS,

%:BSI—ICE—ME,

a =kE —vl—pul 529
dt ’

%:V]—’}/R—/LR.

Es interesante conocer si existe un equilibrio donde la enfermedad ha desaparecido vy,
en tal caso, su dindmica. Para ello, podemos buscar los equilibrios de (3.29) con I = 0.
En ese caso, se alcanza un equilibrio en (S, E,I,R) = (%,0,0,0). Para conocer si la
enfermedad desaparecera entre la poblacién o pasara a ser endémica, a continuacion se
realiza un analisis cualitativo para el punto de equilibrio (ﬁ‘, 0,0,0) a partir del linealizado
de (3.29). La matriz linealizada de este sistema es

—pBL—p 0 —pS gl

I k- S 0
H(S,E,I,R) = 50 k“_f_u 0 |
0 0 v —p =y

En particular, para el equilibrio que se quiere estudiar,
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0 T v

A 0 —k— A3 0
H(—,0,0,0)= | . a oo |
0 0 v —u ="

De aqui se tiene que —u < 0 es un autovalor junto con —u — v < 0. Luego, el estudio de
la dindmica para el punto de libre enfermedad se reduce a estudiar los autovalores de la
matriz

k- AB
me [
k -V =L
cuyo polinomio caracteristico es Py, (z) = (z+p+k)(z+v+p) — #. En consecuencia,
ambos autovalores tendran parte negativa si:

e Kl coeficiente que acompana a z es menor que 0. Esto se debe a que este término
es la suma de los autovalores; es decir, para que los dos autovalores tengan parte
real negativa se necesita que v + 2u + k£ > 0. Puesto que todas las constantes son
positivas esto se cumple siempre.

e El término independiente es mayor que 0, puesto que es el producto de los autoval-
ores. Esto se da para (u+k)(v + p) — # > 0.

Asi, se concluye que la enfermedad cesard hasta su extincién si (u+ k) (v + p) > #,

dado que todos los autovalores tendran parte negativa en ese caso, siendo asintoticamente
estable el punto (é, 0,0,0). Sin embargo, para el caso contrario donde (u+k)(v+p) < #,
la enfermedad pasara a ser endémica, estableciéndose entre la poblacién, dado que el punto
de libre enfermedad sera inestable y no se alcanzard un punto donde no haya individuos
infectados de manera indefinida.

Para terminar con el analisis del modelo SEIR, de manera analoga a como se hizo con
el modelo SIR, se da una aproximacién numérica de las soluciones utilizando métodos
Runge-Kutta para poder entender cémo evoluciona la enfermedad entre la poblacién a
lo largo del tiempo. Para ello, se emplea el mismo método RK que tiene por tabla de
Butcher la tabla 2.5 y se integra en el cédigo 5 del apéndice A2.

En primer lugar, vamos a observar qué forma tienen las soluciones para el caso (u +
k)(v+p) > k‘%ﬂ, donde el equilibrio de libre enfermedad es asintéticamente estable. Para
construir este ejemplo, se toma en (3.29) todas las constantes igual a 1. Asi, el nimero
de individuos sanos, el de expuestos, infectados y recuperados evolucionan siguiendo las
figuras 3.12, 3.13, 3.14 y 3.15, respectivamente.
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Evolucion individuos susceptibles

Ci1
Cl2
Cl3
Cl4
Cl5]

Figura 3.12: Evolucién de la cantidad de poblacién no infectada para el modelo SEIR con equilibrio de
libre enfermedad asintéticamente estable.

6 Evolucion individuos expuestos
- T T T T T T

Ci1
Clz|
Cl3
Cl4
Cls

= 0.8

0.6

0.4

0.2

Figura 3.13: Evolucion de la cantidad de poblacion expuesta para el modelo SEIR con equilibrio de libre
enfermedad asintéticamente estable.
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Evolucion individuos infectados

Ci1
Cl2
Cl3
Cla
Cls

Figura 3.14: Evolucion de la cantidad de poblacién infectada para el modelo SEIR con equilibrio de libre
enfermedad asintéticamente estable.

Evolucién individuos recuperados
T .

1.2 ; ; ; ; : ;
Cl1
Cl2
1F Cl3|1
Cl4
Cls
08t 1
=06 |
o
04t 1
0.2 1
0

Figura 3.15: Evolucion de la cantidad de poblacién recuperada para el modelo SEIR con equilibrio de
libre enfermedad asintéticamente estable.

Por otro lado, también se quiere observar la evolucion de la enfermedad para el caso
donde (pu+ k)(v + p) < #. Para esta situacion, se toma como ejemplo A = 2, = 0.5
y el resto de las constantes igual a 1 , obteniendo numéricamente las soluciones de las
figuras 3.16, 3.18 y 3.19. En este caso, se aprecia como, tras la aparicién de la infeccion,
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la patologia no desaparece de entre la poblaciéon y pasa a ser endémica, perdurando a lo
largo del tiempo.

Evolucion individuos susceptibles

" : : : ‘ : :
cii
cl2

3571 cl3|]
cl4
251 ]
@ 2 ]
15 .
1 i
0.5 .
0 i I I I i I I I I ]

Figura 3.16: Evolucion de la cantidad de poblacién no infectada para el modelo SEIR con infeccion
endémica.

16 Evolucién individuos expuestos

K
14 F ciz|d
cla
Cl4
127 cl5|]
1?@ |

—= 08

Figura 3.17: Evoluciéon de la cantidad de poblacién expuesta para el modelo SEIR con infeccion
endémica.
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Evolucién individuos infectados

Ci1
Cl2
Cl3
Cl4
Cls

04 \—///’
0.2 .

Figura 3.18: Evolucion de la cantidad de poblacion infectada para el modelo SEIR con infeccion
endémica.

15 Evolucién individuos recuperados

Cl1
clz

Figura 3.19: Evolucién de la cantidad de poblacion recuperada para el modelo SEIR con infeccion
endémica.

3.2.2 VIH.

Los linfocitos son un tipo de células inmunitarias que se crean en la médula 6sea. En
concreto, los linfocitos T CD4+ son un subgrupo de linfocitos encargados de la defensa
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del sistema inmunitario. Por su parte, los virus del VIH entran en las células T CD4+
para replicarse. Una vez mueren estas células, los virus emergen invadiendo otras.

Este proceso continta provocando un decaimiento significativo en el nimero de linfoc-
itos T CD4+. Cuando el sistema inmune es tan débil que no puede mantener al individuo
con vida durante mucho tiempo, se dice que tiene SIDA. Para conocer cuando el VIH da
lugar al SIDA es posible estudiarlo introduciendo un modelo en el que interactian:

e Linfocitos T CD4+ sanos (T).
e Linfocitos T CD4+ infectados (T*).
e Virus VIH (V).

uT w'T
A — T T*
A
BTV
V |« v T
vV

Figura 3.20: Diagrama compartimental para la expansion del VIH.

Podemos representar el proceso como en la figura 3.20, donde [ es el ratio de infeccion
de los linfocitos sanos T', i1 y p* son los ratios de defuncién de Ty T™, y ~v es el nimero de
virus que emergen cuando muere un linfocito T CD4+ infectado. Ademas, se introduce
el parametro v que identifica el ratio de virus que se expulsan del organismo. Esto deriva
en el siguiente sistema de EDOs:

dT

— =A—-0pTV — uT

T*
- _ BTV — u*T™, (3.30)
dt

dv

— =AT" —vV.

o v vV.

Una vez més, para estudiar la evoluciéon de la enfermedad descrita por el modelo,
comenzamos por la obtencion de los equilibrios. Despejando V' de la tercera ecuacion de
(3.30), V = % y sustituyendo en la segunda se tiene que
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I
T —
6 14

Luego, existen dos opciones para los equilibrios del sistema de EDOs (3.30):

T = 0.

e Si T =Y~ entonces usando la primera ecuacién, V = 4 — & y T* = 4 _ v
hr wv o B Wy B
e SiT* =0, entonces V = 0 y a partir de la primera ecuacién de (3.30) se determina
el equilibrio (%, 0,0), que es el punto libre de enfermedad.

En este caso nos interesa estudiar la dinamica del equilibrio de libre enfermedad, que
se alcanza en el punto (7,7*,V) = (f, 0,0). Biolégicamente, en este punto la cantidad
virica es nula, asi como los linfocitos infectados. Esto ocasiona que los linfocitos sanos se
mantengan constantes. Estudiando la estabilidad a partir del sistema linealizado se llega
en (é, 0,0) a la matriz jacobiana

- 0 —p4
M=10 —p B4
0 vy ez

Se observa que tenemos un primer autovalor —u, y estudiando el polinomio carac-
teristico Py/(z) de la submatriz que queda al suprimir la primera fila y primera columna
a M se llega a que

A
HA@IZ“HM+WV+MW—BE%

y los dos autovalores restantes son negativos si yu*+v > 0, lo que ocurre siempre, y si u*v—
6] %”y > 0. Esta tltima condicién implica que el equilibrio (ﬁ, 0,0) serd asintéticamente
estable si p*v > B4~ y el VIH desaparecers, e inestable si y*v < 3 %fy, de manera que la
cantidad de linfocitos sanos ird en aumento.

Por tltimo, queda calcular el nimero basico de reproduccién Ry. Dado que para cada
unidad de virus se tiene que ‘fi—‘t/ = —vV, resolviendo esta ecuacion diferencial se obtiene
que V(t) = e7¥*; y por tanto, el tiempo de vida del virus es fooo V(t) dt = +. Este virus
infecta % linfocitos T" con un ratio 3, y, analogamente a los calculos para los virus, se tiene
que cada linfocito infectado 1™ tiene un ratio de vida de #, que da lugar a v particulas

de virus. Luego,

Vot vppt
En consecuencia, a la vista de las deducciones previas de que el equilibrio de libre enfer-
medad serd asintéticamente estable si p*v > f3 37 e inestable si p*v < 8 év, se tiene que
este punto es asintoticamente estable si Ry < 1 e inestable si Ry > 1. Luego, una vez
mas, si el nimero basico de reproduccion es menor que uno, el virus del VIH remite hasta
desaparecer. Sin embargo, si el niimero bésico de reproduccion es mayor que uno, el virus
se reproduce sin desaparecer en ningin momento.
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3.2.3 Colera.

El célera es una enfermedad infecto-contagiosa, provocada por una bacteria, que produce
diarrea secretoria abundante en los humanos. Su principal forma de transmision es a través
del agua contaminada o el contacto con alimentos contaminados. Es posible estudiar la
evolucién de esta enfermedad mediante el modelo SIR anadiendo una nueva clase: la
concentracion de patogeno en el agua, A. Suponiendo que:

e El ratio de muerte y nacimientos es el mismo. Ademas, también se supone que la
enfermedad no causa muertes.

e Las bacterias tienen un tiempo de vida limitado en el agua.
e Las personas que han pasado la enfermedad son inmunes a la misma.

e Los individuos infectados contaminan las reservas de agua.

uS ul uR
T B1ST T ~I
p—> S > » R
A
B2 ST
as
A |«

aAl

Figura 3.21: Diagrama compartimental para los contagios de cdlera.

Entonces se tiene el diagrama de la figura 3.21 para el estudio del célera, donde se han
introducido los siguientes parametros:

e «: ratio de vertido y desaparicién de la bacteria en el agua.

e [31: proporcion de individuos susceptibles que se contagian debido al contacto con
individuos infectados. Por ejemplo, a través de alimentos infectados.

e [y proporcion de individuos susceptibles que se contagian debido a la ingesta de
agua contaminada.

e ~: ratio de personas infectadas que se recuperan.
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e 4: ratio de nacimientos y defunciones de la poblacién.

De esta forma, a partir del sistema descrito por la figura 3.21 se define el siguiente
sistema de EDOs:

dsS

Tt B1ST — BoaSA — S,

dl

— = BiST + BeSA — 4l — ul,

dt (3.31)
dA A '
— = ol —4),

dR

— =~ — )

it

Como se supone que la tasa de nacimientos es igual a la de defunciones, la poblacién
total N(t) es constante. Puesto que los valores de las clases representan la proporcion de
individuos respecto de la poblacion total, se tiene que S+ 1+ R = 1.

Vamos a calcular el equilibrio de libre enfermedad; es decir, donde I = 0. A partir de
(3.31), por la tercera ecuacién se tiene que A = 0, y usando la cuarta se llega a que R = 0.
Sustituyendo en la primera ecuacion se tiene que S = 1. Luego el punto de equilibrio de
libre infeccién se alcanza en (1,0,0,0).

La estabilidad del equilibrio de libre infeccion se estudia a partir del sistema linealizado
de (3.31). La matriz jacobiana en este punto (1,0,0,0) viene dada por

— B B2 0

0 Bi=y—p B O
M= 0 o —a 0
0 vy 0 —u

Se observa que tenemos el autovalor —u < 0 duplicado, y el andlisis de la estabilidad
equivale a estudiar el signo de los autovalores de la matriz

M — [51—7—M 52} 7
a —a
cuya traza es f; —y — pu — a 'y el determinante viene dado por a(y + p — 81 — f52). Luego,
el equilibrio de libre enfermedad es asintéticamente estable si trM™* < 0y det M* > 0; es
decir, para

i<y+pta y Pi+b<vy+p

Ademas, la segunda desigualdad incluye a la primera por ser todas las constantes positivas.
En consecuencia, el equilibrio de libre enfermedad es asintéticamente estable si 1 + B2 <
~v 4 p e inestable para la desigualdad contraria. Trasladando esta informacién al dmbito
epidemioldgico, se alcanzara el equilibrio de libre enfermedad si los ratios §; y (2 de
contagio no superan al ratio p de nacimientos y muertes junto con el de recuperaciéon .
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3.3 Dinamica de poblaciones.

La dinamica de poblaciones estudia la evolucién temporal del tamano de una poblacion
de seres vivos, teniendo en cuenta factores como la reproduccion o las interacciones con
otras especies.

Los modelos matematicos construidos en este campo de conocimiento sirven para
entender y predecir cémo varian las poblaciones en el tiempo, ya sea de forma aislada o
en sistemas donde multiples especies interactiian. Luego, su objetivo principal es capturar
las leyes esenciales que gobiernan el crecimiento y la interaccién de las poblaciones. A
continuacion, se presentan algunos de los modelos mas conocidos en la teoria de dinamica
de poblaciones.

3.3.1 Modelos de poblaciones aisladas.
Modelo malthusiano.

Modelo 3.1 (Modelo malthusiano). El modelo malthusiano es una de las primeras aprozi-
maciones, y mds elementales, al estudio del crecimiento de poblaciones [17]. Para cons-
truir este modelo se parte de la hipotesis de que la velocidad de crecimiento es proporcional
a la poblacion en cada instante. A partir de esta hipdtesis, si denotamos por a a la tasa de
crecimiento y x(t) a la cantidad de poblacion en cada instante de tiempo t, se construye
la siguiente ecuacion diferencial que describe el modelo:

dr

dt

Se distingue el caso a = 0, para el que se tiene que la cantidad de poblacion x(t)

es constante e igual a la poblacion inicial. Esto concuerda con el significado de que la

tasa de crecimiento sea nula. Si a # 0, entonces se tiene un unico equilibrio en x = 0.

Resolviendo la ecuacion, para una poblacion inicial de x(0) = xq, se tiene que su evolucion
viene dada por

ax. (3.32)

x(t) = zoe™.

De esta forma, si la tasa de crecimiento es negativa; es decir, a < 0, entonces x(t) — 0
cuando t — oo y el equilibrio es asintoticamente estable; mientras que si a > 0, entonces
z(t) — oo cuando t — oo y el equilibrio es inestable. En términos de andlisis de pobla-
ciones, si la tasa de crecimiento es negativa, la poblacion tiende a la extincion. En otro
caso, si la tasa de crecimiento es positiva, entonces la poblacion continia aumentando de
manera exponencial.

Modelo logistico.

Se puede entender el origen del modelo logistico como un ajuste del modelo malthusiano.
Como se ha visto en el modelo 3.1, si la tasa de crecimiento a es positiva, entonces la
poblacién crece de manera indefinida exponencialmente. Esta situacién no es realista,
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pues los recursos del medio donde esté asentada la poblacién son limitados. Bajo esta
premisa, el modelo logistico define una nueva constante en el estudio de la dindmica
de poblaciones, la capacidad de carga K > 0 del entorno. La dinamica de esta nueva
forma de entender la evolucién del nimero de individuos de una poblacién se detalla en
la explicacién del modelo 2.1 recogido en el capitulo 2.

3.3.2 Modelos depredador-presa.

Los modelos de la seccién 3.3.1 parten de la asuncion de que las poblaciones estan aisladas
y no se relacionan con ninguna otra. Sin embargo, un sistema més completo tendria en
cuenta las interacciones entre los grupos poblacionales de distintas especies que afectan a
la variacion en la cantidad de individuos de cada una. Fruto de la observacion, surge la
posibilidad de contemplar modelos que recojan interacciones del tipo depredador-presa,
donde interactian dos especies distintas de manera que una es depredador natural de la
otra.

Modelo Lotka-Volterra

El modelo Lotka-Volterra es un modelo del tipo depredador-presa que estudia la evolucion
de dos especies coexistentes en un mismo habitat. Asi, se considera:

e 1(t): poblacién de presas en el instante de tiempo t.

e y(t): poblacién de la especie depredadora en el instante de tiempo ¢.

Las ecuaciones por las que se rige este sistema surgen a partir de la observacién y
datos experimentales, planteando las siguientes hipdtesis:

1. En ausencia de depredadores, la poblacién presa crece de forma exponencial.
2. En ausencia de presas, la poblaciéon depredadora decrece exponencialmente.

3. La disminucion que experimenta la poblacion presa es proporcional a los encuentros
depredador-presa.

4. El aumento de la poblacion depredadora es proporcional a los encuentros depredador-
presa.

Teniendo estas premisas en cuenta, se plantea el siguiente sistema de EDOs:

2'(t) = filz,y) = ax — bry
y'(t) = fo(w,y) = —cy + duy
donde el primer término de cada ecuacién es consecuencia de las hipdtesis 1 y 2, y el

segundo de los términos es producto de las hipotesis 3 y 4. Ademas, se observa que la
suposicién para el primer término de las ecuaciones es la misma de la que se parte para el

, a,bc,d>0, (3.33)
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modelo malthusiano. De hecho, en ausencia del otro término, que modela la interaccion
entre especies, las poblaciones se consideran aisladas y evolucionan de manera independi-
ente, siguiendo la dindmica del modelo 3.1. Por tanto, la poblaciéon x de presas crece de
manera exponencial mientras que la poblacion depredadora y tiende a la extincién.

Queda analizar cualitativamente el sistema (3.33). Los equilibrios se dan para f(z,y) =
fo(z,y) = 0. Luego, el sistema presenta un equilibrio en (0,0) y otro en (z,y) = (ﬁ, %)
Ademas, existen unas trayectorias especiales:

e Para x = 0, 3/(t) = —cy, y la solucién viene dada por (0,e “y), donde yo es la
poblacién inicial de la especie depredadora y.

e Para y = 0, 2/(t) = ax, y la solucién viene dada por (e*wy,0), donde g es la
poblacién inicial de la especie presa x.

Estas trayectorias especiales se corresponden a los casos ya comentados en los que se
consideran las especies aisladas. Por otra parte, el resto de las trayectorias vienen dadas
por

dy _ylzetde) - fa Ndy _ e,
dr  x(a—by) Yy x

y resolviendo se tiene que las trayectorias viven en los conjuntos de nivel de la funciéon

F(z,y) =d(x —ZInz) + by — ylny) = h(x) + p(y) = C, (3.34)

donde h(zx) =d(z —zlnz) y p(y) = by — ylny).
A continuacién, vamos a estudiar la estabilidad de los equilibrios del sistema. Para
ello, se parte de la matriz jacobiana de f(z,y) = (fi(z,v), fa(z,v)),

p _la—by —bx
Fla,y) = { dy —c+dx}

en los puntos de equilibrio (0,0) y (z,7). Esto es,

be
roo-=[3 o] rea-la
Luego, el equilibrio (0,0) es un punto de silla, y el equilibrio (Z,¥) es un centro para
el linealizado. En consecuencia, el punto (0,0) sigue siendo un punto de silla para el
sistema original, pero no se puede concluir para el equilibrio (Z,y) por ser un centro para
el linealizado. Vamos a estudiar qué ocurre con las trayectorias cercanas al punto (z, )
a partir de la funcién F' definida en (3.34),
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se tiene que existen a(x) entre z y =y f(y) entre y e g tales que

F(z,y) = () +p(y) + M'(2)(x — 2) + () (y — )

P'(8(y)) (3:35)

—s -+ =y )

Ademaés, VF(z,y) = (I'(z),p'(y)) = (d(1 — 2),b(1 — %)), que evaluado en (z,y) es el

vector idénticamente nulo. Por otra parte, h”(z) = % >0y p(x) = % > 0. Luego, por
una parte, sustituyendo en (3.35),

— -9 (3.36)

y, por otra parte, para (x,y) cercano a (z,y), F(z,y) > F(Z,y); es decir, F' presenta un
minimo en (Z, 7). Ademads, de la representacion (3.36), se tiene que los conjuntos de nivel
de F cercanos a F(Z,y) son elipses. En consecuencia, los conjuntos de nivel de F' son
trayectorias cerradas.

Por otra lado, si

V(ZE,y) = F([E,y) - F(C(_},g),

entonces V(z,y) = 0, V(x,y) > 0 para (x,y) cerca y distinto de (z,y) y ademds

V(Jc, y) = VV(z,y) <£g:z;) =dz—z)(a—by)+bly —y)(—c+dzx) =0.

Entonces V' es una funcién de Liapunov para (Z,y) y, segun el teorema 2.13, (Z,7) es un
equilibrio estable.

Luego, la dindmica de poblaciones que describe el modelo Lotka-Volterra implica que
las especies coexistiran en torno a (Z,y), fluctuando la cantidad de individuos de cada
una de manera periddica, como se representa en la figura 3.22. En consecuencia, las
curvas del diagrama de fases seran cerradas como se ilustrara a continuacion. Ademas,
en ausencia de la especie presa, la especie depredadora se extinguira; mientras que, para
el caso contrario, la especie presa aumentara su poblacién indefinidamente.
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Modelo Lotka-Volterra

4.5

Solucion

Figura 3.22: Dinamica de las especies en el modelo Lotka-Volterra con a = 2,b = 1,c = 1,d = 3 con
dato inicial z(0) = (0.8, 3).

Una vez més, no podemos calcular las soluciones del sistema (3.33); sin embargo, se
puede recurrir a la aproximacion numérica de las soluciones utilizando métodos Runge-
Kutta para comprobar el cardcter periddico de las soluciones y entender como evoluciona
la poblacion de las distintas especies a lo largo del tiempo. Para ello, se emplea el método
RK que tiene por tabla de Butcher la tabla 2.3. Este produce la aproximacién a las
trayectorias que se muestra en la figura 3.22. A partir de esta, es posible observar la
forma periddica que tienen las soluciones.

Diagrama de fases modelo Lotka-Volterra

Figura 3.23: Diagrama de fases del modelo Lotka-Volterra (3.33) cona =2,b=1,c=1,d = 3.
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Por otra parte, conociendo la aproximacion de las trayectorias se puede construir el
diagrama de fases del modelo. Este es el que se presenta en la figura 3.23. En él, se
observa cémo las trayectorias por las que se rige el modelo son curvas cerradas.

Finalmente, también en base a las trayectorias calculadas, se puede comprobar si
efectivamente estas viven en los conjuntos de nivel de la funcién F' definida en (3.34).
Para ello, vamos a observar la diferencia entre un punto cualquiera de la trayectoria y
el valor inicial desde el que se parte. Para la trayectoria que describe la figura 3.22, se
tienen las diferencias dadas en la figura 3.24, las cuales se calculan para dos longitud de
paso distintas, 0.001 y 0.0005. Como se puede apreciar, el error permanece acotado en el
tiempo en torno a 1076,

«107 Diferencia valores estimados respecto del inicial

h=0.001
— — —-h=0.0005

F(y(t) - Fly,)

-14 ] ' J ’ ' ' ' ' '
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t

Figura 3.24: Calculo F(z,y)—F(Z,y) alo largo de la trayectoria descrita en la figura 3.22 para longitudes
de paso 0.001 y 0.0005.

Modelos depredador-presa con competencia.

En el modelo clasico de Lotka-Volterra no se contempla un aspecto: los individuos de una
misma especie compiten entre ellos por el alimento. Ademds, en ausencia de una especie,
la otra sigue el modelo malthusiano. Se busca también que si esto sucede, el modelo
resultante sea el modelo logistico. Para incorporar esta informacién al modelo, se anade
un término a la ecuacién (3.33) para modelar dicha competencia entre los individuos de
la poblacién de cada especie.

¥ =xz(a—by — ex)

Y =y(—c+dz— fy), (3:37)
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donde e, f > 0. Se comienza por calcular los puntos singulares del sistema de EDOs (3.37)
para buscar las poblaciones de equilibrio de las especies. Se trata de resolver el sistema

x(a—by—ex)=0
(a=by - ex) (3.38)
y(—c+dx - fy) =0
e La primera ecuacién se anula para x = 0. Sustituyendo esto en la segunda ecuacion,
da lugar a y(—c — fy) = 0. De aqui, se obtienen las soluciones y =0 e y = —%. No

obstante, como y = 7 < 0, no tiene aplicacion bioldgica y no se considera. Asi, de
aqui se obtiene el punto de equilibrio Py = (0, 0).

e La otra opcién para la primera ecuacion es considerar x # 0. En ese caso, si y = 0,
entonces a — ex = 0 y se tiene el equilibrio P, = (2,0). Por otra parte, si y # 0, de
la segunda ecuacion se tiene que —c+dx — fy = 0 y se tiene un punto de equilibrio
P> que es el punto de corte entre las rectas

ri:a—by—er=0, y ro:—c+dr— fy=0,

que se pueden reescribir como

€ a d c
rlzy:—gx—l—g, Y rgzy:?x—?.

Estas rectas tendran un aspecto similar a uno de los casos que se presentan en las fig-
uras 3.25 y 3.28. De esta forma, para el punto de equilibrio P, se tienen dos posibilidades:

e Por un lado, si ¢ < £, las rectas intersecan fuera del primer cuadrante y no se

considera el punto de equilibrio P, en el estudio del modelo, por no tener significado

en el analisis de la dinamica de poblaciones. Asi, para este caso solo se contemplan
los equilibrios Py = (0,0) y P = (£%,0).

e Por ofro lado, si ¢ > 9, entonces las rectas se intersecan en el primer cuadrante y se
deben estudiar los puntos de equilibrio Py = (0,0), P = (%,0) y P, = (Z,y), donde
Z e y cumplen que

a—by—ex=0 y —c+dr— fy=0.

C

Notese que el caso ¢ = £ no se descarta porque en esta situacion P, = Ps.
Una vez analizados los puntos de equilibrio, el siguiente paso con el que proceder es
el de estudiar las trayectorias especiales que encontramos en el modelo. Asi, estudiamos

dos casos:
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e Siy =0, entonces la primera ecuacién del sistema (3.38) es

7' =x(a—ex) = f(2),

y se reduce al modelo logistico. De manera que, siguiendo lo estudiado en el modelo
2.1, x — ¢ cuando t — 0.

e Si x = 0, entonces la segunda ecuacién del sistema (3.38) queda de la siguiente
forma:

Y =y(—c— fy) = gv),

lo que vuelve a representar el modelo logistico. Sin embargo, en este caso g(y) < 0
para y > 0, de manera que y — 0 cuando ¢t — +o0.

Tras analizar las trayectorias especiales del sistema, se pasa a estudiar los puntos de
equilibrio del mismo a partir del sistema linealizado. La matriz del sistema linealizado de
(3.37) es

y _|la—by — 2ex —bx
F(%ZJ)—[ dy —c+da:—2fy]

Evaluada en el punto Py = (0,0), se tiene que

—C

F/(Py) = lg 0 ] .

Luego, Py es un punto de silla. Por otra parte, se trata el punto P, = (£,0), para el que
el sistema linealizado viene dado por la matriz

ab ab
) e =2 | |-a =%
F(Pl)_|:0 —C+a?d:|_|:0 adce:|'

[

Como la matriz F'(Py) es triangular inferior, los elementos de la diagonal son los autovalo-
res. Como —a < 0, el caracter de P, depende del otro elemento de la diagonal. De esta
forma, si ad — ce < 0, P, es un nodo estable; mientras que, si ad — ce > 0, P; es un punto
de silla. Por tltimo, queda analizar el caracter cualitativo del equilibrio P(Z, ) en caso
de que esté en el primer cuadrante. En este supuesto, se tiene que

y _|a—by — 2ex —bx _|—ex —bx|
F(h) = dy —C+dx—2fy]_{dy —f1y =4

donde se ha utilizado para la segunda igualdad que a — by —ex =0y —c+dx — fy = 0.
Empleando la teoria descrita para el plano traza-determinante, como

tr(A) = —ex — fy <0,
det(A) = efzy + bdzy > 0,
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entonces el equilibrio P, es bien un foco, bien un nodo. En cualquiera de los dos casos, el
punto serd estable.

Finalmente, queda por estudiar el resto de las trayectorias para el modelo descrito por
(3.37). Para ello, se distinguen los casos en los que el punto P, se encuentra o no en el
primer cuadrante, representados en las figuras 3.25 y 3.28, y se estudia la evolucién de
cada variable en cada regién del espacio que separan las rectas ry y ra:

e Caso 1: P, no esta en el primer cuadrante. Si esto sucede, las rectas no intersec-
cionan en el primer cuadrante y divide al mismo en tres regiones, representadas en
la figura 3.25. Basta evaluar en un punto de cada regién para conocer el signo de
2’ e y' De esta forma, se puede analizar la evolucion de las trayectorias. En la tabla
3.1 se muestra el signo de 2’ e 3/ en cada region.

Regién | X7 | v’
I - |+

IT - -
I11 + | -

Tabla 3.1: Evaluacién de 2’ e ¢ en las regiones de la figura 3.26.

T2

T1

Figura 3.25: Regiones primer caso modelo depredador-presa con competencia.

Vamos a representar las soluciones del sistema (3.37); para ello, volvemos a utilizar
la aproximacion numérica de las soluciones utilizando el método RK que tiene por
tabla de Butcher la tabla 2.3. Este produce la aproximacion a las trayectorias que
se muestra en la figura 3.26 para el caso concreto donde a = 1,0 = 1,¢ = 2,d =
l,e = 2, f = 2. En la leyenda de esta figura, CI#N se refiere a las condiciones
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iniciales nimero N. Aqui, se observa como las trayectorias convergen al equilibrio
P,. Esto mismo también se observa en el mapa de fases de la figura 3.27 para lo
que se amplia el codigo al 8.

Depredador-presa con competencia

Solucion

Figura 3.26: Trayectorias del caso 1 del modelo depredador-presa con competencia.

Diagrama de fases modelo poblacional con competencia
T T T T . . .

0.8 r

0.4

x(t)

Figura 3.27: Mapa de fases del caso 1 del modelo depredador-presa con competencia.

e Caso 2: P, estd en el primer cuadrante. En este caso, las rectas intersecan dividi-
endo el espacio del primer cuadrante en cuatro regiones, representadas en la figura
3.28. En la tabla 3.2 se estudian los signos de 2’ e 3/ de manera andloga a como se
hizo para el primer caso.
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Regién | X7 | v’
I - |+

IT - -
I11 + | -
v + | +

Tabla 3.2: Evaluacién de z’ e ¢’ en las regiones de la figura 3.29.

ol
Ul o

Figura 3.28: Regiones segundo caso modelo depredador-presa con competencia.

Por 1ltimo, queda representar las soluciones del sistema (3.37) en este caso. Para
ello, se parte de la tabla de Butcher 2.3. Este método produce la aproximacién
a las trayectorias que se muestra en la figura 3.29 para el caso de (3.37) donde
a=2b=1c=1,d=1e=1,f = 1. En la leyenda de esta figura, CI#N se
refiere a las condiciones iniciales nimero N. En las graficas se observa como las
trayectorias convergen al equilibrio . Esto mismo también se observa en el mapa
de fases de la figura 3.30 usando el cédigo 8. Esto muestra indicios de que dicho
equilibrio es un foco estable. Sin embargo, no se puede concluir que no pueda ser un
nodo para alguna disposiciéon concreta de los pardmetros a la vista de los resultados
de la tabla 3.2.
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Depredador-presa con competencia

Cl#1
Cl#1
Cl#2
— — —y(t), Cl#2
e x(t), CI #3

x(t),
)
)
)
)

y(t), Cl #3
),
)
)
)
)
),

-t
x(t

x(t), Cl #4
— — —y(t), Cl #4
x(t), Cl #5
y(t), Cl #5
x(t), Cl #6
— — —y(t), Cl #6

Solucion

e e e B g el

Figura 3.29: Trayectorias del caso 2 del modelo depredador-presa con competencia.

Diagrama de fases modelo poblacional con competencia
rFd

18

16

1.4 ¢

y(t)

0.8

06

0.4

0.2

x(t)

Figura 3.30: Mapa de fases del caso 2 del modelo depredador-presa con competencia.
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V]

Cdédigo MATLAB empleado

A1 Cdbdigos para verificar el orden de métodos RK

f = @(x) -x; g = @(t) exp(-t);

30x0 = 1;

hs = [1le-1, 1e-2, 1e-3, 1le-4];

s|E = zeros(length(hs), 1);

for i = 1:length(hs)

t0 = 0;
tf = 10;
h = hs(i);

t = tO0:h:tf;
N = length(t);

X = zeros(1, N); X(1) = x0;

for n = 1:N-1

tn = t(n);
xn = X(n);
k1 = f(xn);
k2 = f(xn + h * k1);

X(n+1l) = xn + h/2 * (k1 + k2);
end

E(i) = abs(X(n+1) - g(t(n+1)));
end

[hs’ E]

Cadigo 1: Cdadigo para comprobar el orden del método de Euler mejorado
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f = @(x) -x; g = @(t) exp(-t);
x0 = 1;
hs = [le-1, 1e-2, 1e-3, le-4];
E = zeros(length(hs) ,1);
for i = 1:length(hs)
t0 = 0; tf = 10;
h = hs(i);
t = tO0:h:tf;
N = length(t);
X = zeros (1, N); X(1) = x0;
for n = 1:N-1
tn = t(n);
xn = X(n);
k1 = f(xn);
k2 = f(xn + h/3 * k1);
k3 = f(xn + h*x(2/3) * k2);
X(n+1) = xn + (h/4) * (k1 + 3%*k3);
end
E(i) = abs(X(n+1) - g(t(n+1)));
7| end
[hs’ E]
Cédigo 2: Cédigo para comprobar el orden del método RK con tabla 2.5
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A2. Coédigos para aproximar numéricamente las soluciones de modelos del capitulo 3

A2 C(Cddigos para aproximar numéricamente las solu-
ciones de modelos del capitulo 3

% Funcion que describe el modelo
f = 0(t, x) 2*x*x(1-x) - (x)/(1+x);
%f = @0(t, x) 0.5*%xx*x(1-x) - (x)/(1+x);

5|% Parametros

t0 = 0;

tf = 10;

h = 0.1;

N = (tf - t0)/h;
t = tO0O:h:tf;

% Condiciones iniciales

slyo_list = [0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1];

colors = lines(length(yO_list));

| figure; hold on;

for j 1:length(yO_list)
y = zeros(1l, length(t));
y(1) = yOo_list(j);

for n = 1:N
k1 = £(t(n), y(n));
k2 = f(t(n+1), y(n) + h *x k1);
y(n+1) = y(n) + (h/2) * (k1 + k2);

end

plot(t, y, ’-’, ’Color’, colors(j,:), ’DisplayName’, [’T_O,=
>, num2str (y0_list (j))1);

end

xlabel (’t’); ylabel(’T(t)’);

ylim([-0.1 1.11);

title(’Metodo de Euler mejorado,con multiples condiciones
iniciales’);

;| legend show;

grid on;

Cadigo 3: Cdédigo aproximacion numérica para el modelo del cancer
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% Definicion del problema
hof o= 0(x) [1 - x(1)*x(2) + x(3) - x(1);

yA x (D) *x(2) - 2*x(2);
% x(2) - 2%x(3)];
f = 0(x) [1 - 3*xx(1)*x(2) + x(3) - x(1);

3xx (1) *x(2) - 2xx(2);
x(2) - 2*xx(3)1;

t0 = 0;
tf = 5;
h =0.1;

t = tO0:h:tf;
length (t);

=
]

4% Condiciones iniciales (cada fila es una: [x1, x2, x3])

X0 = [1, 1, 1;

0.5, 1.5, 2;
2, 0.5, 1;
1, 0, 0l;

M = size (X0, 1);

for m = 1:M
x0 = X0(m, :)7’;
x = zeros (3, N);
x(:,1) = x0;

for n = 1:N-1

k1 = f(x(:,n));
k2 = f(x(:,n) + h/3 * k1);
k3 = f(x(:,n) + h*x(2/3) * k2);

x(:,n+1) = x(:,n) + (h/4) *x (k1 + 3%k3);
end

% Graficas de cada componente por separado

figure (1) ;

plot(t, x(1,:), ’DisplayName’, [’CI,’, num2str(m)]); hold on;

title(’Evolucionindividuos susceptibles’);

xlabel (’t’); ylabel(’S(t)’); ylim([-0.1 2.1]); grid on;
legend show;

figure (2);

plot(t, x(2,:), ’DisplayName’, [’CI,’, num2str(m)]); hold on;

title(’Evolucionindividuos infectados’);

xlabel(’t’); ylabel(’I(t)’); ylim([-0.1 2.1]); grid on;
legend show;
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A2. Coédigos para aproximar numéricamente las soluciones de modelos del capitulo 3

figure (3);

plot(t, x(3,:), ’DisplayName’, [’CI,’, num2str(m)]); hold on;

title (’Evolucionindividuos recuperados’);

xlabel(’t’); ylabel(’R(t)’); ylim([-0.1 2.1]); grid on;
legend show;

end
Cédigo 4: Cédigo aproximaciéon numérica para el modelo SIR
h £ o= 0(x) [1 - x(1)*x(3) + x(4) - x(1);
yA x(1)*x(3) - 2*x(2);
/A x(2) - 2xx(3);
% x(3) - 2%x(4)]1;
f = 0(x) [2 - x(1)*x(3) + x(4) - 0.5%x(1);

t0
tf

h
t
N

b

7| X0

3| M

x(1)*x(3) - x(2) - 0.5*%xx(2);
x(2) - x(3) - 0.5*x(3);
x(3) - x(4) - 0.5%x(4)]1;

0;

= 5;

0.1;
tO0:h:tf;
length (t);

Condiciones iniciales (cada fila es una: [x1, x2, x3])
= [1, 1, 1, 1;

= size (X0, 1);

for m = 1:M

x0 = X0(m, :)7;
x = zeros (4, N);
x(:,1) = x0;

for n = 1:N-1

ki = f(x(:,n));
k2 = f(x(:,n) + h/3 * k1);
k3 = f(x(:,n) + h*x(2/3) * k2);

x(:,n+1) = x(:,n) + (h/4) * (k1 + 3*xk3);
end
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% Graficas de cada componente por separado

figure (1) ;

plot(t, x(1,:), ’DisplayName’, [’CI,’, num2str(m)]); hold on;

title(’Evolucionindividuos  susceptibles’);

xlabel(’t’); ylabel(’S(t)’); ylim([-0.1 4.1]); grid on;
legend show;

figure (2);

plot(t, x(2,:), ’DisplayName’, [’CI,’, num2str(m)]); hold on;

title(’Evolucionindividuos expuestos’);

xlabel(’t’); ylabel (’R(t)’); ylim([-0.1 1.6]); grid on;
legend show;

figure (3);

plot(t, x(3,:), ’DisplayName’, [’CI,’, num2str(m)]); hold on;

title(’Evolucionindividuos infectados’);

xlabel(’t’); ylabel(’I(t)’); ylim([-0.1 2.1]); grid on;
legend show;

figure (4);
plot(t, x(4,:), ’DisplayName’, [’CI,’, num2str(m)]); hold on;
title(’Evolucionindividuos recuperados’);
xlabel(’t’); ylabel (’R(t)’); ylim([-0.1 1.2]); grid on;
legend show;
end

Cadigo 5: Codigo aproximacion numérica para el modelo SEIR

5| N

Hh
]

e(y) [2xy(1) - y(L*y(2); -y(2) + 3*xy(1)*y(2)];

F = @(x) 3*x(1)-log(x(1)) + x(2)-2*xlog(x(2));
hof o= @(y) [y(1) - 3xy(L)xy(2); -2xy(2) + 3*xy(1)*y(2)];
h F = @(x) 3%x(1)-2*%log(x(1)) + 3*x(2)-log(x(2));

yoO = [0.5, 0.5;

0.6, 3;
0.8, 31;
h = 0.001;
t0 = 0;
tf = 20;
t = tO0:h:tf;
= length(t);

[ul,vl] = meshgrid(0:0.1:1.4, 0:0.5:6);
u2 = 2*xul - ul.x*xvil;
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A2. Coédigos para aproximar numéricamente las soluciones de modelos del capitulo 3

v2 = -v1l + 3*%ul.*xvl;

norma = sqrt(u2.72 + v2.72);
u2 = u2 ./ norma;

v2 = v2 ./ norma;

figure (1) ;
quiver (ul, vi, u2, v2, 0.2); hold on;

for i=1:1length(y0)
Y = zeros(N, length(y0(i,:)));
Y(1,:) yo(i,:)’;
val (1) F(y0(i,:));

for n = 1:N-1
tn = t(n);

yn = Y(n,:)’;

k1 = f(yn);

k2 = £(yn + h * ki);

Y(n+1,:) = (yn + h/2 *x (k1 + k2))’;
val(n+1) = F(Y(n+1,:)7);

end

plot(Y(:,1), Y(:,2), ’b’)
hold on
end

xlabel (’x(t)’); ylabel (’y(t)’);
x1im ([0 1.3]); ylim ([0 6]);
title(’Diagrama de fases modelo Lotka-Volterra’);

figure (2) ;

plot(t, Y(:,1), ’r’, t, Y(:,2), ’b’);
legend (’x(t)’, ’y(t)’);

xlabel(’t’);

ylabel (’Solucion’);

title(’Modelo  Lotka-Volterra’);

figure (3);

plot(t, val - val(1l), ’k’);

xlabel (’t’);

ylabel (’F(y(£))yu-uF(y_0)’);
title(’Diferenciauvaloresuestimadosurespectoudeluinicial’);

Cadigo 6: Cadigo aproximacién numérica para el modelo Lotka-Volterra
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%t
f:

e(t,
e(t,

y)

b
CI

Lista

[2
0.

.5

0.5;
5;
0.75;
.5 0.25;
.5 2;

.25 1.5]7;

OO B, =~

figure; hold on;

for i 1:size(CI,
t0
tf
h
t

N

03

83
0.1;
tO:h:tf;
length(t);

Y zeros (N,
Y(1,:) CI(i,

1:N-1
t(n);

Y(n,:)

for n
tn

yn

k1
k2

f(tn,

Y(n+1,:)
end

plot(t, YC(:
));

plot(t, Y(:
i)

,1),

,2),

;| end

legend () ;
xlabel (’t’);
ylabel (’Solucion’);

[y()*(2 - y(2)
y) [y(1)*(1 - y(2)

de condiciones iniciales

length (CI(1,
)

f(tn + h,

- y(1));
- y(1));

1

:)));

).
b

yn) ;
yn + h * ki1);

(yn + h/2 * (k1 + k2)

PR}

, ’DisplayName’,

PA——

, ’DisplayName’,

y(2)*(-1 + y (1)
y(2)*x(-2 + y(1)

(columnas:

- y(2))1;
- y(2))1;

[x0; yO0l)

)75

sprintf (’x(t), CI #%d’, i

sprintf (’y(t), CIy#%d’,

title (’Depredador -presajconcompetencia’);

Cédigo 7: Cédigo aproximacion numérica para el modelo depredador-presa con competencia
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A2. Coédigos para aproximar numéricamente las soluciones de modelos del capitulo 3

iu2 =

sjnorma =

s| % v2 =

% f =
f = 0(t,

e(t, y) [y(1)=(2

% Lista de condiciones
CI = [1 2;

.5 2;

.25 2;

2;

.4,

.75;

.257;

N NN OO
O O ~»r

[ul,v1l] = meshgrid(0:0
*(2 - vl - ul)
(-1 + ul - vi

ul

v2 = vl

u2
v2

./ norma;
./ norma;

u2 =
v2 =

% [ul
% u2 = ul
h v2 = vi
% norma =
% u2 = u2
v2

,vil =
k(1 - vl
k(-2 + ul -

./ norma;
./ norma;

r|figure (1) ;

quiver (ul, vi, u2, v2,

for i = 1:size(CI, 1)
t0 = 0;
tf = 8;
h 0.1;
t = tO0:h:tf;

N length(t);

Y zeros (N,
Y(1,:) = CI(i,:);
1:N-1
t(n);
Y(n,:)’;

for n =
tn =
yn

k1
k2

f(tn, yn)
f(tn + h,

Carlos Jiménez Vaquero

y) [y(1)*(1 - y(2)

meshgrid (0:0.2:2,
- ul);

length(CI(i,

- y(2) - y(1));
- y(1)); y(2)*x(-2 + y(1)
(columnas: [x0;

iniciales y01)

.2:2, 0:0.2:2);

b

)

sqrt(u2.72 + v2.72);

0:0.2:2);

vl);

sqrt(u2.72 + v2.72);

0.2); hold on;

)

I

yn + h * k1);

y(2)*x(-1 + y(1)

- y(2))1;

- y(2))1;
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Y(n+1,:) = (yn + h/2 *x (k1 + k2))’;
end

figure (1) ;
plot(Y(:,1), Y(:,2), ’b’)
hold on;

figure (2);
plot(t, Y(:,1), ’-’, ’DisplayName’, sprintf (’x(t), CI_ #%d’, i
));
plot(t, Y(:,2), >--’, ’DisplayName’, sprintf (’y(t),, CI #%d’,
i));
hold on;
end

legend () ;

xlabel (’t’);

ylabel (’Solucion’);

title (’Depredador -presajconcompetencia’);

s|figure (1) ;

xlabel (’x(t)’); ylabel (’y(t)’);

~title(’Diagramaudeufasesumodeloupoblacionaluconucompetencia’)

x1lim ([0 2]); ylim ([0 2]);

Cdédigo 8: Ampliacion codigo aproximacion numérica para el modelo depredador-presa con
competencia
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