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RESUMEN

La medida de Haar es una herramienta utilizada en numerosas areas de las matematicas y de la
fisica tedrica. Se trata de una medida que se puede construir en algunos grupos topolégicos, y
que es invariante bajo traslaciones via la operacion de grupo. En este trabajo se da una construc-
cion de la medida de Haar en grupos topolégicos localmente compactos, y se prueba su unicidad
salvo constante multiplicativa. También se demuestra la existencia de una medida G-invariante
en los espacios cocientes GG/ H donde H es un subgrupo cerrado de G. Finalmente, se demuestra,
utilizando dominios de Siegel, que la medida G-invariante del cociente SL(n,R)/SL(n,Z) es finita.

Palabras clave: Medida de Haar, grupos topolégicos, dominios de Siegel.

ABSTRACT

The Haar measure is a tool used in numerous areas of mathematics and theoretical physiscs.
It is a measure that can be constructed in some topological groups, and it is invariant under
translations using the group operation. In this thesis, we give a construction of the Haar mea-
sure on locally compact and Hausdorff topological groups, and we show its uniqueness up to
a multiplicative factor. We also show the existence of a G-invariant measure on the quotient
spaces G/H where H is a closed subgroup of G. Finally, we show, using Siegel domains, that
the G-invariant measure of the quotient SL(n,R)/SL(n,Z) is finite.

Keywords: Haar measure, topological groups, Siegel domains.
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Introduccion

En el anno 1933, el matematico hungaro Alfred Haar (1885-1933) introdujo la medida que
lleva su nombre; una medida que puede construirse en cualquier grupo topologico localmente
compacto, y de Hausdorff, G, y cuya propiedad fundamental es que es invariante bajo multipli-
cacion por la derecha o por la izquierda por elementos del grupo, es decir, son medidas p tales
que para todo conjunto medible A y todo g € G cumplen pu(gA) = p(A) o u(Ag) = u(A), segan
si son medidas por la izquierda o por la derecha respectivamente. El objetivo de este trabajo es
construir la medida de Haar en dichos espacios, y mostrar algunas de sus aplicaciones.

Uno de los objetivos con los que se desarroll6 el concepto de la medida de Haar fue el de dar
respuesta al quinto problema de Hilbert. Por contextualizar, en el ano 1900, en la conferencia
internacional de matematicos de Paris, el matematico aleman David Hilbert public6 una lista
de 23 problemas no resueltos en la época (de los cuales muchos siguen aun sin respuesta). El
quinto de estos problemas, trataba sobre grupos de Lie (grupos que son a su vez variedades dife-
renciables reales y tales que las operaciones producto e inversion son ¢°°), y puede enunciarse
como sigue [Foul]:

SEs todo grupo topolégico localmente euclideo isomorfo a un grupo de Lie? [Tao]

No vamos a entrar en mas detalles, pues en este trabajo no se va a estudiar este problema,
pero si que merece la pena destacar que la existencia de la medida de Haar fue de vital impor-
tancia para resolver este problema. De hecho, aunque vamos a trabajar con grupos de matrices
reales en el ultimo capitulo (que son grupos de Lie), no vamos a trabajar con grupos de Lie
geneéricos.

En cualquier caso, las aplicaciones de la medida de Haar no se reducen a la resolucion de
este problema. Por un lado, volviendo por ultima vez a los grupos de Lie (que son grupos topolo-
gicos de Hausdorff y localmente compactos), en ellos puede construirse una integral mediante
formas diferenciales, y bajo ciertas condiciones, esa construccion lleva a una medida de Haar
en el sentido en que la presentaremos en este trabajo. Esto por si solo ya es de suma relevancia,
pues los grupos de Lie son una herramienta de uso continuo en fisica teérica. También en el
ambito de la fisica, la medida de Haar tiene aplicaciones en teoria de la informacién cuantica
[Mel24], lo cual no solo es interesante en si mismo, sino que tiene potencial para dar lugar a nu-
merosas aplicaciones practicas una vez haya ordenadores cuanticos mas capaces. En el ambito
de las matematicas mas puras, también podemos encontrarle utilidad a la medida de Haar. Por
ejemplo, se utiliza en teoria de numeros, teoria de representaciones (para grupos compactos y
localmente compactos), o en estadistica y probabilidad, e incluso en analisis sobre los nimeros
p-adicos [Zun22].

Mas concretamente, la medida de Haar es una medida (en el sentido de la teoria de 1a medida)
que se define sobre el o-algebra de Borel en grupos topolégicos de Hausdorff y localmente com-
pactos. Como detallaremos a lo largo del texto, un grupo topologico es un espacio topologico,
que tiene ademas estructura de grupo, y para el que las operaciones producto e inversion son
continuas. La particularidad de las medidas de Haar es que son invariantes bajo traslaciones
via la operacion de grupo, es decir, generalizan la propiedad de invarianza bajo traslaciones de
la medida de Lebesgue, con la salvedad de que hay que distinguir entre medidas invariantes
bajo la operacion del grupo por la derecha y por la izquierda, pues la medida de Haar existe
en grupos no abelianos, pero ser invariante bajo operacion por la derecha no garantiza, en ge-
neral, ser invariante bajo operacion por la derecha y viceversa. Uno de los teoremas centrales
que demostraremos es que todo grupo topolégico localmente compacto y de Hausdorff admite
una medida de Haar, que es esencialmente tinica una vez se elige un conjunto al que asignarle
medida unidad. Para ciertas aplicaciones, es suficiente con mostrar que dichos grupos topo-
logicos admiten una medida de Haar. Sin embargo, en ocasiones es muy util considerar este
tipo de medidas en conjuntos cociente G/H donde H es un subgrupo cerrado de G, que es el
grupo topolégico de Hausdorff y localmente compacto de partida. Por supuesto, el caso en que
H es normal es trivial una vez se demuestra que en ese caso G/H vuelve a ser de Hausdorff y
localmente compacto, pues se vuelve a tener un grupo que admite una medida de Haar. El caso

SERGIO MARTIN NIETO 7



mas interesante se produce cuando H no es normal, pues en ese caso G/H puede dotarse de la
topologia cociente, y puede construirse sobre €l una medida invariante bajo la accion de G so-
bre G/H siempre que se cumplan ciertas condiciones que se detallaran llegado el momento. Es
con esta construccién que se va a desarrollar el ejemplo concreto de SL(n,R)/SL(n,Z), espacio
cociente que admite una medida SL(n, R)-invariante, para la cual el cociente tiene medida finita.

En lo que se refiere a la estructura de este trabajo, en el primer capitulo se presentan al-
gunos conceptos basicos de teoria de la medida, como pueden ser la definicién de o-algebra,
medida, o la definicion de la integral a partir de una medida en un espacio de medida abstracto.
Algunos de los resultados que aparecen en dicho capitulo no se demostraran por dos motivos:
en primer lugar, porque haria muy extenso el desarrollo, y en segundo lugar, porque muchos
de esos resultados se presentan en los cursos estandares de grado en el contexto de la medida
de Lebesgue, y la adaptacion de las demostraciones a contextos mas generales es sencilla. En
este tema se incluyen también algunos resultados de caracter mas especifico que haran falta
en capitulos posteriores, pero que se demuestran alli por su estrecha relacion con la teoria de
la medida abstracta. El segundo capitulo vuelve a ser de caracter introductorio. En €l, se pre-
sentan los grupos topologicos, que son grupos en el sentido usual, y que tienen una topologia
que es compatible con la estructura de grupo, es decir, que hace continuas las operaciones de
multiplicacion e inversién. Se asume en este capitulo que el lector tiene un conocimiento ba-
sico de teoria de grupos y topologia, y se demuestran numerosos resultados practicos que son
imprescindibles para el desarrollo de los capitulos posteriores. Se incluye al inicio una pequena
digresion sobre las posibles definiciones de un espacio topolégico localmente compacto. Esto se
debe a dos motivos principales. El primero es que durante todo el trabajo, se manejaran espa-
cios localmente compactos, de modo que conviene coger soltura con la definicion. El segundo,
es que en ocasiones la definiciéon de espacio localmente compacto que se da es diferente a que
damos en este texto (que es la de [MunOO], referencia estandar de topologia). Aiadimos entonces
un resultado que muestra que en espacios de Hausdorff, ambas definiciones son equivalentes.
Concluimos el capitulo con un ejemplo desarrollado con cierto detalle; el grupo general lineal
GL(n,R), que es el conjunto de matrices invertibles, al cual dotaremos de una topologia y ob-
tendremos asi un primer ejemplo de grupo topolégico. Este ejemplo sera ademas relevante para
el resto del texto, pues dedicaremos parte del mismo a estudiar algunos subgrupos suyos.

El tercer capitulo se dedica a probar los teoremas de existencia y unicidad de la medida de
Haar. Comenzamos observando que basta con ver que existe una medida de Haar por la derecha
(o por la izquierda), pues siempre es posible obtener una medida de Haar por la izquierda a par-
tir de una por la derecha y viceversa. Tras esto, demostramos una serie de resultados accesorios
y demostramos el teorema de existencia. Las referencias bibliograficas principales para dicho
teorema son [Coh13] y [Gle10]. Ambos textos presentan una prueba muy similar, con ligeras
modificaciones el uno respecto al otro. En ambas pruebas, asi como en la dada aqui (que es
una modificacién de la dada por André Weil [Wei65]) utiliza el axioma de eleccion. Existen cons-
trucciones que no dependen del axioma de eleccion, como la dada por Elie Cartan, que puede
encontrarse en [Nac76] o [HR94], aunque no entraremos en ellas. Una vez probada la existen-
cia, damos la prueba de la unicidad (salvo multiplicacién por constante positiva). Por ultimo,
dedicamos el final del capitulo a mostrar algunos ejemplos de medidas de Haar en diferentes
grupos, asi como a dar algunas consecuencias de su existencia.

En el capitulo 4, consideramos cocientes G/H en los que H es un subgrupo cerrado pero no
normal. El caso en que H es normal no tiene particular interés una vez probado el teorema de
existencia, pues en ese caso existe automaticamente una medida de Haar en G/H, que vuelve a
ser un grupo topolégico localmente compacto y de Hausdorff. Es interesante buscar lo que lla-
maremos medidas G-invariantes en G/H. Tras introducir una version del lema de Urysohn, y el
concepto de unimodularidad, veremos bajo qué condiciones ciertos cocientes admiten una me-
dida G-invariante, que en su caso sera unica. Por ultimo, dedicamos el capitulo 5 a mostrar un
ejemplo detallado de la medida en un cociente. Concretamente, mostraremos que la medida del
cociente SL(n,R)/SL(n,Z) es finita (SL(n,R) es el conjunto de las matrices cuadradas de tamano
n x n con determinante unidad). Introduciremos para ello el concepto de dominio de Siegel. El
grupo SL(n,Z) es un ejemplo de un tipo de grupo mas general, que se conoce como subgrupo

e =



aritmético de SL(n,R), y trata de generalizar la idea de puntos enteros (Z en R) a contextos mas
generales.

Aungque el texto trata de ser lo mas autocontenido posible, habra algunos resultados cuyas
demostraciones no se incluiran, bien por ser resultados que se suponen conocidos por el lec-
tor, al entrar en el temario de alguna de las asignaturas obligatorias que se ven en el grado en
matematicas, o bien porque salgan del objetivo principal del texto. En todos estos casos, y en
los casos en que se haga referencia a resultados que se suponen conocidos pero no se enuncian
explicitamente, se incluiran referencias bibliograficas en las que encontrar dichas demostracio-
nes.
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CAPITULO 1

FUNDAMENTOS DE TEORIA DE LA
MEDIDA

En este capitulo, vamos a explorar una serie de definiciones y resultados basicos de teo-
ria de la medida que son necesarios para contextualizar la medida de Haar, y que proporcio-
nan herramientas que utilizaremos después para su construccion y estudio. La exposicion que
presentamos esta basada fundamentalmente en [Coh13], libro que presenta un estudio muy
detallado de la teoria de la medida, y al que referiremos al lector para algunas de las demos-
traciones. La teoria de la medida trata de generalizar los conceptos que tenemos de longitud,
area y volumen a espacios abstractos, es decir, trata de responder formalmente a la pregunta de
“como de grande es un determinado conjunto”. Para dotar de sentido a estas ideas, necesitamos
comenzar trabajando en un conjunto ambiente, que denotaremos X, y seran (algunos de) los
subconjuntos de este los que trataremos de “medir”.

El objeto de estudio de este trabajo no es la teoria de la medida en su forma mas genérica,
sino una aplicaciéon concreta de la misma, es por ello que, para que no sea excesivamente ex-
tenso, se omitiran las pruebas de algunos resultados, en especial de aquellos resultados que
son conocidos para la medida de Lebesgue, y cuyas demostraciones se adaptan sin dificultad a
contextos mas generales. Tampoco se detallaran las demostraciones de resultados que requie-
ran mucho desarrollo previo. El resultado mas importante que no demostraremos es el teorema
de representacion de Riesz. Se trata de un teorema que utilizaremos en varias pruebas a lo
largo del trabajo, pero cuya demostracion requeriria demasiados resultados previos. Si que se
daran todas las definiciones que vayan a ser necesarias, tratando de que el texto sea lo mas
autocontenido posible.

El capitulo esta estructurado en 5 secciones. Las dos primeras se dedican a dar las defi-
niciones basicas: medida, espacio de medida, o-algebra... La seccién sobre medidas exteriores
enuncia y prueba el teorema de Carathéodory, que es uno de los resultados en los que se apoya
el teorema de existencia de la medida de Haar. Incluimos también una seccion dedicada a la
construccion de la integral. Esta seccion es breve, pero se asume que el lector ya conoce como
se construye la integral de Lebesgue, y una vez conocida esta construccion, la definicion de la
integral en espacios abstractos no supone ninguna dificultad. Finalmente, se dedica la ultima
seccion a enunciar generalizaciones de los teoremas clasicos del calculo integral, como el teo-
rema de Fubini, o el teorema del cambio de variable, resultados que se utilizaran de manera
asidua a lo largo del trabajo. También se enunciara el teorema clasico del cambio de variable,
pues vamos a utilizarlo con frecuencia en el desarrollo de los ejemplos de medidas de Haar en
diferentes espacios. Esto se debe a que la mayoria de ejemplos de medida de Haar que vamos a
manejar se construyen a partir de la medida de Lebesgue.
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1 1.1. 0-ALGEBRAS Y ESTRUCTURA BASICA

1.1. o-algebras y estructura basica

Definicion 1.1 (o-algebra). Sea X un conjunto cualquiera, una o-algebra sobre X es una
familia 2 de subconjuntos de X que satisface:

1. X € Q.
2. Si A € ), entonces A° € Q.

3. Si {4,}52, es una familia numerable de subconjuntos de X tales que A, € Q) para
todo n € N, entonces U2 ; A,, € Q.

Notemos que la ultima condicion equivale a que N72; 4,, € ). Ademas, combinando las con-
diciones 1 y 2 deducimos que @ € 2. Llamamos a los elementos de ) cornjuntos medibles. En el
contexto de la medida de Haar, el conjunto X no sera simplemente un conjunto, sino que estara
dotado de una estructura adicional de espacio topologico. Necesitaremos ademas que exista
una relacién entre esta estructura y el correspondiente o-algebra. Es por ello que necesitamos
poder construir “la menor c-algebra que contenga todos los abiertos de X”, o lo que es lo mismo,
la menor o-algebra que contenga la topologia 7 en X. Como vemos en la proposicion siguiente,

el o-algebra buscada existe.

Proposiciéon 1.2. Sea X un conjunto, y {£;};c; una familia arbitraria y no vacia de o-
algebras sobre X. Entonces N;c;{2; es de nuevo una o-algebra sobre X.

Demostracion. Sea A C X, si A € ), para cada i € I, entonces A°¢ € ; para cada ¢ € I, luego es
un elemento de la interseccion. Este razonamiento aplica al propio X, y si {4,,}22, € §; para
cada i € I, entonces U2, A,, € €, para todo ¢ € I, luego U2 ; A,, € Nierf;. O

Corolario 1.3. Dados un conjunto X y una familia de subconjuntos F de X, entonces existe la
o-algebra mas pequena (para la relacion de contencion) de X que contiene a todos los elementos
de F.

Demostracion. Es suficiente con notar que P(X) es siempre una o-algebra que contiene a F vy,
aplicando la proposicion anterior, definir esta o-algebra como la interseccion de todas las que
contienen a F. Nétese que F C P(X) garantiza que la familia de la proposicién es no vacia. [

En particular, si Q C P(X), denotaremos o({2) a la o-algebra generado por la familia (2. Con
esto, podemos dar la definicién siguiente.

Definicion 1.4 (cs-algebra de Borel). Dado un espacio topologico X con topologia 7, la
o-dlgebra de Borel de X, denotado B(X) es la menor o-algebra de X que contiene a 7. Si
A € B(X), diremos que A es un subconjunto de Borel de X.

Notemos que, en términos de la definicion anterior, o(7) = B(X).

Ejemplo 1.5. El ejemplo mas comun es la o-algebra de R. En R, la o-algebra de Borel contiene
a todos los intervalos abiertos, cerrados y semiabiertos (con uno de los extremos pudiendo ser
infinito). De hecho, la o-algebra de Borel de R esta generada por cada uno de los tipos de in-
tervalos separadamente. Para R?, generan la o-algebra los cerrados, los semiespacios cerrados
{(z1,...24) : z; < b} y los rectangulos del tipo {(z1,...24) : a; < x; < b;,i = 1,2,...d} No probare-
mos aqui estos resultados, pero una demostracion puede encontrarse en [Coh13, Prop. 1.1.4y
Prop. 1.1.5].

Normalmente, en analisis siempre se trabaja con conjuntos de Borel en R?, y de hecho, casi
todo conjunto interesante en analisis es de Borel.
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1.2. MEDIDAS 1

1.2. Medidas

Una vez establecidos cuales son los conjuntos que queremos poder medir, necesitamos en-
contrar una manera de hacerlo. Para ello, y buscando generalizar los conceptos de medida en
R?, definimos una medida como una aplicacién definida en la s-algebra que cumple una serie
de propiedades que son a la vez razonables y convenientes para una aplicacion destinada a
“medir el tamano” de los conjuntos.

Definicién 1.6 (medida). Sea X un conjunto y {2 una o-algebra en X. Una medida sobre
X es una aplicacion p : Q — [0, +00] que satisface:

1. u(2) =0.

2. Si{A,}>2, es una sucesién de elementos de Q2 tal que A;,NA; = @ para i # j, entonces
p(UnZyAn) = 32070 w(An).

Ademas, diremos que la medida es finita si u(X) < oo, y o-finita si existe una sucesion
{A,}52, de medibles tales que p(A4,) < co paratodon € N,y US2 A, = X.

n=1

Las medidas son aplicaciones que tienen llegada en la recta real extendida. La definicion y
construcciéon de este espacio se detallan en la seccion 1.4. Por el momento, basta con saber
que esto permite que algunos conjuntos tengan medida infinita cuando se trabaja con medidas
abstractas, del mismo modo que se dice que R tiene medida infinita cuando se trabaja con la
medida de Lebesgue usual. Notese que si u(4,,) € [0,00) para cada n € N, entonces Y ., u(4,) €
[0,0], y la suma tiene sentido en la recta real ampliada, sea o no convergente la serie. Ademas,
toda medida es automaticamente finitamente aditiva, es decir, la medida de una familia finita
de conjuntos medibles disjuntos es la suma de las medidas, esto es obvio tomando una familia
numerable de conjuntos disjuntos dos a dos en la que todos los conjuntos sean el vacio salvo
una cantidad finita de ellos. Si X es un conjunto y {2 es una o-algebra sobre X, decimos que
(X,Q) es un espacio medible, y que (X,, u) es un espacio de medida. La propiedad 2 de la
definicién anterior se llama aditividad numerable.

Ejemplo 1.7.

1. Dado X un conjunto cualquiera y 2 una o-algebra cualquiera, podemos definir la medida
del conteo como

|A| si A es finito

oo si A es infinito.

i) = {

2. Manteniendo X y Q) cualesquiera, y fijando z € X se define la medida de Dirac asociada a
Z como

1 si z€A
675(14)_{0 si z¢ A

En ambos casos se comprueba facilmente que las dos aplicaciones cumplen los axiomas de la
definiciéon de medida. Veamos el primer ejemplo con algo de detalle. Es evidente que u(@) =
|@| = 0. Tomemos entonces una familia {A,}52,; de medibles disjuntos dos a dos. Distingamos
casos.

1. Si hay una cantidad infinita de conjuntos no vacios en la familia, entonces U2, 4,, es un
conjunto infinito, y la suma ) > | u(A4,) tiene una cantidad infinita de términos mayores
o iguales que 1, luego tenemos la igualdad p (US2, A,) = 37 | u(A,) = .

2. Si todos los conjuntos son vacios salvo una cantidad finita de ellos (salvo reordenacion,
supongamos que los k primeros son los no vacios), entonces U ; A, = LI¥_, A,, y como la
unioén es disjunta, su cardinal es la suma de los cardinales de los A,,.
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1 1.2. MEDIDAS

Proposicion 1.8 (propiedades basicas de las medidas). Sea (X, ), 1) un espacio de me-
didas. Entonces:

1. Si A, B son mediblesy A C B, entonces p(A) < u(B), y si ademas u(A) < +oo, se tiene
u(B\A) = u(B) — p(A).

2. Si{A,}22, es una familia numerable de medibles, entonces p (U2, A,,) < >0 | pu(A),.

Demostracion.

1. Ay B\A son disjuntos y su union es B. Por las propiedades de la definicién de medida,
u(B) = u(A)+p(B\A), luego la desigualdad se obtiene de manera inmediata, pues si u(A) =
oo, entonces u(B) = oo, y se da igualdad, y si son finitas, el resultado sigue trivialmente de
u(B\A) > 0. Ademas, si u(A) < oo, se puede pasar restando al otro miembro para obtener la
igualdad deseada. Notese que para poder hacer esto tiltimo solamente es necesario que A
tenga medida finita, si B o la diferencia tienen medida infinita, el razonamiento que hemos
realizado sigue teniendo sentido.

2. Definamos B; = A; y B, = A,\ (U} A}) para n > 2. Por construccion, {B,}2, es una
familia de medibles disjuntos (son medibles porque se construyen a partir de uniones
e intersecciones de medibles y sus complementarios). Aplicando entonces la aditividad
numerable y el apartado anterior,

o0

(U A) = 0 (U2, B) = 3 p(Ba) < 3 ulAn)

ya que B,, C A, para todon € N.
O

Aunque en la definiciéon de medida no se exige que X sea un espacio topolégico, en mu-
chas ocasiones se definen medidas en espacios topolégicos, pues esta nueva estructura aporta
mucha riqueza a la teoria. Bajo esta hipétesis, una medida de Borel regular, que definimos a
continuacion, es una medida que relaciona las estructuras topolégica y medible. Este concepto
es muy relevante, pues la medida de Haar es una medida de de Borel regular.

Definicion 1.9 (medida de Borel regular). Sean X un espacio topolégico de Hausdorff
y 1 una medida sobre B(X). Decimos que p es una medida de Borel regular si satisface:

1. u(K) < oo para todo compacto K.

2. Si F C X es medible, entonces u(E) = inf{u(U) : E C U,U abierto}. Esta propiedad se
llama regularidad exterior .

3. SiU C X es abierto, entonces u(U) = sup{u(K) : K C U, K compacto}. Esta propiedad
se llama regularidad interior .

En primer lugar, el hecho de exigir que X sea de Hausdorff se hace para asegurar que los
conjuntos compactos sean cerrados, y por ello medibles. Esto hace que tenga sentido pedir
uw(K) < oo. Observemos que el inferior y el superior en la definicion anterior siempre tienen
sentido. En el caso del inferior, basta notar que las medidas de conjuntos estan acotadas infe-
riormente por 0, luego el conjunto {u(U) : E C U,U abierto}, que es no vacio porque contiene
a o, lo esta también. Para el superior, basta notar que la medida puede ser infinita. Ademas,
si U # @, entonces {u(K) : K C U, K compacto} es no vacio, pues contiene a los conjuntos
unipuntuales formados por los elementos de U, que son compactos por ser finitos.

Observacion 1.10. En algunas ocasiones, las medidas que satisfacen estas propiedades se
llaman medidas de Radon (ver, por ejemplo [Tor20]). También hay ocasiones en las que no se
pide exactamente que una medida Borel esté definida en B(X), sino que se permite que esté
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1.3. MEDIDAS EXTERIORES 1

definida en una o-algebra mas grande que lo contenga. Puesto que no hay una tendencia clara
en la literatura, se han fijado las definiciones de [Coh13]. En caso de consultarse alguna de las
fuentes de la literatura, téngase en cuenta que quizas haya algunas definiciones ligeramente
diferentes a las aqui proporcionadas.

Proposicion 1.11. Sea (X,Q,u) un espacio de medida, con B(G) C Q, a € (0,00) y su-
pongamos que p es una medida de Borel regular. Entonces la aplicaciéon v : Q — [0, +00]
definida por v(E) := au(E) para cada E € ) es de nuevo una medida de Borel regular.

Demostracion. Claramente v cumple las propiedades de la definicion de medida. Ademas, si K
es compacto, v(K) = au(K) < co. Por otro lado, para cada F € Q:

v(E) =ap(E) =a-inf{p(U) : E C U,U abierto} = inf{ap(U) : E C U,U abierto}
=inf{v(U): E C U,U abierto},

donde hemos utilizado que se toma el inferior de cantidades mayores o iguales que 0y que a > 0.
Del mismo modo se prueba que para cada U abierto

v(U) = sup{v(K) : K C U, K compacto}.

1.3. Medidas exteriores

En ocasiones, como va a suceder en la construccion Haar que propondremos después, no
se construye directamente una medida, sino que se construye un objeto mas simple, llamado
medida exterior, y después se demuestra que este objeto, al restringirse sobre cierta o-algebra,
es una medida. Esto se hace mediante el teorema de Carathéodory, que demostramos también
en esta seccion.

Definicion 1.12 (medida exterior). Sea X un conjunto cualquiera. Una medida exterior
sobre X es una aplicacion p* : P(X) — [0,+00) que satisface las propiedades siguientes:

1. p*(@) =0.
2. Si A C B, entonces p*(A) < u*(B). Esta propiedad se llama monotonia.

3. Para toda familia numerable de subconjuntos de X, {4, }52; se cumple p* (U2 ; A,) <
2ot K (An)

Ademas, dado B € P(X), diremos que es p*-medible si para todo A € P(X) se cumple:
H*(4) = u* (AN B) + u* (AN BY) (1.1)
Noétese que no toda medida es una medida exterior. En efecto, si una medida no esta definida
en todo P(X), sino en un conjunto mas pequeno, no puede ser una medida exterior.

Observacion 1.13. Notese que a la hora de mostrar que un conjunto B es p*-medible, no es
necesario probar la igualdad de (1.1), pues la desigualdad

i (A) < (AN B) + (AN BY)

se obtiene a partir de la definicién de medida exterior, observando que A = (ANB)U (AN B°),y
tomando una sucesion con 41 = ANB, A, =ANB°y A, = J,n > 3. Es por ello que solamente
es necesario demostrar la otra desigualdad.

Proposicion 1.14. Sea X un conjunto cualquiera y sea p* una medida exterior. Si B
cumple p*(B) =0 o p*(B¢) = 0, entonces B es un conjunto p*-medible.
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Demostracion. De acuerdo con la observacion anterior, tomamos A C X y tenemos que probar
1*(A) > p (AN B) + p* (AN BY)

Supongamos que p*(B) = 0, entonces, como AN B C B, de la monotonia de la medida exterior
deducimos que p*(AN B) < p*(B) = 0, y finalmente, dado que AN B¢ C A, se tiene y*(AN B) +
p* (AN B°) = u*(AN B°) < p*(A), como queriamos probar. Si p*(B¢) = 0, entonces p* (AN B°) =0
y el razonamiento es analogo. O

El siguiente resultado es el que va a permitir obtener medidas definiendo en primer lugar una
medida exterior. Ademas, una vez definida la medida exterior, nos proporciona directamente la
c-algebra a utilizar.

Teorema 1.15 (de Carathéodory). Sea X un conjunto cualquiera y x* una medida exte-
rior sobre X. Entonces se cumplen las propiedades siguientes:

1. El conjunto 2,,- de los conjuntos p*-medibles es una o-algebra sobre X.

2. La restriccion de p* a ,+ €s una medida sobre X (que denotamos ).

Demostracion. Comenzamos probando que ), es una o-algebra a partir de la definicién. Tanto
@ como X satisfacen la condicion de la proposicion 1.14, luego son elementos de (,,-. Ademas,
notemos que la ecuacion (1.1) no cambia si se sustituye B por B¢, luego - es invariante bajo
toma de complementarios, lo cual prueba la segunda parte de la definicion 1.1. Finalmente,
hemos de mostrar que si {B, }72; es una sucesion de elementos de (2,,-, entonces U2, B,, € ,,~.
Para ello, comenzamos mostrando que si By, By € §,-, entonces By U By € ,-. Sea A C X
cualquiera. Dado que B; es p*-medible, se tiene, aplicando la definicién de conjunto medible a
AN (B UBy) € P(X), la identidad siguiente

1 (AN (ByUBy)) =p* (AN (By U By) N By) + w* (AN (By U By) N BS) 02
(AN By) + w (AN B§ N By), '

donde en (1) hemos utilizado simplemente la igualdad AN (B; UBy) N B; = AN B;. Por otro lado,
(B1 U Bs)¢ = B$ N BS. Con esto,
p (AN (B UB2)) 4+ p" (AN (B UBy)¢) = p* (AN (B UBs)) + u* (AN BN BY)

L2) * c * > cy (2 * * ey B *
2 (AN By + p* (AN B N By) + " (AN BY) N B§) 2w (AN By) + (AN BY) & 7 (4),

utilizando que B; y B; son medibles en (3) y (2) respectivamente. Como A era arbitrario, dedu-
cimos que B; N By debia ser medible. Dicho esto, tomemos una sucesion {B,}52 ; de conjuntos
disjuntos dos a dos y veamos por induccion que

pr(A) = Zu*(A N B;) + p (AN (ML, B)))

i=1

para cada A C X.

Para n = 1 tenemos simplemente la medibilidad de B;, que es cierta por hipoétesis de induc-
cion. Para n lo suponemos cierto, veamoslo para n + 1. Utilizando que B, ; es medible y que la
sucesion es disjunta,

w(AN (m?:1Bic)) =p (AN (m?:lBic) N Bpy1) +p (AN (m?:lBic) N Bfﬁl) =
— 07 (AN Busr) + 1 (AN (N BY)).

Concretamente, hemos utilizado que B,,+1 C Bf para j # n+1. Conlo cual, utilizando la hipotesis
de induccion y la igualdad anterior

w(A) = S (AN B) 4+ 1 (AN (N, BE) = S u (AN By) + 5 (AN Byt + 1 (AN (N[ BY)) =

i=1 =1

n+1
= ST (AN B + pt (AN (HBY)).
=1
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En esta ultima igualdad, el miembro derecho no aumenta (de hecho, podria disminuir) si susti-
tuimos u* (AN (N5 BS)) por u* (AN (M2, BS)) = p* (AN (U, By)°). pues AN (N, BY) © AN(NIZLBY).
Por tanto, para cada n € N tenemos

P(A) 2 D (AN By + T (AN (U2 B)°).

i=1

Por ello, la desigualdad se mantiene al hacer n — oo en la suma
WH(A) = ST W (AN BY) + ut (AN (U By)°). (1.3)
i=1

Ademas, por la subaditividad numerable de p*, tenemos p*(A N (U2, B;)) = p* (U2, (AN B;)) <
Soo, w* (AN B;) de modo que

fj (AN By) + 1" (AN (U2, B,)°)
=1
(AN (U B) + 1 (AN (U2, B))°) = i (A),

donde la ultima desigualdad se sigue de la observacion 1.13. Concluimos asi que U2 B; € Q-
Para concluir que 2,,- es una o-algebra, hemos verificar que es cerrada para uniones numerables
arbitrarias. Es decir, sin asumir que la familia esté compuesta por conjuntos disjuntos dos a
dos. Tomando una failia numerable arbitraria de conjuntos de 2,-, que seguimos denotando
{B,}>,, definimos C,, := (N'-' Bf) N B,,. Observemos que U ,C, = U, B,,. Explicitamente, la
sucesion {C,,}22; es

By, BN By, ... B{NBSN---BS_, N By,

y esta sucesion es disjunta por construccion. Asi, U
. -3 .
- es en efecto una o-algebra sobre X

B, = U2, C, € Q,, y concluimos que

[e'S)
n=1

Finalmente, veamos que p* es una medida al restringirla sobre §2,-. Como ya es una medida
exterior, solamente hemos de verificar que se cumple la aditividad numerable. Para ello, basta
notar que si tomamos la sucesién {B,}>°; de conjuntos disjuntos, y A = U2, B,,, entonces,
aplicando la expresion (1.3) a A, se obtiene

pH (U, By) Z pH((UnZy By) 0 (UR2 Zu +0—Zu

Puesto que la otra desigualdad es cierta por ser p* una premedida, se tiene la igualdad, lo cual
concluye el resultado. O

1.4. Funciones medibles e integracion

Una vez definido el concepto de medida, buscamos definir la integral de funciones que toman
valores en espacios de medida arbitrarios. El procedimiento es analogo al que se utiliza para
definir la integral de Lebesgue, asi que simplemente vamos a hacer un esbozo del mismo, sin
entrar en demasiados detalles. Esta seccion esta basada en [Foll3]. En todos los resultados
siguientes, (X, {2, 1) denota un espacio de medidas, y F C X es un conjunto medible.

Definicion 1.16 (aplicacion medible). Sean (X,Q) y (Y, X) dos espacios medibles. Una
aplicacion f : X — Y se llama medible si para cada F € %, se cumple f~1(E) € Q.

En particular, nos interesan las funciones medibles f : X — R, donde R := RU {—o00, 0} es
la recta real ampliada o recta real extendida. Dicho conjunto se dota de una topologia y una
relacion como describimos a continuacion.

1. Relacion de orden. Sia,b € R C R, se mantiene su relacion de orden. Si b = +oco se define
el orden en R de manera que —co < a < co.
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2. Topologia. Dado A C R, A es abierto si para cada x € A se tiene:

a) Sixz € R, existe r > 0 con (x —r,x+r) C A. En particular, los abiertos de R son abiertos
de R.

b) Siz = o0, existe C' € R con (C, 00| := (C,00) U {0} C A.

c) Six=—o0, existe D € R con [—o0, D) := (—o0, D) U {—o0} C A.

3. Operaciones. Para cada a € R se define la operacion de modo que a=+ oo := 00, co+ 00 = 00,
—00+(—00) = —00, a-(£o0) = sgn(a)oo, (—o0)-(—00) = 0000 = 00 € 00+ (—00) = (—00)-00 = —00.
Se conviene ademas que 0 - (+o00) = 0.

Obsérvese que la topologia usual de R es la topologia de subespacio inducida por R, y esto im-
plica que B(R) C B(R). Asi, una funcion medible con llegada en R, también lo es cuando se ve
con llegada en R.

Para definir la integral, se comienzan definiendo las funciones indicatrices. Dado E C X, se
define su funcién indicatriz asociada como:

() = 1 si zekF
XEWF) =0 si 2¢E

Nétese que xr : X — R es una funcién medible si y solo si lo es E C X. A partir de aqui, una
funcién s, en general compleja, se denomina simple si alcanza solamente una cantidad finita
de valores: oy, as,...a,. Es claro que en ese caso, s puede escribirse de forma tinica como com-
binacion lineal de funciones indicatrices del modo siguiente, que se denomina forma canénica
o estandar de s,

5= ZaiXEi donde E; = s_l(ai). (1.4)
i=1

Para definir la integral de una funcién medible cualquiera, el primer paso es definirla para
las funciones simples y medibles, e ir generalizando esta definicién, primero a las funciones
medibles positivas, y después a las funciones medibles con llegada en la recta real extendida.

Definicion 1.17. Sea s : X — [0, oo simple y medible, cuya forma canénica esta dada por
(1.4) y sea F C X medible, entonces se define

/E s(z)dp(z) == Zai -w(E;NE).

Notese que si s es medible, también lo son los E;, y como E es medible, la expresiéon
anterior es una suma bien definida que es o bien finita y positiva, o bien +oc.

A partir de aqui, si f : X — [0,00] es medible, su integral en un conjunto medible F con
respecto de la medida i se define a partir de las integrales de funciones simples del modo
siguiente

/ fz)dp = sup{/ s(z)dp:s: X — [0,00] es simpley 0 < s < f}.
E E

En principio, se tienen dos definiciones para las integrales de funciones simples, pero puede
comprobarse, al igual que en el caso de la medida de Lebesgue, que coinciden (ver [Foll3, Prop.
2.13]). Extendemos ahora esta definicion a funciones reales cualesquiera.
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Definiciéon 1.18. Sea f: X — R, se definen sus partes positiva y negativa como
= max{f,0} f7 i=max{—f,0}

y se define, cuando al menos una de las integrales [, f*(z)du, [, f~(z)du es finita, la

integral de f
/ f(z)du(z / fH(z)du(z / [ (z)dp(x

En ese caso se dice que la integral existe. Decimos que f es integrable en £ cuando ambas
integrales anteriores son finitas, es decir, cuando [, |f(x)|du(z) < co. Denotamos .Z*(E, R)
al conjunto de las funciones integrables definidas en E.

Notacién 1.19. Es comun escribir [, f 5 f(z)du(r) para explicitar que se integra con respecto a
la medida p, y respecto a la variable (f podrla depender de otros parametros). En ocasiones,
también se prescinde totalmente de la variable de integracion, y se escribe simplemente | g fdu.
A lo largo del trabajo, se van a utilizar indistintamente estas notaciones. También es habitual
escribir [ fdu paraindicar que se integra a todo el espacio X. Nosotros explicitaremos siempre el
conjunto sobre el que se integra, aunque esta ultima notacion es frecuente en la literatura. Por
ultimo, cabe destacar que para cualquier medible F, se tiene la identidad [, fdu = [ fxedp.

Al igual que se hace cuando se estudia la integral de Lebesgue, se define L'(E,R) := w
donde R es la relaciéon de equivalencia f ~ ¢ siy solo si f(z) = g(x) para todo z € X\ A donde
©(A) = 0. En estas condiciones, suele decirse que f y g coinciden casi siempre. Es decir, dos
funciones coinciden casi siempre si coinciden en todo punto salvo en un conjunto de medida
nula.

Consideramos finalmente el caso de las funciones f : X — C medibles. Diremos que son
integrables en F si Re(f) e Im(f) son integrables como funciones reales, y en ese caso, se define
su integral como:

| adnto) = [ Re(@)auta) +i [ (i (@)duto).

Puede probarse que f : X — C es medible siy solosi |f|: X — [0,00] lo es, y que f es integrable si
y solo [, |f(z)|du(z) < oo. Se define entonces .2 (E, C) como el conjunto de funciones complejas
integrables en E, y L'(E,C) de manera analoga al caso real.

Observacion 1.20. Como vimos en la proposicién 1.11, si x4 es una medida en un espacio
medible (X, ), entonces v := au para ¢ > 0 define también una medida en el mismo espacio.
Es entonces inmediato, a partir de la definicion de integral que hemos dado, que para cada
f € LY(X,C) y cada F € Q se tiene la igualdad

| r@avta) = o [ f@apn)

Damos finalmente algunas propiedades sobre la integral que no demostraremos (las demos-
traciones son muy similares a las dadas al trabajar con la integral de Lebesgue).

1. La integral es lineal, es decir, si f,g: X — C son integrables en un conjunto £ medible, y
a, 8 € C, entonces:

[ s+ sodu=a [ sau+s [ g

E B E

2. La integral es mon()tona es decir, si f, g : G — R son integrables y f(x) < g(x) para cada
z € E, entonces [, f(z)du(z) < [, g(x)du(z). [Coh13, Prop 2.3.6]

3. f: E — C es integrable siy solo si lo es |f|, en cuyo caso, | [, f(z)du(z)| < [, ]f(x)|du(z).

4. Sea (X,Q, ) un espacio de medida, £ € Qy f: E — [0, +00] medible. Entonces existe una
sucesion de funciones simples {s,}°2,s, : F — [0,400) tal que s,(z) < s,4+1(z) para cada
x € E,neNycon f(x) =lim, - s,(x) para cada z € E. [Coh13, Prop 2.1.8]
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5. Teorema de la convergencia monétona [Coh13, Th 2.4.1]. Seaed (X, {2, 1) un espacio de
medida, {f,}52, una sucesién de funciones medibles, f, : X — [0, +00]. Supongamos que

n=1

fr(2) < frp1(x),n € Ny f(x) =1lim,, fn(z) casi siempre. Entonces,

[ s@ante) = tim [ fa@anto).

6. Dados un espacio de medida (X,Q, ), y una funcién f : X — R son equivalentes las
afirmaciones siguientes: [Fol13, Prop 2.3]:

a) f es medible.

b) f~1((a,00)) € Q para cada a € R.
¢) f~([a,x)) € Q para cada a € R.
d) f~1((—o00,a)) € Q para cada a € R.
e) f~1((—o0,a]) € Q para cada a € R.

1.5. Resultados auxiliares de teoria de la medida

Dedicamos esta ultima seccion a enunciar y probar algunos resultados auxiliares que utili-
zaremos a lo largo del trabajo. Entre ellos, uno de los mas importantes es el teorema de repre-
sentaciéon de Riesz, que nos permite relacionar las medidas de Borel regulares con los funciona-
les positivos que actian sobre funciones continuas de soporte compacto. Antes de enunciarlo,
recordamos brevemente el concepto de soporte de una funcion, asi como algunas de sus propie-
dades.

Definicion 1.21 (soporte de una funciéon). Sea X un espacio topologicoy f: X — R (o
f: X — C) una funcion, se define su soporte como el conjunto

sop(f) = & € X : /() £ 0}

El conjunto de funciones reales continuas y cuyo soporte es compacto se denota €,.(X).

Fijémonos en que sop(f) = f~1(R\{0}) si f es real (si es compleja, se cambia R por C). Merece
la pena destacar que puede haber puntos en el soporte en los que f se anule, por ejemplo, para
f:R = Rt —t, f7HR\{0}) = R\{0}, conjunto cuya adherencia es todo R. Lo que si que es
cierto, es que para cualquier f : X — R, si z ¢ sop(f), entonces f(z) = 0. Por otro lado, es claro
que la combinacion lineal de funciones de soporte compacto vuelve a tener soporte compacto.
En efecto, si f,g € €.(X), y se define h := af + 8¢, entonces,

{reX :hx)#0} C{reX: f(zr)#0}U{r € X :g(z) #0}.

Tomando adherencias, se sigue que sop(h) C sop(f) Usop(g) siendo el segundo compacto por ser
unioén finita de compactos.

El otro ingrediente necesario para enunciar el teorema de representacion de Riesz es el con-
cepto de funcional lineal positivo. Un funcional lineal positivo en %.(X) es una aplicacién lineal
¢:%.(X)— Rtal que si f € 6.(X) cumple f(x) > 0 para cada z € X, entonces ¢(f) > 0. Es decir,
un funcional lineal positivo es una aplicacion lineal definida en el R-espacio vectorial %.(X) que
envia funciones no negativas en numeros reales positivos.
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Teorema 1.22 (de representacion de Riesz). Sea X un espacio topologico localmente
compacto y de Hausdorff, y sea ¢ : .(X) — R un funcional lineal positivo. Entonces existe
una Unica medida de Borel regular x4 en X tal que:

o(f) = / f(z)du(z) para cada f € €.(X)
b'e
Ademas, para todo abierto U C X, y todo compacto K C X se cumple

u(U) =sup{o(f) : f < U, f € 6(X)} u(K) = inf{o(f) : K < f, f € 6(X)}

Demostracion. Una prueba de este resultado requeriria demostrar y enunciar muchos resulta-
dos previos, con lo que no la detallaremos aqui. Puede consultarse en [Coh13, Th 7.2.8]. O

En el teorema anterior, utilizamos las notaciones K < f para indicar que f(k) = 1 para cada
k€ Ky f < U para indicar que sop(f) C U. Estas notaciones se desarrollan en el contexto del
lema Urysohn, que probamos en el capitulo 4. Obsérvese que toda funcion continua de sopor-
te compacto esta acotada, de modo que [, f(x)du(x) siempre es un numero real positivo. Este
resultado es muy util por varias razones, pero la principal es que permite ver si dos medidas
son la misma, pues basta comprobar que al integrar con dichas medidas funciones reales de
soporte compacto, el resultado obtenido es el mismo.

Vamos a introducir brevemente ahora el concepto de medida producto. El caso en que lo in-
troducimos aqui no es exactamente el que vamos a estudiar después, pues vamos a comenzar
introduciendo la medida producto en espacios de medida cualesquiera, a los que no les pedimos
que tengan estructura de espacio topologico. En la subseccion siguiente estudiaremos el caso
particular de los espacios de medida que son ademas espacios topologicos localmente compac-
tos y de Hausdorff. Para una exposicion detallada de los resultados que vamos a presentar,
referimos a [Coh13, Cap. 5]. Dados (X, Q) y (Y,X) dos espacios medibles, y X x Y su producto
cartesiano, un conjunto A x B con A € Qy B € ¥ se llama rectangulo de lados medibles. Llama-
mos o-dlgebra producto en X x Y al generado por todos los rectangulos de lados medibles, y lo
denotamos 2 x ¥.. Ademas, dado un conjunto medible F €  x ¥, se definen sus secciones como
los conjuntos:

E,={yeY:(z,y) €eE}CY EY={reX:(zy) e E} CX.

Si 1y v son medidas en X e Y respectivamente, entonces las aplicaciones = — v(E,) e y — u(EY)
son medibles (ver [Coh13, Prop 5.1.3]). Ademas, si f : X x Y — Z es una funcién definida sobre
otro conjunto, definimos las secciones de f como las aplicaciones:

fa:(y):f(m>y) fy($):f<x7y)

Notese que para z fijo, f, es una funcién definida en Y y para y fijo, fY es una funcién definida
en X, ambas con llegada en Z.

Teorema 1.23. Sean (X,Q,u) y (Y,X,v) dos espacios de medidas, con p y v o-finitas.
Entonces, existe una tinica medida, llamada medida producto y denotada p x v en 2 x X
tal que

(1 x v)(A x B) = u(A) - v(B)

para todos A € 2, B € ¥. Ademas, para cada F € 2 x ¥ se tiene

(s x )(E) = [

X

U(E)du(@) = [ W(E")nty)

Por supuesto, la generalizacion a un producto finito de espacios medibles es inmediata,
manteniendo las definiciones razonables. Por ejemplo, dados espacios de medida (X;,$2;),1 <
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i < n, la o-algebra producto es la generada por los rectangulos n-dimensionales A; x Ay x---x A,
con A; € Q;, y se denota Q; x Qs x --- x Q,,. Las secciones se definen de manera analoga: para F
medible,

Emi :{(xl,...xi_l,:ciﬂ,...xn) € Xy x---xX;_1 XXi—i—l X oo XXnI(l‘17...$n) EE},

y se tiene un resultado analogo al teorema anterior, que permite construir una medida producto
[T, ni en el espacio producto a partir de las medidas 1, ... 1,,. Es conveniente recordar enton-
ces los teoremas de Fubini y Toneli, que establecen que, en las condiciones anteriores, si f es
una funcién Q x ¥-medible, y positiva o integrable, respectivamente, entonces la integral con
respecto a la medida producto podra hacerse iteradamente en cualquier orden. Esto es,

/%ny(zy)d(“x”” //fxydv )du(z //fxydu )dv(y).

Observacion 1.24. En R” se puede construir la medida de Lebesgue )\, construyendo una
medida exterior a partir de semi-intervalos, y aplicando después el teorema de Carathéodory.
Ahora bien, en R” = R X --- x R también se puede considerar la medida producto A\; X - -+ X Aj.
Resulta que B(R™) = B(R) x --- x B(R), y que A, = A X --- X A;. Denotaremos por )\, la medida de
Lebesgue en R”, y simplemente por A la medida de Lebesgue en R (omitiremos el subindice 1).
En particular, la medida de Lebesgue es o-finita, de modo que los teoremas de Fubini y Toneli
se aplican, y permiten intercambiar el orden de las integrales.

También en lo que se refiere a la medida de Lebesgue en R”, enunciamos el teorema del
cambio de variable, que pese a ser un resultado estandar de analisis, vamos a utilizar con
mucha frecuencia a lo largo del texto.

Teorema 1.25 (del cambio de variables). Sean U,V C R" abiertos, y ¢ : U — V un
difeomorfismo. Sea £ C V medible. Una funcion f es integrable en E siy solo si (f o ¢) -
|det J¢| es integrable en ¢~ (E). Ademas, en ese caso,

/ F)dra(y) = / (f 0 9)(2) - | det Tp(z)|dMn(a).
E e 1(E)

Este teorema puede generalizarse en cierto sentido, proporcionando un resultado que per-
mite pasar integrales de un espacio de medida a otro, siempre que haya una aplicaciéon medible
entre ellos, y que las medidas en cada uno estén relacionadas. Es decir, siempre que una medida
sea la medida push-forward obtenida de la otra mediante la aplicacién f.

Definicion 1.26. Sea (X, Q, ) un espacio de medidas, e (Y, ) un espacio medible. Dada
una funcién medible f : X — Y, se define la aplicacién siguiente,

far: X — [0, +00]
E o fuslB) = ulfE)).

La aplicacion f.u es una medida, y se llama medida progrediente (en inglés, push-forward
measure).

Es claro que f.u esta bien definida por ser f medible. Ademas, f.u(@) = pu(@) = 0, y si
{B,}52, es una sucesion de medibles disjuntos de Y, entonces {f~!(B,)}.cn €s una sucesion
de medibles disjuntos de X y

z (U Bn> = <f1 (U B)) =p <U f1<Bn)> =D ulf 7 (Ba)) =) fen(B

con lo que f.u define verdaderamente una medida. Con esto, podemos enunciar la generalizacion
del teorema del cambio de variable que introduciamos antes.
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Teorema 1.27. Sea (X,Q,u) un espacio de medidas, y (Y,X) un espacio medible. Sea
f X — Y una funcion medible, y ¢ : ¥ — R una funcion medible. Entonces g es f.u-
integrable si y solo si g o f es u-integrable y en ese caso, se tiene la igualdad:

[ 9wt = [ o N@duta).
Y X
Demostracion. Ver [Coh13, Prop. 2.6.8] O

1.5.1. Productos de espacios localmente compactos

La medida de Haar se construye en espacios topolégicos de Hausdorff y localmente com-
pactos. Es por ello interesante dedicar una seccién al estudio de las medidas en este tipo de
espacios, y mas concretamente, al estudio de sus productos. El estudio que presentamos se
basa principalmente en [Coh13, Sec. 7.6] y se centra en demostrar un resultado que permite
intercambiar el orden de las integrales, de un modo similar a como ocurre con el teorema de
Fubini en analisis.

El teorema 1.23 establece que si ¢ y v son medidas o-finitas en espacios medibles (X, )
e (V,X), entonces existe una tunica medida producto cumpliendo (¢ x v)(A x B) = p(A) - v(B)
para A € Q, B € ¥. Nos gustaria tener un resultado similar pero no para medidas cualesquiera,
sino para medidas de Borel regulares. Vamos a tomar X e Y espacios de Hausdorff y local-
mente compactos, y vamos a suponer que p y v son medidas de Borel regulares. En primer
lugar, X x Y vuelve a ser un espacio de Hausdorff y localmente compacto, y seria conveniente
que la construccion que se expone en el teorema 1.23 proporcionase nuevamente una medida
de Borel regular. Sin embargo, esto en general no sera cierto, pues no hay ninguna garantia
de que una medida de Borel sea o-finita. Ademas, no estamos considerando el producto so-
lamente como producto de o-algebras, sino también como espacio topolégico, y puede ocurrir
que B(X xY) ¢ B(X) x B(Y). Aqui, B(X) x B(Y) denota el o-dlgebra producto, y B(X x Y) el
o-dlgebra de Borel del espacio producto. De hecho, siempre se tiene B(X) x B(Y) C B(X xY)
[Coh13, Lema 7.6.1], y cuando ambos espacios cumplen el segundo axioma de numerabilidad,
es decir, tienen bases numerables de sus topologias, entonces se da la igualdad. De hecho, en
ese caso, si u y v son medidas regulares de Borel, entonces son automaticamente o-finitas, y
u x v, definida como en el teorema 1.23 vuelve a ser una medida de Borel regular [Coh13, Prop.
7.6.2]. El problema es que no siempre vamos a trabajar con espacios que cumplan el segundo
axioma de numerabilidad, y de hecho, dicho axioma no es condicion necesaria en el teorema de
existencia de la medida de Haar. Como vamos a ver, hay una forma de solucionar este problema.

Lema 1.28. Sean X y K dos espacios topologicos, y supongamos que K es compacto. Sea
f: X x K — R continua. Entonces, para cada zy € X y € > 0, existe un entorno U de z, tal
que para cada z € U, y € K se tiene

|f(zo,y) — f(z,y)] <e.

Demostraciéon. Fijemos zg € X y ¢ > 0. Dado y € K cualquiera, f es continua en (xo,y) luego
existe un entorno abierto W, de (z¢,y) tal que |f(zo,y) — f(z,y')| < €/2 para cada (z,y’) € W,,.
Puede elegirse W, = U, x V, para ciertos abiertos U, y V,, de X y K que contienen a z( € y res-
pectivamente porque los productos de abiertos constituyen una base de la topologia producto.
De este modo, para cada x € U, e ' € V,, se tiene,

F(ey) = Fwo,y)| < 1f @) = Flao,y)| + |f@o.y) = Flaoy) < 5 +5 ==

Puesto que K es compacto, y claramente K C UycgV,, existen yy,...y, tales que K C U}, V,,.
Sea entonces U := Nj_,U,,, que es un entorno abierto que contiene a zy. Entonces, six € U €
y € K, se tiene que y € V,, y x € U,, para cierto 1 <i < n, y por la desigualdad anterior,

|f(z,y) = fzo,y)| <e
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como queriamos Ver. O

Una vez probado esto, volvemos a nuestro problema con el segundo axioma de numerabili-
dad. Vamos a tomar X e Y espacios topolégicos localmente compactos y de Hausdorff arbitra-
rios, y 1 y v medidas de Borel regulares, a las que no les pedimos que sean o-finitas. Ademas,
bajo estas hipétesis, en general tendremos B(X) x B(Y) C B(X x Y). Ahora bien, como vamos
a ver en la proposiciéon 1.29, para toda funcién f € %.(X x Y), las integrales iteradas pueden
calcularse en cualquier orden, y el resultado obtenido es el mismo. Es decir,

/Uf”d”“}d“ /foydu(ﬂdy()

Una vez probado esto, se puede definir I : 4.(X x Y) — R como la aplicacién que envia f a
cualquiera de las integrales iteradas anteriores. Es obvio que esto va a definir un funcional lineal
positivo. Aplicando entonces el teorema de representacion de Riesz 1.22, existe una medida de
Borel regular en X x Y asociada al funcional. Esta medida se vuelve a denotar i x v, y se llama
producto de Borel regular. Por construccion, la integral con respecto a esta medida cumple

[ tewawxmean = [ [[ seoww]aw = [ ][ o] o)

para toda funcién continua y de soporte compacto. Ademas, cuando X e Y si que cumplen el
segundo axioma de numerabilidad, esta medida coincide con la medida producto usual como
consecuencia de la unicidad en el teorema de representacion de Riesz.

Proposicion 1.29. Sean X e Y espacios topolégicos de Hausdorff y localmente compactos,
y sean p y v medidas de Borel regulares sobre X e Y respectivamente. Supongamos que
f € €.(X xY). Entonces:

1. Paracadaz e X ey €Y, setiene f, € €.(Y)y fY € €.(X).

2. Las aplicaciones

X — R Y — R (1.5)
T y —>

= fy fo(y)dv(y) Jx f¥(x)dp(x)

pertenecen a ¢.(X) y ¢.(Y) respectivamente.

3. Se tiene la igualdad

/[/f”d”( ﬂdﬂ /foydu( )]dy()

Demostracion. Sean K := sop(f) y K; = nx(K) y Ky := ny(K) donde nx y wmy denotan las
proyecciones sobre X e Y respectivamente, y K; y K> son compactos porque son imagenes
de compactos por aplicaciones continuas. Veamos que f, € %.(Y). La continuidad es evidente
porque f, es composicion de aplicaciones continuas. En efecto, f, = f o4, donde 9, : ¥ —
X xY,y — Y,(y) := (z,y). Ademas, sop(f,) C K. Esto se sigue tomando adherencias en la
cadena de contenciones siguiente

{yeY: fuly) #0}C{yeY: JaeX: flz,y) # 0} =my{(z,y) € X XY : f(z,y) # 0} C K>.

Asi, f, € ¢.(Y), y el mismo razonamiento prueba que f, € ¢.(X). Concluimos asi que las apli-
caciones de la ecuacion (1.5) existen. Sea =y € X y € > 0 cualquiera. Consideremos el espacio
X x K. Por el lema 1.28, existe un entorno abierto U de z( tal que para z € U, y € K, se tiene
|f(zo,y) — flz,y) (K3), donde hemos utilizado que al ser K, compacto, y » una medida
regular de Borel, v(K3) < co. Asi, para cada = € U se tiene

[ o) - [ gewrivty ‘=/<f<x,y>—f<xo, \ [ 159 = Sl v

(1.6)

v(K2) =
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En el paso (1) hemos utilizado el hecho de que f, tiene soporte compacto y contenido en K, para
cada z € X. Observando que ¢ > 0 es arbitrario, y razonando igual en el segundo caso, conclui-
mos que las aplicaciones de la ecuacion (1.5) son continuas. Probemos la ultima afirmacion.
Tomamos de nuevo ¢ > 0. Para cada = € K;, tomemos U, un entorno abierto de z tal que para
cada 2’ € U,,y € Ks se tenga |f(z,y) — f(2',y)| <&’ =¢/(2- u(Ky) - v(K3)) (utilizamos de nuevo el
lema 1.28). Claramente la familia {U, }.cx, recubre K;, que es compacto, luego existen z1,...xz,
tales que K C U ,U,,. Tomemos A; := U,, N K; (medible por ser intersecciéon de medibles) y
para cada 2 < k < n definimos

k—1

Ay =K, NU, N <ﬂ U§i> .

i=1
De este modo, los conjuntos {4; : 1 < i < n} son todos medibles y disjuntos por construccion.
Claramente, A; C U,, U ;A; C K; pues cada A; C K;. Ademas, dado =z € K;, se define i, :=
min{i : 1 < i <nyuz € U,,}. Entonces z € A, , luego K; C U}_,A; y se tiene la igualdad K; =
u? , A;. Sea entonces
g: XxY — R

(@y) = Xin fleny) - xa ().
Claramente, g(z,y) = 0 si # ¢ K; (se anulan las funciones indicatrices) y si y ¢ K> (se anula
f(zi,v)). Se concluye asi que fy g se anulan fuera de K; x K>. Ademas, para cada (z,y) € K; X Ko
se tiene
\f(x,y) - g(:v,y)\ = ‘f(xay) - Zf(fzay

i=1

n

f LL‘ y XA ) Zf(xwy) : XAi(x)
=1 (1.7)

i 3)
<> xa @)1 f(@,y) = flany) < 1-€,
=1

donde hemos utilizado en el paso (2) que al ser K1 = U A;, > | xa,(z) =1 paraz € K,y en
(3) que para cada z € K, solo uno de los sumandos es no nulo, y en ese caso, hemos justificado
que |f(z,y) — f(zi,y)| < €'. A partir de aqui, observemos que,

/X [/Yg(x,y)du(y)} du(:c):/X [/Yif(%y).“i(x)dy(y)] du(z)
-/ ZXA )| #imant| auto) - 1u<Az->- [ gt
:i_zl/yf(:ci,y) [/x XAi(ZL‘)dM(l‘):| dv(y) Z/Y l/}(if(xi,y) 'XAi(l")dM(ﬂJ)} dv(y)

_ /Y [ /X g(x,y)du(a:)] dv(y).

De modo que las dos integrales iteradas de ¢ coinciden. Ahora bien, aplicando el resultado de
(1.7) se tiene

//fxydu )dv(y // (z,y)dp(z)dv(y ' //Ifxy g(z, y)|dp(z)dr(y)

<& p(Ky) - v(Ks) =

2

y analogamente | [, [, f(z,y)dv(y)du(z) — [y [y 9(z,y)dv(y)du(z)| < £/2. Puesto que las dos inte-
grales iteradas de g son iguales, conclulmos que

| [ e = [ ] e
://fa:yd,u )dv(y // (z,y)dp(x)dv(y) + // (z,y)dv(y)du(x //f:rydl/ )du(x)
//fmyd,u )du(y // (2, y)du(z)dv(y)| + ‘// (z,y)dv(y)du(z //fa:ydu Ydp(z)

7+7

2 =

IN

I/\
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Como ¢ > 0 era arbitrario, las integrales iteradas de f deben coincidir, tal y como queriamos
probar. O
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CAPITULO 2
GRUPOS TOPOLOGICOS

En esta seccion vamos a estudiar los grupos topologicos, que son objetos matematicos que
tienen dos estructuras: son simultaneamente grupos y espacios topolégicos, y ademas estas
estructuras son compatibles, en el sentido de que las operaciones de grupo son continuas.
Utilizaremos la notacion multiplicativa para la operacion de grupo salvo que se indique expre-
samente lo contrario y denotaremos al elemento neutro por e. Ademas, dados subconjuntos A, B
de un grupo G, denotaremos

A-B=AB={a-b:a€ Abe B} Al ={a"t:ac A} A-b=Ab={a-b:a€ A},

y abreviaremos A? = AA o A72 = A7'A~! y lo mismo para potencias superiores. Cuando
se trabaja con grupos abelianos, es habitual utilizar el simbolo + para denotar la operacion
de grupo. En esos casos, las notaciones anteriores se traducen de la manera obvia, es decir
A+B:={a+b:ac Abe B}, —A={—-a:a € A}, etc.

Diremos que un conjunto V es simétrico si V~! = V. También denotaremos H < G para
indicar que H es un subgrupo de G. Utilizaremos la palabra entorno del siguiente modo: si X
es un espacio topolégico, y z € X, un entorno V de z es un subconjunto de X que contiene a
un abierto U con x € U C V. Es decir, no requerimos que los entornos sean abiertos, como si
que hacen algunos autores. Como ultimo comentario en lo que se refiere a notacién, si X es un
conjunto y A C X, vamos a utilizar las notaciones A¢y X\A indistintamente para referirnos al
complementario de A.

Este segundo capitulo esta basado en los textos [Bou90] y [AA22b], aunque algunos resulta-
dos aparecen demostrados en [Gle10] y [Tor20]. Se han incluido resultados basicos de la teoria
de grupos topologicos, que seran necesarios en los capitulos siguientes, todos con sus demos-
traciones, que son en su mayoria bastante directas. Se trata de un capitulo que no contiene
resultados particularmente profundos, sino mas bien herramientas que utilizaremos con fre-
cuencia en el resto del texto. Es por ello que es casi una coleccion de resultados, y no contiene
demasiado desarrollo entre los enunciados de los diferentes resultados. Se asumen conocidas
definiciones y resultados basicos de topologia y teoria de grupos. Por otro lado, a la hora de
construir la medida de Haar, se asumira que los espacios son localmente compactos. La de-
finicién que vamos a tomar de espacio localmente compacto es la de [MunOO], que es la mas
habitual.

Definicion 2.1 (espacio localmente compacto). Sea X un espacio topolégico, diremos
que X es localmente compacto si cada punto z € X tiene un entorno compacto.

En ocasiones, la definicion que se da de espacio localmente compacto es ligeramente distinta.
Concretamente, es habitual ver la definicién siguiente: X es localmente compacto si para cada
xz € X y cada entorno W de x, existe un entorno compacto K de z con K C W. Esta definicién no
es equivalente a la anterior en general, pero si que lo es cuando el espacio es de Hausdorff. Dado
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que la mayoria de los espacios en los que estamos interesados son de Hausdorff, esta diferencia
entre las definiciones no es importante. De hecho, vamos a probar su equivalencia, asi como
la de una tercera que nos sera de utilidad en la prueba del Lema de Urysohn (o al menos de
la version que vamos a probar) en el capitulo 4. Comenzamos la exposicion probando un lema
previo, que establece que en un espacio cualquiera, es equivalente poder separar puntos de
cerrados que no los contienen por abiertos disjuntos, a poder encontrar, para cada entorno de
un punto, un abierto que contiene al punto y cuya adherencia esta contenida en el entorno
original.

Lema 2.2. Sea X un espacio topologico Son equivalentes:

1. Paracadaz € X eY C X tal que z ¢ Y, existen abiertos U,V disjuntos y tales que
zelUY CV.

2. Para cada x € X y para cada U abierto con z € U, existe un abierto V tal que z € V'
yVcU.

Demostraciéon. Veamos las dos implicaciones.

(1) = (2) Dados un punto z € X y un abierto U con z € U, definimos Y := X\U, que es
cerrado. Aplicando (1), existen abiertos V, W disjuntos y con z € V, Y C W. En particular,
Y = X\U C W implica que X\W C U. De la condicion V N W = @ se sigue que V C X\WW.
Por tanto, por ser X\W cerrado, deducimos que z € V C V C X\W C U como queriamos
ver.

(2) = (1) Tomemos z e Y como en (1). En ese caso, x € X\Y = U que es abierto. Por
consiguiente, existe un abierto V tal que z € V C V C U. Tomemos el abierto W := X\V.
Se tiene entonces que V C X\Y implicaque Y ¢ X\V =W,y VnW c VNW = g, luego
son los abiertos disjuntos buscados.

O

Los espacios topolégicos que cumplen la condicion (1) del lema anterior se denominan espa-
cios regulares [MunOO, Cap. 4, Sec. 31].

Teorema 2.3. Sea X un espacio de Hausdorff. Son equivalentes:

1. Para cada z € X, y cada W entorno de z, existe un entorno de z compacto, K tal que
re K CW.

2. Para cada abierto U de X y cada = € U, existe un abierto V' que contiene a z y tal
que V C U es compacto.

3. X es localmente compacto.

Demostracion. Veamos cada una de las implicaciones.

(1) = (2) Sea U abierto en X. Como X es localmente compacto y U es entorno de z, existe
un entorno compacto K de z con x € K C U. Por definicién de entorno, existe un abierto
V que contiene a  con V C K. Puesto que X es de Hausdorff, todo compacto es cerrado
[MunOO, Th. 26.3], luego V C K y se trata de un cerrado en un compacto, luego compacto
[MunO0O, Th. 26.2]. De este modo, x € V C V € K C U como queriamos Ver.

(2) = (3) Basta tomar U = X, y observar que V es el entorno compacto buscado.

(3) = (1) Sea W un entorno de z, que puede elegirse abierto sin pérdida de generalidad. Por
ser X localmente compacto, existe un entorno compacto K de z. Puesto que la interseccion
de entornos de un punto vuelve a ser entorno de dicho punto, deducimos que W N K es
entorno de z. Existe entonces un abierto O con z € O C W N K. Por ser X de Hausdorff y
K compacto, es cerrado, de modo que O C K, y O es un cerrado en un compacto, luego
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compacto. Que O sea compacto y de Hausdorff implica que el espacio O cumple (1) (esta
afirmacion esta justificada al final de la demostracion). Como O es un entorno abierto de =
en O, existe K, entorno compacto de x en O y tal que K C O. Con esto, K = KXNO es entorno
de x en O, y como O es entorno de z en X, deducimos que K es un entorno compacto tal
quez € KCOCWNK C W, como queriamos ver.

Justifiquemos finalmente que todo espacio compacto y de Hausdorff X cumple (1). Para ello,
basta utilizar el lema 2.2 y recordar que la primera condiciéon de dicho lema se cumple, pues
todo cerrado en un compacto es de nuevo compacto, y todo compacto puede separarse de un
punto no contenido en él por abiertos disjuntos en un espacio de Hausdorff [MunOO, Lema 26.4].
De este modo, si 2 € X, y U es un entorno que contiene a z, y que sin pérdida de generalidad
suponemos abierto, existe un abierto V conz € V C V C U, pero V es compacto por ser cerrado
en un compacto, y es entorno porque V' es subconjunto suyo. O

Los subespacios de un espacio X cuya adherencia es compacta se llaman relativamente
compactos.

2.1. Definicion y propiedades basicas de los grupos topologi-
cos

Definicion 2.4 (grupo topolégico). Un grupo topolégico es un espacio topoldgico G que
ademas tiene definida una operacion de grupo - : G x G — G que satisface las propiedades
siguientes:

1. La aplicacién - : (z,y) — « - y es continua. En algunas ocasiones denotaremos ¢ a la
aplicacion que envia dos elementos en su producto.

2. La aplicacion i : G — G,z — z~! es continua.

Por otra parte, es evidente a partir de la definicion que i es un homeomorfismo. Ademas,
las aplicaciones l4(h) = g-hy ry(h) = h - g, que se llaman traslaciones por la izquierda y por
la derecha respectivamente son continuas, y de hecho homeomorfismos (sus inversas son [,
y r4-1, respectivamente). Ademas, se cumple r,or, = 145 y lg ol = ly,. En efecto, si x € X,
entonces,

rgorn(x) =rg(ra(r)) =rg(x-h) =z -h-g=rn,e)
y lo mismo con [. Por otro lado, la aplicacién definida como

-1
¢q : G — G,z — aza

es un homemorfismo. Esto es evidente porque ¢, = l,07,-1 €s composicion de homeomorfismos.

Observacién 2.5. Por ser [, r, e i homeomorfismos, si A es un abierto o un cerrado, Ag = r4(A),
gA =1,(A) y i(A) = A~! lo son también. Ademas, es claro que si V es un entornode ey z € G,
entonces zV es un entorno de z.

Dados dos grupos topologicos GG; y G2, parece razonable pensar que G; x G2 con la operacion
usual de grupo producto

(Gl X GQ) X (Gl X GQ) — Gl X G2
((g1,92), (t1,t2)) —  (g1-t1,92 - t2),

vuelve a ser un grupo topologico. Esto es lo que comprobamos en el lema siguiente. Recordemos

antes que por la propiedad fundamental de topologia producto, una aplicacion con llegada en
un espacio producto es continua si y solo si lo son sus proyecciones.

Lema 2.6. Sean (G; y G dos grupos topologicos, entonces G; x G, dotado de la topologia
producto y la estructura de grupo producto, vuelve a ser un grupo topologico.
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Demostracién. La aplicacion i : (g1,92) — (g1,92)"* = (¢7',95") es continua por serlo sus pro-
g I g g ) g gl ) g2

yecciones. Por ejemplo, 7; o = m 04; €s composicion de aplicaciones continuas, donde 7; es la

proyeccion sobre G4, € i; la aplicacion que envia cada elemento en su inverso en (3, que ya he-

mos visto que es continua. Asi, 7; o es continua por ser composicion de aplicaciones continuas.

El mismo argumento muestra que ((g1, g2), (t1,t2)) — (g1 - t1, g2 - t2) €s continua. O
91,92),\t1, g g

En lo que respecta a los conjuntos simétricos que hemos definido antes, se trata de conjuntos
que son de gran utilidad, especialmente cuando se utilizan para construir entornos simétricos
de puntos en el grupo. Con vistas a esto, probamos el lema siguiente, que permite construir
conjuntos simétricos partiendo de conjuntos cualesquiera, o partiendo de conjuntos simétricos.

Lema 2.7. Sea G un grupo topologicoy V, W C G. Entonces VV !y VNV ~! son simétricos,
y si tanto V como W son simétricos, entonces V N W es simétrico.

Demostracion. Comenzamos notando que U C G es simétrico si y solo si para cada z € U,
r~! € U. Para la primera afirmacion, supongamos que z € VV !, entonces = = yz~! para ciertos
y,z € V, luego 27! = 2y~! € VV~! como queriamos ver. La segunda afirmacion es inmediata, y
para la tercera, basta notar que (VNW)" ! = V-1 NnW~-1 =V NW si son ambos simétricos. [

En un espacio topolégico cualquiera, la topologia queda definida univocamente al conocerse
los entornos de todos los puntos. En los grupos topolégicos, no es necesario especificar tan-
to, pues la topologia de G queda definida de manera univoca por el conjunto de entornos del
elemento neutro e de G. Para justificar esto, comenzamos notando que si se conocen todos los
entornos de todos los elementos de un espacio topolégico arbitrario, entonces se conoce la topo-
logia completa, pues conocer la topologia es conocer los abiertos, y un subespacio es abierto si
y solo si es entorno de todos sus puntos. Por otro lado, todo grupo topolégico es homogéneo, es
decir, dados z,y € G siempre existe un homeomorfismo ¢ : G — G con £(z) = y (podemos tomar
ly4-1). La idea intuitiva es que podemos mover cualquier = € (G a cualquier posicién sin cambiar
la estructura topologica a su alrededor, de modo que se puede “llevar” cualquier entorno del
neutro a otro punto = € X, obteniéndose un entorno de este. Por wllo, es suficiente con estudiar
los entornos del neutro. Concretamente, en la proposiciéon siguiente vamos a ver que a partir
de una base de entornos abiertos de e, pueden obtenerse una base de la topologia y una base
de entornos de cualquier punto.

Proposicion 2.8. Sea G un grupo topolégico, y sea U/ una base de entornos de e formada
por abiertos. Entonces,

U={gU:.9geGUclU} yv U={Ug:9g€GUeU}

son bases de la topologia. Por otro lado, si pedimos simplemente que ¢/ sea una base de
entornos de e, y tomamos g € G fijo,

U ={gu:Uecu}y y U!={Ug:UclU}

son bases de entornos de g.

Demostracion. Veamos que U; es una base de la topologia (el otro caso es igual). Para ello, sea
V C G abiertoy g € V. Entonces L, (V) = g~'V es un abierto por ser L,-: un homeomorfismo,
y contiene a e. Es por tanto un elemento de U, luego existe U € U tal que e € U C g~ 'V.
Multiplicando entonces por g (aplicando l,) tenemos g € gU C gg~'V = V, lo que prueba que
todo abierto V que contiene a g contiene un abierto de la forma gU con U € U, de donde se sigue
que U, es base de la topologia. La demostracion de que los restantes conjuntos son bases de
entornos es analoga. O

Ejemplo 2.9. Veamos algunos ejemplos sencillos de grupos topoldgicos.

1. Cualquier grupo G dotado de la topologia discreta es un grupo topologico, pues con esta
topologia toda aplicacién es continua. De hecho, esto implica que los grupos topolégicos
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existen, aunque, por supuesto, este ejemplo es completamente trivial, y nos interesan gru-
pos mas complejos.

2. Tanto la recta real R como R” con la operacion usual de suma constituyen grupos topolo-
gicos. Lo mismo con la suma usual en Cy C".

3. R* dotado de la topologia de subespacio con la operacion producto de niimeros reales es
también un grupo topolégico. Lo mismo ocurre con C* y el producto de niimeros complejos.

4. Consideremos la esfera unidad S! C C con la topologia de subespacio. Como S! := {z € C :
|z] = 1}, y |21 - 22| = |211 - |22/, se sigue que S' es un subgrupo de C*. Si se dota a S' de la
topologia de subespacio que induce C, entonces es un grupo topologico.

5. Un ultimo ejemplo que mencionamos simplemente por su relevancia, aunque no vayamos a
utilizarlo en este trabajo, es el de los grupos de Lie. Un grupo de Lie es un grupo que ademas
tiene una estructura de variedad diferenciable con respecto de la cual las operaciones
1 e ¢ son €°°. En particular, se trata de aplicaciones continuas. Estos grupos son muy
relevantes en fisica tedrica, pues permiten describir las simetrias continuas de ciertos
sistemas fisicos.

Vamos ahora a probar algunos resultados relativos a las propiedades de los grupos topolo-
gicos que vamos a necesitar en la construccion de la medida de Haar.

Lema 2.10. Sea G un grupo topologico. Entonces, para todo z € G y todo entorno U de
e, existe un entorno abierto V de z tal que V!V C U. Si ademas x = ¢, entonces V puede
elegirse simétrico

Demostracién. La aplicacion ¢ : GxG — G, (g, h) — g~!-h es continua, pues es composicion de la
aplicacion que fija una componente e invierte la otra (continua por serlo sus proyecciones) y la
aplicacion producto (continua por definiciéon de grupo topolégico). Dado que (z,z) € o~ ({e}), ¢
es continua y los productos de abiertos son una base de la topologia producto, existen abiertos
Vi,V C G tales que (z,z) € V; x Vo C ¢~ '(U). Entonces, ¢(V; x Vo) = Vi 'V, € U. Tomemos
V = V1 N V,. Este conjunto es abierto porque es interseccion de abiertos, ademas contiene a =
porque ambos lo hacen, y claramente V'V C V; 'V, C U, como queriamos ver.

Para el segundo caso, notemos que si e = z, entonces podemos aplicar el razonamiento anterior
pero tomando ¢ en lugar de . Entonces (e, e) € ¥~!({e}) y existen Vi, V> C G que contienen a e
y con Vi x Vo C 9~ }(U). Aplicando v, tenemos e € ¢(V; x V5) = V;V, C U. Tomemos S = V; N Vs,
que vuelve a ser un abierto que contiene a e. Si definimos ahora V = SN S~!. Claramente ¢ € S
implica e € S~!, luego e € V, y como V es interseccion de abiertos, es abierto. Por ultimo, V es
simétrico por el lema 2.7, tal y como queriamos ver. O

Lema 2.11. Sea G un grupo topologico, K un subconjunto compacto y U un abierto que
contiene a K. Entonces existe un entorno abierto V de e tal que KV C U.

Demostracion. Para cada z € K, definimos el abierto W, = 2~ 'U, que es abierto por ser [, 1
un homeomorfismo, y contiene a e. De acuerdo con el lema 2.10 (segunda afirmacién), existe
un entorno abierto de e, V,, tal que V,V,, C W,. Consideremos la coleccion {2V, : = € K}. Este
conjunto es un recubrimiento por abiertos de K (pues cada zV, contiene a z). Por la compaci-
dad de K, existe un subrecubrimiento finito, luego existe una cantidad finita de puntos de K,
x1,Ta,...T, tales que

n
K c | wVa,.
k=1
Definimos V = N}_,V,,, que es abierto por ser interseccion finita de abiertos. Tomemos z € K,
este elemento debe estar en uno de los abiertos del recubrimiento: r € z;V,, para algun j €
{1,2,...n}. Entonces,
oV CajVy, Ve, CajW,, = zj2;,'U =1,

. J
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utilizando la definicion de los W, en el ultimo paso. Como esto es valido para cada = € K,
deducimos que KV = Ugcx 2V C U como queriamos ver. O

El siguiente lema sera necesario en la construcciéon de la medida de Haar, aunque su de-
mostraciéon no requiere utilizar las técnicas de los grupos topologicos.

Lema 2.12. Sea X un espacio topolégico de Hausdorff y K € X compacto. Sean Uy, Us
abiertos tales que K C U; U U,. Entonces existen compactos K, Ks C X que satisfacen
K, cUp, Ky CUQYK:KlUKg.

Demostracion. Comenzamos recordando que en un espacio de Hausdorff todo subespacio com-
pacto es también cerrado, luego K es cerrado. Definimos ahora los conjuntos C; = K N Uf
y Cy = K NUS. Ambos son cerrados por ser interseccion de cerrados, y como estan conteni-
dos en K que es compacto, son compactos. En un espacio de Hausdorff, todo par de compac-
tos disjuntos se puede separar por abiertos disjuntos. Ademas, C; y C> son disjuntos, pues
CiNCy=UfNUSNK = (U UUy)°N K, pero por hipétesis K C U; UU,. Por lo tanto, existen abier-
tos disjuntos V; y V5 tales que C; C V1 y Cy C Va. Definimos ahora K1 = KNV y Ky = KNV,
que son compactos por el mismo razonamiento que hemos utilizado para C; y C5. Veamos que
K, y K, satisfacen lo pedido.

1. K; CcU; yaque
Ki=KnVfCcKNCiCKN(KNUY)*CKnN(K°UU;,) Ccly
y para K igual.
2. K=K, UK;,yaque

KUKy = (KNVEOUKNVE) =KnN(VEUVE) =KN(ViNW)=KNo =K

obtenemos el resultado buscado. O

Probamos por ultimo algunos resultados que nos permiten deducir si un subconjunto de G
que es producto de otros dos es abierto, cerrado o compacto en funcién de los conjuntos a partir
de cuyo producto lo obtenemos.

Proposicion 2.13. Sea G un grupo topolégico, y sean A, B C G. Supongamos que A es
abierto, entonces AB y BA son abiertos. Por otro lado, si A y B son compactos, entonces
AB también lo es.

Demostracion. Como hemos visto antes (ver observacion 2.5), Ab y bA son abiertos. Basta en-
tonces notar que la union de abiertos es abierto, luego

AB = U Ab BA = U bA
beB beB

son abiertos. En cuanto a la compacidad, notemos que A x B es compacto porque es producto
de compactos, luego AB = /(A x B) es un compacto por ser la imagen de un compacto por una
aplicacién continua. O

De hecho, la segunda afirmacién la proposicién anterior admite una generalizacion al caso en
que uno es compacto y el otro es cerrado. Para probar dicha generalizacion, hemos de demostrar
antes el lema siguiente.

Lema 2.14. Sea G un grupo topolégico, B un cerrado, y A un compacto tales que ANB =
@. Entonces existe un entorno abierto V de e tal que BN AV = @
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Demostracién. En primer lugar, por ser B cerrado, G\B es abierto. Dado entonces =z € A, por
ser AN B = @, se sigue que = € G\B. Esto implica que 27 !(G\B) es un entorno abierto de e.
Aplicando el lema 2.10 se sigue que existe W, entorno abierto de e tal que W, W, C z71(G\B).
Es claro que

AC U W,

z€A

de este modo, los abiertos {zW, : © € A} constituyen un recubrimiento abierto de A4, que es
compacto y por ello admite un subrecubrimiento finito. Existen entonces z, ...z, tales que
A C Ul z;W,; donde hemos abreviado W, = W,,. Sea V := N}, W,, que es entorno de e. Puesto
que para cada z € A existe 1 <1i <n tal que z € z;W,, deducimos que

zV C aW; C x;W;W,; C G\B,

utilizando en la altima contenciéon que W, W, C z~(G\B) para todo = € A. Con esto, deducimos
que zV N B = @ para todo =z € A, luego AV N B = (Ugea V)N B = Ugea (zV N B) = @ como
queriamos ver. O

Proposicion 2.15. Sea G un grupo topoldgico, y sean A, B C G un compacto y un cerrado
respectivamente. Entonces AB es cerrado.

Demostraciéon. El caso AB = G es obvio, luego supongamos que existe y € G\ AB. Esto implica
que BN A~'y = @. En caso contrario, b = a~'y para ciertos a € A,b € B, luego y = ab € AB.
Ademas, por compacidad de A, sabemos que A~'y = (r,0i)(A) es compacto. Existe entonces un
entorno abierto V de e tal que BN A~!yV = @ como consecuencia del lema 2.14, lo cual implica
que ABNyV = @ por un razonamiento analogo al anterior. Como en ese caso, yV es un entorno
abierto de y, y yV C G\AB, deducimos que AB es efectivamente de un cerrado.

O

2.2. Subgrupos de los grupos topologicos y homomorfismos
continuos

Comencemos recordando que dado un grupo G, un subgrupo H es un subconjunto de G
que es un grupo con la restriccion de la operacion definida en G. Lo denotamos H < G. Noétese
que un subgrupo vuelve a ser un grupo topologico porque la restricciéon a un subespacio de
aplicaciones continuas es continua. Diremos que un subgrupo N es normal en G si g ' Ng= N
para todo g € G. Lo denotamos N <G. Esta condicion equivale a que gNg—! € N oa que gN = Ng
para cada g € G (ver [Dav21, Th. 9.8]). Los conjuntos gN y Ng se llaman clases a izquierda y a
derecha (en inglés left y right cosets). En la literatura en ocasiones se intercambian los nombres
de clases a izquierdas y derechas. Nosotros elegimos el convenio de llamar clase a izquierdas si
el subgrupo se escribe a la izquierda, y analogamente a derechas. Vamos a ver que en un grupo
topologico tomar adherencias preserva la propiedad de ser un subgrupo o de ser un subgrupo
normal. Comenzamos probando un lema previo.

Lema 2.16. Sean X e Y dos espacios topologicos y f : X — Y un homeomorfismo, enton-
ces f(A) = f(A) para cada A C X.

Demostraciéon. Como f es homeomorfismo, f~! existe y es continua. De la continuidad de f,
f(A) C f(A). Por continuidad de f~!, f~1(f(A)) c f~1(f(A)) = A. Aplicando f de nuevo,

f (71 (@) = FA) € £,

con lo que tenemos la doble contencion y por consiguiente la igualdad. O
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Proposicion 2.17. Sea G un grupo topologico y H < G. Entonces:
1. H es un subgrupo.

2. Si H es normal, entonces H también.

Demostracion.

1. Para ver que H es un subgrupo, es suficiente con comprobar que para todos z,y € H se
tiene xy~! € H (de hecho, T C G es un subgrupo si y solo si es no vacio y zy~! € T para
todos z,y € T, ver [Dav21, Th. 3.61]). Para ello, consideremos la aplicaciéon n : G x G —
G, (x,y) = zy~ !, que es continua porque es composicion de continuas. Se tiene entonces

n(Hx H)=n(HxH)Cn(HxH)=H,

donde la inclusion se deduce de la continuidad de n, y una de las caracterizaciones de
continuidad [MunOO, Th 18.1]. La primera igualdad es un resultado general: el producto de
adherencias es la adherencia del producto, y la ultima se sigue de que, al ser H subgrupo,
la caracterizacion anterior implica n(H x H) = H. Ahora bien, esto implica que para todos
x,y € H, n(z,y) € H, que es justamente lo que queriamos ver.

2. Vamos a comprobar que g~ 'Hg C H para cada g € G. Para ello, basta notar que ¢,-: es un
homeomorfismo, luego por el lema 2.16 se tiene

9 Hg=¢g1(H) = ¢35 (H) =g 1Hg = H
utilizando en la ultima igualdad que al ser H normal, g~ 'Hg = H.

O

En la linea de algunos de los resultados anteriores, vamos a ver que cuando trabajamos
con homomorfismos continuos definidos entre grupos topolégicos, es suficiente con comprobar
la continuidad en un punto para obtener la continuidad en todo punto. Recordemos que un
homomorfismo es una aplicacion f : G — G’ entre dos grupos Gy G’ tal que f(z-y) = f(x) - f(y)
para todos z,y € G. Cuando decimos homomorfismo continuo estamos suponiendo que ambos
grupos estan dotados de una topologia tal que son grupos topologicos. Esto no es mas que otro
ejemplo de un razonamiento muy habitual cuando se trabaja con grupos topologicos: muchas
veces es suficiente con estudiar ciertas propiedades cerca de un punto, que suele tomarse como
la identidad, para obtener propiedades relativas a todo el grupo.

Proposicion 2.18. Sean G y G’ dos grupos topoldgicos y f : G — G’ un homomorfismo
entre ellos. Entonces f es continua si y solo si es continua en algun g € G.

Demostracion. Es un resultado conocido de la topologia que f es continua siy solo si es continua
en todo punto. Asi, si suponemos que es continua, lo sera en cualquier gy. Reciprocamente,
tomemos g € G y veamos que | es continua en g. Para ello, sea U un entorno de f(g), vamos a
ver que f~1(U) es entorno de g. Notemos que f(g0)f(g)'U es entorno de f(go), de modo que por
continuidad de f en gy deducimos que f~1(f(g0)f(g)~'U) es entorno de go. Notese que por ser f
homomorfismo se tiene la igualdad siguiente f~1(f(go)f(g)"'U) = gog~ ' f~1(U). En efecto:

FHf(90)f(9) 'U) ={z €G: f(x) € flgo)f(g 'U)} ={x € G: f(gg;'x) € U}

=2 € G foly(0) €U} = (folyo) {U) =L L, (7)) = gog 1 7(U),

Por tanto, si gog~!f~'(U) es entorno de gy, entonces multiplicando por gg; ! deducimos que
f~Y(U) es entorno de g, lo cual prueba la continuidad en g. O
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2.3. Ejemplo: el grupo general lineal como grupo topologico

Denotemos M(n,R) al conjunto de todas las matrices cuadradas reales de tamarno n. Este
conjunto es un espacio vectorial sobre R de dimension finita. Para definir su topologia, notemos
que M(n,R) es el espacio de los operadores lineales de R™ en si mismo. En particular, podemos
definir la topologia asociada a la norma matricial obtenida de la norma euclidea usual en R".
Con esto,

| All2 := sup I Az]| tx € R™ 5.
]

Por otro lado, es inmediato comprobar que la norma de Frébenius siguiente también es una
norma

1Al F =

Puesto que M (n,R) es un espacio de dimensioén finita, esta norma es equivalente a la anterior,
es decir, define la misma topologia. Esta forma de entender la topologia es muy ventajosa, pues
permite ver M (n,R) simplemente como R"* con la topologia usual del siguiente modo:
Denotemos A = (ai;)1<i,j<» y definamos la aplicacion

2
f:Mn,R) = R" A (a11,a12,...,01n, 021,022 - . . Qpp)-

Notemos que lo tnico que hace esta aplicacion es tomar las columnas de las matrices, y po-
nerlas unas tras otras en un vector. Es claro que f es biyectiva y homeomorfismo si vemos la
topologia de M (n,R) mediante la norma de Frobenius (esto se sigue de que la norma de Frobe-
nius es simplemente la norma euclidea usual en R™). De este homeomorfismo deducimos que
M(n,R) es Hausdorff y localmente compacto.

Por otra parte, hay n? proyecciones:
Tij - M(R,R) — R, A ’/TZ‘j(A) = Qij,

que son todas continuas, pues componiendo con f~! obtenemos las proyecciones de R, que
son continuas por las propiedades de la topologia producto.

Ademas, denotamos GL(n,R) al conjunto de matrices reales cuadradas e invertibles. Este
conjunto con el producto usual de matrices es un grupo. Si probamos que inversiéon y producto
son continuas, podremos deducir que se trata de un grupo topolégico (para la topologia de
subespacio). Ademas, como M(n, R) es Hausdorff también lo sera GL(n,R) porque esta propiedad
se conserva al tomar subespacios. Por ultimo, si probamos que GL(n,R) es abierto en M(n,R),
también sera localmente compacto, pues los subespacios abiertos de los espacios localmente
compactos son localmente compactos [Mun0O, Cor 29.1].

I Proposicion 2.19. GL(n,R) es un grupo topologico localmente compacto y de Hausdorff.

Demostracién. Comencemos viendo que ¢ : GL(n,R) x GL(n,R) — GL(n,R) es continua. Vamos a
ver que el producto de matrices definido directamente en M (n,R) es continuo, pues al restringir
a un subespacio seguira siéndolo. Para ello, notemos que por ser f : M(n,R) — R" homeo-
morfismo (definida como antes), ¢ : M(n,R) x M(n,R) — M(n,R) es continua si y solo si lo es
= forwo(f~tx f~1) donde f~! x f~1: M(n,R) x M(n,R) — R x R esta definida como
(f~ix fYH(x,y) = (f1=), f(y)) es de nuevo un homeomorfismo.

2
Sean a = (CLH, aig,...,0a1n,021,022 . .. amb) y b= (bn, blg, ey bln; bgl, bog ... bnn) e R", estgs ele-
mentos se corresponden con dos matrices A = (a;;)1<i j<n ¥ B = (bij)1<i, j<» mediante f. ¢ tiene

34 =
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llegada en R" luego sera continua siy solo si lo son sus proyecciones, y a partir de la definicion
del producto de matrices

n
mij o Y(a,b) = E aixbrj,
k=1
que es continua por ser suma de productos de componentes.

Tomemos ahora la aplicaciéon i : GL(n,R) — GL(n,R) que asigna a cada matriz su inversa.
Para ver que esta aplicacion es continua también, comencemos notando que el determinante
es continuo por ser composicion de sumas y productos, tal y como se sigue de la formula de

Leibniz (ver [Str09, Cap. 5])
det A = Z (Sgn(a) . H ag(m) ,
i=1

ocSy,

donde S,, denota el grupo de las permutaciones de n elementos, y sgn(o) es el signo de una
permutacion o € S,,. Por otro lado, para toda matriz invertible A, su inversa puede calcularse
mediante la formula de la adjunta

1
det(A)

A_l = : ad.](A)v

donde adj(A) es la traspuesta de la matriz de cofactores, que tiene en la posicion i, j el determi-
nante de la matriz A en la que se han suprimido la fila i y la columna j. En particular, sia € R"
se corresponde con A mediante f, entonces m;; o4 es continua porque es un cociente de determi-
nantes, ambos continuos, siendo el del denominador no nulo. Concluimos con esto que GL(n, R)
es un grupo topologico, que ademas es de Hausdorff. Veamos que es localmente compacto, para
lo cual vamos a comprobar que es abierto en M (n,R). La aplicacion det : M(n,R) — R es con-
tinua como ya hemos comentado, y GL(n,R) = det™*(R\{0}), siendo R\{0} un abierto, luego su
preimagen por una aplicacion continua también.

O

Aunque no vamos a trabajar con GL(n,R), en el capitulo 5 si que estudiaremos dos sub-
grupos suyos SL(n,R) y SL(n,Z). En dicho capitulo, sera importante tener en cuenta que en la
demostracion anterior hemos probado que la aplicaciéon determinante es continua, de modo que
lo sera restringida a cualquier subespacio.
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CAPITULO 3

CONSTRUCCION DE LA MEDIDA DE
HAAR

Dedicamos ese capitulo a enunciar y demostrar los teoremas de existencia y unicidad de la
medida de Haar. Para ello. nos basaremos fundamentalmente en los textos [Gle10] y [Coh13].
Comenzaremos dando una prueba de la existencia, y después veremos la unicidad. Realmen-
te, no tenemos unicidad, sino unicidad salvo multiplicacion por escalares positivos. De todas
formas, esto no es problematico, pues se obtiene unicidad en el momento en que se fija una
unidad de medida, como detallaremos. Comencemos definiendo lo que es una medida de Haar.

Definicion 3.1 (medida de Haar). Sea G un grupo topolégico de Hausdorff. Una medida
de Haar por la izquierda (resp. medida de Haar por la derecha) en G es una medida de
Borel regular no nula y tal que para todo medible A C G se cumple u(gA) = u(A) (resp.

n(Ag) = p(A)).

El hecho de exigir que el espacio sea de Hausdorff tiene dos justificaciones principales. La
primera es que la mayoria de los espacios con los que se trabaja en la practica son de Hausdorff,
y la segunda es que asi nos aseguramos de que los conjuntos compactos sean medibles, pues los
subespacios compactos de los espacios de Hausdorff son siempre cerrados, luego complemen-
tarios de abiertos, y esto implica que estan en B(X) por la definicion de o-algebra. Respecto a la
definicion, una medida de Haar es, en términos informales, una medida invariante bajo trasla-
ciones por la izquierda (o por la derecha). Siempre vamos a asumir que los grupos topologicos
son de Hausdorff, salvo que indiquemos explicitamente lo contrario.

Observacion 3.2. Aunque hemos dado la definicion de medida de Haar al inicio del capitulo
para mostrar cual va a ser el objeto centra del mismo, técnicamente atin no estamos en condi-
ciones de afirmar que la definicién dada sea correcta, pues la condicién de invarianza por accion
grupo impone que para cada medible A € B(G) y cada g € G, u(A) = u(gA). Ahora bien, hasta
que no probemos que si A es medible, entonces gA también, no tiene sentido escribir x(gA). Por
supuesto, gA va a ser medible, y la definicion es correcta, pero posponemos la demostracion de
esta afirmacién hasta el lema 3.5.

Dicho esto, y como ya se menciono en la introduccion, este capitulo esta dedicado a demos-
trar los teoremas de existencia y unicidad de la medida de Haar en los grupos topologicos de
Haussdorff y localmente compactos. Sin embargo, antes de embarcarnos en la prueba, merece
la pena considerar un primer ejemplo, que si bien es bastante sencillo, no es completamente
trivial. Este ejemplo es ademas interesante por otro motivo: la medida de Haar que vamos a
estudiar es una de las medidas que ya pusimos como ejemplo en el primer capitulo.

Ejemplo 3.3. Un ejemplo de medida de Haar es la medida del conteo en Z con la operacién
de suma usual. Dotamos a Z de su estructura de grupo usual para operaciéon suma, y de la
de topologia de subespacio inducida por R, que resulta ser la topologia discreta (en la que
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recordamos, pues lo vamos a utilizar continuamente en el ejemplo, que todo subespacio es
abierto). Fijémonos en que con esta topologia Z resulta ser de Hausdorff y localmente compacto
(es cerrado en R que es localmente compacto). Esto no va a ser necesario, pero lo indicamos aqui
porque al final del capitulo discutiremos si la condicién de compacidad local es necesaria o no
para que exista la medida de Haar. Tenemos en este caso que B(Z) = P(Z) porque la topologia ya
contiene a todos los subconjuntos de Z. La medida del conteo quedo6 definida en el ejemplo 1.7.
Denotémosla por u. Es evidente que para cada A C Z, u(A) = u(m+ A), pues si A es finito y tiene
n elementos, entonces m + A también, y si es infinito, entonces m + A también. Si comprobamos
que se trata de una medida de Borel regular, habremos probado que es una medida de Haar.
Veamos entonces las propiedades de la definicion.

1. Los unicos compactos de Z con la topologia trivial son los conjuntos finitos. Es obvio que
los conjuntos finitos son compactos, y si A es infinito, entonces {{a} : « € A} es un re-
cubrimiento por abiertos de A del que no puede extraerse un subrecubrimiento finito. Es
evidente entonces que u(K) < oo.

2. Sea E € P(Z) hemos de ver que u(E) = inf{u(U) : E C U,U abierto} = inf{u(U): ECU :U C
Z}. Si E es un conjunto infinito, entonces también lo es cualquier conjunto que lo contenga,
y la igualdad anterior se da de manera trivial. Supongamos que FE es finito y llamemos « al
inferior anterior. E es abiertoy E C E, luego u(E) es un elemento del conjunto anterior, de
modo que pu(E) > «. Para cada abierto U finito con E C U, como ambos conjuntos deben
ser finitos, u(F) < p(U) y tomando inferiores, u(F) = «, lo que prueba la igualdad.

3. Sea U C Z abierto, hemos de ver que u(U) = sup{u(K) : K C U, K compacto} = sup{u(K) :
K C U, K finito} := . SiU es infinito, entonces ;(U) = co. Como U C Z, debe ser numerable,
luego podemos escribir U = U ,{u,}. Definamos K,, = UY_;{u,}. K,, es una familia de
conjuntos compactos con p(kK,,) = m. Se tiene entonces que co = sup,,cn{t(En)} < By
se da la igualdad. Supongamos que U es finito, entonces es compacto y se contiene a si
mismo, lo cual implica que u(U) < . Ahora bien, si K C U, entonces ambos son finitos
y U tiene el mismo numero de elementos que K o mas. Por tanto p(K) < p(U) y tomando
superiores 5 = u(U).

Con esto, concluimos que la medida del conteo es una medida de Haar por la izquierda sobre
Z. Obsérvese que, de hecho, es una medida de Haar por la izquierda y por la derecha porque el
grupo es abeliano,. Es obvio que esto ultimo es algo general: siempre que un grupo topologico
abeliano G tenga una medida de Haar por la izquierda, esta sera una medida también por la
derecha y viceversa. Gran parte del capitulo 4 se centrara en saber en qué otros casos es cierto
que toda medida de Haar por la izquierda lo es también por la derecha.

Una vez visto este primer ejemplo, pasamos a dar algunos resultados previos que son nece-
sarios para la construcciéon de la medida de Haar.

Lema 3.4. Sean X e Y dos conjuntosy f: X — Y. Sea Q2 C P(Y). Entonces o(f~1(Q)) =
o (9).

Demostracion. Comencemos observando que tanto o(f~1(f2)), como f~!(c(f2)) son familias de
subconjuntos de X. Veremos la igualdad por doble inclusion

» Comencemos viendo que o(f~(Q)) C f~1(o(f2)). Para ello, basta con comprobar que f~1(o(£2))
es una o-algebra y que contiene a f~1(Q) (pues entonces contendra al o-algebra que gene-
ra).

1. Sea A € f~1(Q), entonces A es preimagen de uno de los elementos de 2, luego existe
B € Qcon A = f~}(B). Como evidentemente se tiene B € o(f2), se tiene que A €
fHo(Q)). luego f7H(Q) C f~H (o ().

2. Veamos que f~!(o(f2)) es una o-algebra a partir de la definicion. Como Y € o(Q),
X = f7YY) € f~1(a(Q)). Por otro lado, si A € f~1(c(Q)), entonces A = f~!(B) para
cierto B € ¢(Q). En particular, B € 0(Q),y f~1(B¢) = f~1(B)¢ = A° € f~1(c(Q)), luego
f(o(92)) es cerrado para la toma de complementarios. Veamos finalmente que es
cerrado para las uniones numerables. Sea entonces {4,}>°, C f~1(c(Q)). De nuevo,

SERGIO MARTIN NIETO 37



3

para cada A, existe B, € o(2) tal que f~(B,) = A,. Puesto que ¢(Q) es un o-algebra,
es cerrado para uniones numerables, luego U B,, € o(Q), y por ello, f~}(U,B,,) =
UnZif7H(Bn) = UL An € f7H(0(Q)).

» Veamos que f~1(o(Q2)) C o(f~1(Q)). Para ello, comenzamos definiendo

S:={ACY: fHA) ea(f 1))

Comencemos viendo que ¥ es un c-algebra en Y que contiene a Q. Si B € (2, entonces
f7Y(B) € 1Y) C o(f~1(Q)), luego B € ¥. Veamos que ¥ es un c-algebra. Para ello,
observemos que Y € X porque f~}(Y) = X € o(f 1)) (porque todo o-algebra debe
contener al conjunto total). Por otro lado, si A € %, entonces f~(A4) € o(f~1(Q)), lue-
go (f7HA)° = f1(A°) € o(f~1(Q)), y por consiguiente, A° € ¥. Tomemos, finalmente,
{A,}°, C ¥. Tenemos entonces f~1(U2 A4,) = U, f~1(A,) € o(f~1(Q)) nuevamente por
ser este ultimo una c-algebra. De la definicion de ¥ se sigue que U2 ; A, € ¥. Concluimos
que X es un o-algebra que contiene a , luego ¢(Q2) C ¥. Con esto, sea A € f~1(a(Q)),
entonces existe B € ¢(Q) C X tal que f~1(B) = A. Como B € 3, aplicando la definicion de
¥, se tiene A = f~1(B) € o(f~1(2)), lo cual prueba la inclusion.

O

Utilizaremos el nombre espacio de medida topolégico para referirnos a un espacio topolégico

X dotado de una medida, en el que el o-algebra es B(X).

Lema 3.5. Sea (X,B(X), ) un espacio de medida topolégicoy f : X — X un homeomor-
fismo. Entonces, son equivalentes:

1. AeB(X).
2. f(A4) e B(X).
3. f71(A) € B(X).

Demostracién. Comencemos notando que si T C P(X) es la topologia en X, entonces B(X) = o(7).
Ahora que lo tenemos en términos del lema anterior, veamos las implicaciones.

(1) = (2) Supongamos que A € o(7). Entonces

f(A) € f(B(X)) = f(o(r)) = a(f(7)) = o(7) = B(X)

donde hemos aplicado el lema anterior a f~! (f es homeomorfismo, luego biyeccion) y el
hecho de que al ser f homeomorfismo, f(7) = 7. Por detallar algo mas esto ultimo, todo
homeomorfismo es una aplicaciéon abierta, luego f(r) C 7 y para la otra contencion, si
U C 1, entonces f~!1(U) C 7 porque en particular f es continua, y f(f~1(U)) = U. Esto
prueba 7 C f(7), y se tiene la igualdad.

(2) = (8) Supongamos que f(A) € (7). Entonces

A€ f7Ho(n) = [T o(r) = o(f71(r)) = () = B(X)

la justificacion de la penultima igualdad es idéntica a la de la implicacion anterior utilizan-
do que f es homeomorfismo siy solo si f~! lo es. Por otro lado, para la primera igualdad
hemos utilizado que f(A) € o(7) implica que A € f~!(7). Podemos utilizar (1) = (2) con 1,
que es un homeomorfismo, de modo que A € B(X) implica que f~1(A) € B(X).

(3) = (1) Razonando como antes:

A= f(f7H(A) € flo(r) = o(f (7)) = o(r) = B(X)
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Observacion 3.6.

1. Con este lema, ya podemos afirmar que la definicién de medida de Haar es correcta, pues
si A € B(G), el lema 3.5 aplicado a los homeomorfismos r, y {, permite deducir que Ag y
gA son medibles.

2. El lema anterior admite una generalizaciéon. Concretamente, si X e Y son dos espacios to-
poldgicos, con topologias respectivas 7x y 7y, y f : X — Y es un homeomorfismo, entonces
A € B(X) siy solo si f(A) € B(Y). La demostraciéon es simplemente probar (1) = (2) del
lema anterior, teniendo en cuenta que al ser f un homeomorfismo, f(7x) = 7v.

El resultado que vamos a probar a continuacién nos va a mostrar que las medidas de Haar
por la derecha y por la izquierda son, en cierto sentido, equivalentes. Mas concretamente, vamos
a probar que dada una medida de Haar por la izquierda, siempre se puede obtener de ella una
medida de Haar por la derecha y viceversa. Asi, a la hora de probar la existencia de la medida
de Haar, probaremos solamente que existe una medida de Haar por la izquierda, y la existencia
de la medida por la derecha seguira de manera inmediata. Probamos antes un lema previo con
algunos resultados auxiliares que utilizaremos en la demostracion.

Lema 3.7. Sea G un grupo topoldgico y sea {4;};c; C G una familia de subconjuntos de
G. Entonces:

1. (Uierdi) ™" = Uier A7

2. Si A;NA; = 2, entonces A; ' NAT! = @.

3. Sean A, B C G, entonces A C Bsiysolosi A=t c B~ L.

Demostracion. Veamos ambas afirmaciones.

1. Vemos la doble inclusion, si a € (UieIAi)fl, entonces a~! € U;crA;, luego existe igp € [
con a~! € A, esto implica a € A;' C UiesA; ", lo cual prueba (UierAs) ™" C UierA7L
Reciprocamente, si a € UieIAi_l, entonces a~! ¢ Aj, C UjerA; para cierto jo € I, luego
a C (Uies4;)"", y tenemos la otra inclusion.

2. Por reduccién al absurdo, si existe 2 € A4;' N A;l

A;NA; # @y tenemos contradiccion.

, entonces z7! € A; y 27! € A;, luego

3. Veamos la implicacion =), sea a € A C B, entonces a~! € B~! luego A=! C B™!. La
implicacion contraria se obtiene aplicando esta a A~! y B~! y notando que (4A~!)"! = A.

O

Proposicion 3.8. Sea G un grupo topolégico de Hausdorff y sea u : B(G) — [0, cc]. Enton-
ces p es una medida de Haar por la izquierda (respectivamente por la derecha), si y solo
si la aplicacion ' : B(G) — [0, oo] definida como p/(A) = u(A~!) es una medida de Haar por
la derecha (respectivamente por la izquierda).

Demostracién. Vamos a probar que p es una medida de Haar por la izquierda si y solo si ' es
una medida de Haar por la derecha, pues el otro caso se demuestra igual.

=) Lo primero que debemos notar que es que i : G — G es un homeomorfismo, de modo
que utilizando el lema 3.5, A € B(G) siy solo si A~! € B(G), lo cual justifica que 1/ esté bien
definida. Ademas, ;/(A) = u(A=1) > 0, luego realmente tiene llegada en [0, ]. Veamos que es
una medida de Borel regular, para lo cual comenzamos viendo que se satisfacen las condiciones
de las definiciones de medida y medida de Borel regular.

L. p(2)=p@™ ') = o) =0.
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3.1. TEOREMA DE EXISTENCIA DE LA MEDIDA DE HAAR 3

2. Sea {A,}52, C B(G) una sucesién de conjuntos medibles disjuntos dos a dos. Entonces,

.U/( 7OLO=1An) =p ((UﬁozlAn)_l) = .U( ZozlA:Ll) = ZN(A:Ll) = Z/LI(AH)-
n=1 n=1

Notemos que hemos utilizado el lema 3.7, la primera afirmacion en la primera igualdad, y
la segunda afirmacion para garantizar que {A4!}°° , es una familia de medibles disjuntos
dos a dos, y poder aplicar asi que p es una medida.

Concluimos con esto que ' es una medida. Veamos que es de Borel regular. Comprobamos de
nuevo las propiedades de la definiciéon.

1. Sea K € B(G) compacto, como i es homeomorfismo, i(K) = K~! es compacto también, de
modo que /' (K) = u(K~!) < oo porque p es una medida de Haar por hipétesis.

2. Sea F medible. Notemos que si U es un abierto que contiene a E~! siy solo si U~! es un
abierto que contiene a F, utilizando que ¢ es homemorfismo y el lema 3.7 de nuevo. Por
tanto,

W (E) =p(E~Y) = inf{u(U) : U es abiertoy E~* c U} =
=inf{u(U™1): U es abiertoy E C U} = inf{/(U) : U es abiertoy E C U},

donde hemos utilizado {U : U es abiertoy E~! c U} = {U : U es abiertoy E C U~'} =
{U=1:U es abiertoy E C U}.

3. Sea U C @ abierto, K C U~! es compacto siy solo si K~! C U es compacto de nuevo por
ser ¢ homeomorfismo. Por tanto,

W (U) =u(U™') = sup{u(K) : es compactoy K c U™} =
=sup{u(K ') : es compactoy K C U} = sup{y/(K) : es compactoy K C U}.
Las igualdades se justifican del mismo modo que en el caso anterior.

Con esto concluimos que p' asi definida es una medida. Veamos que es una medida de Haar
por la derecha. Para ello, dados E € B(G) y g € G, tenemos

1 (Eg) = p((Eg)™") = p(g ' E™Y) = w(E™") = p/(E),

utilizando que p es una medida de Haar por la izquierda.

<) Supongamos ahora que x’ es una medida de Haar por la derecha. Entonces, para cada
A € B(G) implica que u(A) = /' (A~1), luego todo lo anterior demuestra que x es una medida de
Borel regular sin mas que intercambiar los papeles de p y 1. Finalmente, para ver que si u’ es
una medida de Haar por la derecha, entonces p lo es por la izquierda, razonamos como antes.
Tomando g € G cualquiera,

w(gA) = p'((gA) ™) =W/ (A7 g™ 1) = W/ (A71) = pu(A).
O

Asi, si en un grupo topologico sabemos que existe una medida de Haar por la izquierda u, y
queremos

Con los resultados que hemos probado hasta ahora, ya estamos preparados para probar la
existencia de la medida de Haar. Como ya hemos comentado, es suficiente con ver que existe
una medida de Haar por la izquierda.

3.1. Teorema de existencia de la medida de Haar

Dedicamos esta seccion integramente a la demostraciéon del teorema de existencia de la me-
dida de Haar por la izquierda en un grupo topologico de Hausdorff y localmente compacto G.

10 =




3 3.1. TEOREMA DE EXISTENCIA DE LA MEDIDA DE HAAR

Antes de comenzar con la prueba, vamos a dar algunas definiciones y resultados previos que
utilizaremos directamente.

Definicion 3.9. Sea X un conjunto y {Z;};c; una familia de subconjuntos de X. Diremos
que la familia satisface la propiedad de interseccion finita si para cada J C [ finito, N;c;Z; #
J.

Esta definicion, junto con el teorema siguiente, proporciona una caracterizacién de los con-
juntos compactos. Realmente, solo necesitaremos una de las implicaciones del teorema, pero
probaremos la doble implicacion por cuestién de completitud. La demostraciéon esta tomada de
[AA22a, Th 5.9.6].

Teorema 3.10 (de Vietoris). Un espacio topologico X es compacto si y solo si para cada
familia de cerrados F que cumple la propiedad de interseccion finita, se tiene que Nge rC #
.

Demostraciéon. Veamos la doble implicacion.

=) Supongamos que X es compacto, y sea F una familia de cerrados con la propiedad de in-
terseccion finita. Razonando por reduccion al absurdo, supongamos que NcexC = &. Tomando
complementarios, se sigue que X = X\(NcerC) = Ucer(X\C). Para cada C € F, el conjunto
Uc = X\C es abierto, de modo que los Ux constituyen un recubrimiento abierto de X. Por
compacidad, existen C1,...C, tales que

X = OUCi = O(X\Cz‘) =X\ <ﬁ Ci>’

i=1 i=1 i=1

ahora bien, esto implica que N, C; = &, en contra de que F tenga la propiedad de interseccion
finita.

<) Tomemos ahora un espacio topolégico X tal que la interseccién de cualquier familia de
cerrados que cumple la propiedad de interseccién finita es no vacia. Sea i/ un recubrimiento
abierto de X. Tomando complementarios en X = Uy, U se obtiene

@—X\(U U) = [ (X\U).

veu veu

Tomemos entonces la coleccion de cerrados F := {X\U : U € U}. Por ser su interseccion vacia,
la hipétesis implica que F no puede tener la propiedad de interseccion finita. Por consiguiente,
existen Uy, ... U, tales que NI, (X\U;) = @. Ahora bien, tomando complementarios

X = X\ (ﬂ(X\UQ) = U U;,

de modo que hemos obtenido un subrecubrimiento finito, y por consiguiente, X es compacto. [

3.1.1. Productos infinitos y el teorema de Tychonoff

Dedicamos esta subseccion a hacer un breve recordatorio de los productos infinitos y el
teorema de Tychonoff, que aunque no demostraremos, es necesario en la demostraciéon del
teorema de existencia. Comencemos recordando que dada una familia arbitraria de conjuntos
{X.}ic1, su producto cartesiano se define como

HXi:{f:IﬁUXi: Viel, f(i)eXi}.
el el

Ademas, si los X; son espacios topologicos, se puede dotar a [],.; X; de una topologia llamada
topologia producto (que cuando el producto es finito se reduce a la topologia producto usual).
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Dicha topologia es la que tiene por base el conjunto siguiente

B:= {H U;:U,er; Viel, yU, =X, salvo para una cantidad finita de indices}7
i€l

donde 7; denota la topologia del espacio X;.

Teorema 3.11 (de Tychonoff). Sea {X;};c; una familia arbitraria de espacios topoldégicos

compactos. Entonces [],.; X; es también compacto.

Demostracion. Ver [Mun0O, Th. 37.3]. Es interesante destacar que el teorema de Tychonoff ne-
cesita en su demostracion, y de hecho es equivalente, al axioma de eleccion. O

3.1.2. Demostracion del teorema de existencia

Con esto, ya estamos en condiciones de dar la demostracién completa. Puesto que se trata
de una demostracion larga, iremos haciendo algunas afirmaciones que iremos probando poco
a poco. La demostracion que aqui se presenta es en esencia la presentada en [GlelO, Th. 4.3]
Esquematicamente, la demostracion consta de los siguientes pasos.

1. Se fija un compacto K, de interior no vacio que se utiliza como “unidad de medida”. Se
define asi una forma de medir conjuntos compactos para cada abierto: py. La idea es ver
cuantas traslaciones del abierto U hacen falta, como minimo, para recubrir K. Se compara
este nimero con el numero de traslaciones que hacen falta para medir K, haciendo el
cociente de estas cantidades.

2. Se define una aplicacién p que no depende del abierto utilizando el teorema de Tychonoff.

3. Se demuestra que p, que aun permite medir solamente conjuntos compactos, cumple una
serie de propiedades basicas: monotonia y que la medida de la unién de compactos es la
suma de las medidas de los compactos.

4. Se comprueba que la aplicacién asi definida es una premedida en G.
5. Se utiliza el teorema de Carathéodory para definir la medida en un subalgebra de P(G).

6. Se comprueba que es una medida de Borel regular y que es de Haar por la izquierda.

Teorema 3.12 (de existencia de la medida de Haar). Sea G un grupo topolégico de
Hausdorff y localmente compacto. Entonces existe una medida de Haar por la izquierda .

Demostracion: Sean K C G un conjunto compacto, y V' C G un subespacio cualquiera de
interior no vacio. Es claro que {g - Int(V) : ¢ € G} es un recubrimiento por abiertos de K (de
hecho de G, pues dado f € G, f € fh~!'Int(V) donde h es un elemento de Int(V)). Como K es
un compacto, existe un subrecubrimiento finito. Existen, por lo tanto, g1, g2, ... g, (N0 necesa-
riamente tunicos) tales que K C U ,g; - Int(V'). Denotemos mediante (K : V') al menor entero n
tal que hacen falta n abiertos del tipo g; - Int(V') para recubrir K. Dicho n existe y es tnico, pues
queda definido mediante

n:=min{k € NU{0}: 3g1,... 9 : K CUS_ g; - Int(V)},

y todo subconjunto de N tiene minimo. Entendemos que si hay 0 elementos cumpliendo la con-
dicion anterior, entonces K C @. Obsérvese que n > 1 salvo que K = &, en cuyo caso, n = 0.

Sean K y U las familias de subconjuntos de G formadas por los subconjuntos compactos de
G y los abiertos que contienen a e, respectivamente. Como G es localmente compacto, todo
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punto tiene un entorno compacto, y como todo entorno de un punto contiene un abierto, de-
be existir un compacto de interior no vacio, que denotamos Kj. Para cada U € U/ definimos la
aplicacion

po: K — R

K:U
K - uw(K):= 7((KU:U))'

Fijémonos en que hemos elegido K| de interior no vacio, luego en particular no vacio. Por con-
siguiente, (Ky : U) > 0 y la aplicacién esta bien definida.

Afirmacion 1: Se cumple 0 < py(K) < (K : Ky) para todos K e Ly U € U.
Para verlo, denotemos n = (K, : U) y m = (K : Ky). Eso quiere decir que para ciertas sucesio-
nes finitas de elementos {g;}7";,{h;}}., se tienen las relaciones Ky, C U} ,g; - U (obsérvese que

Int(Ko) C Ko C UL g;,-U)y K CUJL h; - Int(Ko) de modo que
K CUJLyhy-Tnt(Ko) C UL hj- Ko CUTL hy - (Uilygi - U) = Uy 51 (gi - hy) - U,

pero por definicion de (K : U) esto implica que (K : U) < nm = (K, : K)(K, : U), y y dividiendo
por (Ky : U) se obtiene el resultado buscado.

Vamos a construir la medida inicialmente en K. Para definirla, vamos a tomar en cierto senti-
do, el “limite” de las cantidades p i (K) para U € U. De un modo mas riguroso, la construcciéon es
la siguiente. Sea X = [],«[0, (K : Ky)]. Observemos que los espacios [0, (K : K)] son intervalos
cerrados, y estan dotados de la topologia de subespacio de R, luego son compactos. Aplicando
el teorema de Tychonoff 3.11, deducimos que X es un espacio compacto con la topologia de los
productos infinitos. Por otro lado, de acuerdo con la afirmaciéon 1, para cada K € K se tiene
pu(K) €[0: (K : Kp)], de modo que uy € X (ver subseccién 3.1.1). En este caso, K hace el papel
de I, y denotando X, = [0, (K : Ky)], entonces uy : K — X cumple uy(K) € Xj. Dicho esto, para
cada V € U se define el conjunto

CV)y={pw:UelU y UcCV}cCX,

donde la adherencia se toma con respecto a la topologia producto en X. Nétese que uy € C(V),
luego C(V) # @. Consideremos ahora la familia de cerrados {C(V) : V € U}, y veamos que tiene la
propiedad de interseccion finita. Sean entonces V,...V,, € U y consideremos {C(V;) : 1 <i < n}.
Por definiciéon de U, e € V; para cada 1 < i < n, luego N_,V; # @ es un elemento de U, y tiene
sentido considerar jin»_ v;,. Como NiL,V; C V;, se tiene pun» v, € C(V;) para cada 1 < i < n. Asi,
por_v; € NPz C(Vi). Por consiguiente, Ni_; C(V;) # &, y concluimos que la familia tiene la propie-
dad de interseccion finita. Como X es compacto, del teorema de Vietoris 3.10 deducimos que
NveuC(V) # @. Por tanto, podemos tomar p € Ny ¢y C(V). Este elemento p es el que hace las
veces de “limite” de las aplicaciones puy.

Afirmacion 2: Si K; C K, son compactos, entonces u(K;) < u(Ks).
Para verlo, comenzamos observando que el resultado es trivialmente cierto para p. Concreta-
mente, si n = (K, : U), entonces Ky C U ,g; - U para ciertos g;. Como K; C K,, también hemos
recubierto K3, y como (K : U) es el menor numero de elementos necesarios para recubrir K;
con traslaciones de U, deducimos que (K; : U) < (K3 : U), y sin mas que dividir por (K, : U) a
ambos lados, se obtiene uy (K1) < py(K2). Para ver u satisface esta misma propiedad, tomemos
h € X cualquiera. Puede verse h : K — Ugekl0, (K : Ky)] como una aplicacion con llegada a R,
pues para cada K € K, se tiene h(K) € [0, (K : Ky)] C R. Fijados K; y K2 como en el enunciado,
consideremos la aplicacién p : X — R,h — p(h) = h(K>2) — h(K;) y veamos que es continua.
Podemos ver esta aplicaciéon como la composicién de la aplicacion X — R xR, h +— (h(K3), h(K7))
y la aplicacion R x R — R, (z,y) — = — y. La segunda es evidentemente continua, luego basta
ver que la primera lo es. Una aplicacion con llegada a un producto es continua si lo son sus
componentes, luego es suficiente con ver que la aplicacion X — R, h — h(K) es continua, ahora
bien, esta aplicacion es la proyeccion 7x : X — Xk, que es continua por construccion de la
topologia producto. Observemos que p(uy) > 0 para cada U € U, de modo que p es no negativa
en cada C(V) (necesitamos la continuidad justamente para asegurar que al pasar a la adhe-
rencia p no se hace negativa). Como esto es cierto para cada C(V), y p € NyeuC(V), se tiene
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p(p) = u(Ks) — u(K7) > 0, como queriamos ver.

Afirmacion 3: Para todos compactos K1, K € K, se tiene p(K; U Ko) < u(K7) + p(Ks).
El razonamiento es muy similar al de la afirmacién anterior; comenzamos probando el resul-
tado para py y después utilizamos el mismo razonamiento para pasar a . Para verlo para uy,
observemos que sin = (K; : U)y m = (Ks : U), entonces

K1 UK, C (Ufyg: - U)U (UJL by - U)

para ciertos g; y h;. Como estamos recubriendo KUK, debe ser (K1UK5 : U) < (K5 : U)+(Ky : U)
y dividiendo por (Kj : U) se concluye py (K3 U K») < py (K1) + py(K2). Por dltimo, consideramos
la aplicaciéon X — R, h — h(K7) 4+ h(K3) — h(K; U K3) que es continua aplicando el razonamiento
anterior, y notando que K; U K> € K. Esta aplicaciéon vuelve a ser no negativa en cada C(V), de
donde se sigue que u(K; U Ka) < pu(K7) + p(K2).

Afirmacion 4: Si K; y K> son compactos y K1 N K> = &, entonces pu(K;UKs) = pu(Kyp) + p(Kz).
Como en los casos anteriores, vamos a comenzar demostrando la versiéon correspondiente para
uy . Concretamente, vamos a comenzar viendo que si K, U 'NK,U~! = @, entonces pu (K1+Kp) =
pu (K1) + pp (Ks). Puesto que la desigualdad en el sentido < se ha visto en la afirmacién ante-
rior, hemos de ver >. Para ello, tomando n = (K; U Ky : U), entonces K; U Ky C U g, - U.
Observemos que cada g¢; - U tiene interseccion no vacia con K; o K,. Veamos que no puede
intersecar a ambos. Si intersecase a ambos, entonces existiria s; € U con ¢; - s; € K, y por
consiguiente g; € K; - U~!. Aplicando el mismo razonamiento a K», g; € K, - U™}, y finalmente
gi € K1 -U'NKy-U™1, con lo que llegamos a contradiccion. Veamos que el resultado es cierto
para u. Puesto que G es de Hausdorff, existen abiertos Uj, Us disjuntos tales que K; C Uy y
Ky C U,. Aplicando el lema 2.11, existen entornos abiertos V; y V5 de e tales que K Vi, C Uy y
KyVo C Uy. Sea V = Vi3 NV, Es claro que V es un entorno abierto de e, y ademas K1V C U;
y K3V C U,. Puesto que U; y Us son disjuntos, se tiene K1V N K3V = @. Tomemos ahora
U c VLU € U, esto implica que U~ C V, luego K;U~! C K;V y lo mismo para K. Con
esto, K1;U' N KU~ = @y por lo anterior, uy(K; U Ks) = py (K1) + py(Kz). Como antes, defini-
mos la aplicacion X — R, h — h(K; U K3) — h(K2) — h(K;). Esta aplicacion vuelve a ser continua,
y como se anula para todos los U ¢ V=1, U € U, se anula en C(V~!). Como p € C(V~1!), tenemos
el resultado buscado.

Con esto, tenemos una aplicacion que permite medir conjuntos compactos, pues cumple las
propiedades que uno esperaria de una medida, es decir, que es no negativa, monoétona y es tal
que la medida de compactos disjuntos es suma de las medidas de cada uno de los compactos.
Buscamos ahora extender esta medida a los abiertos de G. Para ello, si U C GG se define:

w(U) :=sup{u(K): K CU K € K}.

Con esta definicion, i sera automaticamente regular interior. Veamos también que p(U) > 0.
Para ello, basta comprobar que u(K) > 0 para todo compacto. Ahora bien, utilizando el razona-
miento habitual, la aplicaciéon X — R, h — h(K) es continua, y py(K) > 0 para todo U € U. Por
continuidad, h(K) > 0 para todo h € C(V) para todo V € U, luego u(K) > 0.

Afirmacion 5: Sea K C X abierto y compacto, entonces ambas definiciones de u(K) coinci-
den.
Es decir, hemos de comprobar que

u(K) =sup{u(K') : K' C K,K' € K},

donde i aqui denota la aplicacién que hemos definido antes. Denotemos A = {u(K') : K’ C
K,K' € K} y M su superior. Observemos que claramente K € Ky K C K, luego K € A, y por
ello M > p(K). Por otro lado, aplicando la afirmacién 2 se tiene que para cada K’ € A, puesto
que K' C K, u(K') < u(K), y tomando superiores M < u(K), con lo que se tiene la igualdad.

Afirmacion 6: Sean U; y U, abiertos de G con U; C Us. Entonces p(U;) < u(Us). Para verlo,
observemos que si K C U; es compacto, entonces K C U; C U,. En particular, u(K) < u(Us). Por
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lo tanto

w(Uy) =sup{p(K) : K C Uy, K € K} < u(Us).

Dado ahora A C X cualquiera, se define:

w(A) :=inf{uwU): U C A,U abierto}.

Esta definiciéon se da para que p sea regular interior. Ademas, u(A) esta bien definida porque
w(U) > 0, luego el conjunto {u(U) : U C A, U abierto} esta acotado inferiormente por 0, y por ello
tiene extremo inferior.

Afirmacién 7: ;! es una medida exterior en G. Hemos de comprobar que se cumplen las
propiedades de la definicién 1.12.
Obsérvese que p esta definida en P(G) porque se ha definido la medida de los conjuntos cuales-
quiera de G. Ademas, u(A) > 0 como ya hemos justificado. Dicho esto, veamos que se cumplen
las propiedades de la definicion de medida exterior.

1.

2.

u(2) = 0. Obsérvese que & es abierto y compacto, y & es el tinico compacto contenido en
si mismo. Dado ahora U un abierto cualquiera, (& : U) = 0 por definicién.

Sean A; C A2 C G, entonces u(A;) < u(Asz). Para verlo, supongamos que U es un abierto tal
que A, C U. En particular, 4; C U, luego p(4;) < u(U) y tomando inferiores en el miembro
derecho, p(A;) < inf{u(U) : U C A3, U abierto} = pu(Az).

Sea {4,}22, una familia numerable de subconjuntos de G. Veamos que u (U2 ,A4,) <
>0 u(Ay). Paraverlo, vamos a comenzar probando el resultado para una familia numera-
ble de abiertos {U,}>2,. Aplicando la definicién, sea K C U2 ,U,,. Puesto que es compacto
y lo tenemos recubierto por abiertos de G, tiene un subrecubrimiento finito, de modo que
K c U™ U, (suponiendo que los abiertos que lo recubren son los m primeros, lo cual
puede hacerse reordenando). Aplicamos ahora el lema 2.12 inductivamente. Escribimos
entonces K C U; U (U™_,U,). Puesto que ambos son abiertos, existen K;, K(!) compactos
con K =K, UKV , K c Uy y K& c U"_,U,. Tomando ahora K(!) C U, U (U7_,U,,) repe-
timos el razonamiento. Concluimos asi que existen Ki, Ko, ... K,, compactos y tales que
K, CcU,1 <i<myK =U",K, (denotamos K,, := K™~ para que los indices sean
correctos). Aplicando inductivamente la afirmacion 3,

m

p(K) = p(Unsy Kn) < p(Ky) + p(Upta Ky) < Z 1(Ky).
n=1
Como ademas K; C U;, se tiene u(K;) < p(U;), de modo que
W) <3 p(K) <7 uUn) <37 u(Uy),
n=1 n=1 n=1

utilizando en el ultimo paso que u(U,) > 0 para todo n € N. Puesto que K C U2 ,U, era
arbitrario, tomando superiores en el miembro izquierdo se tiene

p(UpaUn) = sup{u(K) : K C UK €K} <y ul(Un).

n=1

Para el caso general, si ) -, u(A,) = co, entonces la desigualdad es trivial. Supongamos
que > u(A,) < oo,y seac > 0. Por definicion de u(A,,), existe, para cada n € N U, abierto
con A, C U,y u(An) + 5= > (Uy). Asi,

B An) < (U Un) € 2 u(U) € 3 (0U) + 57) = Yo ulAn) + 3 5 = 3 ulAn) +e,
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

donde en la primera desigualdad hemos utilizado que A4, C U, implica que U2 A4, C

U2 Uy, Tuego p(Use 1 A,) < p(U2,U,), vy en la penualtima igualdad que ambas series con-

vergen. Como la desigualdad anterior es valida para cada ¢ > 0, debe ser u(U32;4,) <
>0, 1(Ay), tal y como queriamos mostrar.

IEstamos denotandola i en lugar de p* aunque esta notacién sea ligeramente diferente de la introducida en el primer
capitulo.
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Concluimos que p es una medida exterior en G.

Afirmacion 8: Si A € B(G), entonces A es py-medible (en el sentido de la definicién 1.12).
Aplicando el teorema de Carathéodory 1.15, sabemos que los conjuntos p-medibles constituyen
un o-algebra. Si este o-algebra contiene a todos los abiertos, entonces debera contener a B(G),
de modo que vamos a comprobar esto ultimo. Sean entonces U abierto, y A C G cualquiera.
Hemos de ver que

p(A) = p(ANU) + p(ANT").

De acuerdo con la observacion 1.13, basta ver que p(A4) > p(ANU) + u(ANU®). Si u(A) = 0o es
evidente, luego podemos suponer que u(A) < co. Sea entonces ¢ > 0, de nuevo por la definicién
de p(A), existe V.C G,A C V abierto con p(A) +¢/3 > p(V). Aplicando ahora la definicién de
w(UNV), existe K compacto con K C UNV y de manera que u(UNV) —¢/3 < pu(K). Como G es
Hausdorff, y K compacto, es cerrado, luego K es abierto, y VNK¢ también. Por el mismo motivo,
existe L C V N K¢ compacto y tal que u(V N K°) —e/3 < u(L). Por otro lado, K C U = U°® C K¢ de
modo que U°NV C K°NV. Asi,
p(Vnue) -

< (VA K) = S < p(L).

<
3

Wl m

Por lo tanto,

HAND) + (ANT) = 2 <u(V AD) +p(V N US) — 2 < () + (D)

WLUK) < p(V) < p(d) + 5.

N

En (1) hemos utilizado que K y L son compactos disjuntos (L C K¢) y la afirmacién 4. En (2)
hemos utilizado que L C V, K C V, luego K UL C V. Por ultimo, en muchas de las desigualdades
hemos aplicado la monotonia de la medida exterior. Concluimos asi que para cada ¢ > 0 se tiene

wANU)+pu(ANU®) < u(A) + ¢,

luego debe ser u(ANU) + p(ANU®) < u(A), como queriamos ver. Observemos que no podemos
decir directamente que u(VNU) 4+ u(VNU®) = u(V) pese a que (VNU) N (VNU) =& porque la
afirmacion 4 esta probada solamente para conjuntos compactos. Del teorema de Carathéodry
(manteniendo la notacion alli establecida) deducimos que p restringida a €2, es una medida, y
que B(G) C Q,,.

Afirmacion 9: i, es una medida de Borel regular.
u(K) < oo, pues p € X implica que p(K) < (K : Ky) < oo por definicion de X, y las otras propie-
dades de la definicion son ciertas por construccion de .

Afirmacion 10: y es no trivial.
Por construccién, uy(Ko) = Egggg = 1 paracada U € Y. Como ya hemos justificado, la aplicacion
X — R, h— h(Kj) es continua. Por ello, se trata de una aplicacion constantemente igual a 1 en

cada C(U), y como p € NyeyC(U), se sigue que p(Ky) =1 # 0.

Afirmacion 11: i es una medida de Haar por la izquierda.

Vamos a comenzar probando que si K es compacto, entonces p(K) = u(g - K) para cada g € G.
Para ello, consideremos la aplicacion X — R,h — h(K) — h(g - K). Esta aplicaciéon es continua,
pues al ser compacto, [,(K) = ¢g-K lo es también, y podemos repetir los argumentos anteriores. Si
vemos que es idénticamente nulaen {yy : U € YU,U C V}, paracada V € U, lo sera también en su
adherencia C(V), y como p € NyeyyC(V), u(K) = p(g- K) para cada compacto. Para ello, notemos
quesin=(K:U)yK Cc U ,¢;-U, entonces g- K C U ;(g-g;)-U,demodo que (g-K : U) < (K :U),
y aplicando el mismo razonamiento a g- K con g~ ! se tiene (K : U) = (¢t g- K :U) < (9-K : U),
lo cual prueba la igualdad. Asi,

(9-K:U) (K:U)

Holg - K) = (Ko : U) :(KO:U):“U(K)’
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como queriamos ver. Dado ahora U abierto es evidente que pu(g-U) = u(U) pues

wg-U)=sup{u(K): K Cg-UKcK}=sup{u(K): g - KCUK €K} =
=sup{u(¢g™' K):g' - KcUg ' Keck}=sup{uK'): K cUK €K}

= u(U),
donde hemos utilizando que K es compacto siy solosig-K loes, y que u(K) = u(g~!-K). A partir
de aqui, es evidente, repitiendo el razonamiento que para cada A medible, u(A) = u(g- A). O

3.2. Unicidad de la medida de Haar

Una vez probada la existencia, vamos a probar un resultado de unicidad. Como ya hemos
mencionado en varias ocasiones, en realidad, la medida de Haar no es unica, pero si que es
unica salvo multiplicacién por constantes positivas, es decir, es tinica en el momento en que se
fija una unidad de medida. De nuevo, antes de probar el resultado de unicidad, necesitamos
algunos resultados previos, de caracter mas técnico, y que probamos a continuacion.

Lema 3.13. Sea (X, (2, 1) un espacio de medida, f: X - Rmedibley A = {z € X : f(z) >
0}. Supongamos que 1 (A) > 0. Entonces existe algiin a > 0 talque u({z € X : f(z) > a}) > 0.

Demostracion. Comencemos observando que A = f~1(0,00) es medible por serlo f (ver las pro-
piedades del final de la seccién 1.4). Razonemos por reduccioén al absurdo, es decir, supongamos
que para cada a > 0, u({z € X : f(z) > a}) =0, y definamos S,, := {z € A: f(x) > 1/2n}. Es claro
entonces que A = U,enSy, luego por las propiedades de las medidas (proposicion 1.8)

0<p(A) <) u(Sn) =0,

neN

luego 1(A) = 0 y tenemos contradicciéon. O

Lema 3.14. Sea G un grupo topoldgico localmente compacto, y f € 4.(G) . Entonces, para
cada ¢ > 0 existe un entorno abierto U de e tal que para cada =z € G,y € z - U, se tiene

|f (@) = f(y)l <e.

Demostraciéon. Sea K = sop(f), compacto porque f € %.(G). Fijemos ¢ > 0 y tomemos z € G
cualquiera. Como f es continua, en particular es continua en z, de modo que existe un entorno
W, de z tal que para todo y € W,, |f(z) — f(y)| < /2. Por la proposicion 2.8, existe un entorno
abierto de e, U, tal que zU, C W, es un entorno de z, luego para cada y € zU, se tiene |f(z) —
f(y)| < /2. Utilizando ahora el lema 2.10, existe un entorno de e, V, simétrico y tal que V,V, C
U,. En particular, V, C U,. Asi, K C UgcgaxV,, y por compacidad, K C U}_,z;V;, para ciertos
r1,...7, € K. Definimos ahora V =nN?_,V,, y U = VN V~! Puesto que cada V,, es un entorno
abierto de e, V' 1o es, y por consiguiente, U también. Veamos que este abierto cumple la propiedad
del enunciado. Sea y € zU. Distinguimos casos.

1. Siz,y ¢ K, entonces f(x) = f(y) =0y trivialmente |f(x) — f(y)| =0 < e.

2. Supongamos z € K, entonces = € z;V,, C U, para algun 1 < k < n porque tenemos
recubierto el compacto K. Como z € zU,,, debe ser |f(z) — f(zx)| < €/2. Por otro lado,
x €xpVy yV CV,, (por definicién de V) implica que si se toma y € =U, entonces y € U C
2V C x4 Vy, Vi, C 21Uy, . Con esto, y € x,U,, , luego |f(zx) — f(y)| < £/2. Finalmente,

g S
[f(2) = f)l = 1f(2) = fzx) + flzx) = f@)] < [f (@) = flen)] + [ fl@) = fl < 5+ 5 =e
3. Supongamos ahora que y € K. Como y € 22U, existe u € U tal que y = zu, de modo que
r = yu~!. Observemos entonces que u~! € U, porque U es simétrico (ver lema 2.7). Asi,
z € yU con y € K. Aplicamos entonces el mismo procedimiento que en el parrafo anterior
pero intercambiando los papeles de = € y.
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O
El siguiente resultado nos va a mostrar que para integrar una funcién f(g) en todo el grupo
G, puede integrarse f(zg) a todo G, y el resultado es el mismo. La idea es que si g recorre todo

G, entonces zg también para z € G fijo, y como la medida x es invariante bajo traslaciones, la
integral de ambas funciones es igual.

Lema 3.15. Sea G un grupo topol()gico y sea p una medida de Haar por la izquierda en
G. Entonces para cada z € G, [, f(zg)du(g) = [, f( ) para cada f € L!(G,C).

Demostracion. Como es habitual cuando se demuestran propiedades de las integrales, comen-
zamos probando el resultado para funciones caracteristicas, pasamos después a las funciones
simples, luego a las reales no negativas, y por ultimo, a las funciones complejas en L!(G,C).

1. Sea E € B(G), entonces:

/ xe(@g)du(g) = / Yo-18(0)dplg) = p(z B) = () = / xe(@)du(a),
G G G

utilizando que yg(rg) = 1sizg € E < g € x ' Ey es 0 en otro caso, luego xg(rg) = Xz-1£(9)-

2. Sea s = Y ., a;xg, una funcion simple, utilizando la linealidad de la integral, se tiene:
/ s(zg)du(g) / ZmXE zg)du(g Za/ xE, (zg)du(g
E
—Zaz/ xE: (9)du(g / Zasz zg)du(g) = / s(g)dpu(g)-

3. Sea f : G — R medible no negativa, entonces existe una sucesion de funciones simples
{8n}22, con s,(z) < sp41(x) para cada z € G,n € N con lim,_, s,(z) = f(z) casi siempre.
Por el teorema de la convergencia monoétona, se tiene

| reninto) = [ i s(or)dute) = im sn<a:g>du<g>:nlgngo sn(9)dn(o)

G
:/ lim s, (g /f )du(g
GTL*}OO

donde referimos al lector a la seccién 1.4 para las afirmaciones relativas a la teoria de la
medida.

4. Sea f : G — R real e integrable, entonces f = f* — f~ (ver 1.18), siendo f*y f~ medibles
no negativas, luego por el apartado anterior:

/fxgdu /f*wgdu /f (zg)dpu(g /f+ )dp(g /f 9)du(g

5. Sea finalmente f : G — C integrable, entonces Re(f),Im(f) : G — R son integrables y:

/ f(zg)du(g) = / Re(f (xg))dulg) + i / Tm( (29))du(g)
G G G

- / Re(f(g))du(g) +i / Im(f(g))du(g) = / £(9)du(g)
G G G

con lo que el resultado es cierto para cada f € L*(G,C). O
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Una vez probado esto, estamos en condiciones de probar el teorema de unicidad. Este teore-
ma implica que la medida de Haar es tinica salvo una constante de normalizaciéon. Es decir, se
puede exigir que un medible concreto (de medida finita y no nula), E en el grupo G tenga medida
1. Para ello, se construye una medida de Haar por la izquierda  de acuerdo con el teorema de
existencia. Por el teorema que mostramos a continuacion, cualquier otra medida de Haar por
la izquierda sera un multiplo de esta, y la anica que asigna a E medida unidad es (u(E)™?!) - p.
La eleccion de esta constante se llama normalizacion de la medida. Fijémonos ademas en que
un conjunto medible tiene medida nula para una medida de Haar si y solo si tiene medida nula
para todas las demas.

La idea fundamental de la demostracion del teorema de unicidad es utilizar la unicidad del

teorema de representacion de Riesz 1.22. Asi, vamos a probar que, si ¢y v son dos medidas de
Jo 9(z)dv(z)
Jo 9(@)du(x)
que se elija. De aqui se seguira que para toda funciéon f € %.(G) se da la igualdad

/G f(2)v(z) = a /G f(2)dp(z)

y utilizando el teorema de representacion de Riesz, concluiremos que p = av.

Haar por la izquierda, definiendo a := para g € %.(G), a no depende de la funcion g

Teorema 3.16 (de unicidad). Sea G un grupo topolégico localmente compactoy py v dos
medidas de Haar por la izquierda. Entonces, existe a € (0,00) tal que pu = av.

Demostracion. Fijemos py v dos medidas de Haar en G. Comencemos viendo que existe K C G
compacto con u(K) > 0. Para justificarlo, observemos que p es no nula por ser una medida de
Haar. Existe entonces E € B(G) con pu(E) > 0. Como u(E) = inf{u(U) : E C U,U abierto}, debe
existir U abierto con u(U) > 0. Como ademas u(U) = sup{u(K) : K C U, K compacto}, debe existir
K compacto con p(K) > 0.

Veamos que para toda f € €.(G),f # 0y no negativa se tiene [, f(z)du(z) > 0. Sea U :=
f71(0,00). U es abierto porque f es continua por hipétesis, y como es no negativa y no idénti-
camente nula, U # @. Sea entonces u € U, entonces v~ U es un entorno abierto de e. Con esto
K C Uyek yu'U. Por compacidad de K, existen yi,...y, € K con K C U, yu™'U = U, ¢;U
donde hemos definido g; := y;u~'. Por las propiedades de las medidas (proposicion 1.8)

0 < p(K) < p (U g:U Z ) =D _uU) = nu(U),

de modo que p(U) > 0. Por el lema 3.13, deducimos que existea > 0talque V :={g € G : f(g) > a}
tiene medida positiva: ¢(V) > 0. Como f es no negativa y la integral es monétona

/ f () dua / f(@)due / a du(z) = ap(V) > 0, (3.1)
luego en particular [, f o f(x)du(r) > 0, como queriamos ver.

Sea g € ¢.(G), g # 0y no negativa, que dejamos fija. Para cada f € %,(G) se define la aplicacién

hy: GxG— R

f(z)g(yz)
@Y= Tt

Observemos que h; esta bien definida, pues el denominador no se anula, pues la funcion g(tz) =
gor, tiene soporte compacto, luego aplicando (3.1), la integral es positiva. Veamos que h; tiene
soporte compacto. Denotemos K; := sop(f) y K2 := sop(g). Si f(z) o g(yx) son nulas, hs(z,y)
también por definicién, de modo que

{(z,y) € Gx G h(z,y) #0} ={(x,y) € Gx G: f(2) #0y glyx) # 0} C K1 x (K[ 'K»).  (3.2)
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Tomando adherencias sop(h) ¢ K; x (K 'K>) es un cerrado en un compacto luego compacto.
Detallemos algo mas la ultima contencion en (3.2). Basta observar que si (z,y) € G x G son tales
que f(x) # 0y g(yx) # 0, en particular = € sop(f) = K, y zy € sop(g9) = K» = y € 2 'K, C K| 'Ko>.

Comprobemos que la aplicacion hy : G xG — G es continua. fy g son continuas por hipotesis
(luego g(zy) = g o ¢(x,y) también), y por definicién de hs, si probamos que el denominador es
continuo, hy lo sera también. Definimos entonces

I: G — R
r = [og(te)du(t).

Para ver que I es continua, podemos ver que es continua en cada punto. Concretamente, fijando
zo € G, como [ tiene llegada en R, vamos a ver que dado ¢ > 0 existe un entorno abierto W de
Zo I(x) — I(zg)| < e. Sea U un entorno abierto de z, de adherencia

compacta (que existe porque G es localmente compacto). En ese caso, U= i(U) es imagen de
un compacto por un homeomorfismo, luego es un compacto y Ko X T ' es compacto por ser

producto de compactos. Por consiguiente, K - = (Ko, U _1) es también compacto. Puesto
que la medida de Haar es una medida de Borel regular, los compactos tienen medida finita,
luego (KU ') < co. Por tanto, existe & > 0 suficientemente pequefio tal que § - v(K,U ') < e.
Aplicandole a g el lema 3.14, deducimos que existe un entorno abierto V' de e tal que para cada
x € G, se tiene que si y € 2V, entonces |g(y) — g(z)| < §. Sea entonces W := U N x,V, puesto que
ambos son abiertos y contienen a zy, W es un entorno abierto de zy. Para cada = € W se tiene

[I(x) — I(x0)] = '/ g(t)dv(t) — /Gg(mo)d,/(t)‘ &

(2) (3) (4) —1
< [ lotea) ~sttzo)iaw®) @ [ latta) = tmo)lan(t) < 6w (KT) <
KU

| tatt) = gteanan >\

En (1) hemos utilizado la linealidad de la integral. En (2) que | [, fdu| < [, |f|dp. En (3),
hemos que utilizado que si t ¢ Ks, g(tz) = 0,y tr ¢ Ky < t ¢ Kox~' € K>U . Como lo mismo es
cierto para zy, deducimos que si t ¢ KU 'l integrando se anula. Finalmente, en (4) hemos
utilizado el razonamiento siguiente: si x € U NV, en particular, z € 2oV y tz € tz(V, y por lo
(tx) — g(tzo)| < € (el entorno V del lema 3.14 sirve para cada z € G, luego en parti-

cular para tzy € G). Concluimos asi que hy es continua, y puesto que tiene soporte compacto,
hy € 6.(G x G).

Utilizando una ls proposicion 1.29 (nétese que es para aplicar este teorema que hemos ne-
cesitado probar h € 6.(G x G)) obtenemos

| sttt <o) = [ | [ nstenaut)|ave) @ [ ][ ng-amanto)]| avto)

= [ [ mstremam] e @ [ ][ nrom )] ane)

En (5) y en (6) hemos aplicado el lema 3.15. Veamos (5) con detalle. Tenemos

[ teaute)] )

en la integral mas interna, y es un parametro, asi que es como tener una integral de la seccion

W (@) = hy(z,y).
| @) = [ me i = [ redu)

donde hemos escrito solamente la integral interior y hemos utilizado el lema 3.15 tomando g =
hZJ{ y t = y~! segun la notacion de dicho lema. En (5) hemos hecho lo mismo pero considerando

9:(y) == hy(y~'z,y) de modo que

/G hy(y™",y)du(y) = /G 0o (@)dv(y) = /G g (y)du(y) = /G hy((ay) ", 2y)duly) = /G Bty 2y)dp(y).
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A partir de aqui, y teniendo en cuenta que [, g(tz)dv(t) < co y que la variable de integracion es
muda,

[ st = [ [r0a)- Sl = [ [ [ L0800 )] auto
|/ hpwpavy)| du) hi(y™", ay)du(y) | du(z)
LLLe LU ]
L/Lg @demW/Ukmﬁﬂﬁm%m

- (L) ([, 7ot o)

En (7) hemos intercambiado el orden de integracion utilizando que (z,y) — hs(y~', zy) vuelve a

tener soporte compacto, y la proposicién 1.29. Sea C' := |, G M’;(yfldudy( ). Tenemos entonces
JG

Jo F@)du() _
Je9@)dp@)

donde C' es una constante que no depende de y (pero si de f y g). Notese que nuevamente hemos
podido hacer el cociente porque [, g(x)du(z) > 0 porque g € ¢.(G) es no negativa y no nula.

A partir de aqui, vamos a comprobar que existe a > 0 tal que [, f(z)dv(z) = a [ f(x)du(x)
Observemos que podemos aplicar exactamente el mismo razonamiento que antes a

[ heapatvte) < viy)).
GxG

Notese que hemos considerado la medida v x v en lugar de p x v. Obtenemos asi

s = ([ g@av@) - ([ 2D av)) =0 [ g,
fe! el ¢ Jo9(ty=1)du(t) el

de modo que

Jo f@)dp(z) C_ J f(@)dv(x) fG z)du(z) _ Jq9(z)du(z)

Joo@du(z) ~ ~ Jpa@dv(e) ~ [, f@dv(e)  Jqe(@)d(x)
de modo que basta definir « : % > 0, que es una constante que puede parecer que de-
pende de g, sin embargo, la ultima igualdad de la expresion anterior, implica que a = %.
G

Ahora bien, la funcién g € %.(G) era arbitraria, de modo que a puede definirse con cualquier
funcién en %,.(G) y toma el mismo valor.

Veamos finalmente que ;. = av. Para ello, vamos a utilizar el teorema de representacion de
Riesz (teorema 1.22). Definimos entonces la medida p := 1/a-v (p s una medida por la proposicién
1.11), y definimos el funcional siguiente

¢:6.(G) — R
f = ¢(f) = Jg fz)dp(x)
Es claro que ¢ es lineal por la linealidad de la integral. Ademas, se trata de un funcional positivo,
pues si f € 6.(X) es f > 0, el desarrollo del inicio de la demostracion muestra que ¢(f) > 0. De

acuerdo con el teorema de representacién de Riesz, existe una tinica medida de Borel regular p
tal que ¢(f) = [, f ). Ahora bien,

/f Jdu(z /J ) ( /f Sl /f )dp(z

Pero entonces .y p son medidas de Borel regulares tales que ¢(f) = [, f(z)du(z) = [ f(z)dp(z)
luego debe ser u = p y finalmente, v = apu.
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Corolario 3.17. Existe una unica medida de Borel regular A en R? que cumple A (I?) = 1y
Ma+ A) = A\(A) para cada a € Ry A € B(R?), donde I = [-1,1].

Demostracion. Basta observar que (R?, +) es un grupo topolégico (de hecho abeliano), de Haus-
dorff, y localmente compacto, que I es compacto, y aplicar los resultados de existencia y unici-
dad anteriores. O

Notese que esta medida no es otra que la medida de Lebesgue, pues es claro que la medida
de Lebesgue (construida de la forma usual) cumple las condiciones de la definicion de medida
de Haar, y de nuevo la unicidad fuerza a que coincida con la obtenida con nuestros teoremas
de existencia y unicidad. De hecho, este resultado nos garantiza que la inica manera de medir
conjuntos en R™ que sea “razonable” (que cumpla las propiedades de medida de Borel regular
y sea invariante bajo traslaciones) es la medida de Lebesgue (salvo fijar unidad de medida).
Ahora bien, es importante recalcar que la medida de Haar depende de la operacion de grupo
que estemos considerando. Por ejemplo, si se considera el grupo (R*,-) con el producto usual,
entonces la medida de Lebesgue no es una medida de Haar, pues evidentemente no es cierto
que A (2-I%) = X (I?). Estudiaremos este caso con detalle en uno de los ejemplos de la seccién
siguiente.

Otra observacion importante es que el teorema de Haar, tal y como lo hemos probado, utiliza
el axioma de eleccion. Es posible dar una demostracion alternativa del teorema de existencia
que no utiliza dicho axioma, como por ejemplo, la dada en [HR94, Cap. 4]. No es esa la demos-
tracién que hemos decidido detallar porque requiere un desarrollo previo bastante mas extenso
que el dado aqui, y son bastante mas complicadas. También en [Nac76, Cap. 2 Sec. 9] se puede
encontrar la prueba de existencia debida a Henri Cartan, que de nuevo no utiliza el axioma de
eleccion. En cualquier caso en todos los casos que vamos a tratar vamos a construir explicita-
mente medidas de Haar (en su mayoria modificando convenientemente la medida de Lebesgue),
y no vamos a recurrir al teorema de existencia.

3.3. Propiedades de la medida de Haar y algunos ejemplos

Como ya hemos comentado, a la hora de tratar casos practicos, no vamos a recurrir al
teorema de existencia, pues no nos proporciona una manera sencilla de construir la medida,
sino que vamos a aprovechar medidas ya existentes, casi siempre la de Lebesgue, para construir
una medida en el espacio en el que estemos interesados. Vamos a mostrar, con todo detalle, como
construir una medida de Haar en (R*, ).

Ejemplo 3.18. Consideremos R* C R dotado de su topologia de subespacio, y consideremos
B(R*). Veamos que la aplicacién definida del siguiente modo es una medida de Haar,

w: BR*) — R
E = u(E) = [ pdi(@).

donde A es la medida de Lebesgue, es decir, en la notacion usual de la integral de Lesbesgue
w(E) = [, ﬁdx. Observemos que en este caso, p sera una medida de Haar por la derecha y
por la izquierda, pues (R*,-) es abeliano. Por otro lado, la aplicacién = — 1/|z| es medible (con
respecto a la medida de Lebesgue, porque de hecho es continua en R*), de modo que y esta bien
definida. Para ver que es una medida de Borel regular, vamos comprobando las propiedades de
la definicién.

1. u(@) = 0 pues integramos una funcién en un conjunto de medida nula

2. Sea {E,}>2, una sucesion de elementos de B(R*). Claramente B(R*) C B(R), pues hemos
dotado a R* de la topologia de subespacio, luego todo abierto de R* lo es también de R.
Asi, {E,}22, € B(R), y como 1/|z| es medible y positiva, de las propiedades generales de la
medida de Lebesgue,

P = [

Up_, B

1 - 1 "
pde =3 [ Sde =3 uE),
T T
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de modo que p es una medida. Claramente es no trivial, pues p((1,2)) f 1 dm = In(z)]? =
In(2) > 0. Veamos que es una medida de Borel regular.

1. Si K C R* es compacto, u(K) = [} 1/|z|dz > 0 porque integramos una funcién continua y
positiva en un compacto.

2. Veamos que 4 es regular exterior. Sea U abierto y « := sup{u(KX) : K C U, K es compacto}.
Si u(U) = +oo, el resultado es trivial, luego suponemos que u(U) < oo. Por ser p una
medida, u(K) < p(U) para cada K C U, luego o < u(U). Para ver la desigualdad contraria,
sea {K,}5° | una sucesion de compactos tales que K, C U para cada n € N y de manera
que \(U) < X\(K,,) + 1/n. Esta sucesion puede elegirse porque la medida de Lebesgue, \ si
que es una medida regular, luego A(U) = sup{\(K) : K C U; K es compacto}. Definamos
entonces K, = UL 1f{ Claramente K, C K,41 y K, C U para cada n € N. Ademas,
MU) < MK, + 1/n < MK,) + 1/n porque K,, C K,. En particular, se tiene xx, < X, -
Aplicando el teorema de la convergencia monétona para la medida de Lebesgue a la familia
de funciones {1/|z| - xk, () }nen s€ tiene:

1
MU:/XUx—d;L’:h'm XK, dz = lim p(K,
©) = [ @) e = lim [ v @) e = lim ()
y como {K,}52, es una sucesién concreta de compactos con K, C U, debe ser u(U) < a,
con lo que se tiene la doble desigualdad y por ello la igualdad.

3. Veamos que p es regular interior. Sea F € B(R*) y g := inf{u(U) : E C U,U es abierto}.
Nuevamente, el caso u(F) = +oo es trivial, luego podemos suponer p(E) < co. Veamos
que p(E) = B. Claramente pu(E) < 3. Sea ¢ > 0, y definamos 4, := (-n,—2) U (1,n).
A, NE° e B(R*), y sea K,, C A, N E° compacto y con p(A, N E°NKS) < e-27". Para ello,
puesto que A, N E° es medible (es interseccién de medibles), existe un cerrado K,, C A, NE¢
tal que \(4, NE°NK,) <e-27"-n~! (ver [Tao13, Ex. 1.2.7]), donde X denota la medida de
Lebesgue usual en R. En particular, K, es cerrado, y esta contenido en A,,, que es acotado,
de modo que es compacto. Con esto,

5 p—
‘ne2n o on

(A, N E°NKS) :/

1
—dtgn/ dt=nANA, NE°NK;)<n
Anngenics [t A NECNKS

Es decir, podemos aproximar A, N E¢ por conjuntos compactos, de tal modo que la medida
w de la diferencia conjuntista sea arbitrariamente pequena. En la primera desigualdad he-
mos acotado 1/|t| < 1/(1/n) = n, pues es el valor maximo que la funcién 1/|¢t| puede tomar
en A,.

Definamos U,, := Kt N A,, que es abierto por ser interseccion de abiertos. Ademas, como
K¢ C E, se sigue que E° C K,,, de modo que EN A,, C U,. Con esto,
U,NE°=K;NA,NE",

y por ello
w(U, NE°) = pu(KsNA, NE®) < —

Sea U := U,enU, que es abierto por ser unién de abiertos. Ademas, como F C R*, se tiene

E=|JEn4)c|JU. =1

1 n=1

(G

n

Entonces,
1.8 > Sy
p(U) — w(E) = p(U\E) = p(U N E°) = p(UpZ,Un N ES) Z U.NE)<Y — ==
n=1 n=1

Por tanto, para cada ¢ > 0 existe un abierto U con E C Uy u(E) = u(U) —e > 8 —¢, de modo
que u(E) > 8.

SERGIO MARTIN NIETO 53



3.3. PROPIEDADES DE LA MEDIDA DE HAAR Y ALGUNOS EJEMPLOS 3

Veamos finalmente que la medida es invariante bajo multiplicaciéon por reales no nulos, para
ello, basta aplicar el teorema del cambio de variables. Dado a € R*, se tiene:

1
pery= [ Tap= [ Lige@lae= [ ar= [ Lae =)
B Yl o= (aE) |lazx| g lz| |al g ||

donde hemos aplicado el cambio de variable con el difeomorfismo ¢ : R* - R*,z +— a-x = y.
J¢ = a denota la matriz jacobiana (1 x 1 en este caso). Observemos que si £ € B(R*), entonces
aE € B(R), pues ¢ en particular es homeomorfismo, y por ello tiene sentido considerar u(aE).

Notacion 3.19. Es habitual encontrar la medida anterior escrita como 1/|z|dz. Esta notacién se
utiliza para indicar que la medida esta definida como p(FE) := [}, 1/|z| dz para E € B(R). Vamos
a utilizarla a lo largo del texto del siguiente modo: siempre que se trabaje con subespacios de
R™, si f: R™ — R es medible, la notacién f(z)dz; - - - dz, indicara que la medida de un conjunto
medible E queda definida como [, f(z)dz; ---dz,

Una vez construida la medida de Haar en un grupo topolégico, podemos utilizarla para ob-
tener medidas de Haar en otros grupos isomorfos y homeomorfos a este, tal y como mostramos
a continuacion. Notemos que para que la demostracion del resultado siguiente sea correcta, no
es suficiente con que ambos conjuntos sean homeomorfos, es decir, tengan la misma topologia,
también es necesario que el homeomorfismo correspondiente preserve la estructura de grupo.

Proposicion 3.20. Sean Gy H dos grupos topoldgicos localmente compactos y de Haus-
dorff, y sea ¥ : G — H un homeomorfismo que también es un isomorfismo de grupos.
Entonces, i es una medida de Haar por la izquierda en G siy solo si po ¥~ = ¥, es una
medida de Haar por la izquierda en H.

Demostracion. Es evidente que basta ver una implicacién, pues la reciproca se comprueba ana-
logamente teniendo en cuenta que ¥ es homeomorfismo e isomorfismo siy solo si ¢! lo es tam-
bién. Sea entonces E C B(H), aplicando el lema 3.5, deducimos que ¥~1(E) € B(G) y tiene senti-
do considerar (¥ ~1(E)). Veamos que esto define una medida. Obviamente u(¥~1(2)) = u(2) = 0.
Por otro lado, si {E,,}32; es una sucesion de medibles disjuntos en H, entonces

U (U By) = (\I’_l (UvozozlEn)) =H (Uvozozl\ll_l(En)) = Z PV H(E,)) = Z U (B,

utilizando que {¥~!(E,)}°2, vuelve a ser una sucesion de medibles disjuntos. Para ver que
es una medida de Borel regular, observemos que si K C H es compacto, ¥V~!(K) también, y
p(P~1(K)) < co. Ademas, si E € B(H),

w(THE)) = mf{u(U) : ¥"H(E) C U : U abierto en G} = inf{u(U) : E C ¥(U) : U abierto en G}

= inf{u(¥"1(V)): EC ¥~ YV):V abierto en H}.

Utilizamos aqui que, por ser ¥ homeomorfismo, los abiertos en GG son exactamente las imagenes
por ¥~! de los abiertos en H. La regularidad interior se prueba analogamente. Por ultimo,
observemos que al ser ¥~! un isomorfismo, ¥~!(gE) = ~1(¢)¥~1(E), y por consiguiente

(TN gE)) = p(¥H(g)¥H(E)) = u(¥H(E)),
lo cual prueba que se trata de una medida de Haar. O

Diremos que la medida p. ¥ es la medida inducida por ¥ en H. De un modo similar, podemos
utilizar medidas de Haar en grupos topologicos para obtener medidas de Haar en el grupo
producto, que como detallamos en el lema 2.6 vuelve a ser un grupo topoloégico.

Proposicion 3.21. Sean G; y G2 dos grupos topolégicos de Hausdorff y localmente com-
pactos que cumplen el segundo axioma de numerabilidad con medidas de Haar por la
izquierda (resp. derecha) u; y u2. Entonces, p; x pus es una medida de Haar por la izquier-
da (resp. derecha) en G; x Gs.
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Demostracion. El hecho de pedir que los espacios cumplan el segundo axioma de numerabilidad
se hace para que el producto regular de Borel coincida con la medida producto. Con esto, para
comprobar que se trata de una medida de Haar, basta ver que es invariante bajo multiplicacion
por la izquierda. Sea entonces £ medible, de acuerdo con el teorema 1.23, y utilizando que p;
y u2 son o-finitas,
(i ) (E) = [ o) ()
1

Denotemos g = (g1,92) € G1 x Go. Entonces (gE), = {y € Go : (z,y) € gE} = {y € Go : (g; *z,y) €
(e,92)E} = ((G,QQ)E)ql—lw = gz(Egl—1$). Donde la ultima igualdad se sigue de

((e,92)E) -1, = {y € G2: (97 ', y) € (e,92)E} = {y € G2 : (97 'w, 95 'y) € E}
={g22€Gy: (g7 x,2) €E} = gg(nglx).

Por consiguiente, utilizando que u» es una medida de Haar,

(11 % 2)(9 ) = /

G1

12 ((B))di (z) = /

pa(2(B) o )i (@) = [ palEy i o)
G1

G1

Utilizando el teorema 1.27 podemos escribir esto como

[ wa(Brodim@) = [ paBe) d(l,)m)(e)
Gy 9

G1

Ahora bien, (Iy).u1(B) = pi(l;'(B)) = p(9'B) = p1(B) por ser p; una medida de Haar. Por
consiguiente, (Iy).pu1 = p1,y

) Aty = [ B (z) = (i x ) (B,
con lo que u; X p2 es una medida de Haar en G; x Gz. El caso en que las medidas son por la
derecha es analogo. O

Notese que este resultado se generaliza de manera inmediata al producto de una cantidad
finita cualquiera de grupos topolégicos.

Ejemplo 3.22. Vamos a utilizar los resultados de esta seccion para construir medidas de Haar
en algunos ejemplos que utilizaremos mas adelante.

1) Analogamente a como vimos en R*, podemos probar que u(E) := [, |det A|7"d\,2(A) define
una medida de Haar en GL(n,R), donde \,: denota la medida de Lebesgue en M(n,R) =
R" visto como grupo aditivo (ver seccion 2.3). Es habitual utilizar la notacion du(A) =
| det A|=™d\,2(A) para resumir la definicién de la medida u. Observemos que d\,2(A) =
I j—1dA(a;;) donde A(a;;) es la medida de Lebesgue en R. En adelante, y buscando utilizar
la notacién estandar para la medida de Lebesgue, escribiremos da;; en lugar de dA(a;;).
Como detallamos a continuacién, p define una medida de Haar por la derecha y por la
izquierda. La demostraciéon de que p define una medida de Borel regular en GL(n,R) es
muy similar a la que hemos dado para (R*,:) (nétese que R* = GL(1,R)). Veamos que
define una medida invariante por la izquierda. Sean E € B(GL(n,R)) y A € GL(n,R). Para
ello, observemos que la integral se realiza en R, y consideremos el difeomorfismo ¢ :
R" — R", B — A~!. B donde identificamos las matrices con los vectores correspondientes
de R como en la seccion 2.3. Vamos a aplicar el teorema del cambio de variables 1.25
en R" utilizando este difeomorfismo. Observemos entonces que (denotando con a;; los
coeficientes de A1)

~ 9(p(B))ij 2
(p(B))ij = ;aikbkj = W = 0jm“ Q-
Por tanto, Jy(B) es, salvo permutacién de filas y columnas, que pueden cambiar el sigo

del determinante pero no su valor absoluto, una matriz diagonal por cajas que en cada

262-]- es la § de Krocnecker, toma el valor 1 si ¢ = j, y el valor 0 en caso contrario.

SERGIO MARTIN NIETO 55



3.3. PROPIEDADES DE LA MEDIDA DE HAAR Y ALGUNOS EJEMPLOS 3

2)

caja tiene una copia de A~!. Concluimos asi que |det J¢| = |det(A~1)|". Una demostracion
rigurosa de esta afirmacion no es complicada, pero si que es tediosa y no aporta demasiado
al desarrollo del trabajo, asi que simplemente vamos a ilustrar este comportamiento con

1 -1
9 3 ) Entonces,

At g (L LY. (bu b2 _ [ bi—bau o b2 — b2
2 3 ba1 b2 2b11 + 3ba1 2b12 + 3b22 )

. . .2 2 - .
Por tanto, viendo ¢ como aplicaciéon de R? en si mismo

un ejemplo sencillo. Supongamos que A~! = (

p(b11,b12,b21, ba2) = (b11 — ba1, b1z — baz, 2b11 + 3ba1, 2b12 + 3ba2),

y por consiguiente

10 -1 0 1 -1 0 o0 1 -1 0 0
01 0 -1 00 1 -1 2 3 0 0
[det Tl =det |y o 5 o [|[Z|% 2 3 o o ||T]|%]0 0 1 -1
02 0 3 0 0 2 3 0 0 2 3

—1
— |det (AO A(ll)‘ — | det(A)™2].

Dicho esto, comprobemos que se trata de una medida invariante bajo el producto por la
izquierda por elementos del grupo. Tenemos

| det T(B
E de;; = CB S]] dby;
e = / /|det o) H i /_1(E)|detA Cpp 1L

1<z J<n

_ W db: _/ db;
/(A—l)—l»E/d@;M | det(B 1<E[<n v AE|det 1<£[<n !

=pu(A-E).

Hacemos aqui una observaciéon en lo que respecta a la notacion. Hasta el momento, y
como es habitual en la literatura, hemos denotado los elementos de los grupos con letras
minusculas, y una expresion del tipo A - E siempre ha denotado un producto de conjuntos.
Ahora bien, al trabajar con matrices, es mucho mas habitual utilizar letras mayusculas
para referirnos a ellas. Hemos mantenido este convenio, de modo que ahora A - F es el
producto de un elemento por un conjunto. En general, esto no dara problemas, y por el
contexto sera facil saber que indica la notacion anterior. Considerando ahora ¢(B) = B-A~!
y razonando igual, se prueba que ;. es medida de Haar por la derecha.

Sea A := {diag(ai,...a,) : [[};ai = 1,a; > 0 parai = 1,...n}. Observemos que R”;' con el
producto componente a componente es un grupo, y que la aplicacién

v Ry — A
(a1,...an) +— diag(e™,... e [ 11 e %)

es un homeomorfismo que ademas es un isomorfismo. El hecho de ser un homeomorfismo
es evidente cuando se considera la topologia de subespacio que M(n,R) 2 R™ induce en
A, y el hecho de ser isomorfismo se debe a que el producto de matrices restringido a
las matrices diagonales es simplemente el producto componente a componente, que es
justamente el producto en el grupo producto (R%;', ). En (R*,-) hemos construido una
medida de Haar p, que podemos restringir a una medida en el subgrupo (R, ‘), y que esta
dada por du(x) = m‘ld)\( ) donde X es la medida de Lebesgue. Podemos considerar entonces
el grupo producto (Rgg ,-), en el que tendremos la medida producto du = [/, z; *dA(z;)
(es decir, u(E f sl 71 mild)\(:vz)] Notemos que al trabajar en R.( se pueden suprimir los
valores absolutos De la proposicion 3.20 se sigue que po¥~! es una medida de Haar (por la
derecha y por la izquierda, pues trabajamos con un grupo abeliano) en .A. Habitualmente,
se denota la correspondiente medida como da = [[}' % Para justificarlo, observemos
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que la medida que hemos definido es hecho la medida progrediente ¥, . Por consiguiente,
para cualquier funcién g : A — R medible, se tiene

/A oA = [

y se puede escribir

d

Q;
b
a;

g(\I/(ala s anfl))dﬂ(al, ce an,l) = /

n—1
R>0

g(¥(ay,...an—1)) 1:[
i=1

n—1
>0

e 0 0 0
0 e 0 B
/ n 1d(li
9 : 0 -~
Bo' o 0 ... e 0 =1
0 0 0 TS

3) Sea N = {N = (usj)1<ij<n € SL(n,R) : u;; =1, parai =1,...ny u;; = 0 parai > j}, vamos
a probar que [], ., ., d\(u;;) una medida de Haar por la derecha y por la izquierda en V.
Normalmente, escribiremos directamente [[,,_,.,, du;; Hemos denotado u;; los elementos
de una matriz N € N para evitar confusiones con la dimension de las matrices, que deno-
tamos n. Comenzamos observando que el conjunto A es el formado por las matrices de la

forma
1 U2 U13 Lo Uln
0 1 U923 e U2n,
N = 0 O 1 cee Usp | (3.3)
0 O 0o ... 1

Es obvio que N es un subgrupo de GL(n,R) para el producto usual de matrices, pues el
producto de matrices triangulares es siempre una matriz triangular, y el elemento diagonal
de la posicion (i,47) se obtiene multiplicando los elementos diagonales de la posicion (4,1)
de ambas, que en este caso son ambos unos. Ademas, la inversa de una matriz N del tipo
(8.3), vuelve a ser de la misma forma.

Construyamos la medida de Haar explicitamente. Para ello, vamos a observar que la apli-
cacion
n(n2 —1)

b: N —
N — @(N) = (u12,ulg,...uln,um,...un_l,n)

es un homeomorfismo. En efecto, via la identificacién de M(n,R) y R" dada en la seccion
2.3, esto es igual que decir que {(z,1,0) € R? : z € R} = R. De hecho, con esa identificacion,
la aplicacién ® no es mas que una proyeccion. Dicho esto,y considerando en N la topologia

de subespacio de M(n,R) = R", y en R™5 la topologia usual, podemos considerar sus
correspondientes o-algebras de Borel: B(N) y B( R""~1)/2 ), Esto permite definir, a partir
de la observacion 3.6 la medida en N como v := & 1)\n(n,1) /2- Es decir, v queda definida a

partir de
I/(E) ::/ H duij,
o(

E) 1<i<j<n

donde ®(E) C R™5, y hemos suprimido el A utilizando la notacion habitual para la
medida de Lebesgue. La medida de Lebesgue en R™5 es de Borel regular, luego basta

comprobar que es invariante con respecto al producto de grupo. Sea entonces N de la
forma (3.3). Tenemos

V(N . E) = / duij = / |d€t j(p| H d’Uij = / H dvij
®(N-E) 1<icj<n P H(E(N-E)) 1<i<j<n (E) 1<i<j<n
= I/(E)’
donde hemos definido ¢ : R — R (el teorema del cambio de variables se aplica
en R*5") como @(B) := N - B, donde nuevamente identificamos las matrices con los
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correspondientes vectores (en particular, solo consideramos las componentes con i < j en
el producto de matrices). Con esto, es obvio que ¢~ '(B) = N~! . B manteniendo la misma
identificacion, luego ¢~ (®(N - E)) = ®(F). Falta unicamente comprobar que |det 7| = 1.
Para ello, observemos que la componente ¢, j con i < j de ¢(B) esta dada por

(@(B))ij = bij + Uiig1biv1,; + Uiiv2bigoy + .o 4+ uij—1bj i1 + wij

En particular, para b;; con k¥ < i, ocon k = iyl < j, se tiene % = 0. Por otro
kl

lado, % 1, de modo que J¢ es una matriz triangular con unos en la diagonal, y

por consiguiente tiene determinante igual a 1. De este modo, la integral de una funcién
f € LY(N) en un medible E puede escribirse como

1 u12 u1s Uln
0 1 u23 U2n
/f(N)dl/(N):/f 0 O 1 ... U3sp H duij
E E S e i<i<g<n
0 O 0 1

donde hemos hecho el abuso de notaciéon de identificar F con ®(FE).

3.4. Algunas consecuencias inmediatas de la existencia de la
medida de Haar

Veamos en esta seccion un resultado curioso, que se sigue directamente de la existencia de
la medida de Haar.

Teorema 3.23. Sea G un grupo topologico infinito numerable, localmente compacto y de
Hausdorff. Entonces G no es compacto.

Demostracion. Sea ;i una medida de Haar. Comencemos notando que para cada g € G, el con-
junto {g} es cerrado, luego medible. Ademas, si g, h € G, entonces u({g}) = u(hg=*{g}) = n({h}).
Por otro lado, G = U2, {g;} siendo los {g¢;} disjuntos. Si G es compacto, entonces u(G) < oo, pero
(@) = p(UE {g:}) = 22, ul{g:}) = S, u({e}). lo cual no puede ocurrir, pues si u({e}) > 0,
se tendria u(G) = oo, y si u({e}) = 0, entonces u(G) = 0, y la medida de Haar tendria que ser
trivial. O

Observemos que, como consecuencia de este teorema, que no existe ninguna topologia en Z
que lo haga compacto y de Hausdorff, y para la que la suma y la aplicacion que lleva cada n en
—n sean continuas.

A la hora de probar que la medida de Haar existe, hemos supuesto que el grupo G era
localmente compacto y de Hausdorff. Ya se justifico al principio del tema el hecho de exigir que
todos los grupos con los que fuéramos a trabajar fuesen de Hausdorff. Podemos preguntarnos
entonces por la condicion de ser localmente compactos. Como muestra el teorema de existencia,
es suficiente, pero ¢es necesaria? El siguiente resultado, adaptado de [Fre06, Sec. 443] muestra
que si que lo es.

Teorema 3.24. Sea G un grupo topolégico de Hausdorff en el que existe una medida de
Haar (por la derecha o por la izquierda). Entonces G es localmente compacto.

Demostracion. Sea K C G un conjunto compacto de medida no nula. La existencia de K se
demuestra al igual que en el primer paso de la prueba del teorema de unicidad de la medida de
Haar (teorema 3.16). Tomemos entonces dicho compacto K con u(K) > 0, y definamos K = KK,
que es compacto por ser producto de compactos (ver 2.13). Entonces, Int(K) # @ (se trata
de una afirmacion un tanto técnica que requiere introducir varios conceptos nuevos para su
demostracion, ver [Fre06, Prop. 443D]). Sea g € K. Lo anterior implica que K es un entorno
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compacto de g. Dado ahora h € G cualquiera, hg~ 'K = rhgq(f( ) es un entorno compacto de h.
Concluimos asi que todo punto tiene un entorno compacto, luego G es localmente compacto. [

Observacion 3.25. En el teorema anterior no podiamos haber tomado directamente K como
compacto de interior no vacio, pues puede ocurrir que en un grupo topoldgico de Hausdorff
K sea compacto, y(K) > 0y aun asi se tenga Int(K) = @. Un ejemplo de esta situaciéon, que
vamos a comentar solo de manera superficial, es el conjunto de Smith-Volterra-Cantor (también
conocido en inglés como fat Cantor set). Este conjunto se construye del siguiente modo: se
parte del intervalo [0, 1], y se elimina un cuarto de intervalo en su medio, es decir, se define
A; =[0,3/8]U[5/8,1]. Después, se toma cada uno de los intervalos asi obtenidos, y se elimina un
intervalo de longitud 1/16 de su medio, obteniéndose [0,5/32] U [7/32,3/8]U[5/8,25/32] U[27/32,1].
Inductivamente, se van eliminando subintervalos de longitud 1/4" de cada uno de los 27!
intervalos que hay en cada paso. El conjunto de Smith-Volterra-Cantor, que denotamos S, es el
conjunto de los puntos de [0, 1] que no se eliminan. Se puede probar entonces que S es cerrado,
y como esta contenido en [0, 1], es compacto. Ademas, no contiene ningun intervalo abierto por
construccion, de modo que tiene interior vacio. Ahora bien, al considerar (R, 5(R), \) donde \ es
la medida de Lebesgue, S es medible porque es cerrado, y se puede probar que A\(S) = 1/2 # 0.
Un analisis mas detallado de este ejemplo puede consultarse en [AB81, Sec. 18].
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CAPITULO 4

UNIMODULARIDAD Y MEDIDAS DE
HAAR EN EL ESPACIO COCIENTE

Una vez construida la medida de Haar en un grupo topologico de Hausdorff y localmente
compacto G, vamos a dedicar este capitulo a estudiar bajo qué condiciones se puede extender
el resultado de existencia para obtener medidas en los espacios cociente G/H donde H < G. La
medida en el cociente tiene aplicaciones en diversas ramas de las matematicas, como la teo-
ria de numeros, la teoria de representaciones y la teoria de los grupos aritméticos, de la que
presentaremos un breve ejemplo en el capitulo siguiente. A la hora de construir una medida
en el cociente, nos referimos al cociente G/H como espacio topolégico, asi que la medida que
vamos a construir no sera una medida de Haar al uso, sino una medida G-invariante, es decir,
una medida invariante bajo la accion natural de G sobre G/H. Es importante tener en mente
esta diferencia, pues es muy habitual encontrar referencias a ella en la literatura que la llaman
medida de Haar, pese a que estrictamente hablando, no lo es. Decimos que vamos a conside-
rar G/H como espacio topolégico, porque el caso en que H < G es trivial; G/H vuelve a ser un
grupo localmente compacto y de Hausdorff, de modo que se aplican los teoremas de existencia
y unicidad que vimos en el teorema anterior, y se concluye directamente que G/H admite una
medida de Haar. Cuando H es un subgrupo, pero no es normal, sigue teniendo sentido conside-
rar G/H, pero esta vez no es un grupo, asi que debe considerarse simplemente como un espacio
topologico cociente. Este cociente se obtiene de la relacion de equivalencia 2Ry < 'y € H, que
es de equivalencia, sea H normal o no. En estas condiciones, G/H es el conjunto de clases a
izquierdas xH con x € G. También se puede considerar la relacion 2Ry < yz~! € H, lo cual nos
lleva a trabajar con el conjunto de clases a derechas, H\G, con elementos Hz. Nosotros traba-
jaremos con el primero de los conjuntos, aunque en algunas de las referencias se trabaja con
el otro. A efectos practicos, ambos espacios topoldgicos son homeomorfos, y esto no presenta
ningun problema.

Un concepto que esta estrechamente relacionado con la existencia (0 no) de una medida
G-invariante en G/H es el concepto de unimodularidad. Como vamos a ver, un grupo G, de
Hausdorff y localmente compacto se dira unimodular cuando sus medidas de Haar lo sean si-
multaneamente por la izquierda y por la derecha. A lo largo del capitulo, veremos varios ejemplos
de grupos unimodulares, y algunos ejemplos de grupos que no lo son. Ligado a este concepto,
estudiaremos también la _funcion unimodular, que es relevante en los grupos no unimodulares.

Antes de entrar en detalles, el capitulo comienza probando una version del lema de Urysohn,
pues es un resultado que utilizaremos con frecuencia en las demostraciones siguientes. La
version que vamos a probar no es la mas general posible, pero si la mas ttil para nuestros
propositos. Vamos a probar que dados un compacto y un abierto que lo contiene, siempre existe
una funcién continua y de soporte compacto que vale 1 es en compacto inicial, y cuyo soporte
esta contenido en el abierto.
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4 4.1. UNA VERSION DEL LEMA DE URYSOHN

4.1. Una version del lema de Urysohn

Como ya hemos mencionado, dedicamos esta primera seccion a enunciar y probar un resul-
tado que vamos a utilizar con suma frecuencia: el lema de Urysohn. En realidad, no vamos a
probar el lema de Urysohn en su version mas general, sino que vamos a probar una adaptacion
al contexto en que lo vamos a utilizar. En su version mas general, el lema de Urysohn establece
que un espacio topolégico X es normal (esto es, todo par de cerrados disjuntos pueden sepa-
rarse por abiertos disjuntos) si y solo si para cada par de conjuntos cerrados disjuntos Ay B
de X, existe una funcién continua f : X — [0,1] tal que f(A) = {0}y f(B) = {1} (ver, por ejemplo
[MunOO, Cap. 4]). Nosotros vamos a ver solamente la implicacion de izquierda a derecha, y en el
caso en que X es localmente compacto y de Hausdorff (nétese que esto implica que es normal),
pues de nuevo, ese es el contexto en que vamos a utilizar siempre este lema. Ademas, bajo estas
hipétesis mas fuertes, vamos a poder construir una funcion f que ademas tenga soporte com-
pacto. El hecho de tener soporte compacto resulta ser de gran relevancia, pues muchos de los
resultados que vamos a probar y que ya hemos utilizado en el contexto de la teoria de la medi-
da se enuncian en términos de funciones de soporte compacto. La demostracion que vamos a
proporcionar es en esencia la que se da en [MunOO, Th. 33.1], con algunas modificaciones obte-
nidas de las demostraciones presentadas en [Rud86, Lema 2.12] y [Tor20]. Puesto que se trata
de un resultado cuya demostracién es un tanto extensa, vamos a separarla en varios pasos que
iremos tratando individualmente. Antes de comenzar la demostracion, vamos a probar un lema
previo, y a recordar brevemente algunos conceptos sobre ordenaciones que necesitaremos en la
prueba.

Lema 4.1. Sea X un espacio localmente compacto y de Hausdorff. Sea K C X compacto,
y U abierto tal que K C U. Entonces existe un abierto V relativamente compacto y tal que
KcvcvcU.

Demostracion. De acuerdo con el teorema 2.3, sabemos que para cada z € K existe V, relati-
vamente compactoy con x € V, C V,, C U. Es obvio que K C U,exV,, de modo que la familia
{Vs : © € K} es un recubrimiento por abiertos de K. Por compacidad de K, existe un subrecu-
brimiento finito, de modo que existen x4, ...z, tales que K C U ,V,.. Denotemos V := U, V,.,
que es abierto por ser unién de abiertos. Ademas, V = U?_,|V,, = UV, C U (ver [Mun0O, Sec.
17]). Por consiguiente, K C V C V c U, como queriamos ver. O

Una vez probado esto, hablemos brevemente sobre las relaciones de orden.

Definicion 4.2. Una relacion de orden simple u ordenamiento simple es una relacion <
en un conjunto A cumpliendo las propiedades siguientes:

1. Comparibilidad: para todos z,y € A con = # y se tiene t < y 0o y < x.
2. No-reflexividad: no existe = € A tal que z < .

3. Transitividad: dados z,y,z € A talesque x < yy y < z, se cumple z < z.

Obviamente, la relacién de orden < usual en R es un ordenamiento simple, que puede res-
tringirse a Q o Z proporcionando ordenamientos simples en estos conjuntos. Ademas, diremos
que un conjunto A con una relacion de orden esta bien ordenado si todo subconjunto finito
suyo tiene un elemento minimo. Todo conjunto finito tiene un elemento maximo, tal y como se
muestra en el lema siguiente.

Lema 4.3. Sea A un conjunto no vacio con un ordenamiento simple, entonces tiene un
buen orden, y existe una biyeccion entre Ay {1,2,...n} que preserva la relacién de orden,
esto es, tal que si a <4 b, entonces f(a) < f(b) (aqui <4 denota la relaciéon de orden en A,
y < lausual en {1,2,...n}) [MunOO, Th. 10.1].
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Demostracion. Comenzamos viendo que A tiene un elemento maximo razonando por induccion
sobre |A| = n. Si n = 1, el resultado es obvio. Si no, se toma ay € Ay se considera A\{ag},
que tiene cardinal n — 1, y por hipotesis de induccion, tiene un maximo a;. Finalmente, puesto
que el orden es simple, se toma el elemento mayor del conjunto {ag,a;}, que sera el maximo
del conjunto, y que existe por la condicion de comparibilidad. Una vez visto esto, veamos que
existe la biyeccion buscada. De nuevo, esta propiedad es facil de ver por induccioén. Si |4| =1, el
resultado vuelve a ser trivial. Si no, se toma ay €l mayor elemento de A, existe una biyeccion que
preserva el orden g : A\{ap} — {1,2...n — 1}. Definimos entonces la biyecciéon f: A — {1,2...n}
del siguiente modo
_ [ 9(@) si xz#ao
f(x){ n si x=aqg.
Es obvio que f preserva el orden, y como {1,2,...n} esta bien ordenado, A resulta estarlo tam-
bién. O

El resultado anterior es de utilidad pues implica que el orden en cualquier conjunto finito
y bien ordenado es simplemente el orden de {1,2,...n}, y como tal, permite trasladar las ideas
de sucesor y predecesor. En efecto, si a € A no es el minimo, se define un antecesor como
f~Y(f(a) — 1), y si no es el maximo, su sucesor es f~!(f(a) + 1), ambos unicos.

La idea de la prueba del lema de Urysohn es construir una familia de abiertos U,, indexada
por los racionales de [0, 1], y de adherencia compacta para construir la funcién f.

Lema 4.4 (de Urysohn). Sea X un espacio localmente compacto y de Hausdorff. Sea
K C X compactoy U C X abierto con K C U. Entonces existe f € €.(X) talque 0 < f(z) <1
paracada z € X, sop(f) CU,y f(k) =1paracada k € K.

Demostracién. Comencemos observando que K y B := X\U son ambos cerrados. Dicho esto,
denotemos P := QN [0,1]. Buscamos definir, para cada p € P un abierto U, de X tal que

p<gq implica U, C U, 4.1)
y tales que las adherencias sean compactas.

Paso 1: Vamos a comprobar que puede construirse una sucesién de abiertos {U,},cp con
las propiedades que acabamos de describir.
La definicién de estos conjuntos puede hacerse inductivamente. Puesto que P es numerable,
puede considerarse un ordenamiento de sus elementos, es decir, una aplicacién r : NU{0} — P,
y podemos suponer sin pérdida de generalidad que 7(0) = 0y r(1) = 1, es decir, que 0 y 1
son los primeros elementos del ordenamiento. A partir del lema 4.1, definimos un abierto U,
relativamente compacto y tal que K C U; C U; C U. Por el lema 4.1, y por compacidad de K,
definimos U, como un abierto de adherencia compacta tal que K ¢ Uy C Uy C U;. Para cada n €
NU{0}, definimos el conjunto P, := {r(k) : 0 < k < n}, el conjunto de los n+1 primeros elementos
de la ordenacion. Supongamos que para cada p € P,, hemos definido U, tal que U, es compacto,
y U, C U, para cada q > p. Denotemos s = r(n + 1), y definamos U;. Para ello, observemos que
P,+1 = P,U{s}. Se trata de un subconjunto de [0, 1] con una cantidad finita de elementos. Tiene
por tanto un ordenamiento simple que se deriva de la relacion de orden < habitual de la recta
real, y ademas tiene buen orden. En un conjunto simplemente ordenado finito, todo elemento
salvo el primero y el ultimo tiene un predecesor y un sucesor inmediato, tal y como hemos visto
en el lema 4.3, y en los comentarios inmediatamente posteriores. 0 es el elemento mas pequeno,
y 1 es el mayor, luego el elemento s tiene un predecesor inmediato, y un sucesor inmediato en
P, 1. Denotémoslos p y ¢ respectivamente. Los conjuntos U, U, ya estan definidos por hipotesis,
y verifican U, C Uy, y las adherencias de ambos son compactas. Aplicando nuevamente el lema
4.1, existe un abierto, que denotamos Us, relativamente compacto, y tal que U,, cU,cU,cC Us.
Veamos ahora que para todo par de elementos de P, .1, t,[ se verifica la ecuacion (4.1). Sit,l € P,
es cierto por hipétesis de induccion. Supongamos entonces que uno de ellos es s, y el otro es
un punto cualquiera ¢t € P,,. Hay dos opciones, o bien ¢ < p, o bien ¢t > ¢q. En cada caso se tiene,
respectivamente

U, cU, CUs Us cU, C Uy,
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y en cualquier caso, los puntos de P,.; cumplen la ecuaciéon (4.1). Aplicando entonces induc-
cion, definimos U, para todo p € P. Podemos ademas extender la definicion a todos los elementos
de Q sin mas que definir

Uy=0 si p<0

U, =X si p>1.

Notemos que para cada p > 0 se tiene K C U,.

Paso 2: Vamos a dar la definicién de la funcién f buscada.
En primer lugar, dado z € X, definimos el conjunto

Qz) :={p:z € Up},

que es el conjunto de todos los indices racionales p cuyos correspondientes abiertos contienen
al punto z. Es claro que para todo = € X, Q(x) esta acotado inferiormente por 0, pues los U,
correspondientes son vacios. Ademas, sip > 1, z € U, = X, de modo que p € Q(z). En particular,
Q(z) C R es un conjunto acotado inferiormente por 0, luego tiene un infimo. Definimos entonces

fl@)=1-mfQ(z)=1—-if{p:z €Uy} =1—-g(z) €[0,1],

donde hemos definido g(x) := inf Q(z). f toma valores en [0,1] porque g también. En efecto,
g(z) > 0 porque Q(z) esta acotado inferiormente por 0. Ademas, g(x) < 1 porque para cada p > 1
se tiene que z € U, = X.

Paso 3: Veamos que f toma los valores correctos en K y U.
Lo primero que vamos a comprobar es que f =1len K,y f =0 en B = X\U. Para lo primero,
si k € K, entonces k € U, para cada p > 0, de modo que g(z) = nf Q(z) =0, y f(x) = 1. Por otro
lado, si z € B, entonces z ¢ U, para p < 1. Por consiguiente, Q(z) esta formado por todos los
racionales mayores que 1, de modo que g(z) =1y f(x) =0.

Paso 4: La funcioén f es continua.
Es obvio que basta con ver que g lo es. Para ello, vamos a comenzar demostrando las implica-
ciones siguientes

si z€U, entonces g(x)<r,

si = ¢ U, entonces g(x)>r. (4.2)

Para ver la primera implicacion, fijémonos en que si z € U,, entonces z € U, para cada s > r
por la ecuacion (4.1). En particular, Q(z) contiene a todos los racionales mayores que r, luego
de la definicién se sigue g(z) = inf Q(z) < r. En cuanto a la segunda, notamos que si z ¢ U,,
entonces = ¢ U, para cada s < r (de nuevo por la ecuacion (4.1)). Esto implica que Q(z) no puede
contener ningun racional menor que r, de modo que g(z) = inf Q(xz) > r. Con esto, estamos en
condiciones de probar la continuidad de g. Para ello, dado zy € X y un intervalo (¢,d) C R con
g(xo) € (¢,d), buscamos un entorno V de z, tal que g(V) C (¢,d) (esta es una de las definiciones
equivalentes de continuidad, ver [MunOO, Th. 18.1]). Para ello, utilizando la densidad de QQ en
R, tomemos racionales p, g tales que

c<p<g(zy) <g<d.

Veamos que el abierto V := U,\U, sirve. En primer lugar, veamos que de las condiciones de
(4.2), se sigue que zy € V. Puesto que g(zy) < ¢, de la segunda condicion se sigue que z € U,
mientras que al tener p < g(zo), la primera afirmacion implica que z ¢ U,. Veamos finalmente
que ¢g(V) C (¢, d). Para ello, si tomamos x € V, aplicando de nuevo las condiciones de (4.2),
z € U, C U, implica que g(z) < ¢, mientras que = ¢ U, implica que = ¢ U,, de donde se sigue que
g(x) > p, luego p < g(x) < ¢, y en particular, g(z) € [p,q] C (¢,d). Veamos finalmente que f tiene
soporte compacto. Para ello, basta observar que sop(f) C U, siendo el segundo compacto. Esta
contencion se sigue de que si z ¢ U, de la segunda implicacion en la ecuacion (4.2), se sigue
que g(x) > 1. Como ya hemos detallado, g esta acotada entre 0 y 1, luego debe ser g(z) = 1, en
cuyo caso f(z) = 0. De este modo, {z € X : f(x) # 0} C U;, y tomando adherencias se sigue
sop(f) € U,. Ademas, sop(f) cU; C U.

O
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Notemos que esta version puede enunciarse simplemente diciendo que existe una aplicacion
continua de soporte compacto tal que yx < f < xy. Si f es tal como en el lema de Urysohn,
escribiremos K < f < U. Notemos que, en particular, toda funcién construida a partir de este
lema cumple 0 < f < 1. Concretamente, si f € 6.(X), K es compacto y U es abierto, escribiremos
K < f para indicar que f(k) =1 para cada k € Ky f < U para indicar que sop(f) C U.

4.2. Unimodularidad

Introducimos en esta seccién los conceptos de unimodularidad y de funcion modular en G.
Esta funcion resulta ser de vital importancia a la hora de decidir si un grupo cociente G/H
admite una medida G-invariante, tal y como veremos en el teorema 4.23 al final del capitulo.

Definicion 4.5 (grupo unimodular). Sea G un grupo topolégico de Hausdorff y local-
mente compacto. Diremos que G es unimodular si toda medida de Haar por la izquierda
es también una medida de Haar por la derecha.

Observacion 4.6. Notese que la definicion anterior implica que G es unimodular si y solo si
toda medida de Haar por la derecha es también una medida de Haar por la izquierda (es decir,
los papeles de izquierda y derecha se pueden intercambiar). En efecto, sea G unimodular y x es
una medida de Haar por la derecha. Sabemos, por el teorema de existencia 3.12, que G admite
una medida de Haar por la izquierda v, que también es medida de Haar por la derecha por ser
unimodular. Por el teorema de unicidad 3.16, existe a > 0 tal que u = av, luego p es una medida
de Haar por la izquierda. Un razonamiento analogo prueba que si toda medida de Haar por la
derecha lo es por la izquierda, entonces G es unimodular tal y como se describe en la afirmacién
anterior.

Ademas, a la hora de probar que un grupo topolégico es unimodular, basta encontrar una
medida regular de Borel que es de Haar simultaneamente por la derecha y por la izquierda.
En efecto, si 4 es dicha medida, y v es otra medida de Haar por la izquierda, entonces son
proporcionales, asi que v es también medida de Haar por la derecha.

El lema siguiente es el que va a permitir definir, a partir del teorema de unicidad de la medida
de Haar, la funcién unimodular. Lo que vamos a hacer es comprobar que a partir de una medida
de Haar por la izquierda p, y tomando un elemento g € G cualquiera, podemos definir una nueva
medida de Haar, de nuevo por la izquierda p,. Esta medida se define como p,(E) := p(Eg). Es
decir, a un conjunto £ le asignamos la medida de su trasladado por g.

Lema 4.7. Si G es un grupo topologico de Hausdorff y localmente compacto, y i s una
medida de Haar por la izquierda en G. Sea g € G entonces, la aplicacion

pg o B(G) — [0,400]
E = pu(Eg)

es una medida de Haar por la izquierda.

Demostracién. Es evidente que 1, es una medida. Ademas, p,(K) = p(Kg) < oo porque Kg =
rq(K) es imagen de un compacto por un homeomorfismo. Para la regularidad exterior, notemos
que

1g(E) = p(Eg) = mf{u(U) : Eg C U;U abierto} = inf{u(U) : E C Ug~';U abierto}

4.3
=inf{u(Vyg): E C V;Vg abierto} = inf{p,(V) : E C V;V abierto}, #.3)

donde hemos utilizado que Vg = r,(V) es abierto siy solo si V' lo es. La regularidad interior se
comprueba igual. Finalmente, utilizando que i es medida de Haar por la izquierda, comproba-
mos que ji, también

tig(hE) = p(h - Eg) = p(Eg) = ig(E).

O
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Es decir, si ;© es una medida de Haar por la izquierda, p, €s otra, y en principio no son iguales.
Ahora bien, del teorema de unicidad 3.16, sabemos que existe una constante, que depende de
¢ y que denotamos A;(g) tal que para cada E € B(G) se tiene

1g(E) = Ac(g)u(E) 4.4)
En particular, 4y = Ag(g)p. La aplicacion Ag : G — Ry se llama funcién modular .

Observacion 4.8. En principio, la funcion modular podria depender de la medida i de partida.
Veamos que no es asi. Si v es otra medida de Haar por la izquierda, entonces existe a > 0 tal
que ap = v. Es obvio de la definicion que esto implica que v, = ap,. Por tanto:

vy = apg = alg(g)p = Ac(g)(apn) = Ag(g)v

de modo que, en efecto, la aplicaciéon modular no depende de la medida inicial. En particular,
puede definirse Ag : G — Ry, y esta bien definida, pues depende tinicamente del grupo. El
hecho de tomar valores en R-( se debe a que la constante de proporcionalidad entre medidas
que predice el teorema de unicidad es siempre positiva.

Uno de los objetivos de esta seccion es probar que Ag es un homomorfismo de grupos, y que
ademas es continuo. Antes de probarlo, necesitamos introducir una nueva herramienta, que
es el funcional de Haar asociado a una medida de Haar. Para ello, observemos que un grupo
topoldgico puede actuar sobre %,.(G) a partir de las representaciones regulares por la izquierda
y por la derecha . Estas representaciones son \¢ : G — %.(G), o¢ : G — %.(G) y estan definidas
como:

(Aa(9))(f(2)) = f(g™"2) (ea(9))(f(x)) = f(xg)-

Para no sobrecargar la notacioén, denotaremos \;(9)f y 0c(9)f las acciones de estos operadores
sobre una funcion f € €.(G).

Observacion 4.9. Aunque no vaya a ser necesario para el desarrollo posterior del trabajo, el
lector con nociones de teoria de representaciones de grupos podra observar que las aplicaciones
A¢ ¥ o¢ definen representaciones de G en R-espacio vectorial 4.(G). En efecto, si f es continua
y tiene soporte compacto, es claro que (A¢(g))(f) = f ol,~1 también. Esto implica que para cada
g € G, A\¢(g) es un automorfismo de %.(G) (la linealidad es inmediata, y es claro que la inversa
de \g(g) es Ag(g™1)). Para ver que )\ es verdaderamente una representacion, basta ver que
Aa(g1 - 92) = Aa(g1) © Ag(g2), lo cual es claramente cierto, pues:

(Ac(g192))f = foligigy-1 = fol 11 = (fol1)ol 1 =\a(91))(f ol-1) = Aa(g1) (A (g2) f)

para cada f € €.(G).

Definicion 4.10 (Funcional de Haar). Sea GG un grupo topolégico de Hausdorff Un funcio-
nal de Haar por la izquierda (o por la derecha) es un funcional lineal no trivial T : €.(G) — R
tal que T o A\g(g) = T para todo g € G (o tal que T o pg(g) = T para todo g € G).

Dado un grupo topoldgico G de Hausdorff y localmente compacto, existe una biyecciéon entre
el conjunto de medidas de Haar y el conjunto de funcionales de Haar. Enunciado de manera
equivalente, a cada medida de Haar le corresponde un unico funcional de Haar y viceversa, a
cada funcional de Haar le corresponde una unica medida de Haar. La demostraciéon que vamos
a proporcionar es una adaptacion de la dada en [Tor20, Prop 2.6].

Proposicion 4.11. Sea G un grupo topolégico localmente compacto y de Hausdorff. Existe
una biyeccion entre el conjunto de las medidas de Haar por la izquierda (o derecha) en G
y el de los funcionales de Haar por la izquierda (o derecha) definidos en G.

Demostracion. Hacemos la prueba para las medidas y funcionales por la izquierda, para la
prueba para funcionales y medidas por la derecha se razona analogamente. Sean M y F los
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conjuntos de medidas y funcionales de Haar por la izquierda respectivamente. Comenzamos

definiendo
b P: M — F

woo= 9,

donde @, : 6.(G) = R, f = ®,(f) := [, fdu. Es obvio que ®, es un funcional lineal positivo, luego
serda de Haar siy solo si es no trivial e invariante bajo Ag. Sean entonces f € €.(G)y g € G, se
tiene

(@ 0Ac(9))(f) = @u(foly1) = /G Flg~ ) dp(x) L /G f(@)du(z) = @,(f).

Para ver la no trivialidad, sea K un entorno compacto de algun punto en G. Entonces, para
cualquier medida de Haar, 0 < u(K) < co. Aplicando el lema de Urysohn 4.4, tomamos f € %.(G)
con K < f < G, de manera que ®,(f) = [ f(x)du(z) > [, xx(z)du(z) = p(K) > 0.

Definimos ahora ¥ : ¥ — M. Para ello, notemos que si T € F, entonces T es un funcional
lineal positivo en %,.(G), de modo que por el teorema de representaci()n de Riesz 1.22, existe una
unica medida de Borel regular en G, que denotamos py con Y(f fG x)dpy(x). Definimos
entonces ¥(T) = uy. Comenzamos comprobando que py es una medlda de Haar. El hecho de
ser una medida de Borel regular viene garantizado por el teorema de representacion de Riesz.
En cuanto a la no trivialidad, como T es no nulo, existe una funcién f € 4.(G) tal que Y(f) # 0,
lo cual implica necesariamente que uy es no trivial (si fuera trivial cualquier integral seria 0
por la propia definicion de integral). Veamos que i es de Haar por la izquierda. Para ello, sea
E € B(G)y g € G. Puesto que py es una medida de Borel regular, se tiene la identidad siguiente

pr(gF) = inf{uy(U) : g£ C U, U abierto} = inf{puy(gU) : E C U,U abierto}, (4.5)

donde la ultima igualdad se demuestra igual que en el desarrollo de la ecuacion (4.3). Ahora
bien, del teorema de representacion de Riesz se sigue que para cada abierto U C G

pr (gU) = sup{Y(f) : f < gU} =sup{T(Aa(g~")f): f < U}
21 sup{ () 1 £ < U} = e (U).

La segunda igualdad se sigue de que, al ser [, un homeomorfismo, f < gU < sop(f) C gU &
sop(fol,) C U, de modo que f < U siy solo si A\¢(¢~')(f) < U. Utilizando esta igualdad en la
expresion (4.5), se sigue que uy(gE) = uy(E), con lo que puy verdaderamente es una medida de
Haar por la izquierda.

(4.6)

Tenemos definidas dos aplicaciones ® y ¥ entre ambos conjuntos, y falta comprobar que son
inversas una de la otra, lo cual es obvio porque el teorema de representacion de Riesz garantiza
unicidad. O

Por ultimo, el lema siguiente nos permitira probar la continuidad buscada.

Lema 4.12. Sea GG un grupo topolégico localmente compacto y de Hausdorff, © una me-
dida de Haar y T su funcional de Haar asociado, entonces para cada f € %.(G)

T(oc(g™")f) = Ac(9)Y (). 4.7)

Demostracion. Aplicando la generalizacion del teorema del cambio de variable dada en 1.27 a
g-1:t G—G

T(o / F(og)du(z / f oy (@)du(r) = /G F@)A((ry-1)er) )

ahora bien, para cada E € B(G), se tiene (r,-1).u(E) = u(rg_}l (E)) = pu(ry(E)) = p(Eg) = pe(E).
Por tanto, (ry-1).p = jig. Asi:

T(ealy / F@)dig(y) 2% A(g / F@)dn(y) = Ac(o)T(F).
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Observacion 4.13. El resultado anterior en particular implica la igualdad siguiente:

/ fzg™)du(z) = Aa(g) / f(@)dp(z) 4.8
G G

En algunas ocasiones, la funcién modular se define siguiendo otro convenio. Concretamente,
se define de manera que u(Eg) = Ac(9 ')u(E). En ese caso, es obvio que la funciéon modular
sigue siendo un homomorfismo, y la igualdad anterior se escribe del siguiente modo:

/ f(zg)du(z) = Ag(o) / f(@)dp(a).
G G

Este convenio se sigue en [EL23], que utilizaremos en el capitulo siguiente. En cualquier caso,
nosotros mantendremos el convenio con el que hemos dado la definicién de la funcién modular.

Proposicion 4.14. Sea G un grupo topolégico de Hausdorff y localmente compacto, en-
tonces la funcién modular es un homomorfismo de grupos continuo Ag : (G, ) = (R, ).

Demostracion. Comencemos observando que estamos denotando el producto en G y en Ry
con el simbolo “.”, pero esto en general no dara lugar a confusién. Dicho esto, comencemos
viendo que se trata de un homomorfismo de grupos. Para ello, sea ; una medida de Haar por
la izquierda en G y denotemos T su funcional de Haar por la izquierda asociado. Se tiene

Ag(gh)u(E) = pgn(E) = n(Egh) = pn(Eg) = Ac(h)u(Eg) = Ag(h)pg(E) = Ac(h)Ac(g)pu(E)

para cada F € B(G). Sin mas que tomar E con u(E) > 0, que existe por la no trivialidad de p, se
sigue que Ag(gh) = Ag(h)-Ac(g) = Ac(g)-Ac(h) donde se ha utilizado en la ultima igualdad que
(R0, ) es abeliano. Respecto a la continuidad, por la proposicién 2.18, basta con demostrar que
Ag es continua en e. Dado que Ag tiene llegada en R, fijamos € > 0. Puesto que G es localmente
compacto, existe un entorno compacto K de e, y por el lema 4.4, existe ¢ € €.(G) con K < ¢ < G.
Ahora bien, por la proposicion 2.13, sop(¢) - K es de nuevo un compacto, de modo que que por
el lema 4.4, podemos tomar ¢ € %.(G) con K -sop(¢) < ¢ < G. Por la proposicién 3.14, existe un
entorno U de e, que puede elegirse simétrico por el lema 2.10, U C K tal que para cada g € U,
se tiene |p(zg) — ¢(z)| <e- (Y(¢)/YT(¢)). Para cada g € U se tiene:

| & 2 1

Ty Ae0) @) - T = & T Tleals™e) = 1)

(99( 97") — e(@))dp(x

SE- /w Ydu(z

donde en (1) hemos utilizado que AG( ) = 1 porque Ag es homomorfismo, en (2) que T es un
funcional positivo, en (3) la relaciéon (4.7). En (4), hemos utilizado que en sop(p) - e C sop(yp) - K,
¥ = 1, luego -1 = p para el segundo término. Para el primero, si ¢(zg~!), entonces z € g-sop(p) C
sop(y) - K, y se repite el argumento. Se concluye asi la continuidad de Ag. O

1AG(9) — Ac(e)] C)Aa(g) — 1

| < o / o(zg™) — o(@)[p(@)dulz)

Corolario 4.15. Sea G un grupo topoldégico localmente compacto y de Hausdorff, entonces G
es unimodular siy solo si Ag = 1.

Demostracion. Es evidente que si Ag = 1 entonces G es unimodular por la relacion (4.4). Para
el reciproco, sea ;. una medida de Haar por la izquierda. Tomemos F C G compacto cualquiera
y g € G, entonces u(E) € (0,00). Si G es unimodular, entonces p es también medida de Haar por
la derecha, luego

w(E) = Ac(g)py(E) = Ac(9)u(Eg) = Ag(g)u(E) = Ac(g) = 1.
0

Ejemplo 4.16. Veamos algunos ejemplos de grupos unimodulares. Sea G es un grupo topologico
localmente compacto y de Hausdorff.
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1. Si ademas G es abeliano, entonces es unimodular. Esto es bastante evidente, pues en ese
caso si ;4 es una medida de Haar invariante por la izquierda, también lo es por la derecha.

2. Si G es compacto, entonces u(G) € (0,00). Ahora bien, en ese caso, u(G) = Ag(g)uy(G) =
Ac(9)n(Gg) = Ac(g9)n(G) luego Ac(g) =1 para todo g € G.

3. Si G es topologicamente simple (es decir, no tiene subgrupos propios cerrados no triviales),
entonces también es unimodular. Para verlo, consideramos [G,G] := {zyz "'y~ : 2,y € G}.
Este conjunto se llama abelianizador de G y es un subgrupo normal (ver [Lan05, Cap. 1]).
En particular, por la proposicién 2.17, |G, G] es también un subgrupo normal. Ahora bien,
como el grupo era simple, o bien [G,G] = {e} = [G,G], en cuyo caso G es abeliano, o bien
[G,G] = G. En ese ultimo caso, por continuidad de Ay se tiene:

Aq(G) = Ac([G.G]) € Ag([G, G]) = {1} = {1},

y G es unimodular.

Consideremos ahora un ejemplo que no es unimodular. Para ello, consideramos G = {(a,b) €
R?:a > 0} el semiplano superior. Lo dotamos del producto siguiente

(a,b) - (¢,d) := (ac,ad + b)

Observemos que con esta estructura, G realmente es un grupo. Obviamente, si a, ¢ > 0, entonces
ac > 0y es cerrado para el producto. El neutro es (1,0), pues

(170) (Cad) = (1671d+0) = (Cad) (avb) ’ (LO) = (a17a0+b) = (avb)
y dado un elemento (a,c), su inverso es (a~!, —ba~!). En efecto,
(a,b)-(a™ ', —ba™t) = (aa™ ', a-(—ba~1)+b) = (1,0) (a™t, —ba")-(a,b) = (a ta,a tb—ba"t) = (1,0).

Por ultimo, para ver que se cumple la propiedad asociativa, basta con hacer un calculo sencillo
para obtener

((a,b) - (c,d)) - (e, f) = (a,b) - ((c,d) - (e, f)) = (ace, acf + ad + b)

Este grupo se suele llamar grupo ax+ by es el grupo de transformaciones afines de la recta real.
Observando que G = R+ xR (como conjunto, no como grupo), se le dota de la topologia producto
obtenida a partir de las correspondientes topologias usuales. Afirmamos entonces que —zdadby

%dadb son medidas de Haar por la derecha por la izquierda respectivamente. Observemos que
si fijamos g = (z,y), entonces las multiplicaciones a izquierda y derecha por g estan dadas por

w5 )00
(a,b) — (ax,bx +y) = <<z (1)) . (Z))T

Veamos que son invariantes a izquierda y derecha respectivamente (para ver que son medidas
de Borel regulares puede procederse como en el ejemplo 3.18). Sea E € B(G). Consideremos el
teorema del cambio de variable 1.27 con el difeomorfismo dado por ¢(a,b) = g-(a,b) = (z,y)-(a,b).
Es obvio que ¢! esta dado por la multiplicacion por g—!. Asi,

1 1 1 1
/ —dadb = / —— | det Tp(a, b)|dadb = / ﬁxzdadb = / — dadb,
gA @ = 1(gA) (azx) 4 (az) AQ

ya que Jy¢(a,b) = z - Ir. De un modo similar, consideramos ahora ¢(a,b) = (a,b) - g. Tenemos

entonces J¢(a,b) =z - I = (‘; (1)> Con esto,
1 1 1 1
/ —dadb = / —| det J¢(a, b)|dadb = / —adadb = / —dadb, 4.9)
Ag a 1[)_1(Ag) ar A ax AQ
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de modo que 1/a dadb es una medida de Haar por la derecha. Observemos que esto automati-
camente implica que G no es unimodular, pues en caso contrario, ambas medidas deberian ser
proporcionales, y no lo son. En efecto, de acuerdo con el teorema de unicidad de la medida de
Haar, la medida de Haar por la izquierda, 1/a? dadb es tnica salvo constante multiplicativa. Si G
fuera unimodular, entonces 1/a dadb seria también una medida de Haar por la izquierda, luego
proporcional a la anterior. Para ver que no lo son, basta calcular las medidas de A = [1, 2] x [1, 2]
y B =[1,3] x [1,2] con ambas, y ver que no salen proporcionales. En efecto

1 G| 2 -1 1 1 2] 2 5
—dadb= [ —d db= —| == —dadb= [ =d db=1 =In(2
/Aa2 a /1 pe a/1 - 5 /Aa a /1 - ot/1 n(a)|; =1In(2)

y
1 31 2 —1° 2 "1 3 2
/ —dadb:/ —da/ db= —| == / fdadb:/ fda/ db = ln(a)|:11’:1n(3)7
B a2 1 a? 1 al, 3 v a 1 @ 1

pero
In(2) , In(3)
1/2 2/3°

luego no son proporcionales. Este es un caso en que la funcién modular no sera trivial, lue-

go podemos tratar de calcularla. Veamos que Ag(z,y) = 1/z. Tomemos para ello de nuevo el
conjunto A, y denotemos y a la medida u(A) := [, 1/a® dadb. En ese caso, si g = (,y)

2
1

1 1 1 1

Por consiguiente, como p(A) > 0, pug(A) = Ag(g)u(A) = 1/x-pu(A), debe ser Ag(g) = Ag(z,y) = 1/x.

Vamos a probar que el grupo SL(n,R) := {4 : M(n,R) : det A = 1} es unimodular, pues es un
resultado que utilizaremos en el capitulo siguiente, y de este modo podemos ver otro ejemplo de
grupo unimodular, para el que la demostracion de que es unimodular es algo mas elaborada.
Antes de nada, observemos que SL(n,R) es un grupo de Hausdorff, que cumple el segundo axio-
ma de numerabilidad y localmente compacto. El hecho de ser de Hausdorff y cumplir el segundo
axioma de numerabilidad se siguen directamente de que sea un subespacio de M(n,R), espacio
que tiene ambas propiedades. Respecto a la compacidad local, recordemos que todo subespacio
abierto o cerrado de un espacio localmente compacto vuelve a ser localmente compacto [MunOO,
Cor. 29.3], y M(n,R) es localmente compacto, tal y como se vio en la seccién 2.3. También en
esa seccién se comprobé que la aplicacién det : M(n, R) — R es continua, y SL(n, R) = det™*({1}),
de modo que es cerrado. Concluimos asi que SL(n,R) es un grupo localmente compacto y de
Hausdorff.

Lema 4.17. Sean G; y G, dos grupos topolégicos de Hausdorff, localmente compactos,
y que cumplen el segundo axioma de numerabilidad, y sean Ag, y Ag, las funciones
modulares. Entonces, la funciéon modular de G = G; x G5 esta dada por Ag(g1,92) =

A1(g1) - Az(g2).

Demostraciéon. Comencemos notando que en G; x G4 existe una medida de Haar por la proposi-
cion 3.21 (ver comentarios relativos a la medida producto del capitulo 1). Sean u; y u2 medidas
de Haar por la izquierda en GGy y G» respectivamente, y sea p1 x po la medida producto en G; x Gs.
Sean E; € B(G1) y E» € B(G3) de medida positiva. Entonces, para cada g = (g1, g2) € G se tiene

Ac(g)(p1 x p2)(Er X E2) = (u1 X p2)g(Er x E2) = (1 X p2)((91,92) - (E1 X Es))
= (p1 x p2)((91E1) % (92F2)) = p1(g1Er) - pa(g2E2)
= (11)g, (E1) - (2) g, (E2) = Ag, (91) 11 (E1) - Ag, (g2) p2(E2).

Ahora bien, Ac(g)(p1 X p2)(Er x E2) = Ag(g)pi(Er) - p2(E2), de modo que

Ac(g)pi(Er) - p2(E2) = Ag, (91)p1(E1) - A, (92)p2(E2)

y dividiendo por p;(E1)u2(E2) > 0 se obtiene el resultado buscado. O
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Antes de estudiar el ejemplo buscado, vamos a hacer un pequenio inciso en el resultado de
la proposicién 3.20. Observemos que si Z : G — H es un homeomorfismo y un isomorfismo,
entonces Az = Ay o E. En efecto, sea ;1 una medida de Haar por la izquierda en G, y Z.u la
medida inducida por = en H. Sea E € B(H) de medida positiva. Entonces, para cada g € G,

Ap(E(9)Zp(E) = (Eup)z(g)(E) = Zuu(E - E(g)) = w(EH(E E(9))) = n(E ' (E)g) = Ac(g)n(E(E))
= Acg(9)=.p(E)

y dividiendo por E,u(E) > 0 se concluye la igualdad.

I Proposicion 4.18. Para cada n € N, el grupo SL(n,R) es unimodular.

Demostracion. Observemos que la aplicacion siguiente es un isomorfismo (GL(n,R)"™ denota el
conjunto de matrices invertibles de determinante positivo)

Z: GL(n,R)™ — SL(n,R) x Rsg
A
A — (m, det A) .
E esta bien definido porque det(det(A)~*/"A) = det(A)~'det(A) = 1, luego el primer término
realmente tiene llegada en SL(n,Z) (ndtese que det(A4) > 0). Por otro lado, es un morfismo de
grupos pues

=(A-B) = (det(A "B)"YnA. B, det(A- B)) - (det(A)*l/" -det(B)""A - B, det(A - B))
= (det(A)"Y/" A, det A) - (det(B)~Y/"B,det B) = Z(A) - (B).

La continuidad es evidente porque se trata de una aplicacion con llegada en un producto y
cada componente es continua. Ademas, Z~'(4,\) = ¥/\- A vuelve a ser continua y morfismo de
grupos. Concluimos que = es un isomorfismo y un homeomorfismo. A partir de la proposicion
3.20, se sigue que una medida de Haar en SL(n,R) puede obtenerse trasladando mediante =
la medida en GL(n,R)* x R-o. Ahora bien, del comentario anterior y el lema 4.17 se sigue
que Agpnr) = AGLM0R)*xRy) = AGL(nR) - AR.,- R5o €s abeliano, luego unimodular. GL(n,R)*
también es unimodular (pues GL(n,R) lo es, tal y como se muestra en el ejemplo 3.22-1, y
estamos considerando un subgrupo suyo con la restriccion de la medida correspondiente). Por
consiguiente, Aqrr)y+ = 1y Ar., = 1, y por ello, Agy, gy = 1, y concluimos que SL(n,R) es
unimodular. O

4.3. Medida de Haar en el espacio cociente

Vamos a considerar ahora un grupo topolégico G, de Hausdorff y localmente compacto, co-
mo venimos haciendo todo el texto, y un subgrupo normal suyo H, que ademas pediremos que
sea cerrado en G. Observemos que por la proposicion 2.17, si encontramos H < G, entonces H
serda normal y cerrado. En ese caso, podemos considerar el grupo G/H. A partir de la misma
relacion de equivalencia que dota al conjunto de clases de estructura de grupo, podemos do-
tarlo de una topologia. En efecto, en G/H puede considerarse la topologia cociente. A modo de
recordatorio, si en un espacio topolégico cualquiera X, se define una relacién de equivalencia
R, siempre puede considerarse la aplicacion de paso al cociente, ¢ : X — X/R que es la en-
via cada elemento en su clase de equivalencia. La topologia cociente en X/R se define como
7:={V C X/R:q (V) es abierto en X}. En el caso particular que nos ocupa, la aplicacion de
paso al cociente esta definida como ¢ : G — G/H,g — ¢(g) = gH. De la propia construccién se
sigue que la aplicacion ¢ es continua. Ademas, se trata de una aplicacién abierta. En efecto,
si A C G es abierto, entonces ¢ 1(q(A)) = AH es abierto por la proposiciéon 2.13, luego g(A)
es abierto en G/H por la definicién de topologia cociente. Recordamos finalmente que dados
un conjunto X cualquiera, no necesariamente un espacio topologico, y una relacion de equi-
valencia, un subconjunto A de X es saturado si para cada x € A se tiene que toda la clase
de equivalencia esta contenida en A. En nuestro caso, A C G es saturado para la relacion de
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equivalencia si y solo si para cada a € A, aH C A.

Recordamos también brevemente la propiedad fundamental de topologia cociente (para el ca-
so particular en que la vamos a utilizar, es decir, no en términos de aplicaciones cociente en
general). Sea X un espacio topolégico, R una relacién de equivalenciay ¢ : X — X/R es su
aplicacién cociente. Entonces, para todo espacio topolégico Z y toda aplicacion f: X/R — Z, f
es continua siy solosiloes fog: X — Z.

Una vez hechos recordatorios, vamos a mostrar que cuando consideramos un subgrupo
normal y cerrado H de G, el problema de encontrar una medida de Haar en €l es trivial. Esto
va a seguir de la proposicion siguiente, en el que vamos a probar que bajo estas hipétesis G/H
vuelve a ser un grupo topolégico localmente compacto y de Hausdorff, y de los resultados de
existencia y unicidad del capitulo anterior.

Proposicion 4.19. Sea G un grupo topolégico y H un subgrupo cerrado. Entonces G/H
es de Hausdorff. Si ademas G es localmente compacto, G/H también.

Demostracién. Para ver que G/H es de Hausdorff, vamos a utilizar el resultado siguiente: si X
es un espacio topolégico y R es una relaciéon de equivalencia, entonces X/R con la topologia
cociente es de Hausdorff si y solo si todo par de elementos z1,z2 € X que pertenecen a distintas
clases de equivalencia pueden separarse mediante abiertos saturados disjuntos.

1 1

Tomemos z,y € G no relacionados, esto es y~ 'z ¢ H. En particular, e ¢ yHa~' siendo este
cerrado. Aplicando el lema 2.10, existe un entorno V de e simétrico con e € VV~! c G\yHz .
Sean VxH y VyH, ambos entornos abiertos y saturados de = e y respectivamente. El hecho
de ser abiertos se sigue de que V lo sea, y como e € V y e € H, deben contener a = e y res-
pectivamente. El hecho de ser saturados se sigue de que se obtengan multiplicando otro con-
junto por H. Son también disjuntos, pues si vizh, = vayhs con vi,vy € V, hihy € H, entonces
VV=t 30y oy = yhohi'2™! € yHz~! lo cual es contradiccion. Esto prueba que G/H es de Haus-
dorff.

Para ver que G/H es localmente compacto, obsérvese que la aplicacion G/H — G/H,aH
gaH es continua, como resultado de aplicar la propiedad fundamental de topologia cociente.
Concretamente, se toma Z = G/H de nuevo, y se tiene que f o ¢ = g or, es continua por ser
composicion de aplicaciones continuas. Por consiguiente, si mostramos que H tiene un entorno
compacto K, gH tendra el entorno compacto gK. Por ser G localmente compacto, e tiene un
entorno compacto K. Sea K = ¢(K), que es compacto por continuidad de ¢, contiene a g(e) = H,
y es entorno por ser ¢ abierta. O

Como la busqueda de una medida de Haar en G/H cuando H es un subgrupo normal y
cerrado de G, ya resulta trivial, el siguiente paso es preguntarse lo que ocurre cuando H es un
subgrupo cerrado, pero no normal. Como ya detallamos al inicio del capitulo, sigue teniendo
sentido considerar el conjunto de clases G/H, y se le puede seguir dotando de la topologia
cociente, pero ya no sera un grupo. Como no es un grupo, no tiene sentido hablar de medidas
de Haar en G/H, pero si que puede seguir hablandose de medidas en su o-algebra de Borel.
Antes de introducir este concepto con mayor profundidad, vamos a probar algunos resultados
que necesitaremos después.

Proposicion 4.20. Sea G un grupo topolégico de Hausdorff y localmente compacto con
medida de Haar por la izquierda p. Entonces f := i,p : B(G) — R>o U {oco} es una medida
de Haar por la derecha en G, cuyo funcional de Haar por la derecha asociado es

Tﬁ:‘KC(G’)%C,fH/C;f(x)Ag(xfl)du(x).

Ademas, si G es unimodular, i = pu.
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Demostracion. En primer lugar, ;i es una medida de Borel regular porque i : G — G es un
homeomorfismo y se puede utilizar la demostracion de la proposicion 3.20. Como ¢ no es un
isomorfismo de grupos en general (de hecho, salvo que G sea abeliano), pues i(zy) = (zy)~! =
y~tz~! # 27 1y~!, no podemos concluir que ji sea una medida de Haar por la izquierda, pero en
dicha demostracion, solo se necesita que la aplicacién sea isomorfismo de grupos para probar
la invarianza por la izquierda. Concluimos entonces que z es una medida de Borel regular. Para
ver que es de Haar por la derecha, basta ver la invarianza. Sean entonces F € B(G), g € E. Se

tiene

Eg) = u(i(Eg)) = (g™ ' E™") = w(E™") = p(i(E)) = i(E)
por ser p medida de Haar por la izquierda. Estudiamos ahora el funcional de Haar asociado.
Comencemos observando que T es claramente positivo y no trivial, pues Ag(g) > 0 paratodo g €

G. Ademas, para ser un funcional de Haar por la derecha debe quedar invariante al componerlo
con pi(g) para cada g € G. Desarrollando, para todos f € %.(G), g € G, se tiene

Tu(oa(9)f) = /G (06(9) ) (@) Ac / f(29) A (e V) du(z)
= 86(o) [ F(e0)- (e o an)duta) 2 Aadals™) [ Fa)-(Aa o i)@)n()
G
- /G f(2) - Ag(adu(x) = Ta(f),

donde en (1) hemos utilizado que Ag(z71) = Ag((zgg™1) 1) = Ag(g(zg)™t) = Ac(g) - Ac((zg)™1),
y que si f tiene soporte compacto, entonces (f ol,) - (Ag oiol,) también. Concluimos asi que
T es un funcional de Haar por la derecha, aunque no tenemos en principio garantizado que
esté asociado a fi. Ahora bien, como [ si que es una medida de Haar por la derecha, tendra un
funcional de Haar asociado, que vamos a denotar ®;. Por unicidad de la medida de Haar salvo
constante, y por la correspondencia entre medidas y funcionales de Haar, debe existir ¢ > 0 tal
que ®; = cY ;. De este modo,

B(5) = Xplf) =< [ f@)Ale)duta) = / (1) - Aa) o i(x)dp(x)
/ F@™)Ag(@)d(ip) (@) = / fx f(z) 2 /G F@ ) AG(@)Ag(z ) du(x)

— / Fa)dp(e) ™2 2 / J(@)dilw) = 2Dp(f).
JG JG
(4.10)

En ambos casos, el teorema del cambio de variable 1.27 se ha aplicado con la funcién i. Ademas,
en (2), hemos utilizado que el miembro de la izquierda es el funcional ®; aplicado a (foi)-Ag. La
igualdad se sigue de que este funcional es igual a ¢Y;. Tomamos entonces un entorno compacto
K de e, y aplicando el lema de Urysohn 4.4, una funcién que cumpla K < f < G. En ese caso,
®,(p) > @(K) > 0. Dividiendo a ambos lados de (4.10) por ®;(f) debe ser ¢ =1, y como ¢ > 0,
se sigue que ¢ = 1. Por consiguiente, T; = ®;, asi que T es el funcional de Haar asociado a fi.
La ventaja es que lo tenemos escrito en términos de una integral que depende de ;. en lugar de
i. Si ademas se pide que G sea unimodular, entonces Ag = 1 (corolario 4.15), y se sigue que
i = p aplicando la proposicion 4.11 y que sus funcionales de Haar coinciden. O

Observacion 4.21. De la proposicion anterior se deduce que si f € 4.(G), y ¢ es una medida de
Haar en G, entonces, puesto que la constante ¢ de la proposicion anterior es igual a 1, se tiene

[ r@rute) = [ (foion@ane) = [ et = [ 7 dnt) = (s o) =

(4.11)
—Tu(foi) = /G @) Ag(z ) du(z).

Notese que es obvio que si f € €.(G), entonces f oi € €.(G).

Con esto, podemos probar el resultado central de este capitulo, el teorema de existencia de
medidas G-invariantes en el espacio cociente. Para ello, comencemos observando que si G es
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un grupo topologico, de Hausdorff y localmente compacto, y H < G es cerrado, entonces H
vuelve a ser un grupo topolégico de Hausdorff y localmente compacto (los subespacios cerrados
de los espacios localmente compactos vuelven a ser localmente compactos [Mun0O, Cor. 29.3]).
Por consiguiente, tanto G como H tienen medidas de Haar por la izquierda. Supongamos que
H no es normal en G. Podemos preguntarnos entonces si admite una medida de Borel regular
y G-invariante, es decir, una medida ¢ en B(G/H) tal que £(A) = £(gA) para todos A € B(G/H),
g € G. En particular, ¢ es una medida invariante bajo la accién de G en G/H dada mediante
GxG/H — G/H,(g,aH) — (ga)H.

Observacion 4.22.

1. Recalcamos que ¢ no es una medida de Haar estrictamente hablando, pues el espacio
topolégico G/H no es un grupo (al menos, no con la estructura de grupo cociente), y no
tiene sentido siquiera hablar de medidas de Haar en ese contexto. Se trata de una medida
invariante bajo la accién de G en G/H. Ahora bien, es muy habitual en la literatura hacer
abuso del lenguaje, y decir que ¢ es una medida de Haar en el cociente (ver [Tor20]). También
aqui nos referiremos a £ como medida de Haar en algunas ocasiones a lo largo del capitulo
siguiente.

2. Aunque utilizamos la misma notacion g - A que utilizabamos para grupos en los que no
tomabamos el cociente, A ahora es un conjunto de clases a izquierda zH,y g- A = {(92)H :
xH € A}. Es decir, g-A no es de la forma r,(A) en el sentido en que hemos estado trabajando
con los grupos topologicos.

Teorema 4.23. Sea GG un grupo topologico de Hausdorff y localmente compacto, y sea
H < G cerrado. Sean p y v las medidas de Haar por la izquierda en G y H respectiva-
mente. Entonces existe una medida G-invariante, { en G/H siy solo si (Ag)|ly = Apn.
Ademas, en ese caso ¢ es Unica salvo constante multiplicativa estrictamente positiva y
puede normalizarse de modo que, para toda f € %.(G), se cumpla

| r@auto) - [ . [ stamavton| astom). @.12)

De hecho, cuando se supone ademas que G satisface el segundo axioma de numerabilidad,
este resultado se puede extender a funciones f € L'(G) (ver [KLO6, Th. 7.12] y las explicaciones
proporcionadas). Esto nos sera de utilidad en el siguiente capitulo, donde se lo aplicaremos a
xa(z), una funcién que, aun si A es compacto, por regla general, no es continua, y por consi-
guiente no pertenece a %.(G).

Demostracion. Al igual que la prueba de existencia de la medida de Haar, se trata de una prueba
bastante extensa. Es por ello que vamos a redactar la prueba en el estilo de estas, enunciando
ciertas afirmaciones y probandolas conforme vaya siendo necesario.

Comenzamos mostrando que si ¢ existe satisfaciendo las hipétesis del enunciado, entonces
(Ag)|g = Ap. Definamos la aplicacion

viil@ 2 o [ st avin) agtor),
Ja/ua LJH

La primera observacion es que el funcional anterior esta bien definido. En efecto, la integral
interior no depende del representante de la clase de gH elegido. Para verlo explicitamente, si
gH = ¢g'H, entonces (¢’)~'g = h € H. En particular, g = ¢g'h, de modo que

/H F(gh)du(h) = /H F(g'Rh)dw(h) = /H (g m)du(h),

aplicando en la ultima igualdad el teorema 1.27 con el homeomorfismo /;. Veamos que \ es un
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funcional de Haar por la izquierda (ver definicién 4.10). Dado entonces g € G, calculemos
(oxaloN(N) = [ [ flg™mh) dvih) dgmtn) = [ (g™ 'm) dem)
G/H JH G/H
— [ poLy(m) dstmt) = [ om) d(L, £)mH)
G/H G/H
— [ ) dgtmn) = A1),
G/H

donde hemos definido ¢(g) := [, f(gh) dv(h). Se tiene ¢ € €.(G), pues la aplicacion (g, h) — f(gh)
esta en ¢6.(G x H), y podemos aplicar la proposicion 1.29 notando que G x H vuelve a ser un
espacio topolégico localmente compacto y de Hausdorff. También hemos definido L, : G/H
G/H,mH — gmH, que es continua, luego medible (y cuya inversa es L,-1, que es también conti-
nua, y por consiguiente homeomorfismo). La continuidad se sigue de la propiedad fundamental
de la topologia cociente, pues L, o g = I, o ¢ siendo el miembro derecho composicion de apli-
caciones continuas. Con esto, hemos aplicado el teorema 1.27 observando que (L,-1).{ = £
pues estamos suponiendo que ¢ es una medida G-invariante, y para cada A € B(G/H) se tiene
(Lg-1)£(A) = f(L;_l1 (A)) = €(gA) = &£(A). Por consiguiente, tenemos un funcional de Haar por
la izquierda. Aplicando entonces la proposicién 4.11, A define una tnica medida de Haar por
la izquierda, p en G. Aplicando (4.7) al funcional ), se sigue que \og(t™1)f) = Ag(t)A\(f) para
todos ¢t € G, f € €.(G). Ahora bien, podemos desarrollar esta expresién utilizando la definicién
de )\, pero tomando t € H. Asi,

Aea(t™ /G . / (0a(t™1)F)(gh) dv(h) d&(gH) = /G y / F(ght™1) du(h) d&(gH)

— o —1 v _ _ o y
_/G/H/(f lg)(ht™") dv(h) d€(gH) / /(QH(t D foly)(h) du(h) dé(gH)

/G/H/ A (t)(f oly)(h) dv(h) dé(gH) & /G/H/ F(gh) dv(h) dé(gH)
= Ayt

donde en (1) hemos utilizado (4.7) con f ol,|y que tiene soporte g~'sop(f) N H, que es compacto
porque H es cerrado. En (2) simplemente hemos observado que Ay (¢) es un numero real porque
t € H esfijoy sale de la integral. Aplicando el lema de Urysohn 4.4, podemos tomar K un entorno
compacto de algin punto de G (que existe por ser G localmente compacto} y elegir f e é.(G) tal
que K < f < G. Entonces, por definicion de la medida x tenemos A(f) = [ f . Notemos
que u(K) < A(f) < p(sop(f)) < co. Por tanto, tomando t € H'y combmando lo anterlor se tiene

Mea(t™)f) = ActA(f) = Ar(t)A(f),
y como podemos dividir por A(f), concluimos que (Ag)|g = Apy, tal y como queriamos ver.

El reciproco es algo mas elaborado, asi que vamos a ir probando el resultado a partir de una
serie de afirmaciones que iremos enunciando y demostrando.

Afirmacion 1: Si G es un grupo de Hausdorff localmente compacto, y H < G cerrado, con
medida de Haar por la izquierda v, se define entonces, para cada f € %.(G), la aplicaciéon

fu: G/H — R
gH —  fu(gH):= [, f(gh) dv(h).

Entonces, fy esta bien definida y pertenece a %.(G/H). Ademas, la aplicacion ? : 6.(G) —
¢.(G/H), f — fm es sobreyectiva.

En primer lugar, para ver que esta bien definida, hemos de ver que fy(¢gH) no depende del
representante de la clase elegido, y que la integral es finita. Lo segundo se sigue inmediatamente
de que f tenga soporte compacto. Para lo primero, tomemos g1,g2 € G tales que g1 H = goH y
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veamos que [, f(g1h) dv(h) = [;; f(g2h) dv(h). Desarrollando,

| farnyvin = /H F (9205 Luh)dw () = /zqzlw(f””)Olgzlgl(h)d”(h)

(i)/Hf(g2h> d((lgglgl)*VXh) :Af(QQh)dV(h)

donde en (3) hemos utilizado el teorema 1.27, y hemos observado al ser goH = g1 H, se tie-
ne g, l91H = H. En (4), hemos utilizado que v es una medida de Haar por la izquierda, luego
(I ot g, )+V = v. Paraver que sop(fy) es compacto, basta notar que es un cerrado y que esta conte-
nido en ¢(sop(f)), que es compacto por ser imagen de un compacto por una aplicacién continua.
Ademas, es claro que basta ver que {¢H € G/H : fg(¢gH)} C q(sop(f)), pues tomando adherencias
se tiene el resultado buscado. Si fy(gH) # 0, entonces debe existir h € H con f(gh) # 0 (f es no
negativa). En particular, gh € sop(f), luego gH € g(sop(f)). Respecto a la continuidad, utilizando
de nuevo la propiedad fundamental de la topologia cociente, fy sera continua siy solo si lo es
faoq:G—R,g~ [, f(gh)dv(h),y ya comprobamos en la afirmacion anterior que esa aplicacion
es continua.

Estudiamos finalmente la sobreyectividad. Tomamos para ello F € %.(G/H), y tomemos
K C G tal que sop(F) C ¢(K). Para ver que esto puede hacerse, notemos que G puede recu-
brirse mediante abiertos relativamente compactos {U;};c; (ver teorema 2.3). Como ¢ es abierta
{q(U;)}ier constituye un recubrimiento abierto de sop(F’), que es compacto, y admite por ello un
subrecubrimiento finito. Entonces sop(F) C U™ ,q(U;) = ¢(U,U;) C q(U?_,U;), de modo que se
puede tomar K := U U;, que es compacto por ser union finita de compactos.

Elijamos también n € %,(G) con K < n < G (utilizando el lema de Urysohn 4.4). Definimos
entonces f : G — R como
F(gH)n(g)
flg) = % si. ng(gH) #0
0 si ng(gH) = 0.

Afirmacion 2: La funcién f asi definida es un elemento de %.(G).
Comenzamos observando que sop(f) C sop(n), de modo que f tiene soporte compacto. De hecho,
el hecho de tomar 7 se hace precisamente para suplir el posible hecho de que G no sea compacto
(en cuyo caso, podria tomarse 1 = 1). Falta comprobar que f es una funciéon continua. Para ello,
vamos a ver que lo es en la unién de dos abiertos U; y Us con G = U; U Us. Definimos entonces

Uy :={9€G:ng(gH) # 0} Us :=G\KH.

En primer lugar, K H es un cerrado aplicando 2.15, luego su complementario, U, es abierto.
Por otro lado, U; = G\nj'({0}) es abierto por ser el complementario de un cerrado, utilizando
la continuidad de ny para afirmar que 7' ({0}) es cerrado. Ademas, en Uy, f es continua, pues
es cociente de funciones continuas (F por estar en %.(G/H), n por hipétesis, ny por lo probado
en la afirmacion 1, y la aplicacion g — ¢gH es la aplicacién cociente ¢, que es continua por la
definicién de la topologia cociente). Por otro lado, en U,, f es continua porque es nula. Para
verlo, si g ¢ KH es tal que ny(gH) = 0 es nulo, entonces f = 0 por definicién. Si no, F(¢H) =0,
pues sop(F) C ¢(K)y g ¢ KH implica que gH ¢ ¢(K), pues en caso contrario, existiria ¢ € K
con gH = (H, lo cual equivale a que ¢~'g € H, que implicaria a su vez g € /{H C KH, que es
contradiccién. Falta comprobar que G = U; UUs. Para ello, vamos a ver que dado g € G, sig ¢ Uy,
entonces g € Us. En caso de tener g ¢ U, se tiene

0=nu(gH) = /Hn(gh)dV(h),

pero 7 es una funcién real no negativa, de modo que debe ser 7(gh) = 0 para cada h € H. Ahora
bien, esto implica que g ¢ K H, pues en caso contrario gh € K para cierto h € H, y en ese punto

n(gh) = 1.

Afirmacion 3: Manteniendo las definiciones anteriores, tiene fi = F.
Para verlo, observemos que si g ¢ U;, entonces ny(gH) =0y f(g) = 0 por construccion. Ademas,

SERGIO MARTIN NIETO 75



4.3. MEDIDA DE HAAR EN EL ESPACIO COCIENTE 4

por lo ya discutido en la afirmacién anterior, esto implica que g ¢ KH, de modo que F(gH) = 0.
Si g € Uy, entonces f esta definido por su primera expresion y desarrollando

futatt) = [ samsaviy = [ I, 0) — pigm) %W — F(gH).

Para sacar F(gH)y nu(gH) de las respectivas integrales, hemos utilizado que ghH = gH porque
hH = H, y que al ser funciones en G/H, dependen solamente de la clase de equivalencia, y no
de h.

Lo anterior implica que la aplicacion ? : 6.(G) — %.(G/H), f — fu es sobreyectiva. En par-
ticular, puede elegirse una inversa por la derecha s : 6.(G/H) — %.(G). Esta inversa cumple
005 = Idg, (g/m), €s decir, (sF)y = F para toda F € 6.(G/H). Para definir la aplicacion s, basta
tomar como s(F) una cualquiera de las f € %.(G) tales que ?(f) = fy = F. Podemos considerar
entonces la aplicacion

A\ G.(G/H) 5 R, F s /G (sF)(9)dp(g).

Afirmacién 4: Para cualquier f € ¢.(G) tal que fi =0, se tiene [, f(g)du(g) = 0.
Notemos que existe n € %.(G) tal que g(sop(f)) = sop(f)H < ng < G/H. Para verlo, basta notar
que ¢(sop(f)) es compacto en G/H que es localmente compacto y de Hausdorff. Del lema de
Urysohn 4.4, existe ¢ con ¢(sop(f)) < ¢ < G/H, y por ser d sobreyectiva, existe n € €.(G) tal que
nu = . Tenemos entonces

(6) _
/G F9)du(g) & /G nir(9H) £ (g)du(g) = /

G

@/G |:/H77(gh_1)AH(h_1) dV(h)} f(g)du(g)-

[ [ atai dv<h>] £(9)dn(o) -,

En (6) hemos utilizado que f(g) puede ser no nulo solamente cuando g € sop(f), y al ser
sop(f)H < ng, ng = 1 en los puntos en los que el integrando es no nulo. En (7) hemos uti-
lizado la igualdad expuesta en la observacion 4.21 con la funcion 7 o [,. Queremos utilizar la
proposicién 1.29 para cambiar el orden de integracion en la ultima expresion de 4.13. Para
ello, definamos 6 : G x H — R, (g,h) — f(g)n(gh~')Ag(h~1). Es obvio que 6 es continua, luego si
comprobamos que tiene soporte compacto, estaremos en las hipotesis de la proposicion 1.29.
La compacidad del soporte se sigue, tras tomar adherencias, y notar que el producto cartesiano
de compactos es compacto, de la contencion

{(g,h) € G x H :0(g,h) # 0} C sop(f) x (sop(n)~" -sop(f) N H). (4.14)

Notemos que f y 7 tienen soporte compacto, y H es cerrado, de modo que (sop(n))~!-sop(f)NH es
compacto (proposicién 2.13). Para comprobar que es cierta la contencion de (4.14), supongamos
que 6(g,h) # 0. En particular, f(g) # 0, luego g € sop(f). Ademas, n(gh~—!) # 0 implica que
gh™! € sop(n), luego h=! € g~1sop(n), que implica h € sop(n)~tg C sop(n)~! - sop(f), y obviamente
podemos intersecar con H y concluir que h € sop(n)~1g C sop(n)~! - sop(f) N H. Teniendo esto en
cuenta, el tltimo término de (4.13) es igual a

_ _ ®) _
L rtan166) duta)| anty avin) @ [ [ wta)tamacinianta)| sut ). @19
En (8), hemos utilizado de nuevo la observacioén 4.21 con la funcién f(g) - nol, : H — R. Ahora
bien, en la ecuacién (4.15), podemos utilizar la hipoétesis de que (Ag)|y = Ay, de modo que

Ag(h)-Ap(h™') = Ag(h)- Ag(h™1) = 1. Asi, la ecuacion (4.15) es igual (aplicando la proposicion
1.29 para cambiar el orden de las integrales) a la expresion siguiente

/ [ / n(g)f(gh)du(gﬂ v = [ ata) [ /| f<gh>du<h>] Aula) = [ () falat)in(o) =0

utilizando que fy = 0 por hipétesis.
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Afirmacion 5: La aplicacion A no depende de la inversa por la derecha s elegida.
Para ver que A no depende de la eleccion de la inversa por la derecha, tomemos s y s’ dos inversas
por la derecha diferentes. Tomemos también F € 4.(G/H), se tiene entonces

/ (sF)(g)dp(g) = / (5'F)(g)dpulg) <= / (s — &) F)(g)dpu(g) = 0.
G G G

Ahora bien, la segunda igualdad se da como consecuencia de la afirmacién anterior, pues
(s —s)F)g = (sF —F)yg = (sF)g — (§F)yg = 0sF —0s’F = F — F = 0 (es obvio por la linea-
lidad de la integral y la definicién que (f — g)g = fg — gg para todas f,g € 6.(G)). Por ultimo,
para cada F € €.(G/H), sF € %.(G) es no negativa, de modo que \ es un funcional lineal positivo.

Del teorema de Riesz 1.22 se sigue que existe una tinica medida de Borel regular ¢ en G/H
tal que para cada F € ¢.(G/H)

/G (sF)(9)duts) = M) = |

G/H

_ /G/H {/H(EF)(gh)dV(h)] dé(gH).

Ahora bien, esto implica que se cumple (4.12) para f € ¢.(G), pues la expresién anterior es in-
dependiente de la inversa s elegida, asi que se puede poner directamente una funcién f € €.(G).

F(gH)dé(gH) = /G | EP o)Al =

Afirmacién 6: La medida ¢ es no trivial porque el funcional ) es no idénticamente nulo y
G-invariante. Para ver esto ultimo, basta probar que para todo compacto K € G/H se tiene
E(gK) = ¢(K), y utilizar la regularidad de ¢. Del teorema de representacion de Riesz se sigue que
para todo compacto K C G/H,

E(K) = imf{\F): K < F,F e %,(G/H)}.

Ademas, gK = L,(K) C G/H es compacto por ser L, continua. De aqui se sigue que £(gK) =
if{\(F) : ¢K < F,F € ¢.(G/H)}. Por otro lado, gK < F implica que F(g¢g'H) = 1 para cada
¢'H € K, de modo que F oL, < K. Ademas, Fo L, € 6.(G/H). De aqui se sigue que

£(gK) =inf{A(FoL,): K < FolL, Fe%.(G/H)}.

En particular, si vemos que \(F) = A\(Fo L,) para cada g € G, habremos terminado. Fijando una
inversa s y desarrollando,

5Por) [Py ot(e)inte) = [ @P))al).ut) = [ @F))dute) = AP)

En (10) hemos hecho un cambio de variable aplicandole el teorema 1.27 a l,. Veamos la igualdad
(9). Para ello, sea s una inversa por la derecha cualquiera de ?. Veamos que para toda F €
%.(G/H) se tiene ((sF)ol,)g = F o L,. En efecto, para todos g € G,¢'H € G/H se tiene

(sF)oly)u(g'H) = /H(EF) oly(g'h)dv(h) = /HﬁF(gg’h)dV(h) = (sF)u(99'H) = Fo Ly(¢'H).

Como ) es independiente de la inversa elegida, puede elegirse la que envia Fo L, en (sF)ol, (que
ene general sera distinta de la inversa s originalmente fijada). Con esto, {(¢K) = {(K) para todos
g € Gy K C G/H compacto. Notando que L, es homeomorfismo y utilizando la regularidad de
Borel de &, se conluye que es una medida G-invariante.

Lo unico que falta por hacer es comprobar que esta medida es tinica. Suponemos para ello
que & y & son dos medidas G-invariantes en el cociente (que no necesariamente cumpliran la
igualdad (4.12)). Entonces existen medidas de Haar por la izquierda p; y p2 en G para las que
se cumple (4.12) con & y & respectivamente (porque el miembro derecho de (4.12) define un
funcional de Haar por la izquierda para &; y &»). Si son ambas medidas de Haar por la izquierda,
por la unicidad, deben ser proporcionales para cierta constante positiva ¢, luego ps = cuq. En
ese caso, &, y ¢ satisfacen ambas la expresion (4.12) para u». Por la unicidad que se sigue del
teorema de representacion de Riesz, debe ser & = c&;. O
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Observacion 4.24. Cuando G es compacto, H también (se trata de un cerrado). Puede tomarse
entonces 7 = 1 en la prueba de la afirmacién 1, de modo que el funcional de Haar asi construido

es
F(gH) 1

du(g) = 7/ F(gH)du(g
T H) 1(g) ) . (9H)dp(g)
donde 1y (gH) := [, 1dv(h) = v(H) < oo por la compacidad. Ademas, la medida ¢ asociada al

funcional ) puede calcularse evaluando en funciones caracteristicas (ver [KLO6, Th. 7.12]). Asi,
si E € B(G/H), entonces

\:%6.(G/H) = R, F s /
G

_ JoxegH)dulg) _ pla™(E))

y en particular, si G es compacto
n(G)
(H)

§(G/H) =

<
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CAPITULO 5

RETICULOS Y MEDIDA DE
SL(n,R)/SL(n, Z)

Como ya hemos comentado, la medida de Haar es util en distintas ramas de las matematicas.
Una de ellas es el estudio de los grupos aritméticos, que son una clase especialmente relevante
de grupos de Lie semisimples, y que son de utilidad en teoria de nimeros. También aparecen
en geometria diferencial, ya que son los grupos fundamentales de unos espacios llamados lo-
calmente simétricos [Mor15]. Aunque no entraremos a discutir estos temas, si que sirven como
motivacion para estudiar este tipo de grupos. La idea de los grupos aritmeéticos es generalizar
la idea de que Z constituye el conjunto de “puntos enteros” a contextos mas generales. Asi, po-
dremos decir por ejemplo que GL(n,Z) es el conjunto de puntos enteros de GL(n,R). No vamos a
estudiar estos grupos de manera general, sino que vamos a centrarnos en un ejemplo concreto.
Vamos a considerar SL(n,Z) < SL(n,R), donde SL(n,R) := {4 € M(n,R) : det(A) =1}, y SL(n,Z) el
subgrupo de SL(n,R) formado por las matrices de coeficientes enteros y determinante 1. Como
detallaremos, SL(n,R) tiene una medida de Haar, y como vamos a ver, esta medida induce una
medida de Haar en SL(n,R)/SL(n,Z). Nuestro objetivo va a ser demostrar que la medida de este
ultimo es finita. Este capitulo utiliza técnicas y demostraciones de los textos [Gis18], [Morl5]
y [EL23], aunque la exposicion que presentamos no se cine exactamente a ninguna de las tres
referencias, y combina ideas de todas ellas. En caso de consultarse [Gis18], debe tenerse en
cuenta que algunas definiciones son ligeramente diferentes, pues se trabaja con el conjunto de
clases a izquierdas SL(n,Z)\SL(n, R).

No vamos a dar un calculo de la medida del conjunto cociente elegido, pues depende de
las normalizaciones de las medidas de Haar elegidas en los diferentes espacios. Nos vamos a
contentar con demostrar que la medida del cociente es finita, pues esto no depende de las nor-
malizaciones elegidas; si la medida de un conjunto es finita con una normalizacién, cambiar de
normalizacién solamente multiplica el valor de la medida por un niimero positivo, y no modifica
su caracter finito o infinito. Para probar que la medida es finita, vamos a construir una descom-
posicion de SL(n,R) como producto de 3 espacios de matrices, que se denomina descomposicion
de Iwasawa. Utilizando esta descomposicion, vamos a construir unos subconjuntos de SL(n, R)
llamados dominios de Siegel, que probaremos que tienen medida finita. Por ultimo, relaciona-
remos la medida de estos conjuntos con la medida de todo el cociente, y deduciremos que la
medida del cociente es finita.

Salvo que se indique expresamente lo contrario, denotaremos las matrices con letras ma-
yusculas, y sus componentes con la correspondiente letra mintscula. Es decir, si A denota una
matriz, sus componentes seran a,;. Solamente cuando esto pueda dar lugar a confusiéon cam-
biaremos el convenio, esto sucedera principalmente cuando la matriz se denote N, pues en ese
caso n denota la dimensién del espacio con el que trabajamos. También nos saltaremos el con-
venio cuando consideremos entradas de matrices diagonales, que denotaremos a; en lugar de a;;
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Los vectores de R” seran vectores fila, y para escribirlos como vectores columna, escribiremos
i

sus traspuestos. Ademas, denotamos ¢; := (0,0,...1,...0) los elementos de la base canénica de
R™, 0= (0,0,...0).

5.1. Reticulos

Dedicamos esta primera seccion a definir los conceptos con los que vamos a trabajar: los
grupos de Lie (matriciales), y los reticulos. Como iremos viendo, uno de los objetivos del capitulo
serd demostrar que SL(n,Z) es un reticulo en SL(n,R).

Definicion 5.1. Un grupo de Lie G es un grupo topolégico que ademas es una variedad
diferenciable real para la que las operaciones G x G — G,(g,h) — g-hy G — G,g + g~!
son ¢ *°. Diremos que G es simple si no tiene subgrupos conexos normales no triviales.

En la practica, vamos a estudiar casi siempre subgrupos de GL(n,R) o GL(n,C), dotados
de la operacioén producto de matrices, no de la suma, aunque damos la definicién general por
completitud. En cualquier caso, nada de lo que vamos a hacer en este capitulo precisa de la
estructura diferenciable. De hecho, para todos nuestros propoésitos, podemos tomar como defi-
nicién que un grupo de Lie es un subgrupo de GL(n,R) o GL(n,C). El tiinico ejemplo de grupo
de Lie que vamos a considerar que no es un grupo matricial es R", pero este si, dotado de la
operacion suma. Esto es lo que suele llamarse grupo de Lie matricial. Es decir, ya no vamos a
trabajar con grupos topologicos de Hausdorff localmente compactos cualesquiera, sino que va-
mos a trabajar con objetos mas concretos, que van a ser subgrupos de el grupo general lineal.
Es en estas condiciones que definimos el concepto de reticulo.

Definicion 5.2. Dado un grupo de Lie G, y I' < G un subgrupo. Diremos que I" es un
reticulo o red (lattice en inglés) si I' es discreto (en el sentido de que G induce sobre I' la
topologia discreta) y G/T" admite una medida G-invariante tal que tiene covolumen finito.
Diremos también que I' es cocompacto o uniforme si G/T' es compacto.

Es decir, T" sera un reticulo, si en G/T" se puede construir una medida de Haar ¢ tal que
&(G/T) < co. Llamamos a {(G/T), cuando es finito, covolumen de I'. Observemos que si ¢ es una
medida de Haar en el cociente, entonces £(g - A) = £(A) para todo medible A € B(G/T"). Por otro
lado, como vamos a considerar medidas en cocientes G/I', vamos a necesitar aplicar el teorema
4.23. Por consiguiente, nos interesa conocer la funcién modular en I'. Como vamos a ver en el
siguiente lema, todo grupo discreto es unimodular, de modo que la funcién modular va a ser
idénticamente uno en ellos.

I Lema 5.3. Sea I' un grupo topologico discreto, entonces es unimodular.

Demostracion. Sea ;i 1la medida del conteo en I', que es una medida de Borel (recordemos que esta
bien definida en cualquier o-algebra, pero en caso de tener la topologia discreta, B(I') = P(I")).
Para ver que es regular, observemos que los compactos de I son los conjuntos finitos, cuya
medida es finita y positiva. Ademas, como todo subconjunto de I" es abierto, las regularidades
interior y exterior son triviales. Finalmente, es obvio que p es invariante a izquierda y derecha,
pues |y - E| = |E - ~| para todos E C T, v € I". No hemos dado demasiados detalles en esta
demostracion, pues todos los razonamientos son esencialmente iguales a los que presentamos
en el ejemplo 3.3. O

Ejemplo 5.4. Consideremos el grupo de Lie (R",+), en el que ya hemos visto que la medida
de Lebesgue es una medida de Haar. Sea B = {v1,...v,} una base, y consideremos I' = {z1v; +
coot ZpUpn : 21,...2, € Z}, que es un subgrupo de R". Dos puntos z,y € I' diferentes cumplen
que ||z — y|| > min}, ||v;|| > 0 donde || - || es la norma euclidea usual, luego I' es discreto.
Concretamente, tomando 0 < ¢ < min}_, ||v;]|, se sigue que {z} = I' N B(z,¢). Ademas, R"/T" es
homeomorfo a un n-toro, que es compacto, luego si A’ es la medida una medida de Haar en
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R™/T', X(R"/T') < oo, y I es verdaderamente un reticulo. La justificacion de que )\ existe pasa
por observar que R" es abeliano, y Z" discreto (o también abeliano), luego Agn|z» = Azn = 1.

El ejemplo de R" que acabamos de tratar tiene la particularidad de que permite visualizar
muy bien la idea de que un reticulo es un “conjunto discreto de puntos” de R™ que estan gene-
rados al trasladar ciertos vectores linealmente independientes cantidades enteras de veces. La
forma mas clara de visualizar esto es ver Z? dentro de R?. Vamos a introducir, en el contexto de
este ejemplo, la idea de vector primitivo. La idea que trata de reproducir el concepto de vector
primitivo se puede ver facilmente considerando Z? como reticulo en R%. En ese ejemplo, Z? es
el conjunto de puntos de interseccion de rectas verticales y horizontales paralelas a los ejes y
separadas una unidad. Aqui, los vectores primitivos representan el minimo desplazamiento que
puede hacerse en una direcciéon concreta, acabando nuevamente en un punto de la red.

Definicion 5.5. Sea W un subgrupo discreto de R", diremos que un vector w € W es
primitivo si A\w ¢ W para 0 < A < 1.

Ejemplo 5.6. En el caso de Z? visto como reticulo de R?, es claro que el vector (2,0) = 2¢;
no es primitivo, pues 1/2 - 2e; = e; € Z2. Por el contrario, e; si que es un vector primitivo, pues
(A, 0) ¢ Z% cuando 0 < A < 1. Ahora bien, como Z" es el conjunto de las Z-combinaciones lineales
de {ej,eq,...e,}, uno podria pensar que esos son los Unicos vectores primitivos, pero esto no es
cierto. Por ejemplo, el vector (1,1) € Z" es primitivo, pues (\,\) ¢ Z? para 0 < A < 1. En la figura
5.1 vemos Z? como reticulo de R?, y vemos dibujados algunos de sus vectores primitivos.

/\y
. ° 3 ° ZQ
° ° °
€2 e+
21 €9
. L
L4
. ° . .
° ° . °

Figura 5.1: Z? como reticulo de R? y algunos de sus vectores primitivos.

A partir del ejemplo anterior, podemos preguntarnos qué tienen en comun todos los vectores
primitivos de Z2. Es sencillo ver que en Z2, un vector (p, q) sera primitivo si y solo si med(p, q) = 1.
Todo vector de esta forma puede obtenerse multiplicando el por una matriz con coeficientes

enteros de determinante 1. En efecto,
py_(p a\ (1
qg) \g b 0

donde pueden elegirse a,b € Z tales que p-a—q-b = 1 a partir de la identidad de Bézout. A modo
de recordatorio, la identidad de Bézout establece que sip,q € Zy d = mcd(a,b), entonces existen
a,b € Z tales que a-p+b-q = d. Ver, por ejemplo [DF04, Cap. 8].

Proposicion 5.7. El conjunto de vectores primitivos de Z" C R" esta dado por SL(n, Z)e? .

Demostracion. Denotemos por ‘B el conjunto de vectores de Z™ primitivos, y veamos que ‘P =
SL(n,Z)e¥. En primer lugar, es obvio que 8 C Z" porque si A € SL(n,Z), entonces sus entradas
son enteras, y Ael es la primera columna de A, que tiene componentes enteras. Comencemos
viendo que SL(n,Z)el C 9 por reduccion al absurdo. Si no fuera asi, existiria A € SL(n, Z) tal que
Ael =z, ¢ 'B. En ese caso, existe 0 < A\ < 1 con Az; € Z". Como las entradas de z; son enteras,
esto solo puede ocurrir si A =?/g con p < ¢y p,q € N,q # 1, y supondremos que la fraccion ya es
irreducible. Esto implica que ¢ debe dividir a todas las entradas de z;, luego 1/ - 21 € Z". Ahora
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bien, eso quiere decir que A € SL(n,Z) tiene una columna entera cuyas entradas son multiplos
de ¢ # 1. En particular, su determinante es también multiplo de ¢, luego tenemos contradiccion.
Para la contencion reciproca [Sch60], razonamos por induccion. Para n = 2, el resultado es el
comentario anterior. Suponiéndolo cierto para n— 1, veamoslo para n. Sea = = (a1, as,...a,) € B.
Sea que d = mcd(ay, . ..a,_1). Definiendo b; := a; - d~!, tenemos a; = d - b; parai=1,...n — 1. Por
construccion, los b; tienen maximo comun divisor igual a 1. Por hipétesis de induccioén, existe
una matriz en SL(n — 1,Z) cuya primera columna es (b, ...b,_1)7. Ademas, como mcd(a,,,d) = 1
(en caso contrario, el maximo comun divisor de los a; no seria 1, y « no estaria en ‘), podemos
aplicar la identidad de Bézout para concluir que existen s,t € Z con s - a, +t-d = 1. Eligiendo
adecuadamente e € {—1,+1}, la matriz siguiente es la buscada

bl'd ke * G'S'bl
A= : : : : ’
bp_1-d * -+ * e-5-bp_1
an 0 --- 0 t

donde la matriz B que garantiza que existe la hipé6tesis de induccion es

by ke
b2 b3 *

B= .
bn,1 * *

El determinante de esta matriz es, desarrollando por la tultima fila

det(A) = (—1)""ta, -e-s-det(B) +t(—1)*" - d - det(B)
=det(B)- (-1)""e-s-ap,+t-d)=(-1)""e-s-a,+t-d=1,

eligiendo e = +1 si n es impar, y e = —1 si es par. O

5.2. Dominios de Siegel

Los dominios o conjuntos de Siegel son conjuntos introducidos inicialmente por el matema-
tico aleman Carl Ludwig Siegel (1896-1981) en 1939 en el contexto de la reduccion de formas
cuadraticas, que a muy grandes rasgos consiste en buscar representaciones lo mas sencillas
posible de nuimeros enteros mediante formas cuadraticas. No vamos a entrar en mas detalles,
pues solamente vamos a “tomar prestado” el concepto de dominio de Siegel para nuestros pro-
positos. Como veremos, se trata de subconjuntos de SL(n,R) que son ttiles por dos motivos
principales. El primero es que se puede calcular su medida con respecto a la medida de Haar
en SL(n,R) (que detallamos después) con relativa sencillez (nosotros vamos a probar que dicha
medida es finita). El segundo es que, eligiéndolos adecuadamente, estos conjuntos tienen me-
dida proporcional a la del cociente SL(n,R)/SL(n,Z).

Vamos a comenzar esta seccion detallando una manera de descomponer matrices como pro-
ducto de otras llamada descomposicion de Iwasawa. Para ello, definamos los siguientes con-
juntos de matrices:

K =80(n):={AcSL(n,R): AT - A=A.-AT =1,},
A = {diag(ay,...an) : Hai =1l,a;, >0parai=1,...n}, (5.1)
i=1
N = {N = (uij)lgiﬁjgn € SL(’I’L,R) T =1, para 1=1,...n y ui; = 0 paraz’ > ]} 5.2)
Es decir, K es el conjunto de las matrices ortogonales de SL(n,R) (suele denotarse SO(n), no
confundir con O(n), que es conjunto de matrices ortogonales a los que no se les pide que tengan
determinante 1), y A el conjunto de las matrices triangulares superiores con unos en la diagonal.

Es claro que los 3 son subconjuntos de SL(n,R), K por definicién, y los otros dos porque sus
elementos tienen determinante unidad.
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Observacion 5.8. Los 3 conjuntos anteriores son subgrupos de SL(n,R), lo cual se sigue de
propiedades conocidas de las matrices, como por ejemplo que el producto y la inversa de ma-
trices ortogonales vuelven a ser ortogonales, o lo analogo para las triangulares con unos en la
diagonales, y las diagonales de determinante 1. Ademas, A es unimodular porque es abeliano
(ver ejemplo 4.16).

Lema 5.9. La aplicacion

P: KxAxN — SL(n,R)
(K,A,N) — K-A-N

es un homeomorfismo.

Demostraciéon. En primer lugar, en K x Ax A se considera la topologia producto obtenida a partir
de la de subespacio de SL(n,R). ® obviamente tiene llegada en SL(n,R) porque los 3 conjuntos
estan contenidos en SL(n,R). Por otro lado, la continuidad de ® se sigue de que el producto de
matrices en M(n,R) es una aplicacion continua. Para probar que se trata de un homeomorfismo,
vamos a construir explicitamente su inversa. Para ello, vamos a utilizar el procedimiento de
ortonormalizacién de Gram-Schmidt (ver [MSO06, pags. i-3.7]). Sea S € SL(n,R), y denotemos
x1,T2,...T, € R™ sus columnas, que constituyen una base de R™ porque det(S) =1 # 0. Taly
como establece el procedimiento de Gram-Schmidt, se puede obtener una base ortonormal de
R™ a partir de esta del siguiente modo: se comienza definiendo y; := x;/||x; ]|, y recursivamente
se definen

i—1
vy = 2o (e y5)y;
Yi == ,

= — 1=2,3,...n.
|z — Zj:1<xi7yj>yj”

En el teorema de Gram-Schmidt se prueba también que (x1,zo,...z;) = (y1,¥2,...y;) para cada
1 < i < n [MSO06, pag. 113]. Denotemos B := {ej,eq,...€,} la base canénica de R". Entonces
existe una unica matriz K tal que Ky! = el para 1 < i < n. Esto se sigue de que existe una
Unica aplicacion lineal que envia una base en otra, siendo K la matriz de dicha aplicacion lineal
en B. En principio, el hecho de que K transforme una base ortonormal en otra, solamente nos
asegura que es una matriz ortogonal, y podria tener determinante —1. Ahora bien, observando
que
KSZK(y?vyg7yg) = (6?7657"'65) = Ip,

se sigue que det(KS) = det(K) det(S) = det(I,,), y como det(S) = det(l,) = 1, debe ser det(K) = 1,
de modo que K € K. Sea entonces §; := z; — Z;;ﬁ (xi,y;)y;. Es obvio que y; = 9;/||7:]|. De este
modo,

Kyl = K(gill-yi) = 17 - -
Definimos entonces A := diag(||71]], |Gz - - - ||7x]])- Es claro entonces que K§; = Ael. Del teorema
de Gram-Schmidt se sigue que y; € (x1,z2,...2;) para 1 < i < n. Por tanto,

i1
S7lgl =571 ff?—Z@z,yﬁy]T €S MNai+ (x1,...wi1)) = e + (e, ..., ei-1),
=1

donde hemos utilizado que S = (z7,...z}), luego S~'z] = e], 1 < j < n. Por consiguiente,
debe ser S~'§I = (ay,as,...,a;_1,1,0,...0)T para ciertos ay,...a;_; € R. En particular, se puede
escribir

aq 1 0 e 0 aq e 0 0

a2 0 1 ... 0 a2 ... 0 0

571~;_T = | aG;—1 =10 0 ... 1 Qg1 ... 0]1-10 :NieiT,
1 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 1 0
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donde N; € N.Sea N = (S~ 'yl , S~ 1y, ',... S 'yl). Es decir, N es la matriz obtenida al generalizar
la idea anterior completando todas las columnas. Sigue siendo cierto que Nel' = S~137 para
1<i<n,y N € N. Por consiguiente,

N71s=igl = T = A= KT paratodo 1<i<n.

Dadas dos aplicaciones lineales que coinciden sobre todos los elementos de una base, entonces
coinciden, de modo que debe ser N-1S~! = A~!K, y reorganizando, S = K 'AN~!, y como los
determinantes de todas las matrices en la expresion anterior salvo quizas A valen 1, debe ser
det(A) = 1, luego A € A. Por ultimo, K~! € K, y N™! € N porque Ny K son subgrupos de
GL(n,R). Se puede definir entonces ®~1(S) = (K~1, A, N~!), y es evidente que es la inversa de
®. Falta comprobar que es continua, pero esto se sigue de manera inmediata del hecho de que
todos los coeficientes de estas matrices se obtienen de sumas y productos de los de S, sin haber
posibilidad de dividir en ningtin momento por O. O

Obsérvese que de este resultado se desprende que toda matriz de SL(n,R) puede escribir-
se de manera unica como producto de 3 matrices en los conjuntos K, A y N. En particular,
SL(n,R) = K-A-N.Dada S € SL(n,R), la escritura tinica de S como el producto K - A- N se deno-
mina descomposicion de Iwasawa de S. Esta descomposicion puede extenderse a grupos de Lie
conexos semisimples (para mas detalles, ver [Kna02, Sec. 6.3]). Este resultado permite ademas
escribir la integral de funciones f € %.(SL(n,R)) a partir de la integral iterada en los espacios
K, Ay N.Con algo mas de detalle, denotemos «, v, p las medidas de Haar en A, N y K respecti-
vamente. Recordemos que para Ay A, ya dimos explicitamente sus medidas en el ejemplo 3.22.
Con respecto a K, simplemente afirmamos que existe una medida de Haar, pues se trata de un
grupo topologico localmente compacto y de Hausdorff. Se puede dar una construccion explicita
de la medida de Haar en K = SO(n) pero no vamos a utilizarla explicitamente y ya hemos dado
ejemplos de medidas de Haar en grupos topologicos, asi que no vamos a detallarla. EI hecho
de que no vayamos a necesitar explicitar esta medida se debe fundamentalmente a que K es
compacto, tal y como mostramos en la proposicién 5.10. Esto hace que, sea cual sea la corres-
pondiente medida de Haar en K, la medida del propio K sea finita. Cabe destacar también que
si se ven los grupos anteriores como grupos de Lie, entonces ® no sélo es un homeomorfismo,
sino que también es un difeomorfismo.

Para la construccion de la medida de Haar en SL(n, R), recurrimos a la proposiciéon siguiente,
que nos muestra como calcular la integral de las funciones de soporte compacto en SL(n,R). Es
decir, caracteriza la medida de Haar en SL(n,R). Fijémonos ademas en que el lema 5.9 prueba
también que SL(n,R) = K- A - N, no sélo que haya un homemorfismo entre SL(n,R) y el produc-
to cartesiano. De hecho, también es cierto que SL(n,R) = K- N-A=A-N -K =N -A-K (ver
[Mor15, Ej. 7.1.5]). Ademas, sabemos que SL(n,R) es un grupo topolégico localmente compacto
y de Hausdorff (de hecho unimodular), de modo que tiene una medida de Haar u. Esta medida
de Haar queda caracterizada de acuerdo a la proposiciéon 1.29.

Lema 5.10. Para todo n € N, el grupo SO(n) = K es compacto para la topologia de subes-
pacio de M(n, R).

Demostracién. Comencemos observando que en la seccion 2.3, vimos que M(n,R) puede verse
como un espacio topolégico cuya topologia proviene de la norma de Frobenius. Como ademas
tiene dimensién finita, todas las normas son equivalentes, y un conjunto es compacto si y solo
si es cerrado y acotado. Si K € SO(n), entonces KKT = I,,, luego las columnas de K forman
una base ortonormal. En particular, si z es una de sus columnas (z,z) = Y ., #? = 1. Podemos
acotar |k;| < 1, luego ||K||r = 223:1 |kij|2 < Vn? = n. Por consiguiente, SO(n) es acotado.

Para ver que es cerrado, observemos que las aplicaciones 3 : M(n,R) — M(n,R), (4) — (AAT), y
det : M(n,R) — R son todas continuas. Como

SO(n) = det™ ({1}) N ™" ({In})

es interseccion finita de cerrados, es cerrado. Asi, es cerrado y acotado, luego compacto. O
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Corolario 5.11. Con las notaciones anteriores, p(K) < oo.

Demostracion. Esto es una consecuencia directa de la compacidad de K, y de que la medida de
Haar de cualquier compacto es siempre finita por definicién de medida regular. O

Proposicion 5.12. Sean p,a y v las medidas de Haar en K, A y A descritas en el parrafo
anterior, y sea ¢ : A = R, A — [],_; Z—J Entonces, 9¥(A4) - dp da dv es una medida de Haar
por la izquierda y por la derecha en SL(n,R).

Demostracion. Esta demostracion se basa en los resultados de [BMOO, Cap. V]. En primer lugar,
denotamos Z := AN, que es el subgrupo de SL(n,R) formado por las matrices triangulares
superiores con entradas diagonales estrictamente positivas. Una medida de Haar por la derecha
en AN queda definida por dn := 9(A)-da dv. Para ver esta afirmacion, comenzamos definiendo el
automorfismo de N dado por Ad(A) : N'— N, N — ANA~!. Silo vemos como una transformacion

de R™5, lo cual tiene sentido porque la medida de Haar en A es la medida de Lebesgue en
R™5 (ver 3.22-3), entonces el determinante jacobiano de la transformaciéon esta dado por

det(Ad(A)) =[], & = 9(A). Asi,

i<J a;

ai 0 ... 0 1w ... Up a;' 0 ... 0

ag ... 0 0 1 ... wug, 0 ay' ... 0
Ad(A)N = ANA™! = : : i N )

0 0 an 0 0 1 0 0 a;t
a1 U120 U1pay a;' 0 0 1wt Utp - ot
0 asz U2n A2 0 agl 0 1 U2n 27,21
0 0 ceo o ap 0 0 ... a;t 0 0 1

De hecho, si denotamos E;; la matriz de M(n,R) que tiene un 1 en la posicién (¢, j) y ceros en
todas las demas, tenemos la igualdad Ad(A)N =T, + >3, <, - -uij - Eij. De aquli, es obvio que
det(Ad(A)) = [[... “ '

i<j aj°
Puede comprobarse entonces que dn = ¥(A)dadr es una medida de Haar por la derecha
comprobando que su funcional asociado es un funcional de Haar por la derecha (proposicion
4.11). En efecto, si f € €.(Z) y AgNy € AN, se tiene
/ / F(ANAgNy)9(A)dv(N)da(A) = / / FAAGAG N AgNy)9(A)dv(N)da(A)
AJIN AJIN
= / / f(AAp - (Ad(Ag " )N) - No)9(A)da(A)dv(N)
AJIN
2 [ (AagHN) - N (A7 AV )da ()
AJN
= / FIA'N'No)9(Ao)d(Agt A")Ydw(N")da(A)
AJN7
Y / / FIA'NYI(A)dr (N da(A').
AJN
En (1) hemos hecho un cambio de variable A’ = AAj, que podemos ver en R’ (ver ejemplo

3.22-2) mediante p(A') ;= A’A;'. Obviamente, A = ¢~ '(A) = AAo, y |det Jo| = (17 a0.:)~ "
Con esto,

/Af(AAo.(Ad(Agl)N).No)ﬂ(A)da(A) :/Rn,lﬂAAo'<Ad(A51)N)-No)z9(A) 11[ ollqi
= / F(A(A(A)N) - NoYO(A'AG ) —— T 2o de
Rlol Hi:l a0 ;4 a;

Aﬂm%«MM#wy%ww%ﬂmmw
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En (2) hemos hecho el cambio de variable dado por N’ = Ad(A4;')N (visto en
utilizado el difeomorfismo ¢(N’) = Ad(A4p)N’), cuyo jacobiano es justamente ¥(Ay). Notese que
Ad(Ap)N = N. En (3) hemos utilizado que 9 : A — R~ es un homomorfismo de grupos, pues

WAA) =TTy 20 = (s 2) - (Tey 2 ) = 9(4) - 9(A).

Por ultimo, SL(n,R) puede identificarse con K AN = KZ via la descomposicion de Iwasawa, y
es un grupo unimodular (ver proposicion 4.18). Sea i una medida de Haar por la izquierda en
SL(n,R), entonces también es de Haar por la derecha. La aplicaciéon ¥ : x 2 — SL(n,R), (K, B) —
K - B es un homeomorfismo (esto se sigue de que ¢ lo sea). Consideremos entonces la medida
' en K x Z definida por p/(F) := u(V(FE)) para E € B(K x Z) (ndtese que esta definicién puede
darse porque ¥ es un homeomorfismo, y que ¥,u’ = p). Por ser u de Haar por la derecha y por
la izquierda, p’ es invariante por la izquierda bajo X, y por la derecha bajo Z. En efecto, dado
K € K, se tiene

W (B) = u(¥(B)) = p(K - W(E)) = u(U(K - E)) = /(K - B),

y lo mismo para la invarianza por la derecha. Por otro lado, p es de Haar por la izquierda y la
derecha porque K es compacto, luego unimodular, y hemos comprobado que 7 es de Haar por
la derecha. Aplicando entonces la proposiciéon 3.21, p x  es una medida de Haar por la derecha
en K x B. Por consiguiente, salvo multiplicar por un escalar positivo, i/ debe ser la medida
producto p x . En particular, 4 = C- VU, (pxn) para C > 0. Como C no es relevante para nuestros
propositos, vamos a elegir la medida en SL(n,R) de manera que C = 1.

O

Observacién 5.13. Técnicamente, esto quiere decir que si f € L'(SL(n,R)), su integral en
SL(n,R) debe calcularse del siguiente modo

/SL(n,R) S)auls) = /SL(n,R) F(S)A(T(pxm)) / / o V)(K, B)dn(B)dp(K)

:/K/A/Nf(KAN)ﬁ(A)dy(N)da(A)dP(K)
ONREER(

Con esto, volvemos a los conjuntos de la descomposiciéon de Iwasawa, y definimos, para
t > 0,A > 0 los conjuntos siguientes

<J

) dv(N)da(A)dp(K).

At::{AeA: Stparai:l,...n—l}

Qi1

N)\ = {N = (nij)l’gi)jgn S NZ |7’Lij| < A para i,j = 1,. LN, 7 75 _j} (53)

Definicion 5.14. Un dominio de Siegel en SL(n,R) es un conjunto &, , de la forma

Gy = KAN.

Estos conjuntos siempre tienen medida finita con respecto a cualquier medida de Haar en
SL(n,R) como detallaremos en el teorema 5.19. Es ademas inmediato que &, , C SL(n,R). Ob-
servemos que SL(n,R) es unimodular, luego toda medida de Haar por la derecha lo es por la
izquierda, y ademas, como la medida de Haar es unica salvo multiplicacién por escalares no
nulos, si la medida de &; , es finita para una normalizacién, entonces lo es para todas las de-
mas. Como vamos a ver, hay ciertas elecciones de los parametros ¢t y A que permiten recuperar
todo SL(n,R) a partir de productos de matrices en el dominio de Siegel y matrices en SL(n,Z).
Concretamente, probaremos en el teorema 5.18 que &; ySL(n,Z) = SL(n,R) para todos t > 2/+/3
y A > 1/2. Para probar este resultado, comenzamos probando los dos lemas siguientes.
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I Lema 5.15. Sea N := SL(n,Z) N N. Entonces N = N o7 .

Demostracién. Dada N € N, buscamos L € Ny, y Z € Ny tales que N = LZ. Esto equivale
a buscar Z € Nz tal que NZ € N/, sin mas que tomar después Z = Z~'. Probamos esta
segunda afirmacion. Para que NZ € N;/,, hemos de ver que |(NZ);;| < 1/2, en principio para
todos 1 < i,j < n, sin embargo, como N es un grupo, y todos sus elementos son triangulares
superiores con unos en la diagonal (ver (5.2)), bastara verlo para j > i. Denotamos u;; los
elementos de N. Observemos que

n

(NZ);; = g Uik 2kj = Zij + Ui i+12i4+1,5 + Uii42Zi42,5 + - - + Uy
k=1

En la segunda igualdad, se ha utilizado que N es triangular superior y que n; = 1, y que la
matriz Z buscada debe satisfacer lo mismo. Ademas, buscamos z;; € Z. La idea es buscarlos
recursivamente. Por ejemplo, se comienza eligiendo un z15 € Z tal que |z12 + u12| < 1/2 (tiene que
existir porque cualquier namero real dista de un ntimero entero a lo sumo 1/2). Analogamente
se eligen los elementos sobre la diagonal, es decir, los de la forma z; ;11 paral <i <n —1. De
este modo, una vez se han elegido todos los elementos de la forma z; ;;; para 1 <i <n — j para
1 < j < k para cierto k < n — 1 (es decir, se han obtenido las k diagonales por encima de la
diagonal principal), se eligen los de la forma z; ;4,41 para 1 < i <n — (k+ 1) (es decir, los de la
diagonal k£ + 1 por encima de la principal) imponiendo que

N |

|2 it k1 T (Wiik1 - Zigt1ithtl + Yiit2 - Zit2itht1 oo+ Uiivhr1)| <

Esto define (no necesariamente de manera unica) Z € Nz que cumple lo buscado. Observemos
que los elementos n;; se suponen conocidos. Por otro lado, 108 241 i4k+1, Zi42,i+k+1, - - - ya s€ han
calculado porque estan en las diagonales mas cercanas a la principal. O

Observacion 5.16. Hemos dado el enunciado para el caso A = l/2, pero realmente, el tnico
momento en que hemos necesitado que X fuera !/2 ha sido al afirmar que todo nimero real dista
de uno entero una distancia menor o igual que 1/2. Ahora bien, esto sigue siendo cierto cuando
A > 1/2, de modo que en ese caso, también es cierto que N/ = M, Nz. Esto sera relevante en uno
de los resultados que probaremos después.

Lema 5.17. Sea G € SL(n,R) con descomposicion de Iwasawa G = KAN. Supongamos
que ||Gef'|| < ||Gel||. Entonces @11 /ay; < 2/v3.

Demostracién. Comenzamos observando que | DNel || = || DeT|| para todos D € M(n,R),y N € N,
esto se sigue de que Ne! = ¢! porque 7,; = 1. Gracias a esto, y al lema 5.15, podemos suponer
que |u;;| < 1/2 para todo i < j. Esto se debe a que dado N € N, podemos escribir N = LZ con
L € Ny)2y Z € Nz. Entonces, utilizando la descomposicién de G

IGef || = [ KANe | = |[KALZeT || = || K ALef ||,
donde L € NV, y utilizando que Z € Nz C N. Con esto, desarrollamos para obtener

©) )
IGel || = [(KAN)e{ || = [ANeT || = [|Ae] || = an.

En (1) hemos utilizado que K € SO(n) implica que conserva la norma, y en (2) la observacién
inicial. Notemos ademas que Nel = el + ujzef (ver (5.2)). Aplicando la hipoétesis,

2
a
aiy = [|Ger |* < [|Ges ||* = [ KANeZ|* = [|A(e3 +wael)|* = a3 + ulpaly < % + a3y

por tanto a3, (1 — /1) < a3,, y esto implica @11 /a,, < 2/V3. O
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Con estos lemas probados, ya estamos en condiciones de enunciar y probar el teorema bus-
cado.

Teorema 5.18. &, ,SL(n,Z) = SL(n,R) para todos t > 2/y/3y A > 1/2.

Demostracién. Razonemos por induccién sobre n. El caso n = 1 es trivial, porque SL(n,R) =
{1} = SL(n,Z) y &, = {1} también, pues de nuevo £ = A =N = {1}. Para n > 1, asumimos el
resultado cierto para n—1. Comencemos observando que la contencion &, ySL(n,Z) C SL(n,R) es
trivial, luego la prueba se reduce a probar la contencién contraria, y esto consiste en probar que
dada G € SL(n,R), podemos escribirla como producto de una matriz en S; ) y otra en SL(n,Z).
Fijando G € SL(n,R), definimos

(SN R’L\{O} — R<o
v = Bg(v) = ||GoT.

Notese que tiene llegada en R, porque G es invertible, de modo que Gv” # 0. Veamos que
¥ alcanza un minimo (no necesariamente tinico) cuando se restringe a Z"\{0}. Para ver esto,
comencemos observando que GZ" es una red. Esto se sigue del ejemplo 5.4, notando que GZ"
es el conjunto de las Z-combinaciones lineales de los vectores del conjunto {Gel, Gel ... Gel},
que constituyen una base porque G es invertible. Veamos que esto implica que se alcanza un
minimo en Z"\{0}. Para ello, consideremos la aplicacion v — GvT, que es un homeomorfismo.
Por consiguiente, existe k; > 0 tal que k1||v|| < ®¢(v) para todo v € R", luego en particular, para
v € Z™"\{0} (es un resultado estandar de analisis funcional, ver [Kes23, Prop. 2.3.1]). Fijemos
M > ®g(e1). Entonces existe r > 1 tal que para v ¢ B(0,r) N Z"\{0}, ®¢(v) > M. Ademas,
B(0,7) N Z™\{0} es un conjunto finito y no vacio, luego ®; alcanza un minimo en €l, que es
minimo absoluto. Sea vy € Z"\{0} un punto en que se alcanza el minimo. Este vector debe ser
primitivo por ser un minimo. Esta ultima afirmacion es evidente, pues si vy no fuera primitivo,
entonces existiria A > 0 con vy € GZ". Ahora bien, en ese caso,

O (o) = [|G(wo)™ || = Al IGvg || = 1A - @ (vo) < Pe(vo)

y v no seria un minimo. Por otro lado, SL(n,Z)e; es el conjunto de vectores primitivos de Z”
(ver proposicion 5.7), de modo que existe A € SL(n,Z) tal que Ae; = vg. Definamos G’ := GA.
Entonces, para cada v € Z"\{0} se tiene

IG"el || = [GAe] | = [IGvg || < |GAVT|| = |G|

porque P (vg) < P (w) para todo w € Z™\{0}. Vamos a hacer ahora una serie de observacio-
nes que nos van a permitir reducir la prueba de que SL(n,R) C &;,SL(n,Z) a una serie de
afirmaciones mas simples.

1. Si encontramos A’ € SL(n,Z) tal que G’A’ € &, ,, habremos terminado, pues en ese ca-
so, GAA' € &, implica que G € &;,SL(n,Z), (AA)~! € SL(n,Z)) de donde SL(n,R) C
& ASL(n, Z).

2. Escribamos la descomposicion de Iwasawa de G’ como G’ = K’ A’N’. Definamos H := A’N’.
Es suficiente con encontrar A’ € SL(n,Z) tal que HA’ € &, . Esto se debe a que si HA' €
Sy, entonces K'HA = G'A € K- &,y = &, (ver definicion 5.14).

3. Es suficiente con encontrar A’ € SL(n,Z) tal que HA’ € KAN. En efecto, esto se sigue de
la observacion 5.16, (pues aqui fijamos A > 1/2) y si HA' € KAN = KAN Nz, entonces
HNZ € KANy = 6, ) para algun Z € Nz. En particular, puede elegirse como A’ la matriz
N'Z € SL(n, 7).

Nos centramos entonces en probar esta tultima afirmacion. Para ello, observemos que, sin mas
que calcular el producto de matrices

a;  * * *
0 db */ cee ok )
_an'— |10 0 ay ... x| _ (@ *
H=AN = oL ) _<0 M)’
0 0 0 al
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donde x denota elementos obtenidos obtenidos al hacer el producto de matrices (no son rele-
vantes), y M es la submatriz triangular superior obtenida de H al eliminar la primera fila y la
primera columna. Nuevamente denotamos a, en lugar de «) los elementos diagonales de A’. Se
tiene ademas, det(M) = ]\, a} = 1/a} > 0 utilizando la definicién de A (5.1). Si tomamos 3 > 0
con 3"~! = det(M), entonces M’ := 3~'M € SL(n — 1,R), pues det(M') = 3=~V det(M) = 1. Uti-
lizamos ahora la hipétesis de induccion. Denotando &; , al correspondiente dominio de Siegel
de dimensién n — 1 (pero definido como en 5.14, y con t > 2/v3, \ > 1/2), existe A” € SL(n — 1,7Z)
tal que M’A” € &, 5. Definimos entonces

N o= ((1) f) € SL(n, Z),

pues A’ claramente tiene entradas enteras y det(A’) = 1 - det(A”) = 1 -1 desarrollando por la
primera fila. Ademas, se tiene

! 1 O /
HA — (%1 A’}) . (0 A”) _ (%1 ; M A,,) € SL(n, R).

Para ver que realmente HA’ € SL(n,R), observemos que det(HA') = a} 3" det(M’)det(A”) =
ai ! =a| T, a, = 1. Ademas, M’A” € SL(n — 1,R) (es producto de matrices de determinante
1), luego admite una descomposicién de Iwasawa. Denotémosla K" A” N” observemos que en ese
caso, desarrollando el producto de matrices,

1 0 ahb 0 1 (ah)~t % a} * ,
0o K" . 0 BAH : 0 N = 0 BM/AN = HA ;
—_———

K A N

donde hemos definido K, A y N como en la expresion anterior, y * denota la fila de elementos
de H. Notemos que esto define una descomposicion de Iwasawa de HA’. En efecto, es inmediato
que K € SO(n) a partir de K” € SO(n — 1). Ademas, A es diagonal por serlo A”, y el producto de
sus elementos diagonales es

n—1 n n
/ n—1 " ! ! I
ay - B . Hai —al-Hai—Hai—l.
i=1 =2 =1

Por ultimo, N es triangular superior con unos en la diagonal porque N” tiene esta propiedad.
Denotemos por a; las entradas diagonales de A, esto es

ai=a}) y a; = Pa; para 2<i<n.

Por hipétesis de induccion, sabemos que para 2 <i < n — 1 se tiene %i/s;;, < 2/v/3. Para concluir
que A € A;, veamos que también se tiene @1/s, < 2/v3. Notemos que A'el = ¢, de modo que

IHAef || = [[Hel || = [A'N'el || = |[K'A'N'eT || = ||Ge{ || < |G| = | K'HoT|| = ||Ho"|

para cada v € Z™\{0}. En la desigualdad hemos utilizado lo probado al principio de la demos-
tracion. En particular, se tiene |[HA’eT|| < ||HAvT|| para todo v € Z"\{0}, pues v € Z"\{0} &

Av € Z"\{0} y como su descomposicion de Iwasawa es HA' = KAN, el lema 5.17 asegura
que @1/a, < 2/y3. Por tanto, hemos probado que existe A’ € SL(n,Z) tal que HA' € KAN, como
queriamos comprobar. O

Se tiene ademas que la medida de los conjuntos de Siegel con respecto de la medida de Haar
es finito. Antes de probar este resaludo, necesitamos probar que, salvo introducir un nuevo
factor en la integral, se puede cambiar el orden de integracion. Esto se hace por cuestion de
conveniencia, pues permite aplicar después un cambio de variable.

I Proposicion 5.19. Sea ; una medida de Haar en SL(n,R), entonces u(S; ) < co.
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Demostracion. Utilizamos la proposicion 5.12 y consideramos f = xg, ,-

(S y) = /SWRXGM 5=/ / / Ko (KAN) T 2 dv(N)da(A)dn(K)
/ / / X (V) x4, (A)xe (K H dl/ )dp(K)do(A)
— u(K) - /N xmm@g@dulm - /A X (A H %o

= w(K) - /

wij|<A 1<l<m<n aj1g = 1<J r=1

darr
o [ e ]

T’

utilizando en (1) que xg, ,(KAN) = xx(K) - x4,(A4) - xnr, (N) porque la descomposicién es tnica.
Por el corolario 5.11, sabemos que u(K) < co. Ademas,

A
/ [ dun= ]I / dum = [ wmly= [[ 22 <co.
|uU|S)‘1§l<m§n 1<l<m<n [tim [<A 1<l<m<n 1<li<m<n

de modo que basta ver que el tercer factor es también finito. Hemos utilizado el ejemplo 3.22
para pasar a una integral en R"~!. Puesto que asi escrita, es una integral en R"~!, podemos
aplicar el teorema del cambio de variable usual 1.25. Definimos b; := aaT paral <i <n-—1.

Vamos a comenzar comprobando que se tiene la igualdad siguiente
n—1 a
i(n—i) %

[[o:" " = —.
i=1 i<j J

Para ello, vamos a desarrollar ambas expresiones y vamos a ver que coinciden.

n—1
11 az'_(al a al) (az az az) (anz anz) (anl)
w7 az as Gnp, az Q4 Gnp Gp—1 (229 Qnp

1<J
ij=1
n—1 n—2 _n—3 n—i 2
R T I T T L e R | n—1 n-3 n—2i+1 1-n
- T = a a .. a .. a
2 3 i—1, n—1 1 2 i n o
a2.a3.a4...ai cAn
utilizando en el ultimo paso que a} “/ai~' = a}~*"*'. Por otro lado, desarrollando el miembro

derecho obtenemos

ini) ) i(n—1) a n—1 a9 3(n—3) Qo1 n—1 . . . L
H bl H (2 B ] . . il
i1 \Git1 az as an

utilizando que al agrupar términos en qa;, el exponente correspondiente es i(n—i)— (i —1)(n— (i —
) =in—i®—(i—1)n+(i—1)> =n—i>+i>—2i+1=n—2i+1, y vemos que es el mismo exponente
que en el caso anterior. Puesto que vamos a aplicar el teorema del cambio de variables 1.25,
calculamos la matriz jacobiana de la aplicacién que envia a — b. Para ello, observemos que

I
)
=
S
(V)
S

0 si i+ 1
ob; Yaiys si j=id, paral<i<n-—2
daj —aifa?, | si j=i+1, paral<i<n-—2
2“"'_1/1_[”,12@’1 si i=j=n—1,

n—1

donde hemos utilizado que en A se tiene la relacion a,, = [[._] a; ~! (ver (5.1)). Podemos calcular
el determinante teniendo en cuenta que se trata de una matriz trlangular. Asi, el determinante

de la aplicacion es
n—1
0b; 1
det( 1) = 20,1 a; | = 2a;.
00 ) 1< j<n—1 <ZHz ai) ( }_[1 )
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Por lo tanto, denotando

n—2
o = {(al,...an,l) ERQEI :ai/aiH <t para 1<i<n-1 y an,l/Hafl St},
i=1

y B :={(by,...b,_1) ER"1:0<b; <t para 1<i<n—1}, se tiene,

LTS L e o

1<J r=1
Hemos utilizado que a; = b;a;41, y que [[[,a; "2 a7 =271 [[I_, a; ' = 1/2. Ademas, i(n—i)—1 >
0 paratodo 1 < i <n-1, de modo que cada 1ntegra1 es finita. Se concluye asique p(S; ) <oo. O

ba+1

Para nuestros propésitos, es suficiente con probar que la medida de este conjunto es finita,
y no estamos particularmente interesados en su valor concreto. En [Gis18, Th. 4.3.1], si que se
proporciona un calculo exacto, y de hecho, después se utiliza para dar un calculo exacto de la
medida de SL(n,R)/SL(n,Z).

5.3. Medida de SL(n,R)/SL(n,Z)

Dedicamos esta ultima seccion a probar que la medida del cociente SL(n,R)/SL(n,Z) es finita
con respecto a la medida SL(n,R)-invariante ¢ obtenida del teorema 4.23. Con algo mas de
detalle, denotamos px la medida de Haar en SL(n,R) y v la medida en SL(n,Z), que va a ser
proporcional a la medida del conteo porque SL(n,Z) es discreto (ver la proposicién 5.20 mas
abajo). De hecho, vamos a elegir la normalizacion para que coincida con la medida del conteo.
Puesto que tanto SL(n, Z) como SL(n,R) son unimodulares, puede aplicarse el teorema 4.23 para
concluir que existe la medida ¢ para la cual

/ F(9)dp(g) = / l / f(gv)V(v)] Ae(gSL(n, Z))
SL(n,R) SL(n,R)/SL(n,Z) |JSL(n,2)

> flen)| d(gSL(n, 2)).

/SL(n,]R)/SL(n,Z) ~€ESL(n,7)

Es esta medida ¢ con respecto de la cual vamos a probar que el cociente tiene medida finita. Es
decir, vamos a probar que {(SL(n,R)/SL(n,Z)) = fSL(n’R)/SL(n’Z) 1d¢(gSL(n,Z)) < oo. Saltandonos
la convencion indicada al principio del tema, vamos a denotar matrices con letras minusculas.
Este cambio de notacion se debe, por un lado, a que no vamos a necesitar hacer referencia
explicita a las componentes de ninguna matriz, y por otro, a no sobrecargar la notacién cuando
denotemos clases de equivalencia en el cociente.

Proposicion 5.20. SL(n,R) induce la topologia discreta en SL(n,Z). Es decir, SL(n,Z) es
un espacio discreto.

Demostracién. Basta ver que todo conjunto unipuntual de SL(n, Z) es abierto para la topologia de
subespacio. Notemos que la topologia de subespacio que SL(n,Z) hereda de SL(n,R) es la misma
que hereda de M(n,R) (ver, por ejemplo [MunOO, pag. 91, ejercicio 1]), luego trabajemos con la
topologia heredada de M(n,R), que como ya hemos discutido, es la topologia métrica para la
norma de Frobenius. Dado entonces A € SL(n,Z), sea € < 1. Veamos que B(A,¢)NSL(n,Z) = {A}
(lo cual implicara que {A} es abierto en SL(n,Z)). Supongamos entonces que existiera B # A,
B € SL(n,Z) N B(A,¢€), entonces

" @
D lag = byl = Vi=1

i,j=1

e [|A=Blr=

y tenemos contradiccion. La desigualdad (1) se debe a que si A # B, entonces existen 1 < ig, jo <
n con a;,j;, # bi,j,» y como ambos son enteros, debe ser |a;,;, — bigjo| > 1. O
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Dicho esto, vamos a probar un resultado de caracter general, que permite obtener la medida
que cualquier conjunto medible Borel a partir de una integral en el grupo cociente.

Lema 5.21. Sea (G un grupo topologico de Haussdorff y localmente compacto que cumple
el segundo axioma de numerabilidad, y sea I' un subgrupo discreto de G equipado con
la medida del conteo, que denotamos v. Supongamos también que (Ag)|r = Ar. Sea ¢ la
medida en G/I" definida en 4.23. Entonces para cada A € B(G), con u(A) < oo se tiene

wa = [ | JAngr| dg(on),

Demostracién. Comenzamos observando que si x(A) < oo, entonces [, [xa(g)|dg = u(A) < co, de
modo que x4 € L'(G), y se le puede aplicar la expresion del teorema 4.23 a la correspondiente
medida ¢ (ver el comentario bajo el teorema 4.23). A partir de aqui, se deduce que

n(A) = /G xa(g)du(g) = /G p [ /F XA(g'Y)dM('Y)] d¢(gl) = /G " > xalgy) | (o).

yel’

En la segunda igualdad se ha utilizado que la medida en I es la del conteo. Veamos que |ANgT| =
>_er Xa(g7). Observemos para ello que xa(g7) = 1 < gy € A. Es decir, en la suma del miembro
derecho, hay tantos unos como ~ € I" para los cuales gy € A, y eso es justamente |A N gT|. O

Teorema 5.22. Sea ¢ la medida en SL(n,R)/SL(n,Z) ya descrita. Entonces
&(SL(n,R)/SL(n,Z)) < co. En particular, SL(n,Z) es un reticulo en SL(n,R).

Demostracién. En primer lugar, del teorema 5.18, se sigue que &, ySL(n,Z) = SL(n,R) para ¢, A
adecuadamente elegidos. Por otro lado, hemos probado en 5.19 que u(&;,) < oco. Podemos
utilizar entonces el lema 5.21 como sigue

€(SL(n. B)/SL(nZ)) = [

SL(n,R)/SL(n,Z)
= u(Sy)) < 0.

1d¢(gSL(n, Z)) < / 6+ N gSL(n, Z)|d¢(¢SL(n, Z))
SL(n,R)/SL(n,Z)

Hemos utilizado que 1 < |6,y N gSL(n,Z)| para todo g € SL(n,R). Esto se sigue de 5.18. Obvia-
mente, para ver la desigualdad es suficiente con comprobar que dicha interseccion no es nula,
ahora bien, como &, ,SL(n,Z) = SL(n,R), dado g € SL(n,R), existen A € &; 5, M € SL(n,Z) con
AM = g, luego A = gM ! con M~ € SL(n,Z). En particular, A € &; \NgSL(n,Z), y la interseccion
€s no vacia. O

Este es un caso particular de un resultado mas general, probado por Borel y Harish-Chandra
(ver [BH62]) que establece que si G C GL(n,C) es un grupo algebraico semisimple sobre Q, en-
tonces el cociente Ggr/Gy tiene medida de Haar finita. No vamos a entrar a discutir esto en
mayor profundidad, pues la demostracion se vuelve bastante extensa, y no hemos definido lo
que es un grupo algebraico. En cualquier caso, la demostracion de ese resultado generaliza las
técnicas que hemos desarrollado aqui.

Por otro lado, SL(n,R)/SL(n,Z) es un ejemplo interesante, pues no es compacto, tal y como
se demuestra en [EL23, Sec. 5], pero aun asi tiene medida finita.
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Conclusiones

La nocién de medida de Haar, asi como los teoremas de existencia y unicidad son resultados
relativamente asentados, que se llevan conociendo desde la segunda mitad del siglo pasado. Se
trata de un concepto con multitud de aplicaciones practicas en el ambito de las matematicas
puras, e incluso en fisica, pero es un tema relativamente avanzado, y es por ello que no hay
muchas referencias bibliograficas que puedan resultar facilmente comprensibles para aquellos
que no sean versados en el tema. Por consiguiente, este trabajo ha tratado de presentar una
exposicion detallada, a la par que accesible y autocontenida de los resultados principales de
existencia y unicidad de la medida de Haar, y la medida G-invariante en un espacio cociente.
El ultimo capitulo ha mostrado, también con tantos detalles como ha sido posible, un ejemplo
concreto de calculo de la medida G-invariante en un conjunto. De nuevo, se trata de un tema
relativamente avanzado para el que no hay demasiada literatura destinada a un publico prin-
cipiante, y es por ello que se ha tratado de presentar una exposicion clara y detallada.

En cualquier caso, este trabajo puede servir como texto introductorio para aquellos que,
teniendo los conocimientos basicos que se adquieren en un grado en matematicas, quieran
aprender las bases de la medida de Haar y consultar algunos ejemplos desarrollados en detalle.

Finalmente, una posibilidad para continuar este trabajo en un futuro seria investigar sobre
las aplicaciones de medida de Haar en fisica, tanto en lo que respecta a la integraciéon de grupos
de Lie, que es un tema bastante estudiado, como en lo que se refiere a su uso en computacion
cuantica, que es una disciplina algo mas reciente, y que ha sido foco de los esfuerzos de muchas
investigaciones en la ultima década.
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A€ complementario del conjunto A

7 topologia en un espacio topolégico

o(E) o-algebra de X generada por una familia de subconjuntos E C P(X)
B(X) o-algebra de Borel de un espacio topolégico X

f o g composicion de las funciones fy g

1 medida

©* medida exterior

X\A complementario del conjunto A

P(X) partes de un conjunto X

|A| cardinal de un conjunto A

H <G H es un subgrupo de G

N <G N es un subgrupo normal de G

B\ A diferencia de conjuntos

Int(V') Interior topolégico del subespacio V

R numeros reales estrictamente positivos

R* numeros reales distintos de O

C* numeros complejos distintos de O

M(n,R) conjunto de matrices n x n

GL(n,R) grupo general lineal

GL(n,R)* conjunto de matrices de tamano n x n con determinante positivo
SL(n,R) conjunto de matrices de tamano n x n con determinante igual a 1

SL(n,Z) conjunto de matrices de tamano n x n con determinante igual a 1 y con coeficientes
enteros

%.(X) funciones continuas de X — R con soporte compacto
H adherencia de un subespacio

1 aplicacion que envia dos elementos en su producto
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i aplicacion que envia un elemento en su inverso

sgn(a) signo de a

xe(z) funcién indicatriz del conjunto E

U unién disjunta

Sp grupo ciclico de orden n

I, matriz identidad de dimension n

d;m ¢ de Kronecker de indices j,m

o(Q) o-algebra generada por )

sop(f) soporte de a funcién f

K < f f esidénticamente 1 en K

f =< U el soporte compacto de f esta contenido en U

Mg representacion regular por la izquierda de G en €.(G)

oc representacion regular por la derecha de G en %.(G)

G/H conjunto de clases a izquierda de G dotado de la topologia cociente
B(z,¢) bola en R" centrada en x y de radio ¢ > 0

[| - || norma euclidea usual

mcd(a,b) maximo comun divisor de a 'y b

K {AeSL(n,R): AT - A=A - AT =1,}

A {diag(ai,...an) : [[}—;a; =1,a;, >0 parai=1,...n}

N N = (uij)i<ij<n € SL(n,R) :u;; =1, parai=1,...ny u;; =0 parai > j}

(x1,29,...z;) subespacio vectorial generado por el conjunto {z,zs,...z;}
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