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Resumen

Este trabajo explora los desarrollos asintéticos y su aplicacion en la evaluacion apro-
ximada de integrales paramétricas. Se hace un breve repaso de las relaciones de orden
entre funciones, que sirven de base para la presentacion de los desarrollos asintoti-
cos. El primer método que se introduce es el lema de Watson, fundamental para el
calculo de los desarrollos de las integrales de tipo Laplace. A continuacion, se estudia
el método de Laplace en distintos escenarios, considerando diversas hipotesis sobre
la integral de partida. Finalmente, se estudian los puntos de silla y las direcciones de
ascenso y descenso de las funciones complejas, lo que permite entender en detalle el
método de mayor descenso. Cada uno de estos procedimientos vienen acompanados
de ejemplos ilustrativos que destacan la potencia de los desarrollos asintoticos y cada
uno de los métodos descritos.

Palabras clave: Desarrollos asintéticos, funciones especiales, integrales paramé-
tricas, lema de Watson, método de Laplace, método de mayor descenso.



Abstract

This project explores asymptotic expansions and their application in the approxi-
mate evaluation of parametric integrals. Starting from a brief review of the order
relations between functions, the basis of the asymptotic expansions are shown. The
first method is known as Watson’s lemma, elementary for the computation of the
expansions of Laplace-type integrals. Moreover, the Laplace method is studied in as-
sorted scenarios, considering manifold hypotheses about the main integral. Finally,
for a detailed understanding of the steepest descent method, the theory of saddle
points and the directions of ascent and descent of complex functions is studied. Tho-
se methodologies are followed by illustrative examples that highlight the power of
asymptotic expansions.

Keywords: Asymptotic expansions, special functions, parametric integrals, Watson’s
lemma, Laplace method, steepest descent method.



Introduccion

En el Anélisis Matemaético clasico, las series funcionales, en particular las series de
potencias desempenan un papel esencial para desarrollar teorias tan relevantes co-
mo los desarrollos de Taylor o de Laurent. Un estudio muy comun es identificar los
dominios de convergencia de cada una de estas series y como de fuerte es esta conver-
gencia: uniforme, absoluta, incondicional, normal, etc. Con este estudio se pretende
dar una representacion local, sencilla y comoda, que permite ademas la evaluacion
aproximada de estas funciones. En cambio, el analisis de las aproximaciones que pro-
porcionan las series no convergentes se descarta desde el principio. En este trabajo,
nos centraremos precisamente en el estudio del concepto de desarrollo asintético de
estas funciones que da un significado analitico a las series de potencias divergentes,
proporcionando aproximaciones ttiles a pesar de la falta de convergencia.

Los desarrollos asintéticos o series de Poincaré son series funcionales reales o comple-
jas con la propiedad de que si escogemos correctamente el nimero de términos que
queremos sumar, las aproximaciones que nos proporciona es razonablemente buena
para la funcién que se esta analizando. Esta propiedad, igual que en el caso clésico,
es local; esto es, podemos conseguir una buena aproximaciéon de la evaluacion de
una funcion siempre que este valor se encuentre suficientemente cerca del punto en
el que se ha hecho el estudio.

El primer mateméatico que formuld este problema desde un punto de vista riguroso
fue H. Poincaré en 1886, que trabajo con el tipo mas comun de desarrollos asintéticos,
los dados por series de potencias formales, con exponentes bien positivos (en torno
a 0) o negativos (en torno a infinito). Los métodos que abordaremos en este trabajo
son el lema de Watson que viene de la mano de la integracion por partes reiterada
y los métodos de Laplace y de mayor descenso.

El hecho de que la convergencia de la serie no juegue un papel relevante, hace que
podamos ampliar el abanico de funciones que podemos aproximar. En particular,
esta técnica de aproximacion es especialmente util en la frontera de los dominios
de definicién, o en el punto del infinito en el caso de dominios no acotados. En
particular, la metodologia més comiin es trabajar en sectores de corona no acotados.
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Muchas de las funciones candidatas a ser aproximadas mediante estas técnicas no-
vedosas son las denominadas como funciones especiales; funciones matematicas que
tienen una gran relevancia en el Analisis Matematico, Funcional o aplicaciones a la
Fisica. En particular, dentro de estas funciones especiales, se trabaja con funciones
definidas mediante una integral paramétrica, como las funciones Gamma de Euler o
las de Bessel.

El hilo conductor que seguiremos es el siguiente: comenzaremos analizando las re-
laciones de orden, consultando el texto de F. W. J. Olver [8], para luego definir
los desarrollos asintoticos y sus propiedades fundamentales. En segundo lugar, con
ayuda de los textos [8] y de R. Wong [13], probaremos el lema de Watson. Asimismo,
describiremos uno de los métodos mas generales para el calculo de los coeficientes del
desarrollo asintético de la mano de N. M. Temme [11]. En tercer lugar, abordaremos
el método de Laplace bajo distintas hipotesis, lo que nos llevara a considerar varios
ejemplos abordados, tal como se expone en los textos de E. T. Copson [3], J. D.
Murray [7] y [13]. Finalmente, estudiaremos el método de mayor descenso ademéds

de ilustrarlo con un ejemplo minucioso, con referencia al libro de N. Bleistein y R.
A. Handelsman [2].

A lo largo del trabajo se incluyen numerosas figuras elaboradas con el programa
GeoGebra. Todas ellas estan citadas en el apéndice C, junto con los cédigos corres-
pondientes a las graficas y tablas generadas con Matlab. Cada una de estas referencias
cuenta con un hipervinculo que dirige a la pagina donde se encuentra cada figura,
lo que facilita su visualizacién y, en algunos casos, permite manipularlas de manera
interactiva.



Capitulo 1

Desarrollos asintoticos

En este primer capitulo, introduciremos los conceptos fundamentales del andlisis
asintético. Para poder aproximar una funcién, lo primero que debemos fijar es el
criterio con el que vamos a comparar estas funciones. Por lo tanto, empezaremos
introduciendo unos conceptos basicos de la relaciéon de orden entre funciones, las
cuales seran la base sobre la que se construira todo el trabajo siguiente. En segundo
lugar, presentaremos los desarrollos asintoticos. Ademas de la definicion, enunciare-
mos y probaremos las propiedades principales que cumplen. Por ultimo, a través de
un ejemplo, ilustraremos el motivo que respalda el desempeno de este estudio. Los
principales textos que hemos seguido en este capitulo son [8] y [11] .

Antes de todo, presentaremos los conjuntos en los que estaran definidas las funcio-
nes que estudiaremos. Lo primero que debemos que tener en cuenta es que para
poder comparar y aproximar una funciéon f con respecto a otra funcion g, ambas
funciones deben estar definidas en un mismo conjunto D C C. El punto en el que
queremos llevar a cabo el andlisis asintotico lo llamaremos zy el cual serd un pun-
to de acumulacion de D. En general, las funciones con las que vamos a comparar
el comportamiento asintético de f son funciones que cumplen que g(z) — 0 cuan-
do z — zp, asumiendo siempre que nos aproximaremos al punto siempre desde el
interior de D.

En los casos en los que D sea un conjunto no acotado, normalmente el punto z
en el querremos la aproximacion asintotica serda el punto del infinito. De hecho,
en el trabajo que llevaremos a cabo trabajaremos habitualmente con conjuntos no
acotados y en particular nos centraremos en sectores de coronas no acotadas:

D={ze€C:l|z| >r, «a<arg(z)<p}, (1.1)
siendo r > 0 y a < f3 reales que en general tomaremos en [—m, ]

En las tres figuras siguientes se presentan tres casos de sectores de coronas no aco-
tadas, con los cuales trabajaremos en secciones futuras. A lo largo de este trabajo
manejaremos muchos sectores no acotados como (1.1), pero denominaremos a estos
como dominios si todas las desigualdades son estrictas, es decir cuando D es un
sector de corona abierta no acotada y conexa.
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Figura 1.1: 0 < o, 8 < § Figura 1.2: a < § < f3 Figura 1.3: a <0< f3

1.1. Relaciones de orden

Para poder empezar el estudio asintotico nos interesa comparar el comportamiento
de las funciones en el punto z;. Para ello manejaremos los simbolos O-grande de
Landau, o-pequena de Landau y el simbolo de la equivalencia asintotica, ~.

Definicién 1.1. Dadas dos funciones complejas f(z), g(z) definidas en un dominio
D C Cy zy un punto adherente del dominio,

1) Diremos que f es de orden no superior a g en D y lo denotaremos por

f(z) = O(g(2)), =z€D,

en los casos en los que IM > 0 tal que |f(z)| < M|g(z)| para cada z € D.
Cuando D es no acotado, diremos que f es de orden no superior a g en el
infinito y lo denotaremos por

f(z) =0(9(2)), =z— o0,

en los casos que existan R, M > 0 tales que |f(z)] < M|g(z)| para cada
ze DNn{z:|z| > R}.

11) Diremos que f es de orden menor que g en zy y lo denotaremos por

f(z) = o(g(2)), z— 2, z€D,

cuando
im 1) g
Z—r20 g Z)
111) En los casos en los que
lim @ =1,
Z— 20 g(z)

diremos que las funciones son asintéticamente equivalentes en zy y lo denota-
remos de la forma siguiente:

f(z) ~g(2), z— 2z, z€D.
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Ejemplos 1.2. En primer lugar, vamos a mencionar el caso particular de que la
funcién ¢ sea idénticamente 1 en el dominio D:

1) f(z) = O(1) en D significa que la funcién |f(z)| estd acotada en D: IM > 0
tal que
<M, VieD.

11) f(z) =o(1) cuando z — 25 en D implica que podemos extender por continui-
dad f al punto zy como:
f(20) = lim J2) = lim f(z) =0.

z—z0 ] z2—20

) f(z) ~ 1 en z implica que podemos extender por continuidad f al punto 2,

como i)
; ; z
f(z0) = limp f(z) = Jim == = 1.
En segundo lugar, vamos a dar un ejemplo sencillo de cada una de las relaciones
para esclarecer el funcionamiento de esta notacion.

1) Veamos que sinh(z) = O(e®) en {z € C : Re(z) > 0}:

—;‘1—62'2

sinh(z)

ez

< (1 + e’QRe(z)) <1 si Re(z)>0.

N | —

11) Veamos que Z% = 0(%) cuando z — oo en cualquier corona no acotada que no

contenga al origen:
1/22 z

lim = lim — = 0.
Z—00 1/2 z—00 2

111) Veamos que (z 4+ 1)? ~ 22 cuando z — oo en C:

1 2
lim m 1
Z—r 00 22

Observaciones 1.3.

= El simbolo O se puede asociar a todo un dominio, en cambio o y ~ son rela-
ciones asociadas a un unico punto de acumulacién del dominio. Ademas, las
definiciones I1) y 111) son mutuamente excluyentes. En cambio, ambas son un
caso particular de 1). De hecho, 11) y 111) son dos condiciones méds minuciosas
sobre el cardcter de la funcién f con respecto a g que la de 1).

A la menor constante que cumple la desigualdad se la llama constante implicita
y en la practica no es necesario ni comun calcularla. De hecho, al alterar el
dominio D, reduciéndolo por ejemplo, puede que esta constante cambie y en
general no nos va suponer ningiin problema.
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» Las definiciones de los simbolos O, 0 y ~ implican autométicamente la unifor-
midad respecto al argumento de cada una de las acotaciones y convergencias
respectivamente. En el libro [13], por ejemplo da unas definiciones alternativas
en las cuales el argumento de cada punto si que tiene relevancia para asegurar
la relacion entre las funciones.

= Este tipo de relaciones también pueden poseer la propiedad de uniformidad
respecto a las demas variables o parametros. Tomemos como ejemplo la funcién
e==w* siendo u € [0,a], con a > 0, y probemos que ezmw)? — O(eZQ) cuando
z — 00 en el semiplano derecho abierto:

‘e(z—u)2 _ eRe((z—u)2) _ 6Re(z2+u2—2zu> _ (euQG—QURe(z)) eRe(z2)
< (ea2 . 1) ) = M|e*’| siempre que Re(z) > 0.
De forma andloga, si tomamos —u € [0,a], tenemos que e*~%° = O(e*)

cuando z — oo en el semiplano izquierdo.

» Las notaciones o(g) u O(g) también se utilizan para denotar las clases de
funciones con la propiedad I1) o 1) respectivamente en relacion a una funcién
fija y conocida g. De hecho, pueden utilizarse como funcién genérica que cumple
esta relacién. Veamos los ejemplos siguientes:

1. O(g) +O(g) = O(g) en D:
Con la igualdad anterior queremos indicar la propiedad siguiente:
Si f1, f2 € O(g) en el sector D, entonces la suma también pertenece a
O(g), en el sector D.
Para demostrarlo, consideremos dos funciones fi, fo € O(g), luego existen
las constantes My, My > 0 tales que

1/1(2) + fa(2) < Milg(2)] + Malg(2)| = Mlg(z)|, =z €D,

por lo tanto, f; + fo = O(g) en D siendo M = M; + M,. Puesto que las
funciones f; y f2 son arbitrarias, hemos probado que O(g)+0O(g) = O(g).

2. o(g) + o(g) € o(g) cuando z — oc:

fl(Z)er)‘z(Z) -0
g(z ’
podemos garantizar que f; + f2 € o(g) y de la misma manera que antes,

probar que o(g) + o(g) = o(g).
3. o(g) € O(g) cuando z — oc:

Sean f1, fo € o(g) aplicando la linealidad del limite, lim, .,

Vemos que la clase O(g) es mas grande que la clase de o(g) cuando tra-
bajamos en un entorno del punto del infinito. Si f € o(g), entonces para
cada € > 0 existe R > 0 tal que EEE;" < e cuando |z| > R. Por lo tanto, si
fijamos un € tenemos que f € O(g) en la corona no acotada |z| > R. Para
probar que la otra contencién no se cumple, bastante considerar el siguien-
te contraejemplo. Si f(z) =2z y g(z) = z, esta claro que f(2) € O(g(z))
en todo el plano complejo (de hecho la constante implicita es M = 2),

pero como lim,_, ., ‘|£8|| =2#0, f ¢ o(g).
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Observacién 1.4. En cuanto a la notaciéon de las funciones complejas, en el estudio
asintético es comun expresar las funciones como suma de funciones donde cada una
de ellas tiene un cardcter asintético distinto en zo: f(2) = f1(2) + fa(2)

Un caso muy comun en donde se utiliza esta notaciéon es cuando la funcién f es
periddica en la recta real. Tomemos como ejemplo f(z) = sin(z) en C y 2y el punto
del infinito y las dos componentes de la funcién serian

eiz e—iz
fi(z) = fa(2) = ——
(2) =5 (2) 5
que se comportan de manera muy distinta en el plano complejo cuando z tiende a zj.
Vamos a considerar que z tiende a z; con un argumento fijo 6 y veamos los casos
0
con los que nos podemos encontrar:

» Sif e (2km, (2k + 1)7) para algin k € Z, se tiene que Im(z) > 0 y por tanto,

2|fl| = eflm(z) = 0
2| fo] = )y o cuando z — oo.

s Si @ = kw para algin k € Z, se tiene que z € R y por tanto,

2|f1| =1 —= 1
oAf] = 1 — 1 cuando z — 00

» Sif € ((2k — 1)m, 2km) para algin k € Z, se tiene que Im(z) < 0 y por tanto,

2lfil = e™mB) & oo

d — 0.
o fs] = Jmiz) cuando z — 00

1.2. Desarrollos asintoticos

En esta segunda seccion definiremos lo que son los desarrollos asintoticos que van a
ser la base del estudio que realizaremos.

Definicién 1.5. Sea f una funcién de una variable real o compleja 2y > 7 ja,z™"

una serie de potencias. Denotaremos por Sy(z) a la suma parcial de los primeros N
términos de la serie y por Ry(2) = f(z2) — Sn(z) al resto para cada N. Es decir,

aN-—1
~N-1

N—-1
f(z) =Y anz™" + Ry(2) =a0+%+---+ + Ry(2), N=0,1,2,...
n=0

asumiendo que Ry(z) = f(z). En el caso de que para cada N se diese la relacion
Ry(2) = 0(z™"), z— oo,

en algin dominio no acotado D, entonces a la serie > °7 ;a,z™" la llamaremos un
desarrollo asintético de la funcién f(z) y lo denotaremos

o
f(z) ~ Y a,z"" cuando z — o0 en D.
n=0
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Observaciones 1.6.

= Esta definiciéon es la dada por H. Poincaré en 1886, por ello hay muchos textos
que las bautizan como desarrollos asintéticos de Poincaré.

= De la misma manera que lo hicimos para la notacién de Landau, podemos
definir un desarrollo asintético de una funciéon cuando z — 0 o cualquier otro
punto adherente (finito) del dominio.

» Es de remarcar que en ningiin momento se asume que la serie > >° ja,2~" sea
convergente para algin valor z. De hecho, en el ejemplo de la préxima sec-
cién veremos un caso donde la serie del desarrollo es divergente para todos los
valores no nulos pero aproxima eficazmente el valor de la funcién cuando nos
alejamos del origen. La razon principal por la que es irrelevante esta carac-
teristica de la serie, es que en el estudio asintotico se trabaja con una suma
parcial de la serie y su respectivo resto, que en ambos casos suelen ser finitos.
De hecho, la tinica condicién imprescindible en la definicién tiene que ver con
las funciones Ry(2).

1.3. Un primer ejemplo: la integral exponencial

En esta seccion presentaremos el ejemplo de la integral exponencial con el propoésito
de ilustrar cémo se aplican los resultados que vamos a ir exponiendo en los primeros
dos capitulos. Seguiremos las referencias [6] y [2].

En primer lugar, definiremos la funcién integral
El(Z) = / tileitdt, A Rzo, (12)

a la que denominaremos integral exponencial, que es una funcién especial real. En el
apéndice B se concretan las nociones necesarias para saber que esta integral impropia
de parametro z tiene sentido siempre que z sea positivo y que podemos calcular su
valor mediante la identidad siguiente:

Ei(2) =—1In(z) — v+ i (=) (1.3)

' Y
nn

donde 7 es la constante de Euler-Mascheroni. También definiremos la funcién integral
F(z) = ze*Ey(2) = z/ t~te* tdt, z € Rx. (1.4)

Al haber multiplicado por z ya no encontramos ningtin problema de convergencia en
el 0 pues si utilizamos la identidad (1.3), los 6rdenes de infinitud hacen que podamos
extender por continuidad F(z) al origen con el valor 0. Otra forma de ver esto es
aplicando la regla de I’Hopital y el teorema fundamental del calculo para funciones
reales:

Ei(2) —z71le? ) 1

lim F(z) = lim ——— = lim 5 —— = lim —; =
z—0+ z—0t z7le=% o0t —z7%e % — z7le=2 o0t 2zl 41

0.
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De este modo, obtenemos una expresion que es valida en todo el entorno del origen
y que, ademas, una de sus partes se presenta en forma de serie de potencias:

F(z) = ¢ (-m 7+Z )n 1zn>. (1.5)

Sabemos que esta serie es convergente cuando z > 0 pero su convergencia es desmesu-
radamente lenta cuando z toma valores grandes. En concreto, si queremos aproximar
el valor de la integral cuando z = 10 con tres cifras significativas, vamos a necesitar
sumar los primeros 40 términos de la serie. Por lo tanto, es conveniente buscar una
manera alternativa de determinar el valor de esta funciéon para argumentos lejanos
del origen, y es en este contexto donde los desarrollos asintoticos juegan un papel
clave.

Puesto que por ahora solamente conocemos la definicion de desarrollo asintotico,
nuestro objetivo es intentar encontrar una expresioén de F(z) que siga las estructura
mencionada en la definicién 1.5 con las herramientas basicas del Analisis Matema-
tico. Observamos que la integral (1.4) se puede integrar por partes reiteradamente
si seguimos el procedimiento siguiente: para cada k € N, consideramos

u = t7F = du=(=k)t " ldt
dv = e ldt = v=—e""t

1 o0 1
F(z) :z(—/ ththt) :z<—+2 t3e* tdt)
z z z

11 92
—1———}———23‘/ t~4e*tdt =
z

Después de N iteraciones, llegamos a que la funcién F'(z) se puede expresar en dos
sumandos distinguidos, las potencias negativas de z y la integral:

N— n' oo
Z (—1)NN!/ W=ty

Siguiendo la notacién establecida en la definicién (1.5), denominaremos al segundo
sumando Ry (z), y el siguiente paso serd verificar si cample con la condicién de orden

Ry(z) = O(27Y). Para ello, vamos a tener que acotar la integral teniendo en cuenta
que t > z =t~ N+ < 5= (N+1).

N!

IRy (2)| = (=1)V Ry(2) = 2 N! / =N+ ot gy < =N | / et = 5.

4
Concluimos asi que F'(z) admite desarrollo asintético cuando z — 0o y su valor es
n
F(z) ~ ZO(—l) —, Z = 00.
n—=

Es de mencionar que la serie en cuestién no es convergente para ningun valor de z,
de hecho no cumple ni la condicién necesaria de convergencia (su término general no
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tiende a 0). En cambio, hemos dado una cota superior para el error cometido al apro-
ximar F'(z) por la suma parcial de los primeros N términos. De hecho, considerando
z suficientemente grande, podemos dar una aproximacion de la funcién tan precisa
como queramos de la que hablaremos mas a fondo en la seccién 1.6. Para poder
entender mejor el propoésito de manejar estos desarrollos y seguir el estudio de este
ejemplo, debemos probar varias propiedades basicas de los desarrollos asintéticos.

1.4. Propiedades de las series de potencias asin-
toticas
Teniendo en mente la definicién 1.5 en esta secciéon vamos a demostrar varias pro-

piedades de los desarrollos de Poincaré. La mayor parte de los resultados se han
tomado del texto de Olver [8].

Teorema 1.7. Una funcion f posee un desarrollo asintotico de la forma descrita
en 1.5 si y solo si

n—1
ap = lim f(2); a, = lim <f(z) -y amz_m> 2" n=1,23,....
m=0

Z—00 Z—00

Demostracion. La condicion es suficiente, pues la existencia de los limites anteriores
garantiza la acotacion de Ry(z)z" para |z| suficientemente grande, y por lo tanto
Ry(2) = O(z™") cuando z — oo para cada N = 0,1,... Para ver que la condicién
es necesaria, empecemos probando el primer limite. Podemos considerar N = 1 en
la definicién de desarrollo asintotico y por tanto,

f(2) —ao = Ra(2)
es O(z™!) cuando z — oo, luego podemos acotar:
() = aol = Ry ()] < Myl —> 0,

queda asi probado el primer limite.

En cuanto al segundo limite, sea n > 1 y siguiendo los mismos pasos que en el caso
anterior:

n—1 n n—1
(f(z) — Z amz_m> 2 —a, = <Z amz" "+ Ryi1(2) — Z amz_m> 2" —a,
m=0 m=0 m=0

= (anz_" + Rn+1(z)) 2" —ay, = Ryi1(2)2"

= [Rni1(2)][2]",

(19~ £ ) # -,

< My |27 = Moy |2 =2 0

La constante M, se deduce de que R,,(z) es de orden no superior a 2=\, [
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Corolario 1.8. Si f posee los siguientes desarrollos asintdticos,
[e.e] oo

f(z) ~ Z anz" ", f(z) ~ Z bpz™", 2z — o0
n=0 n=0

dentro de un mismo dominio D, entonces a, = b, para cada n =0,1,2,...
Demostracion. Se deduce del lema anterior y de la unicidad del limite. O

Dos funciones distintas pueden tener el mismo desarrollo asintético. En otras pala-
bras, si una funciéon f admite un desarrollo asintotico, este es tinico; no obstante, la
funciéon f no es la tnica funciéon que tiene este desarrollo asintético.

Definicién 1.9. A las funciones g # 0 que admiten un desarrollo asintético con
todos sus términos nulos las llamaremos funciones planas, o asintéticamente iguales
a 0 para todos los 6rdenes. En el caso que comparemos este tipo de funciones con
alguna otra f que tenga al menos un término no nulo, diremos que la funcién g es
exponencialmente pequefia comparada con f.

Observaciones 1.10. Si f es una funcién definida en el dominio Dy y admite el
desarrollo asintético

[e.e]
f(z) ~ > a2z, z — 00,
n=0

entonces si a f le sumamos una funcién plana ¢ definida en Dy, la funcién suma
h = f 4+ g esta definida en D;, = Dy N D, y su desarrollo asintético es igual al de
f. Hay que remarcar que en general, f y h no son iguales en Dj, ya que g es no
nula y como su contribucién a partir de R < |z| es infima, el desarrollo asintdtico
no cambia. Con las propiedades de linealidad que probaremos en el resultado 1.13
veremos que es trivial lo afirmado en esta observacion.

—Zz

Ejemplo 1.11. Hay muchas funciones que son planas, una de ellas es g(z) = e
cuando |arg(z)| < § — ¢ < 7. La razon de este hecho es que lim,_,o 2"e™* = 0 en
dichos sectores y para cada n = 0,1,2,...; de hecho, si z = re?? y |0| < 5 =0,

|z"e™?| = ]z|”e_‘z|°°se <rre 0 50 cuando r — o0o.

Concluimos asi, gracias al teorema 1.7, que g(z) = e~ es una funcién plana en dicho
dominio.

El hecho de estar trabajando con la O hace que hagamos hincapié en la comparacién
de los érdenes de magnitud de las funciones. En cambio, es comun olvidarse de la
constate M que acompafia a esta nocién, como vimos en la definicion 1.1. Esta
constante puede ser arbitrariamente grande o pequena dependiendo del contexto
en el que estemos trabajando y se le llama constante implicita. En el resultado a
continuaciéon daremos una cota inferior para el valor de las constantes implicitas
asociadas a cada resto del desarrollo asintotico.

Corolario 1.12. La N-ésima constante My implicita en 1.5 en el sector D no puede
ser menor que |ay|.
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Demostracion. Sabemos que para cada z € D,

f(z) = z_: anz "+ Ry(2) =) anz " + Ryya(2).
n=0 n=0

Tenemos entonces que si |z| > R,

Ry(z) =anzV + Ryu(2) = |Rn(2)||2"] = |an + Rys+1(2)2"| < My

y €Omo
Ry1(2)
. N oy N+1 -1 _
i Bvia(2)z" = lim sy = =0,
concluimos que My > |ay| para cada N =0,1,.... ]

Lema 1.13. Cuando las funciones f y g poseen los desarrollos asintoticos
f(z) ~ Z a2z ", g(z) ~ Z bpz™", z—o00, z€D
n=0 n=0

entonces cada una las funciones siguientes poseen un desarrollo asintético en D:

1) af(z)+B9(2) ~ Xilolaan + Bba)z™"

2) f(z)g(z) ~ Z;.Lo:() anin) Cp = :Ln:(] ambn—m
3) ﬁ ~ Z;O:O dnz_n; 87/' Qo 7£ 0; dO — %
CL[)dn - %;10 an—mdm

Demostracion. La primera es inmediata de la definiciéon, como podemos ver a con-
tinuacién. Dado N € N,

N-1 N-1
f(2) =3 anz "+ RY(2),  g(2) = 3 bz "+ RA(2).
n=0 n=0
Entonces,
N-1
hi(z) = af(z) + Bg(z) = > (aa, + Bby) 2" + (aR§(2) + BRY(2))
n=0

Sabiendo que si |z| > R existen MY, M% > 0 tales que |R(2)| < Mf|z|™N y
|R% ()| < M%|z|~N, tenemos que

@R (2) + BRY (2)] < (aMf + BME)| 2|7 = My |2~V
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probando asi el primer desarrollo.
En cuanto a la segunda, debemos separar el estudio en tres tipos de sumandos.

ho(2) = f(2)g( _<Nfan "+ R (2 )(sz + R9( ))
(B

)
(o (Ene) s
+ Ry (2) R (2).

Para el primer sumando utilizamos la férmula del producto de Cauchy para calcular
el producto de sumas parciales. Observemos que solo nos interesan los primeros N
términos de esta nueva suma, luego debemos ver cudl es el orden de estos sumandos
restantes.

2N -2

N-1 N-1 N-1 n
<Z anz_n> (Z bM—”) =Yz "+ ) Gz ", siendo ¢ = Y amby_pm.
n=0 n=0 n=0 n=N m=0

Teniendo en cuenta que si consideramos |z| > R > 1, tenemos que |z7"| < [2|™V
para cadan > N,

2N—-2

Z Ch2 "
n=N

2N—-2

< 7 G|z = Cnlz Y. (1.6)
—N

Para el segundo tipo de sumando, debemos aplicar la condiciéon de orden al resto y
acotar las potencias de z que nos aparecen en la suma parcial:

(£
(;0 bnz"> RL(2)

En cuanto al tercer sumando, solo tenemos que aplicar la condicién de orden a ambos
restos:

N-1
< MR lanll2] " < KR 27,

=0 (1.7)

N-—1
< MY Y [ball=l " < KL |2,
n=0

|RL(2) RY (2)] < M{ME 2| >N < Kylz| Y. (1.8)

Por 1ultimo, sumando todos los términos que constituyen el resto, podemos concluir
que este es de orden O(z7V):

N-1
‘f(z)g(z) — > ez < (On + Kfy + K+ Ky ) |27 = M|z ™,
n=0

Luego hemos probado que

[o@) n
z) ~ Z cpz ", 2 — 00, Cp = Z Dy -
n=0 m=0
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En cuanto al desarrollo asintético de la funcién hs(z) = 5 cuando ay # 0, lo
primero que haremos es probar que

1 1 —a N
—_— — ~ z — 00.
f(z) ao  agz

En primer lugar, tenemos que lim, ﬁ = %, luego tiene sentido considerar pro-
bar la condicién anterior, pues queremos ver cudl es la velocidad de convergencia.
Empecemos operando para luego aplicar el limite:

2 <f(12> - ;0) = (ao T “le—l—R2(Z) B ;)
—ay — 2Ry(2)

ao (0o + % + Ry(2))

Recordemos que Ry(z) = O(272), luego

M
[2Ra(2)] < |7|2 =0, |Ra(2)] < W =0, |¢] = oo,

y por tanto al pasar al limite,

, —ay; — zRy(z)
lim =
2Z—00 aop (ao =+ % —+ RQ(Z))
2
—Qaq z RQ( ) —Qaq
= lim = )
2—00 ao (a() + a1 4+ Rz(z)) 2 ag (@0 + al 42 R2(z)) CL%

Siguiendo este mismo procedimiento, por induccién sobre n podemos probar que

N—1
—— = > dpr "~ dy 2V 2z — 00. (1.9)

No vamos a demostrarlo, ya que los calculos son tediosos y largos, y estamos tratando
con una propiedad basica de los desarrollos asintéticos, la cual no se empleara en
el desarrollo de este trabajo. Se pueden ver més detalles en [8, pag. 17] y [3, pag.
9. O
Lema 1.14. Si la funcion f es continua en el dominio D y f(z) ~ Y02 ,anz"
cuando z — 00, z € D, entonces

/:o (f(t)—ao—> dt ~ i%z_”, z— 00, z€D, (1.10)

nln

donde el camino tomado es el segmento que une z y oo dentro del domino D.
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A _ - | = arg(z)
‘ !

. .

Figura 1.4: Camino de integracién de (1.10)

Demostracion. Como hemos hecho anteriormente, si |z| es suficientemente grande,
dado N > 1 sustituimos f(z) por la suma parcial y el resto N-ésimo:

/:O (f(t) gy — @tl) dt = /:o <§ ™"+ RN(t)> di

(1.11)

La integral (1.11) es convergente porque es una suma finita de integrales convergen-
tes. Vemos que las integrales de la forma

/ ant "dt = a,etme p "dp

||

(n>1)= S — (]z|em)_(n_1) = ainz_"ﬂ,
~(n—1) ~(n—1)
son todas convergentes, ya que al parametrizar la semirrecta de la figura 1.4 nos
encontramos con una integral real que sabemos que es convergente siempre que el
exponente del monomio sea menor que —1. Por esta misma razoén y el orden de
convergencia del resto que ya conocemos, podemos asegurar que la ultima integral
que nos falta por comentar también es convergente:

/OO RN(t)dt’ = ‘/lT RN(pem)emdp‘ < /olo By (pe'™)|dp < My = p~Nap.

Por tltimo, debemos comprobar que [ Ry(t)dt = O(2"V*1), 2 — oo, nos basta
con calcular el valor de la integral anterior:

‘7N+1_

/Oo RN(t)dt‘ < My /|°|o pNd

z

P= N1l
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Queda asi probado que

/ <f(t)—ao—il>dthan+lz_”, z—o00, z€D.
z n

n=1

]

El calculo del desarrollo asintético de la derivada conociendo el desarrollo asintotico
de la funcién original no es tan inmediato como hemos visto que ocurre con las
integrales. Debemos conocer mas aspectos de la regularidad de la funcién original.
De hecho, en general no se cumple que la derivada de un desarrollo sea el desarrollo
de la derivada, como veremos a continuacion.

Ejemplo 1.15. Veamos un ejemplo en el cudl existe un desarrollo asintético para
f y no para f’. Se puede encontrar en [8, pag. 21] y en [6, pag. 28].

Consideramos la funcion f(z) = e *sin(e”) siendo = € R>g que es asintéticamente
igual a 0 para todos los érdenes. En cambio, no lo es su derivada: f'(z) = cos(e”) —
f(z). De hecho, esta funcién no admite desarrollo asintético, puesto que si existiera,
los coeficientes a,, deberian cumplir el teorema 1.7 pero en particular no existe el
limite lim,_,, cos(e”).

En la figura de la derecha veremos re-
flejadas las grandes diferencias entre la \1
funcién f y su derivada f’. Como pode-

mos observar, ambas funciones oscilan y 0,5 ¢
estan acotadas a lo largo de la semirrec-

ta z € [0,00). En cambio, la funcién f : : /l
tiende a 0y f’ oscila en [—1, 1] con una _N 17

frecuencia proporcional a e*. El control
que da e™" al seno hace que f tienda a
0 con un orden de decrecimiento menor
al de cualquier polinomio.

1073 107

3 y
41 — | fl — |f]
1'73 l’iG

2 1
x—4 71.—7

2 A

1 1

8 10 12 14 16 18 20 22 24

Con las dos figuras superiores queremos ilustrar la velocidad de decrecimiento de
las funciones asintéticamente iguales a 0. Como hemos mencionado, la funcién f



CAPITULO 1. DESARROLLOS ASINTOTICOS 21

tiende a 0 de manera oscilatoria y por no dificultar la interpretacién de las figuras,
trabajaremos con el médulo de la funcién. En ambas figuras vemos como la funcién
f supera rapidamente la velocidad de decrecimiento de las potencias negativas x 3,
x4, 7%y 277, que es coherente con que f = O(z™™) para cada n € N. De hecho, por
los 6rdenes de infinitud de las funciones reales, podemos asegurar que f = o(z™")

para cadan =20,1,....

Del ejemplo anterior concluimos que para que se de esta propiedad para las derivadas
de una funciéon que admite desarrollo, debemos imponer ciertas condiciones adicio-
nales. A continuacién enunciaremos un primer resultado ([13, pag. 7]) que relaciona
las derivadas de una funcion y sus respectivos desarrollos asintéticos.

Lema 1.16. Sea D un sector no acotado y suponemos que f posee el desarrollo
f(z) ~> a,z™", z— o0, z€D.
n=0

Si f tiene una derivada continua f' en D y esta posee un desarrollo asintético cuando
z — 00 en D, entonces

(o]
f'(z) ~=> na,z2"", z—00, z€D.
n=1

Demostracion. Denotemos por f'(z) ~ >0 b,z " al desarrollo asintético mencio-
nado en el enunciado. Puesto que f’ es continua en el dominio D, podemos aplicar
la Regla de Barrow. Vamos a considerar el segmento [z, z1] que une z y z;, donde
ambos extremos son no nulos y tienen el mismo argumento (y por ende todos los
elementos del segmento):

) =1 = [ fwa

:/:1 <f/(t)—b0—btl>dt+/:l <b0+111>dt
:/:1 (f’(t)—bo—btl> dt+b0(z1—z)+bllog<zzl>.

Observamos que al integrar nos aparece un logaritmo, que por la condicién de que z
y 21 tienen el mismo argumento, es un logaritmo real con argumento estrictamente
positivo. Teniendo esta igualdad, hagamos tender z; — oo dentro del sector D:

a0 — f(z) = lim (/ (f’(t)—bo—btl> dt +bo(z1 — 2) + by In (’Z;))

Z1—>00

Como lim,, o f(z1) — f(2) = ag — f(2) es finito para cada z € D, tenemos que el
limite que nos aparece al otro lado de la igualdad también debe ser finito. Vemos tres
sumandos claros en este limite, la convergencia del primer sumando nos la garantiza
el lema 1.14. En cuanto a los otros dos, vemos que el limite

T (bo(1 = 2) + by log(2))
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solo puede ser finito si y solo si by = b; = 0; ya que los 6rdenes de infinitud del
término logaritmico y del monomio z; no se pueden contrarrestar con ningin otro
valor de by 0 b;.

Por otro lado, utilizando el lema 1.14 podemos dar una segunda expresion del desa-
rrollo de la funcién ag — f(z) cuando z — oo en D:

00 [e9) bn Y
aO_f(z)N_Zanz_na ao—f(z)NZTHZ .
n=1 n=1

Y por el corolario de unicidad de los coeficientes 1.8, concluimos que para cada
n=1,23...

bn+1

n

—a, = < by = —nay,.

n

Concluimos asi que f/(z) ~ — 3% na,z~"! cuando z — oo y 2 € D. O
Antes de probar el segundo lema en referencia a las derivadas de los desarrollos
asintéticos, vamos a probar el teorema 1.17. Este resultado nos relaciona los érdenes
de una funcién con los érdenes de sus derivadas, el cual va a ser el primer paso a la
hora de calcular el desarrollo asintético de las derivadas de una funcion f, a partir
del de la misma funcion f.

Teorema 1.17. Si f es holomorfa en una region que contiene a un sector S de una
corona circular cerrada y

f(z) =0O(zP) (0 bien f(z) = o(zP)) (1.12)
cuando z — 00 en S y p es un numero real fijo arbitrario, entonces
FM(2) = O(zF~™) (0 bien fU™(z) = o(zP™™)) (1.13)

cuando z — oo en cualquier sector cerrado T de una corona circular interior a S y
con el mismo vértice que el sector S.

Demostracion. La demostracion se basa en la formula integral de Cauchy para curvas
de Jordan. Puesto que f es holomorfa en S, podemos tomar un camino circular ~
interior a S con el que aplicar el teorema: dado z en el interior del disco que encierra

" (m) m! f(t)
e =5 ¢

T omi Sy (t— )
En segundo lugar, sabemos que |z — ¢’ ~, |z|? ya que la traslaciéon no altera el

comportamiento asintotico de la funcién, luego para facilitarnos la notacion y las
cuentas podemos suponer que el vértice del sector S es el origen.

Esto es,

S:={ze€C: a<arg(z) <, |z|] > R}.
Consideramos ahora un sector propiamente interior a S de la siguiente manera: dado
0<d< min{ﬂ%’l, g} y R = ?P;né, definimos

Ss:={z: a+d<arg(z) <pB-94, || >R}
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Observamos que R’ > R ya que sind > 0y 0 < 1 —sind < 1. Sabiendo en qué
sectores de corona vamos a trabajar, definimos una v concreta para cada z € S;:

dado t € 7y se cumple

It — 2| = ‘;|sin(5 (1.14)

Es decir, una circunferencia de centro z y de radio “;—l sin § que denotaremos por 7,.
En la figura de continuaciéon vemos reflejada la relaciéon entre ambos sectores.

Figura 1.5: Sectores S y S

De la segunda desigualdad triangular aplicada a |t—z| podemos deducir las siguientes
dos desigualdades

Loft] = |2 < |t — 2| = Elsing — |t] < |2|(1 + 29)
2. 2] = |t| < |t — 2| = Elsing — [t| > |2](1 — s22)
Por lo tanto, se tiene la relacion

in &
[t < |21+ 25

)y, Vten., (1.15)

y como no tenemos ninguna informaciéon adicional sobre p € R, debemos de tener
en cuenta el signo de p para determinar el signo de la desigualdad. Es decir, si p > 0
tomaremos la suma y en caso contrario la diferencia.

Por otro lado, si consideramos z € Sy, para poder aplicar la férmula de Cauchy
mencionada al principio de la demostracion, debemos asegurarnos que la curva 7,
y el abierto que encierra la curva estan en S. En primer lugar, probemos que todo
punto de la curva esta contenida en la corona {z € C : |z| > R}. Para ello, deberemos
utilizar la segunda desigualdad probada: si z € Ss significa que

|z2| > R = = R <|z[(1 —sind) < |t

1 —sind
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|z1]sind

Figura 1.6: Caminos de integracion para cada z de la frontera de S’

En segundo lugar, vamos a probar que la distancia entre z € Fr(S;s) y la frontera de
S es mayor o igual que |z|sin d. Para ello, estudiaremos por separados los tres casos

posibles:

Caso arg(z) =a+4 :
Queremos calcular la distancia entre una recta {w € C : |w| > R, arg(w) = a}

y el punto z en el plano complejo. Sabiendo la relacién que hay entre C y R2,
podemos expresar estos dos elementos en el plano real y calcular su distancia:

z = (|z]| cos(a + 0), |z sin(a + 0)) ;
||

~— sin d.

To @ sin(a)x — cos(a)y = 0;

d(z,re) = |2|| sin(a) cos(a + ) — cos(a) sin(a + §)| = |z|sind >
Concluimos asi que 7, € S cuando arg(z) = a +J.

Caso arg(z) =3 — 0 :
Este segundo caso se razona de manera andloga, en este caso la parametrizacion

de la recta en R? y el punto z son los siguientes:
rysin(B)z — cos(B)y = 0; == (2] cos(8 — 8), || sin(B — ) ;
|;| sin .

d(z,rg) = |2||sin(B) cos(B — &) — cos() sin(8 — 9)| = |2|sind >

Caso |z| = R :
Este tltimo caso ya esta estudiado puesto que ya lo hemos estudiado en el caso
general |z| < R’y como arg(z) € [a, 3], ya hemos probado que la distancia va

a ser mayor o igual que la del radio de la circunferencia.

Finalmente, de la hipdtesis (1.12) sabemos que existe una constante M > 0 tal que
|f(2)] < M|zJP para cada z € S con médulo suficientemente grande. Por lo tanto, si
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z € S5 podemos llevar a cabo la siguiente acotacién de la funcion f™:

! t) f(?)
(m) :”‘/'fT < /
|2l . / tr '
S m'; sin 60 M rtlé%;{ m s
y utilizando las desigualdad (1.15) y la identidad (1.14),
I sind\” 1
1.16) < m!—sindM|z|P | 1 +
(1.16) < ml =57 sin 0M 2| 2 ) (2 sin o)+l
mIM . (2+sind)? o
= opl |2[P (sin 6)™ = Ms|z|P™™,
siendo Mjs = %, queda probado que f™(z) = O(2™™) en Ss cuando

Z —r OQ.

De hecho, cada uno de los sectores 7 mencionados en el enunciado se pueden cons-
truir a partir de un S5 tomando curvas v, con radios mas pequefios que el que hemos
tomado en esta demostracion y por tanto cada una de las constantes involucradas
en (1.13) estd superiormente acotada por la constante M; correspondiente a cada
T . En cambio, como lims_,o Ms = 0o, no podemos extender este resultado al sector
inicial S.
En referencia al caso en el que f(z) = o(2?), la demostracién es andloga pero teniendo
en cuenta que

. f(z

lim Q

z—o0 P

:0<:>|f(z) <e€ |zl >p.
2P

]

Este resultado nos va a ser 1til para demostrar el resultado siguiente relacionado
con el desarrollo asintético de la derivada de una funcién f, tomado de [13, pag. §].

Lema 1.18. Sea D un dominio como el definido en (1.1) y suponemos que f es
analitica en D. Si f(z) ~ Y00 qanz™" cuando z — oo en cualquier sector cerrado
intertor a D, entonces

oo
fl(2)~=> na,z2""" 200
n=1

cuando z — 0o en cualquier sector cerrado interior a D.

Demostracion. Si f(z) ~ >02,a,2"" cuando z — oo en cualquier sector cerrado

interior a D, entonces para cada z € T C D cerrado y cada N > 0 podemos expresar
f(2) como una la N-ésima suma parcial y su respectivo resto:

N-1 N-1

f(2) =D a2+ Ro(2) = > anz "+ 2 Vra(2),
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donde ry(z) = 2V Ry(2) = 2NO(27) = O(1). A continuacién derivaremos y reor-

denaremos los términos que acompanan a cada una de las potencias z7":

f'(z) = - an(—n)z " (=N 2N ey (2) + 27V (2)

3
I

=2
b

an(—n)z "+ 27N (a1 (=N + 1) 4+ 7y (2) + 27V (=N)ry(2).

3
Il
—

Observamos que los coeficientes que nos han salido como resultado de la derivacion
de la expresion son justamente los del enunciado y que las potencias llegan hasta
—(N —1). Por lo tanto, nos falta probar que los dos sumandos restantes son O(z~)
cuando z — oo en T.

En primer lugar vamos a calcular la derivada de ry(z) en funcién de la funcién resto
original:

SV (2) = 2 (N2 Ry(2) + 2V Ry (2)) = ]ZRN(z) + Ry (2).

Por ser T ser un sector cerrado interior a S podemos aplicar el teorema 1.17 a la
funcién Ry (z):

Ry(2)=0(:z™), 2T = Ri()=0z"", 2eT.
Por lo tanto, utilizando las propiedades de la O grande de Landau tenemos que
N () = ]ZVO<Z—N) 0N = 0N £ 0N = 0=V,
En cuanto los otros dos sumandos, podemos garantizar que
an_12 N =0(z"") (=N)z M ry(2) = 0>z V).

Por el hecho de que N es fijo, ay_1 es una constante y ry(z) = O(1), como he-
mos mencionado anteriormente. Asimismo, es facil probar que Oz~ V1) = O(27V)
cuando z — 00, de hecho si hacemos el limite tenemos que es o pequena:

zN-1 1

lim = lim - =0.
Z—00 T Z—00 7z

Concluimos asi que el sumando restante es suma de orden O(z™") cuando z — oo
en 7 y por tanto que

eV (ay 1 (=N + 1)+ 74 (2) + 2V H=N)ry(2) =0(z™), 2€T, z— oo
[

1.5. Desarrollos asintéticos generalizados

A veces interesa cambiar la sucesién de funciones {z7"} por otra que cumple unas
condiciones de orden similares. Asi, podremos incrementar el nimero de funciones
que podemos aproximar con perspicacia empleando series funcionales que siguen la
misma estructura que los desarrollos asintéticos.
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Definicién 1.19. Sean {#,, }2° | una sucesién de funciones continuas definidas en un
mismo dominio D y zy un punto adherente de D. Se dice que la sucesion constituye
una escala asintética cuando z — zp en D cuando la sucesion cumple la condicion
de orden siguiente:

UVni1(2) = o(p(2)), z— 2y, z€D

Definicién 1.20. Sea {¢,}°; una sucesién de funciones continuas definidas en
un mismo dominio D. A la serie Y0 ¢,(2) se le llama un desarrollo asintdtico
generalizado de la funcién f(z) con respecto de la escala asintdtica {1, } cuando
z — 2y en el caso que se cumpla

f(z):;)(bﬂ(z)_'_o(wN(z))? N:O71727"'7

y lo denotamos por

f<z>~§o¢n<z>; T

Observacién 1.21. Si comparamos las definiciones 1.5 y 1.20 podemos observar
una diferencia entre ambas expresiones. Mientras que en la primera consideramos
la suma de 0 a N — 1y Ry(2) = O(z7"), en la definicién de desarrollo asintoti-
co generalizado consideramos un sumando mdas y un resto del orden de o(¢n(z)).
Este cambio se debe al hecho de considerar explicitamente el sumando N-ésimo
o mantenerlo implicitamente dentro de la O-grande de Landau. En el ejemplo 2.6
detallaremos las diferencias de cada una de las notaciones.

Observacion 1.22. La aplicacion mas comun de estos desarrollos es cuando

an(z) = anwn(z)

siendo a,, una constante, dandonos asi una generalizacion de los desarrollos de Poin-
caré que hemos definido en la seccién 1.2.

1.6. Truncamiento 6ptimo de los desarrollos asin-
toticos

A lo largo de este capitulo, hemos presentado los desarrollos asintéticos, las pro-
piedades fundamentales que los rigen, y un primer ejemplo que nos ha permitido
vislumbrar el potencial de los desarrollos asintéticos para aproximar funciones espe-
ciales. Hemos observado que, como regla general, no podemos garantizar la conver-
gencia de ninguna de las series planteada; por ello, nos centramos exclusivamente en
las sumas parciales de estas series de potencias inversas.

La siguiente cuestion que debemos abordar es el nimero 6ptimo de términos que
debe tener la suma parcial para aproximar el valor de la funcién f(z) en el punto
2z = zy. Para ello, retomemos el ejemplo de la seccién 1.3 y veamos qué ocurre en
este caso particular.
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Continuacién del ejemplo de la seccién 1.3. Recordemos que la funcién prin-
cipal con la que estamos trabajando es

[e's) > (—1 n—lzn
El(Z) = / t_le_tdt = — ln(z) -7+ Z (n)'n, A R207
z nel !

y que mediante la integraciéon por partes de la funcién

F(z) = 2e°Ey(2) = ze*(—In(z) — ) + € ) , z € Rxg

n=1

hemos encontrado el desarrollo asintético de la funciéon: cuando z — oo,

> (—1)"n! o
F(z) ~ Z # siendo el resto Rﬁ(z) = 5 (_1)NN!/ 4~ (N+1) gzt gy
n=0 z 2

Si analizamos el desarrollo de F'(z), al considerar valores de z grandes, lo primero
que se nos viene a la mente es que los términos :71 van a ser pequenos. Sin embar-
go, conocemos bien la velocidad de crecimiento del factorial, y que esta nocién de
factores pequefios desvanece cuando n no crece en exceso. De hecho, la velocidad de

crecimiento de término en término es

Término n-ésimo nlzn1 n

= = —. 1.17
Término (n — 1)-ésimo| (n—1)lz" =z (1.17)

Puesto que z es un valor real y positivo, tenemos que la sucesion de restos va alter-
nando de signo, luego las sumas parciales van acotando la funcién F'(z) superior e
inferiormente:

Sin € N es par, RN(2) >0 vy Rk 1(2) <0 = Sk(2) < F(2) < Sg.1(2).
Sin € Nesimpar, Ry(z)<0 y Rh,(2)>0 = Sk(2) > F(2) > Sk..(2),

donde Sy y Sy son las sumas parciales de los primeros N y N + 1 términos del
desarrollo asintético, respectivamente. Por lo tanto, tenemos dos subsucesiones de
sumas parciales que nos acotan inferior y superiormente el valor de la funcién F(z)
para cada valor de z, dandonos asi un primer candidato de intervalo de acotacién.
No obstante, que la serie sea divergente hace que la longitud del intervalo cada vez

sea mayor:
N!
F F

[SN(=) = Sk (2)| = - (1.18)

En esencia, dado un z fijo, buscamos un criterio de parada (el nimero de sumas
N que debemos llevar a cabo) para el cual el resto |R% (2)] sea minimo. De (1.18)
sabemos que [R5 (z)| < &% y de (1.17) se deduce que este valor decrece mientras
N < z, pero crece para N > z. Por lo tanto, el error 6ptimo se obtiene cuando



CAPITULO 1. DESARROLLOS ASINTOTICOS 29

N ~ z, y en concreto si se elige N igual a la parte entera de z. Luego, para esa
eleccion y utilizando la férmula de Stirling,

l=] —1z] 9
z|Ye B 21| 2
<] ] <] < ev2mze ?

21z

F LZJ'
< ~
’RN<Z)| — ZLZJ )
y hemos obtenido una cota sorprendentemente precisa. Por lo tanto el truncamiento
6ptimo para este desarrollo asintético es cuando N = | z], y el error cometido decrece
exponencialmente cuando z tiende hacia infinito.

En las tres figuras que incluimos ahora, relativas al error para diferentes valores
de z y n, observamos que el error minimo se alcanza cuando n ~ z, ademas de
notar que cuanto mas grande sea z, mas rapido es el decrecimiento de la acotacion
en los primeros sumandos. Es decir, cuando z empieza a tomar valores grandes, la
aproximacion obtenida con la suma parcial de N ~ z términos va a ser mucho mas
precisa y eficiente que la obtenida mediante la serie de potencias convergente (1.5).
De hecho, como este error se comporta como O(z~"), podemos lograr la precisiéon
de tres cifras significativas sumando muchos menos términos que los éptimos para
cumplir con este requerimiento, siempre que z sea suficientemente grande. Para
visualizar con facilidad esta gran virtud de los desarrollos asintoticos, fijémonos en
la tabla siguiente.

| 1
|
| I

10 | @ [) 5 10 15 20 25 30 35
| o N |
| ® 0 |
[ ] ° I
5 | o ° I
| ® _10 L] !
| ¢ ° |

°
| .. e 1
L ] ® 15 °
-5 0 ] ® 15 20 % |
® ®e |
.'.‘.. 20 .0. I o
I % I o0®®
-5 LT YYYY YL LA

| |

f25(n) = log(n' 25—n>
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fso(n) = log(n! 507")

Figura 1.10: Comparacién de las acotaciones para el resto del desarrollo asintotico
de F(z), dependiendo del valor de z.

Observamos que para valores muy pequenos la aproximacién no es buena. En cambio
para z = 10 y z = 25 podemos observar que podemos lograr una aproximacién con
3 cifras significativas con menos de 10 sumandos, lo que implica una gran eficiencia
que con la serie de potencias convergente no podemos garantizar. Estos valores se
han tomado de [2, pag. 3.

z  I(z) So(z)  Si(z) Sa(2) S3(2) Sa(2) S5(2) Se(2)

1 059635 1 0 2 -4

2 0.72266 1 0.5 1 0.25 1.75

3 0.78625 1 0.66667 0.88889 0.66667 0.96296 0.46914

5 0.85211 1 0.8 0.88 0.832 0.8704  0.832 0.87808
10 0.91563 1 0.9 0.92 0.914 0.9164 09152  0.91592
25 09631 1 0.96 0.9632  0.96282 0.96288 0.96287 0.96287

Figura 1.11: Tabla de valores exactos y aproximados de la funcién 1(z)

Del ejemplo podemos concluir que el uso del desarrollo asintético para obtener va-
lores aproximados de una funcién requiere el estudio de la variacién de |R% ()] con
respecto a IV y determinar para qué N es este valor minimo, lo que nos da el nimero
de sumandos con el que conseguimos precision maxima. En el caso favorable de po-
der truncar eficientemente el desarrollo, esta técnica tiene una alta capacidad para
proporcionar soluciones cada vez mas exactas a medida que se suman mas términos,
siempre sin sobrepasar el umbral comentado de precision.



Capitulo 2

Desarrollos asintoticos de
integrales del tipo Laplace

En el segundo capitulo nos centraremos en calcular los desarrollos asintoticos de las
funciones que llamaremos del tipo Laplace, para valores de z grandes:

Fr(z) = /0 PLf()e*dt,  Re(z) >0, Re(\) > 0. (2.1)
Les hemos llamado asi por el hecho de que son justamente la transformada de Laplace
de las funciones g(t) = f(t)t*~!. De hecho, es imprescindible para que la funciéon F)
tenga sentido, que z esté dentro del dominio de convergencia de la transformada de
Laplace de g; por ello, pediremos que su modulo sea grande. Las propiedades de la
transformada de Laplace se presentan con mas detalle en el apéndice A.

Para calcular el desarrollo asintotico de las funciones F), vamos a trabajar con el
Lema de Watson que nos dara el valor de este desarrollo para funciones f que
cumplen unas propiedades muy concretas. En segundo lugar, veremos cuales son
las formas mas comunes de generalizar este resultado a funciones que no sigan la
estructura tan concreta de la funcién (2.1). Los textos que seguiremos en este capitulo
son [8], [11] y [13] .

2.1. Lema de Watson

En esta primera seccién abordaremos el resultado principal del capitulo. Empezare-
mos dando unos resultados preliminares que nos facilitaran las cuentas a la hora de
demostrar el lema de Watson. Ademads, presentaremos diversas versiones del teorema
y destacaremos casos particulares en los que el Lema de Watson resulta especial-
mente util.

2.1.1. Resultados preliminares

A continuacién trataremos dos problemas técnicos que nos encontraremos a la hora
de probar el lema de Watson. El primero se debe a la prolongacién analitica de

31
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las funciones F), mediante la integracién en semirrectas del plano complejo. Aqui
trataremos de aclarar que siempre que la funcion f(t) esté bien definida, podemos
girar el camino de integracién, prolongando asi la funcién Fy(z) a sectores de mayor
amplitud.

La segunda cuestién se debe al calculo de integrales que se resuelven mediante la
funcién Gamma de Euler, que van a ser muy comunes a lo largo de este capitulo. En
el apéndice B se presentan los conocimientos requeridos sobre esta funcion especial,
con los cuales demostraremos este segundo resultado.

Definicién 2.1. Se dice que una funcion f : D — C es de orden exponencial si
existen constantes M > 0, 0 € Ry R > 0 tales que

1£(t)] < Me! para todo t € D con |t| > R.

Esta condicién se denota por f(t) = O(e’™) cuando t — oco.

Lema 2.2 ([8], pdg. 108). Sea q una funcion holomorfa definida en el sector no
acotado

S={2€C:a<arg(z) < p}, tal que a <0< f.

Supongamos que existe p < 1 tal que q(t) = O(|t|™") cuando t — 0, y que q es de
orden exponencial, q(t) = O(e?!") cuando t — oo. Entonces, la integral

6

/Ooe q(t)e dt, 0<60<—a—4, (2.2)
0

estd bien definida para valores z que cumplen |arg(z) — 0] < T —6 < T y |7|
suficientemente grande. Ademds, si —3 + 6 < arg(z) < § y |z| es suficientemente
grande, se da la igualdad de integrales

ol

6

I(z) = /0 T g(t)etdt = /O e, (2.3)

El camino de integracion de (2.2) es la semirrecta [0,00) girada con dngulo —6.

Figura 2.1: Representaciéon de los caminos de integracion de (2.3) en el plano com-
plejo y en la esfera de Riemann, respectivamente.
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Demostracion. Antes de comprobar que las dos integrales en (2.3) coinciden, hay
que asegurarse de que ambas tienen sentido y son convergentes. Por cémo hemos
escogido 6, se tiene que la semirrecta (0, c0e™) estd contenida en S, y lo mismo
ocurre claramente con el semieje (0,00) (que corresponde al valor § = 0), por lo
que ambas integrales tienen sentido. Como ¢(t) es holomorfa en S, el integrando es
continuo, luego localmente integrable en ambos caminos. La integrabilidad en torno
a 0 se debe a la condicién ¢(t) = O(|t|™*) cuando ¢ — 0, pues el factor e ** estd
localmente acotado en torno a 0 para z fijo. Por ultimo, la integrabilidad en infinito
depende del tamaifio del integrando. Existen My > 0y Ry > 0 tales quesit € Dy
t| > Ry se tiene que |q(t)] < Mye?l. Entonces, si arg(t) = — se tiene que

‘q(t)eztl < Moeo\ﬂe— Re(zt) _ M06|t|(cr—\z|cos(arg(z)—ﬁ))‘

Por lo tanto, la integral sobre el semieje real (es decir, con § = 0) convergera si se
calcula para puntos z con

g

oAl cos(arg(z))

s
arg(z)| < — )
()] < 2
y la integral sobre la semirrecta de direccién —6 lo hara para z con
T

2

larg(z) =0l <5 v 2] >

o
cos(arg(z) — 6)

En conclusién, ambas integrales convergen para puntos z de médulo suficientemente
grande y en el sector de corona dado por la condicion

T T

5 +60 < arg(z) < 5"
La igualdad de las integrales se prueba mediante el teorema de los residuos o el teo-
rema de Cauchy-Goursat, puesto que ¢(t) es holomorfa en S. Empecemos definiendo
el camino en el que queremos aplicar el resultado mencionado anteriormente. Sea
R > 0fijjoy v =71+ — 73 — 74 el camino constituido por la concatenacién de los
cuatro caminos siguientes: sean 0 < ¢ < R,

7(s) = s s € e, R,

) ls) = Re ™ se0,1],
T7) wls) = s sele R
1u(s) = ee? s €[0,1].

Puesto que v* C S, se puede aplicar el teorema de Cauchy-Goursat para deducir
que

/ q(t)e *dt = 0.
.

Podemos separar la integral y hacer tender € a 0:

R Re—%
/ g(t)e~"dt = / et / g(t)e~"dt + / g(t)e="dt. (2.4)
5 et Y2

V4
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71 R

BE! 72

Figura 2.2: Camino v orientado.

Vemos que cuando € — 0, las dos primeras integrales tienden, por el teorema de
la convergencia dominada, a las integrales sobre los segmentos [0, R] y [0, Re=%],
respectivamente. Estas integrales son convergentes por la condicién impuesta sobre
q(t) cuando t — 0. Probemos que la tltima integral se anula en el limite cuando
e — 0. Por la condiciéon que acabamos de mencionar, existen ¢g > 0y M > 0 de
modo que |q(t)] < Mt|™  sit € Dy [t| < &. Entonces, para cada ¢ € (0,e0)
acotemos la integral:

[ atteat| = tong(r) - sup {la(0e -t € ;)
4

i(arg<z>+se>| )

< efMe " sup {|e_|z‘€e s €0, 1]} :

Para z fijoy € € (0, &), el superior indicado esta claramente uniformemente acotado,
y como p < 1 se deduce inmediatamente que

lim [ q(t)e *dt = 0.

e—0 Y4

Volviendo a la igualdad (2.4) después de haber llevado a cabo este primer limite,
tenemos que

[atvetan= [ qwe i [ awear 25)

Ahora, nos centraremos en la tercera integral cuando hacemos tender R hacia infini-
to. Empecemos volviendo a aplicar la acotacion habitual para integrales complejas:

| ; q(t)e *'dt| = sup{|q(t)e | : t € 5} - long (7).
2

La longitud de la curva es Rf. En segundo lugar, acotemos la funcién en los puntos
del soporte del arco. Razonando como antes,

Re(zt) = Re(zRe™ %) = R|z| Re(e®@&) =) = R|z| cos(arg(z) — s6). (2.6)
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La condicién del enunciado de que |arg(z) — 6| < § — 0 garantiza que |sf —arg(z)| <
% — 6 cuando s € [0,1], y la monotonia de la funcién coseno permite escribir la
acotacion siguiente:

(2.6) > |z|Rcos(g — 8) = |2|Rsin(9).

Para acabar con las acotaciones, utilicemos la condicién de orden exponencial de la
funcién ¢: si R > Ry,

| [ q(t)e™dt] < RO eSO ppieol — N RYelilo—lzlsing,
72

Concluimos que si |z| > %=, la tltima expresién tiende hacia 0 cuando R — oo, y
se concluye a partir de (2.5) que las integrales en ambas semirrectas coinciden.

El teorema de holomorfia bajo el signo integral garantiza que las funciones definidas
por ambas integrales son holomorfas en sus correspondientes dominios de definicién.
Como coinciden en todos los puntos de un abierto, una es prolongacién analitica de
la otra, y definen una funciéon holomorfa en la unién de sus dominios. Concretamente,
el argumento de los puntos z donde es coherente la definicién de la funcién es

—g <arg(z) < g+0.

En la figura 2.3 podemos observar cada uno de los sectores que hemos mencionado y
en particular en el de la derecha vemos como se define la funcién I(z) dependiendo
del argumento de z. En el sector coloreado de verde debemos utilizar la integral
con camino de integracion real, en el sector azulado son validas cualquiera de las
dos integrales y en el rojo utilizamos la prolongacién analitica dada por el giro del
camino de integracion.

2 - 8 l
|arg(z) — 6| <;r 7; < arg(z) < : +0 2 + 6 < arg(z) < 2

— - H
‘.' en Aﬂ < arg(z) < T +6 | e
'

Figura 2.3: Valores de arg(z) en los que las integrales (2.2) y (2.3) son convergentes

Otra observacién relevante es que se ha de exigir que |z| sea suficientemente grande
en funcién de o y 9:

o—|z|sind <0 <= |z| > ,L,
sin d
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lo que conlleva que el umbral minimo de convergencia de la integral varie en cada
una de las nuevas semirrectas de integraciéon. En otras palabras, fijado un 6 y al
hacer decrecer d, entonces sind decrece y por tanto |z| ha de ser cada vez mayor
para garantizar la convergencia. Incorporando todas estas condiciones a las que ya
conociamos, el domino de convergencia no tiene forma de sector ni de corona, sino
que adopta una estructura como la que podemos apreciar en la figura 2.4 (la region
situada a la derecha de la curva en rojo). Esta condicién se da en cada uno de los
sectores, luego para dar un dominio de holomorfia de /(z) tras la prolongacién anali-
tica debemos unir cada una de estas regiones. En resumen, el estudio de la geometria
del conjunto en el que las integrales (2.3) convergen presenta cierta dificultad.

i+lffnrg(z)< _T:‘(l

)

Figura 2.4: Dominio de convergencia para un € fijo.
O

Observaciones 2.3. Este mismo resultado se puede probar también para valores
de 0 € {min {—ﬂ + 9, —g} ,O} para considerar semirrectas en el primer cuadrante
del plano complejo. El tinico cambio relevante es que ahora los valores de z deben
encontrarse dentro del sector de dngulos —% + 0 y —d. En conclusién, podemos
prolongar la funcién I(z) de forma analitica a valores de z mediante la identidad
(2.3), siempre que ¢ esté bien definida en el camino de integracion seleccionado.

Lema 2.4. Dados z, A € C con partes reales positivas, pn > 0 y |z| suficientemente
grande, mediante el cambio de variable u = 5 y considerando la rama principal del
logaritmo, se tiene la igualdad

X p )\ n
/ $ e g = T (n i ) P ne€Z,. (2.7)
0 7

Demostracion. En primer lugar, observamos que la integral de la cual partimos
cumple todas las hipétesis del lema previo. Pues al ser ¢ € (0,00), se tiene que
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£+~ es holomorfa en C \ (—00,0]. Ademas, si arg(z) = —6 por tener parte real
positiva sabemos que z se encuentra en el semiplano complejo de la derecha, luego
0] < 7. Sin pérdida de generalidad vamos a considerar que § > 0 y por tanto
aplicando el lema 2.2,

Oot + A_q _tht /ooeet - A1 _tht / <t67,9> —1 —|Z|e_19te“9 Zedt
0 0 0

Al parametrizar correctamente la semirrecta sobre la que estamos integrando, lle-
gamos a la tltima igualdad que se podria interpretar como un cambio de variable
complejo u = te?, que no es més que un giro en sentido positivo de dngulo 6.

n+
Por dltimo, como f(t) = t" ~lel7lt es una funcién de variable real con llegada en
el plano complejo, podemos considerar el cambio de variable real u = é:

n+
t

© A g © e t et I o nea g
t ” _Z dt / . . dt = sy tw e dt
0 0 | == Jo

e \Jele =

Del apéndice B podemos reconocer sin dificultad que esta ultima integral es jus-
tamente la funcién Gamma evaluada en "2 que cumple Re(”“) > ( para cada
n € Z, . Llegamos asi a la igualdad que queriamos probar:

/t “leat gt — F<"+A>z‘”3.
1

2.1.2. Lema de Watson para funciones definidas en R,

Habiendo probado estos resultados previos, vamos a enunciar y probar el resultado
principal de este capitulo para el caso mas sencillo de todos. Este es especialmente
efectivo cuando conocemos de antemano cudl es la regularidad global y local (en el
origen en el caso trasladado) de la funcién f. Se ha seguido esencialmente [8, pag.
71y 113].

Teorema 2.5 (Lema de Watson).
Supongamos que:

1. La funcion f: Ry — C tiene un numero finito de discontinuidades.
2. f(t) ~ 300 gant” cuando t — 0.
3. La integral
B = [0 e, (2.8)
es convergente para Re(\) > 0 y valores suficientemente grandes de Re(z).

Entonces, la funcion F\(z) admite el desarrollo asintdtico generalizado

i Ln + )\> z — 00, (2.9)
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en el sector | arg(z)| < §—0 < 7, donde consideramos la rama principal del logaritmo
a la hora de calcular 2"

Demostracién. Llamaremos g(t) = t*1f(t) y su desarrollo asintético generalizado
(desarrollo de tipo Taylor si A € N) se deduce facilmente de la segunda hipdtesis del
enunciado:

g(t) ~ > at"™ =07,
n=0

Por la hipétesis 3, g € ZAL.(R,) y F) es justamente la transformada de Laplace
de ¢g(t), que tendra abscisa de convergencia o, # oo siempre que Re(\) > 0 (ver el
apéndice A).

Definimos la sucesion de funciones siguiente:
N—1
on(t) = gt) = Y aut"1, NeN.
n=0

Por definicién sabemos que ¢y (t) = OtV 1) cuando t — 0T, por lo que existen
Kn,eny > 0 tales que si t € (0,ey) entonces

6 (8)] < Kyt = Kyt tRe()=1, (2.10)

Por como hemos definido esta funciéon, suma de dos funciones que admiten trans-
formada, podemos plantearnos calcular su transformada de Laplace siempre que sea
convergente: si Re(z) > oy

RN(Z) = F)\(Z) — [N(Z),

o 0 0o [N-1
| onear= [ gttt - | (Zant“‘“—”) et
’ 0 0 n=0

En primer lugar, calculemos el valor de Iy(z). Dado que es una suma finita y la
integral es lineal, Iy (z) se reduce a una combinacion lineal finita de las transformadas
de Laplace de los monomios "t~ 1:

N-1 00 N-1 T Y
In(z) = > ay (/0 t”“‘le_‘“dt) => &”(:ni\ )
n=0 n=0

Para llegar a la igualdad anterior, debemos aplicar el cambio de variable u = é,

como hemos probado en lema 2.4. No nos podemos olvidar que Re(z) > o, y que sin
pérdida de generalidad podemos suponer que Re(z) > 0 por lo que no hay problemas
de definiciéon en ninguna de las igualdades.

En vista de que Ix(z) nos da justamente la suma parcial del desarrollo asintético,
nos falta probar que Ry(z) = O(z~W*)) cuando z — oo, es decir que es el resto del
desarrollo asintotico. Para ello, debemos estudiar por separado lo que ocurre en un
entorno del 0 y en el infinito. Empecemos fijando un valor de z € C y emplearemos
la cota (2.10),
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’/OEN ¢N(t)e“dt‘ < /OEN o (t)e

y siguiendo los mismos pasos que con la integral anterior,

€
dt < / N KNtn+Re()\)71€7Re(z)t (211)
0

EN K
‘/0 dm(t)e—ztdt‘ < WNMF(N + Re(N) = Oz~ WY, (2.12)

La tultima igualdad se deduce de que KyI'(N + Re(A)) no dependen de z y que
Re(z)"tRe) y 2n+X son comparables. En efecto, como Re(z) = |z| cos(arg(z)) > 0,
cuando |arg(z)| < § —d con § > 0 obtenemos

|arg(z)| < g - = sind = cos(g ) < cos(arg(z)),

= |z|sind < Re(z),

—arg(z) Im(X)

|ZN+>\| |N+Re()\)€—arg(z) Im(\) |ZN+)\| < (Re(z))NJrRe()\) €

= |z T v o -
| sin oV +Re(A)

Para la cota de la otra parte de la integral, dado X € R donde X > o,, debemos
definir

:/t oy (v)e *Vdv, Ly = sup |®(t)]. (2.13)

tE[EN,OO)

Por lo tanto, si Re(z) > X
/ o (t)e " dt = / o (t)e e Xt gy, (2.14)

pudiendo aplicar la integraciéon por partes (al considerar Re(z) > X nos aseguramos
que e~ =X — 0 cuando ¢t — 00):

(2.14) = e~ X1 (1)

e X)ewd = (2 - xX) [ e

EN

Por 1ltimo, la acotaciéon que deducimos es la siguiente:
/ n (D) _tht‘ 1z —

2 — X]| LN/ —(Re(2)=X)t gy

EN

—(z X)t(b( )dt’

(2. 13)
|2 — X[Ly o~ (Re(2)=X)en
~ (Re(z) — X)

Observamos que para poder acotar esta tltima expresion, necesitamos imponer cierto
control en el decrecimiento del divisor, por lo que sin pérdida de generalidad, vamos
a imponer que Re(z) > 2X. Repitiendo el mismo razonamiento que en la tltima
igualdad de (2.12), tenemos que

‘ P |z — X| 1
R 2X — X<y, = = '
si Re(z) > —  |arg(z N <p< 5 Re(z) — X ~ cos(yp)
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El angulo ¢ podemos asegurarnos que se encuentra suficientemente lejos de 3 por el
hecho de que Re(z) —2X > X > 0. Para visualizar mejor el valor de este argumento,
tenemos la figura 2.5.

Figura 2.5: Condicién Re(z) > 2X.

Por tltimo, deducimos que e~ (Rez)=X)en — O (e—;&\z—Xl)‘ Sumando ambas partes

de la integral, llegamos a lo que queriamos probar:

EN

Ry(z) = O(z—(N+>\)> + O(e_m|z_x‘) _ O(z_(N"')‘)),

Concluimos asi que

> T A
F(z) ~ Za”(;:)’ Z— 00
n=0
siempre que |arg(z)| < § —0, 0 > 0. O

Continuacién del ejemplo de la seccién 1.3. Otra forma de calcular este desa-
rrollo es hacer el cambio de variable

t = z2(1+u) == dt = zdu,

dandole a la funcién la estructura de transformada de Laplace:
F(z)== [
(2) == o 1+u

Sabemos que la funcién f(t) estd bien definida en Ry y admite desarrollo en serie
de Taylor siempre que t € [0, 1),

oo T RU

du = z/o e f(u)du. (2.15)

[e. 9]

HOEDIC VA

n=0



CAPITULO 2. DESARROLLOS ASINTOTICOS DE INTEGRALES DEL TIPO
LAPLACE 41

Ademas, sabemos que F'(z) es convergente para valores grandes de z € R,. Por lo
tanto, podemos aplicar el Lema de Watson 2.5, teniendo en cuenta que A\ = 1, para
llegar al mismo desarrollo que en la secciéon anterior:

F(z)wi)(—l) :V‘L z — 00

No obstante, hemos ampliado el dominio en el que podemos manejar esta relacion.
Pues en la seccion anterior solo hablabamos de valores reales y no negativo de z,
pero el Lema de Watson nos asegura que es valido siempre que |arg(z)| < 5 — 6
con 6 > 0. Es decir, el desarrollo asintético es valido en el semiplano complejo

D ={z e C:Re(z) > 0}:

F(z) ~ Z(—l)”n—!, z— 00 en D.

n=0
Ejemplo 2.6. El desarrollo f(t) ~ >, a,t", t — 0 lo podemos expresar como
N-1
=Y ant" +tN fu(t), N=01,...

n=0

donde fy(t) = O(1) sit — 0. La razén principal es que sabemos que el resto N-ésimo
de un desarrollo asintdtico generalizado es Ry(t) = o(t") y por tanto,

tNfn(t) = tNay + Ry(t) = tNay + o(tY) t—0,
Falt) = OS;;V) = 0(1) t — 0.

Si ademds suponemos que cada fy es de orden exponencial, existiran las constantes
reales positivas My, o y ty tales que

|fn(t)| < Mye®, Vit >t,.

Volviendo a la expresion de la funcién Fy(z) dada en el teorema,

N—-1
Bz =Y a, Lln+ ) / AN (e dt = Z an n: A) + Rn(z,\),
n=0

Zn—i—)\

nos encontramos con una acotacion para el error de manera mas directa: si Re(z) > 0
y suponemos que to = 0

IRy (2, \)] </ (][N dt.

dt < My /Oo ‘t)\Jerle*(zfa)t

Para calcular esta tltima integral vamos a ajustar la funcién gamma a los parametros
con los que trabajamos:

I'(Re(A) + N)
(Re(z) — o)Re()FN

|Ry(z,M\)] < My / {REOFN—1=(Re(2)=0)t gy — pr
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Un caso muy usual es que la funciéon f no esté definida en el origen pero que admita
una prolongacion dada por una expresion de la forma

)~ Y apt,  t— 07,

donde p > 0. Un ejemplo sencillo en la que se da este suceso es en la funcién
compuesta f(t) = sin(y/t) donde t € R, y podemos dar la expresién siguiente en un
entorno del origen:

oo TL
2n+1
2

Z 2n+1) ’

t— 0" .

Por lo tanto, el siguiente resultado que enunciaremos y demostraremos en esta sec-
cién tiene como propoésito ilustrar un segundo caso en el que es posible aplicar el
lema de Watson. Se ha seguido [13, pag. 20].

Corolario 2.7. Supongamos que:

1. La funcion f : Ry — C tiene un numero finito de discontinuidades y es
localmente integrable.

2. f(t) ~ >0, ate cuando t — 0F y > 0.

3. La funcién t=f(t) es de orden exponencial cuando t tiende a infinito, es decir,
existen R, K >0 y o > 0 tales que, para todo t > R,

[t L f(t)] < Ke ',

Entonces, la funcion F*(z) admite el desarrollo asintdtico generalizado

n

FH(z) :/0 (e dt ~ Zan (M) 27,z — 00, (2.16)

en el sector | arg(z)| < §—0 < 7, donde consideramos la rama principal del logaritmo
a la hora de calcular z» .

Demostracion. Para probar este resultado seguiremos el mismo procedimiento que
en el teorema 2.5. Asimismo, por ser g(t) = t~1 f(¢) de orden exponencial, sabemos
F,.(z) = L(g)(#) y que su abscisa de convergencia es menor o igual que o.

Definamos N
on(t) = g(t) = - ants™
n=1
y para cada Re(z) > o,

Ry (2) = Fu(z) = In(2),

o0 o0 (o ¢] N-1 n
/ on(t)e #dt = / g(t)e™*tdt — / (Z antu‘lezt> dt.
0 0 0 n=1
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En primer lugar, tenemos que Iy(z) es una suma de integrales convergentes que
vienen dadas en funcién de la funciéon gamma. Utilizando el resultado 2.4, tenemos
que

N-1 n .

In(z) = a,T <> R

n=1 H

Puesto que Iy nos da los primeros sumandos del desarrollo asintético que quere-
N

mos probar, nos falta probar que Ry(z) = O(z" #). Para ello, tomamos ey > 0y
dividiremos la integral en

EN oo

Ry(2) = R\(2) + R*(z) = / $(t)etdt + / (t)e'dt.
0 EN

Esta division se debe a las hipdtesis del enunciado, pues en la primera region podemos

aplicar la definicién de desarrollo asintdtico y en la segunda la de orden exponencial.

Empecemos con R!(z), para ello utilizaremos la condicién de que si t € (0,ey),
existe K tal que

N _
|6 ()] < Kyt

Por lo tanto, volvemos a caer en una integral que podemos acotar mediante la funcion
gamma;

€ K N
|R'(2)] < KN/ Ypr e Rt < N _p () —0 (Z—%) ’
0 Re(z)» \H

teniendo en cuenta que la ultima igualdad hemos vuelto a echar mano de la condicion
probada en (2.12).

En segundo lugar, la condiciéon de orden exponencial nos facilita la acotacion de la
cola de la integral. Notemos que las potencias ¢t~ son de orden exponencial para
cada k € N, luego ¢ también lo es. Por lo tanto, si ¢ > 0 es la nueva constante
del orden exponencial, siguiendo el mismo procedimiento que en la demostracion del
teorema 2.5, llegamos a que

B(2)] < My T (N> (Re(z) - )

%:Oz%.
p (7))

Por lo tanto, sumando cada una de estas acotaciones, llegamos a que Ry(z) =
-N
O(z7# ) y que el desarrollo asintético de F),(z) viene dado por

FH(z) = /OOO tHf()e M dt ~ > a,l (Z) 2Th, 2z — 0.
n=1

Finalmente, veamos para qué valores de z es coherente este desarrollo asintético.
Observemos que para que la dltima integral

/ o(T—Re(2))t dt,
R
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sea convergente, se debe cumplir que & — Re(z) > 0, asimismo esta condicién es
demasiado débil como hemos visto anteriormente. Por lo tanto, la parte real de
z debe ser suficientemente grande como para cumplir que 26 < Re(z), en otras
palabras, |z| debe ser grande y |arg(z — X)| < ¢. O

Observacion 2.8. Conociendo estas dos versiones del lema de Watson, es facil
comprobar que si f cumple las hipotesis del teorema que hemos llamado Lema de
Watson, con la diferencia de que

n+A—p

f@) ~> apt » t— 0",
n=0

entonces, su desarrollo asintotico cuando z — oo es el siguiente:

/Ootﬁflf(t)e-ztdt ~Y a,T (
0 n=0

n+)\ _ntA
z
2

T
o arg(z)] < 5 =
i

No vamos a probar este resultado, pues es volver a repetir las cuentas del teorema
pero teniendo en cuenta las aportaciones del nuevo parametro pu.

2.1.3. Lema de Watson para funciones definidas en sectores
de corona no acotados

A continuacién probaremos un resultado, tomado de [8, pag. 114], que amplia la

utilidad del lema de Watson a funciones analiticas definidas en un dominio que

contenga a la semirrecta [0, 00). Asimismo, esto afectard a los valores de z con los

que podemos aplicar el desarrollo asintético. Es decir, cuanto mayor sea el dominio

de definicion de f, mayor sera el sector en el que podremos utilizar el desarrollo
asintotico.

Teorema 2.9 (Lema de Watson extendido).
Suponiendo,

1. f es analitica en el interior de un sector

D={2€C : a<arg(z) <p}, siendo a<0<}p.

2. Para cada 6 € (0, 'B%O‘) se cumple

f@)~> at", t—0
n=0

en el sector Ds = {z: a4+ 0 < arg(z) < f —d}.
3. Eziste 0 € R tal que f(t) = O(e’) cuando t — oo en D;.

Entonces la integral

Fz) = [0 fe -,

0
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0 su continuacion analitica admite el desarrollo asintdtico

= Dn+))
Z e e

en el sector

—B—g+5§arg(z)§—a~l—g—5.

Demostracion. En primer lugar, reparamos en que si restringimos la funcién f a la
semirrecta real positiva, se cumplen todas las condiciones necesarias del Lema de
Watson. Pues, la primera y segunda condicién son equivalentes si sélo nos fijamos en
esta region del plano y que f sea de orden exponenical nos garantiza la convergencia
de la funcién integral F'(\) como en el teorema mencionado. Luego,

C(n+A)
Zan et e

en el sector |arg(z)| < 752 < Z.

El segundo paso a tomar es utilizar el lema 2.2 para poder aplicar el lema de Watson
en estos nuevos caminos de integracién. Es decir, dado 6 € [0, —a — g], podemos
extender por continuidad la funciéon F) a todo el sector D% :

—16

L(z) = /0 T e g (t)dt = /0 T et dt = L(2),

siempre que |arg(ze=)| < Z — 4 y considerando g(t) = t*~! f(t). Parametrizando
esta segunda semirrecta, llegamos a una integral que cumple todas las condiciones
del resultado principal:

L(z) = [T e glpe e 0 dp = e [ e h(p)dp = e Hi(w),
0 0

donde w = ze™® y h(p) = g(pe~). La primera condicién es trivial sabiendo que
la rotacién considerada no nos saca del dominio de definiciéon de f. En cuanto al
desarrollo asintético de h,

hp) = (pe™) 7 f(pe™) ~ 3~ an(pe™)" 7 Zanp"“ !

cuando p — 0. La condicién de que estemos en el domino D;s esta asegurada por la
2

eleccion de 6. Por tltimo, sabemos que la integral que define e~ Hy(w) es conver-
gente y es la prolongacion analitica de Fy(z).

El lema de Watson nos dice que

Ln+A)
Z = m W0,
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en el sector |arg(w)| < %32 < I,y deshaciendo todas las transformaciones llegamos
al desarrollo

» i Citvnin L(n+X) = T'(n+A)
IQ(Z):G QH)\(Z)NG eza’n<e 0) +)\ IW Z n Z”H')‘

n=0

en el sector |arg(ze )| < 2 < T

Veamos por ultimo cudl es el sector de definicién de z. Sabemos que 0 € [0, —a — g]
y que para poder extender la integral de forma analitica y utilizar el desarrollo

IR : —i6 =4 s : ¢
asintotico, se debe cumplir que |arg(ze™)| < 75* < 7. Concluimos asi que

—7T2_5§arg(z)—9§7r_5 — arg(z )<25+9<2—a—6

De forma andloga, si consideramos —6 € [0, 5 — %], podemos probar que el desarrollo
es valido en el sector

—B—g—i—égarg(z)g—a—l—g—&

Observaciones 2.10.

= Observemos que si f — a > 7, conseguimos un desarrollo valido para mas de
una hoja de la superficie de Riemann del logaritmo. Es decir, es valido para
valores de z que toman argumentos en un intervalo de mayor longitud que 27.
En consecuencia, a la hora de hacer la prolongacién asintotica probada en el
lema previo 2.2, debemos tener en cuenta la determinacion del argumento en
cada uno de los casos.

= Al considerar que la funcién f sea de orden exponencial, podemos acotar con
mayor facilidad el error cometido y no como lo hicimos en la demostracién
del Lema de Watson inicial. Esta simplificacién de las acotaciones la vemos
reflejada en el ejemplo 2.6.

Continuacién del ejemplo de la seccion 1.3. Ahora, consideremos las funciones
integrales definidas por

si(2) = — /:o Sint(t)dt, Ci(z) = — /:o Coi(t) dt, (2.17)

y, mediante la relacion del seno y coseno complejos

it _ it eit 4 e—it
si = cos(z) = ———, 2.18
inz) = ©__ (=22 (218)
podemos establecer una conexién con la funcién Fi(z) de la seccién 1,3. Teniendo

en cuenta que con el cambio de variable (2.15), podemos aplicar el Lema de Watson
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extendido en el dominio D = {z € C: —7 < arg(z) < w} y garantizar que el
desarrollo asintético . |
F(z)~ (1", 2= o0,

n=0 z

es valido para todo z que cumpla que
3 3
—W—g%—éz—g—%égarg(z) < g—ézﬂ%—g—d

Es decir, el desarrollo es valido para argumentos dentro del intervalo (—37”, 37”), que

es un intervalo de longitud mayor que 27. Para no complicar mas las cuentas, vamos
a suponer que z € Ry y que vamos a trabajar con la rama principal del logaritmo.
Entonces, la diferencia de funciones a continuacion esta bien definida,

100 eft —100 eft
Ey(iz) — Ey(—iz) = / —dt — / —dt, (2.19)
i t —iz t
entendiendo que los caminos de integracion son las semirrectas que unen los nimeros
complejos iz y —iz con el infinito, como vemos en la figura 2.6. Es decir, nos apro-
ximamos al infinito con nimeros complejos imaginarios puros de parte imaginaria
positiva y negativa respectivamente.

Mediante la parametrizacién de las curvas, se tiene que

co o—1it 0o it o~ gin(t
(2.19)21’/ ¢ dt—(—z’)/ etdt:—Zz’/ sin() gy (2.20)

it —1 t

Anélogamente, podemos relacionar la funcién F;(z) y Ci(z) con la suma de estas
mismas funciones:

oo gt o et % cos(t
Ey(i2) + Er(—iz) = / —dt +/ et = —2/ t(  ar (2.21)
Por lo tanto, en virtud de la linealidad de los desarrollos asintéticos y del Lema de
Watson extendido, podemos conseguir facilmente el desarrollo de estas dos nuevas
funciones. Las cuentas que hay que hacer se basan en la agrupaciéon de los términos
dependiendo de las potencias de la unidad imaginaria:

—iz 00 iz 00

Br(iz) = Bi(=iz) ~ eTz 2()(_1)” (z‘zl)n B —ezz ZO (g)n
& 2! e 4 e? X (2n+1)! [—e 7 4 €'
S () B e )
_ 2l 2(:os(z)> > (2n+1)! (23111(2))
nz:‘; (1z)2n < iz +HZ:% (iz)2n+t z
s si(e) ~ go (—13%271! (—czs(z)) N go (—1) gf+ 1! (—s:;(z)) ;
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—iz 0 n! ez 2 pl
FEi(1 FEi(—iz) ~ 1"
1(i2) + Fa(=iz) 1z nzzo< ) (12)" * —iz n;() (iz)"
> 2p! [eT* —¢i® X (2n+1)! [—e 7 — €'
B nz::o (i2)%n < iz ) +nz:‘6 (12)2n+1 ( iz )
_ i 2n‘2 —2sin(z) N i (2-n —2|— 13! —2§os(z)
= (iz)™ z = (iz)2t iz
_ < (=1)" 2n! [sin(z) (=)™ 2n+1)! [ —cos(z)
— Ci(z) ~ Z fon + Z o = )
n=0 n=0
iz /::‘::
"s"" |
z
0

Figura 2.6: Representaciéon de los caminos de integracién de (2.19) en el plano com-
plejo y en la esfera de Riemann, respectivamente.

Luego, si llamamos f y g a las dos funciones que cumplen que

si(z) = —cos(z) f(2) — sin(2)g(2),
Ci(z) = —cos(2)g(z) + sin(z) f(2),

sabemos que sus desarrollos asintéticos cuando z — 0o son justamente

f(z)ml<1—2!+4!—6!—|—--->7 g(z)~1<1—?)!+5)!—7!+~~>.

z z2  z4 6

Hemos construido asi los desarrollos asintéticos de otras dos nuevas funciones espe-
. ’1: . 3
ciales validos para cada z € C tal que |arg(iz)| < 5.

Observacién 2.11. En los teoremas 2.5 y 2.9 hemos exigido que Re(\) > 0, toman-
do la forma normalizada de la integral F(z) conseguimos relajar esta condicién. La
nueva funcién integral con la que vamos a querer trabajar es la siguiente:

1

Gr() = 13y /0 TR (et



CAPITULO 2. DESARROLLOS ASINTOTICOS DE INTEGRALES DEL TIPO
LAPLACE 49

Dado que la tnica diferencia radica en el producto por una constante, y gracias a la
linealidad de los desarrollos asintéticos ya demostrada en el lema 1.13, conocemos
el desarrollo asintético de esta nueva funcién:

00 A .
Gi(z) ~ g aninl/\, 2z — 00.
n=0

El simbolo de Pochhammer (\),, se define de la forma siguiente

(A +n)

=AXA+1)---A+n-1), n > 1.

Esté bien definido para cada A € C y generaliza el concepto de factorial o niimero
combinatorio a valores no naturales. La prueba de que tiene sentido considerar esta
integral para valores A tales que Re(\) < 0, se lleva a cabo mediante la reparame-
trizacién del camino t* — 1 = u. Dado que esto es simplemente una observacién de
una generalizacion del Lema de Watson y la demostracion es puramente mecénica y
extensa, no la presentaremos, indicando que se puede encontrar en la referencia [9].

Ejemplo 2.12. Un ejemplo sencillo en el que el simbolo de Pochhammer nos agiliza
la notacién es el caso de la funcién gamma incompleta, que encontramos en [3, pag.
14]. Pues utilizando una de las identidades dada en el apéndice B,

e ? 00 t=@
I'(a, :7/ T dt = G_q(2).
@) =ta=gh ¢ 111 1-a(2)
Puesto que la funcion f(t) = l%rt cumple todas las propiedades del Lema de Watson

extendido, su desarrollo asintético es

[(a,z) ~ e * i (_1;:91__@&)”

n=0

(2.22)

Ademas, conociendo la identidad dada en el apéndice B,

1 1 00
=TI <,z> = ﬁErfc (\/Z) :/ e_tht,
2 2 2 N
donde Erfc(z) es la funcién de error complementario de la funcién gaussiana, dar el
desarrollo asintotico de esta ultima funcién es inmediato:

2Erfe (V/z) ~ c i(—m (3)n (2.23)
2\/E n=0

Zn

Este desarrollo asintético serd ttil para la demostracion del teorema 3.3, el cual
establece uno de los casos mas favorables para aplicar el método de Laplace.

Observaciéon 2.13. Otra generalizacion del lema de Watson viene dada por consi-
derar funciones que admiten desarrollos asintoticos generalizados de la forma

f(t) ~ > ant™ t— 0T,
n=0
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donde la sucesiéon de niimeros complejos { A, }22, cumplen la condiciéon de monotonia
Re(An+1) > Re(A,) > -+ > Re(Ng) >0, neN.

Por lo tanto, si t € R, y trabajamos en la rama principal del logaritmo, tenemos

que
e(Re()\o)fl) Int

‘t/\rl’ < eRe)=DInt - e(Re(An)q)lnt’

que se comportan de manera similar a la sucesion de potencias {t"}22,. No obstante,
puede que no conozcamos ninguna otra caracteristica del caracter de convergencia
de la sucesion {\,}22,, lo que da lugar a una nueva area de estudio. No vamos a
llevar a cabo las cuentas requeridas, puesto que son analogas al caso probado pero
teniendo en mente la definicién de desarrollo asintético generalizado, véase [13, pag.
22] y [14]. El resultado es que

[e.e]
F(z) ~ Y a,L(Ap)2 ™, Z — 00,

n=0

cuando |arg(z)| < § — 4.

2.2. Integrales con estructuras mas generales

Las integrales del tipo (2.1) son muy frecuentes en los &mbitos aplicados de las mate-
maticas, fisica, etc. puesto que son un tipo de transformadas de Laplace. Muchas de
las integrales con las que vamos a querer trabajar tienen estas mismas caracteristicas
aunque a primera vista no lo aparenten. Por ello, en esta seccion nos centraremos en
estudiar alguna de las estrategias que podemos llevar a cabo para darle la estructura
que queremos a la integral.

Ejemplo 2.14. Siguiendo [12], consideremos la integral paramétrica

1 t
Fi(z) = /0 Plem g p(t) = Re(\) > 0,

1=t

para los valores de z en los cuales sea convergente y hagamos el cambio de variable

real .
Tro? = dt
o /oy \M! du o0
F\(z) = / < ) e ——— = / M le™* f(u)du,
)\() 0 1+U (1+U)2 0 f()
siendo f(u) = (1 4 u)~*Y una funcién compleja que, si consideramos la rama

principal del logaritmo, es holomorfa en C \ (—oo, —1]. Esta nueva integral sigue
la estructura de la transformada de Laplace, f cumple todas las condiciones de
regularidad requeridas y por definicién sabemos que existen valores z € C de parte
real suficientemente grande en donde la integral converge. Por consiguiente, podemos
aplicar el Lema de Watson a esta funcién para calcular su desarrollo asintotico.
Utilizando la férmula del binomio de Newton generalizada para u € [0, 1),

(1+2)A+1 S (—)\ - 1>u” S ()\ + n) (cuy = 3 (D" At W

|
n=0 n n=0 n n=0 n:
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conseguimos los coeficientes {a,} y concluimos que

> )\—l—n) A+n) & FA+2n)L(A+n) _,_,
nz—:() 2 z_: LC'(A+n)n! :

> 2

Z )\j; n) 2N 2 00

Cuando z — ooy arg(z) € (—2F + 4,2 — §), teniendo siempre en cuenta las prolon-
gaciones analiticas mencionadas en 2.2.

2.2.1. Transformaciones a la forma estandar

Siguiendo con la idea del elemplo 2.14 vamos a dar una transformacion general para
las funciones que cumplen las condiciones que mencionaremos a continuacion. Dado
Re(A) > 0, definimos la funcién

1 o]
Fr(z) = —— /0 Ple=POg (1) dt

que cumple las tres condiciones siguientes:
a) F\(z) converge para Re(z) suficientemente grandes.

b) p(t) y q(t) son analiticas en el disco centrado en el origen y radio 7 > 0 y en el
interior de un sector de la forma D = {z : a < arg(z) < S}, siendo (o < 0 < f3).
De hecho, dentro de estos dominios las funciones admiten desarrollos en serie
de potencias, siendo en particular

= antna q<t) = Z Qntna
n=0 n=0

los desarrollos de Taylor centrados en el origen de la funcién p y g respectiva-
mente.

c) p'(t) > 0 cuando t > 0y q(0) # 0, luego los coeficientes de los desarrollos
anteriores deben cumplir que p; > 0y gy # 0.

Que la derivada de p sea no nula hace que la funcién sea inyectiva en (0,00) y por
tanto tenga sentido considerar el cambio de variable p(t) = py + p1u en la integral

F)\Z
1

F)\(Z) = F(A)/O U)\_le_z(p0+p1u)f(U)dU,

funcion ¢(t) y t después de haber aplicado el cambio de variable. La funcién f sigue

siendo analitica, pero en un nuevo dominio €2, que depende estrechamente de la
funcion p y del dominio de holomorfia. En la seccién siguiente estudiaremos més a
fondo lo qué ocurre con f(u) y cémo conseguir los coeficientes ¢, del desarrollo en
series de potencias.

<2 t A-1 dt % .
donde la funcién f(u) = (7) q(t)5; denota la transformacién ocurrida en las
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Por el momento, supongamos que estas propiedades de la funciéon f son conocidas
y que para u € Q N B(0, p),

flu) = icnu”. (2.24)

Sea

Gr(z) = [0 f(w)edu,
0
la funcién auxiliar definida a partir de la relacion

e—ZPO

Fi\(z) = WG,\(plz). (2.25)

A G, le podemos aplicar el Lema de Watson, puesto que las tres hipétesis listadas
anteriormente hacen que se cumplan las hipdtesis del teorema. Como consecuencia
tenemos el desarrollo de la funciéon

['(n+ )

[e.e]
Ga(z) ~ > S zZ — 00,
n=0 Z

y aplicando las correspondientes adaptaciones inducidas por la relacién (2.25), con-
seguimos el desarrollo asintético de la funciéon principal:

e 2 (N

n.on

F(z) ~

prt Z — 00.

Como hemos mencionado anteriormente, para saber en qué region del plano complejo
podemos aplicar este desarrollo, debemos tener mas informacién sobre las funciones
p(t) y q(t). En particular, debemos saber en qué puntos se encuentran las singula-
ridades de estas funciones, cémo afectan estas al construir f(¢) y si se crea alguna
singularidad mas al llevar a cabo el cambio de variable.

2.3. Calculo de los coeficientes

En esta seccion nos vamos a encargar del estudio de uno de los métodos para el
calculo de los coeficientes del desarrollo en serie de potencias de la funcién f. Para
evitar que la notacién y la abstraccion resulten demasiado pesadas, trabajaremos
con un ejemplo paralelo a las explicaciones tedricas.

Ejemplo 2.15 (Funcién gamma incompleta).
La funcién gamma incompleta es una funcion especial que viene definida por

I(a,z) = z“e’z/ (14 1) e *dt,
0

con la cual queremos definir la funcién con la que trabajaremos durante toda esta
seccion: ~
F(z) = 2% T (—az,z) = / e~ PWq(t)dt,
0
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siendo

1

a>0, pt)=t+aln(l+t), q(t)= 11t

Para llegar a la ultima expresion integral, debemos manipular ligeramente la expre-
sién de la funcién Gamma:

00 T2 In(1+4t¢)

I(— 7 _ 0z ,—2 /OO 1 t—az—l _tht: —az —z/ —ztdt7
(—az, z) = 27 %% ; (1+1) e e | T e
R

0 1+t

Observamos que en este caso A = 1 y debemos comprobar que las funciones reales p
y ¢ cumplen las tres condiciones que hemos mencionado en la seccién 2.2.

a) Para que la integral sea convergente, debemos impedir que el crecimiento de
p(t) cuando t — oo haga que la integral no converja, luego considerando z con
parte real estrictamente positiva nos basta. Pues con los criterios de compara-
cién de funciones reales podemos comprobar que el médulo del integrando es
integrable en la semirrecta positiva.

b) Empezando con la funcién p, sabemos que su dominio de definicion es la semi-
rrecta real (—1,00) y que desarrollo en serie de potencias centrada en el origen
es:

(_1)n+1tn

p(t) =t +a (i _(;t)n> = (1+oz)t—|—a§:n, It < 1.

n=1 n=2

En cuanto a la funcién ¢, su dominio es R\ {—1} ya que tiene un polo simple
en este punto. En cuanto a su desarrollo en serie de potencias, es el siguiente:

o0

g(t)=> (=t)",  |t| <1

n=0

¢) Como a > 0, es claro que p; = (1 + a) > 0. Asimismo, la derivada de la
funcion (real) es

a  l1+it+a
1+t 1+t

Yo =1+ = (1+a)+ > (1)

la cual es estrictamente positiva en (—1,00). En cuanto a la funcién ¢, con
facilidad podemos asegurar la condicién ¢(0) = go = 1 # 0.

Por lo tanto, podemos aplicar el razonamiento de la seccién anterior para calcular
el desarrollo asintético de F'(z). Veamos cémo podemos calcular los coeficientes de
la nueva funcién que nos aparece. siguiendo [11, pag. 92].
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2.3.1. Meétodo de inversion

El método de inversion se basa en dar una expresion de ¢ en serie de potencias en
funcién de la variable u. Para ello, utilizamos la transformacién p(t) — po = piu,
sabemos que podemos expresar u como serie de potencias en los dominios donde la
funcién p es analitica:

(0.9]

pru =Y pat".

n=1
Ahora bien, nuestro objetivo es encontrar los coeficientes del desarrollo dado en
(2.24). Para ello, la idea intuitiva del método es invertir la relacién dada anterior-
mente. Es decir, conseguir expresar ¢ como serie de potencias en la variable u:

o0

> dt
t=> s =  —=> ksl (2.26)
k=1 du (=

La funcién 5—5 hereda la regularidad de la funcién p, pudiendo asi aplicar el teorema
de los desarrollos de Laurent en un entorno del origen: para cada k > 1,

1 dt 1 1 1 1 ot \"dt
khsp=—¢ ——d :7]{ —dt:—]{ N LR
%k 2mi Jo, duuF Y 2mi Jo, uk 211 Jo, <p(t) —P0> tk

siendo C, y C; las circunferencias centradas en el origen de radio suficientemente
pequeno p, v p;. En la cadena de igualdades hemos llevado a cabo un cambio de
variable de u a t. Este se debe hacer con meticulosidad, ya que estamos cambiando las
curvas en las que estamos integrando y dependiendo de las funciones involucradas nos
podemos encontrar algiin que otro caso patolégico. Puesto que estamos trabajando
con una p genérica, por ahora no vamos a entrar en més detalles.

Por otro lado, basandonos en la serie de potencias de la funcién p podemos dar la
siguiente expresion del integrando:

—k o —k
(p(t) —P0> _ (1 iy pntn_1>
plt n=2 b1

Observamos que esta funcién no se anula en el origen y que es analitica en C}, por lo
tanto vamos a poder utilizar el teorema de los residuos para calcular esta integral:

—k
1o (1o, et 1 F@t) . FED()
| / dt = — / LAUFM i
C tk 21t Jo,

Iz T

De aqui deducimos una expresion genérica para cada uno de los coeficientes del
desarrollo en serie de potencias de t(u) centrada en el origen:

F(k—l)(o)

T k=12

S =
Vemos que para calcular cada uno de estos coeficientes, debemos llevar a cabo muchi-
simos calculos, por ello solamente daremos la expresion explicita de los tres primeros
coeficientes:
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F(t) = 14 % gl
k:l <t) +i§2p1t — 81:1
F) =1
-2
— oo pnyn—1
k=2 F(t> o (1 + 2"22 Plt ) — So = _]2
F'(0) = —2& D1
Ft) = (1+x% p*”t”‘l)fg 2p5 — pip
k=3 " = =i
F0) = (-3)(-2) ¥ 7
1

Tabla de calculo de sq, sy v s3

Por ltimo, nos falta unificar todo para conseguir el desarrollo de la funcién f(u).
La funcién la hemos definido como

s = (5 g &

u

y los desarrollos en serie de potencias (2.24) y (2.26) ya los conocemos. Por lo tanto,
tenemos que f(u) es el producto de todos estos:

s = () (Foot) (B

I una expresion genéri Cr, mu i r u rem
Da a expresion genérica de los es tedioso por lo que daremos solo los
primeros dos coeficientes de esta serie de potencias:

. . <P1Q1 —(1+ A)Zh@o)
€0 = qo, = .
D1
Contiunacién del ejemplo de la funcion gamma incompleta. Al aplicar el
cambio de variable mencionado en la secciéon anterior, tenemos las siguientes expre-

siones

dt  1+a (I+a)(l+1) . 1+«

pt) = +aju = du_ pt) l+t+a U A st

Luego buscamos los coeficientes ¢ con los cuales se da la igualdad f(u) = 352, cpuk.
Utilizando la tabla 2.7, tenemos que
a®

P« 25 —pips . S - (1+a)§ 20

- _77 s_ - - )
po 200+a) v} (1+a)?  6(1+a)?

31:17 So =

y aplicando la féormula del producto de Cauchy al producto de series de potencias

o0

= (o) (S0 s ),

n=0 n=0
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podemos calcular los primeros ¢,:
n=0: cp=qys1=1
-1
- 1 . == 2 = — —
n C1=(qo 282 + q1 S1 Ta o
a? — 2a a
n C2 = (qo 983 T q1 282 + @2 $1 21 + a)? 1—1—a+
_a’—2a 1 a’+2
C21+a)?2 1+a  2(1+a)
Concluimos asi que,
1 1 242
F(z) =z% T (—az, 2) ~ — @ : z — 0.
(1+a)z (14+a) (14 )23
(2.27)

Si quisiésemos una mayor exactitud, bastaria con llevar a cabo las cuentas requeridas
para calcular los coeficientes de s; v seguir la férmula del producto de Cauchy. Este
ejemplo se ha tomado de [11, pag. 21].

2.3.2. Otros métodos de calculo

Un segundo método de calculo se lleva a cabo integrando por partes la integral

Fr(z) = /0 T e Og()dt.

El procedimiento a seguir es similar al llevado a cabo en el ejemplo 1.4. Integramos
por partes N veces para conseguir una expresion explicita de los primeros /N términos
del desarrollo asintético de G y por separado estudiamos el orden de la integral
restante que nos aparece en la N-ésima integracion por partes. Es una forma sencilla
de calcular los coeficientes, siempre que estas integrales sean facilmente calculables.

Contiunacion del ejemplo de la funcion gamma incompleta. En este caso,
deberiamos integrar por partes la integral paramétrica

— t
(2) /0 11t

q(t) = ﬁt } PN { du = q'(t) = —ﬁ

u =
dv = e—zp(t) v = —#G_Zp(t) - 14t
z p'(t)

Al llevar a cabo la primera iteracion llegamos a la expresién

e —(1+a)z 1 fzp
F(z) = -
(I+a)z =z (I+a+1)? + a —I— t)?
(1+a)z 1/ Q( )p ( ) —zp(t)d
e t

(1+ a)z z )2

1+a)z 00 /
(& —(1+a) n 1/ q(t) e_Zp(t)dt'
(1 +a)z  zJo \p(t)

Repitiendo este procedimiento tantas veces como nos haga falta, llegaremos a la
expresion (2.27) lograda mediante el método de inversion.
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Es relevante mencionar este método de célculo, ya que fue una de las primeras téc-
nicas utilizadas para obtener desarrollos asintoticos. La ventaja de que solo requiere
conocimientos basicos de integracion, hace que resulte natural que sea uno de los
enfoques mas comunes e introductorios en este campo.



Capitulo 3

Método de Laplace y sus
aplicaciones

El tercer capitulo se centra en la descripcion detallada del método de Laplace. El mé-
todo se presenta de forma gradual, del caso mas sencillo hasta el caso mas complejo
que abordaremos. Asimismo, por cada resultado probado, se incluird un ejemplo de
aplicacion del método que vienen acompanados de algunas observaciones y detalles
que destacan el brillante funcionamiento del método de Laplace en este tipo de inte-
grales paramétricas. Las referencias clave que seguiremos en este capitulo incluyen

31, [7] v [13].

3.1. EIl método de Laplace

Consideremos la funcién integral

I(z) = / ? st)e O t, (3.1)

que cumple las propiedades siguientes: las funciones ¢(t) y h(t) son reales y continuas
en [a, f] (si a < ), v es finito y para z € Ry grandes I(z) es absolutamente conver-
gente. El hecho de considerar valores grandes de z hace que la mayor aportacion de
la integral venga dada por los entornos donde h(t) toma su valor maximo, que puede
que sea en uno o en mas puntos del intervalo. Sin pérdida de generalidad, supondre-
mos que este punto es Unico; pues si hay mas de uno, basta con separar la integral
en los intervalos que contienen a estos puntos, lo que no altera la convergencia de la
integral.

En el caso de que (§ sea también finito, hace que estemos trabajando en un compacto
y por tanto que la mayor aportacién de la integral venga dada por este entorno se
debe a que siempre podemos encontrar un z € R, suficientemente grande como para
que la exponencial e?*® lidere la aportacién de la integral, pues o(t) esta acotada. De
hecho, al trabajar en un compacto, sabemos que este valor méaximo puede encontrarse
o bien en la frontera del conjunto o bien en un extremo de la funcién, afectandonos

58



CAPITULO 3. METODO DE LAPLACE Y SUS APLICACIONES 59

en la aproximacion asintética. Es decir, si el maximo se alcanza en h(ty), entonces
el valor de la aproximacion depende de si h/(ty) es nulo o no.

En el caso de que 3 no sea finito, la condicién necesaria de convergencia nos garantiza
que dado € > 0, existe K > 0 tal que si |t| > K entonces

|p(t)]e*" V) < e.

Luego, si trabajamos por separado con el compacto [, K] y el intervalo infinito
[K, 3], del caso anterior sabemos que la mayor aportacién de la primera integral
viene dada por un entorno donde h(t) toma su méximo en el compacto [«, K].
Asimismo, al poder tomar £ tan pequeno como queramos, podemos hacer que la
aportacion de esta segunda integral sea tan pequefia como queramos.

Conociendo los preliminares del problema que abordaremos durante este capitulo,
empezaremos estudiando el caso que a < [y

h(a) =sup{h(t) : a <t < B}, h'(a) #0.

Es decir, que el maximo se alcanza en el extremo inferior del intervalo sin que la
derivada se anule en este punto. En el caso de trabajar en el compacto es claro que
este maximo se alcanza, en cuanto al segundo caso viene asegurado por la condicion
necesaria de convergencia que hemos comentado anteriormente. En segundo lugar,
estudiaremos el caso en el que la funcién h posea un maximo en « donde la derivada
I («) se anule. Ademds comentaremos los casos en los que este extremos se encuentre
en (3 (finito), ya que dependiendo del caso nos encontramos con un cambio de signo
significativo. Finalmente, ampliaremos el resultado a un caso menos restrictivo para
las funciones ¢ y h. Al haber trabajado primero con los casos mas sencillos hace
que profundicemos en la metodologia y el razonamiento seguido para calcular estos
desarrollos; de modo que al abordar el caso general, comprendamos el fundamento
analitico subyacente de cada una de las acotaciones y razonamientos.

3.1.1. Primer caso: h'(a) #0

Teorema 3.1. Sean ¢(t) y h(t) dos funciones reales y continuas definidas en el in-
tervalo [a, B], donde B puede no ser finito, y que cumplen las condiciones siguientes:

1. La funcion integral I1(z) definida en (3.1) es absolutamente integrable para cada
valor z positivo.

2. h(t) alcanza su valor mdzximo en t = a:

h(a) = sup {h(t)}. (3.2)

tela,b]

3. h"(t) es continua, h'(a) < 0 y ¢(a) # 0.
Entonces, cuando z — oo

¢(a) ezh(a)
W(a) =

I(z) = /a ? st~ — (3.3)
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Demostracion. Por la conservacion del signo de la funcion h'(t), existe un entorno
t € [, a+9] en el cual I/ (t) se encuentra lejano al origen: M tal que A/ (t) < —M < 0
para cada o <t < v+ d. Por lo tanto, la funcién h(t) es inyectiva (estrictamente
decreciente) en el intervalo [, « + d] y podemos llevar a cabo el cambio de variable
real

h(t)=h(a) —s te€[a,a+d = s€ 0,7 =h(a)— h(a+d)].

Puesto que la integral es absolutamente integrable para todo valor de z positivo,
podemos separar en dos esta integral y aplicar el cambio de variable. Observamos
que no tenemos una expresion explicita para las funciones ¢(t) y h'(t) en la variable s;
sin embargo, al estar considerando valores suficientemente pequenos de 9, se cumple

que W' (z) ~ h(a) y ¢(t) ~ ¢(a):

a+é a7 P h@)—s)
| ewear =~ [ ok ds
~ _ ¢(a) ezh(a) /T e % ds = — (b(OZ) €Zh(a)(1 — e_ZT)
0

La ultima equivalencia se debe a que la funcién e™*" tiende a 0 cuando z — oo.

Para concluir la equivalencia de funciones (3.3), nos falta ver que la cola de la integral
dividida por la funcién equivalente tiende a 0 cuando hacemos crecer z:

~ d() ¢(a)

R () R ()

Puesto que — ;f’,((z)) es un valor constante, vamos a omitir este término de las acota-

ciones siguientes, ya que no nos afecta en el estudio del orden de la integral cuando
z — 00. Si llamamos M = sup;c (o455 1h(t)}, se tiene que M < h(a), luego

<

B B
ze~ (@) / o(t)e?"Ddt ze M) / lp(t)]|e*" Dt
a+d a+d

zh(t) = (zh(t) — h(t)) + h(t) < (2 — 1)M + h(2).

Por otro lado, la primera hipdtesis nos garantiza que la integral la convergencia de

la integral I(1) = ff+5 |p()[e"Ddt v que la condiciéon (M — h(a)) < 0 hace que la
acotacion obtenida tienda a 0:

/B ~
ze @) [T (@)t Oat) < T(1)zes M4 — 0, 2o o,

a+o

]

Corolario 3.2. Sean ¢(t) y h(t) dos funciones reales y continuas definidas en el
intervalo [av, B] compacto, y que cumplen las condiciones siguientes:

1. La funcion integral I(2) definida en (3.1) es absolutamente integrable para cada
valor z positivo.
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2. h(t) alcanza su valor mdaximo ent = B:

h(B) = sup {h(t)}. (3-4)

t€la,b]

3. h'(t) es continua, h'(5) >0 y ¢(a) # 0.

Entonces, cuando z — oo

o) e
WB) =

Demostracion. Este resultado es inmediato teniendo en cuenta que

uazfmmﬂmt (3.5)

/ﬁ (b(t)ezh(t)dt — /Ba ¢(t)62h(t)dt

o

y que se cumplen todas las condiciones del teorema 3.1 teniendo en cuenta que en
la tercera condicion solo nos interesa que la derivada no sea nula y no su signo. [

3.1.2. Segundo caso: h/(a) =0

Teorema 3.3. Sean ¢(t) y h(t) dos funciones reales y continuas definidas en el in-
tervalo [, 8], donde 3 puede no ser finito, y que cumplen las condiciones siguientes:

1. La funcion integral I(2) definida en (3.1) es absolutamente integrable para cada
valor z positivo.

2. h(t) tiene un unico mdzimo en el intervalo que se alcanza ent = « y se cumple
que

sup {h(t)} < h(a) para cada o < a < b < p. (3.6)
tela,b]

3. h'(t) es continua, h'(a) =0, h"(a) <0 y ¢p(a) # 0.

Entonces, cuando z — oo

D=

—T

H”_ﬂw®ﬂmﬁwwwwmmwmm)‘ (3.7)

Demostracion. Por la continuidad de las dos funciones, dado ¢ > 0 existe 0 > 0 tal
que para valores a <t < a4 ¢ se cumplen,

ba) ¢ <o(t) < d(a)+e, (3)
h'(a) —e < h'(t) < B"(a) +e <. (3.9)

Asimismo, mediante la férmula de Taylor, sabemos que para cada uno de estos
valores ¢, existe & € (a, a + ) tal que

(t—a)*

h(t) = h(a) = W(a)(t = ) = h(t) = hla) = K"(&)—
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Por lo tanto, incorporando las desigualdades (3.9) a la identidad anterior,

(t — o)’ (t — o)
2 2

(—h"(a) +¢) <h(t)— h(a) < — (—=h"(a) — e). (3.10)
Para agilizar la notaciéon llamaremos B = —h"(a) + ey A = —h"(a) — ¢ a las
constantes que sabemos que son estrictamente positivas. El siguiente paso a dar
es el calculo de la integral en el entorno de a que estamos contemplando. Por la
monotonia de la integral y la positividad de la exponencial real, la desigualdad (3.8)
se conserva al integrar y lo mismo ocurre con las desigualdades (3.10).

/a+5 ¢<t)62h(t)dt < ($(a) + &) /a+5 o*h(®) gy

a+d .
< (pla) 4 e)e@ [ e F gy

/ ” o(t)e"Odt > (p(a) — 5)/

« «

a+o P
> (¢(a) — )e@ / o~ F=aP gy

a+d
ezh(t)dt

Examinemos ahora el valor de la integral que proporciona una cota superior para
la contribuciéon de la integral I(z) en la que estamos enfocdndonos. Empecemos
aplicando el cambio de variable real u =t — a:
a+4d . 4 . 9] p 9] -
G_TA(t_a)2dx:/ e‘TAQﬂdu:/ e‘TAﬁdu—/ e~ T dy (3.11)
«a 0 0 é
La tultima igualdad se deduce de que e~ %% os una funcién gaussiana integrable
en la recta real y ajustando la segunda integral al ejemplo de la funcion gamma
incompleta 2.23, podemos concluir que

T oy —( . >§(1+0( ))
« © v 2214 € '

De forma analoga se puede probar la identidad de la integral que acota inferiormente
la integral, llegando asi a la cadena de desigualdades siguiente:

[ st 9ar < (9(0) + 9@ (;2)7 (140 (7))

> (¢(a) — £)e@ (2ZB>§ (1 +0 <e_3>> .

Ahora, acotemos el valor de la cola de la integral imponiendo las dos primeras
hipotesis del enunciado. Esto es, puesto que I(z) es absolutamente integrable para
cada z > 0,

(3.12)

B B
/ o(t)en D at| < / |6 (1) Ot (3.13)
a+d a+d

es finita para estos valores de z. En cuanto a la segunda hipoétesis, se tiene que

M :=sup{h(t) : t € [a + 9, 5]} < h(a),
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y por tanto,
zh(t) = (zh(t) — h(t)) + h(t) < (z — 1)M + h(t).

Incorporando esta acotacion, seguimos teniendo garantizada la convergencia de la
integral por la integrabilidad absoluta de I(1) :

B ~
(3.13) < DM |p(t)]e"Ddt = I(1)e= DM, (3.14)
a+d

Por tltimo, combinemos las acotaciones (3.12) y (3.14):
g
(\/ze—zh(oz)) / qb([L‘)@Zh(x)dﬂf
2 I(1
< (¢(a) +¢) (21)2 <1 + 0 <e—“32Z>) + ( L\/Eefz(M—h(“)) (3.15)

e

> (p(e) — ) <27j9)é (1 +0 <e—3322>) - I(lLfez(M—h(w)

e

N

Hagamos tender z — oo para probar que los limites inferior y superior de la expre-
sion (\/Ee’Zh(a)) ff #(t)e*"dt cunado z — oo coinciden. En el primer sumando de
ambas funciones nos encontramos con el limite

lfm (1 40 (a“)) ,
Z—00

donde C = A, B > 0 respectivamente. Sabemos que este limite vale 1 ya que existe
K >0 tal que

‘1 + 0 (6_0522)

En cuanto al segundo sumando, tiende a 0 por el hecho de que la exponencial domina
el limite y M — h(a) < 0. Abreviando, llegamos a la cadena de desigualdades

2
§1—|—K€_%Z—>1—I—O cuando z — 0.

B

(p(a) —€) (;;)é < lim inf (\/Ze_Zh(o‘)) /a p(t)e"Ddt <

1
2

< lim sup (\/ZG_Zh(a)) /B o(H)e"Ddt < (p(a) + ) <27;1>

Z—00 o

valida para cada ¢ > 0. Por lo tanto, si hacemos tender este valor a 0, llegamos a
que el limite existe y su valor es

B

Jim (v3e@) |

«

S0 Ot = 6(a) (_22@) |

En otras palabras, al pasar el limite dividiendo ambos lados de la igualdad, hemos
obtenido la equivalencia de funciones que deseabamos demostrar:

/aﬁ o) Dt ~ (¢(oz) (%)5 Y e—zh(a)) - _ bla)e @ <%>§ |
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Corolario 3.4. Sean ¢(t) y h(t) dos funciones reales y continuas definidas en el
compacto [a, B], que cumplen las condiciones siguientes:

1. La funcion integral I(2) definida en (3.1) es absolutamente integrable para cada
valor z positivo.

2. h(t) tiene un unico mdximo en el intervalo que se alcanza ent = 5 y se cumple
que
sup {h(t)} < h(B) para cada o < a <b < f. (3.16)

tela,b]

3. h'(t) es continua, h'(B) =0, h"(5) <0 y ¢(a) # 0.

Entonces, cuando z — oo

I(z) = /j o(t)e"Ddt ~ ¢(B)e*M?) (M) ’ , (3.17)

Demostracion. En esta ocasion, aunque la propiedad de integrales

/B¢@y¥ﬂﬂdt:-—/a¢@y¥“”dt
a B

nos cambia el signo, a la hora de llevar a cabo las cuentas vuelve a invertirse este
signo. Esto se debe a que siguiendo la demostracién del teorema 3.3 vamos a acotar
—1(z) y en el cambio de variable llevado a cabo en (3.11) nos encontramos con un
cambio de signo: tomando el cambio de variable u =z — (8

55 . -, o, 5
/ e @B gy = / e T dy = —/ e du —i—/ e du
B 0 —o0 oo

(&) (ool )

Estos cambios de signo no afectan a las desigualdades siguientes, y al tomar el limite,
este doble cambio de signo asegura que el resultado permanezca sin alteraciones en
los signos. O

Observaciones 3.5. Otra forma alternativa de probar el resultado 3.3 es utilizando
la notaciéon de O grande del resto del polinomio de Taylor en (3.10). Esta notacién es
util cuando queremos aportar un desarrollo asintético de mas de un término, puesto
que podemos calcular términos de mayor orden siempre que h(t) cumpla con toda
la regularidad requerida.

Una forma mas general de este resultado es cuando las primeras n — 1 derivadas de
h(t) son nulas en el punto a y que h™ (a) < 0. En este caso habria que considerar
el cambio de variable h(x) = h(a) — t" o equivalentemente, el polinomio de Taylor
de orden n. En consecuencia perdemos la estructura gaussiana de la integral (3.11),
pero al tratarse de integrales de la forma e_%“n, lo que obtenemos son 6rdenes
asintéticos considerablemente mayores. Se pueden ver los detalles en [3, pag. 36-41]
y [7, pag. 28-35].
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3.1.3. Caso general

Para completar el método de Laplace, trabajaremos con un caso mas general que
el abordado hasta ahora y seguiremos [13, pag. 55-60]. A la funcién ¢ le vamos a
debilitar las restricciones considerablemente. Si la funcién ¢ es compleja y le deja-
mos ser nula, la mayor aportacién de la integral se vera alterada dependiendo del
orden del cero de esta funcién. Asimismo, la aportacion de la integral se ve afectada
dependiendo del orden del cero de la funciéon A’, por ello también englobaremos el
caso en el cual este cero sea de un orden mayor que 1. El procedimiento de la prue-
ba es idéntica, el cambio significativo se debe a los 6rdenes de los ceros de ¢ y A/,
que como ya hemos mencionado juegan un papel relevante a la hora de calcular el
desarrollo.

Teorema 3.6. Sean [a, ] un intervalo real, ¢(t) una funcion compleja definida en
un dominio que contiene a |cv, 3], h(t) una funcion real definida en [a, 8] y I(2) la

funcion integral
B
I(z) = / o(t)e O dt. (3.18)

«

Si se cumplen las condiciones

1. h(t) toma su valor minimo en o y

inf h(z) — h(a) >0, Vo > 0.
t€la+4,8)

2. ¢(t) es continua en un entorno de a y h(t) es de clase C* en un entorno de «,
con excepcion del punto «.

3. Las funciones ¢(t), h(t) y h'(t) admiten desarrollos cuando t — a™:

o(t) ~ i by (t— )" Re(\) > 0, by # 0,
h(t) ~ h(a) + i an(t — a)" >0, ag # 0,
n=0
h'(t) ~ i an(n + p)(t — )"t 1,
n=0

4. La integral 1(z) converge absolutamente para valores suficientemente grande
de z.

Entonces, 1(z) admite un desarrollo asintdtico cuando z — 0o, dado por

00 A .
I(2) ~ e @ 3T (" i ) o (3.19)
n=0 H A

donde los coeficientes c,, vienen dados en términos de a, y b,. En particular, los tres
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primeros coeficientes son

bo
Co = A
pag
(bl ()\ + 1)@160) 1
Cl - - 2 A+20
u p2ag ar
b2 ()\ + 2)&11)1 2 ()\ + 2)b0 1
=== — A 2)a] —2 .
” <M Pay (At 44 2)af — 2paga,| 2pbay ) 55

Demostracion. Sea v € (a, (], tal que ¢(t) y h'(t) son continuas en (a, 8] y h'(t) sea
positiva. La existencia de v se debe a las hipdtesis 2 y 3 y que h alcanza su valor
minimo en «. Por lo tanto, podemos aplicar el cambio de variable u = h(z) — h(«)
a la funcion en este entorno de a:

eZh“”(Zj/¢( Je (O gt = jﬁT(f(u)e_Z“du, (3.20)

donde, T' = h(y) — h(a) y f(u) denota la funcién ¢ tras el cambio de variable y el
jacobiano del difeomorfismo,

) =605 = 1

De forma andaloga en la que procedimos en la seccién 2.3, basandonos en el desarrollo
asintético de h(t) podemos calcular el desarrollo asintético de (¢t — «) en funcién de
la nueva variable u:

[e.e]

u=h(t Z (t—a)"™" = (t—a) Zanuu u— 0",

Luego, aplicando las propiedades del lema 1.13, la funcién f(u) tiene un desarrollo
asintotico en un entorno del 0

i~ (z b (Sat) ) (St (Smt) )

n+A—p

= Z Cn W
Si la funcién f la extendemos a R, dandole el valor 0 a partir de 7', podemos

garantizar que se cumplen las hipotesis del lema de Watson general:

1. f(u) es continua en (0,7] y nula en (7, 00), luego tiene una unica discontinui-
dad enu=T.

2. Conocemos el desarrollo asintético de f(u) cuando u — 0%,
3. La integral
e T
/ flu)e ™ du = / flu)e*"du
0 0

es integrable cuando z es suficientemente grande, por ser I(z) absolutamente
convergente.
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Por lo tanto,

e /7<i>( o Z r (" - A) . (3.21)

o M Z K

Por ultimo, probemos que la funciéon auxiliar

~ B
ezh(a)I(z) _ ezh(a)/ (b(t)efzh(t)dt,
vy

es una funcion plana, es decir que su desarrollo asintotico es nulo. Para ello, acota-
remos el argumento de la exponencial utilizando la primera hipotesis del teorema.
Sean z > zp > 0 un valor en la cual I(z) es absolutamente convergente y

e= inf (h(z)— h(a)) > 0.

y<t<p

Por lo tanto, tenemos la acotacion del argumento siguiente:
2(h(t) = h(a)) = (2= 20)(h(t) = h(a)) +20(h(t) — h(a)) = (z = z0)e + 20 (h(x) — h(a)).

Concluimos asi que
h(@)| 7 o —2(h(t)—h(a))
NI < [ lo)le dt
v

B
< (ezo(s-l—h(a))/ |¢( )| zoh(t dt) _ Me—ze)
v

y por tanto e ] (z) es una funcién plana por ser ze > 0. Unificando ambas colas
de la integral, llegamos al desarrollo asintético que buscabamos.

B
ezh(a)[(z) _ ezh(a) /'y ¢(t)6_2h(t)dt+62h(a)/ ¢(t>€_Zh(t)dt
& ¥

n+ A\ ¢,
NZF< )w

Mzu

A\ e
Z B

]

Observaciones 3.7. Vemos que este ultimo resultado nos generaliza los dos an-
teriores teoremas, teniendo en cuenta el cambio de signo, aunque el calculo de los
coeficientes del desarrollo asintético contintia siendo un trabajo laborioso. De hecho,
los primeros coeficientes dados en el teorema no los hemos probado, puesto que es
un caso particular de lo estudiado en las secciones 2.2 y 2.3. Dependiendo de las
funciones ¢ y h estos calculos seran méas sencillos o0 més complejos; por ello, no pro-
fundizaremos mas en estos aspectos técnicos y lo veremos reflejado a través de uno
de los ejemplos que presentaremos en la siguiente seccion.
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3.2. Aplicaciones

El objetivo de esta segunda seccion es visualizar tres formas distintas de aplicar el
método de Laplace. Empezaremos con el caso mas sencillo con la funciéon de Bessel
modificada y seguiremos con un caso mas general en el cual la funcién ¢ se anula. A
continuacion, estudiaremos el caso en el que el extremo se encuentra en el interior
del intervalo de integracion.

3.2.1. Funcion de Bessel modificada

Consideremos la funcién de Bessel modificada de primera especie

1 T
L(t) = - / et cos(nf)dd, neN, t>0. (3.22)
7 Jo
Esta funcion es una solucién de la ecuacién de Bessel modificadas
Py Oy
2 2 2\, __
@—Fx%—(a} +n )y—O,

y x debe ser estrictamente positivo. Para lograr una expresiéon explicita de la funcion
de Bessel I,,(t), se requiere un tratamiento tedrico extenso y elaborado. En su lugar,
nos centraremos en la obtencién del desarrollo asintético de esta funcién integral, a
partir de [3, pag. 41].

Siguiendo la notaciéon que hemos utilizado en la primera seccion,
h(0) = cos(0), ®n(0) = cos(nb),

que son dos funciones reales bien definidas y acotadas en [0,7]. h(f) alcanza su
maximo en 6 = 0 y cumple todas las hipotesis del teorema 3.3:

h0)=1,  K(0)=0, h'(0)=—-1<0,
y ¢,(0) = 1 # 0. Por lo tanto, el teorema nos dice que

1 3 1\2
e 2
L(t) ~ = ¢ () = <) : t — o0.
T 2t 2tm

En segundo lugar, siguiendo [7, pag. 36], consideremos la funcién

uy

L(t) = /0 P eteos® og (\ 4 sin(6)) df, A > 0. (3.23)

Hemos mantenido la funcién A, pero hemos sustituido la funcién coseno por la fun-
cién ¢x(0) = log(A + sin(#)) ademds de quedarnos con la mitad del intervalo de
integracion.

Llamemos f; a la funcién real de parametro t € (0,00), A= 1,5y 6 € [0, ],

fi(6) = et 1og(1,5 + sin(h)),

f1(0) = etes® <t sin(6) log(1,5 + sin(6)) + %) :
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Si calculamos los maximos de las funciones
—cos(f) y log(1,5+sin(f)), vemos que se encuen-
tran en 0 y 7 respectivamente. Durante todo este
capitulo hemos comentado que cuando t toma va-
lores suficientemente grandes, la mayor aportacion
de la integral se alcanza en los entornos del origen.
No obstante, vemos que la derivada de la funcién
se anula en puntos distintos dependiendo de t. De
hecho, cuanto mas grande sea t, mas pequeno va
a tener que ser tsin(f)log(1,5 + sin(d)), pues el
segundo sumando estd acotado. No vamos a dar
una expresion explicita de estos puntos criticos,
pero basandonos en la figura de la izquierda, vemos
que cuando ¢ aumenta, el extremo de f; en [0, 7]
se va desplazando hacia el origen y toma valores
cada vez mas grandes.

En resumen, para t grandes, con ayuda de la figura,
vemos que el mayor area bajo la curva (6, fy(t)) se
; ; ‘ concentra en entornos cada vez mas pequefnos de
05 1 15 0 = 0. Por lo tanto, aplicar el método de Laplace
a esta integral es coherente.

Si A # 1, del ejemplo previo deducimos que seguimos cumpliendo todas las hipétesis
del teorema 3.3 y por tanto,

1
L (t) ~ log(\) ¢ (;) N

Para el caso A = 1, deberemos aplicar el teorema general 3.6. Empecemos dando los
polinomios de Taylor de orden 2 de ¢;(t).

=L

Si seguimos calculando términos llegaremos a una serie de potencias
o o0
n=0 n=0

donde A = 1y by = 1. En cuanto a la funcién h(t), sabemos que la serie de Taylor
de la funcién coseno es valida para todo nimero real y complejo y su desarrollo es

—h(t) = i (_1)7122” =1+ i 7(_1)7”1 222

“— (2n)! = (2n +2)!

donde p =2y ag = —%. Como todas las demas hipotesis del teorema sabemos que
se cumplen, el método de Laplace nos dice que

ad +2\ ¢ 1 3\ 1 et
I(t) ~ ¢~ F(" > no_ —t<r1—r()> o5
1) ~e nz::() 2 )" c <)t 2) 5 + 12

1 T et
— Stz
—e(t w/4t3>+0<t2>7 t — o0.
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3.2.2. Funcion Gamma

El segundo ejemplo que estudiaremos, tomado de [3, pag. 41-42], es la funcién gam-
ma,

L(z+4+1)= /0 tYe tdt = /0 e~trlost) g x>0, (3.24)

que mediante el cambio de variable ¢ = Tz pasa a ser una integral que sigue el patrén
mencionado en (3.1):

o0 oo
Mx+1) = /0 e~ Tetwlog(ra) 0 Iz+1/0 orog(r)=7) 7.

Vemos que en este caso ¢ = 1y que h(7) = log(7) — 7 es una funcién que alcanza
su maximo en el punto interior del intervalo 7 = 1. Por lo tanto, al ser una integral
absolutamente convergente, podemos separar en dos la integral y aplicar el método
en estas dos integrales por separado:

1
Li(x) = /0 e?1oe(M=")dr ~ e~ (;;) T — 00,
T ( _ o I(log(T)fT)d —x 1

23:)—1 e T~e 5r) T — 00,

N

D(z+1) = 2" (2) + 2" L(7) ~ 2% (277)2 T — 00,
Por lo tanto, hemos probado lo que ya conociamos por la férmula de Stirling, me-
diante el método de Laplace.

En el ejemplo de la funcién de Bessel modificada y en el de la funcién gamma hemos
dado un tnico sumando, por lo tanto no podemos llevar a cabo un truncamiento
6ptimo. En cambio, podemos comparar como de precisas son estas dos primeras
observaciones. En las figuras a continuaciéon vemos el cociente del desarrollo por la
evaluacion exacta de la funcién para los primeros 101 ntimeros enteros.

En ambas graficas observamos una gran mejora cuando hacemos crecer el argumento.
No obstante, la eficacia de la féormula de Stirling para valores pequetios es algo a
destacar, pues el desarrollo de la funcién de Bessel no es capaz de conseguir esa
exactitud hasta llegar a valores méas moderados.

Para analizar con mayor precision los errores en la aproximacion, es necesario calcu-
lar términos adicionales en el desarrollo asintotico. Sin embargo, dado que el costo
computacional de obtener coeficientes adicionales puede ser considerablemente al-
to, es fundamental encontrar un equilibrio entre la complejidad del céalculo y el
nivel de precision deseado. Este compromiso es especialmente relevante en aplica-
ciones practicas, donde un niimero excesivo de términos puede aumentar el esfuerzo
computacional sin una mejora significativa en la exactitud de la aproximacién.
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Figura 3.1: Gréfica del error de la funciéon gamma
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Figura 3.2: Grafica del error de la funcién de Bessel, n = 1.



Capitulo 4

Método de mayor descenso

Sean g(w) y f(w) dos funciones analiticas en un dominio D C C, v un camino en el
plano complejo con soporte contenido en D, definimos la funciéon compleja

F(z) = /g(w)ezf(“’)dw, z € C vy |z| grande. (4.1)
Y

El objetivo de este cuarto capitulo es generalizar el método de Laplace a funciones
complejas. Sin embargo, en el caso complejo no podemos repetir este mismo procedi-
miento, ya que los nimeros complejos no son comparables bajo la relaciéon de orden
<. En cambio, si que podemos considerar las direcciones de ascenso y descenso que
tiene una funcién, como veremos en la primera seccion del capitulo. Asimismo, dado
que trabajamos con funciones holomorfas en un dominio abierto y conexo, podemos
aplicar el teorema de Cauchy para justificar la deformacién del camino de integracion
~ que nos interesa. A lo largo de este capitulo, utilizaremos como base los resultados
de [2], [3] ¥ [13].

4.1. Resultados preliminares

La forma habitual de comparar nimeros complejos es a través de sus moédulos. En
este caso, queremos determinar para qué valores de f(w) la funcién e*/() alcanza
su mayor valor en médulo. Es decir, cuando la funcién Re(zf(w)) alcanza su valor
maximo.

Para abordar este problema, supondremos que f no es constante. Segtn el teorema
del médulo méximo, deducimos que no hay extremos absolutos de |f| en el interior
del conjunto de definicién. Por lo tanto, los puntos que buscamos deben cumplir con
la condicién de crecimiento que estamos considerando, pero no seran extremos de la
funcién. Es decir, serdn los puntos en los que la funcién e*/) presenta direcciones
de crecimiento y decrecimiento maximo, pero no seran puntos donde se alcanza el
maximo de la funcién. Este enfoque nos permite explorar el comportamiento de la
integral en funcién de f(w) sin que estemos necesariamente buscando los méaximos
locales.

72
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Lo primero que haremos es presentar las nociones de direcciones y curvas de descenso
y ascenso a la par que las primeras propiedades que cumplen las funciones cuando
toman las direcciones de mayor descenso y ascenso. Para ello, trabajaremos con la
parte real de la funcion f(z) = u(z,y) + iv(z,y), siendo z = = + iy.

Definicién 4.1. Sea zy = xg + 1yg € D. Una direccién que parte de zy en la que la
funcién real u(z,y) decrece en comparacion con u(zg,yo), la denominaremos como
direccion de descenso de zg. De forma analoga, una direccion de ascenso es aquella
que parte de zg y la funcién u(z,y) toma valores mayores que u(xo, Yo)-

Observaciones 4.2. En general, un punto zy no tiene una tnica direcciéon de des-
censo o ascenso como en el caso real de una tunica variable. Por lo tanto, vamos a
querer determinar cuales son aquellas direcciones en las cuales el cambio de pendien-
te es maximo. De hecho, conocemos que la direccién de mayor descenso (ascenso)
coincide con la direccién del vector gradiente —Vu(z,y) (Vu(z,y)), siempre que no
sea nulo.

Definicién 4.3. Sea 7 una curva orientada regular con punto inicial 2z, y punto final
z1, finito o infinito. Si en cada punto de la curva la tangente sigue la direccién de
(mayor) descenso (ascenso) para la funcién real u(z,y), con Vu(z,y) no nulo para
todo (x,y), entonces v es un camino de (mayor) descenso (ascenso) para u.

Definicion 4.4. z; = 1 +iy; estd en un valle de f con respecto de zy si u(zy,y;) <
u(zo, Yo) y en una cima si u(xy,y1) > u(zo, yo). En el caso de que haya una igualdad,
w(z1,y1) = u(zo,yo), diremos que es un punto limite de un valle y una colina de la
funcion f con respecto a z.

Dada una funcion f, si consideramos un camino de descenso o ascenso, cada vez que
nos movamos estaremos mas cerca de un valle o cima respectivamente. En el caso
del walle, si queremos que esta trayectoria sea la mas rapida o empinada posible,
deberemos tomar la direcciéon de mayor descenso.

Observaciéon 4.5. La nomenclatura de valle, cima y punto limite proviene de una
analogia con la geografia y la topografia en la naturaleza. El asociar el compor-
tamiento de la funcién con una ilustracion més familiar, hace que entendamos y
visualicemos con mayor facilidad el comportamiento de estas funciones.

Un wvalle se define como una llanura entre montes o alturas; luego, los puntos de un
valle son aquellos que estan rodeados de puntos de mayor altura. En el contexto
que nos concierne, el paisaje natural se relaciona con la superficie generada por
(z,y,u(z,y)) v los puntos wvalle son aquellos que se encuentran en las zonas de
menor valor de la superficie o en una depresion del valor de la funcién u(z,y).

Por el contrario, una cima se define como el punto mas alto de los montes, cerros
y collados; por lo tanto hace una clara analogia al vértice de un maximo relativo
o absoluto de la funciéon u. Diremos entonces que un punto z; se encuentra en una
cima de la funcién si se encuentra en una region alta de la superficie y existen puntos
mas bajos que z;.

Por tltimo, un limite (en la geografia) es una linea real o imaginaria que separa dos
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terrenos, dos paises, dos territorios. Con este término nos referiremos a los puntos
que se encuentran en el umbral del ascenso y el descenso, respecto de un punto zy. En
otras palabras, los puntos limites respecto de la funciéon u en el punto zg = xg + 1Yo,
son aquellos puntos tales que su imagen se encuentra en la misma curva de nivel que

U@Oa?JO)‘

Observacion 4.6. El lema a continuacion tiene una estrecha relacion con las con-
diciones de Cauchy-Riemann que deben cumplir las partes real e imaginaria de la
funcion f. Si f = u + ‘v es una funcién compleja holomorfa en un dominio D,
entonces

ou ov
%(xvy) - @(xay)a
ou ov

—@(ﬁ,y) = £<I’,y)7

en cada punto z = x+ iy del dominio. Luego, los vectores gradientes son ortogonales
en cada uno de los puntos de D:

Vu - Vo = (ug, uy) - (—uy, uy) = gy, — uzu, = 0.

Asimismo, las funciones reales u y v son arménicas en el dominio isomorfo a D en
el plano real (R?):

Au = (Ug)z + (Uy)y = —Vyz + gy = 0,
Av = (V3)z + (Vy)y = Vyy — Vay = 0.

Si existe zg € D tal que f'(z0) = ux(20) + iv.(20) = 0, igualando partes reales e
imaginarias, llegamos a que las derivadas parciales de las funciones u y v se anulan
simultdneamente y que zy es un punto critico. Si u y v alcanzan un extremo en este
punto, el teorema del médulo maximo para funciones armoénicas nos dice que ambas
funciones son constantes y que el estudio de direcciones de maximo descenso carece
de interés. En el caso de sea un punto de silla, el estudio es algo méas complejo y lo
trataremos con mayor precision.

En el caso de que la derivada no se anule, las lineas de contorno donde una de las
componentes de la funcién f es constante, son ortogonales entre si. Ademas, el hecho
de que la direccion de mayor descenso de la funcion en un punto venga dada por Vu
hace que esta sea unica y se caractericen con la propiedad del lema 4.8.

Ejemplo 4.7. Consideremos la funcién f(z) = u(z,y) = z* — y*. Basdndonos en

las figuras 4.1, vemos que z; = 0 estd en un valle con respecto de z; = 1 y en una
cima con respecto zo = 1.
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Superficie con curvas de contorno proyectadas
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Figura 4.1: Figuras de f(z) = u(x,y) = 2% — ¢?

El siguiente resultado se ha tomado de [2, pag. 255] y [5].

Lema 4.8. Sean f holomorfa en D y zy € D tal que f'(29) # 0. Entonces, las curvas

de mayor descenso o ascenso de f en zy = xg + 1y son aquellas en las que su parte

1maginaria es constante.

Demostracion. En primer lugar, de lo comentado en la observacién 4.5 sabemos que

_Ou Ov

f'(z) =5 9z T

Supongamos que trabajamos en la curva

Imn(f) = v(z,y)

@ ou

= (0, Yo)-



CAPITULO 4. METODO DE MAYOR DESCENSO 76

Dado z = x + iy suficientemente cercano a zy = x(y + 1y, podemos considerar la
diferencia

oy = f(z) = f(20) = du + idu,
y si z se encuentra en la curva mencionada, se tiene que 9, = 0. Por lo tanto, se

tiene que 6y = d,, y pasando al limite, tenemos que el vector tangente de la curva
compleja Im(f) = v(xg, yo) es la misma que la de Vu(z,y).

Probemos ahora la otra implicacién. Supongamos que 7(t) con t € [«, 3] es una
curva de mayor pendiente de la funciéon f. Por lo tanto, se tiene que

arg (7/(1) = arg (F (/D)) = —arg (f (1(8),  telwfl.  (42)
Aplicando la regla de la cadena a la funcién

@7 ) = 5 () A 1),

vemos que todas las derivadas son reales, puesto que (4.2) nos asegura que las dos
funcione involucradas son de argumento opuesto. En otras palabras, la parte imagi-
naria de la funcién f tiene derivada idénticamente nula en v*, concluyendo asi que
Im(f) es constante a lo largo de la curva ~. O

Consideramos a continuacién el caso en que f'(z9) = 0.

Definicién 4.9. Sean f una funcién holomorfa en D y zy € D. Diremos que la
funcion f tiene un punto de silla de orden n > 1 en el punto z si

o) = o= f () =0, f(z) £ 0. (43)
Proposicién 4.10 ([2]). Sean w una funcion holomorfa en un dominio D y zo un
punto de silla de w de orden n — 1 donde
™ () = ae™, a>0.

Dado z € D tal que z — 2y = pe? y p es suficientemente pequerio, entonces las
direcciones de mayor descenso, ascenso o donde u = Re(f) es constante en el punto
f(20) son las siquientes:

Direccion: Angulo:

Descendente 0:_70‘+2"’T+17T k=0,1,...,n—1
Ascendente 9:%’—1—2”—’% k=0,1,...,n—1
Constante 9:’7"‘—1-2%17 k=0,1,...,2n—1

Demostracion. Del polinomio de Taylor de orden n, deducimos que

1o’
ae n

e+ 0", p— 0.

o = f(2) = f(20) =

Si le damos la estructura de cociente incremental y acotamos utilizando la hipétesis
de que z y zg estdn suficientemente proximos, tenemos que

) i(a+nb)
o _ac < Mp— 0 cuando p — 0.

o n!
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Por lo tanto, las derivadas direccionales de la funciéon f = u+iv en el punto 2z, vienen
dad ac'(@n0) ia las derivadas direccionales d 1
adas por “~— y en consecuencia las derivadas direccionales de u y v son, salvo
una constante positiva, las dadas por cos(a+nf) y sin(a+n#), respectivamente. Por
lo tanto, las direcciones de mayor ascenso de u ocurrirdn cuando cos(a+nf) =1,y

las de mayor descenso cuando cos(« 4+ nf) = —1. Lo primero ocurre cuando

a+nf =kr, con n par,
y lo segundo cuando

a+nf =kr, con n impar.

Despejando 6 en funcion de k, y quedandonos solo con las direcciones distintas, las
de ascenso son

— 2k
Hz—a—l——ﬁ, k=0,1,...,n—1,
n n
y las de descenso
— 2k +1
P i S N T
n n

Finalmente, las direcciones en las que la parte real de la funcion f es constante
vienen dadas por aquellas derivadas direccionales en las cuales su parte real es nula.
Por lo tanto,

1 —a 2k+1

cos(a+nl) =0 <= a+n¢9:<k+>7r = 0=—+4+ T,
2 n 2n

para k=0,1...,2n. L]

Observaciones 4.11. Con este resultado concluimos que una funcién con un punto
de silla de orden n — 1 tiene n direcciones de mayor descenso y otros n de mayor
ascenso. De hecho, un entorno de este punto se divide en 2n regiones (sectores de
misma amplitud) en los cuales las direcciones de una misma regién son ascendentes
o descendentes y las fronteras constantes.

En la figura 4.1 se muestra el caso de n = 2, mientras que en la figura 4.5 se presentan
otros tres casos de interés. A simple vista nos percatamos de que en los casos pares
las n proyecciones de las direcciones de ascenso constituyen 7 rectas en el plano que
pasan por zp, creando una simetria en la superficie que forma (z,y,u(z,y)). En el
caso impar, las direcciones de ascenso y descenso confluyen en el punto zg, resultando
en una figura con forma de silla de mono.

Asimismo, este teorema es una version equivalente del teorema del moédulo méaximo.
Puesto que si en un dominio (conjunto abierto y conexo) existiese un méaximo (en
modulo o de alguna de sus partes reales o complejas), todas las direcciones del punto
serian del mismo caracter ascendente o descendente.
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Direccion de descenso

n=29

Figura 4.5: Proyeccién en el plano de las direcciones de mayor ascenso y descenso
de un punto de silla de orden n, de una funcién u(z,y) y o = 0.

Ejemplo 4.12. Consideremos la funcién compleja

fz)=2——, (4.4)

de parte real u(z,y) =z — % + zy? e imaginaria v(z,y) = y — 2%y + % Hagamos
un breve estudio de las direcciones de mayor descenso y ascenso de esta funcion, si-
guiendo [2, pdg. 259]. En primer lugar, calculemos sus derivadas de primer y segundo
orden:

w'(z) =1— 22 w"(z) = —2z.

Vemos que la ecuacion w'(z) = 0 tiene dos raices reales, z = 1y z = —1, y que
ninguna de las dos tiene segunda derivada nula. Por lo tanto, z = £1 son puntos
de silla de primer orden, luego tienen un par de direcciones de mayor ascenso y
descenso. Para ver cuéles son estas direcciones, veamos cudl es la curva que cumple

la condicion ,

w(z,y) =y (1 — 2 %) — o((£1,0)) = 0.

Vemos que esta se constituye de las dos ramas de la hipérbola 22 — % =1, que pasan
por zx = +1, y la recta y = 0. Conociendo ya cudles son estas direcciones, mediante
la proposicion 4.10 vamos a clasificar cada una de estas direcciones. Empecemos
evaluando esta segunda derivada en los puntos de silla y expresandolos en forma
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polar:

Figura 4.6: Proyeccién de las direcciones de mayor pendiente

En la tabla siguiente vemos esta clasificacion, teniendo en cuenta cudl es el valor de
0 en cada caso:

‘ Ascenso ‘ Descenso ‘ Constante
— _T _m™ @® 37 57
z=1 2 2 0 ;T o444
- _ ™ 3w s 3m  bm 3w
< 1 U 2 2 1 4 4 2

En la figura 4.6 vemos que las direcciones de ascenso, descenso y constante de la tabla
coinciden con las direcciones tomadas por la recta y = 0 y las ramas de la hipérbola.
De hecho, observamos que la direccién de mayor ascenso que sale de z_ = —1 (con
angulo @ = 0) es la misma direccién de mayor descenso que en entra en z; = 1

(con dngulo o = ), lo que es coherente con el valor de la funcién en estos puntos:
u(£1,0) = i%.

Por dltimo, clasifiquemos los valles y cimas de la funcién wu; para ello, nos basare-
mos en la informacién que nos proporciona la grafica de la derecha. Vemos que la
funcién crece rapidamente en las direcciones de ascenso, lo que hace que no seamos
capaces de percibir correctamente los valles y cimas de la funcién. El crecimiento
tan pronunciado de la funcién se debe a que u(z,y) es una funcién polinémica de
tercer grado.

Asimismo, debemos darnos cuenta de que todo valle de z = —1 es un valle de
z = 1 y que toda cima de z = 1 es una cima de z = —1, por el hecho de que
u(1,0) = 2 > u(—1,0) = —2. Por lo tanto, nos centraremos en determinar cudles
son esta regiones intermedias. Basandonos en las direcciones de ascenso de la figura
4.6, se tiene que cuando = € (—1,1) la regién encerrada entre ambas curvas de nivel
es una cima para z = —1 y un valle para z = 1. De forma similar, vemos que cuando
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Superficie con curvas de contorno proyectadas

Figura 4.7: f(z) = u(z,y) = = — % + 2y?

x > 1 la direcciéon del eje y = 0 es descendente, por lo tanto para z = 1 es el inicio
de un valle y en cambio para z = —1 es el final de la cima.

Figura 4.8: Proyeccién de las cimas y valles de u(z,y).

Todas estas regiones se ven reflejadas en la figura 4.8. Conociendo las direcciones de
ascenso y descenso, en la figura se destacan las direcciones constantes o las curvas
de nivel para los dos puntos de silla de u. Las regiones de valle y cima para ambos
puntos se resaltan en azul claro y verde claro, respectivamente. En cuanto a las
regiones intermedias, estas vienen representadas con un tono verdoso mas oscuro.

Por ltimo, no se nos debe olvidar que el estudio de valles y cimas de un punto es
un estudio local. En el ejemplo que estamos manejando lo hemos generalizado con
el objetivo de abarcar todo lo estudiado en esta seccion. En la practica, nos bastaria
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con conocer las direcciones de ascenso, descenso y las curvas de nivel de u y v en
cada uno de los puntos de silla de la funcién real u.

4.2. Descripcion del método

El método de mayor descenso que abordaremos a continuaciéon fue introducido por
Debye en 1909, por ello textos como el [3] lo llaman el método de Debye de mayor
descenso. El método consiste en escoger un camino de integracion que cumpla ciertas
propiedades geométricas que nos aporten ventajas a la hora de calcular su desarrollo
asintotico. Esta modificacion tiene como objetivo facilitar la aplicacion del método
de Laplace o el lema de Watson en una integral de este tipo, donde los caminos de
mayor descenso y ascenso juegan un papel clave al aportar propiedades de monotonia
a la funcion f.

Si existe un camino equivalente a 7, que llamaremos 7, tal que sea un camino de
mayor descenso o ascenso de f, que parte de un punto de silla wy, entonces

/g(w)ezf(w)dw = iﬁg(w)ezf(w)dw.
.

~

De las propiedades probadas en la seccién anterior, tenemos que la parte imaginaria
de f sobre esta curva es constante, luego nos podemos centrar en el estudio asintotico
de la integral

I(z) = /~ gw)e R @ gy, F(z) = 2w (), (4.5)
2l

Esta nueva integral cumple que Re(f(w)) es mondtona a lo largo de todo el camino

de integracion, lo que la hace tener una estructura similar a las integrales que ya

hemos tratado en el método de Laplace.

Conociendo cual es el objetivo de este método, debemos determinar cudles son las
direcciones que nos interesan. Puesto que un punto de silla de orden m — 1, tiene
2m direcciones de ascenso y descenso, la eleccién de esta no es algo trivial. En
particular, no hay una regla estricta que nos garantice que la eleccion es correcta
independientemente del camino y de la funcién que estemos integrando. No obstante,
si que debemos tener en cuneta que las direcciones con las que vamos a querer
trabajar son justamente las de descenso. La causa principal de esta eleccion se debe
a la necesidad de garantizar la convergencia absoluta de la integral y asi poder aplicar
uno de los dos métodos que ya hemos comentado anteriormente.

En el siguiente desarrollo seguimos las referencias [13, pag. 84-90] y [2, pag. 262].
Dado que ya hemos expuesto la filosofia subyacente del método de mayor descenso,
procedamos a enumerar los pasos a seguir en este extenso y complejo procedimiento:

Paso 1: Identificacion de los puntos criticos del integrando. Es decir, los extremos
de la curva, singularidades de las funciones g y f, vy los puntos de silla de

f.

Paso 2: Determinar las direcciones de mayor descenso de cada uno de los puntos de
silla de la funcién f.
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Paso 3: Aplicar el teorema de Cauchy para deformar el camino de integracién a un
nuevo camino que pase por los puntos de silla de f y que en cada una de
ellas tome una de las direcciones de mayor descenso.

Paso 4: Dividir la integral en cada uno de los caminos de mayor descenso y mediante
el método de Laplace calcular los desarrollos asintéticos de cada uno de ellos.

Paso 5: Sumar cada uno de estos desarrollos para conseguir el desarrollo asintotico
de la integral completa.

Teniendo una vision periférica del método de mayor descenso, centrémonos en cada
uno de los pasos y veamos qué obstaculos y beneficios nos podemos encontrar al
seguir esta metodologia. Empecemos con “Paso 1:” y “Paso 2:”, que como hemos
comentado en la seccién anterior, son dos procedimientos conceptualmente sencillos
pero costosos, en cuanto a cuentas se refiere. En los ejemplos que hemos manejado
las cuentas han sido sencillas, pero cuando la funciéon f deja de ser un polinomio
de orden bajo, estas cuentas se pueden complicar considerablemente. Un ejemplo
modelo del estudio que hay que llevar en estos dos pasos viene dada por el ejemplo
4.12.

Para llevar a cabo el “Paso 3:”, debemos escoger cudles son los puntos de silla por
los que queremos que pase la nueva curva y cuéles son las direcciones de descenso de
cada una de estas partes de la curva. Es decir, la nueva curva 7 pasa por k puntos
de silla de la funcién f que denotaremos por z1, 23, ..., 2x € D y en cada trozo de
integral que pasa por [z;, zj11] la curva toma la direccién de mayor descenso de z;
que llega a z;41. En el caso de que uno de los extremos no sea un punto de silla,
basta con cambiarle la orientacién a ese trozo de la integral y actuar de la misma
forma que en el caso anterior.

Ahora, hay que aplicar el teorema de Cauchy o el de los residuos, dependiendo del
problema. En una primera instancia, no podemos garantizar la posibilidad de llevar a
cabo este cambio de curva de integracion. Este procedimiento es altamente delicado
yva que depende de los dominios de definicién de f y g. En el caso mas sencillo,
ambas funciones son holomorfas en una misma regién conexa donde los soportes v*
y 7* se encuentran en el interior de una de sus componentes conexas y por tanto
podemos aplicar el teorema de Cauchy. En el caso de que en la region encerrada por
las curvas v y ¥ haya alguna singularidad aislada, el teorema de los residuos nos da
la solucién. En este segundo caso, al realizar los calculos, arrastraremos los valores
de los residuos de la funcién g(t)e*’® en cada una de las singularidades.

Una vez determinada cuéales son los nuevos caminos de integracion, toca parametrizar
cada uno de los trozos de la curva y dar pie al “Paso 4:”. Para simplificar las cuentas,
vamos a suponer que v tiene un unico punto de silla en el origen y que es el punto
inicial de 4. Es decir, que si tomamos una parametrizacion, 7 : [0,7] — C de la
curva, se cumple que 5(0) =0y

P(2) = [ g @dw = [ gw)edu = [ g((0)e 505 (0

¥ 0

— ¢ m(£(7(0))) /T (g(F()) 7 () e*ReU GO gy = izIm(FGON) (),
0
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Si renombramos las funciones,

o(t) = g(3(1) 7' (1), h(t) = Re(f(7(1))),

veamos que cumplen las condiciones necesarias para poder aplicar el método de
Laplace. Primero, nos vamos a centrar en ¢(t). Por como hemos elegido la curva 7,
sabemos que la funciéon ¢ es continua en un entorno del origen. Pues para poder
considerar este camino de integracion, g debe ser suficientemente regular a lo largo
de toda la curva y 7 es una parametrizacion C! a trozos. Para calcular el desarrollo
asintético de la funcion ¢ en el origen, debemos calcular los desarrollos de g(7(t)) y
A'(t). En primer lugar, tenemos que si lim; o+ arg(y(t)) =6 y

g(w) ~ Z bnwnﬂfl, w — 0 a lo largo de la curva 7,
n=0
entonces,

)nﬂ_l, t—0".

9(3(0) ~ 3 (G0~ b

En segundo lugar, solamente calcularemos el primer término del desarrollo de 7/,
pues en general puede que no se cumplan las condiciones de regularidad requeridas:

F'(t) = e +o(t) ~ €, t— 0"

Multiplicando ambos desarrollos, tenemos que

¢(t) ~ Z bneie(n—&—)\) tn+)\—17 t—0t.

n=0

Observemos que las nuevas condiciones para poder aplicar el método son

boei/\G — bo@i Im(/\)HGiRe()\)O # O7 Re()\) > 0.
En cuanto a la funcion h, si
f(w) = F0)+ > auw™™ = f(0) + 2™ fi(w), t — 0 a lo largo de la curva 7,
n=0

se tiene que w™ f1(w) es una funcién real y estrictamente negativa; pues al estar en
una curva de mayor descenso, la parte imaginaria de f es constante y

fw) = f(0) = u(z, y) — u(0,0) <0.

Por lo tanto,
Re(f(3(t) — f(0)) = f(5(t)) — f(0) = i;an (3™

> . n+m > .
~ Z a, (tew) _ Z aneze(ner)thrm.
n=0 n=0
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A continuacién, nos debemos asegurar de que ademés de que a,e??™*t™ =£ 0, pode-
mos aplicar el método de inversion para calcular los coeficientes del desarrollo como
indicamos en el teorema 3.6. Al ser a,e®™*™) =£ 0, cuando queremos llevar a cabo
el cambio de variable 7 = —(f(3(¢)) — f(0)), nos aparece una raiz m-ésima a la
cual le tenemos que dar una unica solucién. Para ello, vamos a imponer la condicién
siguiente al argumento de ay:

T
|arg(z) + mb + arg(ap)| < 3

Esta condicién se debe a que 7 debe ser un valor real positivo y como esta condicion
es demasiado exigente para asegurar la unicidad de la raiz del cambio de variable y
la convergencia de la integral, nos basta con que su parte real sea positiva:

0

27 ~ zage™ = arg(z7) = arg(2) +im + arg(zo).

Finalmente, si hemos sido capaces de cumplir todas estas condiciones, somos capaces
de calcular el desarrollo asintético de la integral mediante el método de Laplace.

Aunque no hayamos llevado a cabo ninguna cuenta explicita, daremos cual es el
primer término del desarrollo asintotico para poder aplicar el método de forma mas
rapida en el ejemplo a continuacién:

3=

1\ b
I(z) ~ e *fOT <m) EO (agz) "™, z — 0. (4.6)

Finalmente, en el “Paso 5:” solamente hay que combinar los desarrollos asintéticos
de cada uno de los trozos de la curva modificada y los posibles residuos que nos
hayan ido apareciendo al llevar a cabo la deformacion del camino en el tercer paso.

4.3. Ejemplo: la integral de Airy

Un ejemplo clasico de la aplicaciéon del método de mayor descenso es el desarrollo
asintotico de la funcién de Airy. Las funciones de Airy son representaciones integrales
de las soluciones de la ecuaciéon diferencial de Airy:

> f

dz?
El célculo de estas expresiones se consigue mediante la formulacion diferencial a
través de la transformada de Laplace. La descripcién del procedimiento se describe
en el apéndice A del cual no haremos mayor mencién. En resumen, las integrales
con las que trabajaremos seran

zf =0.

1 s
hy(2) / e 3 tds, n=1,23, (4.7)

2 Jo

donde los C), son los caminos de integracion que aparecen en la figura 4.9. Por lo
tanto, las funciones Airy son las siguientes:

Primer tipo: Ai(z) = hy(2),
Segundo tipo: Bi(z) =i (ha(z) — h3(2)) .
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C;

(&}

Figura 4.9: Imagen de los caminos de integracién tomada de

2].

En primer lugar, para simplificar las cuentas vamos a suponer que z es real. En el caso
que queramos generalizar el estudio a z complejos, deberemos escoger la rama del
logaritmo dependiendo del camino de integraciéon C), y no estropear la convergencia
y definicién de las integrales. Hagamos el cambio de variable w = y/zs para que el
integrando tome la estructura con la que hemos trabajado todo este capitulo:

§(_wd .
hn(2) = ﬁ e <_T+ )dw.
2w Jo,
Si consideramos A = z2 y definimos f (w) =w— %5 y g(w) = 1, llegamos a la integral
que estabamos buscando:

A3 "
ha=) = 1,V = 2 [ glw)eduw.

No hemos prestado atencién al cambio del camino de integraciéon en estos cambios
de variable. La razén principal es que, debido a la regularidad de las funciones f
y g, podemos deformar el camino de integracion libremente. Es decir, al realizar
el cambio de variable, el camino C,, podria transformarse en una trayectoria que
no nos resulte conveniente (considerando los puntos de silla de la funcién Re(f)).
Sin embargo, gracias al teorema de Cauchy, podemos modificarlo de manera que
recupere la geometria mostrada en la figura 4.9.

Lo primero que debemos es estudiar las funciones f y g, que al ser polinomios de
grado 3 y 0 respectivamente, son dos funciones enteras. Del ejemplo 4.12, conocemos
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Figura 4.10: Curvas de mayor descenso en los puntos de silla de Re(f)
orientadas

los puntos de silla de f y sus direcciones de descenso los cuales hemos orientado y
denotado con 74 en la figura 4.10. Luego, pasemos directamente al estudio de los
caminos de integracion equivalentes.

El objetivo principal de este tercer paso es sustituir los caminos C4, Cy y C5 por
las curvas de mayor descenso 71,7%2,73 V 74 sin alterar extremadamente el valor de
la integral. Es decir, debemos decidir cuales son los puntos de silla relevantes para
cada uno de los caminos ('}, y a partir de estos concluir cuales son las direcciones de
descenso que vamos a tomar.

» El camino C] atraviesa el semiplano complejo Re(w) < 0, luego el punto de
silla z = 1 queda descartado. En segundo lugar, vamos a querer sustituir el
camino C por la combinacién v; — 7s.

= El camino C5 es una curva cerrada que sale del punto del infinito y se apro-
xima al eje real con argumento 2% y vuelve a aproximarse al infinito tomando
Im(w) > 0 y con argumento 0. De aqui deducimos que en este caso ambos
puntos de silla van a ser relevantes y que la combinacién de caminos con lo
que vamos a sustituir Cs es v3 — v — 74.

= Por simetria de los caminos Cs y Cj3, es inmediato que la combinacién de curvas
que van a sustituir este tercer camino va a ser v, + Y4 — V3.

A continuacién, debemos aplicar el teorema de Cauchy para legitimar el cambio de
camino. Este procedimiento no requiere excesivo trabamos més alld de una buena
parametrizacion Cy, Cy y Cs, ya que el integrando es una funciéon entera. No vamos
a entrar en mas detalle en este tercer paso, ya que se trata de un procedimiento
mecanico que no aporta ningin razonamiento particularmente ingenioso, méas alla
de la aplicacion de conceptos elementales de variable compleja.
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El siguiente paso a dar es la aplicacién del teorema 3.6 a cada una de las integrales

A\
I"(\) = 27:7'[Y g(w)eM ™ dw, k=1,2,34.
k

Recordemos que f es una funcion real a lo largo de estas curvas, luego es legitimo la
aplicacion del teorema siempre que tengamos especial cuidado con los angulos con los
que salen las curvas de descenso de los puntos de silla. A continuacién aplicaremos
el teorema de forma simultanea a las cuatro integrales, siguiendo la tabla siguiente:

m| « (1) 0 | h(v(@) | h(e) | ap | bo
"2 =1 (3@ —-1) | 5 |¥—2t| 2 |-1]-1
P2 =1 (t,—/3*=1) | =5 |st*=2t| 2 |—-1] 1
P21 (—t,0) Tl t=% | 2|1 |-1
21 (t,0) 0 | —t+%5 | 2 |11

Hemos dado las parametrizaciones de las curvas en R? para facilitar la evaluacién
u(z,y), y evaluando en (4.6) concluimos que los desarrollos asintéticos de cada I*
cuando A — oo son

Py~ o POy~ 2T
TRV TRV
PO) ~ s P~ B

y que si combinamos correctamente cada una de estas integrales llegamos al desa-
rrollo asintético de las funciones h,,:

)\% 2) )\771 —2) 2741 —2_ 3 2,’771 _o 3
I?(\ 5T 3 — }2 22 _ 2223
N7 ~17¢ &)~ 5z e IV
3 /\_71 22 /\_T1 —2) 3 Z_Tl -2 3 Z_Tl 2.3
I°(\) ~ — es = h’(z)~— es 7 — 3 %

Finalmente, llegamos a los dos desarrollos asintéticos de las dos funciones de Airy
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cuando z — oo:

Z — 00,

zZ — OQ.



Apéndice A
Transformada de Laplace

En este primer apéndice presentaremos las nociones esenciales de la transformada de
Laplace. El objetivo principal es esclarecer la relacién que hay entre la transformada
de Laplace y las funciones de orden exponencial de las que hablamos en el segundo
capitulo. Este resumen viene dado en el texto [4] con mucho més detalle. En cuanto
a las demostraciones de los dos resultados que vamos a enunciar, no las vamos a
llevar a cabo pues son dos pruebas elementales del andlisis de convergencia absoluta
de integrales.

Definicién A.1. Se dice que una funcién compleja f : [0,00) — C es localmente
integrable en [0, 00) si es integrable en cada intervalo [0, b], esto es, si la integral de
f en [0, b] tiene sentido y

b
/ |f(t)|dt < oo para todo b > 0.
0

Al conjunto de las funciones localmente integrables en [0, 0o) se detonard por ‘4L .(R,).

En lo que concierne al estudio de la transformada de Laplace, cuando definamos un
funcién f(x) mediante una férmula explicita, entenderemos que dicha expresion sélo
se utilizara para valores z > 0: f(x) = f(x)X0,00)-

Definicion A.2. Se dice que f € 4L (R, ) admite transformada de Laplace si existe
un numero complejo z tal que la integral

/ F(t)e=dt (A.1)
0
converge absolutamente. En este caso, el conjunto
A= {a eR: [ If(B)ledt < oo}
0

es un intervalo no vacio, y se tienen dos posibilidades:
1. A no esté acotado inferiormente. Se define oy := —o0.

2. A esta acotado inferiormente. Se define oy := inf A € R.

89
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El valor o se denomina abscisa de convergencia absoluta de la transformada de
Laplace de f.

Proposicién A.3. Si la funcion f admite transformada de Laplace y o5 es su
abscisa se convergencia, se tiene que:

1. La integral (A.1) converge absolutamente para cada z € C con Re(z) > oy.
2. La integral (A.1) no converge absolutamente para cada z € C con Re(z) < oy.

Definicién A.4. Sean f una funcién que admite transformada de Laplace y o su
abscisa de convergencia absoluta. Se llama dominio de convergencia absoluta de la
transformada de Laplace de f al conjunto

D¢ :={z € C:Re(z) >0y}

Si oy = —o00, se entiende que Dy = C, en otro caso Dy es un semiplano abierto. Se
define la transformada de Laplace de f, denotada por L(f) como la funcién definida
en D; mediante

L(f)(z) = / ft)e*dt, =€ Dy.
0
Ejemplo A.5. Sea H : R — C la funcién de Heaviside dada por

1 sit>0,
H{t) = Xo.o0 (1) = { 0 sit<0.

H es una funcién localmente integrable en [0, 00), pues al ser una constante la inte-
gracion en compactos es evidentemente convergente. Ademas su abscisa de conver-
gencia es o = 0, pues para que se de la convergencia de la integral (A.1), solamente
nos debemos fijar en la exponencial. Por lo tanto, su transformada de Laplace es

o) [e'e) 1
LH(z) = /0 H(t)e *dt = /0 et =, Re(z) >0,

Proposiciéon A.6. Si f € £ .(R,) es de orden exponencial, con f(t) = O(ealt|)
cuando t — 0o, entonces f admite transformada de Laplace. En concreto, siguiendo
la notacion de la definicion anterior, oy < a.



Apéndice B
Funcién gamma

Este segundo apéndice presenta un formulario con las funciones especiales que se
utilizan con mayor frecuencia a lo largo del trabajo. Dado que resulta laborioso de-
mostrar cada una de estas propiedades e identidades, inicamente las enumeraremos
y citaremos los textos en los que se encuentran las pruebas correspondientes, con el
fin de poder hacer uso de ellas de manera eficiente. La mayoria de estas se encuentran
en el texto [10, cap. 6].

B.1. Funcion Gamma de Euler

La funcion Gamma surgié como una soluciéon al problema de interpolacién de la
funcién factorial: jexiste alguna funcién I' de clase C*°([1,00)) tal que cumpla las
dos propiedades siguientes:

ra) =1, F(z+1) =al'(z)?

La respuesta fue afirmativa, una de las expresiones mas conocidas de esta funciéon
Gamma viene dada en forma de integral paramétrica, la cual toma el nombre de
integral de Euler:

['(z) = /OO e dt, Re(z) > 0.
0

Vemos que esta funcién no toma tinicamente valores reales y que si 0 < § < Re(z) <
A, podemos acotar el médulo de las potencias por

tz—lﬂgﬁ—l, si 0<t<1,

tz—l‘ <A1 i 1<t

Luego el criterio M de Weierstrass [1], nos garantiza que la integral es uniformemente
convergente con respecto a z en los compactos del semiplano de la derecha. Ademas
de las tres propiedades que ya hemos mencionado, esta funciéon cumple la siguiente
lista de propiedades:

1. T'(n) = (n — 1)! para cada n € N.
2. I'(2+1) = 2I'(2) para cada Re(z) > 0, de la cual podemos prolongar la funcién

a todos los nimeros complejos tales que Re(z) ¢ Z_.
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3. T()I(1—2) = siempre que z ¢ 7Z, de donde se deduce I'(1/2) = /7.

sm(7rz)

No probaremos ninguna de estas propiedades, solamente las presentamos para poder
utilizarlas a lo largo del trabajo y en las secciones a continuaciéon. Todos estos detalles
se pueden encontrar en el texto de Olver [8, pag. 31-35].

B.2. Funcién gamma incompleta y la funcién error

La funciéon gamma incompleta es otra funcién especial que tiene varias expresiones
integrales, las dos mas frecuentes son

['(a,z) = z“e_z/ (1+t) e dt, Re(z) > 0,
0
e % © e Ztt a
= dt <1, R > 0.
iy LS Re(a) <1, Re(z)

La funcién error complementaria es el valor de la cola de la integral de la funcién
gaussiana y viene dada por

erfc(z /
Y
Ambas funciones se relacionan de la siguiente manera:
erfc(z) = ——=~
( ) ﬁ )

ver [8, pag. 45] y [11, pag. 92].

B.3. Integral exponencial

La integral exponencial es la funciéon paramétrica definida por

Ei(2) :/fe_t,

t

y la integral exponencial complementaria se define como

2 _ ot
Ein(z) = / ! te dt.
0

De la primera integral podemos observar que la funcién no esta bien definida en el
origen y en cambio la segunda es convergente para todo valor de z, en particular es
una funcién entera, luego tiene un desarrollo de Taylor convergente en todo el plano

complejo:
)n+1 n

Ein(z) = Z

n=1
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Ademas, si suponemos que z > 0, podemos combinar ambas funciones especiales:

—t —t

z] —et 11— z ] —
Ein(z):/ ¢ dt:/ ¢ dt+/  _at
0 t 0 t 1 t

11— et 5 =t
:/ ¢ dt+ln(z)—/ C
0 t 1t

_ /01 1 _te_tdt+1n(z) + Ei(2) —/1

©]—et
t

dt.

Llevando a cabo varias técnicas como el cambio de variable y la integracién por
partes, se puede probar que

v = —/ e 'In(t)dt = / ° at— / ‘ dt,
0 0 t 1 t

que es la constante de Euler-Mascheroni. Entonces, podemos expresar F; como suma
de una serie de potencias, la funcién logaritmo y la constante mencionada:
(_1)n+1 on
n

El(z):—ln(z)—7+2n! z€C\ (—o00,0].

De esta propiedad, obtenida a partir de [8, pag. 40-42] , partiremos para calcular el
desarrollo asintético de la funcién en la seccién 1.3.



Apéndice C

Cédigos de Matlab y enlaces de
las figuras hechas con (Geogebra

Cédigo de Matlab de la tabla 1.11

format default

/% Serie de potencias convergente
a = eulergamma;
syms n
x = [1,2,3,5,10,25,30];
=11
for i 1: length(x)
z x(i);
sum = double(symsum((-1) "(n+1)*z"n/(n*factorial(n)) ,1,Inf)
e
b=double (z*xexp(z)*(sum - a -log(z)));
[z,sum,b];
I=[I; bl;
end

/ Desarrollo asintotico
S=zeros (length(x),length(x));
for i = 1l:length(x)
z = x(i);
for j = 0:z+2
sum = double(symsum((-1)"n * factorial(n)/(z"n),0,j));
S(i,j+1)=sum;

end

end

[x’,8]

T = table(x’, I, S(:,1:12), ’VariableNames’, {’z’, ’I(z)’,’
Sumas parciales_ n=0,...,z+2°});

writetable (T, ’tabla.csv’);
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Cdédigo de Matlab de las figuras 3.1 y 3.2

% Formula de Stirling

format shortE

z=[1:100];

f(:)=gamma(z(:)+1);

d(:)=z(:).7z(:) .xexp(-2z(:)) .*xsqrt (2*xpi*z(:));
el (:)=d(:)./£(:);

figure (1)
semilogx(z(:),el1(:),’k’);
hold off

4 Funcion de Bessel

I(:) = besseli(l,z(:));
a(:)=exp(z(:)).*xsqrt (1./(2*xz(:)*pi));
e2(:)=I(:)./a(:);

figure (2)
semilogx(z(:),e2(:),’k’);
hold off

Cédigo MATLAB figura 4.1 2D

% Discretizacion de la funcion y gradiente
spacing = 0.1;

[X,Y] = meshgrid(-5:spacing:5);

Z = X.72-Y.72

[DX,DY] = gradient(Z,spacing);

% Graficar los wectores de asceson y descenso
skip = 10;
quiver (X(1:skip:end, 1:skip:end), Y(1l:skip:end, 1:skip:end),

DX(1:skip:end, 1:skip:end), DY(l:skip:end, 1:skip:end));
hold on
% Graficar lineas de contorno: 10 niveles
contour (X,Y,Z,10) ;
4 Graficar las curvas de mayor ascenso Yy descenso
plot(X(1,:),zeros(1,length(X)), ’r’);
plot (zeros(1,length (X)) ,X(1,:), ’b’);

xlabel (’x’);
ylabel (’y’);
grid on;
axis equal;

hold off;
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Cdédigo de Matlab de la figura 4.1 3D

[x, y] = meshgrid(-5:0.05:5, -5:0.05:5);

% Definicion de z = f(z, y)

z = x.72-y.72;

/% Discretizacion

[xxm, xxp] = meshgrid(-2:0.05:-1, 1:0.05:2);
yy = sqrt(3.x(xxm."2-1));

4 Graficar la superficie 3D

figure;

surf (x, y, z,’EdgeColor’,’none’,’FaceColor’,’interp’,”’
FaceAlpha’ ,0.7);

hold on; % Mantener el grafico para agregar las curvas de
contorno

% Graficar las curvas de contorno sobre la superficte: 20
niveles
contour3(x, y, z, 20, ’LineWidth’, 2);

% Graficar las curvas de mayor ascenso Yy descenso

plot3(x(1,:), zeros(l, length(x)), x(1,:).72, ’g’, ’LineWidth’
» 2);

plot3(zeros(1l, length(x)),x(1,:), -x(1,:).72, ’g’, ’LineWidth’
» 2);

% Mejorar la visualizacion

colormap jet; 4 Cambiar la paleta de colores
colorbar; 4 Agregar barra de color

xlabel (°X’);
ylabel (’Y’);
zlabel (°Z7);
title (’Superficieycon,curvas_ de contornoproyectadas’);

hold off;
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Cdédigo de Matlab de la figura 4.7

[x, y] = meshgrid(-4:0.05:4, -3:0.05:3);

% Definicion de z = f(z, y)

z = x.%(1-(x.72)./3 + x.*(y."2));

% Discretizacion

[xxm, xxp] = meshgrid(-2:0.05:-1, 1:0.05:2);
yy = sqrt(3.x(xxm."2-1));

4 Graficar la superfictie 3D

figure;

surf (x, y, z,’EdgeColor’,’none’,’FaceColor’,’interp’,”’
FaceAlpha’ ,0.7);

hold on;

% Graficar las curvas de contorno sobre la superficie: 20
niveles
contour3(x, y, z, 20, ’LineWidth’, 2);

% Graficar las curvas de mayor ascenso y descenso

% y=0:

plot3(x(1,:), zeros(l, length(x)), x(1,:).*x(1-(x(1,:).72)./3),
’g?’, ’LineWidth’, 2);

/% Hiperbola:

plot3(xxm(1l,:), yy(1l,:), xxm(1l,:) . *(1-(xxm(1,:).72)./3 + xxm
(1,:) . *x(yy(1,:).72)), ’g’, ’LineWidth’, 2)

plot3(xxm(1,:), -yy(1,:), xxm(1,:) . .*(1-(xxm(1,:).72)./3 + xxm
(1,:) . *x(yy(1,:).72)), ’g’, ’LineWidth’, 2)

plot3(xxp(1,:), yy(1,:), xxp(1,:) .*(1-(xxp(1,:).72)./3 + xxp
(1,:) . *x(yy(1,:).72)), ’g’, ’LineWidth’, 2)

plot3(xxp(1,:), -yy(1,:), xxp(1,:).*x(1-(xxp(1,:).72)./3 + xxp
(1,:) .x(yy(1,:).72)), ’g’, ’LineWidth’, 2)

% Mejorar la visualizacion

colormap jet; 4 Cambiar la paleta de colores
colorbar; 4 Agregar barra de color

xlabel (’°X’);
ylabel (’Y’);
zlabel (’Z°);
title (’Superficieyconcurvasde contorno,proyectadas’);

hold off;
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Lista de enlaces a las figuras hechas con Geogebra:

= Sectores circulares: Tipos de sectores de coronas circulares con las que tra-
bajaremos.

» Camino de integracién de (1.10): Figura que ilustra semirrecta de integra-
cién en la que integramos en (1.10). 1.4

= Sector interior: en el resultado 1.17, debemos trabajar en un sector mas
pequeno que el de definicién.

= Entornos interiores: Para probar que la distancia entre las fronteras de los
sectores considerados en 1.17 nos basamos en esta figura que ilustra las tres
posibilidades.

= Comparacion de las acotaciones del resto: Simulacién de los valores 6p-
timos del resto mediante la grafica de log(n!z~"), con z fijo.

» Esfera de Riemann de la semirrecta de integraciéon girada: Figura en la se
plasma el camino de integracion en la esfera de Riemann cuando giramos la
semirrecta de integracion.

= Camino de integracion de 2.2: En la figura aparece la concatenacién de
camino y sus respectivas orientaciones a la que vamos a aplicar el teorema de
Cauchy-Goursat.

= Sectores de definicion: region de definicion de la integral paramétrica 2.3
que hemos prolongado de forma analitica.

= Dominio de convergencia para cada semirrecta: en esta figura se repre-
senta una curva que cumple unas propiedades similares a la que debe cumplir
el modulo de |z| dependiendo de su argumento, para que la nueva integral
girada converge.

= Condicion lema de Watson: Figura que ilustra el por qué debemos imponer
la condicién Re(z) > 2X en la demostracién del resultado 2.5.

» Camino de integraciéon si y Ci, Esfera de Riemann: Caminos de inte-
gracion del seno y coseno integral en el plano y en la esfera. 2.6

= Direcciones de ascenso y descenso
» Curva de nivel Im(f(+£1))

» Esquema de direcciones de ascenso y descenso: figura con las direcciones
de ascenso y descenso de cada uno de los puntos de silla de wu.

= Direcciones de ascenso y descenso Airy: Las proyecciones de las direc-
ciones de ascenso y descenso de la funciéon Airy del 4. Las curvas de nivel del
mismo ejemplo también se han hecho con esta figura ademas del coloreado de
las regiones.
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