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Resumen:

En este trabajo se definiran los ideales de aristas y de cubierta asociados a un grafo, se
estudiara la relacion entre ellos y se presentara un primer ejemplo de la conexién entre el
algebra conmutativa y la teoria de grafos a través de un resultado que permite calcular el
nlimero cromatico de un grafo en términos puramente algebraicos relacionados con el
ideal de cubierta.

Ademas, se definira la propiedad de persistencia de un ideal, se demostrara que todos
los ideales de aristas la tienen, y que esto no es cierto para los ideales de cubierta.
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Abstract:

In this work, the definition of the edge and cover ideals associated to a graph will be
provided, and their relationship will be studied. A first example of the connection between
commutative algebra and graph theory will be presented, through a result that allows the
chromatic number of a graph to be calculated in purely algebraic terms related to the
cover ideal.

Furthermore, the persistence property of an ideal will be defined, and it will be proved that
all edge ideals have the property, and that this is not true for cover ideals.
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Introduccion

Los ideales monomiales desempenan un papel importante en el estudio de
las conexiones entre el algebra conmutativa y la combinatoria. A finales del
siglo XX, los especialistas en algebra conmutativa se empezaron a interesar
por el estudio de los ideales monomiales a través de las propiedades de los
grafos finitos simples asociados a ellos. Para ello, se definieron dos tipos de
ideales monomiales libres de cuadrados a partir de las aristas de un grafo
finito simple, llamados ideal de aristas e ideal de cubierta. Estos ideales se
van a poder estudiar utilizando propiedades del grafo, y viceversa.

En este Trabajo de Fin de Grado se busca ilustrar la relacion entre los
ideales monomiales libres de cuadrados y los grafos finitos simples. Ademas,
veremos que la teoria de grafos resulta de gran utilidad para abordar proble-
mas propios del algebra conmutativa, y viceversa. La memoria se dividide en
tres partes:

En el Capitulo 1 empezamos recordando algunos resultados especificos
de ideales monomiales, que serdn de gran utilidad a lo largo de este trabajo.
Seguidamente introduciremos los ideales de aristas y de cubierta asociados
a grafos, de los cuales se detallaran algunas propiedades. Por ejemplo, en el
Lema 1.20 se presentara el origen del nombre de los ideales de cubierta, y en
el Corolario 1.24 se presentara la relacion que hay entre ideales de aristas y
de cubierta a través de la dualidad de Alexander. En la tdltima seccion, se
estudiard un primer ejemplo de la relacion entre la teoria de grafos y el algebra
conmutativa a través del problema de la coloracion, un tema fundamental y
complejo de la teoria de grafos. El objetivo sera calcular el nimero cromético
en términos puramente algebraicos. Este capitulo se basa en la Parte II del
libro “Monomial Ideals, Computations and Applications” ([13]), escrita por
A. Van Tuyl.
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Una vez presentados estos conceptos bésicos, en el segundo capitulo utili-
zaremos lo conocido para demostrar que el ideal de aristas de cualquier grafo
tiene la propiedad de persistencia. Aqui veremos de forma detallada como se
puede demostrar una propiedad puramente algebraica a través de propieda-
des de los grafos. Por ejemplo, un resultado clasico de la teoria de grafos que
sera de vital importancia para dicha demostracién sera el Teorema de Berge.

Finalmente, nos preguntamos: ;los ideales monomiales libres de cuadra-
dos tienen en general la propiedad de persistencia?, o en particular, ;la tienen
los ideales de cubierta? En un principio se creia que esto era cierto debido a
los experimentos computacionales y a que se llegd a demostrar para los idea-
les de cubierta asociados a grafos perfectos en 2010. No obstante, en 2014
T. Kaiser, M. Stehlik y R. Skrekovski refutaron esta afirmacién dando un
contraejemplo a partir de una construccién previa de T. Gallai. En el dltimo
capitulo, analizaremos la evolucién de esta pregunta, desde la formulacién de
la Conjetura 3.10 referente a la teoria de grafos hasta su posterior refutacién.



Capitulo 1

Conceptos basicos sobre ideales
de aristas y cubierta

1.1. Ideales monomiales

Vamos a empezar introduciendo algunos conceptos basicos sobre ideales
monomiales que utilizaremos a lo largo de este Trabajo de Fin de Grado.
Todos los resultados que no estan demostrados en esta seccién o bien sera
porque son resultados generales de algebra conmutativa que se han visto en
la asignatura “Algebra conmutativa y computacional” de cuarto curso del
Grado en Matematicas o bien porque son muy sencillos.

Denotamos R = Klxy,...,x,] el anillo de polinomios en las variables
Ty, T2, ..., Ty, donde K es un cuerpo arbitrario. Un monomio x7'x5? - - -z
de R se denotard por x* donde o = (v, s ..., ;) € N” (por conveniencia
consideramos el 0 como un elemento de N). Ademas, denotaremos por |a| =

o+t o

Definicién 1.1. Un ideal monomial en R es un ideal de R generado por
monomios en las variables x1, xo, ..., x,.

Los ideales monomiales en los que nos vamos a centrar a lo largo de este
trabajo seran de la siguiente forma:

Definicién 1.2. Se dice que un ideal monomial es libre de cuadrados si esté
generado por monomios libres de cuadrados, es decir monomios de la forma
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z* con a = (ay,...,a,) y a; € {0,1} para todoi=1,...,n.

Veamos en este apartado una serie de propiedades propias de los ideales
monomiales que no son ciertas para ideales mas generales.

Lema 1.3. Sea I un ideal monomial en R. Para todo polinomio f € R, de
la forma

f= Z a,x”, con a, € K,
aeN"
finita
se tiene que f € I siy solo si x* € I para todo a € N tal que a, # 0.

El Teorema de la base de Hilbert afirma que si A es un anillo noetheriano,
entonces el anillo A[z] es noetheriano. Luego el anillo R = K[zy,...,z,]| es un
anillo noetheriano. Esta propiedad, junto con el Lema 1.3, nos proporciona
el siguiente resultado:

Lema 1.4 (Lema de Dickson). Todo ideal monomial de R estd finitamente
generado, es mds, estd generado por un conjunto finito de monomios.

Dicho de otra manera, todo ideal monomial I se puede escribir de la
siguiente forma: I = (z*',...,2*) con a; € N” para todo j € {1,...,t}.

Proposicién 1.5. (a) Sean I = (z®,...,2*) C R un ideal monomial y
x® € R un monomio de R. Entonces x® € I si y solo si existe ©, con
1 <i<t, tal que x* divide a z°.

(b) Un sistema de generadores monomial {x®, ... x*} de un ideal mono-
mial 1 es minimal si y solo si para todo i # j, x* no divide a =% y
x% no divide a x™.

(¢) Todo ideal monomial I de R tiene un unico sistema minimal de gene-
radores formado por monomios. Dicho sistema minimal de generadores
lo denotaremos por G(I).

A continuacién damos la definicién de descomposicion primaria para un
anillo conmutativo S general. Antes de eso, es conveniente recordar que un
ideal @) del anillo conmutativo S es primario si no es el total y ademas se
cumple que si tenemos a,b € S con ab € I pero a ¢ I entonces b € /1.
Ademas, es bien conocido que el radical de un ideal primario es siempre un
ideal primo.
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Definicién 1.6. Sea [ un ideal propio de un anillo conmutativo S. Llama-
mos una descomposicién primaria del ideal I a una expresion de I como
interseccién de un numero finito de ideales primarios.

Decimos que el ideal I es descomponible si admite una descomposicién pri-
maria. Decimos que una descomposicién primaria

I=0Q:N---NQyconp;,=+/Q; parat=1,...,1,
del ideal I es minimal cuando cumple las dos condiciones siguientes:

1. Los ideales pq, ..., p; son todos distintos.

2. Para todo j € {1,...,t} se tiene que HE;lQi 7 Qj.
i#j

Definicién 1.7. Sea [ un ideal de un anillo conmutativo S. Diremos que I es
irreducible si I es propio y no puede ser expresado como interseccién de dos
ideales que contienen estrictamente a I. Es decir, si y solo si cuando podemos
escribir I = Iy N Iy, siendo I; e I, dos ideales de R, entonces necesariamente
I=101=1.

Proposicién 1.8. Sea S un anillo conmutativo noetheriano. Entonces todo
ideal propio de S puede escribirse como la interseccion de un numero finito
de ideales irreducibles de S.

Tanto este resultado como el siguiente se han dado en la asignatura “Alge-
bra conmutativa y computacional” y podemos encontrar su demostraciéon en
el Capitulo 7 del libro “Introduction to commutative algebra” de M. Atiyah
e I.G. Macdonald, Lema 7.11 y Lema 7.12 respectivamente ([1]).

Proposiciéon 1.9. Sea S un anillo conmutativo noetheriano e I un ideal
irreducible de S. Entonces I es primario.

Como sabemos que R = Klzy,...,2,| es un anillo noetheriano, pode-
mos concluir de estos ultimos resultados que todo ideal en dicho anillo tiene
una descomposiciéon primaria. En particular, todo ideal monomial libre de
cuadrados la tiene y nos interesa saber cémo es.

Teorema 1.10. Sea I un ideal monomial de R. Entonces I = N",Q);, donde
cada Q; estd generado por potencias de variables, es decir, cada Q; es de la
forma (xi!, ... 2i%), dondeir,... i € {1,...,n} yai,...,a € N. Ademds,
una expresion irredundante de esta forma es unica.
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Demostracion. Sea G(I) = {z*,...,z*}, donde o; € N" y supongamos
que algin z® no es una potencia de una unica variable, digamos que es
2. Entonces, podemos escribir %' = z%z7 donde 2° y 27 son monomios
coprimos con 3,7 € N”, es decir, med(z?,27) = 1y 2% # 1, 27 # 1. Veamos
que [ =1, NI, donde I} = (xP 222 ... jx%) e [, = (27, 2%, ... 2%):

Obviamente, I esta contenido en la intersecciéon de I; e I,. Veamos la con-
tencién contraria, sea £ un monomio de I; N I. Si 2% es un multiplo de uno
de los % para i =2,...,r, entonces z® € I. Si no, z® es un multiplo de 2
y 27, y por tanto de ', ya que z? y 27 son coprimos. En cualquier caso,
x* e l.

Si G(I;) o G(I2) contiene un elemento que no es potencia pura, procedemos
como antes y después de un nimero finito de iteraciones (pues todo ideal en
un anillo de polinomios est4 finitamente generado) obtenemos una expresién
de I como una interseccion de ideales monomiales generados por potencias
puras de variables. Si omitimos los ideales que contienen la interseccion de
los demas, terminamos con una descomposicién irredundante del ideal 1.

Probamos ahora la unicidad. Sean @ N---NQ, = Q7 N--- N Q. dos des-
composiciones iredundantes del ideal I donde cada ideal estd generado por
potencias puras de variables. Veremos que para cada i € {1,...,7r} exis-
teun j € {1,...,s} tal que QO C @Q;, y por simetria tendremos que para
cada k € {1,...,s} existe un | € {1,...,r} tal que Q; C Q). Entonces,
para cada j € {1,...,r}, existen | € {1,...,s} y k € {1,...,r} tales que
Qr C Q) € Q;. Luego j = k, puesto que si no @ C Q); en contradiccién con
que Q1 N---NQ, era una descomposicion irredundante. Entonces Q; = @ y
se concluye asi que r = sy {Q1,...,Q,} ={Q}, ..., Q.}.

Entonces veamos que para cada i € {1,...,r} existe un j € {1,...,s} tal
que @ C Q; para finalizar la demostracion. Seai € {1,...,r} y supongamos,
sin pérdida de generalidad, que Q; = (z*,...,2"). Si Q) ¢ Q; para todo
j € {1,...,s}, entonces para cada j, existe una variable z;, y un entero
b; > 1 tales que SBZJ € Q% \ Qi. Luego I; ¢ {1,...,k} 0 b; < a,. Sea 2% =
mcm{x?ll, . ,x?j} Tenemos que z* € N;_,Q; = Ni_;Q; C Qy, por lo que
existe ig € {1,...,k} tal que xfoo divide a x%, por la Proposicién 1.5(a), lo
cual claramente contradice la construccion de z®. O

Corolario 1.11. Un ideal monomial es irreducible si y solo si estd generado
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por potencias de las variables.

Demostracion. Sea QQ = (x1',...,zy*) donde a4, ...,a; € N, y supongamos
que Q = I NJ donde I y J son ideales monomiales que contienen a (). Por
el Teorema 1.10 tenemos que I = Ni_,Q; y J = N;_;Q} donde Q; y Q)
estan generados por potencias de variables para todo i € {1,...,7r} y todo
j €{1,...,s}. Entonces, podemos escribir

() )

Omitiendo los ideales adecuados en la interseccion del lado derecho de la
igualdad anterior, obtenemos una descomposicién irredundante de () como
interseccién de ideales generados por potencias de variables. Por la unicidad
demostrada en el Teorema 1.10 se tiene que @) = Q; o Q = @Q’; para algin i
0 7,luego I = Q o J = Q. Por tanto, @) es irreducible.

Veamos la implicacién contraria, supongamos que () es un ideal monomial
irreducible. Si G(Q) contiene un monomio x® = %2 con med(z?,27) = 1
y 2% # 1 # 27, entonces, como en la prueba del Teorema 1.10, @ se puede
escribir como una interseccion de ideales monomiales distintos de @), lo cual
es absurdo. ]

Combinando estos dos ultimos resultados llegamos a que todo ideal mo-
nomial se puede expresar de forma tinica como una interseccion irredundante
de ideales monomiales irreducibles que llamaremos su descomposicion irre-
ducible irredundante. Como R es noetheriano, por la Proposicién 1.9 estos
ideales seran primarios y por tanto tendremos que dicha descomposicién irre-
dundante sera una descomposicion primaria del ideal.

Ademas, estd claro que si I es un ideal monomial libre de cuadrados, los
ideales monomiales irreducibles que aparecen en la descomposicion de I van
a ser de la forma (z;,, ..., 2, ), es decir, seran ideales generados por variables.
De hecho, se verifica que estos ideales son primos:

Lema 1.12. Los ideales monomiales del anillo de polinomios R generados
por variables son ideales primos.

Demostracion. Es conocido que un ideal J en un anillo conmutativo S es un
ideal primo si y solo si el anillo R/J es un dominio de integridad. Luego, sea
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I = (x;,...,2; ) un ideal generado por variables en el anillo de polinomios
R. Vamos a ver que R/ es un dominio de integridad:

Es claro que si K es un cuerpo todo anillo de polinomios en K va a ser un
dominio de integridad, y ademas

R/I = K[l’l, Ce ,$i1,1,xi1+1, e ,xik,1,$1k+1, e ,xn],

que como hemos dicho es un dominio de integridad. Por tanto, el ideal I =
(@i, ...,x; ) es un ideal primo. O

Una vez vistos estos resultados basicos de ideales monomiales, procede-
mos a profundizar en los aspectos particulares que constituyen el objetivo
principal de este trabajo.

1.2. Ideales de aristas y de cubierta. Dual de
Alexander

En la presente seccion, vamos a introducir los conceptos de ideal de aristas
y de cubierta, conjunto independiente y cobertura de vértices. Veremos un
resultado que relaciona el ideal de cubierta con las coberturas minimales de
vértices del grafo. Ademas, se dard una muestra de la relacién entre la teoria
de grafos y el algebra conmutativa a través de la correspondencia entre los
ideales de aristas y de cubierta y los grafos finitos simples. Posteriormente,
relacionaremos estos dos ideales introduciendo el dual de Alexander.

Definicién 1.13. Un grafo finito G es un par G = (V(G), E(G)) donde
V(G) = {x1,...,z,} es el conjunto de vértices de G, y F(G) es una coleccién
de subconjuntos de dos elementos de V(G), que llamaremos aristas de G.
Diremos que un grafo es simple si a lo sumo existe una arista uniendo dos
vértices cualesquiera y ademéas no presenta lazos, es decir, no hay una arista
desde el vértice x; hacia si mismo.

Ejemplo 1.14. Un ejemplo de un grafo finito y simple es:
G = ({w1, 22, 23, 24, T5 }, {1, T2}, {x2, 23}, {23, 24}, {24, w5}, {73, w5}, {21, 75} }).

Generalmente se representa el grafo como una figura. Cada elemento del
conjunto de vértices serd un nodo y trazaremos una linea entre los vértices
z; y x; siel par {x;,z;} € E(G). Luego, el grafo anterior queda representado
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como en la Figura 1.1.

51
x2
I3 T4

Figura 1.1: Grafo finito simple

Si al grafo G le anadimos otra arista {z1,x2} y el lazo {x5, 25}, obtenemos
un grafo que no es simple y cuya representacion corresponde a la Figura 1.2.

L1
s
o,

I3 L4

Figura 1.2: Grafo finito no simple

De ahora en adelante asumiremos que G es un grafo finito simple. Vamos
a estudiar este tipo de grafos a partir de ideales monomiales en un anillo
de polinomios adecuado. Es decir, supongamos que tenemos un grafo G =
(V(G), E(G)) con V(G) = {x1,...,2z,}, entonces identificaremos los vértices
del grafo con las variables del anillo de polinomios R = K|z, ..., z,|, donde
K es un cuerpo arbitrario.

Al grafo G le podemos asociar dos ideales monomiales:
Definicién 1.15. Sea G = (V(G), E(G)) un grafo simple.

s Fl ideal de aristas asociado a G es el ideal monomial

I(G) = (xiz; | {xi,z;} € E(G)) CR=Kz1,...,2,]
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» FEl ideal de cubierta asociado a G es el ideal monomial

JG) = () (wia)CR=Klm,... )
(4,05 }€E(G)

Estos dos ideales monomiales son libres de cuadrados. El primero esta
minimalmente generado por monomios de grado dos, mientras que el segundo
no. Veamos un ejemplo:

Ejemplo 1.16. Consideramos el grafo finito simple G del Ejemplo 1.14. Los
ideales de aristas y de cubierta son, respectivamente:

" I(G) = <$15’727$2$3;553374,$4135,373365,331$5> y

v J(G) = (x1,22) N (X2, x3) N (T3, 24) N (T4, 25) N (T3, 25) N (21, 25) =
(212324, T1 0325, T2TsT5, ToT3T5).

El nombre de ideal de cubierta se debe a un lema que veremos a conti-
nuacion y para el cual necesitamos unos conceptos previos.

Definicién 1.17. Un subconjunto W C V(G) se denomina conjunto inde-
pendiente si ninguno de los elementos de W estan unidos por una arista en
G. Un conjunto independiente maximal es un conjunto independiente que es
maximal para la inclusién.

Definicién 1.18. Un subconjunto W C V(G) es una cobertura de vértices
si WnNe # () para todo e € E(G). Diremos que una cobertura de vértices W
es una cobertura minimal de vértices si es minimal para la inclusién.

Podemos relacionar estas definiciones de la siguiente forma:
Lema 1.19. Sea G = (V(G), E(G)) un grafo.

1. Un subconjunto Y C V(G) es un conjunto independiente si y solo si
V(G)\'Y es una cobertura de vértices.

2.'Y es un conjunto independiente maximal si y solo si V(G)\'Y es una
cobertura minimal de vértices.

Demostracion. 1) Si V(G) \ 'Y no es una cobertura de vértices, entonces
existe {z;, z,;} € E(G) tal que

V(G \Y) N {wi, 25} =0,
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es decir, x;,z; € Y. Por tanto, Y no es un conjunto independiente pues
{x,;,xj} € E(G)

Veamos la implicacién contraria. Supongamos que V(G) \ Y es una
cobertura de vértices, y veamos que entonces Y es un conjunto inde-
pendiente. Sean z;,z; € Y, tenemos que

V(@ \Y) N {wi, 2} =0,

y como V(G)\Y es una cobertura de vértices, concluimos que {z;, z,;} ¢

E(G).

Supongamos que Y es un conjunto independiente maximal, veamos que
V(G)\'Y es minimal, pues ya sabemos que es cobertura de vértices.
Sea A C V(G)\'Y, entonces existe un W C V(G) tal que Y C W de
forma que A =V(G)\ W. Como Y C W e Y es maximal, W no es un
conjunto independiente. Finalmente por (1), A = V(G) \ W no es una
cobertura de vértices.

SiY no es maximal, existe W conjunto independiente tal que Y C W,
entonces V(G) \ W serfa una cobertura de vértices con V(G)\ W C
V(G)\ Y, luego V(G) \ Y no serfa minimal. 0

Con todo esto estamos en disposicién de enunciar el lema que da lugar
al nombre de ideal de cubierta:

Notacion. Si W CV = {x1,...,z,}, entonces zyw = [[, oy 2i-
3

Lema 1.20. Sea G = (V(G), E(G)). Denotamos por J(G) a su ideal de
cubierta. Entonces:

J(G) = (zw | W CV(G) es una cobertura minimal de vértices de G).

Demostracion. Defino

L= (zw | W CV(G) esuna cobertura minimal de vértices de G).

Sea zy un generador de L donde W es una cobertura minimal de vértices.
Entonces, para cada arista e = {z;,2;} € E(G), se tiene que W Ne # 0.
Luego, x; € W o x; € W, y por tanto, x; divide a xw o x; divide a zy .
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Por lo que es claro que zw € (z;,z;). Ademas, como se da para toda arista

e € E(G),
Tw € ﬂ <Ii,l‘j> = J(G)

{zizj}eE(G)
Concluimos asi que L C J(G).

Tomamos ahora m € J(G) cualquier generador minimal en el sistema mi-
nimal de generadores de J(G) formado por monomios, que es tnico (Pro-
posicion 1.5 (c)). Notemos que m es libre de cuadrados pues J(G) es una
interseccién de un numero finito de ideales monomiales libres de cuadrados,
asi que m = x;, ... x; , con iy,..., 1, distintos. Sea W = {z;,,...,z; }. Como
para cada {z;,x;} € E(G), m € (x;,z;), se tiene que z; divide a xy o z;
divide a zw (Proposicién 1.5 (a)), y por tanto, z; € W o x; € W. De esta
forma llegamos a que W es una cobertura de vértices. Sea W' C W una
cobertura minimal de vértices. Como zy € L y xy divide a m = zy, se
verifica que m € L. O

Observamos que podemos invertir la construccion de la Definicién 1.15
como sigue. Si I es cualquier ideal monomial libre de cuadrados en R =
K[zq,...,x,] de la forma I = (xy,21,,...,2Z4Ts,), €s decir minimalmente
generado en grado 2, hacemos la siguiente asociacién:

I'—G={z,....;x.}, {1, 21, ) - {msy, s, 1 ).

Anéalogamente, si partimos de un ideal monomial libre de cuadrados de la
forma, J = Ni_,(x;,, z;,), tenemos:

J—=G={z,... e}, {{zi, x| i=1,...,t}).

Es obvio que ambas asociaciones definen correspondencias biunivocas:

IDEALES DE ARISTAS

!
GRAFOS FINITOS SIMPLES

!
IDEALES DE CUBIERTA

Dadas estas dos correspondencias observamos que existe una cierta re-
lacion entre la teoria de grafos y el algebra conmutativa, es decir, vamos
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a poder utilizar resultados de la teoria de grafos para ayudar a demostrar
resultados algebraicos, y reciprocamente, aplicar resultados algebraicos para
demostrar resultados de la teoria de grafos.

Notamos que, por el momento, no hemos relacionado directamente entre si
los ideales de aristas con los ideales de cubierta, pero vamos a ver que si
existe una relacién entre ellos a través del dual de Alexander.

Lema 1.21. Sea G = (V(G), E(G)) un grafo con V(G) = {z1,..., 2.}, y
sean W1, ..., Wy las coberturas minimales de vértices de G, donde (W;) =
(x; | x; € W;). Entonces

[(G) = (W) -0 (W),

Demostracion. En primer lugar, si estamos en el caso muy degenerado en que
no existan aristas, ambos lados de la igualdad son nulos. Luego suponemos
que al menos hay una arista.

Tomamos primero un monomio z® € I(G) que existe, pues hemos supuesto
que al menos hay una arista y por ello I(G) no es nulo. Notamos que nos basta
con tomar un monomio ya que un polinomio con més de un término pertenece
a un ideal monomial si y solo si todos sus términos (que son monomios)
pertenecen al ideal monomial (Lema 1.3). Por definicién de ideal de aristas
sabemos que z% = qx;z;, para 1,5 € {1,...,n} tal que {z;,z;} € E(G) y
donde ¢ € R = K|[x1,..., x,]. Como W} es una cobertura de vértices para
todo k =1,...,t, tenemos que Wi N {z;,z;} # 0, luego al menos z; € Wy, o
x; € Wy para todo k =1,....,t, y asi 2% € (W},) para todo k = 1,...,t, con
lo que podemos concluir que

z® e (W) n---N ().

Para la otra contencién, por el mismo razonamiento que antes, nos basta con
ver que si un mononomio z* ¢ I(G), se tiene que z® & (Wy) N--- N (W),
Sea 2% = zi! -+~ x;' ¢ 1(G), de manera que x;, - -~ ;, & 1(G).

Luego, por definicién de ideal de aristas {z;,,z; } € E(G) para todos j, k €
{1,...,1}.Siz;,,...,x; no pertenecen a ninguna arista del grafo, es obvio que
no van a pertenecer a ninguna cobertura minimal de vértices. Supongamos
entonces que si existen aristas del grafo a las que esos vértices pertenezcan,
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estas aristas seran de la forma {z; ,yw}, con y # w;,...,x;. Construi-
mos una cobertura minimal de vértices W en la que las aristas de la forma
{zi,,yrw} estén cubiertas por los vértices yir € W y el resto de aristas (si las
hay) se cubren de tal forma que W sea minimal. De esta forma, z; ¢ W
para todo k = {1,...,{}, luego * ¢ (W) y entonces

2 & (W) N -+ N (). .

Nota. Aunque este lema proviene de un resultado mas general que relaciona
el ideal de Stanley-Reisner con las facetas de su complejo simplicial asociado,
como podemos ver en el Lema 1.5.4 del Capitulo 1 de [7], aqui se demuestra
directamente a partir de las definiciones de ideal de aristas y de cobertura
minimal de vértices.

Ejemplo 1.22. Considerando otra vez el grafo del Ejemplo 1.14, es claro
que sus coberturas minimales de vértices son (ver Figura 1.3):

W = {$1,I3,$5}, Wy = {$1,I3,$4}, W3 = {$2,$379€5} y Wy = {$27$4,I5}~

X1 L1
x5 5
X2 X2
T3 L4 T3 L4
1 L1
x5 x5
L2 L2
T3 Ly T3 Ly

Figura 1.3: Coberturas minimales de vértices del grafo del Ejemplo 1.14

Por tanto, por el Lema 1.21 podemos escribir el ideal de aristas como

I<G) = <$17x3,x5> N <Q31,.T3,SC4> N <x27x37x5> N <l‘2,x4,:€5>.
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Definicién 1.23. Sea [ un ideal monomial libre de cuadrados, que en virtud
de los resultados presentados en la Seccién 1.1 tiene una descomposicion
primaria unica de la forma

I'=(x11,%12,...,%T16,) N {Ta1, T2, ..., Tas) NN (T1,Teo, ..., Teg,)-

El dual de Alexander de I, denotado por IV, es el ideal monomial libre de
cuadrados

Vo
I = <$1,1$1,2 crT1syy L2122 0 X250y + - 5 L 1Tg2 " 'xt,st>-

Como consecuencia inmediata de los Lemas 1.20 y 1.21, y la definicién
del dual de Alexander tenemos una conexion entre los ideales de aristas y

de cubierta de G, I(G) y J(G):
Corolario 1.24. Sea G un grafo. Entonces I1(G)Y = J(G).

Ejemplo 1.25. Continuando con el ejemplo anterior, calculo ahora el dual
de Alexander de I(G):

I(G)v = <$1I3$5, T1X3T4, T2T3Ts5, 172$4$5>,

que como vimos en el Ejemplo 1.16, coincide con el ideal de cubierta.

1.3. Coloracion de grafos

En esta seccion se ilustra la relacion entre la teoria de grafos y el algebra
conmutativa utilizando el nimero cromatico de un grafo como caso de estu-
dio. El objetivo serd demostrar que el niimero cromético de un grafo es el
minimo numero natural d tal que el monomio formado por la multiplicacién
de las variables correspondientes a todos los vértices del grafo elevadas a d—1
pertenece a la d-ésima potencia del ideal de cubierta de dicho grafo.

Definicién 1.26. Sea G un grafo.

= Una coloracién de GG es una asignacién de un color a cada vértice de
modo que dos vértices adyacentes, es decir, dos vértices unidos por una
arista, reciben colores diferentes. Llamaremos k-coloracion de G a una
coloracién de G que emplee k colores distintos, y diremos que G es
k-coloreable si admite una k-coloracion.
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» El nimero cromético de G, denotado por x(G), es el minimo nimero
de colores necesarios para colorear G. Diremos que G es k-cromatico si
su nimero cromatico es k.

A continuacién se definen un par de familias de grafos muy conocidas,
que utilizaremos para ilustrar esta definicién.

1. Para n > 2, se llama grafo completo con n vértices, K,, al grafo
con conjunto de vértices V(K,) = {z1,...,x,} y conjunto de aris-
tas E(K,) = {{z;,z;} | 1 <i<j<n}

X ¥ &

Figura 1.4: Grafos completos Ky, K5, Kg

2. Llamamos n-ciclo con n > 3, denotado por C,,, al grafo con conjun-
to de vértices V(C,,) = {z1,...,2,} y conjunto de aristas E(C,) =

{{z1, 22}, {xa, 23}, ..., {xn_1, 20}, {xn, 21} }.

BRGS0

Figura 1.5: Ciclos Cy, C5, Cy

En el caso de estas familias de grafos, se calcula facilmente su nimero
cromatico:

Lema 1.27. Sea n un entero positivo.

1. El numero cromdtico de K,, es x(K,) = n.
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2.

El niumero cromdtico de C,,, estd dado por

2 sin es par,
X(Cn) = { : )
3 sin es impar.

Demostracion. 1) Sea G = K, con n > 2, por definicién sabemos que

cada vértice es adyacente al resto de vértices, por lo que cada vértice
serd de un color distinto. Luego x(K,) = n.

Consideramos el grafo G = C),, con n > 3. Es obvio que como minimo
se necesitan dos colores pues sabemos que cada vértice es adyacente a
otros dos.

Supongamos que n es par, observamos que en todas las aristas de G
uno de los extremos corresponde a un vértice par y el otro extremo
corresponde a un vértice impar. Luego es obvio que podemos colorear
los impares de un color y los pares de otro ya que no hay dos vértices
del mismo grupo (par o impar) conectados por una arista. Por tanto
su nuimero cromatico sera 2.

Veamos ahora qué pasa si n es impar. Comenzamos intercalando dos
colores como antes hasta que quede un vértice por colorear. Este ultimo
vértice no se va a poder colorear de ninguno de estos dos colores pues
al ser n impar, vemos que es adyacente a x; (impar) y a x,_; (par),
luego habra que utilizar un tercer color para este tultimo vértice. Asi
concluimos que si n es impar su nimero cromatico va a ser 3. u

Ejemplo 1.28. A simple vista podemos ver que C5 es 3-cromatico, y K5 es
5-cromatico, como se demuestra en el Lema 1.27:

A

Figura 1.6: Coloracion de K5y Cs
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La coloracién es un tema central en la teoria de grafos pues tiene nu-
merosas aplicaciones practicas, como el problema de planificar un horario.
Pongamos un ejemplo.

Supongamos que queremos organizar un evento con 8 actividades y reducir
su duracion al maximo, solapando tantas actividades como sea posible sin
afectar a los participantes. Para ello, representamos cada actividad con un
vértice y unimos dos vértices si hay alguna persona que deba asistir a ambas
actividades. Imaginemos que tenemos la siguiente situacion:

Figura 1.7: Posible conexion entre las 8 actividades

Es facil ver que podemos colorear este grafo con tres colores, es decir, es
3-coloreable, como se muestra en la Figura 1.8. Ademas el niimero cromatico
de este grafo es exactamente 3 ya que contiene a un tridngulo (K3), por lo
que no puede ser menor que 3.

3 5
Figura 1.8: Posible 3-coloracién del grafo
De esta forma concluimos que las actividades a las que se ha asignado el

mismo color pueden programarse a la vez, ya que ninguno de los asistentes
tiene més de una de esas actividades. El niimero cromaético de este grafo sera
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por lo tanto el menor nimero de franjas horarias distintas que necesitamos
para llevar a cabo todas las actividades.

Como una primera observacion, dado un grafo G el cual ya ha recibido
una coloracién, se tiene que todos los vértices del mismo color forman un
conjunto independiente. Esto se deduce directamente de ambas definiciones,
pues si dos vértices estan coloreados del mismo color significa que no son
adyacentes, es decir no hay una arista que los une. Esto nos lleva al siguiente
lema:

Lema 1.29. Sea G un grafo. Entonces, x(G) < d si y solo si V(G) se puede
particionar en d conjuntos independientes C, ..., Cy.

Demostracion. Supongamos que x(G) < d, esto significa que podremos dar
una coloracién de GG con d colores distintos, y por lo dicho en el parrafo ante-
rior, todos los vértices del mismo color formaran un conjunto independiente,
es decir, tendremos d conjuntos independientes. Es claro que estos conjuntos
forman una particién de V(G) pues en una coloracién todos los vértices han
de estar coloreados y cada vértice solo puede estar coloreado de un color.

Supongamos ahora que V(G) se puede particionar en d conjuntos indepen-
dientes, es decir V(G) = Cy U---UCy con C; conjuntos independientes para
todoi=1,...,dy disjuntos dos a dos. Por definicién, en estos conjuntos no
hay vértices adyacentes, luego podriamos colorear cada vértice perteneciente
a C; de un mismo color, para ¢ = 1,...,d . Como estos conjuntos cubren
todos los vértices, llegamos a que G es d-coloreable, con lo que concluimos
que x(G) < d. O

El siguiente teorema proporciona un método para calcular el ntmero
cromatico de un grafo a través de conceptos algebraicos, ilustrando de forma
clara la relacion entre el algebra y la combinatoria.

Teorema 1.30. Sea G un grafo con vértices V(G) = {z1,...,x,}. Si J(G)
es su ideal de cubierta, entonces

X(G) = min{d | x“i/_(é) = (zy---2,) ' € J(G)}.

Demostracion. Sea J = J(G).

En primer lugar, veamos que si x(G) = d, entonces (z;---x,)¢ ! € J2
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Como x(G) = d, por el Lema 1.29 tenemos una particién V(G) = C1U- - -UCy
en conjuntos independientes. Ahora, como C; es un conjunto independiente
para cada i = 1,...,d, por el Lema 1.19 el conjunto W; = V(G) \ C; es una
cobertura de vértices y por tanto xy, € J para cada i =1,...,d, debido al
Lema 1.20. Asi que xw, - - - 2w, € J% Como los conjuntos C; son disjuntos
dos a dos, cada z; € V(G) estda exactamente en un Cj, por lo que cada z;
estd en d — 1 de los W;. Por tanto ayw, - - - aw, = (z1---2,)' € J% Lo que
prueba que

X(G) > min{d | m‘é_(é) = (zy---x,)T € JU}.

Veamos la desigualdad contraria: sea d tal que (z---z,)?! € J¢ Entonces
existen d coberturas de vértices Wy, ..., Wy no necesariamente distintas y un
monomio M (puede ser M = 1) tales que

)d—l

(x1---x, :xwln-doMEJd.

Construimos
Cr=V(G)\ W,
Cy = (V(G) \ Wz) \ Ch,
Cy = (V(G)\ W3) \ (C1 U Cy),

Cy= (V(G)\ W)\ (CLU---UCyy).

Veamos que C; U --- U Cy es una particién en conjuntos independientes de
V(G). Notemos primero que cada C; es un subconjunto de V(G) \ W, el
cual es un conjunto independiente (pues W; es una cobertura de vértices),
por tanto cada C; serd un conjunto independiente. Por construccién, para
cada i # j, tenemos C; N C; = (). Finalmente, para z; € V(G), hay al menos
un W; tal que z; € W;, pues si x; € W, para todo 4, entonces x? dividiria
a xyw, - aew,M = (z-- ‘xn)d_l, y esto es absurdo. Tenemos dos posibles
casos:

» Caso 1: z; € C1U---UC;_;. Por tanto, existe un k € {1,...,i—1} tal
que z; € Cj.

» Caso 2: z; ¢ Cy U---UC;_. Entonces, como x; ¢ W;,
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Con lo que concluimos que V(G) = C1U---UCy, y por el Lema 1.29, se tiene

que

X(G) < min{d | I(‘i/_(é) = (1;1 .. 'l’n)d_l c Jd} .

Ejemplo 1.31. Volviendo al grafo G del Ejemplo 1.14, vemos en la Figura 1.9
una posible coloracién de dicho grafo.

1

Io L5

x
I3 4

Figura 1.9: Coloracion del grafo del Ejemplo 1.14

Luego, una particién de V(G) en conjuntos independientes serd

V(G> = {Il, .%'3} U {IQ, ]35} U {.T4}

Puesto que {z1,x3}, {z2,25} y {x4} son conjuntos independientes, los
conjuntos {xq, 4,5}, {T1, 23, T4} y {71, T2, 3, 25} (que son sus complemen-
tarios) son coberturas de vértices y por tanto, xoxsTs, T1X3%4, T1T2X3T5 €
J(G), con lo que concluimos que

(2o2425) (112374 (21 207375) = (T120732475)* € J(G)*.

Vista una primera muestra de la relacién entre la teoria de grafos y el
algebra conmutativa, en los préximos capitulos trataremos de abordar la pre-
gunta de si los ideales monomiales tienen o no la propiedad de persistencia,
un concepto propio del algebra conmutativa que introduciremos en el siguien-
te capitulo. Veremos que para responder a esta pregunta sera imprescindible
recurrir a la conexién con la teoria de grafos.






Capitulo 2

Propiedad de persistencia

Sea G un grafo con V(G) = {x1,...,x,}. A partir de ahora vamos a
suponer que G no tiene vértices aislados, es decir, cada vértice de GG es ex-
tremo de al menos una arista. Consideramos R = K{z1,...,x,] el anillo de
polinomios sobre el cuerpo K.

Determinar si un ideal posee la propiedad de persistencia es, en general,
una tarea dificil. No obstante, su conexiéon con la teoria de grafos permite
demostrar que todo ideal monomial cuadratico libre de cuadrados la tiene.
Veremos que el Teorema de Berge, un resultado clasico de la teoria de grafos,
sera fundamental para dicha demostracion.

Este capitulo se inspira en el articulo [ 1] escrito por J. Martinez-Bernal,
S. Morey y R.H. Villarreal. El objetivo serd demostrar que los ideales de
aristas tienen la propiedad de persistencia.

2.1. Propiedad de persistencia de un ideal

En esta seccién definimos la propiedad de persistencia, para lo que nece-
sitaremos recordar el concepto de conjunto de primos asociados a un ideal.
Daremos algunas caracteristicas particulares de dicho conjunto para el caso
de ideales monomiales, que seran fundamentales posteriormente.

Definicién 2.1. Sea I un ideal descomponible de un anillo conmutativo R

29
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y sea
I=0Q N---NQ;conpi=+/Q; parat=1,...,t

una descomposiciéon primaria minimal de I. El conjunto de ideales primos
{p1,. .., P}, que es independiente de la descomposicién primaria elegida, es
el llamado conjunto de primos asociados a I y se denota por Assg([). Los
elementos de este conjunto son los primos asociados a I.

Se puede ver en [l, Capitulo 4, Teorema 4.5], que también se puede
definir de manera equivalente el conjunto de primos asociados del ideal I de
la siguiente forma:

Assp(I)={p C R | p=+/({ :c) para algin ¢ € R}.

Una vez recordada la definicién de primo asociado, procedemos a definir
la propiedad de persistencia:

Definicién 2.2. Un ideal I en un anillo noetheriano R, se dice que tiene la
propiedad de persistencia si

Assp(I") C Assg(I*), para todo k > 1.

Dado que posteriormente nos centraremos en los ideales de aristas y de
cubierta asociados a grafos (que son ideales monomiales), vamos a hacer algin
comentario al respecto. Si I es un ideal monomial y p € Assg([), entonces
existe un monomio v € R tal que p = (I : v). Una demostracién de este
resultado de édlgebra conmutativa se encuentra en [7, Capitulo 1, Corolario
1.3.10]. Luego, como I* para k > 1 es un ideal monomial, podemos escribir
el conjunto de primos asociados de la siguiente forma: para k > 1,

Assg(I*) = {p C R | p es primo y p = (I* : v) para algiin monomio v € R}.

Si I es un ideal monomial en el anillo de polinomios R, los primos aso-
ciados seran ideales monomiales primos, que por lo visto en la Seccion 1.1
estaran generados por subconjuntos de las variables de R.

En la siguiente seccién veremos que es posible dar una descripcion mas
explicita del conjunto de primos asociados al ideal de aristas I(G), lo que
nos ayudara a probar que todos los ideales de aristas tienen la propiedad de
persistencia.
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2.2. Propiedad de persistencia para ideales
de aristas

En primer lugar, veamos que los primos asociados de I(G) se relacionan
de manera directa con las coberturas minimales de vértices del grafo G:

Recordamos que,
I(G) = (Wi) 00 (W),

donde Wy, ..., W, son las coberturas minimales de vértices de GG, como vimos
en el Lema 1.21. Observamos que estamos ante una descomposicién primaria
del ideal I(G), pues para todoi = 1, ...t los ideales (W;) son ideales primos,
luego /(W;) = (W;). Ademds es minimal, dado que (W;) # (W;) sii # j
(las coberturas minimales de vértices son todas distintas) y para todo j €
{1,...,t} se tiene que

ya que si existiera un j € {1,...,¢} tal que N'_;(W;) C (W;), tendriamos
7]
que W; no es una cobertura minimal de vértices lo que es una contradiccion.

De todo esto, podemos concluir que los primos asociados a I(G) son
los ideales generados por las variables correspondientes a los vértices que
constituyen cada cobertura minimal de vértices. Esta relacion sera necesaria
para demostrar el resultado principal del capitulo. Por otro lado, se cumple
que Min(/(G)) = Ass(/(G)), donde Min(I(G)) denota los primos minimales
del ideal I(G) (que son los primos asociados a I(G) que son minimales para
la contencién), puesto que I(G) es un ideal monomial libre de cuadrados.
La prueba de este resultado se puede ver en [7, Capitulo 1, Corolario 1.3.6].
Ademas, para ideales de aristas se cumple que Assg(I(G)) C Assg(I(G)¥)
para todo k > 1.

A continuacion, vamos a proceder a establecer los fundamentos necesarios
para demostrar que el ideal de aristas de cualquier grafo tiene la propiedad
de persistencia.

Definicién 2.3. Sea G un grafo con conjunto de vértices V(G) y sea S C
V(G). El subgrafo inducido de G en S, denotado por Gg, es el grafo cuyos
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vértices son los vértices del conjunto S y cuyas aristas son las aristas de G
que unian entre si vértices de S.

Definicién 2.4. Sea G = (V(G), E(G)) un grafo con V(G) = {x1,...,z,}.

= La duplicacion de un vértice x; de G da lugar a un nuevo grafo de la
siguiente forma: se extiende el conjunto de vértices V(G) con un nuevo
vértice x} y se reemplaza E(G) por

E(G)U{(e\{z;})U{z.} | e € E(G) es una arista que contiene a z;}.

» La eliminacién de z;, denotada por G \ {z;}, es el grafo obtenido a
partir de G al eliminar el vértice x; y todas las aristas que contienen
a z;. Dado un subconjunto de vértices S C V(G), denotaremos por
G\ S al grafo obtenido a partir de G mediante la eliminacién sucesiva
de todos los vértices pertenecientes a S.

» Un grafo obtenido a partir de G mediante una sucesién de eliminaciones
y duplicaciones de vértices se llama paralelizacion de G.

Sia=(ay,...,a,) € N denotamos por G* al grafo obtenido a partir de G
mediante las eliminaciones de los vértices x; con a; = 0, y a; — 1 duplicaciones
de los vértices z; si a; > 1.

Nota. Observamos que G'\ S coincide con Gy (g s, el subgrafo inducido de
GenV(G)\S.

Ejemplo 2.5. Sea G el grafo de la Figura 2.1, un triangulo.

T

T2 Z3

Figura 2.1: Grafo G

Se representa a continuacion un ejemplo de paralelizacion de este grafo, en
el que vamos a realizar dos duplicaciones del vértice 1, una duplicacion del
vértice zo y por ultimo una eliminacién del vértice z3. Luego, el conjunto
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de vértices de la paralelizacion serd V(G¢ = {z}, 23,23 2} 23}, y las

Figuras 2.2 y 2.3 muestran primero la doble duplicacién de z; y luego la
duplicacion de x5 y la eliminacion de zs.

3,2,0))

] Ty xy
GGLLY
X2 T3

G(3,2,0)

Figura 2.3: Duplicaciones de x1, x5 y eliminacién de z3

Vamos ahora a ampliar la definicién de independencia que hemos dado
en la Definicién 1.17 para vértices a las aristas de un grafo:

Definicién 2.6. Sea GG un grafo.
= Dos aristas de G son independientes si no tienen vértices en comun.

» Un emparejamiento de G es un subconjunto de E(G) tal que dos aristas
cualesquiera no tienen ningun vértice en comun, es decir, es un conjunto
de aristas independientes dos a dos.

= Un emparejamiento es maximo si no hay otro de cardinal mayor, y el
nimero de emparejamiento de G, denotado por v(G), es el tamano de
cualquier emparejamiento maximo de GG. Un emparejamiento que cubre
todos los vértices de V(G) se llama emparejamiento perfecto de G.

Ejemplo 2.7. Dado el grafo G representado en la Figura 2.4, se presenta en
la Figura 2.5 una paralelizacién del grafo GG. Para una mayor claridad se han
representado en azul tanto los vértices como las aristas que se han anadido.
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T6 €2

Ty

Ts T

X7 xs3

Figura 2.4: Grafo GG

Figura 2.5: G(L1L13:2.1)

En la Figura 2.6, se representa en rojo un conjunto de aristas que forman un

emparejamiento perfecto del grafo G(L11:13.21)

Figura 2.6: Emparejamiento perfecto de G(1111:32.1)
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Dado un grafo GG, el subanillo de aristas de G es el subanillo

K[G] = K[z | {xi, 2} € E(G)].

Lema 2.8. Sea G un grafo con V(G) = {x1,...,x,} y seaa = (ay,...,a,) €
N". Entonces, G* tiene un emparejamiento perfecto si y solo si x* € K[G].

Demostracion. Podemos asumir que a; > 1 para todo i, porque si existe

j € {1,...,n} tal que a; = 0, consideramos el subgrafo inducido por el
conjunto de vértices {x; | a; > 0}. Luego el conjunto de vértices de G* es
V(GY) = {xy,..., a2, 25, xk, . o)

y las aristas de G son exactamente los pares de la forma {xf, x j]} coni # j,
ki < a;, kj < a;, donde {x;, z,} es una arista de G.

Si G* tiene un emparejamiento perfecto, sabemos que existe un conjunto de

aristas M que cubre todos los vértices de G sin repetir vértices. Es decir,

M es un conjunto de pares de la forma {xf, z;’}con i # j, ki < ai, ky < ay,

tales que para cualesquiera dos aristas distintas {xfl, i}, {x;”, xkmY} € M,
ks k . ..

se cumple que {z¥, xi'y 0 {x", zpm} = 0. Esto garantiza que cada vértice de

G aparece en exactamente una arista de M.

Asociamos cada par {xfl, x?j } € M con su arista correspondiente {z;,z;} €
E(G) y formamos asi el conjunto M’. Es decir, M’ estd formado por aristas
de G que provienen de las aristas pertenecientes al emparejamiento perfecto
de G* a través de la asociacion descrita antes. Dado que en G cada vértice
x; ha sido duplicado a; — 1 veces (hay a; vértices de la forma xf), en M’
tendremos a; veces el vértice x; para todo ¢ = 1,...,n. Y si multiplicamos
todos los vértices pertenecientes a aristas de M’ obtendremos z{* - - - 2% = 2,
que es claro que esta en K[G].

Reciprocamente, supongamos que z* € K[G]. Entonces podemos escribir z*
como producto de pares de vértices correspondientes a aristas de G. Como
cada x; aparece a; veces en %, podemos asociar cada una de estas repeticiones
a un vértice xfl de G* de tal forma que todo vértice de G* aparece una, y solo
una vez en esta relacion. Entonces, cada una de las aristas en la factorizacién
de z® se corresponde con una arista de G°. Ademads, en estas no aparecen
vértices repetidos, pues todos los vértices son distintos al hacer la asignacion.
Luego tenemos que hay un emparejamiento perfecto en G*. O]
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Ejemplo 2.9. Volvamos al Ejemplo 2.7, con a = (1,1,1,1,3,2,1). Se puede
observar con facilidad el resultado anterior, pues tenemos un emparejamiento
perfecto en G* y vemos que a través de él se puede escribir

T = 210w Tirirr = (2129)(v374) (w576)? (2527) € K[G].

Definicién 2.10. Llamamos deficiencia de G, def(G), al ndmero de vértices
que se quedan sin cubrir por un emparejamiento maximo. Por tanto,

def(G) = [V(G)] — 20(G).

Ejemplo 2.11. Consideramos el grafo G del Ejemplo 2.7. Como vemos en
la Figura 2.7: v(G) = 3 y def(G) = 1.

Te ]

Ty

Ts T

xTr €3

Figura 2.7: Un emparejamiento maximo de G

Notacion. Denotaremos por F(G) = {fi,..., f,} al sistema minimal de ge-
neradores formado por monomios de I(G), que es lo que denotdbamos en el
Capitulo 1 por G(I(G)), es decir, F'(G) es el conjunto de todos los monomios
z;x; tales que {z;,z;} € E(G). También usaremos f¢ como una abreviacién
de f{t--- f¢%, donde ¢ = (cq,...,¢,) € N2

Dada una arista e = {z;,7;} del grafo G, denotamos por G¢ o G2}
al grafo obtenido a partir de G’ duplicando los vértices x; y z;, es decir,
G¢ = G'*¢t4 donde e; € R" es el vector de todo ceros y un uno en la
posicién i-ésimay 1 = (1,...,1) € R™

Lema 2.12. Sea G un grafo, a = (a1,...,a,) € N* yc=(c1,...,¢,) € N
Entonces

a) 2% = 2°f¢, donde 0| = def(G?) y |c| = v(G?).
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b) 2% € I(G)* \ I(G)**! siy solo si k = v(G).

¢) (G = G+ para cualquier arista e = {z¥, 2"} de Go.

R

Demostracion. De la misma forma que en el Lema 2.8, podemos suponer que
a; > 0 para todoi=1,...,n.

(a)

Tomamos ¢ = (c1,...,¢4) = (0,...,0) y 6 = (01,...,6,) = (0,...,0).
Sea M un emparejamiento méaximo de G¢. Para todo {z}, xfj } e M,
sabemos que {z;,z,;} € E(G), luego existe k € {1,...,q} tal que f, =

x;x; y actualizamos ¢, = ¢ + 1.

Por otro lado, para todo xf que no es extremo de ninguna arista de
M, asignamos 0; = §; + 1.

Es claro que de esta forma,
0] = def(G) y |e| = v(G*).

Ademsds, % = 2°f° pues, por construccién, en el lado derecho de la
igualdad la variable x; aparece tantas veces como duplicaciones haya en
G del vértice correspondiente, y esto es lo que representa el exponente
a; de x; en el lado izquierdo.

Se deduce directamente de (a).

fi,x;?j} una arista cualquiera de G*. Llamamos y; e y; a
las duplicaciones de los vértices xf’ y xfj de G*, respectivamente, y
usamos la misma notacion para las tltimas duplicaciones de los vértices
z; y z; de G. Luego el conjunto de vértices en (G*)¢y en G**% es

V(G U {yiry5})-

Veamos que E((G*)¢) C E(G*T¢*%). Sea f una arista de (G*)¢, se
tienen dos casos:

Sea e = {z

o [ ={yi,y;} o fN{y,y;} = 0. Trivialmente se obtiene que f €
E(Goteites),

o f={y,a]'}of= {yj,a:fl}. Si f = {y;, 2"}, entonces {z¥ 2"} €
E(G%) lo que implica que {x;,x;} es una arista de G, luego f =
{yi, x}'} € BE(Gte*). Tgual para f = {y;, )" }.

La contencién contraria se concluye de forma analoga. ]
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Enunciamos ahora un resultado clasico que describe los grafos que tienen
emparejamientos perfectos. Este teorema fue probado por W.T. Tutte en
1947. Podemos ver una demostracién en [2; Capitulo 2, Teorema 2.2.1].

Teorema 2.13 (Tutte). Un grafo G tiene un emparejamiento perfecto si y
solo st co(G\S) < |S| para todo S C V(G), donde co(G) denota el nimero de
componentes conexas impares de un grafo G, es decir, componentes coneras
con un numero impar de vértices.

Nota. Recordamos que una componente conexa de GG es un subconjunto ma-
ximal de vértices C' C V(@) tal que para cada par de vértices u,v € C existe
un camino entre ellos.

Presentamos ahora la Formula de Berge. Este teorema es equivalente
al Teorema de Tutte, y nos resultard de utilidad posteriormente. En [10),
Capitulo 3, Teorema 3.1.14] encontramos una demostracién de dicho resul-
tado, aunque no usa el Teorema de Tutte para su prueba.

Teorema 2.14 (Berge). Sea G un grafo. Entonces

def(G) = méx{co(G\ ) — 9] | S € V(G)}.

A continuacion, establecemos un resultado clave que relaciona la defi-
ciencia del grafo G¢ con la de GG bajo unas ciertas condiciones:

Teorema 2.15. Sea G un grafo. Entonces, def(G®) = 0 para todo e € E(Q)
si y solo si def(G) = y v(G¢) = v(G) + 1 para todo e € E(G).

Demostracion. Supongamos que def(G¢) = ¢ para todo e € E(G).

Se tiene que def(G¢) < def(G) para cualquier e € E(G), pues G se puede
ver como un subgrafo de G¢, con v(G) + 1 < v(G°) y por la igualdad en la
Definicién 2.10 se concluye.

Vamos a demostrar la igualdad por contradiccién: supongamos que def(G) >
. Entonces, por el Teorema de Berge, existe un S C V(G) tal que ¢o(G \
S) —|S| > 4. Llamaremos r = ¢,(G \ S) y s = |S|. Sean Hy,..., H, las
componentes impares de G \ S.

Caso (I): |V(Hg)| > 2 para algin 1 < k < r. Tomamos una arista e =
{z;,x;} de Hy y consideramos la paralelizacién Hj, obtenida al duplicar en Hy,
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los vértices x; y x;, es decir, H;, = Hj. Luego, es claro que las componentes
conexas impares de G°\ S son Hy, Ho, ..., Hy_1, H},, Hi41, . .., H,. Por tanto,

co(G°\S) — |S| =71 — s> =def(G°),

lo que contradice el Teorema de Berge cuando se aplica a G°.

Caso (II): |V(Hg)| = 1 para todo k € {1,...,r}. Notamos en este caso
que S # 0 pues G no tiene vértices aislados. Tomamos e = {z;, z;} una arista
de G donde {z;} = V(H;) para algin t € {1,...,r} y z; € S (notemos que
existe x; € S de esta manera, ya que no es posible que todos los vértices de
S verifiquen que no son adyacentes a ningin Hy pues en ese caso V (Hy) seria
un vértice aislado de G para todo k). Sean y; e y; las duplicaciones de z; y
z;, respectivamente. Entonces, las componentes impares de G¢\ {S U {y; }}
son Hy,...,H, {y;}. Por tanto,

(G N (SU{y;}) = [SU{yHl =r+1—-(s+1) =7r—s>d=def(G),

lo que vuelve a contradecir el Teorema de Berge.

Luego, def(G) = def(G®) para todo e € E(G), y por la definicién de deficien-
cia se tiene que v(G¢) = v(G) + 1 para todo e € E(G).

La implicacién contraria se deduce de la igualdad en la Definicién 2.10:

def(G*) (G) = 2v(G°) =2+ [V(G)] = 2(w(G) +1) =

= [V(G)] = 2v(G) = def(G),
para todo e € E(G). O

Este resultado nos permite dar la siguiente caracterizacion de grafos con
emparejamientos perfectos en términos de duplicaciones de aristas.

Corolario 2.16. Sea G un grafo. Entonces G tiene un emparejamiento per-
fecto si y solo si G¢ tiene un emparejamiento perfecto para cada arista e de

G.

Demostracion. Supongamos que G tiene un emparejamiento perfecto. Sean
{f1,---, fuj2} el conjunto de aristas de G que forman dicho emparejamien-
to, donde n es el numero de vértices de G. Sea e = {z;,x;} una arista de
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G, y llamamos y; e y; a las duplicaciones de los vértices x; y x;, respecti-
vamente. Como e es una arista de G, {y;,y;} es una arista de G°. Luego,
{fi,-- fay2, {ui, y;}} es un emparejamiento perfecto de G°.

Supongamos ahora que G¢ tiene un emparejamiento perfecto para todo e €
E(G). Entonces def(G¢) = 0 para todo e € F(G) y por el Teorema 2.15
concluimos que def(G) = 0. Por tanto, G tiene un emparejamiento perfecto.

]

El siguiente lema juega un papel crucial en la demostracion del resultado
principal de este capitulo.

Lema 2.17. Sea I el ideal de aristas del grafo G. Entonces (I*™1: I) = I*,
para k > 1.

Demostracion. Usamos la notacién descrita anteriormente.

Es claro que I* C (I*! : I), por la propia definicién de ideal cociente.
Veamos que (%! : ) C I*. Por un resultado bésico de dlgebra conmutativa
(podemos verlo, por ejemplo, en [12, Teorema 2.5.1]), como I**! e I son
ambos ideales monomiales, se tiene que (I**1 : I) es un ideal monomial.
Entonces, nos basta probar que un monomio de (I**! : I) pertenece a I*.
Tomamos z¢ € (I**!: I), entonces fiz® € I* para cadai=1,...,q.

Si fix® € I**2 para algtin 4, entonces existen k + 2 elementos de F(G) (no
necesariamente distintos) que dividen a f;z%, es decir, podemos escribir

rivgr®t = fix® = fi, - fik+1fik+2xa'

Observamos que en el peor de los casos existen ¢ # b tales que x; € f,
xj € [y, entonces si dividimos la igualdad anterior entre z;z; obtenemos que
x® es igual al producto de los fr & {fe, fo} por un monomio. Luego, z* es
producto de al menos k elementos de I, lo que quiere decir que z* € I*, como
queriamos.

Por tanto, supongamos que fz® = z%t¢T¢ € [F1\ [*2 para cada e; + ¢,
tal que {z;,z;} € E(G). Por el Lema 2.12(b), v(G**%*%) = k + 1 para
cada {z;,z;} € E(G), esto es, el tamafno de un emparejamiento maximo
de G**¢*¢% es k 4 1 para toda arista {z;,z;} de G. Y ademas, de acuerdo

con el Lema 2.12(c), se tiene que Gotetes = (Go){#"2"} para toda arista
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e = {zF, xfj} de G”. Luego, un emparejamiento maximo de (G%)¢ es de
tamano k+ 1 para toda arista e de G*, y por la férmula de la Definicion 2.10,

def((G*)?) = (IV(G)| +2) —2(k+ 1) = (la| +2) = 2(k + 1) = |a| — 2k,

para cada arista e de G*. Entonces, def(G) = |a|—2k debido al Teorema 2.15.

El Lema 2.12(a) nos dice que podemos escribir ¢ = 2°f¢, donde |6| =

def(G*) y || = v(G*). Luego,
la] = [0] +2|c| = (la| — 2k) +2|c| = || =,
de lo que concluimos que z¢ € I*. ]

Proposicion 2.18. Sea I el ideal de aristas de un grafo G y sea m =
(w1,...,2,). Sim € Assg(I*), entonces m € Assg(I*1), para k > 1.

Demostracién. Sim es un primo asociado de I*, existe un monomio z¢ ¢ I*
tal que m = (I* : 2%), y en consecuencia mz® C I*. Por el Lema 2.17 se tiene
que I* = (I*1 : 1) y como z° ¢ I* va a existir una arista {z;,x;} de G
tal que x;x;x* € I*1. Pero como mx® C I*, entonces z;2* € I* para todo
l=1,...,n, y ademés, z;z; € I. Luego,

(zix))(z12) = xy(2im52%) € R

para todo [ = 1,...,n. Por tanto, hemos visto que existe un monomio
ziwjr® ¢ IM tal que m = (IM : zyz;2%), es decir, m es un primo aso-
ciado de I**1. O

Para poder generalizar este resultado para un primo asociado arbitrario,
serd necesario utilizar la localizacién. Ademas, nos resultara tutil el siguiente
lema sobre primos asociados. Podemos ver la demostracién en [2, Lema 3.4].

Lema 2.19. Sea S = Klxy,...,Tm, Tmi1,---, 2] € I un ideal monomial
libre de cuadrados en dicho anillo, tal que I = Iy + Iy donde I; C S; =
Klry,...,2m) e Iy C Sy = K[2py1,...,3,]. Entonces, p € Assg(I*) si y solo
sip = p,+p,, dondep, € Assg, (IN") yp, € Assg, (I5?) con (k1 —1)+(ky—1) =
k—1.

Finalmente, estamos en disposicion de demostrar el resultado principal
de este capitulo.
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Teorema 2.20. Sea G un grafo e I1(G) su ideal de aristas, entonces I(Q)
tiene la propiedad de persistencia.

Demostracion. Recordamos que estamos bajo la hipétesis de que G no tiene
vértices aislados. Por simplicidad denotaremos I = I(G), y fijamos k > 1.

Sea p un primo asociado de I* y sea m = (x1,...,x,) ideal maximal de R.
Como recordamos al principio del capitulo, los primos asociados a un ideal
monomial seran ideales generados por subconjuntos de las variables del anillo

R, luego para simplificar la notacién podemos suponer p = (z1,...,z,) para
1 < r < n. Entonces, como mencionamos al inicio de esta seccién, el conjunto
C' ={zy,...,z,.} es una cobertura minimal de vértices de G.

Si p =m € Assp(I*), por la Proposicién 2.18, p = m € Assg(/**!) como
querfamos. Suponemos entonces que p C m.

Consideramos la localizaciéon del ideal I en el primo p, 1.

Para todo {z;,z;} € E(G), o x; € {x1,...,2.} o x; € {x1,...,2,}, pues
C ={z1,...,2,} es una cobertura de vértices. Entonces, I, # R,.

Escribimos la localizacién del ideal I como I, = (I3, I5),, donde:

= [y es el ideal primo de R generado por todas las variables x; cuya
imagen bajo el homomorfismo natural del anillo de fracciones f : R —
R, es un generador minimal de /,. Es decir, I; estd generado por las
variables z; tales que i € {1,...,r} y existe algun j € {r +1,...,n}
con {z;,x;} € E(G).

= ][5 es el ideal de R generado por los monomios de grado dos libres de
cuadrados z;x; cuya imagen bajo el homomorfismo natural del anillo
de fracciones es un generador minimal de I,. Es decir, I, estd generado
por monomios de la forma z;x; que cumplen que {z;,z;} € E(G),
tanto ¢ como j pertenecen al conjunto {1,...,r}, y ademds ni z; ni
z; son adyacentes a ningin vértice zj con k € {r +1,...,n}. Esta
ultima condicién es necesaria para que sean generadores minimales de
I,, puesto que si por ejemplo z; es adyacente a un vértice xj tal que
ke {r+1,...,n}, entonces z; serfa un elemento del sistema minimal
de generadores formado por monomios de I;.

A partir de la definicion de I; e I, notamos que los elementos de los sistemas
minimales de generadores formados por monomios de I; e I se encuentran
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en S = Klxy,...,x,].

Ademas, se tiene que los dos conjuntos de variables que aparecen en los
sistemas minimales de generadores formados por monomios de I; e I, son
disjuntos:

Sean (] y C5 los conjuntos de variables que aparecen en los sistemas mini-
males de generadores formados por monomios de [; e I, respectivamente. Si
C1 N Cy # ), entonces existe z; con i € {1,...,r} tal que x; € Cy y x; € Cy.
Como z; € (4, x; es un generador minimal de I,; y como z; € Cs, existe
x; tal que z;x; es un generador minimal de /5. Por tanto, x;x; € R, es un
generador minimal de I, lo cual entra en contradiccién con el hecho de que
x; también sea un generador minimal de I,.

Por otra parte, la unién de los conjuntos C; y Cy es C = {xy, ..., 2, }:

Claramente CUC5 esta contenido en C'. Veamos la contencién contraria. Sea
i€{l,...,r}. Como G no tiene vértices aislados, existe una arista e € F(G)
tal que x; € e.

» Siexiste j € {r+1,...,n} tal que e = {z;,z;} entonces z; € C}.

» Sinoexiste j € {r+1,...,n} tal que e = {z;, z,}, entonces no puede ser
que todos los vértices adyacentes a x; sean adyacentes a algun vértice
xp con k € {r+1,...,n} (yva que C es una cobertura minimal de
vértices). Por tanto existe algin j € {1,...,r} tal que {z;,z;} € E(G)
y x; no es adyacente a ningin vértice {z,41,...,2,}, luego z;, z; € Cs.

Recordemos un resultado importante que utilizaremos a continuacién: la lo-
calizacion preserva los primos asociados, esto es si J es un ideal en el anillo
conmutativo R entonces p € Assg(J) siy solosipR, € Assg,(J,) ([1, Capitu-
lo 4, Proposicién 4.8]).

Si I, = (0), entonces Cy = () y por tanto Cy = {z1,...,2,}, esto es [ =
(x1,...,2,) = p, luego p es un primo asociado de I, y como la localizacién
preserva los primos asociados tenemos que pR, € Assg,((I1),). Ademds, I, =
(I1), = pR,, y volviendo a utilizar que la localizacién preserva los primos
asociados concluimos que p es un primo asociado de I. Como para ideales de
aristas se cumple que Assg(I) C Assg(I?) para todo j > 1, concluimos que
p € Ass(IF1).

Supongamos entonces que I, # (0). Sabemos que p € Assz(I*) si y so-
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lo si pR, € Assg,((I*),) = Asst((Ip)k) = SSRP<<[1,[2> ) si y solo si
p € Assp({I}, I,)*). Como I),I, C S, p € Assg((I1, [5)*) si y solo si p €
ASSS(<11,]2>k).

Ademas, se cumplen las condiciones del Lema 2.19 considerando S; = K[C']
y Sy = K[Cs], asi que p € Assg({I;, ,)*) si y solo si p = p; + p2, donde
p1 € Assg, (IT") y pa € Assg,(I5?) con (ky — 1) + (ks — 1) = k — 1. Tenemos
entonces que nuestro ideal primo p € Assy(I*) es de esta forma. Notemos que
p=(r1,...,2.) = (C1) + (Ca), luego necesariamente p; = (C1) y p2 = (Csy).

Como Py, po son ideales maximales de S} y S5, respectivamente, y ademas
p1 € Assg, (IF) y py € Assg, (152), por la Proposicién 2.18, p; € Assg, (I )
v P € Assg, (I5*™). Y de nuevo por el Lema 2.19 obtenemos que p €
Assg((I1, I)**1). Por tanto, repitiendo la argumentacién anterior pero ahora
en el otro sentido podemos concluir que p € Assp(I*+1). ]

Una vez comprobado que los ideales de aristas tienen la propiedad de
persistencia, en el siguiente capitulo estudiaremos lo que ocurre en el caso de
los ideales de cubierta.



Capitulo 3

Propiedad de persistencia para
ideales de cubierta

Sea G un grafo con V(G) = {z1,...,z,}. Consideramos el anillo R =
Klzy,...,z,) y el ideal de cubierta J(G) del grafo G en el anillo R. En este
capitulo, nos planteamos si el ideal J(G) tiene la propiedad de persistencia.

En primer lugar, se va a introducir un tipo de grafos para los cuales se
comprobd que dicha propiedad era cierta, lo que llevé a pensar que quiza
podria serlo para todos los grafos. Motivados por este problema, varios auto-
res formularon una conjetura en teoria de grafos; si dicha conjetura era cierta
entonces la propiedad de persistencia se verificaria para todos los ideales de
cubierta. El objetivo de este capitulo es analizar la evolucién del problema
de la propiedad de persistencia para los ideales de cubierta, desde su plan-
teamiento inicial hasta su desenlace.

En la primera seccién introducimos la conjetura en teoria de grafos cuya
veracidad implicarfia que todos los ideales de cubierta tienen la propiedad
de persistencia. En la segunda seccion, presentaremos un contrajemplo que
demuestra que dicha conjetura no es cierta. Finalmente, se mostrard que el
ideal de cubierta asociado a este grafo no tiene la propiedad de persistencia.

Procedemos a definir los grafos para los cuales se ha probado que sus
ideales de cubierta si tienen la propiedad de persistencia, para lo que necesi-
tamos introducir la definicién de clique:

45
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Definicién 3.1. Sea GG un grafo.

» Un clique en G es un subconjunto C' C V(@) tal que el subgrafo indu-
cido por C' en GG es un grafo completo.

= Un clique maximo en G, es un clique en G tal que no existe otro clique
en (G con mayor nimero de vértices. Ademas, el nimero de clique de
G, denotado w(G), es el nimero de vértices de un clique maximo en G.

Definicién 3.2. Un grafo perfecto es un grafo G tal que todos sus subgrafos
inducidos verifican que su niimero cromatico es igual a su nimero de clique.
Es decir, un grafo es perfecto si:

X(G) = w(@),

para todo subgrafo inducido G’ de G.

Ejemplo 3.3. El ejemplo mas sencillo de grafos perfectos lo constituye la
familia de grafos completos. Como vimos en el Capitulo 2, y(K,) = n, y
es obvio que w(K,) = n para todo n > 1, luego x(K,) = w(K,) para
todo n > 1. Ademads, como todo subgrafo inducido de un grafo completo es
completo se cuncluye que se trata de grafos perfectos.

En la Figura 3.1 se muestra un ejemplo de un grafo perfecto que no es comple-
to. El niimero cromatico de este grafo es 4, pues como vemos en la Figura 3.1,
este grafo es 4-coloreable (x(G) < 4) y ademas el grafo contiene un clique de
tamano 4 (x(G) > 4). Este clique de tamano 4 es maximo y hemos repre-
sentado en rojo sus aristas. Se tiene por tanto que el nimero cromatico es
igual al nimero de clique, y analizando el grafo es posible observar que esto
se cumple también en cualquier subgrafo inducido y propio.

Figura 3.1: Ejemplo de un grafo perfecto
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En el articulo [3] escrito por C.A. Francisco, H.T. Ha y A. Van Tuyl en
el ano 2010, se demuestra el siguiente resultado.

Teorema 3.4. Si G es un grafo perfecto, entonces J(G) tiene la propiedad
de persistencia.

En este momento, los experimentos computacionales sugerian que este
teorema se cumpliria para cualquier grafo G, es decir, el ideal de cubierta
J(@G) tendria la propiedad de persistencia, pero no se habia demostrado. Esto
dio lugar a la siguiente conjetura.

Conjetura 3.5. Todo ideal de cubierta tiene la propiedad de persistencia.

En el articulo [4], escrito por C.A. Francisco, H.T. Ha y A. Van Tuyl, se
pudo probar que existia un resultado de teoria de grafos cuya veracidad im-
plicarfa la de la Conjetura 3.5, pero no se consiguié demostrar ni refutar este
resultado hasta anos més tarde. Presentamos dicho resultado a continuacion.

3.1. Una conjetura clave en teoria de grafos
para la propiedad de persistencia

Como ya hemos comentado, vamos a presentar una conjetura que se en-
cuadra en el marco de la teoria de grafos y que, de ser cierta, implicaria la
veracidad de la Conjetura 3.5. Introduciremos previamente un par de defini-
ciones.

Definicién 3.6. Diremos que un grafo G es criticamente k-cromatico si es
k-croméatico y para cada z € V(G), x(G \ {z}) < k.

Ejemplo 3.7. Sea K, el grafo completo de tamano n. Entonces, vimos en
el Capitulo 2 que x(K,) = n, luego es n-cromético. Adem4s, si eliminamos
un vértice x, obtenemos el grafo K,,_1, y su niimero cromatico es n — 1. Por
tanto, K, es criticamente n-cromaético.

Definicién 3.8. Sea W C V(G). La expansién de G en W, denotada por
G[W], es el grafo que se obtiene anadiendo un nuevo vértice z; para cada z; €
W'y conectando el nuevo vértice con x; y con todos los vértices adyacentes
a x; (esto es, con los z; € V(G) tales que {z;,z;} € E(G)). A este nuevo
vértice 7} le llamaremos clon de z;.
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Nota. Notamos que la expansién es un concepto distinto a la paralelizacion
del capitulo anterior. Aunque en ambas el clon se une con todos los vértices
adyacentes al vértice del que procede, en la expansion anadimos una arista
entre el vértice duplicado y su clon, cosa no se hace en la paralelizacion.

Ejemplo 3.9. Consideramos el grafo G representado a la izquierda en la
Figura 3.2. Sea W = {z1}, entonces la expansién de G en W se observa a la
derecha en dicha figura.

1 T )

G Gw]

T3 T3

Figura 3.2: Ejemplo de una expansién de un grafo

C. A. Francisco, H. T. Ha y A. Van Tuyl, motivados por la Conjetura 3.5
plantearon la siguiente conjetura en [1].

Conjetura 3.10. Sea s un entero positivo, y sea G un grafo finito simple
que es criticamente s-cromdatico. Entonces existe un subconjunto W C V(G)
tal que G[W] es un grafo criticamente (s + 1)-cromatico.

Ademas, en ese mismo articulo se prob6 que si la Conjetura 3.10 perte-
neciente a la teoria de grafos era cierta entonces la Conjetura 3.5 también lo
seria.

Teorema 3.11. Si la Congetura 3.10 es cierta, entonces todos los ideales de
cubierta J(QG) tienen la propiedad de persistencia.

Ejemplo 3.12. La Conjetura 3.10 es cierta para todos los ciclos impares
(es decir, los grafos criticamente 3-cromdticos; ver [!] para una demostra-
cién). Ilustramos este resultado para el grafo Cs. Si expandimos este grafo
en los vértices W = {xq, 25}, obtenemos el grafo de la Figura 3.3, que es
criticamente 4-cromatico.
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Xy X3

Figura 3.3: 4-coloracién del grafo C5[W]

3.2. Construcciéon de un contraejemplo

En enero de 2014, T. Kaiser, M. Stehlik y R. Skrekovski publicaron un
articulo ([9]) en el que presentaron un contraejemplo a la Conjetura 3.10. Si
bien esto no implica directamente que existan ideales de cubierta que carecen
de la propiedad de persistencia, la construccion de este contraejemplo permi-
te refutar también la Conjetura 3.5, como veremos posteriormente. Veamos
dicha construccion.

Para un entero positivo n, [n] denotara el conjunto {0,...,n — 1}. Sea
K3 el grafo completo cuyos vértices estan en el grupo Zs, y sea P, un camino
con conjunto de vértices [n], los cuales estan colocados en orden creciente
a lo largo de P,. Recordamos que un camino es una sucesién alterna de
vértices distintos y aristas de la forma {vg, €1, v1, ..., v, 1, €n, v, } donde e; =
{vi_1,v;} es la arista que une los vértices v;_1 y v;.

Damos a continuacion la definicién del producto cartesiano de grafos, que
utilizaremos seguidamente para definir la familia de grafos a estudiar.

Definicién 3.13. Sean G y H dos grafos. El producto cartesiano de los
grafos G y H, denotado por GLIH, es un grafo con conjunto de vértices
V(G) x V(H), y donde dos vértices (u,v), (u/,v") serdn adyacentes si:

= u =1y v es adyacente a v’ en H, o
= v =20y u es adyacente a v’ en G.

Definicién 3.14. Para n > 4, definimos H,, como el grafo obtenido a partir
del producto cartesiano P,JKj3 anadiendo las tres aristas que unen (0, j) a
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(n—1,—j) para j € Zs.

Notacion. Sea i € [n] y j € Zs. Se define la i-ésima columna de H,, como
el conjunto C; = {i} x Zs. De forma analoga, la j-ésima fila de H,, es R; =
[n] x {j}. El vértice en C; N R; se denota por v; ;.

Se puede ver un ejemplo del grafo H4 en la Figura 3.4.

V0,1 V1,1 V21 V31
0,0 V1,0 V2,0

V3,0
V0,2 V1,2 V2,2 V3,2

Figura 3.4: Grafo Hy

La construccion de esta familia infinita de grafos la dio T. Gallai en 1963
([5]). Notamos que estos grafos son 4-regulares, es decir, todos los vértices
son de grado 4. Ademas, se puede ver que son 4-cromaticos y todo subgrafo
propio se puede colorear con 3 colores. Este fue el primer ejemplo de un
grafo k-cromético sin vértices de grado k£ — 1 tal que todo subgrafo propio es
(k — 1)-coloreable.

V2.1

V2,0

V2.2

Figura 3.5: Una 4-coloracién del grafo H,

Nos centraremos ahora en ver que los grafos de T. Gallai, H,, son un
contraejemplo a la Conjetura 3.10:
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Teorema 3.15. Para cualquier n > 4 y cualquier W C V(H,), el grafo
H,[W] no es criticamente 5-cromdtico.

Dividiremos la demostracién de este teorema en dos partes. En primer
lugar, demostraremos que para ciertos conjuntos W, el nimero cromético
de H,[W] es al menos 5, pero H,[W] no es criticamente 5-cromético (Le-
ma 3.16). Después, probaremos que para cualquier otro conjunto W, H,[W]|
es 4-cromdtico (Proposicion 3.29).

Notacion. Al nuevo vértice obtenido de la duplicacién de v; ; € W en H,[W]
se le denotard por v ;.

Sea i € [n]. Denotamos por X; al clique en H,[W] formado por los vértices
de C; y sus clones. Ademds, llamaremos Y; al subgrafo inducido de H,[WV]
con conjunto de vértices V(X;) UV (X;41) (donde ¢ + 1 es una suma maédulo

Lema 3.16. Sean > 4 y sea W C V(H,). En cada uno de los siguientes
casos, el grafo H,[W] tiene nimero cromdtico al menos 5 y no es criticamente
5-cromatico:

(a) Eziste algin i € [n] tal que el conjunto W N C; tiene cardinal al menos
2.

(b) W contiene al menos n — 1 vértices de la fila Ry y n es impar.

(¢) El subgrafo inducido de H, en W\ Ry contiene un camino con al menos
n vértices y n es par.

Demostracion.  (a) Supongamos que W N C; tiene cardinal al menos 2, asi
que |V (X;)| > 5 (puesto que C; tiene 3 vértices y hay al menos 2 clones).
Dado que H,[W] contiene al clique X; como un subgrafo propio, no es
ni 4-coloreable ni es criticamente 5-cromatico.

(b) Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que W contiene Ry \
{vn-10}. Ademads, estamos bajo la hipdtesis de que n es impar. Ra-
zonamos por reduccion al absurdo, suponiendo en primer lugar que
H,[W] es 4-coloreable. Sea ¢ una coloracién de H,[W] con cuatro co-
lores {1,2,3,4}.

Por simetria, podemos suponer que los vértices voo y vy, tienen los
colores 1y 2 de c. Esto fuerza a que los pares de colores asignados a v; g
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y v se alternen entre {1,2} y {3,4} a medida que 7 aumenta. Enton-
ces, al ser n impar, v,_ o estd unido a vértices que tienen los 4 colores
distintos de ¢, ya que por construccién en H,[W] se tienen las aris-
tas: {UO,Oavn—1,0}7 {Un—Q,o,Un—l,o}, {0670avn—1,0} y {U;_g,o,vn—l,o} (ver
Figura 3.6, en la que las aristas anadidas al expandir H, en W se re-
presentan en color gris, mientras que las aristas discontinuas resaltan
la conexion del vértice coloreado con un quinto color con los vértices
de los otros cuatro colores). En consecuencia H,[W] no es 4-coloreable.

El subgrafo H,[W]\ {v12} no es 4-coloreable, pues en la anterior colo-
racién solo estaba implicada la fila Ry. Concluimos asi que H,[W] no
es criticamente 5-cromatico.

Supongamos que n es par y que el subgrafo inducido por W\ Ry contiene
un camino con al menos n vértices. Por simetria, asumimos que Ry C
W. Veamos que H,[W] no es 4-coloreable razonando por reduccion al
absurdo. Supongamos que si lo es. Por un razonamiento analogo al del
apartado (b), se tiene que los vértices vo1, Vg1, Un-1,1 Y U,y tienen
colores distintos (ver Figura 3.7). Ademds, todos estos vértices son
adyacentes a v,_12, al que entonces habra que colorear de un nuevo
color, por lo que entramos en contradiccion.

También tenemos que H,[W] no es criticamente 5-cromético. Como en

la coloracion descrita en el parrafo anterior no esté implicada la fila Ry,

el subgrafo H,[W]\ {vo0} no es 4-coloreable. -

Vo,1 V1,1 V2,1 V3,1 V4,1
/ /
V2.0 V3.0
2
V2,0 ‘ V3,0 V4,0
, ¥ — — - == ]
V2,2 V3,2 V4,1

Figura 3.6: Tlustracién de la prueba del apartado (b)
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Jo,1 V1.1 J2,1 V31
Vo1 Vi1 V2,1 V3,1
.
/) /
/ /
/ |
/ |
/ 0,0 V1,0 V2,0 P
/ 3,0
/ I
d |
! \
|
\
\ V0,2 V1,2 V2,2 \|U3,2
\

Figura 3.7: Ilustracién de la prueba del apartado (c)

Para probar la proposicion que nos falta para finalizar la demostracion
del Teorema 3.15, serd necesario presentar ciertos conceptos y resultados
previos. El siguiente lema nos servira para garantizar una condicion de gran
relevancia en la demostracion de la Proposiciéon 3.29.

Lema 3.17. Si W C V(H,) no satisface ninguna de las condiciones (a)—(c)
en el Lema 3.106, entonces existe un conjunto Z tal que W C Z CV(H,,), Z
contiene exactamente un vértice de cada C; (i € [n]) y Z sigue sin cumplir

(a) = (¢).

Demostracion. Como W no satisface la condicién (a), contiene como mucho
un vértice de cada C; para i € [n|. Tenemos dos casos:

1. WNC; # 0 para todo i € [n]. Si consideramos Z = W se tiene.

2. W N C; = para algin i € [n]. Podemos afirmar que existe un w € C;
tal que el conjunto W U {w} no satisface las condiciones (a) — (c¢):

Si W U {w;o} satisface alguna de las condiciones, deberd ser la (b)
(porque v; o € Ry, luego si W no cumple (¢), W U {v;} tampoco).
Entonces, n tiene que ser impar. En este caso, W U {v;;} no cumple
ninguna de las condiciones, puesto que tendria n — 2 vértices de la fila
Ry y n es impar.

Si para cada i tal que W N C; = ), anadimos vértices de esta forma,
llegamos a un conjunto Z con las propiedades deseadas. u
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Supongamos ahora que W C V/(H,) es un conjunto que no satisface
ninguna de las condiciones del Lema 3.16. Gracias al Lema 3.17, en la prueba
de la Proposicién 3.29 veremos que ademas podemos suponer que

W N C;| =1 para todo i € [n].

Notemos que en este caso X; tendrd 4 vértices. Para cada i € [n], llama-
remos w; al Unico elemento de Zg tal que W N C; = {v;4,}, es decir, para
cada columna i € [n], w; es el elemento de Z3 que coincide con la fila en la
que se encuentra el vértice duplicado en dicha columna.

Codificamos el conjunto W a través de una sucesion de signos, definida
como sigue.

Definicién 3.18. Una sucesion de signos o es una sucesion de elementos de
Zs. A menudo, representaremos con ‘+’ el elemento 1 y ‘=’ el elemento 2
(que coincide con —1).

Por ejemplo, la sucesion de signos (0 + — +) representa la sucesion (0, 1,2, 1).

Al conjunto W C V/(H,), le asignamos la sucesién de signos oV =

Sg...Sp—1, donde cada s; € Zs se define como

. Wit] — W; si0<i<n-—2,
! —Wo — Wp—-1 sit=n—1.

El cambio de signo en el ultimo caso refleja el hecho de que el vértice v,y _;
es adyacente al vértice vp;, en lugar de al vértice vy _;. Para entender la
naturalidad en la definicién de s,_; puede ayudarnos ver H, como el grafo
obtenido a partir del producto cartesiano P, [1K3 identificando los vértices
(0,7) v (n,—7) para cada j € Zz. Entonces es natural definir w,, como —wy,
en cuyo caso S,_1 es precisamente w, — w,_ 1 = —Wy — Wy, _1.

Para describir una 4-coloracién del clique de tamano cuatro X; en H,, [W]
(i € [n]), introducimos la nocién de patrén. Se trata de una particién del
conjunto {1,2,3,4} en tres partes, con una parte de tamano 2 y el resto de
tamano 1. Dos patrones que solo se diferencian por una permutacién ciclica
de las partes (sin alterar el contenido de estas) se consideran idénticos. Se
dice que dos colores contenidos en la parte de tamano 2 estdn emparejados.



CAPITULO 3. PERSISTENCIA PARA IDEALES DE CUBIERTA 95

Dada una 4-coloracién ¢ de Xj;, el correspondiente patréon de X; se define

() = ({e(iw,); (Vi) b {e(Vim11) } { (Vi +2)})-

Usaremos una notaciéon mas precisa para los patrones: en lugar de escribir
({1,2},{3},{4}) escribiremos 12-3-4. Notemos que un patrén no determina
una coloracion de forma tnica ya que no especifica el orden de los colores
emparejados.

Determinemos ahora las posibles combinaciones de patrones de X; y X; 1
en una coloracién valida de Y;, que recordamos que es el subgrafo inducido
de H,[W] con conjunto de vértices V(X;) U V(X;;1). Supongamos que cq
es una coloracion de X, con patrén 12 -3 -4, y sea s = w; — wy. Se puede
comprobar facilmente que, considerando los posibles valores de s, el conjunto
de patrones de X; correspondientes a una extension valida de ¢ es:

12-3-4 14-2-3 24-1-3 sis=1,
12-3-4 13-4-2 23-4-1 sis=—1,
34-1-2 34-2-1 si s =0.

Observamos estas combinaciones en la Figura 3.8 donde hemos supuesto
que wy = 0. En dicha figura se muestra la coloraciéon de Y en el subgrafo
inducido en H,[W] por los vértices de Cy U Cy. Los vértices duplicados se
representan con un circulo vacio, y el resto de vértices con un punto sélido.

Se dice que los patrones de la primera fila de la clasificacion anterior son
+-compatibles con 12 - 3 - 4. De la misma forma se definen a partir de la se-
gunda y la tercera fila las nociones de —-compatibilidad y 0-compatibilidad,
respectivamente. Aplicando una permutacién adecuada al conjunto de colo-
res, podemos extender esta definicién a cualquier otro patron de zy en lugar
de 12 -3 - 4.

Del mismo modo, esto se puede aplicar a cualquier otro patrén de X; y
Xii1,donde 1 <7 <n—2. Parat =n — 1, tenemos que tener en cuenta el
“giro” en Y, _1:

Para una coloraciéon vélida de Y,,_1, el patrén 7 inducido por X,,_; y el
patrén p inducido por X, tienen la propiedad de que p es s’-compatible con
7, donde p es el inverso de p (el patrén obtenido invirtiendo el orden de las
dos partes de tamano uno en p) y ' = —wp — wy,_1.
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3 12 3 14 3 24
12 » 4 12 » 3 12 » 3 s=1
4 3 4 2 4 v 1

3 4 3 2 3 » 1

12 3 12 4 12 » 4 s=-—1
4 12 4 13 4 23

3 1 3 2

12 34 12 34 s=0
4 v 2 4 1

Figura 3.8: Coloraciones validas de Y, tales que el patréon de Xy es 12-3 -4

Es posible dar una descripciéon de los patrones que son +-compatibles
con un determinado patréon m = xy - z - w de forma sencilla.

Uno de ellos es el propio 7. Para obtener el resto, elegimos un color que
estd emparejado a otro en 7, por ejemplo z; desplazamos x a la parte que esta
inmediatamente a la derecha; y hacemos lo mismo con las partes de tamano
1 de forma ciclica hasta obtener el patron wy - x - z. Intercambiando x con y
obtenemos el otro patrén +-compatible con 7, que es zw - y - z. Invirtiendo
el sentido del desplazamiento, obtenemos los patrones —-compatibles. Por
ultimo, para obtener los dos patrones O-compatibles, la parte de tamano 2
estard compuesta por los dos colores que no estan emparejados en m, y las
partes de tamano 1 estaran formadas por los otros dos colores, eligiendo
cualquiera de las dos posibles ordenaciones.

Representamos la nocién de compatibilidad de patrones usando un grafo
auxiliar D, en el que permitimos tanto aristas dirigidas (esto se refiere a
aristas que tienen un sentido concreto) como no dirigidas, asi como lazos
dirigidos. El conjunto de vértices de D es el conjunto de los 12 patrones. Los
patrones m y p estdn unidos por una arista no dirigida y discontinua si son
0-compatibles. Hay una arista dirigida de m a p si p es +-compatible con 7
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(o equivalentemente, si m es —-compatible con p). Ademds, D tiene un lazo
dirigido en cada vértice, lo que refleja el hecho de que un patron es tanto
+-compatible como —-compatible consigo mismo. Se muestra el grafo D en
la Figura 3.9 (se han omitido los lazos para simplificar el dibujo).

12-3-4

Figura 3.9: Grafo auxiliar D

Definicién 3.19. Sea 0 = 5. .. s una sucesion de signos. Un o-recorrido S
es una sucesion mom ... mg11, donde cada m; (0 <i < k+ 1) es un vértice de
D y se cumple una de las siguientes condiciones para cada j (0 < j < k):

= 5; = 0y D contiene una arista no dirigida con vértices 7; y 71,
= 5; = 1 y hay una arista dirigida de 7; a 741,
= s; = —1 y hay una arista dirigida de 74, a ;.

Un o-recorrido como en la definicién se dice que empieza en 7y y termina
en my11 (0 es un o-recorrido de mg a ).

Ejemplo 3.20. Si 0 = (— — + 0+ —), entonces en la Figura 3.10 podemos
ver que un o-recorrido de 12-3-4a 12-4-3 es

(12-3-4,13-4-2,34-2-1,14-3-2,23-4-1,13-2-4,12-4-3).
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12-3-4

Figura 3.10: Camino resaltado en D que confirma la validez del o-recorrido
del Ejemplo 3.20

Definicién 3.21. Sea o una sucesion de signos. Diremos que:
= o es invertible si hay un o-recorrido de 12-3-4a34-1-2.
= 0 es buena si existe un o-recorrido de 12-3-4 a 12-4 - 3.

Nota. Notemos que o también es invertible si hay un o-recorrido de 12-3 -4
a 34 -2 -1, puesto que podemos intercambiar los colores 1 y 2.

El nombre de sucesién de signos buena se debe al siguiente lema.

Lema 3.22. Si 0" es buena, entonces el grafo H,[W| es 4-coloreable.

w _ w

Demostracion. Sea ¢" = sqg...8,_1 y sea S = mymy ... T, un o’ -recorrido
de12-3-4a12-4-3. Paracadai=0,...,n— 1, se colorean los vértices de
X; de tal forma que el patrén sea ;. Por definicién, cada m; (0 < i < n —2)
es s;-compatible con 7,1, y asi Y; esta coloreado correctamente.

Falta comprobar la coloraciéon de Y,,_;. Como vimos anteriormente, Y, _;
esta coloreado correctamente si el inverso 7y de 7y (que es 12-4-3) es s,_1-
compatible con 7,_;. Como se tiene que m,_; es s,_j-compatible con 7, (por
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definicién de o-recorrido) y m, = 12-4 -3, concluimos que 7y = 12-4-3 = m,
es S,_i-compatible con m,_;. O

Para una sucesion de signos o, denotamos por —o a la sucesiéon de signos
obtenida al remplazar cada signo — por un signo +, y viceversa.

Lema 3.23. Si o es buena, entonces —o es buena.

Demostracion. Inspeccionando la Figura 3.9 o directamente a partir de la
definicién, podemos observar que si D tiene una arista dirigida de 7 a p, en-
tonces también tiene una arista dirigida de p a 7, y se puede hacer una obser-
vacién andloga con las aristas no dirigidas. Por esta razén, si S = (7, ..., mx)
es un o-recorrido, entonces S = (7, ..., 7) es un (—o)-recorrido. Ademsds,
si 0 es buena, entonces existe un (—o)-recorrido S que empieza por 12 -4 -3
y termina en 12 -3 - 4. Intercambiando los colores 3 y 4 en cada patrén en S,
obtenemos un (—o)-recorrido de 12-3-4 a 12 -4 - 3. Luego, si ¢ es buena,
—o también lo sera. O

Definicién 3.24. Sea 0 = sg...s,_1 una sucesién de signos, y sean m y
p patrones entre los cuales hay una arista no dirigida en D (que por tanto
son 0-compatibles). Se define S(o;m, p) = 7 ... T como un o-recorrido que
cumple:

1. my =,
2. si s; # 0, entonces ;11 = m; (donde 0 < i <k — 1),

3. si s; = 0, entonces ;1 es el vértice en {m, p} distinto de m; (donde
0<i<k-—1).

oLy o . . o o S P —
Sean dos sucesiones de signos y sea ¢ su concatenacién. Si P
(7o, ..., ) es un op-recorrido y R = (pg,...,p) es un og-recorrido tal que
Tk = pPo, entonces la composicién de Py R es el o-recorrido

POR:(7?07"'77Tk7p17"'7pl)~

Definicién 3.25. Para una sucesién de signos o, denotaremos por z(o) al
nimero de veces modulo 2 que aparece el simbolo 0 en o.
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Observacion 3.26. Sea ¢ una sucesiéon de signos y m, p patrones entre los
que hay una arista no dirigida en D. Entonces el o-recorrido S(o; 7, p) que
empieza por 7 satisface lo siguiente:

(1) Si z(o) =0, entonces S(o;m, p) termina en .
(17) Si z(o) = 1, entonces S(o; 7, p) termina en p.
Procedemos a definir un orden < en el conjunto de sucesiones de signos.

Definicién 3.27. Sean 7, ¢ dos sucesiones de signos, donde o = sg. .. Sg.
Definimos 7 < o si existen indices 0 < 75 < i1 < --- < i,,, < k tales que:

- T:3i05i1"'3im7
m Sigg 7£ 0, Z(S()Sl R Sio—l) =0, y
» para cada j tal que 0 < j <m — 1, 2(si;41...5;,,,-1) = 0.

Veamos un resultado que relaciona el orden presentado en la definicion
anterior con las sucesiones de signos buenas e invertibles, que sera de gran
utilidad en la demostracién de la Proposicién 3.29 puesto que nos llevara a
diversas contradicciones:

Lema 3.28. Sean o y 7 dos sucesiones de signos tales que T < 0. Entonces:
(i) Si z(o) = z(7) y T es buena, entonces o es buena.
(11) Si z(0) # 2(T) y T es invertible, entonces o es buena.
Demostracion. Supongamos que 0 = Sy...St Y T = S;i,5i, - - - Si,,_,, donde
0§10<i1<-"<im_1§]€.

(1) Como T es buena, existe un 7-recorrido S = (po,...,pm) de 12-3-4 a
12-4-3.

Si iy # 0, denotamos por ¢ a la subsucesién de o que va de sy a s4,_1;
si ig = 0, 0¥ serd vacio. Para j = 1,...,m — 1, representamos por o’ a
la subsucesion de o que va de s;,_ 11 a 8, 1.

Para cada j = 0,...,m — 1, se escoge un patrén ¢; tal que p; y €; estén
unidos por una arista no dirigida en el grafo D.

Por la tercera condicién en la definicién del orden <, tenemos que
z(07) = O paracadaj = 0, ..., m—1. Luego, por la Observacién 3.26(3),



CAPITULO 3. PERSISTENCIA PARA IDEALES DE CUBIERTA 61

se tiene que S(07; p;, €;) es un o/-recorrido de p; a p;. Asi, la composi-
cién

S = S(UO;P07€0) © (;007/)1) © S(Ul;/)l, 61) © (PLPQ)
O0---0 S(Jm_l; Pm—1, 6m—l) o (pm—lypm)a

es un sgSi . ..S; ,-recorrido valido de 12-3-4 a 12-4 - 3. Entonces, si
tm—1 = k tendremos que o es buena.

Si iy < Kk, Hamamos o™ a la sucesion s; _,11...Sk. Teniendo en
cuenta que z(¢?) = 0 para todo j =0,...,m — 1,

z(o™) = z(0) — 2(7) (mod 2).

Por hipétesis z(0) = z(7), luego z(¢™) = 0. Entonces,
S" = S(0™;12-4-3,12-3-4),

es un o™-recorrido de 12 -4 -3 a 12 -4 -3 (como consecuencia de la
Observacién 3.26 (i)).

Por tanto, S’ 0 S” es un o-recorrido que nos dice que o es buena.

(17) La demostracién es similar a la de (i). En este caso, consideramos
S = (po,.-.,pm) un 7-recorrido de 12-3-4a 34-1-2.

Construyendo S’ de la misma forma que antes, concluimos ahora que
S’ es un sgsy .. .s;, ,-recorrido vélido de 12-3-4 a 34 -1- 2. Ademas,
como z(o) # z(T), se tiene que z(c™) = 1. Luego el ¢™-recorrido
S" = 85(c";34-1-2,12-4-3) termina en 12-4-3 (por la Observacién 3.26
(17)). Entonces, la composicion S’ o S” es un o-recorrido de 12-3 -4 a
12 -4 -3, como queriamos. 2

Proposicién 3.29. Sean >4 y sea W C V(H,). Si no se cumple ninguna
de las condiciones (a) — (c) del Lema 3.16, entonces H,[W| es 4-coloreable.

Demostracion. Sea W un conjunto que no cumple ninguna de las condiciones
(a) — (c) del Lema 3.16. Por el Lema 3.17, existe un conjunto Z C V(H,,) tal
que W C Z y la interseccion de Z con C; tiene exactamente un vértice para
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cada i = 0,...,n — 1. Como H,[W] es un subgrafo de H,[Z], es suficiente
con probar la proposicion bajo la hipotesis

W N C;| =1 para todo i € [n].

Por tanto, suponemos que W cumple que |IW N C;| = 1 para todo i € [n].
Analizaremos diversos casos que nos permitirdn asegurar que o' es buena,
y asi por el Lema 3.22 concluiremos que H,[W] es 4-coloreable. Supongamos

que " no es buena y veamos que llegamos a distintas contradicciones.

Caso 1. Aparece al menos un 0 en 6" y 2(¢c") = 0.
Como z(¢") = 0, hay un nimero par de 0 en o"'. Luego, tomamos las
dos primeras apariciones de 0 en ¢". Como entre estos dos simbolos
0 no hay ninguno y antes de estos tampoco, es claro que (00) < "
Puesto que (00) es buena (ver Tabla 3.1) y 2(00) = 0 = 2(c"), el

Lema 3.28 dice que 0" es buena, lo que lleva a una contradiccién.

Tabla 3.1: Algunas sucesiones de signos ¢ buenas y los correspondientes o-
recorridos S

o S
(00) 12-3-4,34-1-2,12-4-3

(+—+4) 12-3-4,14-2-3,24-3-1,12-4-3
(++++) 12-3-4,14-2-3,34-1-2,24-3-1,12-4-3
(+++—) 12-3-4,14-2-3,13-4-2,23-1-4,12-4-3
(++——) 12-3-4,14-2-3,34-1-2,13-2-4,12-4-3
(+———) 12-3-4,14-2-3,24-3-1,23-1-4,12-4-3
(0O++) 12-3-4,34-1-2,24-3-1,12-4-3
(0+00—) 12-3-4,34-1-2,23-4-1,14-3-2,23-1-4,12-4-3

Caso 2. En ¢" no aparece ningin 0.

Por el Lema 3.23, podemos suponer que sg = +. Si (+ — +) < ",

entonces 0" es buena por el Lema 3.28(i), ya que como vemos en
la Tabla 3.1 (+—+) es buena. Supongamos entonces que (+—+) £ o".
Dado que n > 4, podemos considerar la subsucesién o’ = (s, $1, 2, S3)
de 0" de longitud 4. Para evitar la sucesién (+ — +), necesariamente
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tenemos que
oe{(++++),(+++-),(++——),(+———)}

Se puede observar en la Tabla 3.1 que todos estos posibles valores de o’
son sucesiones de signos buenas. Ya que o’ < o'y 2(0') =0 = z(c"),
de nuevo por el Lema 3.28(i), " es buena. Llegamos de nuevo a una
contradiccion.

Caso 3. z(c") = 1.

Que W no cumpla las condiciones (b) y (¢) del Lema 3.16 quiere decir
que W no tiene todos los vértices de ninguna fila, y como z(c") = 1
sabemos que al menos hay un vértice de la fila 0. Por tanto, aplicando
una simetria adecuada al grafo H,,, podemos suponer que sog = 0 # s7.
Ademas, podemos suponer que s; = +, aplicando el Lema 3.23.

La sucesién (0 + +) es buena (ver Tabla 3.1) y 2(0 + +) = z(c").
Como consecuencia (0 + +) £ ¢ (si no contradecimos el Lema 3.28),
y por simetria, (0 — —) £ 0. Si 0 & {s9, 53}, teniendo en cuenta que
50515253 = 0 + S953:

» Si sy =+ 083 =+, entonces (0 + +) < o".
W:

» Sisy=s3=—,entonces (0——) =<0

Luego para que se cumpla que (0 ++) £ oV v (0 — =) £ 0%, es
necesario que 0 € {s9, s3}. Elegimos el menor j tal que j > 2y s; = 0.

Veamos que existe k& > j tal que s # 0. Supongamos lo contrario.
Como la suma de todos los s; € Zs (i € [n]) es

n—1
Z si = (w1 —wp)+(wa—wy)++ -+ (Wp—1 —Wp—2) +(—Wo—wy_1) = wo,

=0

tenemos dos posibilidades:
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1. oW =(0+—-00...0). Luego wy = Z;:Ol s; = 0, por lo que:

w; —wy = 0= w; =0,
wg—w1:1:>w2:1,
wy —wy = —1 = w3 =0,

wy — w3 =0= wy =0,

Wp—1 — Wpo = 0= w,_1 = 0.

Esto significa que hay n — 1 vértices de la fila Ry en W, lo que
contradice que no se verifica la condicién (b) del Lema 3.16.

2. oW =(0+00...0). Entonces, wy = 1 y mediante el proceso an-
terior, concluimos esta vez que wy = 1, w; = 1, wy = —1, w3 =
—1,...,w,—1 = —1, lo que contradice que no se verifica la condi-
cién (c¢) del Lema 3.16.

Por tanto, tomemos el menor k£ > j tal que s # 0. Supongamos en
primer lugar que s = +. Esto implica que k — j es impar, puesto que si
no (04 +) < ¢ y ya hemos visto que esto significa que 0" es buena.
Pero si k—j es impar, entonces (0+0 +) < ¢"'. Como muestra la Tabla
3.2, (0+ 0 +) es invertible, y ademas 2(0 +0 +) = 0 # 1 = z(c"),
luego entramos en contradiccién con el Lema 3.28(iz).

Tabla 3.2: Algunas sucesiones de signos o invertibles y los correspondientes o-
recorridos S. Los o-recorridos para 34-2-1 pueden obtenerse intercambiando
los colores 1 y 2 en todos los patrones

o S
(0+0+) 12-3-4,34-1-2,23-4-1,14-2-3,34-1-2
(0+0—) 12-3-4,34-2-1,13-4-2,24-3-1,34-1-2
Debe ser s, = —. Si k—j es impar, entonces, para la sucesién invertible

(0 4+ 0—) (ver Tabla 3.2) se cumple que (0 +0—) < ¢", por lo que
entramos en contradiccién con el Lema 3.28(i7) otra vez. Asi, k — j es
par. En este caso, (0 +00—) < ¢". Como podemos ver en la Tabla
3.1, (0400 —) es buena. Ademéds, z(0+00—) = 2(¢") = 1, luego o™
es buena por el Lema 3.28(i), y esto es una contradiccién.
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Con este tltimo caso queda finalizada la demostracion. O

Finalmente, al demostrar esta tltima proposicién, queda demostrado el
Teorema 3.15, lo que, a su vez, confirma que los grafos de T. Gallai son un
contraejemplo a la Conjetura 3.10.

Como ya hemos comentado, que la Conjetura 3.10 no sea cierta, no im-
plica que haya ideales monomiales libres de cuadrados que no tengan la pro-
piedad de persistencia. No obstante, a continuacién vamos a ver que el ideal
de cubierta del grafo H, introducido en este capitulo no la tiene.

Para esto, se va a usar el programa Macaulay2 (ver una introduccién a
dicho programa en la segunda parte del capitulo escrito por A. Van Tuyl
en el libro [13]). Este programa es una herramienta esencial para manejar
computacionalmente conceptos de algebra conmutativa y geometria algebrai-
ca. Utilizaremos el paquete “Edgeldeals”, que fue escrito por C. Francisco, A.
Hoefel y A. Van Tuyl. Este paquete proporciona numerosas funciones para
trabajar con ideales de cubierta y de aristas.

Consideramos el grafo Hy, con conjunto de vértices V(Hy) = {x1, ..., z12}.
Llamamos J = J(H,) a su ideal de cubierta en el anillo de polinomios R =
K[zq,...,x19] (en el programa introduciremos K = Q). Si calculamos el
conjunto de primos asociados de J? y J* y comparamos los resultados, resulta
que:

Assp(J*) = Assg(J*) \ {M},

donde M es el ideal maximal de R.

Introducimos el programa en Macaulay?2:

il : loadPackage "EdgeIdeals"

ol Edgeldeals
ol : Package

i2 : R = QQx_1..x_12]

02 R
02 : PolynomialRing

i3 : E = {{x_1,x_2},{x_2,x_3},{x_3,x_4},{x_5,x_67},
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{x_6,x_7},{x_7,x_8},{x_9,x_10},{x_10,x_11},
{x_11,x_12} ,{x_1,x_5},{x_5,x_9},{x_9,x_1},
{x_2,x_6},{x_6,x_10},{x_10,x_2},{x_3,x_7},
{x_7,x_ 11} {x_11,x_3},{x_4,x_8},{x_8,x_12%},
{x_12,x 4} {x_1,x_12},{x_9,x_4},{x_5,x_8}};

i4 : H = graph(R,E);

i5

-
I

coverIdeal H;

i6 : primosJ3 = associatedPrimes (J"3);

i7 : primosJ4 = associatedPrimes (J"4);

i8 : M = ideal gens R

08 = ideal(x_1,x_2,x_3,x_4,x_5,x_6,x_7,x_8,x_9,x_10,
x_11,x_12)

08 : Ideal of R

i9 : primosJ3menosM = select(primosJ3, P -> P!=M);

i10 : primosJ3menosM == primosJ4

010 = true

Por tanto, queda demostrado que el ideal de cubierta J(Hj4) no tiene la
propiedad de persistencia, lo que permite refutar la Conjetura 3.5. De esta
forma podemos dar una respuesta a la pregunta de C.A. Francisco, H.T. Ha y
A. Van Tuyl sobre la propiedad de persistencia para los ideales monomiales
libres de cuadrados: en general, no todos los ideales monomiales libres de
cuadrados tienen la propiedad de persistencia. Aunque, como vimos en el
Capitulo 2, el caso particular de los ideales monomiales cuadraticos libres de
cuadrados si la tienen.

Para probar que los ideales de aristas tienen la propiedad de persistencia,
pero no todos los ideales monomiales libres de cuadrados la tienen, hemos
visto que ha sido fundamental el uso de la teoria de grafos, dando asi una
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muestra clara de la conexién entre el algebra conmutativa y la teoria de
grafos. Esta conexién también estaba presente en el Capitulo 1, en el que re-
lacionamos el niimero cromatico de un grafo con el ideal de cubierta asociado
al mismo.

Cabe mencionar que, si bien en este trabajo hemos demostrado que el
grafo Hy no satisface la Conjetura 3.5, en 2015 H.T. Ha y M. Sun publicaron
un articulo ([0]) en el cual probaron que, en realidad, ninguno de los grafos
H,, tienen la propiedad de persistencia. Luego, no solo existe un grafo que
refute la Conjetura 3.5, sino que una familia infinita de grafos constituyen
contraejemplos de la misma.
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