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Resumen

En este trabajo se presenta un estudio sobre la ecuacién de Korteweg-de Vries,
una ecuacién de gran importancia tanto en el campo de la Matemética Aplicada
como en Fisica e Ingenieria. En un primer lugar lo trataremos desde una perspec-
tiva analitica, describiendo algunas de sus propiedades mas relevantes como, por
ejemplo, la existencia de soluciones con forma soliténica. Por otro lado, se tratara
también este problema desde el punto de vista numérico, utilizando un integrador
numérico adecuado para su simulacion a tiempos largos.
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Abstract

This work presents a study of the Korteweg-de Vries equation, a fundamental
equation with significant importance in Applied Mathematics, Physics, and Engi-
neering. First, we address it from an analytical point of view, describing some of
its most relevant properties as, for example, the existence of solitonic solutions.
Furthermore, this problem is also examined from a numerical standpoint, by means
of a suitable numerical integration for long time simulations.

Keywords

Korteweg-de Vries equation, Solitons, Conservation Laws, Numerical Methods
for Parcial Differential Equations, Numerical Simulation.






Indice general

1. Introduccion 11
1.1. Historia y primeras observaciones . . . . . . . .. .. ... ... ... 11
1.2. Otras ecuaciones, otras soluciones . . . . . . . . .. ... ... .... 13

2. La ecuacién de Korteweg-de Vries y alguna de sus propiedades 15
2.1. Dispersion y no linealidad . . . . . .. .. ... o000 15
2.2. Simetrias y transformaciones . . . . ... ... o0 19

2.2.1. Traslaciones . . . . . . . . . s 19
2.2.2. Cambios de escala . . . . . . . . .. 20
2.2.3. Transformacién Galileana . . . . . . . . . . . . . .. ... .. 21
2.2.4. Transformacién de Miura . . . . . . . . . . . . . ... ... .. 22
2.2.5. Transformacién de Gardner . . . . . . . . . . . ... ... .. 23
2.3. Leyes de conservaciom . . . . . . . . .. ... 25

3. Soluciones de la ecuacion de Korteweg-de Vries en forma de soliton 31
3.1. Existencia de soluciones en forma de soliton . . . . . . . . . ... .. 31
3.2. Expresion analitica de los solitones . . . . . . . ... ... ... ... 41

4. Integracién numérica de la ecuacion de Korteweg-de Vries 45
4.1. Discretizacion espacial . . . . . . . ..o 45
4.2. Discretizacién temporal . . . . . . ..o oL 53

5. Experimentos numéricos 55
5.1. Experimento con un unico solitén . . . . . . . ... ... L. HH
5.2. Interaccidén entre solitones . . . . . . . . ... 59

6. Conclusiones 65

Apéndices 66

A. Cédigo en Matlab 67

Bibliografia 69






Indice de figuras

2.1.
2.2.
2.3.

3.1.
3.2.

3.3.

3.4.

3.5.
3.6.
3.7.

0.1

2.2.

2.3.

0.4.

2.5.
2.6.

5.7.

Evolucién temporal de una solucién de la ecuacién (2.2) para f=1. . 16
Evolucién temporal de una solucién de la ecuacién (2.5) para o =1. . 18
Evolucién temporal de una solucién de la ecuacién (2.1) para o = 1
VYO =1, 19
Caso k>0 (k=1). . . . . . 36
Caso bk =0. .. . . .. 37
Caso s < 25 (k = —2) 37
aso 352 = e
—203 2
Caso k = 3502 (k = _5) ...................... 38
—2¢3 1
— <k k=—— ...
Caso 3502 <k<O0 < 2) 39
Diagrama de fases para el sistema (3.4). . . . ... ... ... .. .. 39

1
Evolucién de un solitén entre t = 0y ¢t =20 (a =3 =1, ¢c = 3

To=0). . e 43
Evolucién del error en la solucion hasta T' = 10000, para J = 1024,

N = 4000000 (rojo) y J = 8000000 (azul). . . . . ... ..... ... 57
Evolucién del error en la amplitud hasta 7' = 10000, para J = 1024,

N = 4000000 (rojo) y N = 8000000 (azul). . . . ... ... ...... 58
Evolucién del error en la fase hasta 7' = 10000, para J = 1024 y

N = 4000000 (r0jo) y N = 8000000 (azul). . . . . ..o oot .. 58
Simulacién del choque de dos solitones: ¢; =1 (A; = 3), :c(()l) = —30,
=4 (A =12), aP =—50. . ... ... 60
Desfase de los solitones tras la interaccion . . . . . . . .. ... ... 61
Interaccion “fusién-separacién” entre solitones ¢; = 1 (A; = 3), xél) =
230, o =4 (Ay=12), 2P =—50. . ... 62
Interaccién “rebote-intercambio” entre solitones ¢; = 2 (A4; = 6),

eV =230, =4 (Ay=12), 2P =45 ... 63






Indice de tablas

5.1. Errores en la solucién (e; ) para distintos valores de J y N






Capitulo 1

Introduccion

1.1. Historia y primeras observaciones

En 1834 un ingeniero naval escocés, John Scott Russell, se encontraba realizan-
do observaciones en un canal préoximo a Edimburgo con el objetivo de disenar un
nuevo barco mas eficiente. Alli observé lo que llamé onda de traslacion [20]. Esta
onda se caracterizaba por no presentar ningiin cambio aparente en su velocidad de
propagacién ni en su forma a lo largo de su evolucién, como él mismo describio:

“I was observing the motion of a boat which was rapidly drawn along a narrow
channel by a pair of horses, when the boat suddenly stopped — not so the mass of
water in the channel which it had put in motion; it accumulated round the prow of
the vessel in a state of violent agitation, then suddenly leaving it behind, rolled for-
ward with great velocity, assuming the form of a large solitary elevation, a rounded,
smooth and well-defined heap of water, which continued its course along the channel
apparently without change of form or diminution of speed. I followed it on horse-
back, and overtook it still rolling on at a rate of some eight or nine miles an hour,
preserving its original figure some thirty feet long and a foot to a foot and a half in
height. Its height gradually diminished, and after a chase of one or two miles. I lost
it in the windings of the channel. Such, in the month of August 1834, was my first
chance interview with that singular and beautiful phenomenon which I have called
the Wave of Translation.”

En 1844, Russell recred aquella situacion en su laboratorio para poder investigar
mas detenidamente las propiedades que tenia esta onda. Logré deducir empirica-
mente que la velocidad ¢ de la onda solitaria, estaba relacionada con su amplitud
maxima a, con la profundidad del canal h, y la constante gravitacional g en la forma:

& =g(h+a).

El interés en estas observaciones promovio las investigaciones tedricas de, entre
otros, el inglés Lord Rayleigh y el francés Joseph Boussinesq en la década de 1870.
Pero no fue hasta 1895 que los neerlandeses Diedrick Korteweg y su estudiante
de doctorado, Gustav de Vries [14] establecieron una expresién matemadtica que mo-
delaba el comportamiento de esta onda solitaria. La ecuacion en derivadas parciales

11
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que propusieron, que actualmente lleva su nombre y que denotaremos por abreviar
como ecuacion KdV, fue:

oy 3 [go (1, 2 1 0%
299 [y 2oy 2g2l 1.1
ot 2\/;695 (2" T332 ) (11)

donde 7 es la elevacién de la superficie por encima del nivel de equilibrio [ del agua; g

representa la constante de gravitacion, € es una constante arbitraria relacionada con
3

la velocidad del movimiento uniforme del liquido y ¢ = — — — siendo 7' la tension

superficial y p la densidad. Sin embargo, debemos destacar que esta ecuacién ya
aparecia de manera paralela en algunos trabajos de Boussinesq y de Rayleigh.

En 1965, gracias al desarrollo de la informética, los estadounidenses Norman
Zabusky y Martin Kruskal experimentaron con estas ondas mediante simulacion
computacional, y se percataron de que tras colisionar entre ellas tan sélo presen-
taban un pequeno desfase manteniendo su forma y su velocidad previa al choque
(comportamiento ya observado por Russell en sus experimentos de laboratorio). Se
comprobd que esto no sélo ocurria cuando colisionaban dos ondas solitarias sino una
onda solitaria con otro perfil. Este comportamiento, tipico de las particulas, motivé
a Zabusky y Kruskal [21] a llamar solitones a estas soluciones, siendo esta palabra
similar a proton, neutrén y electron, con lo que querian destacar el comportamiento
elastico de estas ondas.

Esta ecuacién tiene muchas otras aplicaciones fisicas a sélidos, liquidos, gases y
plasmas. Por ejemplo [16], en ondas magnetohidrodindmicas en un plasma frio, en
ondas longitudinales que se propagan en una red unidimensional de masas iguales
acopladas por resortes no lineales (el problema de Fermi, Pasta y Ullam), en el flujo
rotatorio en un tubo, en ondas longitudinales dispersivas en barras eldsticas, etc.
Para maés aplicaciones véase [12].

El término lineal de primer orden que aparece en la ecuacién en derivadas par-

ciales (1.1) desaparece si se introduce una nueva variable X = x + e\/%t, y la nueva

funcién £(X,t) =7 (X — e\/%t, t) , pues entonces la ecuacion que satisface la fun-

&= ;\/g (ffX + %USXXX) :

Asi pues, la expresion mas general de la ecuacion KdV que se considera en esta
memoria sera:

cion € es

Uy + quty + Plges = 0, (1.2)

para ciertas constantes a y [ que dependen del fenémeno fisico que se describe.
Por ejemplo, los valores mas habituales que se utilizan en la literatura son g = 1
y o = +1,4+6. Para la formacién de soluciones de tipo onda solitaria debe haber
entonces un equilibrio entre la dispersion (término Su,,.) y la no linealidad (término
auly).

Por otra parte, se considerard como expresion candnica de la ecuacion KdV, la
que se obtiene al eliminar las constantes a y  haciendo que valgan ambas 1, es
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decir,
Uy + Uy + Uy = 0. (1.3)
A esta expresion se llega desde la expresién general notando que si u es solucién de

\;%u (f/Bx, t), es solucion de (1.3).

(1.2), entonces la funcién v(x,t) =

1.2. Otras ecuaciones, otras soluciones

Como alternativa a la ecuacién KdV, T.B. Benjamin, V.L. Bona y J.J. Mahony
[2] estudiaron la ecuacién de onda larga regularizada (ecuacién RLW). Esta ecuacién,
que fue introducida anteriormente por D.H. Peregrine, podemos expresarla como

Up + Uy + UUy — Ugyy = 0,

y describe el movimiento de ondas con el mismo orden de aproximacion a la ecuacién
KdV y puede ser preferible a esta en ciertos aspectos (por ejemplo, resulta ser un
modelo més adecuado para ondas con gran longitud de onda y pequena amplitud).
Esta se obtiene al sustituir el término u,,, de la ecuacién KdV por u, — ugz,y (lo
que no afectarfa al orden de aproximacién del fendmeno). Sin embargo, esta ecua-
cién proporciona un sistema que, a diferencia de lo que ocurre con la ecuacion KdV
(como veremos en la Seccién 2.3), sélo posee un numero finito de cantidades con-
servadas y aunque posee soluciones en forma de onda solitaria, estas no interactuan
elasticamente.

La ecuacién KdV ha sido generalizada incorporando al término no lineal dife-
rentes potencias de la solucién. La ecuacion KdV generalizada (gKdV) es a menudo
expresada como

uy + unuz + Uggy = 07

con n > 0. El caso n = 1 corresponde a la ecuacion KdV original y n = 2 es la lla-
mada ecuacién KdV modificada (mKdV). Cabe destacar que R.M. Miura introdujo
una transformacién que permite relacionar las soluciones de estas dos ecuaciones
(como veremos en la Subseccién 2.2.4). Es importante senalar que tanto la ecuacién
KdV como la ecuacion mKdV poseen un ntimero infinito de leyes de conservacion,
hecho que no es cierto para n > 3.

Existe otro tipo de soluciones de estos modelos que también son relevantes. Asi,
para la ecuaciéon KdV, ademas de los solitones, podemos distinguir las soluciones
llamadas cnoidales, ondas viajeras periddicas descritas explicitamente por funciones
elipticas de Jacobi [11].

Con el fin de entender mejor el papel de la dispersién no lineal en la formacién
de estructuras, P. Rosenau y J.M. Hyman [19], introdujeron una nueva familia de
ecuaciones del tipo a la de KdV:

up + (um)x + (un>zx:r = 0, m,n > ].,

que denotaron como K (m,n). Como se verd en la Seccién 2.1, para la ecuacién
KdV (que puede considerarse de esta familia si m = 2 y n = 1), los solitones
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aparecen gracias al equilibrio entre la dispersién y la no linealidad. Sin embargo,
cuando la dispersion es puramente no lineal, nuevas caracteristicas pueden aparecer.
Por ejemplo, para la ecuacién K (2,2), es importante la existencia de soluciones en
forma de onda solitaria con soporte compacto: los llamados compactones.

Por ltimo, cabe senalar que nuevas ecuaciones con soluciones en forma de on-
da viajera con caracteristicas singulares se estan proponiendo y analizando. Por
ejemplo, los picones, soluciones en forma de onda solitaria que presentan una dis-
continuidad en la primera derivada en su pico, y que fueron encontradas por R.
Camassa y D.D. Holm [4] para la ecuacién que lleva su nombre.

Elegida la ecuacién KdV como modelo base para el estudio, en el Capitulo 2 se
presentaran algunas de sus propiedades méas interesantes como es la existencia de
los solitones. También se destacaran la presencia de algunas simetrias elementales y
de infinitas cantidades conservadas a lo largo de sus soluciones. En el Capitulo 3 se
realizara un estudio que valida la existencia de soluciones solitonicas y se obtendra
la expresion analitica de las mismas. En el Capitulo 4 se introducird un método
numérico adecuado para aproximar las soluciones del problema en simulaciones a
tiempos largos. Consistirda en discretizar la variable espacial mediante un método
pseudoespectral y, el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias para los coefi-
cientes de Fourier resultante sera resuelto numéricamente usando la regla del punto
medio implicita. La importancia de este método numérico reside en su propiedad
de preservar cantidades conservadas del problema, lo que implicara un buen com-
portamiento de la aproximacion numérica para simular las soluciones solitonicas en
integraciones a tiempos largos. El Capitulo 5 estda dedicado a la experimentacion
numérica llevada a cabo con el integrador propuesto: en primer lugar se simulara
la evoluciéon de un tnico soliton y, a continuacién, el fenémeno de interaccién entre
dos solitones de diferente velocidad. Se finalizarda con un capitulo dedicado a las
conclusiones.



Capitulo 2

La ecuacion de Korteweg-de Vries
y alguna de sus propiedades

2.1. Dispersion y no linealidad
La estructura especifica que posee la ecuacion KdV
Uy + autly + Bgr, =0, (2.1)

es la responsable de la existencia de solitones, a partir de un equilibrio entre los
términos lineal u,,, y no lineal uu,. Pondremos de manifiesto la influencia de cada
uno de ellos y su interpretacion fisica.

Nos planteamos primero el efecto del término lineal, para ello, tomamos en (2.1)
a =0, g # 0, resultando

Uy + Blyer = 0. (2.2)

Un problema interesante al estudiar ecuaciones de evoluciéon es comprobar si
existen soluciones en forma de onda plana, es decir, soluciones de la forma:

u(x,t) = Ae'heted, (2.3)

donde la constante A representa la amplitud de onda, k se conoce como el niimero
de onda, y w es la frecuencia. En general, al sustituir esta expresion en la ecuacién en

derivadas parciales se obtiene un vinculo de la forma w = w(k), llamado relacidn de

. . . -y ‘ wlk)
dispersion. Como consecuencia, la solucién u(z,t) = Ae' (a+=5)

w(k)

que viaja a velocidad ¢ = ——=, denominada velocidad de fase de la onda.

es una onda plana

Para la ecuacién KdV, si sustituimos (2.3) en (2.2) obtenemos
wp + 5u:mx _ Aei(km-ﬁ-wt)(iw) + 6A€i(lm+wt) (Zk‘)g _ Aei(kx-&-wt)i(w . /Bkg) —0.

Como conclusién la ecuacién (2.2) admite soluciones en forma de onda plana si, y
s6lo si, w — k> = 0, relacién entre la frecuencia y el nimero de onda. Asi pues,
tenemos la relacién de dispersién w = w(k) = Bk*, con lo que la velocidad de fase
de onda es ¢ = k%

15
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Noétese entonces que soluciones (2.3) con diferentes niimero de onda k se propagan
a velocidades diferentes: esta es la caracteristica propia de la dispersion.

Cuando esto sucede, un perfil representado por una superposicion de estas solu-
ciones con diferente ntimero de onda, evolucionara cambiando su forma con el tiem-
po, por la existencia de diferentes velocidades: para cada onda u(z,t) = Ae**e® kst,
los términos que dependen del tiempo incorporan oscilaciones que son mayores cuan-
to mayor es el numero de onda k.

En la Figura 2.1, se presenta, para 3 = 1, la solucién de (2.2), en el intante inicial
t =0, y su evolucién en ¢ = 1.7 cuando se parte inicialmente del perfil soliténico

2 x
ug(x) =sech” [ —= ] . 2.4
() = st (22 2.

La solucion se ha obtenido mediante integracion numérica, utilizando el método
pseudoespectral que hemos disenado y que aparece en el Apéndice A. Puede apreciar-
se como el perfil inicial se descompone con el tiempo en sus diferentes componentes,
que viajan a velocidades distintas.

t=0 t=1.7

u(x,t)

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Figura 2.1: Evolucién temporal de una solucién de la ecuacién (2.2) para g = 1.

Consideramos ahora el efecto de la no linealidad en la ecuacién KdV. De nue-
vo, partimos de (2.1), pero en este caso eliminamos el término dispersivo (S = 0)
apareciendo la ecuacion:

up + auu, =0, (2.5)

que es una ecuacién en derivadas parciales cuasilineal de primer orden (conocida
como ecuacién de Burgers sin viscosidad). Para resolverla, vamos a utilizar el método
de las curvas caracteristicas. El objetivo es estudiar el problema de valor inicial:

U + aut, = 0,
u(z,0) = uo(z),

donde ug(x) es una funcién arbitraria, suficientemente regular, que describe la con-
dicion inicial.
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El método de las curvas caracteristicas consiste en reducir la ecuacién en deriva-
das parciales a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias a lo largo de unas
curvas especiales, conocidas como caracteristicas. Estas curvas satisfacen que

dx

- = o, (2.6)

y a lo largo de estas curvas x = x(t), u verifica

d _8udm @

au(x(t),t) = + o = Ut + auu, = 0.

Esto implica que la solucién u(z,t) es constante a lo largo de las rectas carac-
teristicas, es decir, tendra siempre el mismo valor que en la posicién inicial. Deno-
tando por xg = z(0), el punto del que parte la curva caracteristica z(t) que vamos a
considerar, se tiene que u(x(t),t) = u(zg,0) = ug(x). Asi, si una curva caracteristi-
ca parte de la posicién inicial xg, la funcién u conserva el valor ug(xg) en toda la
trayectoria de dicha curva.

Para obtener una expresién de las curvas caracteristicas, resolvemos (2.6) obte-
niendo

z(t) = au(x(t),t)t +C, CeR.

Como z(0) = xg, entonces C' = xg, y
x(t) = au(z(t), )t + xo = aug(xo)t + . (2.7)

Con esta tltima expresién observamos que las curvas caracteristicas son rectas,
no paralelas, (excepto si ug es constante), ya que su pendiente depende de la posicién
inicial zy. Esto hace que algunas de las caracteristicas puedan llegar a cortarse, por
lo que en dicho punto de interseccién, la funcién u toma dos valores distintos en
un mismo punto y, a partir de ese instante, la solucién no estaria bien definida. Asi
pues, la pendiente wu,(x,t) en la direcciéon de z tiende a ser infinito a medida que
t se aproxima al tiempo correspondiente a la interseccién de las rectas (fénomeno
conocido como catdstrofe del gradiente [13]). Se denomina tiempo de ruptura t*,
al primer instante en el que ocurre una catastrofe del gradiente en una solucion
de una ley de conservacién. Para encontrar dicho tiempo, calcularemos u,(z,t) y
encontraremos el primer instante para el cual u, tiende a ser infinito.

En el punto (z,t) sabemos que u(x,t) = ug(zg) donde o = x¢(x,t) determina el
punto de partida (zg,0) de la caracteristica que pasa por el punto (x,t), es decir
u(z,t) = up(zo(z,t)).

Por la regla de la cadena

uz(x,t) = ug(xo(x,t))%xo(x,t). (2.8)

Ahora bien, el valor g que determina el punto de salida de la caracteristica que
pasa por (x,t) estd definido implicitamente por

z(t) = aug(xo(z,t))t + xo(x,t). (2.9)
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Asi pues, la derivada de xy con respecto a x que aparece en (2.8) puede ser
encontrada derivando implicitamente en (2.9) respecto a x

1 = aug(zo(x, t))é%xo(x, t)t + %xo(x, t).
Despejando, tenemos que
1
1+ atuy(zo(z,t))

—xo(x,t) =

ox

Sustituyendo en (2.8), concluimos

up(@o(z, 1))
Uz (z,t) = 14 atuf(xo(z,t))

El problema de determinar cuando wu,(z,t) tiende hacia infinito, se reduce a
determinar cuando el denominador de la expresion anterior se acerca a cero.

Calculando el instante de tiempo t*(z() > 0 para el que dicho denominador es
nulo obtenemos que

t(z0) = Bt
O (zo)”

Por lo tanto, el tiempo de ruptura se obtiene como el menor valor positivo de los
tiempos anteriores, es decir,

—1
auf(xg)

Hasta el tiempo de ruptura t*, podemos escribir la solucion del problema de valor
inicial:

t* = ming,er{t"(xo) : t*(x0) > 0} = ming,er{ s aug(xg) < 0}

u(z(t),t) = ug (x(t) — aug(xo)t) .

La Figura 2.2 presenta, para o« = 1, la solucién de (2.5) en el instante t = 0, y su
evolucion hasta el instante t = 1.7. El valor de la solucién en un punto x es el mismo
que el valor del dato inicial en el punto xy que comparte con él recta caracteristica.
Se puede observar la inclinacién que sufre el perfil inicial dado por (2.4).

t=0 t=170

1 1

09 r 09 r

\_

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15

Figura 2.2: Evolucién temporal de una solucién de la ecuacién (2.5) para oo = 1.

20
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Figura 2.3: Evolucién temporal de una solucién de la ecuacién (2.1) paraa =1y g = 1.
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En el caso de la ecuacién KdV, estos dos efectos estan en equilibrio, lo que
permite que sus soluciones sean ondas que se desplazan a una velocidad constante
y sin deformarse. Esta es una de las principales propiedades de los solitones.

La Figura 2.3 muestra, para o = § = 1, la solucién de (2.1) en el instante ¢t = 0,
en el que vale como ug en (2.4), y en t = 1.7. Debe notarse que, para construir el
dato inicial (2.4), hemos utilizado la expresién del solitén que obtendremos en la
Seccion 3.2.

t=0

20 -20

2.2. Simetrias y transformaciones

En esta seccién se presentan una serie de transformaciones bajo las cuales la
ecuacion KdV permanece invariante. Esta propiedad es de gran importancia ya que
permite generar nuevas soluciones a partir de soluciones ya conocidas. Por otra parte,
las simetrias que aparecen en el sistema son importantes porque permiten establecer,
gracias al Teorema de Noether [18], la existencia de leyes de conservacién asociadas.

De nuevo, usaremos la expresion general de la ecuacion KdV

Uy + autly + By =0, (2.10)

para ciertas constantes «, § arbitrarias.

2.2.1. Traslaciones

Algunas de las transformaciones mas sencillas, que dejan invariante la ecuacién
(2.10), son las traslaciones en las variables independientes.

Empezamos con el efecto de trasladar la variable espacial x, una cantidad fija
o € R.

Proposicién 2.1. Si u(z,t) es solucion de la ecuacion (2.10) entonces, para todo
zo € R, la funcion U(x,t) = u(x — o, t) también es solucion de la misma ecuacion
KdV.
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Demostracion. Trivialmente, usando la regla de la cadena, se tiene que U; = wuy,
Up = Uy Y Upzze = Ugze. Asi pues, sustituyendo en (2.10) obtenemos que

U + aut, + ﬁuzxx = Ut + aUUw + /BUCC$J? =0.
]

Anélogamente, se puede obtener una nueva solucion de la ecuacion KdV, si se
realiza una traslaciéon de la variable temporal en una solucién dada, es decir,

Proposicién 2.2. Si u(z,t) es solucion de la ecuacion (2.10) entonces, para todo
to € R, la funcion U(z,t) = u(z,t — to) también es solucion de la misma ecuacion

KdV.

La demostracién es completamente similar a la presentada para la traslacion en
la variable espacial.

2.2.2. Cambios de escala

Se plantea a continuacién, el cambio que supone el escalado de las variables en
la ecuacion KdV.

Comencemos con el escalado de las variables independientes, es decir, dada una
solucién u de (2.10), consideremos la nueva funcién U(x,t) = u(Ax, Bt), siendo A y
B constantes reales arbitrarias no nulas. La regla de la cadena permite relacionar las
derivadas parciales de esta nueva funcién en términos de las derivadas parciales de
la solucién original. Asi, se puede concluir que Uy = Buy, U, = Aug, Uppy = AUypy.
Sustituyendo en la ecuacién (2.10) se obtiene

1 Q 15}
up + auu, + fu B t+A +A3
y que multiplicandola por B se reescribe
aB 6B
U, + TUUm + EUM = 0.

Es decir, U es la solucion de una nueva ecuacion KdV: U; + aUU, + BU, . = 0,
pero con unos valores de los parametros que dependen de los parametros originales

aB 6B

y de los factores de escala: a = Y b= VR Como consecuencia, se obtiene el

siguiente resultado:

Proposicién 2.3. Si u(z,t) es solucion de la ecuacion (3.1) entonces la funcion
U(x,t) = u(—x,—t), también es solucion de la misma ecuacion KdV.

Demostracion. Para que la nueva ecuacion KdV que se obtiene tras el escalado de las

B
variables independientes coincida con la original, debe ocurrir que — =1y yER 1,

A

es decir, B= Ay A? = 1. El caso A = 1 no produce ningtin escalado en las variables
y el caso A = —1 proporciona el resultado. O
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Nos planteamos ahora, un escalado también en la variable dependiente. Es decir,
consideremos una solucién u de la ecuacién (2.10) y definamos U(x,t) = Cu(Az, Bt),
con A, B, C constantes cualesquiera no nulas. En este caso, gracias a la regla de la
cadena, obtenemos

Ut - CBut7 Uz - CAuam szac = CAgux:mra

y, sustituyendo en (2.10), llegamos a

1 a 6]
Multiplicando por BC| escribimos
aB 6B

que es de nuevo una ecuacién del tipo KdV con unos nuevos pardametros. Ahora
podemos demostrar el siguiente resultado:

Proposicién 2.4. Siu es solucion de la ecuacion (2.10) entonces, para todo A # 0,
la funcion U(x,t) = Nu(Ax, \3t) también es solucidn de la misma ecuacién KdV.

Demostracion. Como hemos visto anteriormente, la funcién U(z,t) = Cu(Ax, Bt)
es solucién de la ecuacién

U, + aUU, + BUsss = 0,

~ B -~ B
con o = jl_C y (= i_3 Asi pues, para que sea solucién de (2.10), debe ocurrir que
By =1
AC - T T

Nos encontramos tres parametros pero solo dos ecuaciones. Si elegimos A como
un parametro libre: es decir, A = X\ arbitrario no nulo, obtenemos como solucion del
sistema

A=)\ B=)\, =)\
0

Conseguimos asi una familia uniparamétrica de transformaciones llamada Grupo
de simetrias de soluciones por cambio de escala, que mantiene la ecuacién pero
modifica la expresién de la solucién. Nétese que tomando A = —1, se obtiene el
resultado planteado en la Proposicion 2.3.

2.2.3. Transformacion Galileana

Abordamos ahora una simetria con una interpretacién importante, la transfor-
macion Galileana. La transformacién elegida consiste en considerar un marco de
referencia movil que se desplaza a una velocidad constante ¢, respecto de un marco
inicial fijo.
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Asi pues, si u es solucién de (2.10) consideramos la funcién U(x,t) = u(x —ct, t).
Seguimos el mismo procedimiento que antes, aplicamos la regla de la cadena para
poder obtener la expresién de la ecuacién que satisface la nueva funcién

Ua: = Uy, Ua::!:x = Uggz, Ut = —ClUg + Uy,
es decir,
Uy = Ux, Ugge = U:m:x; Uy = CUm + Ut-

Sustituyendo en la ecuacién (2.10) obtenemos:
U + Uty + Blge, = Uy + cUy + a@UU, + BUpze = 0.

Observamos que la ecuacion resultante no tiene la misma estructura que la ecua-
cion inicial, ya que incorpora un término adicional lineal de primer orden, pero los
términos no lineales y dispersivos aparecen multiplicados por los mismos parametros
a 'y [ de la ecuacién original (2.10). Podemos eliminar el término de primer orden
mediante una traslacion de la funcion.

Proposicién 2.5. Siu(z,t) es solucion de la ecuacion (2.10) entonces, para todo
c

c € R, la funcion U(x,t) = u(z — ct, t) + — es también solucion de la misma ecua-
o'

cion KdV.

Demostracion. Como antes, u, = Uy, Upzr = Upew, uy = Uy + cU,. Por lo tanto,
c
«
O

Esta familia de transformaciones recibe el nombre de Grupo de simetrias Gali-
leanas.

2.2.4. Transformacion de Miura

Hasta ahora se han establecido algunas transformaciones que mantienen inva-
riante la expresion de la ecuacion KdV. Sin embargo, existen otro tipo de transfor-
maciones que la conectan con otras ecuaciones diferentes, pero que comparten con
ella ciertas propiedades.

La transformacién de Miura relaciona las soluciones de la ecuacion KdV (2.10)
con las de la ecuacion mKdV:

v + &v*u, + Buggs = 0. (2.11)

Originalmente [15], y en trabajos posteriores, esta transformacién fue introducida
para unos valores concretos de o y 3 en la ecuacion KdV. Aqui hemos generalizado
la transformacion para valores cualesquiera de estos parametros.

2

Proposicién 2.6. Si v es solucién de la ecuacion mKdV (2.11) con o = _((;_ﬁ’
entonces la funcion
U= v, — M\, (2.12)

—

Tk lo es de la ecuacion KAV (2.10).

con \ =
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Demostracion. Calculamos las derivadas parciales de la funcion u (2.12) en términos
de las de v:

U = Vg + 2 00 = (% + 2)\v> Uy,

Up = Uy + 2 \00,,
Ugy = Ugpe + 2)\11% + 2 v,

0
Ugzr = Vrgazz T 6>\v:pvzm + 2)\vacmz = (a + 2)\0) Vpza + 6)\1)1’03533,
x

Ul, = (Uw + )\02) (Vg + 20M00;) = VaUae + 20007 + A0, + 20%0%0,

= UpUpe + %(Av%x) + 2223, = (% + 2)\v) ()\1121)95) + VU

Sustituyendo estas nuevas expresiones en la ecuacion KdV obtenemos :

0
Uy + QUly + Plyyy = (% + 2)\0) (vt + v, + ﬁuxm) + (a0 + 6AB) VU

Tomando A = g—g conseguimos

a 2
U + QuUl, + ﬁux:ca: = (% - %U) (Ut - g_ﬁv2vx + ﬁuxx:v) =0,

—Q
@.

Noétese que en la literatura [8, 16] se suele trabajar con las ecuaciones:

por ser v solucién de (2.11) con o/ =

Uy — 6UUy + Uppy = 07

vy — 6020, + Vypy = 0.
En este caso, la transformacién de Miura que relaciona sus soluciones es

u:vx—kvg.

2.2.5. Transformacion de Gardner

Al igual que la transformacién de Miura, la transformacién de Gardner permite
obtener soluciones de la ecuacién KdV a partir de las de otra ecuacion distinta, en
este caso, la llamada ecuacién de Gardner

wy + aww, + o'ww, + Py, = 0, (2.13)

que es una combinacion de las ecuaciones KAV y mKdV.

La transformacion que se introduce sera esencial para demostrar que la ecuacién
KdV tiene infinitas cantidades conservadas.

De nuevo, hemos generalizado la transformacién original de Gardner [9], para
que sirva para valores cualesquiera de los parametros en la ecuacién (2.13).
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Proposicién 2.7. Si w es solucion de la ecuacion de Gardner (2.13), entonces la
funcion
u=w+ M\, + pw?, (2.14)

—60a’

con A = 5
«a

/
Yy Q= % lo es de la ecuacion KdV (2.10).
a

Demostracion. Calculamos las derivadas parciales de la funcién w en (2.14) en térmi-
nos de los de w.

0
Uy = W+ Ay + 2pww, = (1 + )\a— + 2uw) Wy,
x

Uy = Wi+ AMUzp + 2pWW,,

0
_ <1 A= + 2Mw) Wegz + B Wg,
ox

ut, = (w4 Awy + pw?) (wy + Mg, + 2uww,)
= wWw; + MWWy, + 2,uw2wx + )\wi
F 2w w,, + 2)\,uwwf7 + pww, + A e, + 21t wiw,
0 0
= ww, + )\%(wwm) + )\g(ﬂwaZC) + 2uww,

N W Way + pww, + 20 wiw,

0
— (1 + )\% + Quw) (wwy + pwwy) + AW, Way.

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion KdV

ox
+(aA? + 68 1)Wetyy.

0
U + Uy + Blge, = <1 + A=+ QMw) (w; + cww, + apw*w, + By

—66a’ o .
5— Y [ = — conseguimos
a a

Tomando \ =

Ut + Qul, + ﬁuzxac =

—68a’ 0 2a’
B (1 + #_ + iﬂ)) <wt + oww, + 04/71)21% + 6wmm) =0,
a? Oz «

por ser w es solucién de (2.14) con \ =
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2.3. Leyes de conservacion

De nuevo, usaremos la expresion general
Uy + autly + Bgz, = 0. (2.15)

Una ley de conservacion en una variable x es una ecuacion en derivadas parciales
de la forma:

ar 0X

ot o
donde T'y X se denominan densidad y flujo, respectivamente, y que pueden depender
de las variables independientes x y ¢, de la variable dependiente u y de las derivadas
parciales de ella con respecto a x. Si tanto T' como X son funciones integrables en
todo R, y por tanto, X tiende hacia cero cuando |x| — oo, entonces integrando
(2.16) llegamos a que la ley de conservacién implica que la cantidad descrita por:

=0, (2.16)

Qt) = / " Tde

—0o0

se conserva en el tiempo a lo largo de sus soluciones, es decir, Q(t) es constante,

pues
M:/ a_dxz_/ OX ge = — x|, =0,
dt . Ot

La ecuaciéon KdV podemos expresarla en la forma conservativa (2.16) utilizando
diferentes pares densidad/flujo, suponiendo que estamos interesados en soluciones
u que decaen, tanto ellas como un nimero de sus derivadas respecto a x, hacia 0
cuando |z| — co. Obtenemos asi las siguientes cantidades conservadas.

—0o0

Proposicién 2.8. (Conservacion de la masa). La masa definida como
o0

M(t) = / u(zx,t)dz, es una cantidad conservada de la ecuacion KdV (2.15).

Demostracion. Notemos que
0 0 « .2
ot AR ox (2

por lo tanto, la ecuacién KdV se puede escribir en la forma conservativa (2.16)

Up + U, + 5”301:6 = + ﬂuxz)

paraly =uy X; = §u ~+ Pug,. Concluimos entonces que la masa es una cantidad

conservada pues X tiende a 0 cuando |z| — oo.
[

Proposicién 2.9. (Conservacion del momento) El momento definido como

P(t) = / w?(x,t)dx, es una cantidad conservada de la ecuacién KdV (2.15).
Demostracion. Para probar que P(t) es una cantidad conservada, seguiremos un
procedimiento analogo al del resultado anterior, pero ahora identificando la densidad
como T, = u2. Por lo tanto

0 0

= —(u?) = 2uuy,

ETZ ot
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y usando la hipétesis de que u es solucién de la ecuacion (2.15), tenemos que
uty = u(—autly — Blpee) = —0u* Uy — Bullyey. (2.17)

Cada sumando del lado derecho de la expresion anterior se puede escribir como
una derivada espacial pues

0 (1
2, _ L3
Wl = 8x(3u>’

0 ( ) 0 1,
Uppy = — (UWlypy) — Upllyy = — | Ullge — =u> | .
ox ox 2°°

Asi pues, sustituyendo en (2.17)

B 0o (1, 0 1,
Uy = —a% (gu ) — 6% (uum — 5”2) )

Como conclusién, la ecuacion KdV es equivalente a

0, 0 (2« 2\
8t(u )+ pe < 3 U + 2Butiy, — 5%) =0,

2
y notemos que Xy = ?au?’ + 2Bty — Bu? — 0 cuando |z| — oo.
[

Proposicién 2.10. (Conservacion de la energia) La energia definida como
E(t) = /Oo (u3(x,t) _3¥ u(z, t)) dx, es una cantidad conservada de la ecuacion
KdV (2.15).
Demostracion. Procederemos como en los casos anteriores, consideramos la densidad
Ty =u® — %ui Derivando respecto a t, entonces
%Tg, gt ( - %u ) = 3ulu; — %uxuxt = (3u2 — %uxg) Ug.
Teniendo en cuenta que u es solucién de la ecuacién (2.15), podemos escribir

66 9\ 63 0

6 2
= —3au’u, — 3Buttyes + 68u° 4 68U UL, + iu:,;umm (2.18)
e

Nos interesa ahora expresar el segundo miembro como una derivada espacial.
Para ello, notemos que

2 (1
3,  _ L4
uux—ax<4u),

o (1 ,\ 1,
Ulglyy = — | —uu’ | — =u>,
or \2 ° 2°F

0 0

2 2 2 2 3

UWlppy = 7 (u um) — 2UUp Uy = b (u Ugpy — uux) + uy,
9 0 1,
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Sustituyendo cada una de estas desigualdades en (2.18), obtenemos

6 3 B 0 1 2 3 3

9 (1 632 0 1,
+6B8_x <2 ) - 36 + P (umumz — §um> )

Como conclusién, la ecuacion KdV es equivalente a

0 3 3 66° 3p°
o 0x o a

ot 4
3a 6 2 ﬁQ
y notemos que X3 = Zu + 38uuy, — Gﬁuu — Uy Upgy + —u », — 0 cuando
o «
|z| — oo. O

Cabe destacar que en el caso de soluciones periddicas en = de la ecuacion KdV,

las integrales definidas en todo R no son apropiadas. En tal situacién, las canti-
L

dades conservadas se obtienen integrando sobre un periodo L, es decir, / Tdzx,

obteniéndose las mismas cantidades conservadas que antes gracias a la periodoicidad.
Una vez estas tres tipicas leyes de conservacion fueron demostradas, R.M. Miura,
C.S. Gardner y M.D. Kruskal [17] lograron encontrar otras ocho més no triviales.
Esto les llevo a conjeturar la posible existencia de infinitas leyes de conservacion.
Para demostrar este resultado, la transformacién de Gardner previamente pre-
sentada en la Seccion 2.2.5 juega un papel fundamental. En particular, vamos a

utilizar la transformacion en el caso particular en que la ecuacion de Gardner (2.13)
2

tiene el valor de o = —a—52, es decir,
65
wy + a(w — %&?QwQ)wz + Bwape = 0, (2.19)

donde ¢ es un pardmetro real tan pequeno como se quiera (de nuevo hemos genera-
lizado el resultado para que sea valido para valores cualesquiera de los parametros
a'y [ en la ecuacién KdV).

Aplicamos la Proposicién 2.7 donde para el valor de o/ elegido, tomamos A = &

y = 6/86 Asi pues (2.14) se convierte en

U=w+ecw, — %52102 (2.20)
Por lo tanto, si w es solucién de (2.19) entonces la funcién u lo es de la KdV (2.15).
Noétese que en el caso € = 0 en (2.19) se recae en la ecuacion KdV (realmente
(2.20) no ofrece un cambio de variable pues u = w).
Un hecho interesante es que la ecuacion (2.19) se puede expresar como una ley
de conservacion:

9] o (a 5 a?? | _
a(w)+%(§w — 185w + fw,, | =0,



Capitulo 2: La ecuacion de Korteweg-de Vries y alguna de sus propiedades 28

. . || —o00 ..
y como consecuencia, suponiendo que w, w,, — 0, entonces tenemos la siguiente

cantidad conservada:
o0
/ wdzr = C, (2.21)
—0o0
con C constante.
Para obtener un numero infinito de leyes de conservacién de la ecuacién KdV
aprovecharemos el papel del pardmetro arbitrario . Puesto que por (2.20), w — u

cuando £ — 0, vamos a expresar la solucién w de (2.19), como una serie de potencias
de €, es decir,

w(x,te) = Za”wn(x,t), cuando € — 0, (2.22)
n=0

(este desarrollo es formal, no es necesario que sea convergente para ningin valor de
£).
Tratando la constante en (2.21) de forma similar, como una serie de potencias

en g, y sustituyendo w como su desarrollo asintético (2.22), concluimos que, para
[e.e]

cadan =0,1,..., la cantidad / wydx es constante.
—o0
Finalmente se utiliza la transformacién de Gardner (2.20), para encontrar los
diferentes términos w,, del desarrollo (2.22) en términos de u y sus derivadas respecto
de z. El procedimiento sigue un proceso recursivo.

De (2.20) podemos escribir

& 2,2

W=U—EWy + erw”,
66

que en términos de los desarrollos de sus términos escribiriamos

o0 o0 o0 2
ZO e"w, = u-—c¢ Z e"(wp)z + %—;2 (Z E”wn)

(o] o o0 n
Z 1 Z 2 Z
= u-— g™t (wn)x + @ gt WrWn—k | -
n=0 n=0 k=0
Igualando todos los coeficientes de €™, n = 0,1,... de ambos desarrollos, llegamos
a que
Términos en €° : Wy = U,
Términos en €' :  wy; = —(wp).,
n—2
P n Q@
Términos en €™, n > 2: Wy = —(Wp_1)z + — E WEWy—2 k. (2.23)
65
k=0
Es decir, wy = u, wy = —u,, y para n > 2 se puede escribir w,, a partir de sus

valores anteriores ya en términos de u y de sus derivadas respecto a x.
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Asi, por ejemplo, tenemos los siguientes términos

wy = —(w1)y+ %wé = Ugy + %uQ,
« 2a 2a
wy = —(wa2), + @(Qwowl) = —Usgs — @uuz ~ gt
20 0 .2
wi = —(ws)e + — (2wows + w?)
60
= +2a2+2—auu +2—auu —i—ﬁu?’—i—iiﬁ
Sa 4« a?

y asi sucesivamente.

En particular, las integrales de wg, ws y w4 producen las tres cantidades conser-
vadas generadas anteriormente en las Proposiciones 2.8, 2.9 y 2.10 (masa, momento
y energia respectivamente), pues:

/00 wodr = /OO udx = M(t),
/_ngdm = /:: (um—i— %UQ) dr = u, B
/: wydr = /: (uwxxm + Z—ZUi + %uum + %;ug’) dx

= /Z (umm + % <%uux) — %ui + %;2113> dz

= (ot %uux S 1;‘;2 / Z (us _ %w) do = 12‘;2E(t).
Por otra parte, como se ha visto, tanto w; como ws se pueden escribir como

derivadas con respecto a x, por lo tanto su integral no produce leyes de conservacion
significativas

/ wrdx :/ —uxdx:—u‘oo =0,
[e.e] o a 0o

dr = — — 2 = 0.
[t = [ =g (e ) == (st ) [ =0

o0
Puede demostrarse (ver [8] para més detalles) que si n es par entonces / wpdx

—00

produce una constante de movimiento no trivial, mientras que si n es impar w,
se puede escribir como la derivada de una expresion respecto de x y, por lo tanto,

/ wpdr = 0.







Capitulo 3

Soluciones de la ecuacion de
Korteweg-de Vries en forma de
soliton

Una de las propiedades mas destacadas de la ecuacién KdV es la existencia de
soluciones soliténicas. Mostraremos su existencia analizando el mapa de fases aso-
ciado al sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden equivalente
a la ecuacién diferencial ordinaria que caracteriza la existencia de ondas solitarias.

Para la obtencion de su expresion explicita pueden encontrarse numerosas técni-
cas, aqui optamos por la resolucion de la ecuacién diferencial ordinaria anterior
utilizando técnicas elementales de integracion.

3.1. Existencia de soluciones en forma de soliton

Demostraremos la existencia de soluciones soliténicas para la ecuacién de KdV
en su forma genérica:

Uy + oty + Bz, = 0. (3.1)

Para ello, en primer lugar, planteamos la posibilidad de soluciones en forma de onda
viajera, es decir, supongamos que

u(z,t) = f(x — ct)

es solucién de (3.1), siendo c¢ la velocidad a la que se desplaza el perfil, dado por la
funcion f, a lo largo del tiempo. Asi pues, si introducimos la expresion

=z —ct, (3.2)

31
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a la que llameremos variable de fase, sustituiremos en la ecuacién KdV la expresion
propuesta para u. Utilizando la regla de la cadena concluimos

u = G _ —cf!
! d¢ ot ’
_ dfog
Uy = d_ﬁg =f,
W e,
U — %ﬂ% — f/l/

Por lo tanto, al sustituir en (3.1) obtenemos
U + Uy + Blgee = —cf +aff + Bf" = 0.

Esta es una ecuacién diferencial ordinaria de tercer orden para la funcién f(&), que
podemos reescribir como

& (s 5 +87) =0

Integrando tenemos
!
—cf + 5P+ Bf" = A,

siendo A una constante cualquiera. Si tratamos de encontrar funciones f que repre-
senten un perfil soliténico, supondremos que tanto f como sus derivadas (al menos
hasta el segundo orden) tienden hacia cero cuando || — oco. Esto implica que debe-

mos tomar A = 0 y, asi pues, f sera solucion de la ecuacién diferencial de segundo

orden
p_Cp O

g 287
Para el estudio de sus soluciones, planteamos el sistema de ecuaciones diferen-
ciales de primer orden equivalente que se obtiene al introducir las nuevas variables

f1:f> f2:f/:

f f—= (3-3)

fi = fo
fo = Bfl_%fl. (3.4)

Los equilibrios de este sistema vienen dados por los puntos (fi, f2) que satisfacen
que fi =0y f3 =0, esto es

f1i=0 < fy=0.

=0 %ﬁ—%fﬁ:%(c—%):o
2c

<~ fi=0, 6 fi=—
o
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2
Como conclusidn, el sistema (3.4) tiene dos puntos de equilibrio: (0,0) y —c, 0).
a

Para el estudio, supondremos, sin pérdida de generalidad, que a y 3 son positivos
pues el resto de casos se razonan de forma andloga y se obtienen resultados similares.

Para abordar el andlisis mediante linealizacién calculamos la matriz jacobiana
del sistema

0 1
J(f1, f2) = | (c—afi) 0
5

» Equilibrio (0,0) : en este caso la matriz jacobiana es

0 1
o

c
cuyo polinomio caracteristico es p(\) = A* — —. Por lo tanto, sus autovalores

c
son A =4, /—.
V5

2c
» Equilibrio (—, 0) : en este caso la matriz jacobiana es:
o

Los autovalores son ahora: A\ = £/ %C

Como consecuencia, dependiendo del signo de la velocidad ¢ (pues se esta conside-
rando 5 > 0), uno de los dos puntos de equilibrio es un punto de silla puesto que el
sistema linealizado posee dos autovalores reales de signo opuesto.

Por ejemplo, si ¢ > 0, el equilibrio (0,0) es un punto de silla del sistema original
(3.4). Ademés, la pendiente de las érbitas que salen del equilibrio, que son las aso-

. .. & . . .
ciadas al autovalor positivo A = \/% , se obtiene a partir de un autovector asociado.

En este caso, resolviendo el sistema

T
llegamos a que Ker (Jf(O, 0) — \/g[) esta generado por el vector (1, \/g> , que

. ) c
tiene pendiente B
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Anélogamente, la pendiente de las orbitas que entran al equilibrio, se obtiene

c
a partir de un autovector asociado al autovalor negativo A = —\/j, y que tiene

g
c
pendiente — \/j )
B

2c
Con respecto al otro punto de equilibrio (el (—,0) si seguimos suponiendo
Q@

que ¢ > 0), el correspondiente sistema linealizado tiene asociados dos autovalores
imaginarios puros conjugados. Por lo tanto, para dicho sistema lineal, el origen
es un centro. Asi pues, para el sistema no lineal (3.4), el equilibrio podria ser un
centro, un foco (estable o inestable) o un centro-foco. Para estudiar exactamente su
naturaleza debemos hacer un anélisis mas profundo.

Noétese que el sistema (3.1) es conservativo: la funcién

1 «Q c
H(f17f2):§f22+@f13_%f127 (3.5)
es una cantidad conservada a lo largo de las soluciones del sistema pues
d OH , OH ,
d—gﬂ(fl(f)afz(f)) 8_f1f1+8_j’2f2
= (%f% - %fl) fa+ fo (%fl - %f%) = 0.

Como consecuencia, todas las drbitas del plano de fases del sistema original (3.4)
estan contenidas en las curvas de nivel de H, es decir, en las curvas H(fi, f2) = k,
con k una constante.

Notemos que estas curvas

1 « c
§f22 + @ff - ﬁff =k, (3.6)

son simétricas con respecto al eje de abscisas (f = 0) en el plano de fases: si el
punto (fi, f2) estd en una de esas curvas, entonces también lo esta (f1, —f2). Esta

2c
propiedad de simetria obliga a que el equilibrio (—, 0) sea un centro del sistema:
«

las érbitas del sistema, en un entorno del punto de equilibrio, son curvas cerradas.
El caso ¢ < 0 se puede analizar de forma equivalente, obteniéndose ahora que el

2
punto (0,0) es un centro y que <—c, 0) es un punto de silla.
Q@

Asi pues, podemos caracterizar completamente el tipo de érbitas que aparecen
en el plano de fases del sistema (3.4):

Proposicién 3.1. El espacio de fases del sistema (3.4) consta de las siguientes
orbitas:

= Dos puntos de equilibrio: uno es un punto de silla y el otro es un centro.

» FEziste una orbita que une el punto de silla con €l mismo (érbita homoclinica).
Esta orbita rodea al centro.
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» La orbita que pasa por un punto que se encuentra encerrado por la orbita
homoclinica, y que no sea el centro, es una orbita cerrada.

= La orbita que pasa por un punto que no estd encerrado por la orbita homoclini-
ca, y que no sea el punto de silla, es una orbita no acotada.

Demostracion. Ya se ha probado anteriormente, que el sistema posee dos puntos de
2c

equilibrio: (0,0), { —,0 ), siendo uno de ellos un punto de silla y el otro un centro,
Q@
dependiendo del signo de la velocidad c.
Estudiemos el plano de fases para el caso ¢ > 0 (téngase en cuenta que estamos
suponiendo también que los pardmetros o y  son positivos).

2
En ese caso (0,0) es el punto de silla y (—C,O> es el centro. Como hemos
o

mostrado anteriormente, las érbitas del sistema estan contenidas en las curvas (3.6)
siendo k constante. Por ejemplo, el equilibrio (0,0) estd incluido en la curva que
2c3
3023
Dada la simetria de la curva (3.6) con respecto al eje f = 0, para un valor de k
fijo, estudiaremos sélo la rama positiva de la curva:

2
corresponde al valor de k = 0, y el equilibrio —c, 0) al valor k = —
Q@

c a
=./2k+-=f2——=f 3.7
f2 \/ + /8 fl 3/8 fl ( )
Para ello, denotaremos por ¢ a la expresién polindémica dentro de la raiz cuadrada,
c @
— Qk 2 r3
@Zj(fl) +6f1 35f1’

y, por tanto, la expresién (3.7) sélo tendrd sentido para los valores de f; para los
que ¢ > 0.
Estudiemos el comportamiento del polinomio de tercer grado descrito por .
Sabemos que, existe al menos una raiz real del polinomio. Analizaremos si hay mas.
En primer lugar, se tiene que, como « y (8 son positivos,

m (f1) =00, y f}fgloow(fl) = 0.

f14)700
Por otro lado, la derivada
2c

@/)/(fl) = Bfl -

«

B

1

=3

fi(2c—afr),

, 2¢c . , , 2c
sOloseanulaen fy =0 yen f; = —,yconcluimos que ) es crecientesi 0 < f; < —
a o

. . , & , - .
y es decreciente si f; < 0 6 f; > —. Por tanto, ¥ alcanza un minimo relativo en 0,
«

donde wvale m=1(0)=2k, y un mdaximo relativo en —C, donde vale

8}

2c 4¢3

M=) =2 .
‘”(a) * 3028
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. 3c —c 2c
Nétese también que 9 (—) =(0) =m, y que ¢ (—) = (—) = M.
o o o
Distinguimos distintos casos, dependiendo del valor de la constante k. (para cada
uno de estos casos se presentaran figuras representativas, usando para todas ellas
a=1,0=1c=1).

= Sik >0 :enesecaso 0 <m < M. Por lo tanto, sélo existe una raiz real.

2c
Dicha raiz es mayor que el punto donde se alcanza M, es decir, mayor que —.
o

3 3

Ademés, como (—C = m > 0 concluimos que existe f; > —C, cony(fy) =0,
Q e

y por lo tanto la rama (3.7) sélo estd definida para valores de f; < f;.

La Figura 3.1 es representativa de esta situacién tomando k = 1. La grafica de
la izquierda describe la grafica de 1. A la derecha se presenta la correspondiente
curva de nivel del plano de fases. El comportamiento de la rama positiva es
similar al de 1, y el de la rama negativa se obtiene por reflexion con respecto
del eje de abscisas de H asociada a dicho valor de k. Notese que esta curva
corresponde a una sola érbita del plano de fases de (3.4) y que no esté acotada.

t,=0(f,)

H(f, f,)=k

Figura 3.1: Caso k >0 (k =1).

= Si £ = 0 : en este caso 0 =m < M. Por lo tanto, tenemos que 0 es una

; C ;o , ‘
raiz doble y — es una raiz simple. En este caso, la rama (3.7), sélo estd
a

3
definida para valores de f; < % En la Figura 3.2 queda representada esta

situacion, de nuevo a la izquierda la grafica de ¢ y a la derecha la curva
de nivel de H(fi, f2) = 0. Como ya vimos, el punto de silla (0,0) esta en esta
curva de nivel, por lo tanto, podemos distinguir 4 érbitas distintas: el equilibrio
correspondiente al punto de silla; dos érbitas no acotadas (una que entra hacia
el equilibrio y otra que sale) y una 6rbita que une el punto de silla consigo
mismo (6rbita homoclinica). Esta dltima 6rbita corresponde a valores de f;

3
tales que 0 < f; < iy
Q@
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f,=o(f,) H(f, f,)=k
T T 3 T
6
2L
al
WL
oL
M BN oy
|
0 u o
« « 1
2+
2+
4+
: -3
2 1 0 1 2 3 4 2 1 0 1 2 3 4

Figura 3.2: Caso k = 0.

» Sik < 0:enestecasom < 0,y hay que distinguir tres situaciones dependiendo

) 4c?
de cémo sea M = 2k + :
3[a?
. —2¢3 L o
e Sik< 352 : en esta situaciéon m < M < 0. Por lo tanto, sélo existe una
o

raiz real. Dicha raiz es menor que el punto donde se alcanza m, es decir,

, & . .
menor que 0. Ademas como 1 <——> = M < 0, concluimos que existe
«

< ~ con Y(f;") = 0. Por lo tanto, la rama (3.7) sélo esta definida
«

para valores f; < f;*. En el plano de fases, la curva corresponde a una
sola dérbita que no esta acotada. La Figura 3.3 es representativa de este
caso tomando k = —2.

f,=u(f,) HIF,.f )=k

N
f2
o
® o
[ B

Figura 3.3: Caso k <

36a?
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—2¢3 2c
e Si k =—— :ahoram < M = 0y concluimos que — es una raiz doble
Q@

3602

c
y que existe otra raiz real simple, negativa: ——. La rama (3.7) estd s6lo
a

definida para valores f; < L fi= “ lLa Figura 3.4 describe esta
a

situacion: H(f1, f2) = k, incluye 2 érbitas: el punto correspondiente al
centro y una érbita no acotada.

t,=0(f,) H(f, f,)=k

1}s:|g’

—2¢8 2
Fi 3.4: C k= k=—=.
igura aso 302 ( )

_ 9.3

3[a?

, . ) 3c .
raices reales simples. Como consecuencia de que 1 | — | < 0, existe un
Q@

e Si

<k <0:en este caso m < 0 < M, y por lo tanto, existen tres

2 3
valor f;, con < fi< —C, para el que ¥(ff) = 0. Como <—£> =
o o o
M > 0, existe un valor f** con —¢ < fi* <0, para el que ¥(f;™) =0.
a

koksk

2 2
Como f(0) <0< f 2%) existe un valor fi**, con 0 < fi™ < —c, para
o a

ok sk

el que Y (f;i**) = 0. La rama (3.7) sélo esta definida para valores f; < fi*
6 fi* < fi < fi. En la Figura 3.5 se presenta esta situacién. En el plano
de fases, H(f1, f2) = k incluye dos érbitas, una que no estd acotada y
otra que es cerrada (corresponde a una solucién periédica) que rodea el
centro pero no el punto de silla.
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f,=o(f,) H(f, f,)=k
T T 3 T
2L
WL
7777777777 3
2c 12¢ Ec
M o ) N0 ? — ?D‘ —e
fi ******:73\." f f | f
SNl T TN | W/ T ’
,,,,,,,,,,,,, al
2k
‘ ‘ ‘ 3
1 0 1 2 2 1 0 1 2 3
fl f1

_ —2¢3 1
Figura 3.5: Caso <k<O0 k=—1.
3[a?

Recolectando todas las érbitas representativas que hemos obtenido, podemos
representar el diagrama de fases del sistema (3.4). Por otra parte, el campo
vectorial proporciona las direcciones en las que se recorren las 6rbitas en el
mapa de fases. Por ejemplo, para un punto del eje de abscisas (fy =0) la
direccién es en la que se recorre la érbita que pasa por ese punto, segin (3.4)

T
. « . .
estd dada por el vector (O, % (c —3 f1>) que siempre es vertical y apunta
: o 2c : o
hacia arriba si f; toma valores tales que 0 < f; < —, y hacia abajo si f; <0
Q@
, 2c
(0] fl > —.
«
k= 73?;
k< fﬁj%
& <k<o
| —k=0
N | —k>0

Figura 3.6: Diagrama de fases para el sistema (3.4).
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La Figura 3.6 presenta este diagrama para a = [ = ¢ = 1, y refleja las
diferentes érbitas que se declaran en la proposicion.

[]

A la vista de las 6rbitas del sistema (3.4), nos planteamos la existencia de fun-
ciones f = f; que sean soluciones de (3.3) y que produzcan soluciones soliténicas de
la ecuacién KdV. Como dicho perfil debe ser una funcién acotada hay que rechazar
las correspondientes a las érbitas que no lo sean. Los puntos fijos tampoco son de
utilidad ya que dan lugar a soluciones constantes. Las orbitas cerradas corresponden
a soluciones periddicas que tampoco pueden producir solitones.

Finalmente, la érbita homoclinica es la que produce el perfil soliténico. Esta

c
6rbita une el (0,0) con él mismo, y pasa por el punto —,0) . Denotemos por
a

(f1(8), f2(£)) la solucién del problema de valor inicial asociado al sistema (3.4) con

dato inicial f1(0) = —C, f2(0) = 0. Por tanto, la funcién f(&) = f1(£) es una funcién
o

par, que toma valores positivos, que decrece si £ > 0 (crece cuando £ < 0) que en 0 al-

c
canza su valor maximo — (la amplitud del solitén) y tal que
a

lim f(¢) = lim f/(€) =0

€] —o00 €] =00
Como el sistema de ecuaciones diferenciales (3.4) es auténomo, si (f1(£), f2(£))
es solucién entonces (f1(€ — o), f2(§ — o)) también lo es para cualquier xy € R. El
perfil que ofrece f1(£) es el mismo que el de f;(§ — o) pero trasladado z, unidades.
Como consecuencia, si f1(£), primera componente de la érbita homoclinica descrita
anteriormente, ofrece un perfil soliténico, también lo hace f(§ — x¢), que seria una
funcion simétrica respecto de la recta & = ¢, que toma valores positivos, que decrece
c
si & > xq (crece cuando £ < ) que en zy alcanza su valor maximo — (la amplitud
a
del solitén) y tal que
lim f(€— ) = lim f/(€ =) = 0.
|€]—o00

|§|—o0

Por tanto, queda demostrada la existencia del solitén, que es solucién de la ecuacién

KdV, dada por
u(z,t) = fi(x — ct — xp).

Para valores generales de los parametros o y [ tendremos que la érbita ho-
moclinica dard lugar a un perfil soliténico sélo cuando el punto de silla sea el (0, 0),

. & .y ‘
pues en caso de que el punto de silla sea | —,0 ), la funcién f; tendera a ese valor
o

no nulo cuando { — +o00. Por tanto, por lo estudiado en el sistema linealizado en
(0,0), sélo obtendremos perfiles soliténicos cuando ¢ y  tengan el mismo signo.

2c
Ahora bien, la 6rbita homoclinica rodea el centro (—,0), y para los puntos de
Q@

esa orbita f; tiene el mismo signo que —. Asi pues, podemos concluir el siguiente
e

resultado.
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Proposicién 3.2. La ecuacion KdV (3.1) posee solitones u(x,t) con las siguientes
caracteristicas:

» Sia>0yp >0, entonces ¢ >0 y u(x,t) >0 (es decir, los solitones toman
valores positivos y se mueven hacia la derecha).

» Sia<0ypf >0, entonces ¢ >0 y u(z,t) <0 (es decir, los solitones toman
valores negativos y se mueven hacia la derecha).

» Sia>0yp <0, entonces ¢ <0 y u(z,t) <0 (es decir, los solitones toman
valores negativos y se mueven hacia la izquierda).

» Sia<0yp <0, entonces c <0 y u(z,t) >0 (es decir, los solitones toman
valores positivos y se mueven hacia la izquierda).

3.2. Expresion analitica de los solitones

Una vez demostrada la existencia de soluciones en forma de solitén para la ecua-
cién KdV (3.1), (a partir del estudio cualitativo de las soluciones de la ecuacién
diferencial no lineal de segundo orden (3.3)), veamos que es posible obtener, explici-
tamente, su expresién analitica, integrando la ecuacién que proporciona su perfil.

Si multiplicamos (3.3) por f’ obtenemos

r el E / _g /! £2
7= I =gl
que es equivalente a escribir
li n2 2___ 3
2d§<f) B 25d§f 6,3 d¢

Integrando en ambos lados, se llega a que

of , o
(d§> 5 5+ B

con B una constante de integracion. Ahora bien, recordemos que para conseguir
funciones f(&) que representen un perfil soliténico, tanto f como sus derivadas deben
tender hacia 0 si |£| — oo. Por lo tanto B = 0, y la funcién f debe satisfacer la
ecuacion diferencial no lineal de primer orden

2 9 o
(i) =5 (=51,

Esta ecuacién soélo tiene sentido para funciones reales cuando el miembro de la
derecha es no negativo. Asi, por ejemplo, si « > 0,5 > 0 y ¢ > 0 necesariamente

3
f< 2 (como vimos, el valor de su amplitud).

Escribiendo la ecuacion en forma normal, separando las variables e integrando,

se llega a que
d.
/ = / \/ﬁ
6

(3.8)
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Para resolver la integral de la derecha se plantea el cambio

3¢
f = =sech?(0), (3.9)
o
c
que requiere que f tenga un signo definido dependiente de —. Si nos restringimos

«
a perfiles de f positivos, a y ¢ deben tener el mismo signo (si se buscan perfiles
negativos, a y ¢ tendran signos opuestos y se razonaria de forma similar).

Como of 6
Y _ T ech?
y7 Rl sech”(0) tanh(0),

sustituyendo en la integral del miembro derecho de (3.8) obtenemos:

/ sech2(9) tanh(0)
\/6 5 sech — 23¢5ech?(6))

5/ tanh( \/7/ tanh(6
= —N/= 0 =-2 do
¢ 1— \/tanh2
— iQ\/EH,
c

con k una constante real cualquiera y, despejando,

1 /e

Deshaciendo el cambio de variable (3.9), obtenemos el perfil

1) = 2 sear? (i\/%f ¥ k:)) 7 (3.10)

donde se ha tenido en cuenta que la funcion secante hiperbdlica es impar y por tanto,
su cuadrado es par. Notemos que la raiz cuadrada presente en (3.10) tiene sentido
si B y ¢ tienen el mismo signo.

El perfil soliténico definido por (3.10) es simétrico respecto de la recta & = —k
y, por tanto, escribiremos

ek =

3c 1 [c
— “gech? (£ —
) = Lsear? (3. [t o))
para indicar el perfil centrado en zy, donde alcanza su maximo (la amplitud) que
3c
vale —

a’
Como consecuencia, la expresién del solitén, solucién de la ecuacién KdV (3.1),

() = %sechQ G\/g (z — ct — xo)) | (3.11)

es



Capitulo 3: Soluciones de la ecuacion de Korteweg-de Vries en forma de solitén 43

) 3c . . .
donde ¢ es la velocidad y — su amplitud, que son proporcionales (coincidiendo con
Q@
la observacién de Russell).
1
Un caso particular de este solitén, con « = f =1y c¢c= -y xg = 0, para los

instantes de tiempo entre t = 0 y t = 20 aparece representado en la Figura 3.7

I
|
&
o
|
[an]
~

Figura 3.7: Evolucion de un solitén entre t =0yt =20 (a = =1, ¢






Capitulo 4

Integracion numeérica de la
ecuacion de Korteweg-de Vries

Para muchos modelos matematicos basados en ecuaciones diferenciales, encon-
trar la expresion exacta de su solucion es dificil o imposible de conseguir. En esos
casos, existen técnicas numeéricas de gran utilidad para aproximar sus soluciones.
Hay diferentes métodos como los de diferencias finitas, de elementos finitos, de vo-
lumen finito, etc., cada uno con diferentes fortalezas y debilidades, que los pueden
hacer mas o menos adecuados para un problema en particular.

La ecuacién KdV ha sido abordada numéricamente de forma amplia (ver por
ejemplo [1, 3]). Aqui se utilizard la técnica que discretiza la variable espacial me-
diante un método pseudoespectral, que asegura que los errores cometidos en espacio
son despreciables, y, para discretizar la variable temporal, la bien conocida regla del
punto medio implicita, por sus buenas propiedades de estabilidad y de conservaciéon
de invariantes. Esta técnica ya fue utilizada en [7] para esta ecuacién.

4.1. Discretizacion espacial

Consideramos, en primer lugar, la discretizacién espacial del problema de valor
inicial asociado a la ecuacién KdV

Uy + autty + By, = 0,
u(z,0) = ug(x).

Para ello, es habitual utilizar la versién equivalente que trata el término no lineal
de la ecuacion como la derivada de la funcién al cuadrado, esto es,

2

Uy + g(u2>m + Buac;rx = 07
u(z,0) = up(x).

Como inicialmente, trataremos el problema de la evolucién de soluciones so-
liténicas del problema puro de valores iniciales. Aunque su soporte espacial es toda
la recta real, al decaer sus valores exponencialmente podemos suponer que, la solu-
cién se encuentra localizada en un intervalo [z, xg] suficientemente grande para que

45
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el solitén, a lo largo del tiempo de simulacién [0, T, se encuentre bien representado
sobre dicho intervalo y que, fuera de él, la solucién sea nula a efectos précticos.

Por otro lado, al tener que trabajar en un intervalo acotado de la variable espacial
suficientemente representativo, debemos incorporar condiciones en la frontera que
sean adecuadas al problema. En este sentido serian de interés diferentes opciones.
Una podria ser el considerar condiciones Dirichlet homogéneas. Otra seria asumir
la propiedad de periodicidad respecto al intervalo [xp,zg]. Esta ultima permitiria
continuar la evolucién del soliton después de salir de la ventana espacial considerada,
lo que es de especial interés cuando se desea realizar una simulacién durante un
tiempo muy grande.

Asi pues, el problema de valor inicial con condicién frontera periddica a tratar
es:

(%
ut+§(u2>x+ﬁux:px:07 rp <x<zxp, t>0,

w(zyp,t) = x(zg.t), tel0,T], (4.1)

u(z,0) =ug(x), € [rL, xR

Para problemas con condiciones periddicas con soluciones regulares, los métodos
pseudoespectrales resultan ser muy adecuados [5]. Ademads, utilizar la técnica de la
transformada rapida de Fourier permite que sean implementados de forma eficiente
y competitiva.

Por sencillez trabajaremos en el intervalo [0, 27], aunque se podria realizar el
estudio directamente en un intervalo cualquiera. Por lo tanto, lo primero que haremos
serd un cambio en la variable espacial para encajar el problema en dicho intervalo.

TR — T,

Denotando por L = , realizamos el cambio de variable que incorpora una

traslacién espacial (Seccién 2.2.1) y un escalado (Seccién 2.2.2). Asi pues, si u es
la solucién del problema (4.1), entonces, la funcién v(z,t) = u(xy + La,t), que
proporciona los mismos valores que u pero en z € [0, 27|, es solucién del problema

v + %(U2)m —1—5’%“ =0, O0<z<2m >0,
v(0,t) = v(2m,t), te0,7],
v(z,0) = vo(z), z € [0, 27],

(4.2)

~ (6% ~
cona =y g = %, y donde vo(z) = up(zy + Lz). Asi pues, trataremos de aproxi-

mar la solucién v(z, t) de este problema (4.2), lo que proporcionara una aproximacién
del problema inicial (4.1) deshaciendo el cambio, es decir, teniendo en cuenta que
r— Xy
L
Para la semidiscretizacién en espacio del problema (discreto en x, continuo en t)
introducimos una red equiespaciada en el intervalo [0, 27]: dado un entero positivo

u(w,t) = v ,t)

T
J, y definiendo el espaciado de los puntos de la red h = —, consideramos los puntos

xj=jh,j=0,1,...,J — 1, a los que nos vamos a referir como nodos o puntos de la
red espacial.
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La solucién del problema (4.2) serd aproximada por medio de una funcién que,
para cada t € [0, 7], sea un polinomio trigonométrico (que verifica entonces las con-
diciones frontera del problema) y que se pedird que verifique la ecuacién diferencial
en los puntos de la red considerada (método de colocacion).

Por sencillez, en lo que sigue consideraremos que J es un nimero par, y busca-
mos una aproximacion en el espacio de polinomios trigonométricos generado por las

unci =—\ ..., = i u unci )
funciones e*, g con coeficientes que son funciones de t. Denotando

por V(xz,t) a dicha aproximacion, debe verificar (4.2) en los puntos de la red, es
decir,

v N ad(V?) +E8v
at 2 Oz ox3
V(0,z;) =0"(z;), j=0,1,...,J -1

)(xj,t)zo, j=01,..,J-1, 0<t<T,

Para caracterizar esta funcién trigonométrica, utilizaremos los valores que toma en
los puntos de la red. Denotaremos por V (t) = [Vo(¢), Vi(t), ..., Vs_1(t)] el vector con
los valores de la funcién trigonométrica V' (z,t) en los puntos de la red, esto es,
Vi(t) = V(z;,t), j=0,1,...,J —1y que describird la aproximacién a la solucién
del problema (4.2): v(z;,t), t € [0,T]. Nétese que por la periodicidad podemos
definir V;(t) = Vi(t), como aproximacion a v(x,,t), t € [0, 7.

Para cada instante de tiempo ¢t € [0,7], a partir del vector de valores nodales

V(t), construimos el siguiente polinomio trigonométrico interpolador (mas adelante
justificaremos esta eleccion)

J
2
V(x,t) = > "V(t)e™, xel0,2n], (4.3)

donde la doble prima en la suma significa que el primer y el tdltimo término estan
multiplicados por 3 Los coeficientes de este polinomio son, precisamente, los coefi-

cientes discretos de Fourier asociados al vector V(t) definidos como

= " —ipjh —J J
Vp(t) = 5= > "hV;(0e ™ p= =, S

3 5 (4.4)

Proposicién 4.1. El polinomio trigonométrico Z;V (x,t) definido por (4.3) y cuyos
coeficientes estdn descritos por (4.4), interpola a la funcion V(x,t) 2n—periddica en
los puntos de la red.
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Demostracion. Si evaluamos el polinomio Z;V (x,t) en el nodo x;, obtenemos

T,V (z,1) = Y "V(t)er
T=x] —J
p=%
3 J
1
_ " " ipjh iplh
— ZJ (52 hVj(t)e P! )ep
P== j=0
I H
_ "t 1 —ip(3—U)h 4.5
SEICIDY (15

Calculemos la suma geométrica de razén r = e ‘U~ que aparece en (4.5), es decir
J
2
S = "yP
J

p=—3

En primer lugar consideremos [ = 1,2,...,J — 1. Si j # [ entonces

g g 1 n 1 J r—r’
=T —_ s
2 2 1—r
pero como 77 = 1 entonces S = 0. Si j = [ entonces r = 1 y S = J. Como
consecuencia, sustituyendo en (4.5), obtenemos

h
= %Jvl@) = Vi(t).

J

IJV(.’L‘, t)

T=x]

Consideremos ahora el caso [ = 0 : la razén ahora es e ™", Si j =1,2,...,J —1,
como antes 7/ =1y S = 0. Sin embargo, si j =06 j = J, entonces r =1y S = J.
Por lo tanto, sustituyendo este caso en (4.5)

IJV(x7 t)

T=x0

= e (e + 3¥5(0)) = )

]

Por tanto, podemos obtener los valores de la funcién en los nodos de la red a
partir de sus coeficientes como

J
2

Vi= )Y "V(t)e™", j=01,...,J-1 (4.6)
—
A continuacién presentamos algunas propiedades de los coeficientes de Fourier
que seran de interés.

Proposicién 4.2. Sean V(t) = [Vo(t),...,Vi-1(t)] y Vi(t) = Vo(t). Sus coeficientes

'~

discretos de Fourier, definidos por (4.4), satisfacen que Ves (t) = ( ).
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Demostracion.
1 < ; 1 <
! —i(=4)jh ijm
S S SR AL L SUN A
Jj=0 7=0
1< J B )
= 5= Wihe =) ThVi(he B =1y
Jj= j=0

Proposicién 4.3. Sea V(t) = [Vo(t), ..., Vi—1(t)] y Vi(t) = Vo(t) funciones reales.

Sus coeficientes discretos de Fourier, definidos por (4.4), satisfacen que V}, = f/,p.

Demostracion.
1 < 1
V;’(t) = % : ”h‘/}‘ (t)e—lp]h = % Z”hv} (t)ezpjh
1 < o
= 5o 2 AT =V, = 5

]

Corolario 4.4. Sea V(t) = [Vo(t),..., Vi_1(t)] y Vo(t) = V(t) funciones reales. Sus
coeficientes Vi Vi% son reales.

Para aproximar la derivada respecto a = de la funcién V(z,t) tomaremos la
derivada del polinomio trigonométrico interpolador (4.3)

J)2

0 d -1 ipT
%V(I’t) ~ %IJV(%??) = ZJ "ipV,(t)e*,  x € [0, 2n].
p==3
Asi pues, en los puntos de la red espacial z;,57 = 0,1,...,J — 1, tenemos la

siguiente aproximacion de la derivada primera

0 0 .
—V(z,t) ~ —ZI,V(x,t) = "ipV,(t)ePh
ax T=x; 0;1: J =1 pz—:‘l
-1
- T e
p=—%+1
1 J\ ~ , J\ ~
+5 {z (§> %(t)e%fh + i <_§) V;(t)el(é]”h}
i, 1.J
= zp%(t)ezmh—l——i—vl(t) (eij7r e_ij”)
S 2'9
J_q %_
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Como consecuencia, la evaluacion de la derivada del polinomio trigonométrico
sobre los puntos de la red, proporciona el siguiente operador de diferenciacion pseu-
doespectral, D que proporciona una aproximacién a la derivada espacial de la funcién
periédica V (z,t) a partir del vector con sus valores nodales V (), que denotaremos
DV (t), que esta definido por componentes como

J

2
(DV);(t) = Y "(DV),(t)e®" j=0,1,...,J -1,
p=——1%

y donde sus coeficientes de Fourier, gracias a (4.7), se pueden construir a partir de
los de V (t) como

_ . J J
<DV>p () =ipV,(t), p=—2+41,.,5—1,

(5\7)11 (t) =0,

es decir
J_q

(DV); ()= > ipVp(t)e™" j=0,1,...,J — L.
p:—%—i-l
Noétese también la periodicidad (DV),(t) = (DV)y(t). Cabe destacar que, con esta
definicion de operador de diferenciacion pseudoespectral que utiliza el polinomio

interpolador (4.3), si los valores de V(t) son reales también lo son los de DV ()
pues

NS

(DV);(t) = Y ipVy(t)er

= ) i(=p)Vo,M)eTP = (DV);(t) j=0,1,...,]—1.

Sin embargo, si hubiéramos utilizado el polinomio interpolador trigonométrico no
simétrico que suele ser habitual

(N

-1

V(e t) = > Vp(t)e™,
==

con



Capitulo 4: Integraciéon numérica de la ecuacion de Korteweg-de Vries 51

el operador de derivacién pseudoespectral (DV);(t) = z'pf/;,(t)eipjh, proporcio-

=/
2

nard valores complejos en general, aunque sean reales los valores de V (t), porque

21
(DV);(t) = > ipVp(t)ewit
==
-1
= > (=i)pVp(t)e "
=
J =
~ — =J\ ~ i(— .
B (—§> Vo e FVh 4 S i(—p) V(e
p=5+1
1
J= :
= i (e Y ipl(1)e
pz_TJ—H
- T (v, -i(5) Vg

= (DV),(t) + iJV%J(t) cos(j).

El operador D? para aproximar la derivada tercera serd la composicién de tres
veces el operador D y, por tanto, tendra coeficientes de Fourier

(ﬁ/) (t) = —ipVp(t), p=—2+1,...2—1,
p

D3V> £) = 0.

(),

La definicién por componentes es

Z_1
2
(DV) ()= > —ip’Vy()e™", j=0,...,J -1
p=5+1

Por otro lado, la expresién V() debe entenderse como el vector producto compo-
nente a componente, esto es, (VQ)]. (t) = Vf(t), j=0,1,...,J — 1. La semidiscre-
tizacion en espacio que usamos esta dada por el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias para el vector V(t) siguiente:

~

d « ~
—V + —DV? + 3D*V = 0.
dt 2 B
Sin embargo, para la implementacion, es mejor trabajar en el espacio de Fourier y
asi obtener el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales para los coeficientes de
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Fourier asociados a V()

d - a. - ~ g J J
@V};z —§Zp(V2)p+ﬁzp3Vp p= —§+1,...,§—1,

Denotando por V(t) el vector de coeficientes de Fourier en el instante ¢, el sistema
anterior toma la forma

d - .
SV = (V). (4.8)

Para evaluar el miembro de la derecha de (4.8) se necesitan no sélo los coeficientes
de Fourier de V(t), sino también los de V?2(t). Para calcular estos tltimos se realiza
el siguiente procedimiento

= A partir de V se recupera V(t) = [Vy(t), ..., Vy_1(t)] usando (4.6), y se toma
Vi(t) = Vo(t).

= A partir de este vector V(t), se construye V2(t) = [VZ(¢),...,VZ ,(t)] y se
toma V7 (t) = VZ(t).

= A partir de V2(t) se obtienen sus coeficientes de Fourier aplicando la férmula
(4.4) a este vector.

Para la implementacién practica, el cdlculo de coeficientes de Fourier a partir de
los valores nodales (proceso denominado transformada de Fourier discreta), y de los
valores nodales a partir de los coeficientes de Fourier (proceso denominado trans-
formada inversa de Fourier discreta), pueden ser llevados a cabo de manera muy
eficiente utilizando el algoritmo de la transformada répida de Fourier (FFT) que re-
duce considerablemente su coste computacional, y que sera particularmente sencillo
y econdémico cuando J es una potencia de 2.

En este trabajo se ha utilizado MATLAB para implementar el método numérico
para el que estan las funciones fft e ifft que llevan a cabo estas transformaciones.

La gran ventaja de la técnica pseudoespectral utilizada, frente a otros métodos
(por ejemplo, métodos en diferencias finitas), es que el orden de convergencia de las
aproximaciones a la solucién sélo esta restringida por la regularidad de la solucion
del problema. Para soluciones muy regulares los errores cometidos son exponencial-
mente pequenos a medida que el espaciado h tiende hacia cero (para los métodos en
diferencias, el error nunca es mejor que una cierta potencia de h que depende del
método especifico que se utilice).

El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias para los coeficientes de Fourier
(4.8) debe ser resuelto, para lo cual utilizaremos un integrador numérico. Previa-
mente hay que anadir al sistema un dato inicial.

Como aproximaciéon V(0) podemos tomar la restriccién a los puntos de la red
espacial de la funcién vy(z), es decir,

Vi(0) = wvo(z;), j=0,1,....,J—1.

Claramente, por la periodicidad de v, se tiene que V;(0) = Vo(0). Ahora V(0)
incluird los coeficientes de Fourier obtenidos a partir de V(0) usando (4.4).



Capitulo 4: Integraciéon numérica de la ecuacion de Korteweg-de Vries 53

4.2. Discretizaciéon temporal

La semidiscretizacién espacial de la ecuacion KdV anteriormente presentada,
proporciona un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias y por lo tanto, la
variable temporal permanece aun siendo una variable continua. Queremos utilizar
un método totalmente discreto, por lo que la variable ¢t también aparecera de forma
discreta. Fijado el tiempo final para la simulacién 7' > 0, dado un entero positivo N,

T
definimos el tamano de paso en tiempo como k = ~ los niveles de tiempo donde

vamos a obtener la aproximaciéon numérica como t" = kn,n =0,1,..., N.

Existe una gran variedad de métodos numéricos para aproximar la solucién del
sistema (4.8) utilizando esta red temporal [10]. Sin embargo, para la eleccién del
integrador utilizado, ademés de sus propiedades (por ejemplo de consistencia, esta-
bilidad y convergencia) hay que tener en cuenta las propiedades del sistema del que
se quiere aproximar la solucién (por ejemplo, rigidez).

En nuestro caso, recordemos que la ecuacién KdV posee una infinidad de can-
tidades conservadas, y diferentes estudios (como [7]) avalan el uso de integradores
numéricos que conservan algunas de estas cantidades invariantes. Esto se debe no
solo a que la soluciéon numérica compartird esta caracteristica cualitativa de la so-
lucion exacta del problema, sino también a que el método numérico exhibira una
propagacién del error favorable, que lo hacen superior a otros métodos desde un
punto de vista cuantitativo también. Aqui, como en [7], utilizaremos la regla del
punto medio implicito para aproximar las soluciones de (4.8)
\/n+1 7 7 \/n+l
A (w) | (4.9

k 2
Este es un método de un paso (sélo involucra dos niveles de tiempo: t" y t"™), de
segundo orden (proporciona aproximaciones cuyo error decrece como el cuadrado
del paso k), A-estable (de particular interés para problemas rigidos) y conserva los
invariantes cuadraticos como el momento P(t) definido en la Proposicién 2.9. Asi
pues, partiendo de la aproximacién del dato inicial VO = V(O) (vector de coeficientes
de Fourier de la restriccién a los puntos de la red espacial de la funcién vy(z)), ob-
tendremos V"1 a partir de v gracias a (4.9). Sin embargo, es un método implicito
pues la aproximacién en el nivel superior t"*! requiere la solucién de un sistema no
lineal, lo que conlleva una complejidad computacional mayor que la de un método
explicito.

Una forma alternativa de implementar este método es definir una nueva variable
(ver, [6])

\/n | \yntl
g_ VAV

2
Con esta nueva variable, el sistema (4.9) se escribe
Z=V"+ Ef(Z). (4.10)

Una vez resolvamos este sistema para Z, la aproximacién a la solucién en el
nuevo nivel de tiempo ¢"*! se obtiene como

Vil = 97 — V™.



Capitulo 4: Integraciéon numérica de la ecuacion de Korteweg-de Vries 54

Para resolver el sistema (4.10) propondremos una iteraciéon de punto fijo que
estara influenciada por la expresién particular de la funciéon f. En nuestro caso
tenemos que resolver el sistema de ecuaciones no lineales

5 “rm k Zpa/\ .3NA J J
Zp:Vp +§(—7(Z2)p+2p62p>, p:—§+1,...,§—1,

y proponemos una iteracion de punto fijo que va a tratar de forma implicita la parte
lineal y de forma explicita la no lineal. Denotando por ZM v =0,1,..., el iterante
v-ésimo, construimos ZM Y a partir de Z" usando

7 v 920 k. o~ k. 2 5l J J
ZH =y — —ipa(ZM)? 4+ Sip*pZlt p=—S 41,5~ 1,

4 2 2 2

es decir, explicitamente
k™ (0]
I it Vi) S S ST )
D b 3~ ) 9 ) )
1—35ip’B

Como valor inicial para la iteracién de punto fijo en [6] se plantean diferentes
posibilidades. Aqui consideraremos la aproximacion de segundo orden que ofrece el
método de Euler cuando se da un sélo paso

. - k.o n= k. o J J
0 ~ 3
A3 =V = 3oV + 5’ BV, p=—5 415 -1

A efectos practicos la iteracién se detendra cuando la diferencia entre dos iteran-
tes consecutivos sea suficientemente pequena, o bien cuando se sobrepase un nimero
maximo de iteraciones.



Capitulo 5

Experimentos numeéricos

En este capitulo se presentan diferentes experimentos, realizados con el méto-
do numérico totalmente discreto disenado en el capitulo anterior, para mostrar su
validez a la hora de calcular aproximaciones a la solucion de la ecuacion KdV.

El programa escrito en MATLAB se encuentra en el Apéndice A.

En primer lugar consideramos el problema de evolucién de un unico soliton, y a
continuacion presentamos el problema de interaccion entre dos solitones de distinta
velocidad.

Notemos que en el problema de evolucion de un tnico solitéon conocemos la
expresion de la solucién en cualquier instante de tiempo dada por (3.11). Asi pues,
utilizaremos este dato para comprobar que el método numérico proporciona una
aproximacion adecuada en esta situacion.

Cuando realicemos una simulacién a tiempos muy largos, teniendo en cuenta que
estamos considerando el problema con condicién frontera periddica, si su velocidad
es positiva el solitén se movera hacia la derecha, y a medida que vaya saliendo por
el extremo derecho del intervalo g se vera apareciendo de nuevo por el extremo
izquierdo .

Fijaremos valores de J y N que representan, respectivamente, los parametros
de la discretizacion espacial y temporal, que definen los correspondientes pasos
po o g L

- J N

5.1. Experimento con un tnico soliton

Se presenta el experimento que simula la evoluciéon de un tnico soliton. En este
caso, se eligen los parametros de la ecuacion a« = f = 1. Para la expresiéon del
solitén (3.11) elegimos la velocidad ¢ = 1 (con lo que su amplitud es A = 3), y que
inicialmente, ¢ = 0, su méaximo esté localizado en zy = 0.

Para representarlo adecuadamente, vamos a elegir un intervalo simétrico respecto
del origen y, teniendo en cuenta el decaimiento exponencial de los valores del soliton,
nos bastara tomar r; = —64 y xp = 64. Llevaremos a cabo una experimentacion
hasta el tiempo final 7" = 10000.

Fijados los valores de J y N compararemos la solucion numérica obtenida U”, n =
0,1,..., N, con la solucién tedrica u(z,t), evaluada en cada instante de tiempo ¢"

95
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26

en la red espacial, es decir

u" = [u(xo, t"), u(zy, "), .. u(zy, t")],

(notemos que ambas soluciones discretas U” y u” dependen de J, aunque la notacién
no incluye esta dependencia). Asi pues,

e?,N =[[U" —u"[| = ma-l'ogjgjfﬂU;L — u;l”

representara el error, en la norma del supremo, cometido por la aproximacién numeéri-
ca en el nivel de tiempo t".

En la Tabla 5.1 presentamos este error en el tiempo final tV = T, para diferentes
valores de J y N.

J\N | 250000 | 500000 | 1000000 | 2000000 | 4000000 | 8000000
256 | 1.0832e+00 | 2.8272-01 | 7.0192e-02 | 1.7490e-02 | 4.3674e-03 | 1.0945¢-03
(1.94) (2.01) (2.01) (2.00) (2.00)
512 | 1.0853e+00 | 2.8279¢-01 | 7.0918e-02 | 1.77126-02 | 4.4255¢-03 | 1.1093e-03
(1.94) (2.00) (2.00) (2.00) (2.00)
1024 | 1.0913e+00 | 2.8279-01 | 7.0937¢-02 | 1.7722¢-02 | 4.4282¢-03 | 1.1099¢-03
(1.95) (2.00) (2.00) (2.00) (2.00)

Tabla 5.1: Errores en la solucién (e, y) para distintos valores de J y N

De la tabla observamos que, para .J fijo, el efecto de disminuir el paso en tiempo
hace que el error vaya disminuyendo (propio de un método convergente). Sin embar-
go, para un valor fijo de N, no se aprecia una disminucién significativa en el error
al disminuir el paso en espacio h: los errores cometidos para distintos valores de J
son practicamente iguales (esto es, el método pseudoespectral proporciona una alta
precision incluso para valores pequenios de J). Esta disparidad en el error al consi-
derar el refinamiento de los parametros, induce a pensar que el error que predomina
es el de la discretizacion temporal, siendo el error cometido por la discretizacion es-
pacial despreciable frente a este. Esto estd en consonancia con el orden exponencial
de aproximacién que produce el método pseudoespectral (el error producido por la
discretizacién con el valor de J més grosero ya se encuentra saturado).

Por otra parte, nos planteamos el efecto de refinar el paso en tiempo en el error.
Para ello, la Tabla 5.1 también incorpora, entre paréntesis, el orden efectivo r asocia-
do a los errores descritos con dos valores del pardametro de la discretizacion temporal
consecutivos: N y 2N. Utilizaremos la férmula habitual

_ log (€J,N/€J,2N)
log 2

Observamos que la tabla ratifica el orden de convergencia 2 de la discretizacién
temporal dada por la regla del punto medio implicita.
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Por lo tanto, queda de manifiesto el buen comportamiento del método numérico
para aproximar la evoluciéon de una solucion solitonica de la ecuacion KdV para
largos tiempos de integracion.

Por otro lado, también nos interesard valorar el comportamiento del error con el
tiempo, para unos valores fijos de la discretizacion. Es bien conocido que los métodos
que preservan invariantes del movimiento (para la ecuacién KdV, en concreto, fue
demostrado en [7]) puede presentar una propagacién del error més favorable en la
integracion numérica de la evolucién de un soliton, que la que se observa en métodos
no conservativos, conduciendo a una mayor precision de la que uno podria haber
esperado inicialmente.

En la Figura 5.1 presentamos, para J = 1024 y dos valores diferentes de la
discretizacién temporal (N = 4000000 en rojo y N = 8000000 en azul) la evolucién
del error €7 v, n=0,1,..., N. Esta figura, que utiliza escala logaritmica en ambos
ejes, muestra dos rectas paralelas con pendiente 1 (ver el segmento en negro en la
esquina inferior derecha que representa un comportamiento lineal). Esto certifica el
crecimiento lineal del error del método conservativo en ambos casos y, por supuesto,
un error menor para un valor menor del paso k. (En [7] puede comprobarse un
crecimiento cuadratico del error cuando se utiliza uno no conservativo).
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Figura 5.1: Evolucion del error en la solucion hasta T = 10000, para J = 1024,
N = 4000000 (rojo) y J = 8000000 (azul).

Es més, en [7] se demuestra que la amplitud del solitén numérico presenta un
error, con respecto a la del solitén tedrico, que permanece acotado a lo largo del
tiempo y, que el punto donde se localiza la amplitud del solitén numérico sufre un
desfase con respecto al tedrico que crece linealmente con el tiempo. Este compor-
tamiento lo observamos claramente en las siguientes figuras. La Figura 5.2 muestra
la evolucién del error cometido en la amplitud del solitén con el integrador para
J = 1024 y los valores del parametro de la discretizacién temporal N = 4000000
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(en rojo) y N = 8000000 (en azul). Claramente, en ambos casos, dicho error esta
acotado sin mostrar un crecimiento con el tiempo.
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Figura 5.2: Evolucién del error en la amplitud hasta 7" = 10000, para J = 1024,
N = 4000000 (rojo) y N = 8000000 (azul).

La Figura 5.3 muestra, para los mismos valores de los parametros que antes,
la evolucién del error cometido en el punto donde se alcanza la amplitud. Como
muestra el segmento que aparece en la esquina inferior derecha, este error crece
linealmente.
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Figura 5.3: Evolucién del error en la fase hasta T' = 10000, para J = 1024 y
N = 4000000 (rojo) y N = 8000000 (azul).
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Como consecuencia de estas buenas propiedades, el método numérico sera de
utilidad para estimar los parametros basicos de la soluciéon. Por ejemplo, cuando
surge un nuevo soliton durante la integracién, como es el caso de interaccion que
trataremos a continuacion.

5.2. Interaccion entre solitones

Nos planteamos a continuacion el interés del método numérico para tratar el
fenéomeno de interaccién entre solitones.

Como ya planteamos en el capitulo introductorio, este problema ya fue analizado
numéricamente por N.J. Zabusky y M.D. Kruskal [21], percatdndose del choque
elastico que se producia entre dos solitones de distinta velocidad. A diferencia de lo
que ocurre con las ecuaciones lineales, donde la combinacién lineal de soluciones es
también solucién, la ecuacién KdV no satisface este principio de superposicién. Sin
embargo, se presenta un escenario muy similar para los solitones. La ecuaciéon KdV
posee una solucién bisolitonica que permite representar, en un instante dado, dos
ondas (basicamente dos solitones separados) donde el més alto (inicialmente a la
izquierda) alcanza al mas bajo (a la derecha) fusionandose durante un tiempo, para
reaparecer a continuacion, el mas alto a la derecha del mas bajo y, separarse después
[8]. Cabe destacar que después del choque ambas ondas conservan sus propiedades
previas (forma, amplitud y velocidad). Eso si, con un pequeno desfase en el punto
donde se alcanza su maximo con respecto al que tendrian si no hubiera ocurrido la
interacciéon: el mas alto aparece desplazado hacia la derecha y el mas bajo hacia la
izquierda.

Nos proponemos analizar este comportamiento numéricamente utilizando el méto-
do numérico propuesto. Para la experimentacién, de nuevo, fijamos los pardmetros
de la ecuacién como o« = § = 1. Como aproximacion al problema en el instante
inicial, consideramos la superposicion de dos solitones, suficientemente separados, y
representados en una ventana suficientemente amplia para observar el fenémeno de
interaccion. En particular, consideramos como dato inicial la funcién

1
uo(x) = 3sech? (5(3: + 30)) + 12sech? (z + 50), (5.1)

que describe la superposicién de dos solitones a partir de la expresion (3.11). Uno
tiene amplitud A; = 3 (que corresponde a la velocidad ¢; = 1) y cuya amplitud
maxima se encuentra en el punto x[()l) = —30. El otro tiene amplitud A, = 12
(que corresponde a la velocidad ¢y = 4), encontrdndose su amplitud méxima en el
punto x((]z) = —50. Como ventana para su representacion consideramos adecuados
rp =—64y rgp =064

La Figura 5.4 representa la evolucion de la solucién numérica hasta el tiempo
final 7' = 20 (suficientemente largo para que se aprecie su estado inicial, la colisién y
su evolucién tras el choque) que refleja en gran medida, lo descrito para las soluciones
bisolitonicas.
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60
20 40

Figura 5.4: Simulacién del choque de dos solitones: ¢; = 1 (4; = 3), x(()l) = —30,
Cy = 4 (A2 = 12), l‘(()z) = -5

e

En un principio, el choque entre ambas ondas puede parecer una superposicion
lineal, sin embargo, esto no es asi. Un andlisis mas detallado de esta interaccion re-
vela la aparicion de un desfase en ambas ondas. Mientras que la mas rapida aparece
mas a la derecha de donde quedaria si no hubiera habido choque, la mas lenta apa-
rece mas hacia la izquierda. Para resaltar el desfase en ambas ondas, realizaremos
simulaciones tomando como dato inicial cada uno de los solitones individuales (posi-
cionados inicialmente en los mismos puntos) y comprobando dénde se encontrarian
en 7' = 10. La Figura 5.5 muestra en rojo la solucién que proporciona el método
numérico, partiendo del dato inicial (5.1), tras el choque, y en azul la superposicién
de la que se obtendria para cada solitén.



Capitulo 5: Experimentos numéricos 61

12 T T T T T T T

10

u(x,t)

O L L L L L L
-60 -40 -20 0 20 40 60

Figura 5.5: Desfase de los solitones tras la interaccion

El método numérico también puede ser de interés para revelar otros fenémenos:
por ejemplo, la apariencia del choque de los solitones, que como veremos dependera
de las velocidades de las ondas que interaccionan. Asi, podemos distinguir dos casos
diferentes:

= Interaccion “fusion-separacion”

Este caso se produce cuando la onda mas veloz se mueve notablemente mas
rapido que la lenta. Entonces se produce una interaccién en la que durante
un instante de tiempo, ambas ondas se fusionan en una séla onda que alcan-
za una altura menor que la amplitud de la onda maés rapida. La Figura 5.6
muestra esta situacién donde se ha tomado inicialmente la superposicion de
dos soluciones. Se observa claramente la fusiéon de ambas ondas, en un instante
intermedio.

» Interaccion “rebote-intercambio”
Este caso se produce cuando la proporcién entre las velocidades del solitén
rapido y del lento es pequena. En este caso, en la interaccién siempre se apre-
cian 2 amplitudes maximas. La Figura 5.7 es representativa de esta situacién
donde se considera la superposicion de dos solitones como en (5.1), pero aho-
ra con velocidades ¢; = 2 (A; = 6) y co = 4 (Ay = 12) y posicién inicial

x(()l) =-30y a:[()l) = —45, respectivamente.
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Figura 5.6: Interaccién “fusién-separacion” entre solitones ¢; = 1 (4; =
—30, ¢ =4 (Ay = 12), 2 = —50.
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Figura 5.7: Interaccién “rebote-intercambio” entre solitones c; 2 (A 6),

:v(()l) =—30, c; =4 (A = 12), $(()2) =

—45.
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Conclusiones

La ecuacion KdV es una ecuacién en derivadas parciales no lineal que se ha
convertido en un prototipo para describir el comportamiento de ondas solitarias
en aguas poco profundas. El balance de los distintos términos de la ecuacion hace
posible la existencia de soluciones en forma de onda solitaria.

En este trabajo hemos puesto de manifiesto algunas de sus propiedades y he-
mos hecho un estudio que permite justificar la existencia de estas soluciones tan
destacadas: los solitones.

Para realizar un estudio més detallado de la dindmica de sus soluciones (y como
posible trabajo futuro, del de otras ecuaciones que comparten con la KdV soluciones
similares) queda justificado el uso de un método numérico eficiente y preciso para
su integracion.

Aqui hemos utilizado un método numérico que discretiza la variable espacial
con una técnica pseudoespectral, y la variable temporal mediante la regla del punto
medio implicita. El interés de esta técnica queda justificada con la experimentacion
numérica realizada que muestra la importancia de obtener aproximaciones no sélo
convergentes, sino que también preserven propiedades del problema (en este caso,
de cantidades conservadas por la ecuacién).

El método numérico se muestra tan robusto que nos permite llevar a cabo simu-
laciones que ahondan en fenémenos interesantes del problema, como es la interacciéon
de solitones.
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Apéndice A

Cédigo en Matlab

Se presenta el codigo del programa descrito en el Capitulo 4 para la evolucién
de un solitén.

clear

alpha=0;
beta=1;
X_min=-64;
X_max=64;
L=x_max-x_min;

/4 parametros discretizacion espacial
J=1024;

h=L/J;

xx=linspace(x_min,x_max-h,J);

/4 parametros discretizacion temporal
T=1000;

N=4000000;

k=T/N;

tt=1linspace(0,T,N+1) ’;

/4 escalamos la ecuaction u_t+alphal wu_z+betal u_zzz=0 al
intervalo [0,2pi]

lambda=2*pi/L;

alphal=alphax*lambda;

betal=beta*xlambda”3;

/4 vectores asoctiados a la transformada de Fourier
p=[00,-3/2+1:J/2-11;

ip=fftshift (1ixp);

ip3=fftshift (-1i*p."3);

ipalphal=0.5*alphal*ip;

ip3betal=betal*ip3;

/4 condicion imicial
c=1;

67
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x0=(x_min+x_max) *0.5;
u_aprox=3*c/alpha*sech(0.5*sqrt (c/beta)*(xx-x0)) .7 2;
uf= fft(u_aprox);

khalf=k/2;

/4 integracion temporal

for n=1:N
uf=paso (uf ,khalf ,ipalphal ,ip3betal) ;
u_aprox=real (ifft (uf));

end

% grafica solucion final
plot (xx,u_aprox)

AFuncion paso en tiempo
function uf=paso(uf,khalf,ipalphal,ip3betal)
Maxiter=12;
Tol=1e-12;
iter=0;
difference=1;
Z_old=uf+khalf .*x(-ipalphal .*xfft(ifft(uf) . 2)-ip3betal.*uf);
while difference>Tol
iter=iter+1;
Z_new=(uf-khalfxipalphal .*fft (ifft(Z_old)."2))./(1+khalfx*
ip3betal);
difference=norm(Z_new-Z_old,"Inf");
Z_o0ld=Z_new;
if iter>Maxiter
disp(’Maximo de iteraciones’)
end
end
uf=2*x7Z_new-uf;
end
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