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Introduccion

La teorfa de la fiabilidad estudia la probabilidad de fallo de maquinas
complejas. Para esto, se toma una perspectiva sistémica, relacionando el fun-
cionamiento de la maquina con el de sus componentes individuales. Duran-
te este trabajo, se aplicaran métodos algebraicos para estudiar la fiabilidad
de sistemas binarios. En concreto, se acota su fiabilidad por medio del K-
polinomio del sistema. Para esto, se asigna a cada sistema binario un ideal
monomial, de cuya graduacién se puede definir un K-polinomio.

En el primer capitulo, se define y explora la estructura de reticulo. Esta
estructura se usa tanto para estudiar los sistemas binarios como para tratar
con ideales monomiales. Pese a que no sea necesaria y en la literatura se suele
tratar de forma implicita, se presenta aqui de forma explicita para clarificar
y facilitar el temario.

Tras esto, en el segundo capitulo, se realiza una introduccion a la teoria de
la fiabilidad. Se definen los sistemas binarios como funciones mondtonas entre
reticulos. Y se define su fiabilidad como la probabilidad de que el sistema esté
en funcionamiento. Por ultimo, usando la estructura de reticulo, se obtienen
cotas simples para la fiabilidad de un sistema.

En el tercer capitulo, se establece una correspondencia entre los ideales
monomiales y los sistemas binarios. Se estudian las caracteristicas basicas de
estos ideales, tales como sus sistemas minimales de generadores, sus ideales
radicales o la suma e interseccion de ideales.

Por ultimo, en el cuarto capitulo, se analiza a los ideales como médulos
graduados. Para alcanzar este objetivo, se presentan ambas estructuras: en
primer lugar la estructura de modulo sobre un anillo, y, tras esto, la estruc-
tura de modulo graduado sobre un anillo graduado. Una vez establecida esta
estructura, se define el K-polinomio del ideal a partir de la serie de Hilbert de
su graduacion. Por ultimo, se trunca este polinomio para acotar la fiabilidad
del sistema.

Ademas, en el anexo, se estudian los ideales libres de cuadrados, ya que
son aquellos que aparecen al asociar un ideal monomial a un sistema binario.
Estos ideales estan en correspondencia con complejos simpliciales, a partir
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de los cuales se puede definir una homologia que reflejara propiedades del K-
polinomio. Esto ofrece una herramienta mas para el estudio de la fiabilidad
de sistemas binarios.



Capitulo 1

Reticulos

En este capitulo presentaremos los reticulos desde dos puntos de vista
complementarios: como estructuras de orden y como estructuras algebraicas.
Como demostraremos, ambos son equivalentes. Las referencias basicas para
este capitulo son [3]y [1].

1.1. Reticulos como posets

La teoria de orden estudia los conjuntos ordenados. Estos pueden ser
parcial o totalmente ordenados.

Definicién 1.1. Sea L un conjunto. Se dice (L, <) es un poset! o conjunto
parcialmente ordenado si la relacion < cumple las siguientes propiedades para
todos a,b € L:

1. Reflexividad: a < a.
2. Antisimetria: Sia < by b < a entonces a = b.
3. Transitividad: Si a < by b < ¢ entonces a < c.

En tal caso se dice que < es una relacion de orden.
Ademas, si para todos a,b € L se cumple que a < b 6 b < a, se dice que
L es un conjunto totalmente ordenado.

La estructura de poset es mucho méas débil que la de conjunto totalmente
ordenado. Sin embargo, esta tltima puede ser demasiado restrictiva. De esta
forma, la estructura de reticulo proporciona un punto intermedio entre ambas
estructuras.

1La terminologia poset proviene del juego de palabras ingles Partially Ordered SET
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8 CAPITULO 1. RETICULOS

Definicién 1.2. Sea (L, <) un poset. Sea S C L un subconjunto.

Un elemento a € L es una cota inferior de S si para todo b € S se cumple
que a < b. Analogamente, es una cota superior si se cumple que a > b.

Un elemento a € L es el infimo de S, denotado por inf(S) si se cumple
que a es una cota inferior de S'y, si b es otra cota inferior de S, se tiene que
a > b. Tal elemento puede existir o no.

Andlogamente, a es supremo de S, denotado por sup(.S) si a es una cota
superior de S y a < b para cualquier otra cota superior.

Definicién 1.3. Un poset (L, <) es un reticulo si para cualquier a,b € L
existen:

a Ab:=inf({a,b}),
aVb:=sup({a,b}).

El siguiente ejemplo explora uno de los ejemplos mas tipicos de reticulos.

Ejemplo 1.4. Sea S un conjunto y P(S) su conjunto de partes. Entonces
(P(S), C) es un reticulo.

Si A,B,C € P(S). Como C C Ay C C B implican que C' C AN B, se
tiene que A A B = AN B. Analogamente, como A C C'y B C C implican
que AU B C C, se tiene que AV B=AUB.

Ejemplo 1.5. Sea un anillo R y sea Id(R) su conjunto de ideales. Veamos
que (Id(R), C) es un reticulo.

Sean I,J € Id(R). El ideal I + J contiene a ambos. Ademés, si I,.J C
K € Id(R) se tiene que I + J C K pues K esta cerrado bajo sumas. Por lo
tanto, IV J =1+ J.

Por otra parte, es facil ver que IAJ =1NJ.

Ejemplo 1.6. En el caso particular R = Z , como es un dominio de ideales
principales, cada ideal I es de la forma (n) para algin n € N. De este modo
podemos identificar Id(Z) con N.
Si definimos
n<m <= (n) 2 (m),

esto equivale a la relacion de divisibilidad n | m.
Con esta interpretacion se tiene:

nV m = mecm(n,m), n Am = mcd(n,m).

Asi, la aritmética elemental de N puede entenderse como un reticulo con las
operaciones de minimo comun miltiplo y maximo comin divisor.
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Proposiciéon 1.7. Si (L, <) es un conjunto totalmente ordenado, entonces
también es un reticulo.

Demostracion. Sean a,b € L. Definamos a V by a Ab.
Supongamos que a < b, en tal casoaVb=by aAb=a.

Igualmente, si a > b se tiene que aVb=ay aAb=0b.
l

Ejemplo 1.8. Los conjuntos N, Z, Q, R son reticulos por ser totalmente or-
denados.

La definicién de reticulos es equivalente a una condicién mas fuerte.

Proposicién 1.9. Un poset (L, <) es un reticulo si y solo si para cualquier
H C L finito existen tanto sup(H) como inf(H).

Demostracion.

=) Realizamos la demostracién por induccién sobre la cardinalidad de
H.

Suponemos que H = {h;} tiene solo un elemento. Entonces inf(H;) = h;.

Supongamos ahora que todos los conjuntos de n — 1 o menos elementos
tienen inf bien definido. En este caso H = {h4, ..., h,} tiene n elementos. To-
mamos a = inf({hy, ..., h,—1}) que existe por hip6tesis de induccién. Veamos

que b = inf({a, h,}) es el infimo de H.

Tenemos que b < a < h; para todo i € {1,...,n — 1}. Ademaés, b < h,,.
Asi que b < h; para todo h; € H.

Sea ¢ una cota inferior de H. Entonces, ¢ < h; paratodoi € {1,...,n—1}
luego ¢ < a. Ademas, ¢ < h,,. Por lo que ¢ < b.

La demostracién de que sup(H) esté bien definida es andloga.

<) Dado a,b € L, si tomamos H = {a,b} se tiene que a Vb =sup(H) y
aNb=inf(H).

Wl

Observacién 1.10. En la anterior proposicién la hipétesis de H finito es
indispensable, pues, tal y como vimos en el ejemplo 1.8, R es un reticulo.
Para N C R se tendria que existe un elemento real oo = sup(N) tal que
oo > n para todo n € N.

Tal elemento no existe en la recta real. Sin embargo, si que existe en la
recta extendidaR U {—o0, 0o}.

Ejemplo 1.11. R es un cuerpo ordenado. Esto es un cuerpo totalmente
ordenado en el que para todo z,y,z € R con z > 0 se cumple:

1. Siz <y, entonces x + 2z < y + z.
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2. Si z <y, entonces rz < yz.

Esta estructura se pierde al pasar de R a R"™, que no esta completamente
ordenado. Sin embargo, R™ sigue siendo un reticulo. Para esto definimos la
relacion de orden:

(@1, 0y T0) < (Y1, Yn) <= ; <y Vie{l,...,n}.
Los operadores V, A resultantes son:
($1>-'~7$n)\/(y17---ayn) - (xl\/yla"'axnvyn)a

(T, T ) A Y1y e Un) = (BL A YL, - o, T A Yn).
Por ejemplo, en R? se tiene que (3,7,1)V (4,6,1) = (4,7,1).

En la siguiente seccion definiremos la nocién de morfismo de reticulo. Por
ahora, simplemente presentaremos la nocién de morfismo de poset, que es
una condicion necesaria pero no suficiente para ser morfismo de reticulo.

Definicién 1.12. Sean (L, <), (L', <’) dos posets. Una aplicacién ¢ : L — L'
es mondtona si se cumple que para todo a,b € L:

a<b= ¢(a) <" o(b).

Ejemplo 1.13. Sea S un conjunto y a ¢ S. Definimos el conjunto S" =
S'U{a}. La siguiente aplicacién monétona ¢ es un morfismo entre (P(S), C)
y (P(5), ©):

¢ :P(S) — P(S)

A+— AU {a}.

Por tltimo, antes de proseguir con el punto de vista algebraico, definimos
los subrreticulos.

Definicién 1.14. Sea (L, <) un poset, S C L y <g la restriccién de < a S.
Se dice que (5, <g) es un subposet de (L, <). Ademas, se dice que (S, <g) es
un subrreticulo de (L, <) si es un reticulo.

Ejemplo 1.15. Sea 2N = {0,2,4, ...} el conjunto de niimeros pares. Se tiene
que 2N C Ny, por tanto, que P(2N) C P(N). De hecho, (P(2N),C) es un
subrreticulo de (P(N), C).

Por otra parte, definamos L = {S € P(N) : |S| € 2N}, donde |S| repre-
senta la cardinalidad de S. Obviamente se tiene que (L, C) es un subposet de
(P(N), C). Sin embargo, no es un subrreticulo, puesto que sup({1, 2}, {2, 3})
no estd bien definido. {1,2,3,n} es una cota superior minimal de {1,2} y
{2,3} para todo n € N\ {1,2,3}, por lo que no hay un supremo tnico.
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1.2. Reticulos como estructuras algebraicas

Desde el punto de vista algebraico, un reticulo es un tipo de estructura
algebraica. Se describen las leyes de las operaciones V, A que tal y como
veremos en la siguiente seccion, permiten recuperar la relacion de orden.

Como ambas operaciones comparten gran parte de su comportamiento,
resulta natural estudiar primero la nociéon mas general de semirreticulo que
describe a ambas.

Definicién 1.16. Un semirreticulo algebraico es una estructura (A, o) donde
la operacién o : A x A — A cumple:

1. Idempotencia: a o a = a.
2. Conmutatividad: aob="boa.
3. Asociatividad: ao (boc¢) = (aob)oc.

Ejemplo 1.17. En la anterior seccién vimos que si S es un conjunto, se tiene
que (P(S),C) es un reticulo de orden. Es facil comprobar que (P(S),U) y
(P(S),N) son semirreticulos algebraicos.

Definicién 1.18. (A, V,A) es un reticulo algebraico si:
1. (A,V)y (A, A) son semirreticulos algebraicos.
2. Se cumplen las leyes de absorcién: a V (a Ab) = a, aA(aVb)=a.

El siguiente ejemplo comprueba que los reticulos de la anterior seccién
siguen siendo reticulo bajo esta nueva definicion.

Ejemplo 1.19. Tal y como vimos en la anterior seccién, el reticulo de orden
(R, <) produce dos operaciones V, A binarias. Se tiene que (R,V,A) es un
reticulo algebraico.

Es obvio que (R, V) y (R, A) son semirreticulos algebraicos.

Para ver que son reticulos algebraicos comprobamos las leyes de absorcion
por casos:

Sean a,b € R. Supongamos que a < b. En tal caso aVb=byaAb=a.
PorloqueaV (aAb)=aV(a)=ayaA(aVb) =aAb=a.

Y, si a > b, se tiene que aVb=ayaAb=0>. Porlocual aV (aAb)=
aV(b)=ayaA(aVb)=aA(a)=a.

Ejemplo 1.20. El conjunto de dos elementos F; = {0, 1}, con 0 < 1, forma
un reticulo de orden. Este también se puede definir como reticulo algebraico
a partir de la siguiente tabla de operacién:
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_ =0 O
_ o = Ol
== O <
—_ o o o>

Este reticulo algebraico (F»,V, A) aparece muy frecuentemente en infor-
matica, pues modela la logica de los bits. En esta se interpretan los valores
0 como Fualso, 1 como Verdadero; y las operaciones V como d, y A como y.

Al igual que en el ejemplo 1.11 podemos extender la estructura de reticulo
a (FJ,V,N).

Proposicién 1.21. Sea (A, V, ) un reticulo y a,b € A. Si se tiene:
aVb=a <= aNb=0.

Demostracion.
=) Sustituyendo a = a V b obtenemos

aNb=(aVb)Ab.
Pero, segtn la segunda ley de absorcion
bA(aVb)=nb.
<) Sustituyendo b = a A b obtenemos
aVb=aV(aAD).
Pero, segtin la primera ley de absorcién
aV(aAb)=a.
O

Ahora, partiendo de reticulos algebraicos, si que podemos definir un mor-
fismo de reticulos.

Definicién 1.22. Sean (A, V,A), (A, V', \') dos reticulos algebraicos y ¢ :
A — A" una aplicacion entre ellos. Se dice que ¢ es un morfismo de reticulo
si, para todo a,b € A, se cumple:

1. ¢(aVb) = 6(a) V 6(b).
2. ¢la A b) = (a) A G(b).
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Ejemplo 1.23. La siguiente figura 1.1 muestra dos reticulos de orden. En
ella los nodos representan elementos del reticulo, las flechas discontinuas una
aplicacion ¢ y, las aristas desigualdades. Si un nodo z esta conectado con un
nodo y de forma que x esta por encima de y se entiende que x > y.

El reticulo de la izquierda L = {a,b,c,d}, tiene que a > b,cy b,c > d.
Y, el reticulo de la derecha L' = {e, f, g}, tiene e > f > g.

Obsérvese que ¢ preserva el orden (es monétona), pero no preserva las
operaciones V, A Pues bV ¢ = a pero ¢(b) V ¢(c) = fV f = f # ¢(a).

Figura 1.1: Ejemplo de morfismo de reticulo. [3]

1.3. Equivalencia de definiciones

Como se mencioné en el anterior capitulo, ambas definiciones de reticulo
son equivalentes. En el lenguaje de categorias, se podria decir que existe un
funtor de la categoria de los reticulos algebraicos a la de los reticulos de
orden.

En un lenguaje més conjuntista, se puede decir que existe una biyeccion
entre los reticulos algebraicos y los reticulos de orden. Ademés, cada homo-
morfismo de reticulos es una aplicacién mondtona.

Teorema 1.24. Eziste una biyeccion entre el conjunto de reticulos algebrai-
cos y el conjunto de reticulos de orden.

Demostracion. Construiremos una aplicacion @ del conjunto de reticulos al-
gebraicos al conjunto de reticulos de orden. Tras esto construiremos otra
aplicacion ¥ en sentido contrario. Por 1iltimo, demostraremos que ®o W = Id
y Wod =Id.

Durante la demostracion, S serd un conjunto, L = (S, <) un reticulo de
orden y A = (S,V, A) un reticulo algebraico.
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®) Partiendo de A = (S, V, A), definimos en S la relaciéon de orden a <
b <= aVb=>b.Veamos que (5, <) es un reticulo de orden.

Empecemos por ver qué es un poset, es decir, que la relacion es de orden.
Sean a,b,c € S:

1. Reflexividad: Por idempotencia se tiene que a V a = a. Por lo tanto,
a<a.

2. Antisimetria: Partimos de a < b y b < a. En un lenguaje algebraico
esto se traduce por aVb=0by bV a = a. Como V es conmutativo, es
necesario que a = b.

3. Transitividad: Partimos de a < by b < ¢. Es decir aVb = by
bV c = c. Veamos que a < c¢. Por la asociatividad de V se tiene que
aVe=aV(bVe)=(aVb)Ve=bVc=c. Luegoa <c.

Notese que para demostrar cada uno de los tres axiomas de orden, hemos
tenido que usar un axioma de semirreticulo algebraico diferente.

Ahora veamos que a V b = sup({a,b}) y a Ab = inf({a,b}). Comencemos
por sup.

Veamos que a,b < a V b:

» aV(aVb)=(aVa)Vb=aVb, porloquea<aVb.
» bV(aVb)=(aVb)Ab=aV (bVb)=aVb porloqueb<aVb.

Ahora, veamos que si a,b < ¢ entonces a Vb < c. Partimos de aVec=cy
a V b= b. Aplicando esto:

(avb)Ve=aV (bVec)=aVe=c,

por loque a Vb < c.
Anélogamente, demostremos que a V b = inf({a,b}).
Veamos que a A b < a,b.

» aV (aAb)=a porlaprimera ley de absorcién, por lo que se concluye
que a Vb < a.

» bV (aVb)=>bV(bVa)=>porla primera ley de absorcién, por lo que
se concluye que a Vb < b.



1.3. EQUIVALENCIA DE DEFINICIONES 15

Ahora, veamos que si ¢ < a,b entonces ¢ < a A b. Partimos de aVec=ay
bV c =b. Segun la proposicién 1.21 esto es equivalente a aAc=cy bAc = c.
Ahora computamos:

(anb)ANc=aN(bNc)=aNc=c.

Y, volviendo a aplicar 1.21, vemos que (aAb)Vc = aAb. De donde se concluye
que c < aAb.
Por tanto ®(A) = (5, <) es un reticulo.

U) Partiendo de L = (5, <), definimos en S las operaciones binarias
aVb:=sup({a,b}) y a Ab:=nf({a,b}) Veamos que (S, V,A) es un reticulo
algebraico.

Para esto, comenzamos por ver que es un semirreticulo algebraico:

1. Idempotencia: a V a = sup({a,a}) = a.
2. Conmutatividad: aV b =sup({a,b}) =sup({b,a}) =bV a.
3. Asociatividad: a V (bV ¢) = sup({a,b,c}) = (aVb) Ve

El caso de A es analogo.
Veamos ahora que se cumplen las leyes de absorcion.

» aV (aAb) =sup({a,inf({a,b})}). Como inf({a,b}) < a, se tiene que
sup({a, nf({a, b})}) = a.

» a A (aVb) = inf({a,sup({a,b})). Como sup{a,b} > a, se tiene que
inf({a,sup({a, b})) = a.

Por tanto, (L) = (5, V, A) es un reticulo algebraico.

® o U) Partimos de un reticulo de orden L = (S, <) y aplicamos ¥ para
obtener el reticulo algebraico (S,V,A) con a Vb := sup({a,b}) y a A b :=

inf({a, b}).
Luego aplicamos ® a este reticulo algebraico para obtener la relacién <’
en S definida por:
a<'b &< aVb=0.

Queremos ver que <=<', es decir, que para todo a,b € S se cumple:
a<b << a<'b.

Si a < b entonces se tiene tanto b > a como b > bV a. Por lo tanto, a Vb =
sup({a,b}) = b. Luego a <" b.
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Si a <’ b, se tiene que sup({a, b}) = b. Por lo que b > a.

U o @) Partimos de un reticulo algebraico A = (S,V,A) y aplicamos &
para obtener el reticulo de orden (S, <) cona <b <= aVb=0b.

Luego aplicamos ¥ a este reticulo de orden para obtener las operaciones
V', A definidas en S como:

aV'b:=sup({a,b}), aN'b=inf({a,b}).

Queremos ver que V = V' y A = A'. Es decir, que para todo a,b € S se
cumple:
aVb=aVb, aNb=aNb.

Realizamos la demostracién para V = V' pues el caso de A = A’ es andlogo.
Procedemos en dos pasos: demostramos que a V b es una cota superior de
{a,b}, y demostramos que a V b es la minima cota superior de {a, b}.

(i) Queremos ver que a Vb > a,b.

(avb)Va=aVbVa=aVaVb=(aVa)Vb=aVb.

Anélogamente:
(avb)Vb=aV (bVb)=aVhb.

(ii)Queremos ver que si ¢ > a, b entonces ¢ > a V b. O, equivalentemente, si
aVe=0bVc=csetiene(aVb)Vc=c.
(avb)Ve=aV (bVec)=aVe=c
O

Observacién 1.25. Recordemos que, por 1.21, se tiene que a Vb =b <=
a/Ab = a. Por lo cual, se tiene que a < b <= a/Ab = a . De hecho, se podria
haber realizado la construccion partiendo de esta definicién alternativa.

De ahora en adelante no distinguiremos entre reticulos de orden y reticulos
algebraicos.

Proposicién 1.26. Sean (A,V,N), (A", V', N') dos reticulos y ¢ : A — A" un
homomorfismo de reticulo. Entonces ¢ es mondtono.

Demostracion. Sean a,b € A con a < b. Equivalentemente a V b = b.
Por lo tanto, se cumple ¢(b) = ¢(a V b) = ¢(a) V ¢(b) . Por lo tanto

¢(a) <" ¢(b). -
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Proposicién 1.27. Sean (L,<),(L',<') dos reticulos y ¢ : L — L' una
aplicacion mondtona biyectiva entre ellos. Entonces ¢ es homomorfismo de
reticulos.

Demostracion. Sean a,b € L. Veamos primero que ¢(a V b) = ¢(a) V' ¢(b).
Para esto caracterizamos a ¢(a) V' ¢(b) = sup({é(a), ¢(b)}

Como a Vb > a,by ¢ es monétona, se tiene que ¢(a V b) >" ¢(a), ¢(b).
Por lo tanto, ¢(a V b) es una cota superior de {¢(a), ¢(b)}.

Supongamos que ¢ > ¢(a), ¢(b) es otra cota superior. Entonces, como ¢ es
mondtona e invertible, se tiene que ¢~(¢) > a,b. Y como aVb = sup({a, b}) se
tiene que ¢~ *(c) > aVb. Ahora, por monotonia, se concluye que ¢ >’ ¢(aVb).

Se puede argumentar de forma andloga para ¢(a A b). O]
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Capitulo 2

Fiabilidad de sistemas

Las maquinas y sistemas tecnolégicos terminan malfuncionando con el
tiempo: las correas de relojes se rompen, las ruedas de los coches se pinchan
y los engranajes se engrasan. Aunque esto es inevitable, puede prevenirse o
retrasarse para que los sistemas duren lo maximo.

La siguiente historieta informal nos muestra de forma intuitiva qué men-
talidad tienen los ingenieros al disefiarlos.

Vamos a celebrar nuestro cumpleanos haciendo paracaidismo. Saltamos
del avion y tiramos de la anilla...jpero el paracaidas no se abre! ;Qué hace-
mos? ;Vamos a morir?

No. Hemos traido un paracaidas de repuesto. Tiramos de la anilla y
funciona. Hemos sobrevivido gracias a la redundancia en el paracaidas,
que hace un sistema mds fiable. Esta misma filosofia es la que siguen los
ingenieros al disenar sistemas tecnologicos.

Sin embargo, esta mentalidad no siempre existi6. En los origenes del
estudio de la fiabilidad (durante la Primera Guerra Mundial [5]) el enfo-
que predominante era mejorar la calidad de cada componente, estudiando
su tiempo de vida medio mediante herramientas estadisticas tales como la
esperanza matematica o distribuciones de fallo.

Con el tiempo, la experiencia mostré que, a partir de un punto, era méas
efectivo afiadir componentes redundantes a los sistemas que aumentar la
calidad de estos ultimos. De este modo, la fiabilidad pasé de entenderse no
solo como una propiedad de cada pieza, sino como una propiedad emergente
del sistema en su conjunto.

Hoy en dia, ambas perspectivas conviven y se complementan. En este
capitulo exploraremos la teoria de fiabilidad desde un punto sistémico, in-
troduciendo técnicas estadisticas de analisis de componentes alla cuando sea
necesario|6).

19
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2.1. Sistemas binarios

Un sistema representa una méquina. Estas méaquinas son complejas y
pueden estar formadas por una variedad de maquinas simples.

Ejemplo 2.1. Una bicicleta es una maquina compleja. Estda formada por
dos ruedas, un sillin, un esqueleto metalico, una cadena, un manillar, etc.
Todos estos componentes son maquinas mas simples. Por ejemplo, las ruedas
también estan formadas por componentes. Tienen: cubierta, llantas, radios,
valvula, buje. Y, a su vez, una véalvula esta formada por aiin mas maquinas.

Durante el analisis de un sistema es necesario decidir en cudntas maquinas
se subdivide este. ;| Es necesario tener en cuenta las llantas y los radios, o es
suficiente con considerar las ruedas?

Analizar un sistema conlleva relacionar el estado de sus componentes con
el estado del sistema. Por lo que, desde un punto de vista matematico, solo
es necesario conocer el nimero de componentes y la dependencia que tiene
el estado del sistema con estos.

Ademas, anadimos una hipétesis simplificadora, los componentes pueden
funcionar o no funcionar. No existe ningtin punto intermedio. De esta forma,
basta con un bit para describir el estado de un componente. Este puede estar
funcionando 1 o no estarlo 0.

Definicién 2.2. Un sistema binario con n componentes es una funcién mo-
nétonal ¢ : FJ' — Fy. Se llama orden del sistema al niimero de componentes
n.

En esta definicién Fy codifica un bit. Por lo cual, la aplicacion ¢ describe
cual es el estado del sistema para cada uno de los posibles estados de los
componentes.

Ademas, hemos requerido que ¢ sea monotona. Pues, suponemos que el
estado del sistema no empeorara si mejora el estado de sus componentes.

Observacién 2.3. En la definicién de sistema hemos partido de la hipétesis
de que el estado de un componente se puede codificar como una variable en
F5. Los sistemas que no cumplen esta propiedad se llaman sistemas multies-
tado en vez de sistemas binarios.

Sea Fy ={1,...,q} con1 < ... <gq. Un sistema multiestado esté descrito
por una funciéon monétona ¢ : F' — Fy.

Por ejemplo, un sistema multiestado con ¢ estados puede ser un ventilador
que pueda funcionar en ¢ velocidades. O, en su lugar, podria ser un video de
Youtube que puede mostrarse en calidades {360p, 480p, 720p, 1080p}.

Los reticulos Fy y F3' se definieron en el ejemplo 1.20.
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Durante este documento tratamos con sistemas binarios en vez de mul-
tiestado porque estos tienen una estructura combinatoria mas rica. En con-
creto, como veremos posteriormente, generan un ideal libre de cuadrados y
un complejo simplicial.

Ejemplo 2.4. Los sistemas binarios triviales son aquellos en los que ¢ es
constante. Como ¢ toma valores en Fj, existen dos sistemas triviales: el
“distopico”’¢y = 0 que nunca funciona, y el “utépico”’¢; = 1 que siempre
funciona.

A priori, estos sistemas no parecen tener un gran interés. Sin embargo,
pueden ser muy ttiles estructuralmente. Pues, como veremos posteriormente,
son los elementos maximos y minimos del reticulo de sistemas binarios.

Ejemplo 2.5. Otro ejemplo de sistemas binarios son los k — n, llamados “k
sobre n”. Estos sistemas funcionan si al menos k de sus n componentes estan
funcionando. Por ejemplo, un coche con una rueda de repuesto es un sistema
4 — 5. Pues, para funcionar, necesita que cuatro de sus cinco ruedas no estén
pinchadas, da iguales qué cuatro de las cinco sean.

Denotamos un sistema k — n por ¢ ,. De esta forma, en el ejemplo del
coche tendriamos que ¢45((1,1,0,1,1)) =1y ¢45((1,1,0,0,1)) = 0.

Inspirados por los circuitos eléctricos, los sistemas n—n se llaman sistemas
secuenciales, y los sistemas 1 — n se llaman sistemas paralelos.

Ejemplo 2.6 (Codigos Correctores). Como ya se ha mencionado anterior-
mente, los ordenadores almacenan y comunican informacién por medio de
bits. Un mensaje a través de la web se puede interpretar como dos vecto-
res e, € F,. El vector e representa la informacién enviada y el vector r la
informacion recibida.

Estos vectores no tienen por qué coincidir, puesto que puede darse erro-
res durante la comunicacion. De hecho, es comin que se den errores. Para
prevenir esto se aplican cddigos correctores de errores.

Supongamos que ¢ es primo o potencia de primo y, por tanto, I, = F, es
un cuerpo. Sea n,m € N con 0 < n < m. Entonces tanto Fy como Fy"* son
espacios vectoriales. Se puede definir un codigo lineal como una aplicacion
lineal inyectiva C': Fy — F".

Esta aplicacion anade m —n bits de redundancia al sistema. Por ejemplo,
un cédigo lineal puede ser:

C:F

1 3
q Fq

(1) —(1,1,1)
(0) — (0,0,0)
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De esta forma, si recibimos (1,0, 1) podemos suponer que ha habido un error
en el segundo bit y que el mensaje original era (1,1, 1).

Para que el mensaje sea interpretado correctamente necesitamos que dos
de los tres bits sean comunicados sin errores. Por lo tanto, este sistema seria
un sistema k£ — n. En concreto, seria ¢ 3.

Ademés de sistemas binarios, nos interesan sistemas coherentes. Estos
son aquellos que no tienen componentes irrelevantes. Es decir, que ninguna
de sus componentes es innecesaria.

Definiciéon 2.7. Sea i,n € N con 0 < i < n. Se define la aplicacién substi-
tucién i-ésima como:
S; . F2n X F2 — FQn

((a1,...a; ... an),0) — (a1,...,b,... ap).

Ejemplo 2.8. Sea v = (1,0) € FZ?. Entonces, al aplicar la sustitucién en
cada coordenada:

s1(v,0) = (0,0), so(v, 1) = (1,1).

Obsérvese que si el valor que sustituimos coincide con el original, el vector
no cambia:

s1(v, 1) = s9(v,0) = (1,0).

Definicién 2.9. Sea ¢ : F}' — F; un sistema binario. Sea i € N con 0 < ¢ <
n. Se dice que la i-ésima componente de ¢ es relevante si existe v € F}' con
¢(3i(vv 1)) =1 y ¢(Si(va O)) =0.

Se dice que una componente es irrelevante si no es relevante.

Decimos que ¢ es coherente si todas sus componentes son relevantes.

Ejemplo 2.10. Sea i7,n € N con 0 < ¢ < n. Definimos el sistema binario X;
como:

Xi(al, c. ,an) = ;.
En este sistema, la tinica componente relevante es la i-ésima.
Ejemplo 2.11. Los sistemas triviales no son coherentes, ya que ninguna de

sus componentes es relevante. En cambio, los sistemas k—n si son coherentes:
el estado del sistema depende efectivamente de todas sus componentes.
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2.2. Reticulo de sistemas binarios

Los sistemas binarios forman un reticulo. Esto nos va a permitir construir
sistemas binarios a partir de otros sistemas binarios.

Teorema 2.12. El conjunto de los sistemas binarios de orden n, L, , puede
ser dotado de estructura de reticulo.

Demostracion. Una funcion f : F3' — F, puede ser interpretada como una
2"-tupla de F". En efecto, Fi tiene 2" elementos, por lo que para determinar
la imagen de una funcién es necesario determinar su imagen en cada uno de
estos.

El conjunto de funciones de F}' — F; hereda la estructura de reticulo de
F¥". Segtin esta estructura, si f, g son dos funciones y a € Fju:

(f vV g)a) = fla) v g(a),

(f A g)a) := fla) Agla),
f<g < f(b)<g(b) VbeF;.

Por lo tanto, solo es necesario demostrar que L,, es un subrreticulo. Es decir,
que si ¢, 1 son monotonas, entonces ¢ V 1y ¢ A 1 también lo son.

¢ V1) Sea a,b € Fy con a < b. Veamos que ¢(a) V ip(a) < ¢(b) V 1 (b).
O, lo que es equivalente, (¢(a) V (b)) V (¢(b) V (b)) = ¢(b) V (D).

Para esto, usamos la asociatividad y conmutatividad.

(@(a) Vv (a)) V (6(b) V(b)) = (d(a) V ¢(b)) V (¥(a) V(D)) = ¢(b) V (D).

Donde hemos usado que ¢(a) < ¢(b) = ¢(a) V ¢(b) = ¢(b) v ¥(a) < P(b) =
P(a) vV ih(b) = ¥(b).

¢ A1) Sea a,b € F} con a < b. Veamos que ¢(a) A ¥(a) < ¢(b) A
(b). Segun la observacion 1.25, se tiene que esto es equivalente a (¢(a) A
P(a)) A (p(b) A (b)) = ¢(a) Ap(a). Llegado a este punto se puede realizar

un razonamiento analogo al empleado en el anterior caso. ]

Este teorema nos dice que si ¢, 1) son sistemas binarios, entonces podemos
construir otro sistema ¢V 6 ¢ A1 a partir de ellos. A continuacién veremos
que todos los sistemas binarios no triviales se pueden construir a partir de
X;.
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Definicién 2.13. Sea ¢ un sistema binario. Su conjunto de cortes se define
como CY = ¢~1({0}) y su conjunto de caminos C} = ¢~ ({1}).

Ademas, se define su generador de caminos como el conjunto de caminos
minimales, es decir:

Gy={aecC,:AbeCjb<a}.

Observacion 2.14. Esta notacion estd inspirada por los sistemas eléctricos.
En estos, la electricidad parte de una bateria y ha de recorrer el circuito a
través de cables y componentes para volver a la baterfa. Si cualquiera de
estos componentes esta danado, cortocircuitado o apagado, la electricidad
es incapaz de cruzarlo y tiene que buscar un camino alternativo a través de
otros componentes.

Por esto, aquellos estados en los cuales el sistema funciona se llaman
caminos, y aquellos en los que no funcionan se llaman cortes (cortocircuito).

El primer paso es construir, para cada camino, un sistema que lo repre-
sente a partir de los Xj.

Definicién 2.15. Sea (aq,...,a,) € F} una lista de elementos de Fy. Se
denota:

/\ai::al/\.../\an,

i
\/ai::al\/...\/an.
i

Esta notacion generaliza los sumatorios X y los productorios II para las
operaciones A, V.

Ejemplo 2.16. En el caso de F; se tiene:

Aai = mt({ar,....a.}) =

i

{1, si todos los a; = 1,

0, siexiste un a; = 0.

\/ a; =sup({ay,...,a,}) =

i

1, siexiste un aq; =1,
0, sitodos los a; = 0.

Definicién 2.17. Sea v = (vq,...,v,) € F3 se define su soporte como

sop(v) = {i:v; # 0}.
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Observacion 2.18. El soporte se puede usar para definir una métrica lla-
mada la métrica de Hamming. Esta métrica dicta [|v|| = |sop(v)|.

Es muy comtn en el &mbito de los cddigos correctores de errores. También
se puede usar para simplificar la definicién de los sistemas k — n.

1, silall =
Prnla) = .

0, silal <k.
Definicién 2.19. Sea v = (vy,...,v,) € F3'. Es posible asignarle un sistema
de orden n:

o= [\ X
i€sop(v)

Proposicién 2.20. Sea v = (vq,...,v,) € F3'. Se tiene que:

bo(a) = {1, stv < a,

0, en caso contrario.

Demostracion. Sea a € F}.

Si v < a, entonces v; < a;. Por lo tanto, sop(v) C sop(a). Y, en conse-
cuencia X;(a) =1 para cada i € sop(v).

En caso contrario, existe al menos una coordenada i para la que v; > a;.
Para que se cumple esta desigualdad es necesario que v; = 1 y a; = 0. Por
tanto, i € sop(v). Y, tenemos que X;(a) = 0. O

Ahora, podemos dar la expresién de un sistema a partir de los Xj.

Teorema 2.21. Sea ¢ € Ly un sistema binario. Se tiene que:

Qb: \/ Qb”u‘

veCé

Demostracion. Llamemos 1 a la nueva expresion ¢ = \/vecql5 ¢,. Queremos
ver que Y = ¢.

1) Sea a € C}, veamos que ¥(a) = 1.
Tenemos que v > ¢, para todo v € Cé. Como ¢,(a) = 1 se tiene que

P(a) = 1.

0)Sea a € C3, veamos que t)(a) = 0.

Basta con ver que ¢,(a) = 0 para todo v € C’qlﬁ. Supongamos que existe
v € C’dl) tal que ¢,(a) = 1. Entonces, se tendria que v < a. Y, como ¢
es mondtona, ¢(a) = 1. Lo cual es absurdo, pues habiamos supuesto que
acCy. O
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Ejemplo 2.22. Tomemos el sistema ¢, 3. Sus caminos son
Cy ={(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1),(1,1,1)}.
Por lo tanto, su construccion a través de X; es:
¢273 - (Xl /\ XQ) \/ (Xl /\ Xg) \/ (X2 /\ Xg) \/ (Xl /\ X2 /\ Xg)

Podemos observar que el tltimo término no es necesario. Esto es porque
su estado no pertenece al conjunto de generadores de caminos G(lb.

¢2,3 = (X1 A XQ) V (X1 A X3) V (X2 A Xg)
El reticulo de sistemas binarios tiene atin mas propiedades especiales.

Definicién 2.23. Un reticulo (L, V, A) es distributivo si se cumplen las si-
guientes ecuaciones para todo a,b,c € L:

L.aV(bAc)=(aVb)A(aVc).
2. aN(bVe)=(aAb)V(aAc).
Proposicion 2.24. FEl reticulo de sistemas binarios L, es distributivo.

Demostracion. Mostramos dos estrategias de demostracién diferentes.

a) Podemos realizar la demostraciéon mediante fuerza bruta. Sean ¢, ¢ €
Loy a € Fy. Tenemos que (6V)(a) = 6(a)Vib(a) y (6A1)(a) = ¢(a) Ai(a).
Como ¢(a),v(a) € F,. Si las ecuaciones 1,2 se cumplen en Fj, entonces
también se cumplen en L,,.

F5 tiene una cantidad finita de elementos, luego es posible comprobar que
todas las combinaciones de valores de a, b, c camplen ambas ecuaciones. Esto
equivale a realizar 16 célculos simples.

Se dejan estos calculos como ejercicio al lector.

b) L, es un subrreticulo de F?" . Por tanto, si las ecuaciones 1,2 se
cumplen en FZ" también se cumplirdn en L,,.

Recordemos que se pueden identificar los subconjuntos de Fj' con las
aplicaciones Fy' — {0,1} = F; con la siguiente aplicacion:

S+ fs(a) :{

1, sia€els,
0, sia¢gs.
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En este caso se llama a fg la funcion indicatriz del conjunto S.

Es facil ver que si S,T" C FJ entonces fsV foa = fsua ¥V fs A fa =
fsng. Ademads, como esta identificacion es biyectiva, genera un isomorfismo
de reticulos.

Se sabe que las operaciones U, N sobre los conjuntos cumplen las ecuacio-
nes 1,2. Por lo tanto, también se cumplen en F'.

]

Observacion 2.25. Se llama reticulo booleano a un reticulo con maximo
y minimo en el cual cada elemento a tiene un tnico complementario a que
cumple:

aNa=0, aVa=1.

El complementario de un elemento, generaliza el concepto de complementa-
riedad de conjuntos. De hecho, se puede ver en [1, Thm. 5.5] que todo reticulo
booleano finito es isomorfo a un algebra de conjuntos. Es decir, que si L es
un reticulo booleano finito, existe un conjunto S tal que L es isomorfo como
reticulo a P(5).

En el caso infinito el resultado es mas débil. En lugar de ser L isomorfo
a P(S), es isomorfo a un subrreticulo L' C P(S5).

Se tiene que FZ" es un reticulo booleano, pero L, no lo es. Pues, pese a
que una funcién ¢ sea monétona, ¢ no tiene por qué serlo.

2.3. Cotas de sistemas binarios

En este reticulo, hay dos elementos de especial importancia.

Definicién 2.26. Sea L un reticulo. Si existe, 1 € L es el (inico) maximo
de L si 1> a para todo a € L.

Anéalogamente, si existe, 0 € L es el (inico) minimo de L si 0 < a para
todo a € L.

Proposicion 2.27. Si L admite un mdzrimo, para todo a € L se tiene:
aVli=1 aNl=a.

Andlogamente, si L admite un minimo, para todo a € L se tiene:
aVO0=a, aAN0=0.

Ejemplo 2.28. El reticulo F}' admite un méximo y un minimo. Estos son:
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Ademas, L, también admite maximo y minimo. Estos son los sistemas tri-
viales:

1:¢1a O:¢0

Ejemplo 2.29. El reticulo R carece de maximos o minimos.

Sin embargo, como vimos en el ejemplo 1.10. Se puede extender R a la
recta real extendida R U (—o0,400). Esta si que tiene tanto maximo como
minimo. Estos son +o00, —o0.

Desde este punto de vista podemos obtener cotas para el comportamiento
de los sistemas binarios.

Proposicién 2.30. Sea ¢ un sistema binario de orden n. Si ¢ no es trivial,
entonces ¢(1) =1 y ¢(0) = 0.

Demostracion. ¢ no es trivial, es decir, no es una funcién constante. Luego
existen a, b € FJ' tales que ¢(a) # ¢(b). Como ¢ solo puede tomar dos valores,
escogemos, sin pérdida de generalidad, que ¢(a) =0y ¢(b) = 1.
Al ser ¢ monétona, 0 < a implica ¢(0) < ¢(a). Por lo que ¢(0) = 0.
Anélogamente, b < 1 implica ¢(b) < ¢(1). Por lo que ¢(1) = 1. O

La siguiente proposicion muestra que el conjunto de sistemas binarios no
triviales, L, \ {0, 1}, tiene maximo y minimo.

Proposicién 2.31. Sea ¢ un sistema binario no trivial de orden n. Entonces
se cumple:

(z)n,n S ¢ S (,bl,n-

Demostracion. Sea a € Fy'.

<) Si ¢pn(a) =0, entonces ¢y, ,(a) < ¢(a) trivialmente.
Por otro lado, si ¢, ,(a) = 1, entonces a = 1. Y, como hemos visto en la
anterior proposicién, ¢(1) = 1.

().

>) Analogamente, si ¢;,(a) = 1 entonces ¢(a) < ¢y,
= 0. O]

Y, si ¢1,(a) =0, entonces a = 0, por lo que ¢(0)

La siguiente desigualdad compara el comportamiento de un sistema bi-
nario, es decir, de una aplicacién mondtona, con el de un homomorfismo de
reticulo. Ademas, caracteriza cuando las aplicaciones monétonas de F3' a F
son homomorfismos de reticulos.

Proposicion 2.32. Sea ¢ un sistema binario de orden n. Se tiene para todo
a,b e F3:
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1. ¢(aVb) = ¢(a) vV ¢(b).
2. ¢(anb) < ¢(a) A p(D).
Ademds, ¢1,, es el inico sistema coherente que alcanza esta cota.

Demostracion.
1) Como se tiene que a Vb > a,by ¢ es mondtona, también se tiene que

¢(aVb) = ¢(a), ¢(b).
Por lo que ¢(a V b) > sup({¢(a), ¢(b)}) = ¢(a) V $(b).

2) Este caso es andlogo al anterior.

¢1.,) Un simple calculo permite demostrar que ¢y, alcanza esta cota.

n n n

Dralav ) = \/(a v o) = (\ a) v (\/ b) = dra(a) V 61,(0),

i=1 =1 =1

¢1,n(aAb) = /\(az /\b /\ /\b d)ln /\len( )

i=1 i=1
Sea ¢ cualquier otro sistema binario coherente que cumpla ambas igualdades.
Veamos que ¢ = ¢y .
Como el sistema es coherente, la primera coordenada es relevante. Es
decir, existe v € F con ¢(s1(v,1)) =1y ¢(s1(v,0)) = 0.
Pero, se tiene que, si z € F;

s1(v,x) = s1(v,0) V $1(0, ).
Por lo que al aplicar la igualdad, tenemos que:
z = ¢(s1(v,2)) = ¢(s1(v,0) V 51(0,2)) = ¢(s51(v,0)) V ¢(51(0, z)).

Por lo tanto:
x = ¢(s1(0,2)).

Luego X1 < ¢y ¢ =0V Xi.
Podemos realizar este mismo proceso con wvq, vs, ... hasta llegar a:

o=0Vv\Xi=\Xi=di.
=1 =1
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A partir de esta ultima cota podemos proporcionar una estructura extra
al conjunto de caminos y cortes.

Proposicién 2.33. Sea ¢ un sistema binario de orden n. Entonces (C9, \)
y (C1, V) son semirreticulos.

Demostracion.

C3) Queremos ver que (C9, A) es un semirreticulo. Esto equivale a ver
que si z,y son dos cortes del sistema, x A y también lo es.

Por la segunda desigualdad de la Proposicion 2.32 tenemos que:

bz Ay) < d(x) Adly) = 0A0=0.

Y, por tanto, ¢(xz Ay) = 0. Por lo que z Ay € C’g.

qus) Queremos ver que (C}, V) es un semirreticulo. Al igual que en el caso
anterior, veremos que si x,y son dos caminos del sistema, z V y también lo
es.

Por la primera desigualdad de la Proposicion 2.32 tenemos que:

P Vy) = o(x)Voly) =1Vv1=1

Y, por tanto, ¢(z Vy) = 1. Por lo que 2 V y € C}.
OJ

Observacion 2.34. En los sistemas multiestado se define el conjunto de
i-caminos como C% = {a € F}' : ¢(a) < i}, de esta forma no se pierde la
estructura de semirreticulo.

2.4. Fiabilidad

La fiabilidad de un sistema informa de la probabilidad de que esté fun-
cionando.

Definicién 2.35. Sea ¢ un sistema binario de orden n y sea P una proba-

bilidad sobre F3'. Se define la fiabilidad de ¢ dado P como:

donde E denota la esperanza matematica.

Observacion 2.36. F}' tiene un numero finito de elementos, por lo tan-
to, todos sus subconjuntos son medibles. Por esta razén, ¢ : F}' — Fj es
trivialmente medible y su esperanza matematica estd bien definida.
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Observacion 2.37. Tenemos que E[¢p(X)] =1-P(4(X) =1)40-P(H(X) =
0) = P(¢(X) = 1). Por lo que la fiabilidad de un sistema es la probabilidad
de que este esté en funcionamiento.

Como nuestro espacio es finito, si conocemos P se puede calcular la fia-
bilidad de un sistema mediante técnicas de fuerza bruta.

Ejemplo 2.38. Calculemos la fiabilidad de ¢, 3 de forma manual con pro-
babilidad uniforme P(a) = £.

4 1
hr(9) = PO(X) = 1) = 5 = 5,
pues de los 22 casos totales el sistema funciona en 4 de ellos.

Ejemplo 2.39. Supongamos que tanto ¢(a) como P(a) son dificiles de
computar. Por ejemplo:

o(a) = ay V (ag A ((az A ag) V (a5 A ag))),

P(a) = [[(— ).

1+ 1

i
En tal caso, si se escoge un algoritmo de fuerza bruta, habria que calcular 2"
valores de ¢. Y, para aquellos que sean caminos, también habria que calcular
P. Esto es inviable para sistemas con muchos componentes.

Ejemplo 2.40. Para simplificar los calculos, se suele suponer que las diferen-
tes componentes son independientes e igualmente distribuidas. Pero, incluso
asi el calculo tedrico de la fiabilidad puede ser dificil.

Supongamos que la probabilidad de que cada componente funcione es p y
que estamos tratando con un sistema ¢y, ,. En dicho caso, la probabilidad de
un estado es P(a) = pl*l(1—p)»~lall donde ||a|| es el niimero de componentes
de a en funcionamiento..

En tal caso, basta con sumar las aportaciones de todos los estados con
lall > k:

n

he(dnn) = 3 <:1)pm<1 .

m=k

- (5) @61+ () erer+ ()erer-

4+42+1_24+8+1_33_11
81 81 81 81 81 27
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Dada la dificultad de calcular la fiabilidad, se suele recurrir a acotarla.
Para esto es necesario recurrir a la estructura de reticulo de R, teniendo en
cuenta que si p,q € [0,1] C R representan probabilidades, entonces pV ¢, p A
q € [0,1] C R también representan probabilidades.

Proposicién 2.41. Sean ¢,v € L, sistemas binarios y sea P una probabi-
lidad sobre F3'. Se tiene que

1. hp(¢p V) > hp(d) V hp(¥).

2. hp(¢ Ap) < hp(¢) A hp(¥).

Demostracion. Sea f un sistema binario. Como hp(f) = P(f(X) = 1). Se
tiene que hp(f) = P(C}). Recordemos que la probabilidad es una aplicacién
mondtona de (P(F3'),C) a (R, <), es decir, que si A C B entonces P(A) <
P(B).

1) Tenemos que ¢ V¢ > ¢,1. Sea a € F3. Si ¢(a) = 1 6 ¥(a) =1
entonces ¢(a) V 1(a) = 1. Por tanto, C}, Cy; C C§,.

En consecuencia, se tiene que P(Cy), P(C},) < P(C},,,). Lo cual implica
P(C§) VvV P(C)) < P(Cj,,), que era lo que querfamos demostrar.

2) Anélogamente, ¢ A < ¢, 1. Sea a € F3'. Si ¢(a) V )(a) = 1 entonces
¢(a) =16 ¢(a) =1 . Por tanto, C},, C Cj, C.

En consecuencia, se tiene que P(Cy,,) < P(C}), P(C}). Lo cual implica
P(Cj,) < P(C4) A P(Cy), que era lo que querfamos demostrar.

[



Capitulo 3

Ideales y sistemas binarios

En este capitulo exploraremos el papel del algebra conmutativa en la
combinatoria algebraica. Para ello, comenzamos construyendo ideales mono-
miales a partir de sistemas binarios [9]. A continuacién, analizaremos estos
ideales con mayor profundidad [4]. Esto permitird aplicar el dlgebra combi-
natoria al estudio de la fiabilidad.

3.1. Correspondencia entre caminos y mono-
mios

Vamos a asociar a cada sistema binario un objeto algebraico, en concreto
un ideal monomial.

Para ello, utilizamos una técnica habitual en combinatoria, consistente en
codificar la informacién de un objeto en el exponente de un monomio (véase,
por ejemplo, [2] para un tratamiento analitico de esta idea).

Definicién 3.1. Un monomio en Rz, ..., z,] es una expresién de la forma:
% = H )
i
donde a = (ay,...,a,) € N*. Se dice que a es el exponente del monomio.

Denotamos por N, al conjunto de monomios en n variables.

Observacién 3.2. A partir de este punto denotaremos a vectores mediante
una barra. De forma que a; denota el i-ésimo vector de una lista, mientras
que a; denota la i-ésima componente de un vector. Con esta notacién, se
representaria a la j-ésima componente del i-ésimo vector de una lista como
Qg 5

33
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La multiplicacién de monomios se traduce en la suma de exponentes:

Esta ley algebraica nos permite establecer una equivalencia entre la relacién
de orden de los monomios y la de los exponentes.

Definicién 3.3. N, tiene la relacién de orden de divisivilidad. x® < x? si
existe w € N, tal que 2° = wz®. En este caso denotamos 2% | 2.

Por otro lado, N” tiene la relacién de orden por coordenadas. Es decir,
dgl_asiysolosiaigbi V1.

Proposicién 3.4. Sean 2%, 2° dos monomios. Se tiene que z* < z° si y solo
sta <b.

Demostracion.

=) Supongamos que z% < 2°. Entonces existe w € N, con 2° = wz®.

Escribiendo w = z€, con ¢ € N, se obtiene:

Por tanto, b = a + & Lo que implica a < b.
<) Supongamos ahora que @ < b . Entonces b—a € N” y, por tanto, es un
exponente valido. Por lo que podemos tomar su monomio asociado w = x>~
Para este monomio se tiene que:

Luego, z% < z°. O

A partir de los conceptos de caminos, monomios, y minimalidad ya de-
finidos, podemos construir la correspondencia clave: asignar a cada sistema
binario un ideal monomial.

El primer paso consiste en asociar a cada estado de un sistema un mo-
nomio. De forma que la estructura algebraica del ideal refleje la estructura
combinatoria del sistema.

Definicién 3.5. A cada estado a = (aq,...,a,) de un sistema binario ¢ de
orden n se le puede asignar un monomio mediante la siguiente aplicacion.

\IITLFQTL —>NnCR[ZL’1,...,(L’n]
a+— 2
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Definicién 3.6. El ideal de caminos de un sistema binario ¢ de orden n ,
denotado por I se define como:*

Iy = (Tn(Cy))-

Ejemplo 3.7. Tomemos el sistema de orden 2, ¢(x1,z5) = 1 A z5. Tiene
como conjunto de caminos C} = {(1,1)}. Luego, su ideal asociado es

Ip = (Wa((1, 1)) = (2122).

No son necesarios todos los caminos del sistema para generar el ideal. Es
suficiente el conjunto minimo de generadores Gé definido en 2.13.

Proposicién 3.8. Dado un sistema binario ¢ de orden n, se tiene que I, =
(Vn(Gy))-
Demostracion. Sea a € C’Q}) un camino cualquiera. Si a € G}ﬁ. Entonces,
x® € (U, (Gy))-

Al contrario, si a ¢ G;ﬁ, existe un b € G;ﬁ con b < a. Como 2% | 2% | se
concluye que 2% € (¥, (G})). O

Ejemplo 3.9. Si tomamos el sistema ¢(z1,22) = 21 V x5 veremos que sus
caminos son {(1,0),(0,1),(1,1)}. De estos solo (1,0) y (0,1) son caminos
minimales, pues (1,1) > (1,0), (0,1).

Al aplicar U, se transforman en {x, x9, x122 }. Por lo tanto Iy = (1, z2, 2122).
Donde vemos que x1x9 € (x1,x) por lo que era un generador innecesario.

3.2. Ideales monomiales

Los ideales asociados a sistemas resultan ser ideales monomiales, una
clase con propiedades computacionales muy favorables. Aunque no profundi-
zaremos aqui en dichos aspectos algoritmicos, si exploraremos su estructura
algebraica. Ademads, en el caso de los sistemas binarios, son ademas ideales
monomiales libres de cuadrados.

Definicién 3.10. I C R[zy,...,2,] es un ideal monomial si estd generado
por monomios: [ = (2%, ... z%).
Rlzy,...,z,] es un R-espacio vectorial de dimension infinita. Su base

canénica son los monomios N,. Es posible obtener un resultado andlogo
para los ideales monomiales.

IRecordemos que el ideal generado por un conjunto S es el minimo ideal que contiene
a Sy se denota por (S).
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Definicién 3.11. El conjunto de monomios de un ideal I se denota como

Nr=NnNI.

Proposicién 3.12. Si I C Rlzy,...,x,] es un ideal monomial. El conjunto
N forma una base de I como R-espacio vectorial.

Demostracion. Dado que los monomios forman una base de R[xy,...,z,],
Y I - io v ial..
basta ver que N7 genera I como R-espacio vectorial
Si = (x™,...,2%), cualquier f € I puede escribirse como

f= Zfix‘_“, fi € Rz, ..., x,].

Descomponiendo cada f; en monomios, obtenemos que f es combinacién

lineal de monomios de la forma x%g, que pertenecen a I, es decir, a N7.
Asi, N7 genera I, y como sus elementos son linealmente independientes,

forman una base. ]

Esta propiedad permite verificar rapidamente si un polinomio esta en el
ideal. Basta con comprobar si sus monomios lo estan.

De hecho, esta propiedad de verificacion caracteriza totalmente a los idea-
les monomiales. El siguiente corolario y su definicion auxiliar los demuestran.

Definicién 3.13. Sea f un polinomio. Denotamos como sop(f) y llamamos
soporte de f, al conjunto de monomios en los que se descompone f.

Ejemplo 3.14. Por ejemplo, la cuddrica f = 2% + xy + y? tiene sop(f) =
{2%, 2y,y%}.
Corolario 3.15. Son equivalentes:

1. I es un ideal monomial.

2. Para f € Rlxy,...,x,)], se tiene que f € I <= sop(f) C I.

Demostracion.

=) Si I es monomial, entonces como espacio vectorial tiene por base a
Nj. Por tanto, un polinomio f pertenece a I si y solo si todos sus monomios
estdn en N7 C I, es decir, sop(f) C I.

< ) Supongamos que la condicién sobre el soporte se cumple. Consi-
deramos {fi,..., fm} un sistema de generadores de I. Para cada f;, tene-
mos sop(f;) C I. Por lo que, f; pertenece al ideal generado por su soporte:
i € (sop( ).

Sustituyendo cada f; por los monomios de su soporte, obtenemos un siste-
ma de generadores constituido tinicamente por monomios. Asi, I es un ideal
monomial. Il
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3.3. Sistemas de generadores

Los ideales monomiales admiten una infinidad de sistemas generadores
monomiales. Pues, si G es un sistema generador y g un monomio del ideal,
entonces G U {g} es otro sistema generador monomial. Sin embargo, existe
un unico sistema de generadores monomiales minimal. Lo construiremos en
esta seccion.

Lema 3.16. Sea {u,...,u,} un sistema de generadores monomiales del
ideal I. Un monomio v pertenece a I si y solo si Ji,u; | v .

Demostracion.
< ) Obvio.
=) Como v pertenece al ideal se puede expresar como:

v = Zfiui: fi € Rlwy,. .., 2]

Aplicamos el operador soporte sobre esta expresiéon. Y vemos que:
sop(v) = SOp(Z fiui) C Usop(fiui).

Y, como v es un monomio, se tiene que v € |Jsop(fiu;). En concreto, v €
i

sop( fiu;) para algin u; particular.
Ahora, expresando f; como suma de monomios g;;:

J

sop(fiui) = SOP(Z gijui) C U sop(gijti)-

Por lo que se tiene que v € sop(g;;u;). Lo cual es equivalente a v = g;;u;. Asi
que u; | v.

O

Los sistemas de generadores monomiales de I son subconjuntos de N7.
Por lo cual, al tratar con ellos usamos la relacién de orden de contencién de
conjuntos. Es decir, A < B si A C B. Buscamos el sistema de generadores
minimo bajo esta relacion.

Proposicion 3.17. Cada ideal monomial I tiene un unico sistema de gene-
radores monomial minimal Gy.
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Demostracion.

3) Sea C; C N el conjunto de cardinalidades de sus sistemas generadores.
Este conjunto no esta vacio, pues por definicién, I admite al menos un sistema
de generadores finito.

Como N esta bien ordenado, se tiene que C tiene un minimo. Basta con
coger un sistema de generadores que alcance dicho minimo.

Al Sean Gy = {uy,...,um} y Go = {v1,...,vs} dos sistemas generadores
minimales.

Como u; € (Gy), por el anterior lema tenemos que v; | u; para algin
v;. Pero, a su vez, existe un u; tal que u; | v;, puesto que v; € (Gy). Por
transitividad, u; | u;.

Sij # 1, entonces Gy \ {u;} es sistema de generadores. Por lo que Gy no
es minimal. Absurdo.

Sij =1, se tiene que uy | v; y que v; | uy. Por lo cual v; = u;. Repetimos
ahora este mismo procedimientos sobre us. Inductivamente, llegamos a G =
Go O

Como vimos en el ejemplo 1.5, los ideales de un anillo forman un reticulo
Este reticulo se da con las operaciones IAJ :=INJ IVJ:=(IUJ)=1+J
y con la relacion de orden de contencién de conjuntos.

Los ideales monomiales heredan esta estructura de reticulo, formando un
subrreticulo.

Proposicion 3.18. El conjunto de ideales monomiales forma un subrreticulo
del conjunto de ideales de Rxq, ..., x,].

Demostracion. Veamos que el conjunto de ideales monomiales esta cerrado
bajo A y V. En concreto, veamos que si I, J son ideales monomiales, entonces
INnJy I+ J también lo son.

Para esto construimos un nuevo sistema de generadores a partir de los de
I,J. Sean {u;} los generadores r de I, y {v;} los s generadores de J.

A ') Sea g un monomio. Si g € INJ , entonces 3i, j, con ; | g,v; | g. Luego
su minimo comin multiplo (mem) también lo divide. Como esto ocurre para
todo g € I N J, el sistema {mem(u;, v;)} genera I A J.

V') Si f es un polinomio de I 4 J entonces f = > w;v; + Y w;v; . Por lo
que {u;,v;} genera IV J.

O

3.4. Ideal radical

Histéricamente, el algebra conmutativa tiene sus raices en dos campos
principales: la teoria de ntimeros y la geometria algebraica. Cada una de
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ellas ofrece una perspectiva distinta sobre el concepto de radical de un ideal.

En teoria de ntimeros, los ideales surgieron como una extension de la
nociéon de nimero, introducidos por Kummer y Dedeking para restaurar la
factorizacion tnica en anillos en los que esta propiedad fallaba. Asi, los idea-
les primos desempenan el papel de “factores elementales” y el radical de un
ideal /I puede entenderse como una generalizacién de los operadores s
pero trasladados al lenguaje de los ideales. En contraste, en la geometria
algebraica, los ideales radicales cumplen un papel geométrico fundamental.
Alli, la correspondencia entre polinomios y curvas se generaliza a una corres-
pondencia entre variedades e ideales radicales. De manera que estos ultimos
son considerados como “n-superficies” en el espacio.

Definicién 3.19. Sea un ideal I de un anillo R. Se define su ideal radical

\/Tcomo:
VIi={feA:3n>1,f" eI}

Noétese que si f € I es un elemento del ideal, entonces todas sus raices
Jf,/f,... pertenecen al ideal radical, siempre que estas existan en el anillo
R. De esta forma, el ideal radical v/T contiene a todas sus raices algebraicas”.

Para demostrar que el radical de un ideal monomial también es mono-
mial son necesarias algunas definiciones auxiliares. Estas permiten trabajar
geométricamente con el conjunto de exponentes.

Definicién 3.20. Sean {a;} una familia de exponentes en N". Se denota por
(a;) y se llama politopo generado por {a;} a:

(@) =={beN":b=> Xa, NeQO0<)<1}

Se dice que un generador a; € {a;} es un vértice si no pertenece a (a;);;,.
Los politopos generalizan a los poligonos y a los poliedros.

Proposicién 3.21. Si I es un ideal monomial, entonces VI también es un
ideal monomial.

Demostracion. Sea f = > ¢;z® un polinomio de VT . Existe k > 0 tal que

(2
f* € I. Como I es monomial, cada monomio de su soporte pertenece a I:

Pt = 3 (o F ) e

’i k1++kn

Sea x® € sop(f). Supongamos que ka es un vértice de (ka;). Y, a su vez, su-
pongamos que el término (z%)* & sop(f) por cancelarse con otros términos en
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Figura 3.1: Ejemplos de politopos. Arriba-izquierda un pentagono, arriba-
derecha un cubo, y abajo un tridngulo. [10]

la anterior expresion. Decir que se cancela con otros términos es equivalente
a decir: 2% = (z@)k1 . (2%)F con k = ki + ... + kn.
Sin pérdida de generalidad, suponemos que a = a; y que k # k;. Entonces:

(k - kl)al == kgag + ... —|— knan

Por tanto:

ko kn _ ki
Ly S
— 1 - h]

€ [0,1].

Lo cual es absurdo, pues ka, es vértice. Por lo cual, si ka; es vértice, entonces
2% € sop(f) C Iy, por lo tanto, 2™ € /1.
Por otra parte, si @ no es vértice, se puede expresar como suma de vértices:

ka = ky(kay) + ...+ kn(ka,) k; €[0,1].

Que es a su vez producto de monomios: z*¢ = (zF* k1 (k" )k Y| apli-
cando la rafz k-ésima, resulta 2@ = (z%)k1 . (g% )k,
Como los k; € Q los podemos denotar por k; = Z—:’. Ahora definimos
n
q = [ ¢, de forma que gk; € Z. Elevando la ecuacion a la potencia g-ésima
i=1
obtenemos 7% = (z@)%1 . (g )ekn,

Cada uno de los % pertenece al ideal /I, pues sus exponentes son
potencias de vértices. Luego, 27 también lo hace por ser producto monomios
del ideal. Y, 2% € /T por ser raiz de 2.

De esta forma, se ve que v/I es monomial. Pues si f € /I, entonces
x® € sop(f) también pertenece al ideal.

O
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Durante la demostracién de que los ideales monomiales forman un subrre-
ticulo, construimos un sistema de generadores explicitos para I V J, I A J.
Se puede realizar una construccion similar para el caso del ideal radical. Pe-
ro, esto requiere introducir un operador auxiliar sobre monomios que nos
permita describir el nuevo sistema de generadores.

Definicién 3.22. Sea z* un monomio con exponente a = (aq,...,a,) Se

define su radical como:
Vs = ] =
a;7#0

b

en otras palabras, v/2% = x° con exponente b = (by, ..., b,) dado por:

b 1 sia >1,
"o si a; = 0.

Proposicién 3.23. Si I es un ideal monomial generado por {u;}. Entonces
el ideal radical /1 estd generado por {\/u;}

Demostracion. Dividimos la demostracién en dos pasos.

1) Cada \/u; pertenece a VI i

Sea u; = 2% con exponente a = (ai,...,a,) y u; = z°. Definimos
k = méx; a;. Consideremos z** = (,/u;)*. Para cada coordenada j:

» Sia; > 1, entonces b; =1y kb; =k > aj.
» S5ia; =0, entonces b; = 0 y por tanto a; = kb; = 0.

De aqui se deduce que a < kb, es decir, z% | 2. Como 2% = u; € I, se
concluye que z** € I, y por definicién 2° = Vi € V1.
2) Los {/u;} generan todo /1.

Sea v = 2 € v/I un monomio cualquiera. Entonces v* € I para algtin

k > 1. En particular, existe un u; = x% tal que u; | V¥, es decir, v* = 2%,

para algiin monomio z¢. Esto es:

[gualando los exponentes:

Analizando por coordenadas:

» Sia; > 1, necesariamente ¢; > 1, de modo que ¢; > b;.
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» Siaj =0, entonces b; = 0 y se tiene trivialmente ¢; > b;.

Asi, ¢ > b, lo que implica 2® | 2°. En consecuencia, y/u; divide a v, y por
tanto v pertenece al ideal generado por los /u;.

Esto prueba que vT = (\/u;). O

Es posible distinguir los ideales monomiales radicales de los que no lo
son a partir de sus sistemas de generadores. En efecto, un ideal monomial es
radical si y solo si puede generarse mediante monomios “radicales”, es decir,
libres de cuadrados.

Definicién 3.24. Sea z® un monomio con exponente a = (ay, ..., a,) € N
Decimos que z% es libre de cuadrados si a < 1, es decir, si a; = 0 6 1 para
todoi e {1,...,n}.

Noétese que /v es libre de cuadrados para cualquier monomio v.

Definicion 3.25. Un ideal monomial es libre de cuadrados si admite un
sistema de generadores formados tnicamente por monomios libres de cua-
drados.

Proposicion 3.26. Sea I un ideal monomial. Entonces:
I =1 <= I es libre de cuadrados.

Demostracion.

=) Supongamos que I = /1. Si {u;} es un sistema de generadores de
I, entonces, por la proposicién anterior, I también estd generado por {v/u,}
que son libres de cuadrados.

<) Supongamos ahora que [ es libre de cuadrados, generado por {u;}
libres de cuadrados. Como vimos, v/T estd generado por {/u,}. Pero, al ser
los w; libres de cuadrados, se cumple u; = \/u,. Por lo tanto, I = V. O

Veamos ahora que los sistemas binarios generan ideales libres de cuadra-
dos.

Proposicién 3.27. Sea ¢ un sistema binario de orden n. I, es un ideal
monomial libre de cuadrados.

Demostracion. Recordemos que Iy := (¥, (C})) y que, si @ € F3 es un
estado, ¥, (a) = z
Se tiene que 1 = (1,...,1) es el maximo de F}', luego todo a € F' cumple

a < 1. Por tanto, 2% es libre de cuadrados. ]



Capitulo 4
K-polinomios y fiabilidad

Los ideales monomiales admiten una estructura de moédulo graduado so-
bre K[zy,...,z,] [9] . A partir de esta estructura se pueden construir inva-
riantes algebraicos como la serie de Hilbert y el K-polinomiol9, §].

Cuando el ideal proviene de un sistema binario, dichos invariantes pueden
emplearse para estudiar propiedades de fiabilidad del sistema. En particular,
el K—polinomio proporciona cotas para la funcién de fiabilidad asociada |9,
7.

4.1. Mobdulos

La estructura de moédulo sobre un anillo R generaliza el concepto de
espacio vectorial sobre un cuerpo K. Ademas, los ideales también poseen
esta estructura.

Coémo seria de esperar, un modulo se define de forma analoga a un espacio
vectorial.

Definicién 4.1. Sea R un anillo conmutativo con unidad 1. Un R-mddulo
es un grupo abeliano (M, +) junto con una aplicaciéon

Rx M — M,
(r,x) — rz,
llamada accién escalar, que satisface para todo r,s € Ry x,y € M:
L r(x+y)=rz+ry.
2. (r+s)x=rx+ sz

3. (rs)x =r(sx).

43
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4. 1z = x.

Al visitar los primeros ejemplos de médulos encontraremos construcciones
analogas a las realizadas para construir espacios vectoriales.

Ejemplo 4.2. Si K es un cuerpo, entonces K" es un espacio vectorial con

las operaciones:
k(zy,...,x,) = (kz1, ... kx,),

(1, ey @n) + Wy ooy Un) = (1 + Y1y ooy Ty + Yn)-

Estas mismas operaciones se pueden extender a R" cuando R es un anillo.
De esta forma, cuando R = Z, Z" es un mddulo sobre Z.

Ejemplo 4.3. Sea S un conjunto. El conjunto de aplicaciones de S a R,
denotado por R es un médulo. Pues, si f,g € R®, r € R, s € S, se puede
definir:

(rf)(s) =rf(s),
(f +9)(s) = f(s) +g(s).

A este modulo se le da el nombre de médulo de funciones sobre S.
Proposicién 4.4. Todo ideal I de un anillo R es un moédulo sobre R.

Demostracion. El ideal hereda las operaciones de R.

Como (I, +) es un subgrupo abeliano de (R, +),y rI C I paratodor € R
por la definicién de ideal, basta notar que la accién R x [ — I, (r,x) — rz,
es la restriccion de la multiplicacion de R, la cual ya satisface los axiomas de
modulo. O

Observacion 4.5. En el campo del algebra no conmutativa los ideales se
definen como subconjuntos I C R que, con las operaciones heredadas de este,
son modulos sobre R.

Sin embargo, como R es un anillo no conmutativo, se distingue entre
dos tipos de médulos: por la izquierda, (r,z) — r - z; y por la derecha,
(r,x) — z - r. Por lo tanto, esta nocién de lateralidad también se extiende a
ideales.

Ejemplo 4.6. En particular, si I C Rxy,...,z,]| es un ideal monomial, es
un médulo sobre Rz, ..., x,].

Los moédulos pierden algunas propiedades al generalizar los espacios vec-
toriales a anillos. Una de las mas importantes es la de las bases. Pues, todo
espacio vectorial admite una base, pero no todo médulo la admite.

A continuacién, veremos la subclase de médulos que si admite una base.
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Definicién 4.7. Dado un moédulo M sobre un anillo R, se dice que un

conjunto L C M es linealmente independiente si 0 = > A\l;, N € R,l; € L
i=1
implica que A\; = 0 para todo 1.

Se dice que un conjunto G C M es un sistema de generadores si el minimo
modulo que lo contiene, (G), es M.

Se dice que M es un moédulo libre si admite un sistema de generadores
B C M que es a su vez linealmente independiente.

Ejemplo 4.8. En Rz, y] el ideal I = (z,y) no es libre, pues {z,y} no son
linealmente independientes. Existe una combinacion lineal (y)-z+(—z)-y = 0.

Definicién 4.9. Sea R un anillo y M un médulo. Se dice que M esta fini-
tamente generado si existe un conjunto finito G C M tal que M = (G).

Ejemplo 4.10. Sea I = (zyz) C R|x,y,z|. I tiene estructura de médulo
sobre R[z, y, z]. Como tal, I esté finitamente generado, pues si p € I entonces
p = q(xyz) con q € Rlz,y, z].

Sin embargo, I también tiene estructura de modulo sobre R. Como tal,
I no estd finitamente generado. El conjunto {z"yz} C I es infinito y lineal-
mente independiente sobre R.

En efecto, que un médulo esté finitamente generado depende de en qué
anillo vivan sus coeficientes.

Las obstrucciones que impiden que un médulo M sea libre pueden propor-
cionar mucha informacion sobre este modulo. La siguiente definicion codifica
estas obstrucciones en objetos.

Definicién 4.11. Sea M = (G) un médulo sobre R, generado por un sistema
G ={q1,...,9,} . Una sizigia es un vector s = (sy,...,5,) € R" tal que:

Z sigi = 0.

El conjunto de sizigias se denota Syz(G) .

Proposicién 4.12. Si M es un maodulo sobre R generado por G. El conjunto
Syz(G) también es un modulo sobre R.

Demostracion. Como Syz(G) es un subconjunto de R™, basta comprobar que
es cerrado bajo suma y multiplicacion escalar.

+) Sea x,y € Syz(Mg) con z = (x1,...,2,),y = (Y1,...,Yn). Veamos
que z +y € Syz(Mg):



46 CAPITULO 4. K-POLINOMIOS Y FIABILIDAD

sz-l-yz 9i Z$z9z+zyzgz—0+0:0

-) Sean = € Syz(Mg),r € R. Veamos que rx € Syz(Meg):

Z rI;) Z—Tszgz—TO—O

]

Ejemplo 4.13. En el ejemplo 4.8 vimos que (y, —x) es una sizigia de (z,y).
De hecho, Syz({z, y}) = {(y, —)).

Como moédulo Syz({z,y}) podria tener a su vez sizigias. Pero, como esta
generado por un unico elemento, y su anillo R = Rz, ..., x,] es un dominio

de integridad, esto es imposible. Syz({(y, —z)}) = {0}.

Los morfismos de modulos son aplicaciones lineales, al igual que en el
caso vectorial.

Definicién 4.14. Una aplicacién f: M — N entre dos modulos sobre R es
homomorfismo de R-mddulos si es lineal. Es decir, si para todo r,s € Ry
x,y € M se tiene que:

flre+sy) = rf(z) +sf(y).

Ejemplo 4.15. Definimos el homomorfismo de médulos sobre R|x, y]:

(z,y) — (7,9)

TT + SYy+——>1T1Yy + ST

Al igual que en el caso de espacios vectoriales, esta aplicacién se puede re-
presentar mediante una matriz:

0 1

1 0/)°

Ejemplo 4.16. En el caso de modulos que no son libres, una matriz no
siempre representa una aplicacion lineal bien definida. Por ejemplo, sean los
moédulos (z,y), (1) C Rlz,y].

La matriz (1 1) no representa ninguna aplicaciéon lineal. Supongamos
que lo hiciera:

filry) — (1)
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re+syr—rf(z)+sfly) =r+s
Calculemos f(xy) de dos formas distintas:
flay) = xf(y) =,
flxy) =yf(x) =y,
lo que es absurdo, pues x # y.

Los submodulos toman rol similar al de los subespacios vectoriales en el
algebra lineal.

Definicién 4.17. Sea M un moédulo sobre R. Un subconjunto N C M es

un submodulo de M si estd cerrado bajo sumas y productos por elementos
de R.

Ejemplo 4.18. El conjunto {(r,r,r) : r € Z} es un submédulo de Z3.

Ejemplo 4.19. (z) es un submédulo de (z,y) C R[z,y]. Obsérvese que ()
es libre pese a (x,y) no serlo.

4.2. Mobdulos graduados

La nocién de anillo graduado generaliza la idea del grado de un polinomio.

Definicién 4.20. Sea (R,+,-) un anillo. Se dice que R es graduado si se
puede descomponer de la forma:

R=D R

donde:
1. Ry son subgrupos aditivos de R,
2. se tiene que Ry - Ry C Ry

Definicién 4.21. Sea R un anillo graduado y r € R. Como R = € Ry, se
keN
puede expresar r como una suma finita:

T:ZTk, TkeRk,

keN
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donde solo un ntmero finito de 7, no son nulos.
En tal caso, se define su proyeccién k-ésima como 7 (r) = 7. Ademads, se
llama el soporte de r a:

sop(r) = {k € N : m(r) # 0}.

Como el soporte de r es un conjunto finito, es posible definir el grado y
el cogrado de r:

deg(r) = sup(sop(r)), codeg(r) = inf(sop(r)).

Ejemplo 4.22. Sea R un anillo, entonces R[x] es un anillo graduado. En
efecto, si definimos:
Rlx] = {ra* : r € R}.
Se tiene que R[z] = @ R[z]; y que Ry - R, C R4y, puesto que sir, s € R se
keN
tiene que (rz*) - (sz9) = (rs)z*+e .
En consecuencia, cada polinomio p se puede descomponer como > rpa*.

kesop(p)
Por ejemplo, si p = 2® + 222 + 32 entonces se tiene que:

Sop(p) = {17 2, 3}7 deg(p) =3, COdeg(p) =1

Ejemplo 4.23. El anterior ejemplo se puede extender al caso de polino-
mios de varias variables R[zq,...,x,]. Para esto definimos la 1-norma de los
exponentes:

|(v1, ..., o) =1+ ... + Uy

A partir de ella, se puede descomponer R|xy,...,z,]| como:

Rlzy, ...,z = {Z rex’ i1y € R}

|v|=k
Por lo tanto, se tendria que R[z1,...,x,] = @ R|x1,...,Tu)r vy que Rz, ..., 2,5
keN
R[zy,..., 2]y C Rlz1,...,Tn]k4q- PuessirT,s € Ry v,w € Z" se tiene que
(ra®)(sz®) = (rs)x" con |0 4+ w| = |v] + |w|.

Por ejemplo, si p = 2xy? + 32%y + Tz en R[z,y| se tiene que:
sop(p) = {1,3}, deg(p) =3, «codeg(p) =1, m(p) =7z, ms(p) = 221 +322y.

A partir de un anillo graduado se puede definir un médulo graduado.
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Definicién 4.24. Sea R un anillo graduado y M un moédulo sobre R. Se dice
que M es graduado si se puede descomponer como:

AleBN&

keN

donde:
1. My son subgrupos aditivos de M,
2. se tiene que R, - My, C Mgy
Los ideales monomiales son moédulos graduados.

Proposiciéon 4.25. Sea I = (2™, ... 2%) C Rlzy,..., 2] un ideal mono-
mial. I tiene estructura de médulo graduado sobre R[xy, ... Ty] .

Demostracion. Definimos Iy = I N R[xy, ..., xp]y = {ra® € I : |o| = k}. Y
veamos que [ = € I es un mddulo graduado.

keN
Si ra’, sz € I; se tiene que rz¥ 4+ sz € I por ser el ideal cerrado por
sumas. Ademds, rz’ + sz C Rlzy,...,x,], por ser este un subgrupo. En

consecuencia, rz’ + sz € I, lo que significa que I; es un subgrupo aditivo
de I.

Sea rz¥ € R[x1,. .., Zy)r un monomio y sea sz € I, otro monomio del
ideal. Se tiene que (rz?)(sz™) = (rs)z""™ es un monomio de R[x1, . .., Ty ]itq
y ademas pertenece al ideal, pues es cerrado por productos por elementos de
Rlz1, ..., xy). Porlo que Rlzy, ..., 2m]k - Iy C Ixty.

Por tltimo, veamos que se da la igualdad I = @ I. Como I D @ I es
kEN keN
obvio, solo es necesario demostrar I C @ Ij.
kEN
Sea p € I un polinomio. Puede ser descompuesto en monomios:

p= > mp), m(p)€RE,. .. Tk

kesop(p)

Como I es monomial, por el corolario 3.15, los monomios m(p) también
pertenecen al ideal. Por consecuente:

p= Z m(p), m(p) € INR[zy, ..., 20k = Ik

kesop(p)
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Observacion 4.26. Es posible generalizar los ideales monomiales a través
de la estructura de médulo graduado.

Sea R = € Ry un anillo graduado. Se dice que un ideal I C R es
keN
homogéneo si se cumple que la descomposicion:

I=@L, IL:=INR
keN

le otorga estructura de médulo graduado sobre R.

Ademas, se dice que un elemento r € R es homogéneo si r € Ry para
algin k € N.

Al igual que en los ideales monomiales, se cumple que un ideal es homo-
géneo si y solo si se puede generar por elementos homogéneos.

Definicién 4.27. Sea R un anillo graduado y M, N dos moédulos gradua-
dos sobre R. La aplicacion ¢ : M — N es un homomorfismo de modulos
graduados de grado d € N si:

1. ¢ es lineal.
2. Se tiene que ¢(My) C Nyiq.

Ejemplo 4.28. Sea I = (xy,yz) un ideal monomial del anillo R[x,y, z|. La
familia de aplicaciones:
b T — 1

p——>z"-p

Cada ¢,, es un homomorfismo de moédulos graduados de grado n.

4.2.1. Moébdulos multigraduados

Al igual que los anillos graduados generalizan el anillo de polinomios
R]z], los anillos multigraduados generalizan el anillo de polinomios en varias
variables R[z1,...,z,].

Definicién 4.29. Sea (R, +,-) un anillo. Se dice que R es multigraduado si
se puede descomponer de la forma:

R= P R,

ENn
donde:

1. Ry son subgrupos aditivos de R,
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2. se tiene que Ry - Ry C Ryig-

Definicién 4.30. Sea R un anillo graduado y r € R. Como R = @ R; se
sENP
puede expresar r como una suma finita:

r = E T, rs € R{),
veENn?

donde solo un numero finito de r; son no nulos.
En tal caso, se define su proyeccién v-ésima como m5(r) = r;. Ademas, se
llama el soporte de r a:

sop(r) = {v € N" : m3(r) # 0}.

Ejemplo 4.31. Sea R un anillo, entonces R[xq,...,%,] es un anillo multi-
graduado. En efecto, si definimos:

R[z1,...,24]s = {rz’ :r € R}

Se tiene que R[z] = @ R[z]s v que Ry - Ry C Ryyw, puesto que sir,s € R
beNn
se tiene que (raz?) - (sz®) = (rs)z"*% .
En consecuencia, cada polinomio p se puede descomponer como > rz?.
v€sop(p)

Por ejemplo, si p = 2zy? + 32%y + Tz en R[z,y] se tiene que:

SOp<p) = {<17 2)7 (27 1)7 (17 O)}a T(1,2) (p> = 3$2y7 7T(2,1)(p) = 2l‘y, T(1,0) (p> =Tx.

De forma analoga a los médulos graduados, se pueden definir los médulos
multigraduados.

Definicién 4.32. Sea R un anillo multigraduado y M un moédulo sobre R.
Se dice que M es multigraduado si se puede descomponer como:

M= M,

pENR
donde:
1. M5 son subgrupos aditivos de M,

2. se tiene que Ry - Mgy C My, .
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Ejemplo 4.33. Sea R = R[zy,...,x,]. Siguiendo el ejemplo 4.23 se puede
definir una graduaciéon en R como:

Rlzy, ...,z = {Z rpx’ i1y € R}

|v|=k

Esta graduacion se puede extender a una multigraduacion en el modulo R™,
de forma que tenemos:
R"= P Ry

vEN™

con R definido como:
R;'=R,®...0R,,.
Por ejemplo, en el caso R? tenemos que el vector (z,zy, 1yz) € R?1,273) .

La siguiente proposicion se demuestra de forma andloga al caso graduado
4.25 .

Proposiciéon 4.34. Sea I = (x™,... 2%) C Rlxy,...,zy] un ideal mono-
mial. I tiene estructura de médulo multigraduado sobre Rxq, ..., xy,).

Observaciéon 4.35. Al igual que en el caso graduado, I hereda la graduacion
de Rlzy, ..., zy], es decir:

L =INR[zy,..., 2] = {ra” :r € R}.

4.3. Serie de Hilbert

La serie de Hilbert de un moédulo graduado almacena informacion de su
estructura graduada. En concreto, sus coeficientes almacenan la dimension
de los espacios en los que se descompone.

Para poder definirla, es necesario definir previamente el anillo de series
formales, que extiende al anillo de polinomios.

Definicién 4.36. Sea K un cuerpo. Denotamos por K][xy,. .., z,]] al anillo
de series formales sobre K en n variables. Este conjunto se define como:

K[[xla s ,an]] = {f N — K}
Su suma es la suma usual de funciones:

(f +9)(@) = f(v) + g(v),
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mientras que su producto de funciones es el producto de convolucion:
(f-9)@) = > f@a)-g).

Una serie formal f se denota como:
> f@)a”
pENP

Observacion 4.37. Su definicién es andloga a la de los polinomios en varias
variables. La tnica diferencia es que al definir polinomios se pide que la
funcion sea nula siempre salvo en una cantidad finita de valores.

En concreto, una consecuencia es que K[zy, ..., z,] C K[[z1,...,x,]].

Observacién 4.38. La serie formal > 2" = 1+x+22*+. .. del anillo R[[z]]
neN
tiene como inversa la serie 1 — x. Puesto que:

(Zx")(l —z) = Zx" - Za:”“ =1
neN neN neN
Durante el desarrollo de las series de Hilbert aparecera el término:

1ix:Zx", (1—x)=

neN

1
xn’
neN

A partir de esta nocién es posible definir la serie de Hilbert. Esta puede
verse como aplicaciéon N® — N 6 como serie formal. En su definiciéon daremos
una notacién diferente a cada una de estas dos perspectivas.

Definicién 4.39. Sea M = @@ M;, un médulo graduado sobre Rz, ..., z,].
keN
Su funcién de Hilbert es:

HFy:N—R
k— thR(A4k)

donde dimg(M}) denota la dimensién de M} como R-espacio vectorial.
Asociamos a la funcién de Hilbert, la serie de Hilbert, que se define como:

HSy(x) =Y HFy (k)"
n>0
Andalogamente, si M = @ M; es multigraduado, se define su funcién Hilbert
BENR
multigraduada:
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HFy :N'"—R
0 — dimg (M3)

y su serie de Hilbert multigraduada:

HSy (1, w,) = Y HFy(0)a".

>0

Los siguientes ejemplos muestran como calcular la serie de Hilbert de
algunos ideales monomiales.

Ejemplo 4.40. Tomemos el ideal monomial I = (z) sobre el anillo R[z].
Entonces se tiene que:

[:<£IZ'>R—|—<CC2>R—|—

donde (v)g denota el R-subespacio vectorial generado por v.
En consecuencia, su funciéon de Hilbert es:

1, sik>1,

HE (k) = {0 sik=0

Y su serie de Hilbert:

HSi(x) = Zxk

k>1

Ejemplo 4.41. Tomemos el ideal monomial I = (z,y) sobre el anillo R[z, y].
Entonces se tiene que:

I = {z,9)r + (2, 2y, y>)r + (2°, 2%y, 20*, y*)p + . ..

k k-1 k—2,2

Se pueden construir k41 monomios de grado k en I. Estos son x%, %y, £y,

..,zy* 1, 9*. Por lo tanto, la funcién de Hilbert del ideal I es:

k+1, sik>1,

HE (k) = {o sik=0

Y su funcién de Hilbert:

HSi(x) = Z(k} + 1)z".

k>1
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Ejemplo 4.42. Sea I = (x,y) ideal monomial del anillo R[z,y]. I se des-
compone como:

I'=(2)p+ (y)r + (2")r + (zy)r + ()= + - ..
Por lo que su funciéon de Hilbert multigraduada sera:

1 siv > 1,

0, en caso contrario.

Y

Y su serie de Hilbert:
HSi(x,y) Z %P

a+b>1

Como podemos observar, esta no coincide con su serie de Hilbert.

Los K-polinomios permiten representar la informacién de las series de
Hilbert de forma ma&as compacta. Para definirlo, serd necesario recurrir al
anillo de series formales en el que viven las series de Hilbert.

Definicién 4.43. Sea M un R[zy,...,z,] médulo graduado. Se define su
K-polinomio como:

Ky(x) = HSy(x)(1 —x)"™.

Y, en caso de que M sea multigraduado se define como:
Ky(zy, ... xn) = HSy (21, .. 2y Hl—%
=1

Observacion 4.44. Despejando en la definicion de K-polinomio se tiene
que:

Ky(zy, ..., xp)

[T(1—)

i=1

HSM(I‘l,...,l‘n) =

Asi que el K-polinomio se puede interpretar como el numerador de la serie
de Hilbert.

Los siguientes ejemplos muestran el calculo del K-polinomio de un ideal
monomial.

Ejemplo 4.45. Sea I = (x) ideal monomial del anillo R[z]. En ejemplos
anteriores hemos calculado su serie de Hilbert:

HS] ZZL‘

k>1
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Calculemos su K-polinomio:

Kiz)=()_a"(1—a) =) a"=> a*"

k>1 k>1 k>1
Realizando un cambio de indice en el segundo sumatorio:
E R E a* = .
k>1 k>2

Ejemplo 4.46. Sea I = (x,y) ideal monomial del anillo R[z, y]. En ejemplos
anteriores hemos calculado su serie de Hilbert:

HS((z) = Z(k: + 1)z".

k>1

Por lo que su K-polinomio es:

O (k+ 12" (1 =2 = O _(k+Da* =) (k+ 1)) (1 - 2).
k>1 k>1 k>1
Realizamos la primera multiplicacion:
O (k+Da") (1 —x) = (k+ 12" = (k+ 12"
k>1 k>1 k>1
Realizando un cambio de indice en el segundo sumatorio.
S (k+ D2k =Y ket =204 2t
k>1 k>2 k>2
Realizando la segunda multiplicacion:

(23:—}—237’“)(1 —x) = Qm—l—ka — 227 — Zxk“.

k>2 k>2 k>2

Y, con otro cambio de indice:
2:L‘+E xk—2x2—§ 2t =22 — 22
k>2 k>3

Ejemplo 4.47. Sea I = (x,y) el ideal monomial del anillo Rz, y]. En ejem-
plos anteriores hemos calculado su serie de Hilbert multigraduada:

HS(z,y) = > 2"y

a+b>1
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Por lo que su K-polinomio multigraduado es:

Ei(r,y) = (> a1 —z)(1—y).
a+b>1
Para simplificar el calculo, usamos la igualdad:
> = (D)) + e S
a+b>1 a>1 b>1 c>1 d>1
Recordemos de los anteriores ejemplos que:
O M1 —a)=u.
k>1

Por tanto, cada sumando del producto seria:

Zﬂc Zy (1—2)(1—y Z:C )(1 —x)( Zy (1 —y) =y,

a>1 b>1 a>1 b>1
O )1 -2)(1—y)=2(1—y) =z —ay,
c>1
Zy (1—2)(1—y) = Zy 1—y)(1l—2)=y(l —x) =y — ay.
d>1 d>1
Sumandolos:

Ki(z,y)=zy+x—zy+y—ay=x+y—zy.
Ejemplo 4.48. Sea I(z,yz) en R[z,y, z]. Su serie de Hilbert multigraduada

es:
HS; = xe“ybzc + yzZydz

a,b,c

Y su K-polinomio:
K;=HS/(1—-z)(1—-y)(1—=2).
Como su serie de Hilbert tiene dos términos, realizamos el producto en dos

partes:
w3 a2 (1 - 2)(1 - y)(1 - 2.)

a,b,c

Si tenemos en cuenta que

Sty = (3 e )

a,b,c
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y que
O 1 —z) =1,

se tiene que

Zx“bc (1—2)(1—y)(1— z—xe Zy Zz J(1—2)(1—y)(1—2) = x.

a,b,c

De forma analoga, podemos realizar el computo del otro término

Zy )(1—2)(1=y)(1—=2) = yz(D>_y")(D_ 2)(1—2)(1—y)(1—2) = yz(1—2).

Juntando estos dos sumandos:

Ki(z,y,z) = x +yz — yzz.

4.4. Cotas para la fiabilidad

Las cotas de la fiabilidad se obtienen truncando el K-polinomio del ideal.
Sin embargo, el método de truncamiento no es el usual. Para introducirlo es
necesario introducir antes un método simple para obtener el K-polinomio del
ideal.[11]

Teorema 4.49. Sea I un ideal monomial de Rxq, ..., x,] y G; su conjunto
minimal de generadores. Se tiene que:

Ki= 3" (~)Vimem),

JCGy

donde MCM representa el minimo comin maltiplo y |J| la cardinalidad del
conjunto J.

Observacién 4.50. Esta férmula resulta practica para sistemas de tamano
reducido, aunque el crecimiento exponencial del niimero de subconjuntos la
hace poco eficiente en casos generales. En la literatura se emplean resoluciones
graduadas minimas para calcular el K-polinomio del ideal, ya que permiten
un calculo mas estructurado y estan estrechamente relacionadas con la teoria
homolégica.

Comprobemos este teorema con un ejemplo.
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Ejemplo 4.51. Tomemos el ideal I = (z,y) de R[x, y]. En el anterior ejemplo
calculamos su K-polinomio:

Ki(z,y) =2 +y —xy.

Veamos que obtenemos el mismo resultado utilizando la férmula del teorema.
Su conjunto minimal de generadores es G = {z,y}. De este conjunto se
pueden obtener tres subconjuntos no nulos:

Ji=A{z},  L={y}, Js={zy}
Aplicando ahora la formula del teorema:
Ki(z,y) = (—1)"IMCM(Jy)+(—1) 2IMCM (o) +(—1)*IMCM( J3) = 2+y—zy,
como esperabamos.

Definicién 4.52. Sea m € N, I un ideal monomial de R[xy, ..., z,] y K; =
chGI(—l)U'MCM(J) su K-polinomio. Se define el K-polinomio truncado
en orden m como:

Kim= Y (=pnIMCM()).

JCGr,|J|<m

Ejemplo 4.53. Continuemos con el anterior ejemplo. Teniamos que:
Ki(z,y) =z +y—xy.
Por lo tanto, sus truncamientos son:
Kio(z,y) =0, Kii(z,y) =x +v, Kis(z,y) =x +y— zy.
Llegado este punto ya estamos preparados para enunciar el teorema.

Teorema 4.54. Sea ¢ un sistema binario de orden n y P una probabilidad
sobre F3'. Si las componentes son independientes con probabilidad p; se tiene
que:
Kiym(r,- pn) <hp(6),  sim es par,
KI¢,m(p17 s 7pn) > hP(¢)7 stm es impar.
Corolario 4.55. Sea ¢ un sistema binario de orden n y P una probabilidad
sobre F3'. Si las componentes son independientes con probabilidad p; se tiene

que:
KI¢,m(p17 s >pn) = hP<¢)
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Demostracion. Tenemos que:

K= (~)’MeM(),

JCGr

y que:
Kim= Y (=DIMCM()).

JCGy,|J|<m

Como G es finito, podemos tomar m > |G;|. En tal caso, se cumple para
todos los J C G que |J| < m. Y, en consecuencia, todos los términos que
aparecen en el sumatorio de Ky, aparecen también en el de K;. Por lo que
K[ = K[’m sim Z ’G]|

Supongamos sin pérdida de generalidad que m es par. Entonces, al aplicar
el anterior teorema tenemos que:

Ki(p1,...y,pn) = Krm(p1, .-, pn) < hp().

Aplicando ahora el teorema a m + 1, que es impar:

Kl(ph ce 7pn) = Kl,m-i-l(pl’ s 7pn) Z hP(Qb)

Por lo que se puede concluir que:

Ki(p1, ... ,pn) = hp(9).

A continuacién, veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 4.56. Sea ¢12 = ¢(x,y) = x V y sistema binario de orden dos. Su
conjunto de caminos es:

C; ={(1,0),(0,1),(1,1)}.

De los cuales, solo G§ = {(1,0), (0,1)} son minimales. Por lo tanto, su ideal
monomial es:

Iy = (¥(Gy)) = (z.y).

Ya habiamos calculado su K-polinomio en los anteriores ejemplos.
K, =z+y—uzy.
Sus truncamientos serian:

MTy(Kp,) =0, MT(Kp,) =z +v, MTy(Kp,) = v +y—zy.
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Podemos calcular su fiabilidad manualmente:

hp(¢) = p1(1 —p2) + (1 — p1)p2 + p1po.

Supongamos que p; = py = % Entonces hp(¢) = %. Veamos que se cumplen
las cotas:

3>0 3<1+1_1 3>1+1 11 3
4= 4 =92 92 7 4=2 2 22 4
3
MTy(Kp,) =0 < 1
1 1 3
MT(K;)==-+-=1>°%
1(K1,) 2+2 =t
1 1 11 3
MTy(K;)==-+-—--=2%
2(K7,) 5373371

Ejemplo 4.57. Sea ¢135 = ¢(z,y,2) = x V y V z sistema binario de orden
tres. Su conjunto de caminos es:

0(215 = {(17 07 0)7 (17 17 0)7 (17 07 1)’ (17 17 1)7 (07 17 1)7 (07 17 O)? (07 07 1)}
Y el conjunto minimal es:
G} ={(1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1)}.
Por lo tanto, su sistema de generadores minimal es:
Gr, ={z,y,2}.
Sus subconjuntos no vacios son:
Ji=A{z},  L={y}, Ji={z}

J4 == {%y}, J5 - {.Z',Z}, JG = {y,Z},
Jr = {xvya Z}'

A partir de ellos podemos calcular el K-polinomio del ideal.
Ki(2,y,2) = (x+y +2) — (2y + 22 + y2) + (2y2).
Y sus truncamientos son:
Kip,o0(z,y,2) =0,

K[¢’1($,y72) = (i[f + Yy + Z)a
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Kio(x,y,2) = (x+y+2) — (xy + 22 + y2),
K s(x,y,2) = (x +y+ 2) — (xy + 22 + y2) + (zy2).

Supongamos que las probabilidades son p; = %, Py = %, p3 =
fiabilidad del sistema es:

}l. Entonces, la

hp(9) = P(o(X,Y,Z) =1) = 1= P(¢(X,Y,Z) = 0) =1 - P((X,Y, Z) =

111 3
I¢0<2’§’4_1):O§1’
111 1 1 1. 13 3
K —_ =) = |- — —:—>—
R S R b U T
111 13 11 11 11. 13 3 17 3
K —_—_— ) = — — | == _— ——:—————<—
I¢’2(2’3’4) 12 (23+24+34) 12 8 24— 4

111 _17+(111)_3
24 2347 4



Conclusion

A lo largo de este documento se ha presentado un método algebraico
para obtener una familia de cotas de la fiabilidad de un sistema binario. El
procedimiento seguido puede resumirse en los siguientes pasos:

1. Dado un sistema binario ¢, se construye su ideal monomial asociado
Iy = V(o).

2. A continuacion, se obtiene el K-polinomio K7, correspondiente.

3. Finalmente, se consideran sus truncamientos y se evaliian en las pro-
babilidades p; de los componentes.

Este enfoque es aplicable a cualquier sistema binario y proporciona cotas
superiores e inferiores de su fiabilidad mediante un procedimiento sistematico.
Sin embargo, el calculo del K-polinomio presentado en esta memoria resulta
ineficiente para sistemas con muchas componentes. Por ello, en la préctica,
sus coeficientes suelen obtenerse a través de resoluciones graduadas del ideal
[9], concepto que no se ha desarrollado en esta memoria al exceder el marco
de contenidos previsto. Dichas resoluciones forman parte del temario de la
asignatura de méaster Algebra Combinatoria.
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Apéndice A
Complejos simpliciales

Los ideales libres de cuadrados afiaden una estructura geométrica a los
ideales monomiales. Esta estructura geométrica les permite codificar un com-
plejo simplicial en los exponentes de sus generadores minimales. En esta
subseccién analizamos esta correspondencia entre complejos simpliciales e
ideales libres de cuadrados, y estudiamos las caracteristicas topologicas de
estos complejos por medio de homologia simplicial.

A.1. Correspondencia de Stanley-Reisner

En el campo de la topologia algebraica los complejos sirven de ejemplos
fundamentales. Estos permiten construir espacios basicos en los que obtener
intuicion sobre la maquinaria algebraica usada. Principalmente, dos tipos de
complejos son estudiados: los complejos simpliciales y los complejos celula-
res. Ambos se construyen como cadenas de objetos de menor dimension, sin
embargo, los primeros muestran un comportamiento combinatorio, mientras
los segundos muestran un comportamiento mas geométrico.

Definicién A.1. Un complejo simplicial A con n vértices {1,2,...,n} es
una coleccién de subconjuntos A C P({1,...,n}) cumpliendo: que si o € A
y 7 C o entonces T € A.

Cada uno de los o € A se llama simplice!.

Definicién A.2. Sea A un complejo simplicial y o € A un simplice.

Se define la dimensién de o como dim(o) = |o| — 1 donde |o| es la cardi-
nalidad de o como conjunto.

A su vez, se define la dimensién de A como dim(A) = max(dim(o)) salvo

cEA
si A = {}, en tal caso dim(A) = —oc.

1En la literatura también se llama cara.
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El subconjunto de simplices de A de dimensiéon n se denota como A, =
{o € A:dim(o) = n}.

Ejemplo A.3. La imagen A.1 muestra un complejo simplicial A sobre cinco
vértices. Analizamos la imagen sistematicamente para deducir los simplices
de A.

En dimension 2 se puede observar que contiene al triangulo {1, 2,3} por
tanto también contiene a los segmentos {1,2},{2,3},{1,3} y a los puntos

{1}, {2}, {3}.

En dimension 1 tenemos ademés a las rectas {3,4},{2,4} y por tanto al
punto {4}.

Por 1dltimo tenemos un punto aislado en dimension 0: {5}.

Juntando toda esta informacion, tenemos:

A= {{1,2,3}{1,2},{2,3}, {1, 3}, {3, 4}, {2, 4}, {1}, {2}, {3}, {4}, {5} }.

El complejo es de dimension 2, pues su maximo simplice es bidimensional.

Iz Iy

o
I Lo

Figura A.1: Ejemplo de complejo simplicial. [8]

Una vez mas, antes de construir la correspondencia de ideales, la cons-
truiremos sobre monomios para poder extenderla a ideales a partir de estos.

Definicién A.4. Se define la correspondencia ®,, entre simplices con n vér-
tices y monomios libres de cuadrados en n variables:

®,:P{L,....n}) — N

ar—>x":Hxi

i€0

Proposiciéon A.5. La aplicacion ®,, es un isomorfimo de reticulo..
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Demostracion. Como es obvio que ®,, es biyectiva, solo es necesario demos-
trar que es monotona.

Supongamos que 7 C ¢ . Si se da ¢ € 7 se tiene que ¢ € ¢. Por lo que si
x; | 7 entonces z; | 7 y, en conclusion, z7 | x7. Por lo que la aplicacién es
monoétona. ]

Teorema A.6. FExiste una correspondencia biyectiva entre el conjunto de
ideales monomiales libres de cuadrados enn variables y el conjunto de comple-
jos simpliciales en n vértices. Esta correspondencia se llama correspondencia
de Stanley-Reisner.

Demostracion. Esta demostracion serd constructiva. A partir de un complejo
simplicial A obtendremos su ideal I y a partir de un ideal I obtendremos
su complejo Aj.
Una vez construida esta correspondencia, demostraremos que es biyectiva.
<) Sea A un complejo simplicial. Definimos su imagen:

In = (27 10 & A).

Como esta generado por monomios libres de cuadrados, Ia es un ideal mo-
nomial libre de cuadrados.
=) Sea I un ideal monomial libre de cuadrados. Definimos su imagen:

Ay:={o:2° ¢ 1I}.

Sea o € A; y 7 C 0. Supongamos que 7 € Ay, o, equivalentemente, x7 € I.
Como ®,, es mondtona, y 7 C o, se tiene que 7 | 7. Lo cual es absurdo,
porque implicaria que x7 € I.

<= ) Veamos ahora que es biyectiva.

Tomamos un ideal libre de cuadrados I, queremos ver que In, = I. Para
esto, realicemos la construccion por pasos:

Ay :={o:2° ¢ 1},

In, = (2% 10 & A)).

Como o € Ay si 27 ¢ I. Se tiene que o ¢ A implica que z? € I. Por lo
tanto, Ia, = I.

Partiendo de un complejo simplicial A se puede realizar un razonamiento
analogo.

]
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A.2. Homologia simplicial

La homologia es una herramienta algebraica que permite analizar un es-
pacio por medio de una cadena de espacio vectoriales, a partir de los cuales
se construyen los grupos de homologia, cuyos invariantes reflejan la presencia
de “agujeros.°" el espacio.

Definicién A.7. Definicién. Sea A un complejo simplicial y K un cuerpo.El
modulo de n-cadenas de A, denotado C,(A,K), es el K-espacio vectorial:

C.(AK) = DK

cEA

Es decir, es el conjunto de sumas formales finitas:

Zk‘iai, k’z € K, o; € An

Ejemplo A.8. La imagen A.2 muestra un complejo simplicial A. Este es
uno de los ejemplos con los que trabajaremos a lo largo de esta seccion. Por
ahora, simplemente daremos ejemplos de varias cadenas.

Las cadenas {2} — {3} y m{4} pertenecen a Cy(A,R). Por otra parte, las
cadenas {2,5} + 3{1,2} pertenecen a C1(A, Q).

4 3
Figura A.2: Ejemplo de complejo simplicial. [8]

A continuacion, definiremos el operador que relaciona los diferentes mo-
dulos de cadenas entre si. Para ello, necesitaremos una definiciéon auxiliar.

Definicién A.9. Sean A un complejo simplicial, o € A,, un simplice,y j € o
un vértice. Denotamos por ¢ al simplice o \ {;}.
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Ejemplo A.10. En la figura A.2 el simplice 0 = {1, 2} representa a la arista
que une a los puntos 0% = {1} y o' = {2}.

Por otro lado, el simplice o = {1,2,4} es un tridngulo relleno con lados
ot = {2,4},0% = {1,4}, 0 = {1,2}.

Definicién A.11. Como A = {1,...,m} todos sus subconjuntos o C A se
pueden expresar como subconjuntos ordenados {ji,...,Jp, ..., Jst- Sij € 0
y J ocupa la r-ésima posicién, se dice que su signo es: sign(j,o) = (—1)""1.

Ejemplo A.12. En la figura A.2 tomamos la arista {1,4}, sign(1,{1,4}) =
+1 y sign(4,{1,4}) = —1. Sin embargo, en el tridngulo relleno {1,2,4} se
tiene que sign(1,{1,2,4}) = +1, sign(2{1,2,4}) = —1 y sign(4,{1,2,4}) =
+1. Por lo que, al anadir el vértice {2} entre {1} y {4}, el signo de este
ultimo cambia.

Definicién A.13. Sean A un complejo simplicial y K un cuerpo. La aplica-
cién lineal frontera se define como:

On 2 Cr(AK) — C1(AK)
Z kio; — Z sign(7, ai)kiaf
i i

Ejemplo A.14. Continuemos con el anterior ejemplo.
El borde de la arista {1,2} es 0;({1,2}) = {2} — {1} pues esta parte de

{1} y llega a {2}.
El borde del tridangulo {1,2,4} es

82({17 274}) = {17 2} - {]-7 4} + {274}7
que representa el perimetro del tridngulo recorrido en sentido horario.

Proposiciéon A.15. Los operadores borde son nilpotentes. Es decir 0, 1 o
Op = 0.

Demostracion. Seal =) k;o; € Cp,(A,K) una n-cadena. A aplicarle 0,
On(1) = _ sign(j, 0:) ki
0,

Volviendo a aplicar el operador frontera.

an—l(an(l)) = Z Sign(k, Ug)Sign(j’ O'i)]{jio'g’k,

i7j7k
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Se tiene que af’k = af’j por lo tanto basta con ver que sign(k, Jg)sign(j, o) =
—sign(j, o¥)sign(k, 0;).

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que j < k. Si retiramos j de o;
la posicion de k se reduce en 1 y su signo cambia. Si retiramos primero k esto
no pasa. Por tanto, hay un cambio de signo entre los dos 6rdenes. [

Corolario A.16. Se tiene que Im(0,) C Ker(0,_1).

Ejemplo A.17. Continuamos con la figura A.2. Sea 0 = {1,2,4}. Como
vimos anteriormente 05({1,2,4} = {1,2}—{1,4}+{2,4}. Y, también tenemos
que:

01({1,2}) = {2} — {1},
01({2,4}) = {4} — {2},
0({1,4}) = {4} —{1}.
Por lo que, al sumarlas
(9:({1,2,4})) = ({2} = {1}) — ({4} = {1}) + ({4} = {2}) =0,
esta expresion se anula tal y como esperabamos.

De esta forma obtenemos una cadena de espacios:
3 2 o o
.= Cy(AK) = C1(AK) = Co(A,K) = 0.
Y podemos definir la homologia.

Definicién A.18. Dado un complejo simplicial A. Llamamos grupo de ho-
mologia en dimensién n al grupo:

H,(A,K) := ker(0,)/Im(0y41).
Se definen los nimeros de Betti como:
B, = dimg (H, (A, K).
como K-espacio vectorial.

Los nimeros de Betti contienen informacién topoldgica del sistema. En
concreto [y contiene el nimero de componentes conexas, (3; contiene el niime-
ro de agujeros, (o contiene el nimero de agujeros bidimensional, 83 contiene
el nimero de agujeros tridimensionales...
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Ejemplo A.19. Volvemos a la figura A.2. En primer lugar, ordenamos
los simplices de cada A,. Denotamos por ¢i,..., ¢, a los generadores de
Ch(A,K), cada uno corresponde a un simplice de A,, siguiendo el orden da-
do.

Ay = {{1}7 {2}7 {3}7 {4}7 {5}}7
A1 = {{17 2}7 {17 4}7 {17 5}7 {27 3}7 {27 4}7 {27 5}7 {37 4}}7
Ay ={{1,2,4},{1,2,5}}.

A partir de los g; generados por este orden de elementos, obtenemos la re-
presentacion matricial de los operadores borde:

11

1 0

0 -1

=10 0|,

1 0

0 1

0 0
-1 -1 -1 0 0 0 0
1 0 0 -1 -1 -1 0
=10 0 0o 1 0 0 -1],
0O 1 0 0 1 0 1
0O 0 1 0 0 1 0

Bb=(0 000 0).

Ahora calculamos las dimensiones de las imdgenes y kernels a partir de su
representacion matricial.

dim(Im(0s)) = 2, dim(Ker(dy)) = 5,
dim(Im(0,)) = 4, dim(Ker(0,)) = 3,
dim(Im(dy)) = 0, dim(Ker(dp)) = 5.

Ahora, podemos calcular los grupos de homologia mediante cocientes:
H; = ker(0;)/Im(0,) = K*/K? = K,
Hy = ker(dp)/Im(0;) = K°/K* = K.

Esto significa que el complejo es conexo (5y = 1) y posee exactamente un
agujero unidimensional (8; = 1), correspondiente al hueco delimitado por el
triangulo {2, 3,4}.
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A.3. Formula de Hochster

La féormula de Hochster relaciona los nimeros de Betti de un complejo
simplicial con los de su ideal. En nuestro caso, nos permite obtener el K-
polinomio de un ideal monomial libre de cuadrados a partir de su complejo
simplicial.

Para introducirla, son necesarias dos definiciones previas.

Definicién A.20. Sea A un complejo simplicial con n vérticesy o € P({1, ...

Se define el complejo:
A, ={r€eA:7Co}.

Ejemplo A.21. Sea A el complejo de A.1. Recordemos que este complejo
es:

A={{1,2,3},{1,2},{2,3},{1,3}, {3,4}, {2, 4}, {1}, {2}, {3}, {4}, {5} }-

Si tomamos el simplice o = {1,2,3} € A, que es un tridngulo, se induce el
complejo:

Ay = {{1,2,3},{1,2},{1,3},{2,3}, {1}, {2}, {3}}.

Mientras que si tomamos 7 = {3,4,5} € A, pese a que no pertenezca al
complejo de partida induce otro complejo:

A = {{37 4}7 {3}7 {4}7 {5}}

Usaremos la férmulas de Hochster [8]para definir los nimeros de Betti de
un ideal monomial libre de cuadrados a partir de los nimeros de Betti de su
complejo simplicial. Antes de esto sera necesario definir los nimeros de Betti
reducidos.

Definicién A.22. Sea A un complejo simplicial y n € N. Su n-ésimo niimero
de Betti se define como:

~ ) Ba(A), sin>1,
BulB) = {/Bn(A) —1, sin=0.

Definicion A.23. Sea [ un ideal monomial libre de cuadrados del anillo
Rlzy, ..., 2], k€ Nyo € P({1,...,n}) = {0,1}". Se definen sus nimeros de
Betti como:

ﬁk,o(j) = B|0\—lc—1 <A0)7

donde |o| representa la cardinalidad de ¢ como conjunto.
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Ademads, segin [7] se tiene el siguiente resultado:

Teorema A.24. Sea I un ideal monomial libre de cuadrados del anillo
Rlzy,...,z,]. Entonces se tiene que:

Ki(xy,. ) = Y (=D D Bral(Dz).

keN ce{0,1}n

No computamos ejemplos de estos constructos porque tienen una eficien-
cia significativamente peor que el método ilustrado en el cuarto capitulo.
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