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Resumen

La busqueda de ejemplos y contraejemplos es una tarea fundamental en el estudio y
comprension de las matematicas. Inspirado en el libro de G.R. Gelbaum y J.M.H. Olms-
ted, “Counterexamples in Analysis”, el objetivo de este trabajo es seleccionar y exponer
algunos contraejemplos de relevancia en Analisis Mateméatico y que no se desarrollan en
el Grado en Matemaéticas.

Abstract

The search for examples and counterexamples is a fundamental task in the study and
understanding of mathematics. Inspired by the book “Counterexamples in Analysis” by
G.R. Gelbaum and J.M.H. Olmsted, the aim of this work is to select and present a number
of relevant counterexamples in Mathematical Analysis that are not typically covered in
undergraduate Mathematics degree.
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Introduccion

Los matemaéticos constantemente nos planteamos preguntas de todo tipo, aunque la
mas comun es, “jes este resultado cierto?” o “;se cumple siempre esta propiedad?”. Para
demostrar una declaracién asi, deberiamos realizar una prueba formal considerando todos
los casos, en cambio, para probar que es falsa, bastaria con encontrar un caso en el que
no se cumpla. A ese caso es lo que denominamos contraejemplo.

En términos generales, los ejemplos en matematicas son de dos tipos: ejemplos ilus-
trativos y contraejemplos; es decir, ejemplos que muestran por qué algo tiene sentido, y
ejemplos que muestran por qué algo no tiene sentido. Podria afirmarse que todo ejemplo es
un contraejemplo de algo, ya que contradice la afirmacion de que tal ejemplo es imposible.

Aunque no nos demos cuenta, vivimos rodeados de contraejemplos. A todo el mundo
le han dicho alguna vez la frase: “si estudias mucho, sacaras buenas notas”, cosa que en la
mayoria de casos se deberia de cumplir, pero siempre hay una excepcion: el que se queda
dormido el dia del examen y llega tarde, el que se estudia todo menos una cosa y justo entra
lo que no se ha estudiado, el que se equivoca en las cuentas.... Estos casos excepcionales
son todos contraejemplos. Dejando lo cotidiano de lado, nuestro objetivo sera centrarnos
en los matematicos. Todas las personas tienen en su cabeza, por ejemplo, que los niimeros
irracionales constituyen un conjunto inusual, en el que todas las operaciones son internas,
es decir, la suma de irracionales produce un nimero irracional, o el producto de dos
de ellos vuelve a serlo. No obstante, podemos comprobar que no es asi poniendo varios
contraejemplos:

V2+(2-vV2) =2, V2xv2=2

De manera méas formal, trabajaremos con una hipdtesis de la forma “Todo elemento
de un conjunto A esta en el conjunto B”, es decir, “A C B”. Para demostrar que es falsa,
tratamos de buscar un elemento de A que no esté en B, un contrajemplo.

Un caso conocido e ilustrador de contraejemplo es el de la funcién de Weierstrass. Este
resultado que estudiaremos en el trabajo sirve para probar que es falso que toda funcion
continua es diferenciable en algin punto de su dominio. Ademas de este, se tratara de
dar una lista de contrajemplos significativos que no se ven, o son nombrados pero sin
mayor desarrollo, en el Grado en Mateméticas. Recorreremos diversas areas del analisis
matematico exponiendo ejemplos y nos guiaremos entre ellos viendo que estan relaciona-
dos, ya que alguna funcién definida en el transcurso de esta memoria, puede ser ttil para
construir otras que serviran como contraejemplos para mas resultados.



Indice general

Se dividira el trabajo en cuatro capitulos, los cuales se ha intentado que abarquen la
mayor parte del andlisis matematico. En la primera parte definiremos una coleccion de
funciones, las cuales analizaremos con detalle para ver que verifican ciertas propiedades.
Estas pueden ser desde de que no son derivables en ningtin punto, pasando por funciones
que no son monotonas en ningun subintervalo de la recta real, hasta que lleguemos a casos
que ponen en duda el Teorema de Weierestrass.

Seguiremos con la construccion de curvas que llenan el espacio, como son la de Peano
y la de Lebesgue, lo que nos conducira a definir la famosa funcién de Cantor, que es
continua pero no absolutamente continua, entre otras propiedades. Esta funcién nos sera
de gran utilidad a la hora de definir una funciéon que es no creciente, pero en cambio, tiene
derivada positiva en casi todo punto de su dominio.

En un tercer bloque se estudiaran diversos contraejemplos en el area de la integracién.
Se expone una funciéon que parece no cumplir el teorema de derivacién bajo el signo in-
tegral, y la funcién de Thomae. Esta tltima es muy famosa debido a que es discontinua
en un conjunto denso, pero es una funcién integrable. Con dicha funcién construiremos
varias mas, las cuales sirven como contraejemplos de més hipdtesis. Una de ellas, por
ejemplo, probaremos que estd acotada y no tiene extremos relativos, lo cual parece muy
contradictorio.

En el cuarto y dltimo apartado de esta memoria trabajaremos con el andlisis de Fourier,
mostrando contraejemplos sobre series y transformadas de Fourier. Veremos dos ejemplos
de series trigonométricas que no pueden ser serie de Fourier de ninguna funcién integrable.
Tal resultado nos servira para definir una funcién que no es la transformada de Fourier
de ninguna funcién.



Capitulo 1

Continuidad y derivabilidad

Durante el estudio del andlisis matematico, casi siempre trabajamos con los conceptos
de continuidad y derivabilidad en mente. A lo largo del Grado en Matematicas, se suelen
presentar ejemplos tipicos en los que las funciones, a parte de ser continuas y derivables,
cumplen otro tipo de propiedades intuitivas y deseables, como la monotonia o la existencia
de derivadas en casi todos los puntos de su dominio. En este capitulo nos centraremos en
exponer contraejemplos sobre este tipo de ideas e intentaremos relacionar las funciones
que vamos obteniendo de forma que recorramos todos los puntos importantes sobre las
propiedades de las funciones reales. Casos como el de la funciéon de Weierstrass, que es
continua en todo su dominio pero no derivable en ningin punto o funciones que no son
mondtonas en ningun intervalo, entre otras, son los que estudiaremos a continuacion.

1.1. Funcion de Weierstrass

La funcién |z| es continua en todo su dominio, pero no es derivable en un punto,
en r = 0. Esto se debe, como es conocido, a que la funciéon presenta un “pico” en el
origen. También se puede ver comprobando el valor de las derivadas laterales cuando nos
aproximamos a 0 por la izquierda y por la derecha, las cuales son -1 y 1 respectivamente,
y como son distintos, no existe la derivada en el 0. Esta idea es la clave, y es la que vamos
a usar para poder construir una funcién continua pero no derivable en ningin punto, ya
que trataremos de que en cualquier punto que tomemos haya un “pico”.

El primer ejemplo de una funcién continua y no derivable en ningin punto es el que
introdujo K. W. T. Weierstrass. El matemético aleman mostré en 1854 que era falsa
la conjetura que circulaba en aquella época que afirmaba que las funciones continuas
eran diferenciables salvo en puntos aislados. Salié a luz en el articulo Zur Theorie der
Abelschen Functionen (“Sobre la teoria de las funciones abelianas”) en el Journal de
Crelle, donde presentaba una descripcion de su método para la representacion de las
funciones mediante series de potencias convergentes. La funcién se define sobre la recta
real. Se puede encontrar en [8] y es la siguiente:

f(z) = ib” cos (a"mz) Vr €R, (1.1)
n=0

3
donde a es un entero impar y b cumple que 0 < b <1y ab> 1+ 57?.



1.1. Funcion de Weierstrass

Figura 1.1: Funciéon de Weierstrass

A continuacién, para comprobar las hip6tesis, enunciamos el siguiente resultado (ver

[9])-

Teorema 1.1. La funcion f, definida en (1.1), es continua y no derivable en ningin
punto de R.

Demostracion.
Para probar la continuidad de la funcién, comenzaremos por darnos cuenta de que los
términos de la serie son

Sp(z) = b" cos (a" ) ,

los cuales son continuos. Ahora, queremos mostrar que la serie
(o]
E b" cos (a"mx)
n=0

es uniformemente convergente en R. Para esto, vamos a usar el criterio M de Weierstrass
sabiendo que
| " cos (a"mz)| < b",

en donde usamos la propiedad | cos(a"mx)| < 1 para todos los x € R. Como 0 < b < 1,
sabemos que la serie ) 0" es una serie geométrica convergente. Entonces, aplicando
dicho criterio se llega a que la suma original converge uniformemente en R, luego la funcion
es continua.

Con la continuidad ya probada, falta la no diferenciablidad. Para ello, tomamos un
punto o € R y veamos que f no es derivable en zy. La idea es construir una sucesion
{Zm}men que se aproxime a g, de manera que no exista el limite del cociente incremental
en xo. En otras palabras, para probar que la funcion es diferenciable en el punto xy tengo

que ver si existe el limite
lm f(xo+h) — f(x0)

h—0 h

Reescribiendo este limite para nuestro caso llegamos a que

lim = b (cos(amm(wg + h)) — cos(a"mp)) |
h—0 h

n=0

10



Capitulo 1. Continuidad y derivabilidad

1
Para cada m € N, construyo una particion de la recta real en intervalos de longitud —,
a

1k 1 . . .
de la forma | — — ——, — + —— | con k € Z. De esta manera, existe un tinico niimero
am™  2a™ a™  2a™

an, € 7 tal que
1
Oy, — = < a"xg <y + =
2 0 2
o+ 1

Definimos ahora la sucesion x,, := —y también t,, := a™xy — a,,. Notamos que
a

claramente —% < tm < % y es facil ver con la eleccién de «,,, que se tiene la siguiente
cadena de desigualdades:

O+ 35t
a™ < a™

IN

i) = Tm.

Esto muestra que la sucesién {z,,}men estd siempre por encima de xy (se podria ha-
cer también con una sucesién de la misma forma pero que quede por debajo siempre).
Calculamos la diferencia:

ogxm—xozam+1_am+tm:(am+1)—(am+tm) :1—tm§ 3
a™ a™ a™ am 2qm

Dado que a > 1, el término 5> — 0 cuando m — oo. Esto implica que lim,, o0 Tm = To.
Por lo tanto, las sucesion {xm}meN converge a xg. Ahora, usando el mismo m, para la
sucesion {Z,, }men se tiene que

f(@m) — fzo) i b" (cos(a"mx,,) — cos(amxy))

Tm — Lo 0 Tm — X
B g (cos(a™mx,,) — cos(a™mxy)) Z (cos(amx,,) — cos(a™mxy))
Ty — Lo Ty — Zo
n=0 n=m

(1) + (1),

Se ha dividido la suma anterior en dos términos; desde 0 hasta m — 1 y desde el término
m hasta infinito. Para acotar el numerador, podemos aplicar el teorema del valor medio,
que asegura la existencia de un ¢ en el intervalo (zg, z,,) tal que

cos(a"mx,,) — cos(a"mxy) = —sin(a"we)a" w (T, — o).
Tomando el valor absoluto y como |sin(-)| < 1, se obtiene la cota
|cos(a"mx,,) — cos(amxy)| < a"r|zy, — xol-

Usando la desigualdad triangular junto a este resultado, estamos ya en condiciones de
proporcionar una acotacién adecuada para (I). Tenemos por tanto que

)] = 2 b" (cos(a™mx,,) — cos(amwxy))

Tm — X

n=0
< mz_:l b" |cos(a"mx,y,) — cos(a™mxy)|
B n=0 |l’m - wOl
s, wb"a"™ |, — o s
S S
n=0 ’QZm - x0| n=0

11



1.1. Funcion de Weierstrass

m
mln_

1
Esta es una suma geométrica de la forma )" T Sustituyendo r = ab,

obtenemos que
(@)™ =1 w(ab)™

N < )
(M <= ab —1 < ab —1

Por otro lado, para poder acotar (II) intentamos reescribir adecuadamente los términos
que intervienen en dicha suma. En primer lugar, notamos que podemos hacer un cambio
de indice en el sumatorio y escribirlo como

i b" (cos(a"mxy,) — cos(a"mxg)) i bt (cos(a™ ™, ) — cos(a™ ™ ray))

ITm — X
n=m 0 n=0

(1.2)

Tm — Xo
Si nos fijamos en el numerador, nos damos cuenta, tras sustituir el valor de x,,, de que

o, +1
am

= [0 = ()T = (1)

cos (am+"7rzzm) = cos (am+"7r ) = cos (a"7(ay, + 1)) = (_1)a"(am+1)

debido a que a es un entero impar, lo que implica que cualquier potencia suya también lo
es. También se ha usado que ay,, € Z y se cumple que cos(N7) = (—1)" paracada N € Z.
Se repite ahora el razonamiento de manera analoga para el otro término del numerador,
teniendo en cuenta la definicién xy = M y se tiene que

tm + am

cos (am+"7rx0) = cos (am+"7r —
a

) = cos ("7 ( + 1)) = cos (a" Ty, + a"Tt,y,)

= cos(a"may,) cos(a"t,,) — sin(a"wayy,) sin(a"wt,y,)
= ((-1)*" )am cos(a"rt,,) — 0 = (—1)*" cos(a"rt,,),

en donde se ha aplicado la propiedad del coseno de la suma de dos angulos y que
sin(a"may,) = 0 porque sin(N7) = 0 para todo N entero y a"a,, € Z. Luego, susti-
tuyendo estas expresiones en la suma de (1.2), obtenemos que

(11) = Z pntm (—(—1)0";; (_—;zo‘m cos(a"rt,,))

b (—(=1)%m — (=1)%m cos(a"mt,y,))

1—tm

am

n=0

[
NE

3
I
o

A

—D* (@)™ =
— 7. Zb (1 + cos(a"rt,,)) .

Notamos que hemos podido sacar como factor comun de la suma a los términos que
no dependen de n. Ahora, para poder acotar este valor inferiormente como es nuestro
objetivo, notamos que cos(a"nt,,) > —1, asi que la serie es de términos no negativos, luego

12



Capitulo 1. Continuidad y derivabilidad

serd mayor o igual que cualquier término (tomaremos el primero para ahorrar célculos):

) = | = 11)_&:;@ Zb" 1+ cos(art,))

:1(_ an 1 + cos(a"~t,,))

1—|—cos(7rtm) 1+0
> 2 T CO\Tm)  aym o 2 TH
e pr GO Wy o V)

En la ultima desigualdad se ha hecho lo mas pequeno posible el numerador y el denomi-
nador lo més grande posible, y se ha usado el hecho de que cos(nt,,) > 0 si —% <tm < %
Volviendo a la expresion de partida del cociente incremental para el calculo de la derivada,
usando en este caso la segunda desigualdad triangular, tenemos que en modulo es

2 (ab)™

(ab)" =

'f(x‘m) — f(xo)

Tm — Xo

20" (cos(a"mxy,) — cos(a™mzg
-y (cos( ) ( )

Tm — Zo

= [0 + (D]

n=0

Como ab > 1+ %W (lo que hace al término que aparece en la cota positivo), haciendo
tender m — oo, ya que es conocido que xz,, — xg, y el factor (ab)™ también tendera a
infinito, luego concluimos que

lim
m—00

ey +OO,

‘f(ﬂfm) — f(xo)

Tm — T

y por lo tanto, el limite del cociente incremental cuando x tiende hacia xg no es finito. De
este hecho, y de que el punto zy se tomo de manera arbitraria, se deduce que la funcion
f no es derivable en ningtin punto de su dominio, lo que finaliza la demostracion. O

Observaciéon 1.2.

La demostracion original que propuso Weierstrass necesitaba la condicion ab > 1+ %7?
ya que su idea se basaba en construir dos sucesiones cuyos cocientes incrementales asocia-
dos estuviesen acotados inferiormente por % para una de ellas, y para la otra superiormente
por —%.

El matemdtico britanico G. H. Hardy (1877-1947) demostrsé que, tomando ab > 1,
la funcion de Weierstrass f, definida en (1.1), mantiene las propiedades de continuidad
y no diferenciabilidad en ningin punto. También probo que tomando la funcion seno en
vez de coseno en la definicion de f no pierde las propiedades que tiene. No se incluird
dicha demostracion en esta memoria debido a su complejidad técnica y a que no aporta
un valor significativo adicional al estudio de la funcion de Weierstrass, no obstante, es
posible encontrarla en [10].

13



1.2. Funciones continuas y no mondtonas

1.2. Funciones continuas y no mondétonas

Siempre que en matemdticas nos encontramos con una funcién continua, tenemos en

nuestra cabeza, ademas de las funciones constantes, curvas que crecen y decrecen en su
dominio.
En esta seccion, daremos un ejemplo de una funciéon que es continua en toda la recta
real, pero no es monétona en ningun subintervalo de R. Un caso asi se da en la funcion
de Weierstrass del apartado anterior, pero trataremos de construir otro contrajemplo
interesante de este tipo de funciones. Hecho este comentario, pasamos a la definicion de
la funcién siguiendo los pasos que podemos encontrar en [8, pag. 29]. Sea la funcién gy
definida como

. 1
g1(x) = |z| si |z] < 2 (1.3)

y se extiende por periodicidad sobre la recta real con periodo 1 de tal forma que

gi(x+n)=gi1(z) paracadaz € R n€Z.

I [ 1

Figura 1.2: Funcién ¢,

Esta funcién ¢, definida en (1.3), realmente es la que mide la distancia de un punto z € R
al entero mas cercano.

Lema 1.3. La funcion g,, definida en (1.3), cumple que

91(2) = 1 (y)| < [z =y,
para cada x,y € R.

Demostracion.
Dados =,y € R, dividiremos la demostraciéon en varios casos:

» Si|z—y|> %, como el rango de la funcién g; es justamente el intervalo [0, %], para

cada t € R se tiene que ¢;(t) € [0, 3], luego |gi(z) — g1(y)| < 3. Entonces se tiene

que
1
91(@) = 1Y)l < 5 < o —y]
» Sijz—y| < %, definimos el intervalo [, = [g, %} para cada k € Z. Volvemos ahora

a distinguir casos en funcién de si ambos puntos pertenecen a un mismo intervalo
I, 0 a intervalos consecutivos:

14



Capitulo 1. Continuidad y derivabilidad

e Siexiste un k € Z tal que z,y € I}, trato de trasladar ambos puntos cerca del
origen distinguiendo en dos casos segtn la paridad de k. Si k es par, escribo

+ a + i € |0 !

T =10+ = = = con x —.
0 9 ’ Yy Yo 2 ) 05 Yo ’ 2

De esta manera, por la periodicidad de g; y haciendo uso de la segunda des-
igualdad triangular, podemos calcular la diferencia de las imagenes en valor
absoluto como

l91(x) — g1(y)| =

g1 <I0 + g) — 0 (yo + g) ‘ = |91(z0) — 91 (%)

= ||zo| — |vol| < |20 — yo| =

k k
Tt —yto| = |-yl

2 2
En cambio, si k£ es impar, desarrollo z e y como
,  k+1 ,  k+1 ., 1
x:xo—f—T, y:yO—I—T, con xy, Y, € —5,0 .

Por un razonamiento analogo al del caso par, se deduce que también
91(2) — g1(y)| < |z —yl.
e Sino existe un k € Z tal que z,y € I, y |v — y| < 3, entonces z e y estdn en

intervalos consecutivos. Sin pérdida de generalidad, supongamos que y € I y
x € Ip+q. Por lo tanto, por el caso anterior, deducimos que

g1(z) — a1 (%) ‘ + 15 (%) - gl(y)‘

k+1 ‘ k+1 ( k+1> ( k+1)
r————+\Wy-—— =\ —|y——F

l91(2) — q1(y)| <

<
- 2 2

= |z —yl.

Entonces, tras estudiar todas las posibilidades, hemos comprobado que siempre se cumple
que |g1(x) —g1(y)] < |z — y| para cada z,y € R, en otras palabras, la funcién g; es
Lipschitz continua con constante igual a 1, hecho que finaliza la demostracion. O

Teniendo en cuenta la funcién g;, vista en (1.3), se define para cada n > 1,

gn(2) =47 " g (4" 2), z€R.

Observamos que estas funciones son periédicas de periodo 4 !, ya que dado k € Z, se
tiene que

gn(l' + 4—n+1k) — 4—n+lgl<4n—1(m + 4—n+1k,)) — 4_n+191(4n_1x + ]{?)
=47 g (4" ) = ga(2).

15



1.2. Funciones continuas y no mondtonas

Notamos que se utiliza el hecho de que g; es 1—periddica en la penultima igualdad. Es
facil ver, con la definicion de g;, que las funciones g,, alcanzan su maximo valor en %4_”“.
Entonces, ya podemos definir nuestra funcién objetivo g : R — R como

o)=Y o) = 3 9D (14)

2 1 0 1 2

Figura 1.3: Funcién g

Teorema 1.4. La funcién g, definida en (1.4), es continua en R y no es mondtona en
ningun subintervalo de R.

Demostracion.

Para probar la continuidad, se razona de la misma manera que en el caso de la funcién
de Weierstrass. Tenemos que para cada n € N, la funcién g,, es continua en R y la cota
|gn(2)] < 547", Ademds, la serie

—1 .1 1 4 &2 1Y

es de tipo geométrico con razon ‘}1| < 1, luego convergente. Aplicando el criterio M de
Weierstrass concluimos que la serie es uniformemente convergente en R, luego continua
en todo punto. Ahora, para cada par de puntos z,y € R, aplicando el lema 1.3 se tiene
que

190 (2) — gu(y)| = 47" g1 (4" '2) — (4" y)| <47 A e —yl = |z —y|. (1.5)

Como ¢;(z) = |z| en [—%, %} y se extiende peridédicamente con periodo 1, se tiene que
g1(x) =0 siy solo si z € Z. Consideramos ahora el conjunto

A={aeR:a=kd™™ keZ meZ,}.

Es sencillo probar que A es denso en R. Tomamos un intervalo I de la recta real. Por
la densidad de A, existen m € Z; y k € Z de forma que si a = k4™, el intervalo
l[a — N, a + hy,) estd contenido en I, siendo h,, = 472"~ Asi, para n > m se tiene
que 4" tq = k- 4"™~1 € Z, y como g; es nula en los enteros, concluimos que g,(a) =
47 g (4" 1a) = 0 si n > m. Por lo tanto, la serie en a se reduce a la suma finita

9(a) = gi(a) + -+ + gm(a).

16



Capitulo 1. Continuidad y derivabilidad

Tratamos de evaluar ahora g(a + h,,). Si n > 2m + 1, entonces tenemos que
4”71(01 4 hm) — 4n71k47m 4 4n71 . 472m71 = k. 4n7m71 + 4n72m727

que es un numero entero. Esto implica que g;(4" '(a + h,,)) = 0 para n > 2m + 1.
Entonces

gn(a+ hy) =0=g,(a) paratodon > 2m + 1.

De este modo, estamos en condiciones para calcular la diferencia
2m+1

gla+hn) —gla) = Y [gala+ ) = gu(a)]

n=1

= lg1(a+hm) —g1(@)] + - + [gm(a + hm) — gm(a)]
+ gm-i-l(a + hm) + e+ 92m+1(a + hm),

la cual dividimos en dos partes:
» Para 1 <n < m se tiene por (1.5) que
|gn(a + hm) - gn(a)l < |CL + hm - CL| = hm7

lo que implica que —h,, < g,(a + hpy) — gn(a). Entonces, la suma de estos términos
la podemos acotar como

(g1(a+ hy) —gi(a)] + -+ [gm(a + hp) — gm(a)] = —hp — -+ — hyy = —mhy,.

» Param+1<n <2m+1, el valor 4 ™71 es entero, luego por la periodicidad de
g1 tenemos que

gl(4n—1(a+ hm)) — gl(k'4”_m_1 +4n—2m—2) — 91(4n_2m_2)-

Como n < 2m+1, sabemos que n—2m—2 < —1, lo que implica que 0 < 472m=2 <
La funcién en estos puntos se reduce a la identidad, por lo que

g1(4n—2m—2) — 4n—2m—2 — 4n—1hm'

1
1

Para calcular g,(a + h,,), basta con multiplicar este valor por 4"*1 vy el resultado
nos queda unicamente h,,. Asi se obtiene la igualdad

2m—+1

D gnlat ) = (m+ 1)hy,

n=m+1
Finalmente, llegamos a que
gla+ hp) — g(a) > —mhy, + (m + 1)hy,, = hy, > 0.

Andlogamente, se obtiene que g(a — h,,) — g(a) > 0. Observamos que, tanto en a + h,,
como en a — h,,, la funciéon toma valores estrictamente mayores que en a, es decir,

gla+hm) >gla) y gla—hy) > gla).

Este comportamiento muestra que la funcién no es estrictamente creciente ni estrictamente
decreciente en I, ya que una funcién monétona solo podria aumentar o disminuir, pero
no hacer ambas cosas de manera local por lo que g no es mondétona en ningin intervalo

de R. O
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1.2. Funciones continuas y no mondtonas

Para concluir este apartado, probaremos la no diferenciablidad de la funcién g, definida
n (1.4), cuya demostracién la adaptaremos para nuestro caso de la que se puede seguir
de [1].

Teorema 1.5. La funcion g, definida en (1.4), no es derivable en ningin punto de R.

Demostracion.
Sea x € R arbitrario. Para n € N, j, € Z defino los valores

s S
e

de forma que u, < r < v,, u, < v,. Notamos también que lim,_,, v, — u, = 0. Para
probar que g no es derivable en z, analizamos el cociente incremental

g(vn gk Un - un gl gl(4k ! )
_ - - 1.

n

y mostraremos que el limite cuando n tiende a infinito no existe. Si £ > n + 1, los valores
4%y, v 4*~ 1y, son enteros, por lo tanto al evaluar la funcién g, en estos puntos se anula.
Luego la serie definida en (1.6) se reduce a una suma finta hasta el término n. Si k < n,
es claro que g es lineal en los intervalos de la forma [j;kl, 4,€} con j € Z. De esta manera,
existe un j € Z tal que

J—1 Jo J
4k < Un = 4n§4k

Multiplicando por 4™ en la desigualdad anterior llegamos a
(j — )4 F < gy < jam*,
Comon—k >0, (j—1)4"* j4"* € Z, por lo que 4" %(j — 1) < jo — 1. Asf se tiene que

Jj—1 ]0—1 J
AF g Un S U S g

Entonces gy, es lineal en el intervalo [u,,v,], y con pendiente +1, denotémoslo por

Por lo tanto, el limite de la serie de (1.6) cuando n tiende a infinito se traduce en

lim > :g’f(””) —9elun) o > s (1.7)
n—o0o n—oo
k=1 k=1

Un — Up

Veamos que este limite no converge. Denotamos por

bn = Zan,ky Qn i € {+17 _1}
k=1
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Capitulo 1. Continuidad y derivabilidad

Dado n € N, podemos escribir b,, como

by =(=1+ -+ (=) + )+ -+ (+1) = —p+q,

. S [\

Vv Vv
p veces q veces

donde p es el nimero de términos que valen —1 y ¢ es el de unos. Claramente p + ¢ = n,
y como ¢ =n — p , llegamos a que

by =—p+(n—p)=n-—2p

Deducimos por tanto que si n es par, entonces b, ha de ser par, y si n es impar, b, es
impar. Por reduccion al absurdo, suponemos que existe M € Z tal que

lim b, = M,

n—oo
y busquemos dos subsucesiones que nos lleven a una contradicciéon. Por definicién de limi-
te, existe ng € N tal que si n > ng, b, = M. Si consideramos la sucesion de indices pares
{n2;}jen, entonces by,,, siempre es un niimero par. Por lo tanto, en este caso, M nece-
sariamente tiene que ser par. Si tomamos la sucesién de los indices impares, {ng;4+1}jen,
obtenemos de forma andloga que M tiene que ser impar, lo que es absurdo pues no se
verificaria la condiciéon de Cauchy.
Luego no existe el limite en (1.7), lo cual nos lleva a la ecuacién imposible

n
12 1z
g(x) = lm Y an.
k=1
Concluimos por tanto que g no es derivable en x. O

Observacion 1.6. A las funciones de tipo similar al de g (definida en (1.4)), se las
conoce como funciones de Takagi-van der Waerden. En 1903, el matemdtico japonés Teiji
Takagi (1875-1960), uno de los pioneros del andlisis matemdtico en Japdn, introdujo la
funcion

fa) =3 5 (@),

n=0

la cual probé que es continua en su dominio pero no derivable en ningun punto. Mas
adelante, el matemdtico holandés van der Waerden (1905-1996), famoso por sus contri-
buciones al dlgebra moderna, teoria de numeros y combinatoria, estudio y generalizo la
funcion de Takagi, proponiendo una familia de funciones que dependen de un pardmetro:

f(0) = i),
n=0

donde r € N, r > 2, y g1 es la funcion que mide la distancia desde x al entero mds
cercano, definida en (1.3) (ver [6]).



1.3. Otras funciones curiosas

1.3. Otras funciones curiosas

En esta seccién se estudian funciones con caracteristicas particulares relacionadas con
la derivabilidad y la existencia de extremos. Se analiza una funcién cuya derivada existe
y estd acotada en un intervalo cerrado, pero que no tiene extremos absolutos en dicho
intervalo. También se presenta el ejemplo de una funcion derivable que tiene un extremo
en un punto donde la derivada no cambia de signo de manera clara, es decir, en cualquier
entorno del punto en el cual se alcanza un extremo, es posible encontrar valores con deri-
vada positiva y negativa. Por ultimo, se definird una funcién que es continua e inyectiva,
pero cuya inversa no es continua. Este hecho puede parecer contraintuitivo, ya que en el
caso de funciones continuas definidas sobre intervalos de la recta real, esto no ocurre. Sin
embargo, veremos que es posible construir un ejemplo asi al aumentar la dimensién del
espacio.

Estos contraejemplos muestran aspectos especificos del comportamiento de funciones
diferenciables y la relevancia de las hipdtesis en los teoremas importantes de analisis que
relacionan la continuidad, la existencia de extremos o la de derivadas entre si.

Una funcion cuya derivada existe y esta acotada pero no tiene extremos ab-
solutos en un intervalo cerrado

Este ejemplo lo podemos encontrar en [8, pag. 37]. Sea

1 8
zte™ 1% sin (—3) six#0,
x
0 siz=0.

(1.8)

La derivada de esta funcién es

) — e’ [(41:3 - %xf)) sin (%) — 24 cos (%)] six 0, 19)

0 six =0.

-20

-25

Figura 1.4: Funcién f’, definida en (1.9)

Veremos que esta funcién f’, definida en (1.9), estd acotada en [—1,1] pero en cambio,
no tiene extremos absolutos en dicho intervalo compacto. De esta manera, podria parecer
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Capitulo 1. Continuidad y derivabilidad

un contraejemplo al teorema de Weierstrass, que afirma que toda funciéon continua en un
intervalo cerrado alcanza su maximo y minimo absoluto, pero no es asi, debido a que f’
tiene una discontinuidad en en el origen. Antes de comenzar con la demostracién de que
no alcanza sus extremos absolutos, nos es necesario probar una desigualdad previa.

Lema 1.7. Sea a > 0, entonces para cada x > 0 se cumple que

1 _ e—ax
ae” " < — < a.
x
Demostracion. -
—e . 1. , . .
Veamos que ae™* < ————. Multiplicando los dos términos de la desigualdad por
x

x > 0, se tiene que axe™* < 1 — e~ *. Operando en esta nueva expresion deducimos que
ar + 1 < e*.

Consideramos la funcién g(t) = e® — at — 1, con t € R. Notamos que g(0) =1—1 =0,
luego si vemos que g es estrictamente creciente en (0,00) tendriamos el resultado. La
derivada de g es

g ) =ae” —a=a(e™ —1),

que se anula cuando e® = 1, es decir, ¢t = 0. Este punto no lo estamos considerando, en
cambio, si tomamos un valor positivo y evaluamos la derivada en ese punto obtenemos
que ¢'(t) > 0sit > 0. Luego g es estrictamente creciente si ¢ > 0.

—axr

1
Para comprobar que ——— < a, basta con evaluar la funciéon g en valores negativos

x
de t. Se deduce por tanto que ¢'(t) < 0 si ¢ < 0. Como g(0) = 0, g es estrictamente
decreciente en (00,0) y continua en R, se concluye que g(t) > 0 si ¢ < 0. Luego, si
evaluamos dicha funcién en el punto —x < 0, se obtiene que

g(—x) =€ +axr—1>0,

de donde se deduce la desigualdad restante. O]
Teorema 1.8. La funcion f', definida en (1.9), estd acotada y no tiene extremos absolutos
en [—1,1].
Demostracion.

Dado z € [—1,1], consideramos 0 < h = |z| < 1. Por el lema 1.7, tomando a = § y

x = h? en dicha desigualdad, tenemos que

Lot _ 1—e ik 1
4° E 4

Multiplicando ambos lados por —h? < 0, se invierte el sentido de las desigualdades, y si
posteriormente sumamos 1 obtenemos que

1 172 1;2 ].
1—Zh%e 3" > e7i > 1 — Zp2,
g e ¢ 1
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1.3. Otras funciones curiosas

Ademas, como h > 0, se deduce que e~ < 1, por lo que 0 < e~1"” < 1. Por lo tanto,

combinando las desigualdades se llega a que

Lp,

0<e i <1— thG_i}ﬁ.

4

h

. , ;. _ 152 . .
Para obtener una cota superior mas explicita, acotamos e~1" por abajo. Consideremos

la funcién g(h) = e~ 1" para h € [0, 1]. Notamos que

3
g(1) = e V4 = 0,7788 > 1

y g(h) es decreciente en h, por lo que para todo h € [0, 1] se obtiene que

—1p? —-1/4 3
> > —.
e >e 1
Por lo tanto, concluimos que
1 132 1 3 3
1—-h?e i <1 —--h?. 2 =1- —h2
e 1" 16
Finalmente recopilando todo, para cada h € (0, 1] se cumple que
1.2 1 112 3
0<e ™ <1 —-h%e 1" <1 - —n%
©’ 1 16

Por otro lado,

1 8 8 1 8 8
3 L sYwnf S) e 3 L 5 Ywn o
’(4x 2:15 )sm (333) 24 cos (:E:")’ < ’(4x 2:L‘ )sm ($3)‘+‘24COS (a:3>‘

1 1
4a® — §$5 +24 < 4|z)* + §|SE|5 +24

1 1
:4h3+§h5+24§4h3+§h3+24

Ne)

= —h®+ 24
2 +as
donde se ha usado que 0 < h < 1 implica h® < h3. Luego si 0 < h < 1, llego a que
3 9 9 9 27
/ 1__2 24 1,3 — 99 13 T2 2N 1b
]f(x)\<< 16h)( +2h> +2h 2h 32h

9 9 9
<24+§h3—§h2:24—§h2(1—h) < 24.

Como acabamos de ver, la funcién f’ no alcanza los valores 424 y —24, en cambio, com-
probemos que sup,¢_q 3 f'(%) = 24 y inf.c11) f/(x) = —24. Consideramos la sucesién

8 1/3

Entonces, al evaluar el coseno y el seno en estos valores, tenemos que

3
L, T

COS <§) =cos(2nm) =1 y sin (%) =sin(2nm) =0 para cadan € N,
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Capitulo 1. Continuidad y derivabilidad

luego la funcién f’ en tales puntos vale
flx) = €570 (0 — 24 - 1) = —24e7 177,

asi que f'(x,) — —24 cuando n tiene a infinito. Andlogamente, tomando la sucesién

2nm+m
llega a que sup,c_1 ) f'(7) = 24 y inf,e11) f'(z) = —24. Por lo tanto, en el intervalo
cerrado [—1, 1], el recorrido de la funcién f tiene supremo igual a 24 e infimo igual a —24,
pero ninguno de estos nimeros se admite como valor de f’.

3 1/3
Y 1= (—) , se cumple que f'(y,) — 24 cuando n tiene a infinito. Entonces se

]

Una funcion derivable que tiene un extremo en un punto donde la derivada
no presenta un cambio de signo

Consideramos la funcién (ver [8, pag. 36])

, /1 .
0 siz =0.

x107*

25
2
15
1
05 fﬁ/
0

01 008 -006 -0.04 -0.02 0 002 004 006 008 01

Figura 1.5: Funcién f, definida en (1.10)

P T ) T ) S S

0 six=0.

Su derivada es

Esta definicién es correcta, pues

£(0) = 1fm ht (2 + sin (%)) -0 — Ym P (2 L sin (%)) —0.

h—0 h h—0

Ademas, dicha funcién presenta un minimo absoluto en = = 0. Esto se debe a que f(0) = 0
y dado = € R, como sin(t) < 1 para cada t € R, tenemos que (2 + sin (1)) es un valor

xT
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1.3. Otras funciones curiosas

positivo, que multiplicado por z*, mantiene el mismo signo. Entonces llegamos a que
f(0) = 0 < f(x) para cada x € R, lo que implica que z = 0 se alcanza el minimo
absoluto.

Analicemos el signo de f’ para puntos cerca del origen. Nuestro objetivo serd encontrar
dos sucesiones {Z, }nen, {Untnen que tiendan a cero y tal que f'(x,) > 0y f'(y,) <0

para cada n € N. Tomemos en primera instancia z, := ——, n € N. Como para un n

™
suficientemente grande se cumple que 8z, < 1, y al evaluar la derivada en estos valores
obtenemos que

fl(w,) =423(24+0) — 22 -1 =822 — 22 = 22(8x, — 1) < 0.

Por otro lado, si escogemos ¥, := para cada n € N, por un razonamiento similar

T+ 2mn
llegamos a que

Fyn) =4y2(240) —y2 - (1) =8y, +y2 >0

para un n suficientemente grande. Esto significa que la funcién f, definida en (1.10), no
es decreciente en (—0,0) y creciente en (0,0) para ningin § > 0, que es lo que la intuicién
parece que nos dicta de un minimo relativo, pese a tener un extremo absoluto en el origen.

Una funcién continua e inyectiva cuya inversa no es continua

Para ver este ejemplo nos fijaremos en [8, pdg. 27]. Sabemos que una funcién real
definida en un intervalo, inyectiva y continua, tiene inversa continua siempre, por lo que
para tratar de encontrar un contrejemplo nos hace falta pensar en dimensiones superiores.

Nuestro ejemplo en este caso es una funcion s de variable real x, con valores complejos
z = s(x), donde la continuidad se define exactamente como en el caso de una funcién
real de variable real, y donde el médulo del nimero complejo z = (a,b) se define por
|z| = |(a,b)| = Va® + b?. Sea por tanto la funcién s definida por

z=s(x) = (cosz,sinz), 0<az<2m. (1.12)

0.5

05

Figura 1.6: Funcion s
Esta funcién es simplemente la parametrizacién de la circunferencia S* usando coor-

denadas polares. A cada valor = en el intervalo [0,27) se le asocia un punto en la cir-
cunferencia unitaria. El intervalo [0,27) es semiabierto, ya que incluye el 0 pero no el

24



Capitulo 1. Continuidad y derivabilidad

2m. Esto es esencial para mantener la inyectividad porque si fuese cerrado se tendria que
s(0) = s(2m) y s no serfa inyectiva. Es también claro que s es continua en [0, 27), por lo
que nos faltaria comprobar que la inversa de s no es continua.

Teorema 1.9. La inversa de la funcidn s, definida en (1.12), no es continua en S*.

Demostracion.

Tenemos que la inversa es s7' : S' — [0,27). Veamos que no es continua en el punto
(1,0) € S*. Por reduccién al absurdo, supongamos que s~! es continua en (1,0). Entonces,
por el criterio secuencial, para cualquier sucesiéon (z,,y,) € S! tal que (2,,y,) — (1,0)
se debe cumplir que

s N @, yn) — s 1(1,0) = 0.

Consideremos ahora la siguiente sucesién en S':

(T, yn) = 5(2m — L) = (cos(2m — L), sin(2m — 2)).

n

Entonces se tiene que (z,,y,) — (cos2m,sin27) = (1,0), no obstante, s™!(z,,y,) =
2m — % — 27, El valor 27 ¢ [0, 27), por lo que recopilando todo llegamos a que

Sil(xmyn) — 27 7é 0= 571(170)'

Por lo tanto, la sucesiéon s~!(x,,¥y,) no converge a s~'(1,0), a pesar de que (T,,y,) —
(1,0), por lo que la funcién inversa s~* no es continua en (1,0). ]
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Capitulo 2
Topologia y medida

En el contexto de la topologia y la teoria de la medida, existen funciones y construccio-
nes que ponen en duda nuestros conocimientos sobre continuidad, derivabilidad o incluso
la percepcién de la dimensién. Estos contraejemplos no solo son curiosidades matemati-
cas, sino que también sirven como herramientas clave para entender los limites de muchos
teoremas y la necesidad de condiciones precisas en sus hipodtesis.

Esta seccién se centra en el estudio de algunas de estas funciones, comenzando por la
curva de Peano y la curva de Lebesgue, que muestran como una funcién continua puede
recorrer cada punto de una regiéon bidimensional, a pesar de tener como dominio un
intervalo real. También se analiza la funcién de Cantor, continua pero no absolutamente
continua, entre otras propiedades, cuya construccién se apoya en un conjunto peculiar y
de medida nula como es el conjunto de Cantor. A partir de esta ultima seremos capaces
de definir otras dos funciones con propiedades muy interesantes, una de ellas con derivada
positiva en casi todo punto pero no creciente.

2.1. Curva de Lebesgue

A pesar de que pueda parecer una tarea complicada o incluso imposible, existen di-
versas maneras de construir una curva continua que recorra y cubra todo el cuadrado
unidad. En esta secciéon daremos un ejemplo de una de ellas, la cual podemos encontrar
en [12], la curva de Lebesgue. A comienzos del siglo XX, Henri Lebesgue, conocido por su
teoria de la medida, introdujo una curva continua que llena el plano, siguiendo el trabajo
de Peano (1890) y Hilbert (1891). Para poder definir esta curva, nos hace falta recordar,
aunque ya es conocida del Grado en Matemaéticas, la construccién del conjunto triadico
de Cantor, como mostramos a continuacion.

El objetivo es obtener un cerrado no vacio y sin puntos aislados de [0, 1] que sea
de medida nula. Para ello, se suprimen de [0,1] el tercio central y los tercios centrales
sucesivos de los intervalos restantes. En el primer paso, consideramos C; = [0, 3] U [2,1].
Para el segundo, repetimos el razonamiento previo con los dos intervalos con los que nos
quedamos, esto es, Co = [0, 5] U [2,3] U [2, I] U [5,1]. Por recurrencia, podemos construir

C, =0, 3%] U---u [3251, 1] de la misma manera. En otras palabras, C,, es la unién de los

2" intervalos compactos obtenidos al eliminar de los subintervalos que forman C,,_; los
tercios intermedios.
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2.1. Curva de Lebesgue

Definicién 2.1. El conjunto de Cantor es C = () —, Cy.

0 1/9 1/3 2/3 1
- - - L B |

Figura 2.1: Tercera iteracion de la construccién del conjunto de Cantor

Este proceso se pude encontrar en [3, pdg. 68]. El conjunto C tiene medida nula, y su
complementario en [0, 1] tiene medida 1. Ademés, es conocido del Grado en Matematicas
que todos sus puntos son de acumulacion. Para obtener una manera de escribir el conjunto
de Cantor, se pueden considerar las representaciones en base 3 de los niimeros reales, con
las que trabajaremos en varios apartados durante la redaccién. Dado z € [0, 1], podemos
escribirlo como

T = 0.217273...(3) = Z % donde z,, = 0,1, 2.
n=0

Ejemplo 2.2. Dado el nimero decimal 0,4 € [0,1], para pasarlo a base 3, primero se
multiplica por 3, obteniendo 0,4 -3 = 1,2. La parte entera de este niumero resultante
serd el primer digito del desarrollo en base 3. Ahora repetimos el razonamiento con 0,2
y obtenemos 0,6, asi que el siguiente digito serd el 0. Razonando de la misma manera se
llega a que la expresion en base 3 de 0,4 es 0.1012(3).

Representando los elementos de [0,1] de esta manera, podemos comprobar que el
conjunto de Cantor se puede expresar como

—
C={zxel0,1]:2= =z, €{0,2}Vn € N}.
(ref01)ie=3 gt e 0.2V EN)
Definicién y propiedades
Teniendo esto en cuenta, Lebesgue defini6 primero la siguiente aplicacién auxiliar (ver
[12]):
(:C—10,1)?
l(0(21‘1)(2$2)<2l’3) .. (3)) = <O.I11’3LIZ‘4 - (2) ,O.ZE2$4I6 .. .(2)), Ty € {0, 1} (21)
Denotaremos por () v (3) a la expresion decimal en base dos y tres, respectivamente, de

un numero. La representacién de los elementos del conjunto de Cantor de forma ternaria
es Unica, lo que permite garantizar que esta funcién £ esta bien definida.

Ejemplo 2.3. Calculemos la imagen de un punto de C por esta aplicacion. Si tomamos

r = —=0,0233), entonces llegamos a que

9
1
é(az) = 5(0,02(3)) = (0(2),0,1(2)) = (0, 5) .
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Capitulo 2. Topologia y medida

Vamos a estudiar una serie de propiedades de esta funcién que acabamos de definir.
Posteriormente extenderemos esta aplicacién para que recorra todo el cuadrado unidad y
este definida en [0, 1], como es nuestro objetivo.

Lema 2.4. La funcion ¢, definida en (2.1), es sobreyectiva.

Demostracion.
Para demostrar que ¢ : C — [0,1]* es sobreyectiva, tomemos un punto arbitrario
(z,y) € [0, 1]?. Escribimos sus expansiones binarias, las cuales denotamos como

T = 0.331333.2:5 2y Y= 0.332%'4.276 < e(2) -

Definimos ¢ € C con su expresién ternaria tal que ¢ = 0.(221)(2x2)(223)(224) . . .(3). Por
construccion, se satisface que ¢(c) = (z,y). Asi, todo (z,y) tiene una contraimagen en C,
lo que demuestra que ¢ es sobreyectiva. O

Con la sobreyectividad ya probada, continuamos el estudio de sus propiedades y pa-
samos a la continuidad.

Lema 2.5. La funcién {, definida en (2.1), es continua en C.

Demostracion.

1 € 1
Sea e > 0, existe n € N tal que on < ﬁ y consideramos 6 = 3o Tomemos dos puntos

z,y € C con |x —y| < J. De esta forma, los primeros 2n digitos de las descomposiciones
ternarias de x e y deben de coincidir. Si no lo hiciesen, de la manera que hemos definido la
descomposicion ternaria de un punto, deducimos que existiria un ng < 2n tal que xp = yx
stk <ngy |Tny — Yne| = 2. Luego

- Tr — Yk |xno _yVLo’ . ‘xk—yk‘ . 2
Z 3k B 3no - Z 3k = 3no Z 3k

k=1 k=ng+1

lz —y| =

La suma geométrica la calculamos como sabemos y es

o0

2 _, 1 1 1 3 1
Z_k‘_ 3n0+1'@_ '3n0+1‘§_%'

1

Por lo tanto, |z — y| > 3To — gng = Sno, lo que es absurdo pues se tendria que

1
|$—?/|237>5

pero habiamos supuesto que |z — y| < 4.

Denotamos ahora ¢(x) = (z1,22) y £(y) = (y1,y2). Por la construccion de ¢ y sabiendo que
x e y coinciden en los primeros 2n digitos de las descomposiciones ternarias, se deduce
que los primeros n digitos binarios de las coordenadas de ¢(x) y ¢(y) también son iguales.
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2.1. Curva de Lebesgue

Ahora si calculamos la diferencia en médulo entre las primeras coordenadas de £(x) y £(y)
tenemos que

|1 — | = ‘0-951,1561,2 Tyt — 0 y11Y12 - YLyl - -(2)‘
o0 (o) o o
o Z Tik Y1,k Z Tik — Yk < Z |$1,k - yl,k’
N ok 2k | ok - 2k
k=1 k=1 k=1 k=1
o o
=S [k — yurl 3 11
N ok - ok on’
k=n-+1 k=n+1

Podemos repetir el procedimiento para la segunda coordenada y obtenemos que también

|Te — yo| < o Luego la distancia entre ¢(x) y ¢(y) se puede acotar por

@) — @)l = Vlor =37+ (2 P < \/ (5) +(2)

]

Ahora, se extiende linealmente la funcién ¢, definida en (2.1), sobre las componentes
conexas del conjunto [0, 1]\ C. Notamos que podemos denotar a cada una por (ay, b,), con
an,b, € C yn €N, por lo que estamos en condiciones de definir la siguiente aplicacion
(ver [12]):

(:10,1] — [0,1)?
é(l’), siz e,
(6(by) — E(an));_—a" (), siz € (anby) C ([0,1]\C).

n aTL

i(z) = (2.2)

Esta funcién es la que genera la curva de Lebesgue, y nuestro objetivo sera probar que es
continua, no diferenciable en los puntos de C y que la curva que proporciona recorre todo
el cuadrado unidad.

Teorema 2.6. La funcion , definida en (2.2), es continua en [0, 1].

Demostracion.

Es claro que es continua en los intervalos (a,, b,) C ([0, 1]\C) ya que es una funcién que
une los puntos ¢(a,) y £(b,) con una linea recta en esas regiones. Por otro lado, gracias a la
continuidad de ¢ probada anteriormente y a la definicién de la funcién también podremos
demostrar la continuidad en los puntos de C.

Tomamos = € C y sea € > 0. Por el lema 2.5, existe un § > 0 tal que |[{(x) —£(y)|| < €
para cada y € C cumpliendo que |z —y| < d. Siy ¢ Cy |z — y| < I, entonces existe un
intervalo de los extraidos de la construccién del conjunto de Cantor (ag,by), ag, by € C,
tal que y € (ag, bx). Como todos lo puntos de C son de acumulacién, podemos elegir ay y
by tan cercanos a x como queramos. Diferenciamos en dos casos segun la naturaleza de x:
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Capitulo 2. Topologia y medida

= Suponemos que x es un extremo de una componente conexa de [0, 1] \ C. Sin pérdi-
da de generalidad pongamos r = a; (se razona andlogamente si x = by). Por la
definicion de £, se obtiene que

Haw—fmwuznam>—a%nﬂy‘”?guam>—a%ny

by, — ax,

Por la continuidad de ¢ en los puntos de C, existe d; > 0, §; < J, tal que si |by —ay| <
61, entonces ||[€(by) — £(ay)|| < e. Tomando 0" = min{d, o1}, si |z —y| < &' < 9, se
cumple que [[{(x) — L(y)|] < e.

» Veamos que ocurre si x no es extremo de ninguna componente conexa de [0,1] \ C.
En este caso, como ap < x < by v ag,bx € C, se tiene por la continuidad de ¢ que
existe do > 0, con 0y < 0, tal que si |ay — z| < da v |br, — 2| < J2, entonces

3

lea) = @)l < 5, 116 — La)]] <

De nuevo por la definicion de 1 , se concluye que

10(z) — U(y)|| = H(ﬁ(bk) - g(ak))i—_z; + tag) — 0(x) ‘
=m0 = e (1 22 ) - ) )
= et e | L=+ o) — ool |
< 6(be) — @I+ () — ) < 5 + 5 =<.

Basta con tomar ¢’ = min{¢, d»} < § para terminar este caso.

En ambos casos, ¢ es continua en x, por lo que finalizaria la prueba.
O

Teorema 2.7. La funcién {, definida en (2.2), no es diferenciable en ningin punto de C.

Demostracion.

Tomamos un punto z del conjunto de Cantor y consideramos otro que tenga todos
los términos de la descomposicion ternaria iguales pero el término 2N + 1 distinto. Escri-
biéndolos en su expresion ternaria se tiene que

= 0.(221)(222) ... (222w ) (2028 41) (222n42) - - .(3) con @, = 0,1
anN = 0(21’1)(21‘2) Ce (2$2N)(2y2N+1)(2x2N+2) . (3) con ry, = 0, 1, ;yQN_H = 0, 1

2

TN Si denotamos

donde zon 11 = yoni+1 + 1 (mod 2). Luego deducimos que |z —ay| =

por /; la primera componente de ¢, entonces es claro que

~ ~ |Tan11 — Yon+1] 1
[0y (x) — i(an)| = +2N+1 == ON+1"
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2.1. Curva de Lebesgue

Por lo tanto, si consideramos el cociente incremental llegamos a

swr 3-32N 3/9 N_)
e 428 4\2

gl (il') — gl ((ZN)

r — an

Esto demuestra que ¢; no es diferenciable en ningtin punto de la curva. Se podria razonar
también de la misma manera con la segunda componente de ¢ y se concluye el resultado.

O

Hemos conseguido demostrar por tanto que la aplicacion g, definida en (2.2), genera
una curva continua y no diferenciable en los puntos del conjunto de Cantor. Ademaés, de-
bido a su sobreyectividad, podemos concluir que la imagen del intervalo [0, 1] por { recorre
todos los puntos del cuadrado unidad [0, 1]2. Veamos ahora cémo se puede visualizar ese
recorrido mediante dos procedimientos.

Observacién 2.8.

Es posible realizar una construccion geométrica de la curva de Lebesgue de forma
recursiva dividiendo el cuadrado [0,1] x [0, 1] en 2"*! partes iguales en la iteracién n. En
la primera iteracién se divide el cuadrado unidad en 4 més pequenos, y se define una curva
que recorre los cuatro centros de los cuadrados pequenios en forma de “N”, tal y como se
muestra en la figura a continuacién:

Figura 2.2: Primera iteracién de la construccién geométrica de la curva de Lebesgue

Este proceso se puede encontrar en [17, pdg. 79]. En el limite, esta construccién itera-
tiva define la curva de Lebesgue /, definida en (2.2), que es continua y recorre todos los
puntos del cuadrado unitario, llendndolo completamente. También es posible realizar una
construcciéon por poligonales que converge justamente a [7’ la cual podemos encontrar en
[17, pdg. 81], pero no se trataran estos aspectos en el trabajo por su complejidad técnica.
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o
»
™

Figura 2.3: Primera iteracién de la construcciéon por curvas poligonales de la curva de
Lebesgue

2.2. Curva de Peano

Giuseppe Peano (1858-1932) fue un matemaético italiano famoso por sus aportaciones a
la l6gica simbdlica, el andlisis matematico y su estudio sobre la axiomatica de los nimeros
naturales. Entre sus trabajos mas notables se encuentra la conocida formulacion de los
axiomas que llevan su nombre, los axiomas de Peano, fundamentales para la aritmética
de la era moderna. También fue pionero en la construccién de una curva continua que
llena el plano, conocida como la curva de Peano, desafiando las nociones tradicionales que
se divulgaban en aquella época de dimensién y continuidad, y abriendo paso al estudio
de objetos con estructura fractal. Nos centraremos en esta seccién en el estudio de esta
ultima por su importancia y curioso diseno (ver [17, pag. 31]).

Definicién y propiedades

A continuacion, comenzaremos con la definicién de la funcién (ver [17, pdg.32]). Sea x
un elemento de [0, 1] expresado en base 3 como x = 0.x;x9x3 . . .(3)- Definimos un operador
k sobre los digitos ternarios z; € {0,1,2} de z como

k(xj) =2 —x;, parax; =0,1,2. (2.3)

Este operador invierte el 0 y el 2, es decir, k(0) = 2, k(1) = 1, y k(2) = 0. M4as gene-

ralmente, denotamos por k" la iteracion n-ésima del operador k, por tanto se tiene que

k"(x) =koko---ok(x).Siconsideramos como id al operador identidad, observamos que
—_—

n veces

id sl n es par
k_n:{ p Y

k  sin esimpar.
Peano defini6 por tanto la aplicacién p : [0, 1] — [0, 1]* como

p(x) = p(0.212923 . . (3))
= (O T (k’x2$3) (kx2+m4x5) - +(3) 0. (kxl$2) (kxl+13$4) (/{?Il+w3+15$€6> .. (3)) . (24)
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2.2. Curva de Peano

Cada coordenada se obtiene mediante transformaciones sucesivas de los digitos z;, usando
composiciones del operador k. La primera coordenada utiliza los digitos de las posiciones
impares x1,xs3,Ts,... y la segunda coordenada las posiciones pares o, 4, Tg, . . . modifi-
cados segiin una combinacion de los anteriores.

Sabemos que la representacién ternaria de un nimero puede no ser unica, pues todo
nimero cuya expresion ternaria sea finita puede escribirse también de manera infinita con
una cantidad infinita de doses al final. Asi, se tiene que

= 0.0102%3 ... Tplz) = 0, 212223 ... 2 (t —1)22 ...3y, 2,=0,102;t=102,

donde denoto por t al ultimo elemento no nulo de la descomposicién ternaria finita.
Veamos por tanto que la funciéon p (definida en (2.4)) estda bien definida asegurando-
nos de que el valor de p(x) es independiente de la representacién en base 3 de x. Sea
r = 0.217273 ... T,t(3) ¥y suponemos primero que n = 2m. Definimos para abreviar en la
primera componente py, la suma 7 = x9 + x4 + - -+ + T9,,. Entonces descomponiendo en
casos segun la paridad de 7, podemos escribir que

p1(x) = 0.2 (B™xs) (K™ w5) ... (KT¢)(K70)(k70) . . .3

) 0wy (k72 ws) (K™ as) Lt si T es par,
0.21(k"x3) ... (k""" @y—1)(3 —t)3) siT esimpar.

Para la forma infinita equivalente se llega a

P1(0. 212025 . o (t — 1)22. .. 3)) = 0. 24 (K™223) ... (K7 (¢ — 1)) (K7T22)(K772) .. .3

) 0.z (B2 as) (K™ " ws) ... (6 —1)22.. .3y si T es par,
0.2 (k"2xs) (k™ 125) ... (2= (t — 1))@ siT esimpar,
0.1 (k™x3) ...t si T es par,

-~ o ml(k“’%g)(/{“““xg,) (3—1t)@) siTesimpar.

Ahora consideramos el caso impar n = 2m-1. Consideramos ahora 7/ = xo+x4+- - -+ o,
y se tiene que

P1 (ZL’) = O.$1(kz2$3)<k?$2+z41’5) e (k71$2m+1>(3)‘

La extensién infinita x = 0.2122 . . . Zom41(t—1)22. . (3) produce el mismo valor para p; (z),
como en el caso par. La segunda componente po(z) se define usando los digitos alternos

po(x) = 0.(E" ao) (K™ 2wy (B™F™3 5 26) L3y
y si n es impar, se tiene de la misma manera que
p2(x) = 0.(K™ ao) (K™ ™3 my) .. (KT8t tozm— gy 1))

Esto asegura que la funcién p estd bien definida y es independiente de la representacion
elegida de x en base 3.

Vamos a estudiar ahora una serie de propiedades de esta curva, las cuales englobaremos
en los siguientes resultados.
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Capitulo 2. Topologia y medida

Proposicién 2.9. La aplicacion p, definida en (2.4), es sobreyectiva.

Demostracion.
Sea (x,y) un punto del cuadrado unidad arbitrario representado en base ternaria como

(l’, y) = (0.1‘11’2373 < +(3) s 0, Y1YaYys . . (3)) c [O, 1]2

Queremos demostrar que existe un punto ¢t = 0,%1tat3.. .3 € [0,1] tal que p(t) = (x,y).
Dado n > 1 se cumple que

Ty = Jtottattat+ton—o (t

2n—1)7 Yn = kt1+t3+t5+"'+t2n71 (th)7

donde k(t;) = 2—t; es el operador definido en (2.3). Entonces, a partir de las secuencias z,,
e Yn, podemos recuperar por un proceso de induccion los digitos de ¢. Para t,, comparando
los digitos de z,y con los valores de la imagen de t obtenemos que t; = z;. De la misma
manera, como ya es conocido el valor de ¢;, nos es posible calcular t, = k'y;. Razonando
por induccion, si sabemos los valores desde t; hasta ts,,_5 tenemos que

top_1 = kt2+"'+t2n72 (xn) ton, = kt1+t3+---+t2n71(yn)
_ , .

Esto determina completamente el punto ¢, con lo cual se concluye que p es sobreyectiva.

]

Proposicién 2.10. Si denotamos por py y ps las componentes de la aplicacion p, definida
en (2.4), se cumple que

pale) = 3p1 ()

para cada x € [0, 1].

Demostracion.
Sea x = 0.x12973...3y = » 4 5 € [0,1], con z,, € {0,1,2} para cada n € N. Si
dividimos este nuimero entre 3 tenemos que
r 1 > Tn >z, B >\ Tt
D D D=t Dt
n=1 n=1 m=2

donde m = n + 1, lo que implica que § = 0,0z17573 .. .(3). Aplicando p; llegamos a que

X
» <§> = 0,0(3%125) (35173 ,) (3MF03H 55 16) gy .

Por el mismo razonamiento de antes, si multiplicamos un nimero en expresion ternaria
por 3, realmente lo que estamos haciendo es mover sus componentes hacia la izquierda
una unidad, luego

3p (%) =3 (0,003 wa) (37 F ) (37 0 05) (3
_ O(3x1x2) (3x1+w3$4) (3x1+x3+x5x6) @) = pg(gp)7
con lo que finalizariamos la prueba. n
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Teorema 2.11. La aplicacion p, definida en (2.4), es continua en [0, 1].

Demostracion.

Para probar que p es continua hace falta ver que son continuas sus componentes.
Primero demostraremos que p; es continua por la derecha en todo x € [0,1). Sea € > 0,

existe n € N tal que 3 < e. Tomamos g = 0.212223 . .. T2,T2,41 - . .(3), donde se elige

la representacion ternaria de xy que no tiene infinitos doses a partir de un término en

adelante. Definimos § = Tan 0,00...0x2,4172,42 - . .3) > 0, entonces se tiene que
1
To + 0= 0..%11’2.%’3 - Toapdopnl - - -(3) + @ - 0, 00... Ton+1L2n+2 - - -(3)

= O.IEll'Ql’g . .732”22 <o (3) -

Asi, cualquier x € [xg, o+ J) tiene los mismos primeros 2n digitos que z( en la expansién
ternaria, por lo que podemos escribir x = 0, 2127273 . . . Ty_1Toplony1 - . .(3) CON E; € {0,1,2}
para cada i > 2n + 1. De esta forma, notamos que también se cumple que los n primeros
digitos de pi(x) v pi(xp) han de coincidir. Si denotamos 7 = x9 + x4 + g + -+ + o, ¥
calculamos la diferencia de las imagenes en médulo obtenemos que

’Pl (.I') —P1 ({EO)‘ = ’O.Z'l (k)xQ.Z'g) Ce (thQnJrl) cee(3) — O.l’l (k’:ml’g) Ce (k'T.’L'Qn+1) .. (3)‘
|kTton41 — K7 Zopt1| n |kTHn2ty, g — KT,
- 3n+1 3n+2

< 2 1+1—|—1—|— —1<
= \ gn+1 3 9 _3n e

Para mostrar que p; es continua por la izquierda en (0, 1], consideramos la represen-
tacién ternaria de zg que no es finita, y sea 0 = 0,00...0x2,41%2,42 .. .3) > 0.

To — 0= 0.13133‘2.1’3 - Toapdopnal - - “(3) O, 00... 0x2n+1x2n+2 o (3)

= 0..1311‘2.]73 ce $2n(3).

Vemos al igual que antes que para que x esté en (zo — J, zo], su representacién ternaria
debe coincidir con la de x en los primeros 2n digitos, luego se repite de manera similar
el razonamiento para el caso de la continuidad por la derecha y se demuestra que p; es
continua por la izquierda en (0, 1]. Ya que p; es continua por la derecha en [0, 1) y continua
por la izquierda en (0, 1], es continua en [0, 1]. La continuidad de ps sigue de la proposicién

2.10, ya que pa(x) = 3py % . Luego concluimos que p es continua. ]
Teorema 2.12. La aplicacion p, definida en (2.4), no es diferenciable en ningin punto
de [0, 1].

Demostracion.

Sea © = 0.2122%3 . . . TonTont1Tont2 - - -(3) € [0, 1], y definimos

ap = 0.212273 . . . TonY2nt1T2n42 - - (3) 5
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Capitulo 2. Topologia y medida

donde Y911 = Z2n+1 + 1 (mod 2). Por un razonamiento similar al del lema 2.5, sabemos

que |x — a,| = De la definicién de p, deducimos que py(x) y p1(a,) solo difieren en

32n+1"
la posicion del desarrollo ternario n + 1, por tanto,

|kx2+-“+562nx2n+1 _ k12+~~+x2ny2n+1| 1
Ip1(w) — pi(an)| = gl - g+l

Luego, si calculamos el cociente incremental obtenemos que

_1
_ |1 () _pl(an)| _ 3n1+1 — 3" = 00,
|33 an| 32nF1

‘pl(ﬂﬁ) :p1<an)

lo que garantiza que p; no es diferenciable en ningtin punto de [0, 1]. La no diferenciabilidad

de ps se deduce recordando que, por la proposicién 2.10, ps(z) = 3p; (g) [

Nota 2.13. Compardandola con la curva de Lebesgue, nos damos cuenta de que la funcion
1 (definida en (2.2)) era solamente no diferenciable en los puntos del conjunto de Cantor,
mientras que la curva de Peano ahora construida no es diferenciable en ningin punto
de [0,1]. Las propiedad de continuidad y el hecho de recorrer todo el cuadrado unidad se
cumplen en ambas curvas.

Construccién geométrica

Como aparece en los apéndices de la asignatura de Anélisis Matematico del Grado, la
curva de Peano se obtiene como limite uniforme de curvas continuas v, : [0,1] — R? las
cuales mostramos como se construyen a continuacion.

El primer paso consiste en imaginar un camino recto que comienza en la esquina inferior
izquierda del cuadrado unidad, el punto (0,0), y termina en el punto (1,1). Para seguir,
se divide el cuadrado unidad en 9 cuadrados pequenos iguales, formando una cuadricula
3 x 3. De nuevo comenzando en el (0,0), se van recorriendo estos cuadrados pequenos
uniendo el vértice al que se ha llegado con el vértice opuesto del cuadrado adyacente
encima o debajo, o a la derecha en caso de que el vértice de partida se encuentre el borde
del cuadrado inicial, acabando como en la primera iteracién en (1, 1). Cada uno de los 9

tramos de esta trayectoria se parametriza utilizando una funcién afin en un intervalo de
kEkE+1

la forma {5,7}, con k=0,...,8.

Este proceso se repite recursivamente y, de forma general, en el paso n-ésimo, la curva
v, consta de 9" segmentos, que son diagonales de otros cuadrados semejantes al inicial,
y con longitud % Para construir el paso n-ésimo a partir de 7,, se vuelve dividir cada
cuadrado que obteniamos en el paso n en 9 cuadrados mas pequenos. Asi, se construye la
poligonal de 9 lados cuyos puntos inicial y final son los mismos que los del paso n-ésimo
(ver figura 2.4).

De la misma manera que para la primera iteracion de la curva, se parametriza -, por

kE k+1
una funcién afin en un intervalo de la forma o gin ,con k=0,...,9" — 1. Sit esta

un intervalo de esta forma, 7, (t) y v,11(t) se encuentran en el mismo cuadrado.
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1
Sabemos que el lado de tal cuadrado mide 3 luego

100 = 2Ol € %2 paratodo t € 0,1,
Este hecho implica la convergencia uniforme. La funcién limite v es continua, por lo que
su imagen ([0, 1]) es compacta, luego cerrada en el plano. Al mismo tiempo, también
deducimos que ([0, 1]) es denso en el cuadrado unidad, luego han de coincidir.
Para ver que esta construccion iterativa converge a la funcién p, definida en (2.4),
harfa falta una comprobacion tediosa, la cual se sale de los contenidos de este trabajo (ver

[17, pag. 36]).

Figura 2.4: Primera y segunda iteracion de la construcciéon de la curva de Peano

2.3. Funcion de Cantor

Introducida por Georg Cantor (1845-1918), la funcién de Cantor, también conocida
como “la escalera del diablo”, se convirtié en un contraejemplo a la idea de que toda
funcién continua y mondtona es absolutamente continua o derivable en todos los puntos.
Su estudio impulsé el desarrollo de la teoria de la medida y la integracion de Lebesgue en
el siglo XX. Mas adelante, su estructura la vinculé con la teoria de fractales y los sistemas
dindmicos, consolidandola como un objeto clave en andlisis matematico y topologia (ver

[19]).

2.3.1. Definicion y propiedades

La construccion de esta funcion, como su propio nombre indica, se basa en el conjunto
de Cantor, ya visto en anteriores secciones. Para dar una expresién de la curva, necesitamos
recordar la definiciéon de dicho conjunto basada en la idea de escribir sus elementos en
base 3.

oo
T

C={zxe€]|0,1] :x:ZB—:,an{O,2}VnEN}.

n=1
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Teniendo esto en cuenta, y con la estructura del conjunto de Cantor en mente, comenzamos
con la definicién de la funcién primero sobre C (ver [14] o [8]). Sea

¢:C— 10,1 CR,

o Ty, — Yn Tn
— | = — = —. 2.5
¢@%J U con g, = (25)
n=1 n=1

Notamos que es muy semejante a la que dimos para la curva de Lebesgue, aunque en este

caso con llegada en una dimension. Es decir, si x es un elemento de C con su expresion
en base 3 de la forma 0.z,2973 . . .(3), entonces su imagen serd y = ¢(z) cuya expresién en

base 2 es 0.y1y2y3 . . .(2), siendo y,, = 7”

s

8
Ejemplo 2.14. Six = 9 € C, se reescribe en base 3 como 0,22(3). Ast,

1 1 3

Lema 2.15. La funcidn ¢, definida en (2.5), es mondtona creciente en los puntos de C.

Demostracion.
Sean z y 2/ € C, con x < z’. Veamos que ¢(z) < ¢(z’). Podemos expresar ambos
ndmeros en base 3 como

r=0.212103...3 x; €{0,2},

ANV

¢ = 0.2zl . .5 o € {0,2}.

Como z < 2/, existe un ng € N tal que x,, =z}, sin <ng y r,, = 0 < 2 = 2, . Calculando
sus imagenes se tiene que

no

Tn
o(z) = —+2TO+ Z = conyn:EG{O,l},
n=1 n= no+l
no / o0 / /
yn 1 yn / xn
pa) =) T+ + Z - cony, = €{0,1}.
n=1 2 2no n=ng+1 2 2

Si consideramos ahora la diferencia entre estos dos valores llegamos a
o) = ble) = g+ 3 Lt
2no ‘. VA
n=ng

Sabemos que y,,,y,, € {0,1}, luego y, —y, € {—1,0,1}. Teniendo esto en cuenta, podemos
acotar la suma anterior por

G y1/1 — Yn C —1 _ —1
. T2 Y g
n=ng+1 n=ngp+1
1
Asi que concluimos que ¢(z') — ¢(z) > T gm 0, lo que implica que ¢(z) < ¢(z'),

como queriamos probar.

]
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2.3. Funcién de Cantor

Seguiremos con el estudio de esta funcién probando un lema que nos garantiza cémo
se define la funcién de Cantor ¢ (definida en (2.5)) en los intervalos extraidos del conjunto
de Cantor y resultara ttil para los resultados que veremos mas adelante.

Lema 2.16. Dado (z,y), uno de los intervalos abiertos extraidos en el n-ésimo paso de
la construccion geométrica del conjunto de Cantor, se cumple que ¢(x) = ¢(y).

Demostracion.
En el primer paso de la construccion, nos quedamos con los intervalos [0 1] y [2 1} ,por

)’ 3 3
lo que extraemos el conjunto (1 2). De la misma manera, en el segundo paso se extraen

373

los intervalos (%, %) y (g, g), los cuales se pueden expresar como
1 2
<¥+C§1,3—2+%> concy =00 2.

Los de la tercera iteracién, teniendo en cuenta cémo se han descrito estos ultimos, seran

(1 a6 ¢ 2 o

pT3tTaaptyte

) concy =002yc=002.

Razonando por induccién, se puede deducir que en el paso n-ésimo extraemos 2"~ ! inter-
valos, ya que hay 2"~! posibilidades para las ¢;, los cuales podemos escribir como

— o+t ottt

1 C1 Co Cn—1 2 C1 Cy Cn—1
33 3 Jn—173n 3 32 3n—t

) conc; =00 2.

Es decir, si x e y son puntos de C, extremos de un intervalo extraido, se tiene que

n—1

n—1
1 c 2 Ci
(q;,y):<3_n+;—1§,3—n+g §> conc; =00 2.

i=1
Por lo que, el resultado se traduce en probar que
1 o R
P(z) _¢<3—n+23—2> _¢<3—H+Z—Z> =¢(y) conc¢; =00 2.
=1 i=1

Para ello, vamos a estudiar y desarrollar cada uno de los términos de la imagen por la
funcién de Cantor, y veremos que coinciden. Entonces, comenzando por la y y escribiendo
los niimeros en su desarrollo decimal en base 3 tenemos que

n—1
2 C;
y:3_n+ E ?:0.0102...Cn,1200...(3).
i=1

Por lo que tomando su imagen llegamos a

n—1
2 C; C1 C2 Cp—1
= — — ] =0==... 100. ..
o(y) ¢<3n+;32> 55 5 )
C1 Co Cn—1 C1 Co Cn—1 1
=0.==... 0.0...010...9=0.—— ... —
22 IR R  C A 2 @ 2

n—1
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De igual manera, realizamos los mismos cédlculos para el valor y y tenemos que

n—1
1 C; C1 Co Cn 1
= — — | =0.—=... 11.

C1 C2 n—1 C1 C2 Cn—1 1 1
=0.—— ... 0.0...011...99y=0.—— ...

22 2 @ e g 2 o 2t Tgm2 T
o C1 Co Cn—1 1 1 1 . C1 Co Cn—1
22 2(2>+2n<2+22 )_ 22 2(2)+2’

donde se ha utilizado el resultado conocido de que la suma dentro del paréntesis vale 1.
Por lo tanto, se obtiene el mismo valor de la imagen para los dos puntos distintos y se
concluye la prueba. O]

Este resultado nos garantiza que la funcion de Cantor ¢, para poder extenderla a todo
el intervalo [0, 1] y seguir manteniendo la monotonia creciente, tiene que estar definida en
los intervalos extraidos de manera constante y de valor igual al de sus extremos. Teniendo
esto en cuenta, podemos dar una definicién equivalente extendida a todo el intervalo [0, 1].

Definicién 2.17.

La funcién de Cantor extendida ¢ : [0,1] — [0,1] viene dada por

Oz )=Sup{¢( )'yGC y<1’}

—sup{z : 3n <u, yn:%, z, € {0,2}}. (2.6)
1

0.8}

06}

0.4 f

0.2}

0 . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.5: Funcién de Cantor ¢

Vamos a comprobar que esta aplicacién concuerda con la definida sobre el conjunto de
Cantor, y demostraremos que es continua en [0, 1], aunque no es diferenciable en ningin
punto de su dominio.
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2.3. Funcién de Cantor

Lema 2.18. La funcién ¢, definida en (2.6), es una extension de ¢.

Demostracion.

Tengo que demostrar que, dado x € C, se cumple que ¢(z) = sup{¢p(y) : y € C, y < x}.
Por el lema 2.15, como ¢ es monétona creciente en C, se tiene que para todo y € C tal
que y < z, se verifica que ¢(y) < ¢(z). Por lo tanto,

sup{¢(y) 1y € C, y < x} < ¢(x).

La otra desigualdad se deduce de forma trivial de la definicién de superior, ya que o(z) €
{6(y) : y € C, y < x}, entonces se cumple la igualdad y ¢ es una extensién de ¢. O

Lema 2.19. Sea f : [a,b] — R una funcion creciente. Si [ es sobreyectiva sobre el
intervalo [f(a), f(b)], entonces es continua en |a, b.

Demostracion.
Sea xq € [a,b] y probemos que f es continua en xq. Si xg € (a,b), como [ es creciente,
existen los limites laterales en xg, luego se tiene que

lim f(x) < f(zo) < lim f(x).

1‘—>Io I—>I0

Supongamos por reduccion al absurdo que f no es continua en x por la izquierda. Defino

n:= f(zo) — lim f(z)> 0.

:D—}:I?O

Sea L :=lim,_, - f(z). Por definicién de limite lateral, existe & > 0 tal que si g — § <
T < xg, entonces

f() < L+ < f(o).
Ahora, consideremos cualquier x € [a, x¢) y distinguimos en dos casos:
» Siz e (29— 4, m0), entonces f(x) < L+ 1.
» Siz <xy— 4, por la monotonia de f, se tiene f(z) < f(xg—3J) < L.

Por lo tanto, para todo = € [a, xg),
n
fx) < L+§ < f(zo).

Por otro lado, para x > x, por la monotonia de f, se tiene f(x) > f(zo). Asi, no existe
x € [a,b] tal que

f@) e (L+ 3, f(xo))  Lf(a), SO,

lo cual contradice la sobreyectividad de f sobre [f(a), f(b)]. El caso de la continuidad por la
derecha en x se razona de forma andloga. Para la continuidad en los extremos del intervalo
[a, b] basta con considerar el limite lateral correspondiente y repetir el procedimiento. [

Ahora, probaremos una serie de propiedades de la aplicacién ¢ (definida en (2.6)) que
agrupamos en el siguiente teorema.
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Capitulo 2. Topologia y medida

Teorema 2.20. Sea ¢ la funcién de Cantor, definida en (2.6). Entonces:

I. ¢ es sobreyectiva.
1. ¢ es mondtona creciente.
1. ¢ es continua en [0, 1].

IV. ¢ no es diferenciable en ningin punto de C.

V. g% es diferenciable en cada punto x que no estda en C y, para tales x, se cumple que
¢'(z) = 0.
Demostracion.
I Sea y = ZZO:1§_Z un elemento de [0,1] con y, € {0,1} para cadan > 1. Sea
entonces
=z
xr = Z 3—2, donde x,, = 2y,.
n=1

oo Yn

Entonces x,, € {0,2}, por lo tanto, z € C y (5(3:) => ", on

sobreyectividad de ¢.

=y, lo cual prueba la

11. Tomemos z e y puntos de [0, 1}, supongamos que z < y y comprobemos que é(m) <
#(y). Esto es claro de la definicién de superior ya que

{6(2):2€C, z<a} C{o(2): z€C, z<y}.

1. Como acabamos de probar, la funcién ¢ es creciente y sobreyectiva en [¢(0), ¢(1)] =
[0, 1], por lo que el lema 2.19 nos asegura la continuidad en [0, 1].

1vV. Procederemos como en el teorema 2.7. Sea = un punto de C cuya expresion ternaria

es Y oo, 5=, con z, € {0,2}. Consideramos ahora otro elemento de C cuya expresién

en base 3 coincida con la de x excepto en el término N-ésimo. Esto es,

r=0212T2... TN ATNTN41 - 3) COD T, = 0,2;

ay = 0.2123 ... TN 1YNTN41 - -3) CcONn X, = 0,2, 5yy =0, 2.

Como deben de ser distintos, es claro que |xy —yn| = 2. De esta manera, si hacemos

TN — 2
la diferencia entre x y ay obtenemos que |z — ay| = % =N Calculando
la diferencia entre sus imagenes llegamos a que
o) — G — | 2] 1
9() = dla)| = | 2552 | = 5%

Por tltimo, tenemos lo necesario para calcular el cociente incremental y su limite
cuando xy se aproxima a x, esto es, cuando N tiende a infinito.

o() — Plan)

r — an

1
1 N

)
2 2 2 '

w

Como este limite es infinito, concluimos que la derivada no existe.
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2.3. Funcién de Cantor

v. Por definicién de la funcién ¢, si z ¢ C, entonces x estd en un intervalo extraido de
la construccién del conjunto de Cantor, pongamos (a,b) con a,b € C. Como vimos
en el lema 2.16, tendriamos que

o(a) = ¢(a) = ¢(b

Il
-2

(b)-

o(b), los cuales son valores cons-

oo

Como ¢ es creciente, se tiene que ¢(z) = o(a
tantes, luego implica que ¢ es diferenciable y

)
¢(a)
¢
O

Recordemos ahora un resultado conocido para probar una ultima observacién de este
apartado.

Teorema 2.21. (sequndo teorema fundamental del cdlculo) Sea f una funcion integrable
en [a,b] que admite una primitiva F' en dicho intervalo. Entonces, para cada x € [a,b] se

verifica que
| £=Fa)-F@).

Observacién 2.22. Sea ¢ la funcion de Cantor, definida en (2.6). Entonces ¢ no es
absolutamente continua, y no se verifica el teorema fundamental del cdlculo integral en su
sequnda version aunque ¢' es una funcion integrable en [0,1], es decir,

/0 &) dz # d(1) — $(0).

Demostracion.
La funcién ¢ es integrable en [0, 1] por ser continua en un intervalo cerrado. Por el
teorema 2.20, ¢'(x) = 0 para casi todo = € [0, 1]. Por lo tanto, se tiene que

/¢

Por la definicién de ¢, sabemos que ¢(1) — ¢(0) = 1 — 0 = 1. Luego llegariamos a que

1= 3(1) — 4(0) # / ¥(x)de =

lo que implica que ¢ no es absolutamente continua y no verifica el teorema fundamental
del célculo integral.
O

Nota 2.23. (ver [5, pdg. 301]) La funcién de Cantor ¢, definida en (2.6) es derivable
y su derivada es cero en los intervalos extraidos. La longitud de dichos intervalos en el
paso n-ésimo de su construccion es =z y hay 2™ intervalos, luego la union mide (—) . Si
ahora sumamos todas las longitudes, tenemos que la medida total de este conjunto donde

la derivada es cero es .
>(5) =
3

n=1

Es decir, ¢’ se anula en un conjunto de la misma medida que [0,1], la pesar de que ¢ sea
creciente, continua y sobreyectiva!
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2.3.2. Otras funciones relacionadas

A continuacién estudiaremos dos funciones (ver [3, pag. 74] y [18, pag. 266]), definidas
a partir de la funcién de Cantor, que nos sirven como contraejemplos de otros resultados.
Para ello, es necesario fijar varias definiciones previas.

Definicién 2.24. La o-dlgebra de Borel sobre R, denotada por B(R), es la o-dlgebra mdas
pequena que contiene todos los abiertos de R. Coincide con la o-dlgebra engendrada por
los intervalos abiertos (y por los cerrados) de R. Diremos que un conjunto es medible
Borel si pertenece a B(R).

Llamamos a una funcién f: R — R medible Borel si se cumple que f~'(U) € B(R) para
todo U abierto de R.

Definicién 2.25. La o-dlgebra de Lebesque sobre R, denotada por M(R), es la o-dlgebra
completa asociada a la medida de Lebesgque. En otras palabras, M(R) contiene todos los
conjuntos de B(R) y ademds todos los conjuntos de medida de Lebesgue cero. Al igual que
antes, diremos que un conjunto es medible Lebesque si pertenece a M(R).

Llamamos a una funcién f : R — R medible Lebesgue si se cumple que f~1(U) € M(R)
para todo U abierto de R.

Por 4ltimo, denoto por |- | a la medida de Lebesque de un conjunto.

Nota 2.26. De estas definiciones podemos deducir facilmente que toda funcion medible
Borel es también medible Lebesgue.

Teniendo esto en cuenta, enunciamos el siguiente resultado (ver [3, pag. 74]).

Teorema 2.27. Sea ¢ la funcidn de Cantor, definida en (2.6), y f(z) = ¢(z) + z. Si
M([0,1]) y M([0,2]) denotan las o-dlgebras de los conjuntos medibles Lebesgue de [0, 1]
y [0,2] respectivamente, se cumple que

(a) fes biyectiva y continua de [0,1] en [0, 2].
(b) SiC es el conjunto triddico de Cantor, entonces |f (C)| = 1.

(c) 71 no es medible de (]0,2], M([0,2])) en ([0,1], M([0,1])) y en cambio es funcion

medible Borel, luego medible Lebesque.

(d) La contraimagen de un conjunto de medida nula por una aplicacion continua no
tiene por qué ser de medida nula.

(e) La composicion de dos funciones medibles Lebesque no siempre es medible Lebesgue.
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08

06

04

02

0

0 01 02 0.3 04 0.5 06 0.7 0.8 0.9 1

Figura 2.6: Funcién f

Demostracion.

(a)

La funcién ¢ es continua y la identidad también, luego f es continua al ser suma de
funciones continuas. También f es estrictamente creciente porque es suma de funcio-
nes crecientes, una de ellas estrictamente creciente, lo que garantiza la inyectividad.
Para la sobreyectividad, notamos que la funcién en los extremos vale

f0)=0(0)+0=0+0=0 ; f()=o(1)+1=14+1=2

Dado que f es continua y estrictamente creciente en [0, 1], su imagen es el intervalo
[0,2], lo que garantiza que f es sobreyectiva, por lo que queda probado que f es
biyectiva.

Si denotamos por {I }ren @ una enumeracioén de los intervalos extraidos de la cons-
truccion del conjunto de Cantor, tenemos que

0,1\ ¢ = J I

keN

Como C tiene medida nula, sabemos que ), |Ix| = 1. Para cada k € N, ¢ es
constante en [, pongamos ¢(x) = ¢, para todo x € Ij. Por lo tanto, si x € I,

f(x) =¢(z) + 2 =c + 7,

que representa una traslacion del intervalo Ij, a otro intervalo Jy = ¢, + I, C [0, 2]
con |Ji| = |Ii|. Los intervalos Ji son disjuntos entre si por serlo los I, y también
lo son por tanto de f(C). Por construccién, tenemos que [0,1] = CUJ,cy Ix, v f es
biyectiva, luego

0.2] = ([0, 1) =/ (c uJ u) =feyuf (U Ik> =fOulJ

keN keN keN
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Dado que los J, son disjuntos, por definicién de la medida de Lebesgue se tiene que

U =D 1l = 1l =1,

keN keN keN

luego [[0,2]\ f(C)| = > _jen |kl = 1. Como [0, 2]| = 2, concluimos que
FO) =102 - [[0,2]\ f(C)| =2 -1=1.

(c) La funcién f~! es continua, por lo que es medible respecto a la o-algebra de Borel.
Sin embargo, veamos que no necesariamente es medible respecto a la o-algebra de
Lebesgue de [0,2] en [0,1]. Como f(C) tiene medida de Lebesgue 1 (en particular
positiva), el teorema de Vitali afirma que existe un subconjunto A C f(C) que
no es medible respecto a M([0,2]). De esta forma, la contraimagen f~'(A) estd
contenida en C, por lo que f~'(A) es de medida nula, y en particular pertenece a
M([0,1]). Entonces f~! no es medible respecto a la o-algebra de Lebesgue de [0, 2].
No obstante, como f~! es medible Borel, también es medible Lebesgue en [0, 1].

(d) Si consideramos f~1:[0,2] — [0,1] y C el conjunto de Cantor, tenemos que |C| = 0,
en cambio,

(7 ©) = f©).

Pero por el apartado (c), probamos que |f(C)| = 1 # 0, lo que concluiria la demos-
tracion.

(e) Sea [ medible Lebesgue pero tal que, para algin A C R medible Lebesgue, [7!(A)
no sea medible (sabemos que es posible esta eleccién por los apartados anteriores).
Tomando por tanto g = x4, se deduce que g ol no es medible Lebesgue.

O

Una funcién con derivada positiva pero no creciente

Ahora daremos paso a una construccién muy interesante, la cual nos muestra que
existen funciones continuas con derivada positiva (de hecho mayor que 1) en casi en todos
los puntos pero no crecientes en ningtn intervalo de su dominio.

Antes de pasar al ejemplo de esta seccion, enunciamos unos resultados previos que se
pueden encontrar en [15, pag. 112 y 116].

Teorema 2.28. (teorema de Lebesque) Sea f una funcidn mondtona en el intervalo abier-
to (a,b), entonces es diferenciable en casi todo punto de (a,b).

La demostracién se puede encontrar en [15, pag. 112], pero se omitird en este trabajo
debido a su complejidad. Este resultado se puede extender de manera trivial considerando
un intervalo cerrado [a,b], ya que se estarfa anadiendo un conjunto de medida nula.
Nuestro objetivo serd adaptar este teorema a funciones de variacion acotada, por lo que
seguiremos estudiando cémo se comportan este tipo de funciones hasta llegar a nuestra
meta. Continuamos con unas definiciones previas (ver [15, pag. 116]).
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2.3. Funcién de Cantor

Definicién 2.29. Dada una funcion de variable real f en un intervalo cerrado [a,b], y

P = {xg,...,zx} una particion de [a,b]. Se define la variacion total de f con respecto a
P como
k
V(f.P)= Z |f(zi) = f(@im)l,
i=1

y la variacion total de f en [a,b] por
VT(f)=sup{V(f,P) : P particion de [a,b]}.

Definicién 2.30. En la situacion anterior, diremos que f es de variacion acotada en
la,b] si

VT(f) < oc.

Lema 2.31. Una funcién [ creciente en [a,b] es de variacion acotada en [a,b], y ademds
se cumple que

Demostracion.
Para cada particién P = {zy,...,x;} de [a,b], se tiene que
k k
V(£ P) =D 1f (@) = flaie)l = Y (f@i) = f(zi1)) = £(0) = f(a).
i=1 i=1
Por lo tanto, se deduce que VT'(f) < oc. O
Nota 2.32.

El resultado anterior se puede adaptar al caso de una funcion decreciente en un inter-
valo cerrado [a,b] de una manera andloga. En ese caso se tendria que VT'(f) = f(a)— f(b).

Vamos a seguir estudiando propiedades antes de pasar al teorema importante que ne-
cesitaremos. Tomamos un ¢ en (a,b) y una particiéon P = {xg, ..., zx} de [a, b]. Definamos
P’ una particién mas fina de P, como P’ = P U {c}. De esta forma, se tiene que existe
un i € {0,...,k — 1} tal que x; < ¢ < 441, y por la desigualdad triangular se llega a que

|f(@iv1) = f@)] < |f(zig1) — o] + e — f(xi)],

luego V(f, P) < V(f, P'). Asi, en la definicién de variacién total de la funcion [a,b], el
supremo se puede tomar sobre las particiones de [a, b] que contengan al punto ¢. Ahora,
si consideramos una particién P de esta forma, es claro que induce otras dos particiones
Py y Py, de [a,c] y [c,b] respectivamente, tal que

V(f7 P) = V(fX[(z,c]: Pl) + V(fX[c,b]7 PZ)

Tomando el supremo en ambas particiones se tiene la igualdad

VT(f? P) = VT(fX[a,c]) + VT(fX[c,b])
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Luego obtenemos que si f es de variacién acotada en [a, b], entonces se cumple que
VT (fXjaw]) = VT (fXjaw) = VT(fXjuw) = 0 para cada a < u < v < b. (2.7)

Dada una funcién f en [a, b], la funcion @ — VT(fX[a)) se denomina funcién de variacién
total de f. Por la desigualdad en (2.7), es claro que la funcién de variacién total de f es
creciente en |a,b]. Por otro lado, si tomamos la particion P = {u,v} de [u,v], tenemos
que

f(u) = f(v) < 1f(v) = fw)] = V(I Xua), P) S VT(f X)) = VT (fXaw) = VT Xaw)-

Entonces concluimos que

f(’U) + VT(fX[a,U]) Z f(u) + VT(fX[a,u})
para cada a < u < v < b. Enunciamos por tanto el siguiente lema:

Lema 2.33. Sea f una funcion de variacion acotada en un intervalo cerrado y acotado
[a,b]. Entonces f tiene la siguiente expresion como diferencia de dos funciones crecientes
en [a,b)]:

f@) = [f(@) +VT(fXaw)] = VT(fXiaw), @ € [a,b].

Demostracion.

La igualdad es trivial, por lo que comprobemos que ambas funciones son crecientes.
Como ya sabemos &+ VT'(fX[q,4]) €s creciente en [a,b]. Sea g(x) = f(x) + VT (fX[aa)) ¥
tomamos a < u < v < b. Consideramos la desigualdad obtenida anteriormente:

f(U) + VT(fX[a,’U]) 2 f(U) + VT(fX[a,u])

Esto implica que g(v) > g(u), es decir, g también es una funcién creciente en [a,b]. [

A esta expresion la denominamos descomposicién de Jordan de f. Expondremos ahora
el teorema de Jordan, resultado que nos permitira estudiar un corolario muy interesante
a continuacion, el cual necesitaremos en pruebas posteriores (ver [15, pag. 117]).

Teorema 2.34. (teorema de Jordan) Una funcion f es de variacion acotada en un inter-
valo cerrado y acotado |a,b] si y solo si es diferencia de dos funciones crecientes en |a, b].

Demostracion.

Si f es de variacion acotada, el lema anterior nos garantiza el resultado. para probar
la otra implicacién, sea f = f — g en [a,b] con f y g funciones crecientes en [a,b]. Si
tomamos una particion P = {zy,...,zx} en [a,b], tenemos que

V(f,P)= Z |f(zi) — flaiy)| = Z lg(z:) — g(wi1)] + [M(zio1)) — h(zs)]]
k k
< Z l9(zi) — g(wi1)| + Z |h(xi-1)) — h(x;)]

= > lo() = glwi)] + D [h(x:) — i)

— [g(b) — g(a)] + [A(b) — h(a)] < oo,

Asi, concluimos que f es de variacién acotada en [a, b]. ]
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Corolario 2.35. Sea f una funcion de variacion acotada en [a,b], entonces es diferen-
ciable casi siempre en [a,b].

Demostracion.

Por el teorema de Jordan (teorema 2.34), sabemos que f es la diferencia de dos funcio-
nes crecientes en [a, b]. Ahora aplicamos el teorema de Lebesgue (teorema 2.28) a ambas
funciones y deducimos que f es diferenciable casi siempre en [a, b]. n

Ahora pasamos a un lema que nos sera de gran utilidad mas adelante en el momento de
demostrar las propiedades de la funcién del ejemplo que expondremos (ver [2, proposicién
5.2.8.]).

Lema 2.36. Sea {f,}nen una sucesion de funciones mondtonas crecientes en [a,b], tales
que f(x) => 0" falx) converge para todo x € [a,b]. Entonces,

f(x) = iﬂl(a:) para casi todo x € [a,b].
n=1

Demostracion.

Cada f,,n € N, es creciente, luego f también lo es por ser suma de funciones crecientes.
Por el teorema 2.28, sabemos que toda funcién mondtona es derivable en casi todo punto.
Asi, f'(x) existe para casi todo x € [a,b]. Para h > 0, como f, es creciente, tenemos que

fn($ +h) — fn(x)
h

> 0.

Considerando la suma finita hasta un indice fijo k£ € N, llegamos a

i fal@ +h) = fu(@) _ Yoy fale+h) = S0 fal@) _ Sz +h) — Si(x)
n=1 h h h ’

donde Si(x) = Y2F_, fu(x). Como Sy es monétona, su derivada existe casi en todo punto
y

k

Si(z) =) fule).

n=1
Ademas, como f es una suma infinita, obtenemos que

k

> fulx) = Si(a) < f(x)

n=1

para casi todo z € [a,b], debido a que la derivada de la suma parcial no puede exceder la
derivada de la suma total. Como S°F_ f/(x) < f'(z) para todo k € N, laserie .00, f/ (x)
converge para casi todo punto a una funcién g(z) < f’(z). Veamos que se da la igualdad.
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Capitulo 2. Topologia y medida

Suponemos sin pérdida de generalidad que f,(a) = 0 para todo n € N. De esta forma,
como la serie Y > | f,(b) converge, existe un ny € N tal que

> fald) <27%.
n>ng
Por la monotonia, para todo x € [a, b], se tiene que
D falx) <) falb) <27,
n>ng n>ng
Defino ahora la funcion
ng
or(z) = f(z) — an(x) = Z foulz), con z € [a,b].
n=1 n>ng

Cada ¢y, k € N, es mondtona creciente y, por el paso anterior, sabemos que oy (x) < 27%.
Como cada ¢ es suma de funciones monotonas, el teorema 2.28 nos garantiza que su
derivada existe casi en todo punto y es

pp(r) = f'(z) - (Z fn($)> :

Con esto, deducimos que ¢} (x) — 0 casi en todo x cuando k tiende a infinito. Por lo que
para casi todo = € [a, b], se tiene que

fl(x ,gggo<2f ) + (@ ) Zf +0—2f

Esto se debe a que si fuese g(x) < f'(x), entonces ¢}, (x) no tenderia a cero, contradiciendo
el paso anterior. Por lo tanto concluimos que

= Z fl(x) casien todo x € [a,].

]

Tenemos ya los conocimientos por tanto de pasar a enunciar el teorema central de este
apartado (ver [18, pag. 266]).

Teorema 2.37. FExisten funciones continuas con derivada mayor que 1 casi en todos los
puntos pero no crecientes en ningun intervalo de su dominio.

Demostracion.

Para esta demostracion, mostraremos un contraejemplo relacionado con la funcion de
Cantor (ver [18, pag 266]). Si ¢ es dicha funcién, mostrada en (2.6), definimos en primer
lugar h: R — R como

%(m) sixz €10,1),
h(z) = d(2—1x) sizell,2], (2.8)
0 en el resto.
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1

09}
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05¢
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Figura 2.7: Funcién h

Por el teorema 2.20, sabemos que <z~5 es continua en [0, 1], entonces h también lo es en
(—o00,1) U (1, 00). Para probar la continuidad en toda la recta real estudiemos los limites
laterales en el 1:

lim h(z) = lim ¢(z) = (1) =1=h(1) =d(2—1) = lim ¢(2—z) = lim h(z).
r—1— z—1— z—1t z—1t
Luego la funcién h, definida en (2.8), es continua en R. Ademds, de la herencia de las
propiedades de la funcién qg, podemos afirmar que h es derivable casi siempre en su
dominio con derivada 0. Sea ahora {In}neNu{O} una enumeracion de los intervalos con
extremos racionales contenidos en [0, 1]. Definimos las funciones

gr(z) = 3—1kh < . ) y o fulw) =20 gi(x), xze€(0,1].
k=0

Yk — Tk

Cada gj, es continua en [0, 1] por serlo by ||gi||sc < 55. Las funciones f,, son continuas
ya que las g lo son y la construcciéon de ambas se realiza recursivamente de la siguiente
manera: para k = 0, elegimos xq y 4o en Iy con xg # yo. Si k > 1, distinguimos dos casos:

» Si fr_1|1, no es creciente, entonces es posible encontrar zg,yr € I con xp < Yy y
cumpliendo que fr_1(xk) > fr-1(yx)-

» Si fr_1|z, es creciente, por la continuidad de f;_1, elegimos estos puntos de tal forma
1

que < yi y verifiquen que fr_1(yr) < fe-1(@k) + 3o
Dado k € NU {0}, gx trata de escalar h al intervalo [z, yx|. Teniendo esto en cuenta, nos
encontramos ya con las herramientas necesarias para definir nuestra funciéon que servira
como contraejemplo. Sea f la funcién dada por

n—o0

fz) =l f(x) =220 gi(z), z€[0,1]. (2.9)

k=0
Comprobemos que cumple las propiedades nombradas en el enunciado del teorema para
concluir que realmente es la funcion que buscabamos. Lo primero de todo, notamos que

como ||gkllec < 3, la serie que aparece en la definicién (2.9) la podemos acotar por la
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Capitulo 2. Topologia y medida

serie cuyo término principal es Sik, que sabemos que es convergente, por lo que f esta

bien definida. Ademds, por el criterio M de Weierstrass podemos asegurar que la serie
Y reo 9k(z) converge uniformemente en [0, 1], y como cada gj es continua en [0, 1], se tiene
que Y po, gk(z) es continua en [0, 1], luego f es continua por ser diferencia de funciones
continuas.

Veamos que su derivada es mayor o igual que 1 casi en todo punto de [0, 1]. Nos damos
cuenta de que h > 0, lo que implica que para cada k € NU{0}, g > 0. Como acabamos de
probar, la serie g(z) = 377 gr(2) converge uniformemente, luego puntualmente. Como ¢
es creciente en un intervalo cerrado, por el lema 2.31, es de variacién acotada, luego h es de
variacién acotada en [0, 1]. En el intervalo [1,2], la funcién h est4 definida como ¢(2 — z),
la cual es decreciente en ese intervalo. La nota posterior a dicho lema nos garantiza que h
es de variacién acotada en [1,2]. Por el teorema 2.34 se puede escribir su descomposicién
de Jordan como

h=u-—wv,

con u y v funciones acotadas y crecientes en [0, 2]. En este caso, tenemos que dado x € R,
se cumple que

o) size[01),
o(1)=1 sizell,?2
0 stz €0,1),
d(1) —p(2—2)=1—-d(2—2) sizell,?2

1

09
08

07

06 06
05 05
04 0.4
03 03
02 0.2

01 0.1

0 0
0 02 04 06 08 1 12 14 16 1.8 2 0 02 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 1.8 2

Figura 2.8: Funcion u Figura 2.9: Funciéon v

Veamos que se cumple la igualdad h = u — v. Para « € [0, 1), tenemos que

u(z) —v(z) = ¢(x) — 0= g(x) = h(x),
ysiz € [l,2],

u(z) = () = ¢(1) = [6(1) = $(2 — 2)] = $(2 — x) = h(x).

Ya sabiamos que la funcién de Cantor <5 era creciente, luego u también lo es en [0,1), y
como es constante en el intervalo [1,2], entonces es creciente en [0,2]. Probemos que v
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2.3. Funcién de Cantor

también lo es en [1, 2], ya que de nuevo es constante en el intervalo [0, 1). Sean z,y € [1, 2],
con x < y. Se tiene por tanto que 2 — z > 2 — y, lo que implica que &(2 —x) > (E(Q — ).
Multiplicando por —1 a ambos lados de la desigualdad se comprueba que —&(2 —x) <
—@(2 — ), por lo que v es creciente.

Para k € NU {0}, tenemos que gy es de variacién acotada, por lo que defino las funciones
ur y v a partir de u y v de la siguiente manera:

1 T — Ty (z) 1 T — Ty
Ur = —U Vp\T) = —0U .
ST Yk — Tk Yok 3\ Yk — x

Por lo tanto, aplicando el lema 2.36 a las sucesiones de funciones {uy }r v {vg }x se llega a
que

=Y ) = Y vhl)

para casi todo x € [0, 1]. Calculemos ahora la derivada de u; para cada k € N U {0}.
Teniendo en cuenta su definicién, esto es,

1 1 T — X
. (x) = ! ( ) = 0 casi siempre en [0, 1],
+(2) Yp — T 3F 0 \yp — 0,1
porque la funcién u tiene derivada 0 casi siempre al heredar esa propiedad de la funcién de
Cantor ¢ en [0, 1), y es constante en [1,2]. De forma andloga se comprueba que v}, (x) = 0
casi siempre en [0, 1]. Entonces, si calculamos la derivada de f, tenemos que

fllw)=2—g'(x) =2— (Z () + ZUZ;(I))
=2—-(0+0)=2> 1_ casi siemgre en [0,1].

Veamos por udltimo que no es creciente en ningin subintervalo de [0,1]. Sea I un
intervalo no vacio, con I C [0,1], y tomamos n € N tal que I,, C I. Denotamos por x,, e
Y, los puntos elegidos en I, para la construccién de f. Como g¢,(y,) = 37 "h(1) =3"y
gr > 0 para todo k € NU {0}, tenemos que

f(Yn) = 2yn — ng(yn) < 2y, — ng(yn) = fn(yn)

k=1 k=1
= fucaon) = 90l) = Faa (o) — 5. (2.10)

Por otro lado, debido a que g,(x,) =0y ||gr]|loo < 37% se tiene que

f(zn) =22, — ng’(xn> = fo1(wn) — Z gr ()

k=n+1
= . 11
> foa(zn) — Z 37 = foa(zn) — 3 30 (2.11)
k=n+1
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Debido a la eleccién de los puntos z,, € y,, se tiene que o bien f,_1(z,) > fn—1(yn), 0 bien
Fuc1(yn) < faoi(2n) +37F). Veamos que en ambos casos se cumple que f(y,) < f(2,):

w Sifo1(xn) > fuo1(yn), usando (2.10) y (2.11) se llega a

Fa) 2 faalon) = 5 5 > Foalye) = 5 50

3n
> frn1(yn) — 3in > f(Yn)-

w Si fo1(Yn) < foo1(zn) + 37D se repite un razonamiento similar y se comprueba

que
FWn) < fai(yn) — 3% < forlz) + 3n1+1 B 3%

1 /1 2 1 1

= fnfl(l'n) + B_n (g — ) = fn71<xn) — 5 . 3_171 < fnfl(xn) o 5 . 3_n

Esto implica que la funcién f no es creciente en I, con lo que terminamos la prueba. [
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Capitulo 3

Integracion

La teoria de la integracion, dentro del analisis matematico, se distingue principalmente
entre la formulacién de Riemann o la de Lebesgue. Teniendo en cuenta cualquiera de las
dos, tenemos claro que es una rama de mucha importancia por su interés en el calculo de
areas, volumenes o flujos, entre otras utilidades. Sin embargo, ciertos ejemplos muestran
que muchas propiedades cominmente asociadas con la integracién (como la continuidad,
el hecho de que la composicién siga siendo integrable o la validez de resultados asociados
al intercambio del signo integral por una operacién como puede ser la derivaciéon, un limite
o una serie) no siempre se cumplen sin condiciones adicionales.

En esta seccién se estudian varios contraejemplos ilustrativos, como la funcién de Tho-
mae, que pese a su discontinuidad en un conjunto denso, es integrable en el sentido de
Riemann; casos donde la derivacién bajo el signo integral falla por ausencia de hipotesis
adecuadas; y ejemplos donde la composicién de funciones integrables no resulta ser inte-
grable. Estos casos muestran la necesidad de un tratamiento riguroso y cuidadoso de los
teoremas de integracion, mas alla de la intuicion desarrollada en contextos elementales.

3.1. Teorema de derivacién bajo el signo integral

Comenzamos recordando el teorema principal sobre el que expondremos un contra-
ejemplo mas adelante.

Teorema 3.1. Sean A un abierto de R™, B un subconjunto medible de R™ y F una
funcidn real definida en A x B C R"™™ . Supongamos que:
i) Para cada x € A la funcion F,, definida por F,(y) = F(x
ii) Para cada y € B la funcion F,, definida por F,(x) =
parcial continua respecto de x; en A.

,Y), es integrable en B.
F(x,y), admite derivada

OF
i) La funcion y — ——(x,y) es medible en B y existe una funcion g; integrable en B

8xj
tal que
oF
|D;F,(x)| = o —(z,y)| < ¢;(y) para todox € A,y € B.
j
Entonces la funcion f definida en A por f(x fB x,y)dy admite derivada parcial
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3.1. Teorema de derivaciéon bajo el signo integral

continua respecto de x; en A, y se tiene que

0

oF
Djf(x)Z%/BF(x,y)dy:/B%(x,y)dy, re A
J J

A continuacién, veremos un caso que ilustra céomo las hipdtesis mencionadas en el
teorema 3.1 son necesarias. En particular, pondremos un ejemplo de una funcién que no
cumple #i7), por lo que si aplicamos el teorema obtenemos distintos valores al calcular la
integral de ambas formas. Sea

3
F(z,y) = I—Ze”“g/y sizeR,ye(0,1). (3.1)
Yy

La funcién F estd definida en el conjunto R x (0,1) y cumple que para cada valor fijo de
y, F(z,y) es continua en R como funcién de z. También tenemos que para un = € R fijo,
F(z,y) es continua en (0,1). En este caso, los conjuntos A y B del teorema de derivacién
bajo el signo integral son R y el intervalo abierto (0, 1) respectivamente. Notamos que
fijado x € R, la funcién y € (0,1) — F(x y) es integrable en (0,1). Esto se debe a que
tras hacer el cambio de variable u = & obtenemos que

/ —e v dy—/ re 'dt,
2

la cual sabemos que es una fun(:lon mtegrable para cada z prefijado. Luego, la funcién f
del teorema 3.1 estd dada por f(x fo (x,y) dy. Calculando esta integral obtenemos

que
1 L L2 2
f(x):/ F(x,y)dy:/ —e ydy:a:/ —e vd
0 o Y 0o Y
T y=1 2
:x{e_y] =z(e™™ —0)=ze"
y—07+

Notamos que entonces su derivada es f/(z) = e * (1 — 222) para todo ntimero real z
(incluyendo x = 0). El teorema de derivacién bajo el signo integral me permitiria entonces
intercambiar el orden de derivacion e integracion. En este caso, si calculamos la derivada
parcial e integramos en el caso de x # 0 llegamos a

—z2

La primera integral es como la calculada anteriormente y vale 3e~* . Para la segunda,
2 2

x x
como x # 0, realizamos de nuevo el cambio de variable ¢t = — de donde y = b/
Y
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2
x
dy = _t_th’ y aplicamos integracion por partes. Entonces se tiene que

(%) 21’4 1'2 [e'e)
I, = N dt] =2 te tdt
’ / @2/ | ‘ / ‘

2
—t]t=00 - —t 2 —a? —z?
:2<[—te L:x2+/ e dt>:2<xe +e )
22

= 2(z2 4+ 1)e .

Por lo tanto, el resultado es

2

1
/ 2F’(:r, y)dy =T — I, = 3e™ —2(22 + 1)e®
0 ax

= (1-22%)e™ = f'(x).

Ahora, para el caso x = 0, es claro que la funcién s vale 0 en los puntos de la forma
x

(0,y), luego se tiene que

18 1 .
/0%F(Ovy)dyz/o()dyzo#l:f(o)-

Esto demuestra que no se cumple el teorema de derivacion bajo el signo integral debido a
que la hipétesis #i7) falla. Veremos que no podemos acotar !%—f(x, y)‘ por una funcién g(y)
integrable en (0, 1) para cada valor de . Si para cada y € (0,1) consideramos el superior

s(y) :ZSUP{‘(Z)—Z(L?J)’ RS A} = SUP{

35[)2 _a? 2.%'4 o
e Ve

notamos que cualquier funcién que acote superiormente a la derivada parcial va a ser mas
grande que esta funcion, por lo que si vemos que este superior coincide con una funcién no
integrable habriamos terminado. Al igual que antes, para trabajar mejor, consideramos el
cambio de variable ¢t = % donde t € [0,00). De esta manera tenemos que

—26 I p— _36 % = ——¢ Yy —_— —e_?
Yy Yy yy Yy Yy
1 1
— Zoet=12 (3te’t — 2t2e’t) )
Yy Yy Y

3x2 _22 22t _2 32 a2 2(3:2)21 22

Si estudiamos g(t) = 3te™ — 2t?e~" y encontramos el maximo de su valor absoluto ten-
dremos una cota comiin. Derivando esta funcién obtenemos ¢'(t) = (3 — 7t + 2t*)e™", que
igualado a 0 las tnicas posibles soluciones son las raices del polinomio 3 — 7t + 2t2, que
corresponden a los valores t; = % y to = 3. Si evaluamos la funciéon g en estos puntos

tenemos que
=g = (5.1 o} o1
g\t1) =9 5]~ 5 5 € _\/Eu
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1 9
Comparando los resultados en valor absoluto es claro que [g(t1)| = —= > — = [g(t2)], va
e

e

que e3 > 9. Como la funcién g es continua en [0,00), en t = 0 vale 0 y tiende a 0 cuando

1
t tiende a infinito, es posible afirmar que sup {|g(t)| : t € [0,00)} = 7 De esta manera
e

podemos concluir que

3x2 _2 2t 2

—_ Yy — — Yy
e 36

s(y) = sup { ) )

— sup {lg(t)] € [0,00)} = -

donde comprobamos que el superior resulta ser una funcién no integrable en (0, 1), luego
no verifica 7).

3.2. Funcion de Thomae

El matematico aleman Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) introdujo un primer
ejemplo de una funciéon que tiene la peculiaridad de no ser continua en ningiin punto de
su dominio:

_Je sizeqQ,
D(x)_{d sizeR\Q, (3:2)

con ¢,d € Ry ¢ # d, aunque es més conocida con los valores ¢ = 1 y d = 0. Esta funcién
estd acotada pero no es integrable en el sentido de Riemann en ningun intervalo. Este
hecho, obligd al matemdtico aleméan Carl Johannes Thomae (1840-1921) a preguntarse si
era posible construir una funcién del estilo a la definida en (3.2) pero que si sea integrable.
En 1875, publicé el libro titulado “Finleitung In Die Theorie Der Bestimmten Integrale”,
en el cual presenta un ejemplo muy simple, pero provocativo, de una funciéon continua en
todos los nimeros irracionales y discontinua en los racionales. También es conocida como
la funcion de las palomitas o la funcion gotas de lluvia por el aspecto que tiene su grafica,
y la podemos encontrar definida en [18] como vemos a continuacién. Dado = € [0,1], la
funcion de Thomae 1" viene dada por

% singe@ﬂ[o,l]conmcd(p,q)zlyq>0,
T(x)=40 size¢Qnlo,1], (3.3)
1 siz=0.
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Capitulo 3. Integracién

Figura 3.1: Funciéon de Thomae T’

En el grafico falta mostrar la imagen del 0 y del 1 por la aplicacién, pero se suprimen
por su poca relevancia. Antes de iniciar el estudio de la funciéon 7', recordemos un resultado
sobre la caracterizacion de integrabilidad en el sentido de Riemann, previamente estudiado
en el grado, cuya demostracion omitiremos (vista en la asignatura de Anélisis Matemédtico
del segundo curso). Esto nos serd de gran utilidad a la hora de demostrar el teorema central
de esta seccidn.

Teorema 3.2. Sea f : [a,b] — R una funcidn acotada. La funcién f es continua en casi
todo punto de [a,b] en el sentido de Lebesque, es decir, el conjunto de puntos donde T no
es continua tiene medida de Lebesque cero, si y solo si f es integrable en el sentido de
Riemann en [a,b].

Teorema 3.3. La funcion T, definida en (3.3), es integrable en el sentido de Riemann
en [0,1].

Demostracion.

De la definicion, sabemos que T estd acotada por 1, luego por el teorema 3.2 es
suficiente con probar que es continua en casi todo punto en el sentido de Lebesgue. Veremos
que T es continua en cualquier x € [0,1] \ Q. Para = € [0,1] \ Q, sea {x,}nen C [0, 1]
tal que x,, — z. Dado que T'(z) = T(y) para y € [0,1] \ Q, podemos suponer que
{Zn}nen C [0,1]NQ. Escribimos x,, = ’q’—: donde asumimos que med(py, ¢,) = 1 para cada
n € N.

Entonces, ¢, — oo cuando n — oo. Esto se debe a que, si ¢, /4 00, existiria una subsu-
cesion {qy, hien acotada. Como z,, < 1, se tiene que p, < ¢, para cada n € N y se cumple
también que {pn, }nen estd acotada. Asi, podemos deducir que existen subsubsucesiones
de estas, {qnlk ben ¥ {pnlk }ren respectivamente, tales que G, — 4 Pn, — ¢ cuando
k — oo para ciertos p,q € N.

. . Dn, . p .y
Por lo tanto, si se considera Ty, = —%  se tiene que Ty, — 5, pero también T, — T

nlk
Por la unicidad del limite se deduce que = = g, lo que contradice nuestra suposicién de

que = ¢ Q. Asi, concluimos que ¢, — oo cuando n — 00, lo que implica que
1
lim T'(z,) = lim — =0="T(z).

n—oo n—o0 qn

Esto termina la prueba de que f es continua en casi todo punto segin el sentido de
Lebesgue, y por lo tanto, es integrable en el sentido de Riemann. [
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Nota 3.4. En consecuencia, la integral en el sentido de Riemann fol T(x)dx existe, y
coincide con la integral en el sentido de Lebesgue f[O,ll T d\. La integral en el sentido de
Lebesque es igual a cero, ya que el conjunto {T(x) # 0} es un conjunto de medida de
Lebesgque nula. Ademds, T es discontinua en cada x € QN [0,1], lo que implica que el
congunto de puntos de discontinuidad de T es denso en [0, 1].

Teorema 3.5. La funcion T, definida en (3.3), es continua en los irracionales de [0, 1]
y es discontinua en los racionales de [0, 1].

Demostracion.

Comenzaremos probando la discontinuidad sobre Q. Tomamos un punto xg = § €
QN 0,1], con med(p,q) = 1. Por la densidad de los irracionales en R, escogemos una
sucesion {x, }°°, de irracionales de forma que z,, — y cuando n tiende a infinito. Ahora,
por la forma en que esta definida 7T', se tiene que

1
lim T'(z,) = lim 0 =0 # — = T'(zo),

luego T es discontinua en xy. La continuidad en los irracionales queda probada por el
teorema 3.3. ]

Teorema 3.6. La funcion T, definida en (3.3), no es derivable en ningin punto de [0, 1].

Demostracion.

Hemos probado en el teorema 3.5 que 1" no es continua en los racionales, luego basta
con probar que T no es diferenciable en los irracionales. Para cada z ¢ QN [0, 1], y para
todo n € N, existe un entero r, tal que | — z’ < % Por definicion de la funcién de
Thoame, se tiene que T (%) > %, luego considerando el cociente incremental tenemos
que

() -Te)| T L
B | Tt

Como ™ — z cuando n tiende a infinito, acercdandonos a z por racionales vemos que la
derivada no puede ser nula, en cambio si realizamos una aproximacion por irracionales,
como la funcion es idénticamente 0, se tendria que su derivada también lo seria, lo que es
un absurdo. O]

3.2.1. Composicién de funciones integrables no integrable

En andlisis real, las funciones integrables en el sentido de Riemann mantienen ser es-
tables bajo operaciones como suma o producto. Sin embargo, la composicion de funciones
integrables puede no ser integrable. A continuacién se presenta un ejemplo concreto que
ilustra este fenémeno (ver [13]).

Ejemplo 3.7.

Sea T la funcién de Thomae, definida en (3.3). Sabemos que es una funcién continua
en todos los numeros irracionales e integrable Riemann en [0, 1]. Si definimos ahora la
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Capitulo 3. Integracién

funcién g por g(t) = 1sit # 0y ¢g(0) = 0, que es claramente integrable en el sentido de
Riemann en [0, 1], notamos que la composicién g o T es

1 sizeQn]o,1],

(g T)(z) = {0 sizd QN1

la cual es justamente la funcién D, definida en (3.2), y ya sabemos que no es integrable
en el sentido de Riemann en [0, 1].

3.2.2. Otras funciones relacionadas

Continuando con estas ideas, expondremos otros dos ejemplos con caracteristicas pe-
culiares en la misma linea de la funcién de Thomae T, definida en (3.3), que nos sirven
como contraejemplos para otros resultados (ver [8, pag. 23-24]).

Ejemplo 3.8.
Sea U : [0,1] — R dada por
g siz= § € QN 0,1] con med(p,q) = 1,9 > 0,

U@)=20 sizé¢Qnlo,1], (3.4)
1 six=0.

a5l

40t "

A5k .. T L L

30F -

251 . L L

o -

4] 02 04 06 0.8 1

Figura 3.2: Funcion U

Notamos que tiene una estructura similar a la de Thomae, pero ahora en lugar de
tomar por imagen para cada racional g el valor %, se toma su inverso, es decir, ¢.

Teorema 3.9. La funcion U, definida en (3.4), no estd acotada en ningin entorno de
ningun punto.

Demostracion.
Fijamos z¢ € [0,1] y un entorno de I, . = (o — &,20 +¢) N [0,1] de xy para € > 0.
Dadog e N, si 2 € I,. C [0, 1], se tiene que p < g. Por reduccién al absurdo, si U fuese
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3.2. Funcién de Thomae

acotada en I, ., se tendria por la definicién de la funcién que para cada racional de la
forma § € I, ¢, su denominador estaria acotado, es decir, existe NV > 0 tal que ¢ < N.
Luego el cardinal de los racionales de I, . serd menor o igual que N -max,<y{q} < 00,
en particular finito, lo cual nos lleva a una contradiccién con la cardinalidad de Q y
concluimos que U no puede estar acotada en I .. O

Nota 3.10. Es posible una extension de la funcion U (definida en (3.4)) a todo R, man-
teniendo su caracteristica principal enunciada en el teorema 3.9, y la demostracion se
repetiria de forma andloga.

Ejemplo 3.11.

Sea V :[0,1] — R dada por

C2 siz=2eQn0,1] con med(p,q) = 1,4 >0,

Viz)=4{0 sizdQnJo,1], (3.5)
0

six =0.

0.8

06

0.4

0.2

-02

04

-06

-0.8

"o 0.2 0.4 06 0.8 1

Figura 3.3: Funcion V'

En este caso, notamos que la funcién V' (definida en (3.5)) tiene un aspecto parecido a
las anteriores (1" (3.3) y U (3.4)), aunque ahora se toman también valores negativos como
imagen, factor que resulta exclusivo de este ejemplo.

Teorema 3.12. La funcion V', definida en (3.5), estd acotada y no tiene extremos rela-
tivos en [0, 1].

Demostracion.
La acotacién se prueba facilmente, ya que dado = € [0, 1], distinguimos dos casos: si
z ¢ QN [0,1], entonces [V (z)] =0,y siz =2 € QnNI0,1] se tiene que

(—1)q
qg+1

4q

= < 1.
qg+1

Vil <|
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Capitulo 3. Integracién

Para demostrar que no tiene extremos relativos, razonamos por reduccién al absurdo
y suponemos que en un punto xy € [0, 1] se alcanza un maximo local (andlogo para un
minimo). Por definicién de méximo relativo, existe 6 > 0 tal que V(z) < V(z) para cada
x € (xg — d,z0 + 0) N[0, 1]. Distinguimos ahora varios casos:

» Sizg ¢ QnNI0,1], entonces V(xy) = 0. Por la densidad de los racionales con deno-
minador par, existe § € QN (zg — §,zo + §) irreducible con b par. De esta manera
se tiene que

a (—1)% b
v (%) = _ 0=V
(b) brl  brl (o),

lo que nos lleva a contradiccién.

s Sixg= § € QNJ0,1] con med(p,q) = 1y q > 0 estudiemos las dos posibilidades
que tenemos segun la paridad de q.

e Si g es impar, se tendria ahora por la densidad de I en la recta real la existencia
de un y € TN (zg — d,29 + 0). Comparando las imdgenes de ambos puntos
llegamos a que

—q¢ _ (=1)%q
qg+1 qg+1

e Siges par, como la funcién x — %5 es creciente en el intervalo [0, 00), podemos
elegir un b € N par tal que Hil > q%l y a € Z impar como ajuste para que la
fraccion ¢ esté en el intervalo (xg — 6,9 +9) y med(a,b) = 1. Realizando estos

pasos concluimos que

ay b q P\ _

En ambas situaciones se finaliza con un absurdo, luego la funcién V no tiene extremos
relativos en ninguin entorno de ningtin punto, por lo tanto no tiene extremos relativos en

0, 1]. O

Nota 3.13. Como en el ejemplo anterior, se puede extender la funcion V (definida en
(3.5)) sobre toda la recta real y se sequiria cumpliendo que no tiene extremos relativos de
forma andloga.
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Capitulo 4

Analisis de Fourier

Aunque las series y transformadas de Fourier son herramientas fundamentales en anali-
sis, ciertos contraejemplos muestran que su comportamiento puede ser muy distinto al
esperado segtin lo que nos dicen los teoremas sobre analisis de Fourier.

En esta seccion se presenta una serie trigonométrica convergente que, sin embargo,
no puede ser la serie de Fourier de ninguna funcién integrable (en el sentido de Riemann
y de Lebesgue), lo que contradice el hecho intuitivo de que toda serie trigonométrica
convergente ha de ser la serie de Fourier de alguna funciéon. También se incluye una
funcion f € C>*(R), que tiende a cero en el infinito, pero no es la transformada de
Fourier de ninguna funcién de L'(R), mostrando que ni la pertenencia a la clase de
funciones derivables infinitamente, ni la tendencia a 0 en el infinito, garantizan dicha
representabilidad.

Estos contraejemplos exponen la importancia de distinguir con precision entre la con-
vergencia formal y puntual de una serie, su representabilidad como serie de Fourier, y la
pertenencia de una funcién a determinados espacios de funciones, como es el caso de L2.
Asimismo, destacan el papel fundamental que desempenan las condiciones de integrabili-
dad y regularidad en los resultados clasicos de la teoria de Fourier.

4.1. Una serie trigonométrica convergente que no es
serie de Fourier

Definicién 4.1. Una serie trigonométrica es una serie de la forma

% + Z (an cos(nz) + b, sin(nzx)), conx € R,

n=1
donde ag € R, a,,b, € R para cada n € N.

Dada una funcién f € L'([—7,7]), la serie de Fourier asociada a f es la serie trigo-
nométrica cuyos coeficientes se definen como

ay, = %/_: f(z)cos(nz)dx, b, = %/_7; f(z)sin(nz) dx.

A estos valores se les da el nombre de coeficientes de Fourier. Es conocido del Grado en
Matemadticas que toda f € L?([—m,7]) es el limite en L? de las sumas parciales de su serie
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4.1. Una serie trigonométrica convergente que no es serie de Fourier

de Fourier, es decir, la serie de Fourier de f converge a f en la norma de L2. Sabemos que
la serie de Fourier de cualquier funcion es serie trigonométrica. Ahora bien, el reciproco
no es cierto, por lo que mostraremos dos ejemplos que exponen series trigonométricas
convergentes que no son serie de Fourier de ninguna funcién (véase [8, pag. 70]).

Ejemplo 4.2.
Dado = € R, consideramos la serie
o . 1
3 SIn(ne) e 0 < o < <. (4.1)
~ n° 2

Figura 4.1: Serie definida en (4.1) con o = 0,3

Lema 4.3. La serie definida en (4.1) es una serie trigonométrica convergente para cada
x € R.

Demostracion.

De acuerdo con la definicién 4.1, es claro que la serie es de esa misma forma, donde
aonyparacadaneNsetienequean:Oybn:n%.
Fijamos x € R. Para probar la convergencia escribimos la serie definida en (4.1) como
>or L Cndy, con ¢, = = y d,, = sin(nz) para todo n € N. Por un lado tenemos que {c, }22
es una sucesion decreciente que tiende hacia cero. Si probamos que la sucesion de sumas
parciales de la serie con término principal d,, es acotada, aplicando el criterio de Dirichlet
tendriamos el resultado.

Sea {Sn(z)}%_, = {3V, Sin(m:)} dicha sucesién de sumas parciales. Dado = € R,

distinguimos dos casos:

s Siz =2kmw con k € Z, para cada N € N, la suma parcial hasta N seria nula, por lo
que no interfiere en la cota.

» Six # 2km con k € Z, tomamos N € N y veamos que podemos encontrar una cota
comun que no dependa de N para cada suma parcial. En la asignatura de Céalculo
Infinitesimal se probé que

Z sin(nzx) =
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Capitulo 4. Andlisis de Fourier

Escribiendo la suma de esta manera y tomando valores absolutos, podemos acotarla
por

sin (]\g“’) sin <M> 1
sin(z/2) = |sin(xz/2)|’

Z sin(nx)

ya que |sin(f)| < 1 para todo 0 € R.
En cualquiera de los dos casos se tiene que |[Sy(x)| < m Notamos que la cota
coincide para cada N € N, luego la sucesion {Sy(z)}%_, estd acotada, resultado que

finaliza la demostracion.
L]

Nota 4.4. Como la serie definida en (4.1) converge puntualmente podemos expresarla
como una funcion real. De esta manera, es fdacil ver que es periddica de periodo 2w, pues

[e.9]

> sin(n m—|—27r >, sin nx+2n7r
> =D

n=1 n=1 n=1

donde 0 < o <
convergente.

N |+

y x € R. Este proceso es valido para cualquier serie trigonométrica

Teorema 4.5. La serie definida en (4.1) no puede ser la serie de Fourier de ninguna
funcion integrable en el sentido de Riemann en [—m,m].

Demostracion.

Suponemos que existe tal funcién f cumpliendo las hipdtesis del enunciado, cuya
serie de Fourier sea f(z) ~ > 7, Smnm donde 0 < a < 5. Como f es integrable en el
sentido de Riemann en [—m, 7], entonces estd acotada en dlChO intervalo y pertenece a
L*([—m, n]) debido a que | f(z)|*> también es integrable en el sentido de Riemann para este
caso. L?([—m, 7]) es un espacio de Hilbert, por lo tanto aplicando la desigualdad de Bessel

tenemos que

@ & =1 1 ("
EEDICERAED SF- oy INOIEE
n=1 n=1 -

De hecho la tltima desigualdad en este caso es una igualdad. El lado izquierdo de la
desigualdad corresponde a una serie divergente pues 0 < a < %, tenemos que 0 < 2a < 1,
y es conocido que las series arménicas y -, ﬁ convergen si y sélo si p > 1. En cambio,
el lado derecho de la desigualdad es finito porque hemos supuesto que f es integrable
Riemann, por lo tanto llegamos a una contradiccién con la existencia de la funcion f.
Entonces queda probado que la serie definida en (4.1) no es la serie de Fourier de ninguna

funcién de L*([—m, 7]). O

Pasamos ahora a un segundo ejemplo de una serie trigonométrica que no es serie de
Fourier de ninguna funcién integrable, este quizas més conocido.
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Ejemplo 4.6.

Dado x € R, consideramos la serie

(4.2)

Figura 4.2: Serie definida en (4.2)

Lema 4.7. La serie definida en (4.2) es una serie trigonométrica convergente para cada

r e R.
Demostracion.

Al igual que en el ejemplo anterior, fijdindonos en la definicién 4.1 podemos identificar
facilmente que ag = 0 y para cada n € N se tiene que a,, =0y b, = ﬁ, luego esta serie

es trigonométrica.

Tomemos x € R. Para probar la convergencia, repetimos el mismo razonamiento del lema
[ee]

4.3. En este caso tenemos que la sucesion {ln(;n)} es decreciente y converge a cero.

n=1
Por otro lado probabamos en dicho lema que la sucesiéon de sumas parciales de la serie
> sin(nx) estaba acotada, luego también lo estard si comenzamos en n = 2, por lo que

aplicando el criterio de Dirichlet tendriamos el resultado. O

Nota 4.8. Al probar la convergencia puntual de la serie definida en (4.2), tenemos ga-
rantizada su igualdad a una funcion real para cada x € R. De nuevo, esta serie es pe-
riodica de periodo 21 y la prueba es andloga a la de la nota 4.4. En esta caso, nos in-
teresa comprobar también que es impar, hecho que se debe a que la funcion seno lo es

(sin(z) = —sin(—z), x € R).

Teorema 4.9. (Féjer) Si una funcién f de L*([—m, w|) tiene limites laterales en un punto
xo, denotados por f(xy) y f(xg), respectivamente, entonces la serie de Fourier de f en
xo converge al valor

flag) + S )
2

En particular, esto se cumple para las funciones de variacion acotada.
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Capitulo 4. Andlisis de Fourier

La demostracion de este resultado se puede encontrar en |7, teorema 3.3.1.]. Antes de
enunciar el teorema principal del ejemplo, enunciamos un teorema que se ve en [20, pag.
12] y recordaremos la primera versién del teorema fundamental del calculo integral.

Teorema 4.10. Si una serie trigonométrica es serie de Fourier de una funcion integrable
Lebesque g y converge casi siempre a una funcion f, entonces f = g casi en todos los
puntos, por lo tanto f es integrable en el sentido de Lebesque, y la serie trigonométrica
dada es la serie de Fourier de f.

Teorema 4.11. (primera version del teorema fundamental del cdlculo integral)
Sea f :]a,b] = R una funcion integrable. Definamos

F(z) = /x ft)dt para x € |a,b)].

Entonces se cumple que
» La funcion F es continua en |a, b].

» Si f es continua en un punto xo € (a,b), entonces F' es derivable en xqy y

F'(x0) = f(wo)-

Con estos resultados previos, estamos ya con las herramientas necesarias para demos-
trar el siguiente teorema.

Teorema 4.12. La serie definida en (4.2) no puede ser la serie de Fourier de ninguna
funcién integrable en el sentido de Lebesque en [—m, 7).

Demostracion.
Al igual que en el teorema 4.5, comenzamos suponiendo que existe una funcién f inte-

grable en el sentido de Lebesgue cuya serie de Fourier sea (4.2), esto es f(z) ~ >, %

para todo x € R. Como f es integrable Lebesgue, consideramos ahora la funcion

F(x) :/ ft)dt, zel[—m,mn|.
0
Esta aplicacién F' es absolutamente continua por ser integral de una funcién integrable.

Como vimos en la nota previa, f era impar, luego tratemos de estudiar la paridad de la
funcion F'. Realizando el cambio de variable u = —t en la integral que define F' se llega a

Peo) = [t = [ jcu (o = [ ) du= o)

lo que implica que F' es par. Por tener esta propiedad, es conocido que su serie de Fourier
serd de la forma

[ee]
Z a, cos(nx),
n=0
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donde es claro que ag = a; = 0, y para n > 2 como F es par, los coeficientes se calculan
de la forma siguiente:

a =2 / " Pa) cos(na) dx = EF(:{;)Sm(m) 22 /O ’ F’(az)smgm) d
_ / i sm nx) / o sm nx) % /Oﬂi Slli((ig)c) ' Singln:v) "

k=2

7m ln

_ / sin(kz) sin(na) da.

En la resolucion se ha aplicado la regla de integracién por partes y se han sacado las
constantes de la integral en el ultimo paso. Se ha intercambiado serie e integral en el
ultimo paso debido al teorema de la convergencia dominada de Lebesgue. También ha
sido posible sustituir F’(z) por f(x) por consecuencia directa del teorema fundamental
del cédlculo integral en su primera versiéon (teorema 4.11), ya que nos dice que F” existe
y es igual a f en casi todo punto. Ahora, si resolvemos la integral restante usando la
ortogonalidad de las funciones seno en [0, 1], resulta que

(o)

1
ap = ——

7 2 T(F) /0 sin(kz) sin(nx) do = o ) 2= n i)

Como F' es absolutamente continua, es de variacién acotada. Segin el teorema 4.9, la serie
de Fourier de una funciéon de variaciéon acotada converge para todo punto, en particular,
para x = 0. Si analizamos F' en dicho valor tenemos que

o0 o0 1
:;@ncos Zan——ZnT()
donde la serie es de Bertrand (Zn 9 m> con « = =1, la cual es conocido que

es divergente, por lo que llegamos a contradiccion con la convergencia puntual. Entonces
la funcién f no es integrable Lebesgue. El lema 4.10 concluye con el resultado y queda
probado que no puede ser serie de Fourier de ninguna funcién integrable Lebesgue. [

Ejemplo de Kolmogorov

Observaciéon 4.13.

A comienzos del siglo XX, el estudio de la convergencia de las series de Fourier era
una de las cuestiones fundamentales del andlisis. St bien se conocia que las series de
Fourier convergen en norma para funciones cuyo cuadrado es integrable, la situacion era
mucho mds delicada para funciones simplemente integrables. En 1923, el joven Andréi
Kolmogorov sorprendio a la comunidad matemdtica al construir una funcion integrable
en [—m, 7|, en el sentido de Lebesque, cuya serie de Fourier diverge en todos los puntos.
Este resultado, profundamente contraintuitivo, mostro que la integrabilidad no basta para
garantizar convergencia puntual de la serie de Fourier, y marco un hito en la teoria del
andlisis armonico. La construccion de Kolmogorov resulta complicada y tediosa, por lo
que me restringiré a comentar solamente dicho ejemplo por su gran importancia, y su
construccion puede encontrarse en [11].
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4.2. Una funciéon que no es transformada de Fourier

Este ejemplo se puede encontrar en [8, pag. 73|. Sea {c, },ez una sucesién doblemente
infinita tal que la serie
“+oo
Z c einx
n

n=—oo
converge para todo x € R, pero la cual no define una funcién integrable en el sentido de
Lebesgue en el intervalo [—m, 7|. La existencia de tal sucesién es posible, como se muestra
en los ejemplos de la seccion anterior. Sabemos que se puede elegir de forma que ¢, # 0
para cada n € Z y se cumpla que ¢, — 0 cuando |n| tiende a infinito. Consideramos ahora
una funcién auxiliar h, indefinidamente derivable, de forma que valga 0 fuera del intervalo
[—%, %] y h(0) = 27. Estamos en condiciones por tanto de definir la funcién principal del
contraejemplo f como
+00
fz) = Z cph(x —n), para cada z € R. (4.3)

Lema 4.14. La funcidon f, definida en (4.3), estd bien definida.

Demostracion.

Como h se anula fuera de [—%, %}, tenemos que h(y) = 0siy < —% oy > % Dado
xr € R, para que el término h(x — n) no sea cero, debe cumplirse que x — n € [—%, }, 0
lo que es lo mismo, —% <zx—-n< % Despejando n tenemos que

N |—

xr —

N | —

<n<x+

N | —

Siz=k+ % con k € Z, existen dos posibles valores de n, y si x no es de esta forma,
unicamente uno. Por lo tanto, la suma es finita para cada x € R, y f estd bien definida. [

Ademas, la serie definida en (4.3) es infinitamente derivable ya que, como es una
suma finita en un entorno de cada punto, podemos realizar una diferenciaciéon término a

término. Entonces, dado k = 1,2, ..., su derivada de orden k es
+oo
o (x) = Z cnh®™(z —n).

Lema 4.15. Si f es la funcion definida en (4.3), se tiene que lim|g o f(x) = 0.

Demostracion.

Por la demostracién del lema previo, sabemos que para cada z € R, la suma que define
f tiene a lo sumo uno o dos términos no nulos. Dado N > 0, si |z| > N, la funcién se
reduce a

@)=Y cihla —n),

lz|>N

la cual tiende a cero cuando N tiende a infinito por ser las colas de una serie convergente,
luego limy,| o0 f(2) = 0. H
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Definicién 4.16. (16, pdg. 201]) Sea g € L'(R), es decir, g es una funcion integrable en
el sentido de Lebesque en R. La transformada de Fourier de g se define como la funcion
g :R — C dada por

A(f)—i/m (r)e " dr, E€R
[ —\/%_Oogxe x, .

Previo al enunciado del teorema que nos garantiza la existencia de funciones que
no son la transformada de Fourier de ninguna funcién integrable, es necesario para su
demostracion estudiar la férmula de sumacién de Poisson (ver [4]).

Teorema 4.17. (férmula de sumacion de Poisson)
Sea f : R — C una funcion cumpliendo las hipotesis de la definicion anterior. Entonces

se cumple que
Z f(n) =v2r Z F(2mn

donde f(g) es la transformada de Fourier de f.

Demostracion.
Consideramos la funcién F' definida como

o0
=Y flw+k),
k=—00
la cual es 1-periddica. Por lo tanto, admite una expresion en serie de Fourier como
[ee]
— 2 dn€27rmx’
n=—oo

donde los coeficientes de Fourier d,, vienen dados por

1
d, :/ F(z)e ™™ g, :/ ( Z flx + k) ) AT
0

k=—o00
Z / f Jf—l-k? —27r2nmd
k=—o00

Hemos podido intercambiar la serie con la integral debido a que ), f(z + k) converge
absolutamente ya que f es integrable. Realizamos el cambio de variable s = x 4 k, de
modo que cuando z recorre [0, 1], ¢ recorre [k, k + 1]. Asi,

et k+1 oo k+1

dn _ Z f( ) —2min(s— k)ds _ Z f( ) —2mins 27rznkd )
k=—o0 k k=—oc0 k
Como e*™™* = 1 para n, k € Z, se obtiene que

k+1 +o0 )
_ Z / f 727rznsd8 . / f(8)€727rznsd8.

k=—00
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Por lo tanto, la serie de Fourier de F' es

F(x) = i ( +OO f(3)6—27rinsds> p2mine.

n=—oo

En particular, evaluando en x = 0 se obtiene que

FO) = Y s = 3 [ s as

n=-—oo n=—oo "

Finalmente, usando la definiciéon de la transformada de Fourier se llega a que

- (s)e 2™"5ds = \/ﬁf(?ﬂn)

Por lo tanto,
Z f(n)=+v2r Z f(27rn),
lo que concluye la demostracion de la formula de sumacién de Poisson. O]

Teniendo esto en cuenta, pasamos al enunciado del teorema principal de esta ultima
seccion.

Teorema 4.18. La funcion f, definida en (4.3), no es la transformada de Fourier de
ninguna funcion integrable Lebesque.

Demostracion.
Suponemos que F' es una funcién integrable en el sentido de Lebesgue que cumple que

f(x) = /+OO F(t)e "™ dt, x¢cR.

e}

El factor lo consideraremos dentro de F' para agilizar los calculos. Definimos ahora

1
V2T
la siguiente funcién:

g(t) := i F(t+2mm), teR.

m=—0oQ

Como F' es integrable Lebesgue, g esta bien definida para casi todo t, pues la suma
Yo |F(t+2mm)| es finita para casi todo ¢, porque sino fuese asi, la integral de F

seria infinita. Ademads, g es periédica de periodo 2w, ya que tras hacer un cambio de
variable [ = m + 1 y por la férmula de sumacién de Poisson (teorema 4.17), se sigue que

g(t+2m) = i F(t+2m+2mm) = i F(t+ (m+1)2m)
= i F(t+2rnl) = g(t).
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También de la integrabilidad de F', obtenemos que

/ﬂ|( )| dt = /yz (t 4 2mm)|dt < Z/ F(t+ 2mm)| dt

- m=—00 m=—00

- [ 1re < .

por lo que g pertenece a L!([—n,n]). Ahora, observamos que

—+00
1 " —int o 1 —int
py _ﬁg(t)e dt = by Z / (t+2mm)e """ dt

m=—00

R
=5 Z / (t 4 2mm)e” 2™ gy
T

1 [t ; 1
= —/ F(t)e ™ dt = — f(n)
e 2
=L S b= Zh0) =
= o Cehni\n = o = Cp.

k=—o00

En otras palabras, los valores ¢, son los coeficientes de Fourier de la funcién g, que es
integrable en el sentido de Lebesgue, lo cual es contradictorio, pues en este caso los ¢,
serian los coeficientes de Fourier de una funcién integrable en el sentido de Lebesgue. Este
hecho establece que F' no puede ser la transformada de Fourier de una funcion integrable
en el sentido de Lebesgue.

O
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Conclusiones

Este trabajo ha sido un recorrido por algunos de los contracjemplos mas sorprendentes
y reveladores del andlisis matematico. Lejos de ser simples rarezas, estos ejemplos nos han
permitido ver con claridad que muchas afirmaciones que parecen evidentes no siempre se
cumplen. Empezamos estudiando funciones como la de Weierstrass, que es continua en
todos los puntos pero no derivable en ninguno, lo cual choca con la intuicién que solemos
tener sobre las funciones continuas y derivables. Mas adelante, vimos casos como el de
funciones no mondétonas en ningun intervalo o funciones que, a pesar de tener derivada
positiva casi en todo su dominio, no son crecientes.

Una de las ideas mas interesantes que ha surgido a lo largo del trabajo es cémo ciertas
funciones, como la de Cantor o la de Thomae, se reutilizan para construir otros con-
traejemplos que rompen con propiedades clasicas: desde funciones sin extremos relativos
hasta funciones con derivada positiva en casi todo punto pero sin ser crecientes en ningin
subintervalo de su dominio. También se ve un ejemplo que parece contradecir el teorema
de derivacién bajo el signo integral. En la ultima parte, al adentrarnos en las series de
Fourier, vimos cémo incluso en contextos muy estructurados aparecen comportamientos
inesperados. En conjunto, estos ejemplos no solo nos ayudan a entender mejor los resul-
tados del andlisis, sino que también nos ensenan a pensar con mas cuidado y profundidad
sobre lo que realmente significan sus hipétesis.
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