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RESUMEN

Los exponentes de Lyapunov miden el ritmo exponencial con el que dos trayectorias
infinitesimalmente proximas se separan con el tiempo en un sistema dinamico. En este
trabajo se presenta un estudio conciso de los exponentes caracteristicos de Lyapunov,

desde su definiciéon para sistemas lineales hasta su extension a sistemas no lineales.
Ademas, se describen dos métodos numéricos para calcularlos basados en las

factorizaciones QR y SVD, y se implementan en MATLAB, comparéandolos en términos
de precision empleando diferentes sistemas lineales. Por tltimo, se utiliza el método QR

para estudiar como la variacion de los parametros del atractor de Lorenz afecta a los

exponentes de Lyapunov con el fin de caracterizar la presencia o ausencia de caos.

Palabras clave: Exponentes de Lyapunov, sistemas de ecuaciones diferenciales,
factorizacion QR, descomposicion SVD.

ABSTRACT
Lyapunov exponents measure the exponential rate at which two infinitesimally close
trajectories diverge over time in a dynamical system. This work presents a concise study
of Lyapunov characteristic exponents, from their definition for linear systems to their
extension to nonlinear systems. Additionally, two numerical methods for computing
them, based on QR and SVD factorizations, are described and implemented in MATLAB,
comparing their accuracy across various linear systems. Finally, the QR method is
employed to examine how variations in the Lorenz attractor’s parameters affect the
Lyapunov exponents, with the aim of characterizing the presence or absence of chaos.

Keywords: Lyapunov exponents, systems of differential equations, QR factorization,
SVD decomposition.

I11



vV



INDICE GENERAL

1 Conceptos previos

1.1 Ecuaciones diferenciales lineales . . . . . . . . . . . . ... .. ... ..
1.2 Normas matriciales inducidas . . . . . . . . . ...
1.2.1 Equivalencia de normas . . . . . . ... ... L.

1.3 Limites superiores e inferiores . . . . . . .. ... ... 0oL

Exponentes de Lyapunov

2.1 Definicion clésica . . . . . . ... e

2.2 Una definicién mas formal . . . . . . . . . . ...
2.2.1 Exponentes de Lyapunov de matrices . . . . . . . .. ... ... ..
2.2.2  Exponentes de Lyapunov de ecuaciones diferenciales lineales

2.3 Regularidad de ecuaciones diferenciales lineales . . . . .. ... ... ...
2.3.1 Reduccion a un sistema triangular superior . . . . . . . ... ...
2.3.2 Caracterizaciones de la regularidad . . . . . .. ... ... ... ..

24 Sistemas no lineales . . . . . . . ...
2.4.1 La ecuacién variacional . . . . . . . . ... ...
2.4.2 Relacion con los exponentes de Lyapunov . . . . . .. .. ... ...

2.4.3 El teorema multiplicativo de Oseledec . . . . . . . . . ... ... ..

Computacién

3.1 Método QR continuo . . . . . . . ...
3.1.1 Descripcion del método . . . . . . . ..o
3.1.2 Implementacion . . . . . . . . . ..
3.1.3 Paso adaptativo . . . . . .. .. Lo

3.2 Meétodo SVD continuo . . . . . .. ..
3.2.1  Algoritmo SVD continuo . . . . . . ... ..o

ot Ot W o=

J

16
18
23
27
35
45
45
47
48



Resultados numéricos 67

4.1 Método QR . . . .. 67
4.1.1 Ejemplo1 . . .. .. 67
4.1.2 Ejemplo2 . . .. .. 69
4.1.3 Ejemplo3d . . . . . 70
414 Ejemplod . . .. o 71

4.2 Método SVD . . . oL 72
421 Ejemplo1 . . .. .. 72
422 Ejemplo2 . . . .. 74

4.3 El atractor de Lorenz . . . . . . . . . .. 76
4.3.1 Variaciéon de los parametros . . . . . . . . . .. ... 79
4.3.2 La‘“mariposa” de Lorenz . . . . . . . . .. ... ... ... .. 84

Conclusiones 87

Tableros de Butcher 89

A.1 Pareja 5-4 Dormand-Prince: DP5 . . . . . . . . . .. ... ... 89

A2 Esquema Runge-Kutta de orden 4: la regla 3/8RK38 . . . . . .. .. ... 90

Programas del método QR 91

B.1 Métododepasofijo . . . . . .. . ... 91

B.2 Métodos de paso variable . . . . . . ... 0oL 93
B.2.1 Cuadraturade p; . . . . .. . oo 93
B.2.2 Integracion numérica de p; . . . . . . ..o 96
B.2.3 Codigos para las graficas del atractor de Lorenz . . . . . .. .. .. 100

Programas del método SVD 103

C.1 Método con paso fijo . . . . . . . .. 103

C.2 Método de paso variable . . . . . . ... oo 106

VI



4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6
4.7

4.8

4.9

4.10

INDICE DE FIGURAS

Evolucion temporal de las aproximaciones para el Ejemplo 3 con el método

QR. o oo e

Evoluciéon temporal de las aproximaciones para el Ejemplo 4 con el método
QR (sistemanoregular). . . . . ... L
Evoluciéon temporal de las aproximaciones para el Ejemplo 1 con el método

SVD de paso fijo. . . . . . ..

Evoluciéon temporal de las aproximaciones para el Ejemplo 2 con el método

SVD de paso variable. . . . . . . ... ..

Evolucion temporal de las aproximaciones para el atractor de Lorenz con

métodos QR de paso variable. . . . . . . ... o Lo
Trayectoria del atractor de Lorenz para o =16, 5 =4.0y p=45.92. . . . .
Dependencia de las aproximaciones con el parametro [ para el atractor de
Lorenz. . . . . . . . . e

Trayectoria para el atractor de Lorenz con f = 0.133: A\; = —0.0002, Ay =
—0.0396, A3 = —4.4247. . . . ..

I

|
=
=}
@)
—_
=
>
(]

|

Trayectoria para el atractor de Lorenz con § = 0.139: \;
—0.1055, A3 = —4.37T85. . . . . .
Trayectoria para el atractor de Lorenz con f = 0.143265: Ay = 0.0257,
Ay =0.0001, A3 = —4.5261. . . . . . ..

74

78
79



4.11 Trayectoria para el atractor de Lorenz con § = 0.143566: A; = 0.0014
Ao = —0.0052, A3 = —4.4976. . . . . . ... 82

4.12 Trayectoria para el atractor de Lorenz con § = 0.143846: A\; = 0.0303
Ao = —0.0024, A3 = —4.5301. . . . . . .. 83

4.13 Trayectoria para el atractor de Lorenz con f = 0.148: A\; = 0.0662, Ay =
—0.0046, A3 = —4.5784. . . . .. 83

4.14 Trayectorias para el atractor de Lorenz con diferentes condiciones iniciales:

4.15 Trayectorias para el atractor de Lorenz con diferentes condiciones iniciales:

4.16 Trayectoria para la mariposa Lorenz: Ay = 0.8779, Ay = —0.0067, A3 =
—14.5047. . . e e e 85

VIII



4.1
4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7
4.8

INDICE DE TABLAS

Resultados del Ejemplo 1 con el método QR. . . . . . ... ... ... ...
Resultados del Ejemplo 2 con el método QR utilizando la matriz identidad
como condicion inicial. . . . ..o oL Lo
Resultados del Ejemplo 2 con el método QR utilizando una matriz aleatoria
generada con rand como condicién inicial. . . . . ... .00 L.
Resultados del Ejemplo 3 con el método QR utilizando una matriz aleatoria
generada con rand como condicién inicial. . . .. ..o 0oL
Resultados del Ejemplo 4 con el método QR (sistema no regular). . . . . .
Resultados del Ejemplo 1 con el método SVD de paso fijo. . . . .. .. ..
Resultados del Ejemplo 2 con el método SVD de paso variable. . . . . . . .
Resultados del atractor de Lorenz: Comparacion de los dos programas QR

de paso variable. . . . . ... ..

IX






INTRODUCCION

En 1892, el matematico ruso, Aleksandr Lyapunov, estudi6 en su tesis doctoral el pro-
blema de la estabilidad de las soluciones de ecuaciones diferenciales [1]. Tras su publicacion,
esta obra fue traducida al francés en 1907 bajo el titulo Problém Géneral de la Stabilité du
Mouvement; al ruso en 1949, y no fue hasta 1992 —un siglo después de su defensa— que se
tradujo por primera vez al inglés.

El objetivo principal de Lyapunov era estudiar la estabilidad asintoética de las soluciones
de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes dependientes del tiempo,
frente a pequenas perturbaciones en las condiciones iniciales. Para ello, introdujo una nue-
va herramienta, a la que denomin6 ntimeros caracteristicos, conocidos a dia de hoy como
exponentes de Lyapunov. Estos permiten caracterizar el ritmo de separacion de dos trayec-
torias infinitesimalmente cercanas.

En este trabajo vamos a realizar una introduccion teédrica del concepto de exponentes
de Lyapunov, presentando inicialmente la definicion clasica y, posteriormente, dando una
formalizacion mas general, siguiendo el enfoque axiomatico desarrollado por Barreira [2].
Esta formulacion permite tratar de manera unificada tanto sistemas dindmicos discretos
como continuos, caracterizando los exponentes de Lyapunov como funciones que verifican
una serie de propiedades fundamentales.

No obstante, en la mayoria de los sistemas dinamicos de interés, calcular analiticamente
los exponentes de Lyapunov resulta inviable, por lo que su aproximacién numérica se
vuelve indispensable. Con este objetivo, en esta memoria se desarrollan e implementan dos
métodos numeéricos basados, respectivamente, en la factorizacion QR y en la descomposicion
en valores singulares de matrices fundamentales de sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales, con el fin de aproximar dichos exponentes. Finalmente, se aplican estos métodos
a distintos sistemas, tanto lineales como no lineales, para probar su validez y precision.
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CAPITULO 1
CONCEPTOS PREVIOS

Antes de comenzar, conviene revisar algunos conceptos fundamentales sobre sistemas
de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden, ya que el calculo de los exponentes
de Lyapunov va a girar en torno a estos. Para ello, seguiremos los libros de Adrianova [3],
Perko [4] y Fernandez [5]. Introduciremos también otras herramientas bésicas, como las
normas matriciales inducidas y los limites superiores e inferiores de funciones, los cuales
van a estar presentes tanto en la definicién de los exponentes de Lyapunov asociados a
ecuaciones diferenciales lineales y como en el calculo de sus propiedades.

1.1 Ecuaciones diferenciales lineales

Sea J un intervalo de interior no vacio de R, x : J — R" una funcién vectorial con-
tinua de clase C*¥(J), con k > 1, y sea A : J — M, (R) una funcién matricial continua,
donde M,,(R) es el espacio de las matrices cuadradas de orden n con coeficientes reales.
Denominaremos sistema homogéneo al siguiente sistema lineal de ecuaciones diferenciales
de primer orden:

%= A(t)x (1.1)

donde hemos utilizado la notaciéon x = dx/dt.

Dados xg € R" y tg € J C R, resolver el problema de valor inicial asociado al sistema
homogéneo (1.1) consiste en hallar una funcion vectorial x(t) que sea derivable en J y que

satisfaga
x = A(t)x,
{ (1.2)
X

(tg) = Xp -
Es bien conocido el siguiente resultado de existencia y unicidad de solucién del problema
(1.2).
Teorema 1.1. Si A(t) es una funciéon matricial continua para todo t € J C R, el problema
de valor inicial (1.2) tiene una tnica solucion definida en todo el intervalo J.

Por otro lado, se tiene que x(t) es solucion del problema de valor inicial (1.2) en J C R,
con ty € J, si, y solamente si, x(¢) satisface la ecuacion integral

x(t) = xo + / A(s)x(s)ds,

to
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para cada t € J.

Denotemos ahora por S al conjunto de las soluciones del sistema homogéneo (1.1). Se
tiene que S es un espacio vectorial de dimension n. Podemos entonces encontrar un conjunto
de soluciones {x;(t),...,x,(t)} del sistema homogéneo (1.1) que formen una base de S.
En este caso, se tiene que {x;(to),...,X,(to)} forman, a su vez, una base de R". Ademas,
la solucion general del sistema homogéneo vendra dada, para cada t € J, por

x(t) = axi(t) + ... + cnxnl(), (1.3)
donde ¢q,...,c, € R.

Definiciéon 1.2. Consideremos n soluciones linealmente independientes del sistema homo-
géneo (1.1), x1(t),...,x,(t). Diremos que estas funciones forman un sistema fundamental
de soluciones, y llamaremos matriz fundamental del sistema a la matriz X (t) que tiene por
columnas a estas n soluciones independientes. Si ademas se verifica que X (t9) = I,,, con I,
la matriz identidad de orden n, la denominaremos matriz fundamental principal en ¢t = ,
y la denotaremos por ¥(t, ).

Sea X (t) una matriz fundamental del sistema homogéneo (1.1). Entonces, el conjunto
completo de soluciones del sistema viene dado por

X(t)c,
donde ¢ = (cy,...,¢,)T es un vector de R", pues
X(t)e=ax1(t) + ...+ cpxp(t).
Se tiene ademés que X (¢) verifica el sistema diferencial matricial
X =AM)X. (1.4)

Veamos el siguiente resultado que nos servira para caracterizar algunas propiedades de
X(t):

Teorema 1.3 (de Liouville). Sea X () una funcion matricial cuyas n columnas son solucio-
nes del sistema homogéneo (1.1). Entonces, el determinante de X (¢), det X (¢), es solucion
de la ecuacion diferencial escalar lineal homogénea

y = tr(At))y.
donde tr(A(t)) denota su traza. Por lo tanto,
t
det X (t) = det X (o) exp (/ tr(A(s)) ds) , (1.5)
to
para todo t € J, y para cada ty € J fijo.

Dada una matriz de soluciones, es condicion necesaria y suficiente para que X (t) sea
matriz fundamental de soluciones del sistema homogéneo (1.1) que exista un instante de
tiempo ty € J tal que det X (t9) # 0. Ademas, por (1.5), det X (¢) # 0 para todo t € J, si,
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y solamente si, det X (o) # 0 para algin to € J.

Por otro lado, se tiene que si X (¢) es una matriz fundamental del sistema homogéneo
(1.1), y C es una matriz cuadrada invertible, entonces, X (¢)C' es matriz de soluciones, pues
sus columnas son combinaciones lineales de las columnas de X (t); es decir, la columna j-
ésima de X (t)C' es combinacion lineal de x;(¢),...,x,(t) con coeficientes ¢;, . .., c,;, para
cada 7 =1,...,n.

Si C es invertible, entonces, det(X (t)C)) # 0, pues det X (t) # 0. Por lo tanto, X (¢)C
también es matriz fundamental del sistema; en otras palabras, el conjunto de las soluciones
de la ecuacion diferencial matricial (1.4) estan dadas por

{X()C: C € Mu(R)y detC # 0} .

En lo que sigue, consideraremos, sin pérdida de generalidad, que J = [0, +00) y que
to = 0, ya que estaremos interesados tnicamente en el comportamiento asintotico de las
soluciones para el estudio de los exponentes de Lyapunov. Denotaremos a la matriz fun-
damental principal en ¢y = 0 por V(¢); es decir, ¥(0) = [,. Entonces, si x(t;Xq) es la
tinica solucion del problema de valor inicial (1.2) definida para todo t > 0 que verifica que
x(0;x9) = X, con Xy € R", se tiene que

x(t;x0) = U(t)xq -
Recordemos, por ultimo, el siguiente resultado.

Lema 1.4 (Desigualdad de Gronwall). Sean to,t; € R tales que tg < t1; u,v : [to,t1] = R
dos funciones continuas con v(t) no negativa para todo t € [to, t1], y sea ¢ € R una constante
que verifican

u(t) < c+/ u(s)v(s)ds,

to

para todo t € [ty,t1]. Entonces, se tiene que

u(t) < cexp ( /t:v(s) ds> , (1.6)

para todo t € [to, t1].

1.2 Normas matriciales inducidas

A lo largo de este trabajo nos va a interesar caracterizar el comportamiento de las
soluciones de (1.1) en términos del tamafio de la matriz de coeficientes del sistema. Para
ello, vamos a considerar normas en el espacio de las matrices M,,(R).

Definicion 1.5. Comencemos recordando que una norma vectorial es una aplicacion ||| :
R™ — R que verifica las siguientes propiedades:

1. Para todo x € R", ||x|| > 0; v ||x|| = 0 si, y solo si, x = 0.

2. Para todo x vector de R™ y para todo escalar a € R se tiene que ||ax| = || ||x]|.

GUILLERMO MUNOZ HERNANDEZ
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3. Para cada par de vectores x e y de R", se verifica la desigualdad triangular:

I+ yll < [l + [yl -

Algunos ejemplos de normas en R" son la norma p,

1

Il = (Zm)

i=1
definida para todo p € [1,00), o la norma infinito,

Il = méax i .

Sea entonces A € M,,(R) una matriz cuadrada de orden n. Se puede extender de forma
natural el concepto de norma para el espacio de matrices M, (R). Sin embargo, de especial
interés serdn las normas matriciales que tienen en cuenta el operador lineal asociado a la
matriz.

Dada una norma vectorial ||-|| en R", se define la norma matricial inducida por ||| en
M, (R) de la siguiente manera:

|Al| = sup {% cx € R™\ {0}} =sup {||Ax]| : x € R", ||x|| = 1}. (1.7)

Esta norma mide la maxima expansién que A produce en cualquier vector de norma 1
bajo la norma dada. Para esta norma inducida se tienen las siguientes propiedades:

Proposiciéon 1.6. Sea ||-|| : R* — R una norma vectorial y ||| : M,(R) — R la norma
matricial inducida definida en (1.7). Entonces, se verifican las siguientes propiedades:

L. ||A|| = 0 para cada A € M, (R), y ||A|| = 0 si, y solo si, A = 0.
2. |[aAll = |a| ||A||, para cada A € M, (R) y a € R.

3. [|[A+ BJ| < ||All + || B]|, para cada A, B € M, (R).

4. ||Ax| < ||A]| |x]|, para cada A € M, (R) y cada x € R™.

5. [|AB]| < ||A|| ||B]], para cada A, B € M,(R).

6. ||4¥| < |A||", para cada A € M, (R), k € N.

7. ||[I,|| = 1, con I, € M, (R) la matriz identidad de orden n.

8. p(A) < ||AJ|, para cada A € M, (R), donde p(A) es el radio espectral de A, esto es,
el maximo de los modulos de los autovalores de A.

Algunas de las normas matriciales mas usadas en algebra numeérica son las normas p,
con p > 1. Por ejemplo, para p =1,

n
1Al = max > as]
=1

1<j<n “
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para p = 00,

1<i<n

n
1Al = méx Y gl
=1

y para p = 2,

[Ally = Vo (ATA),

donde (AT A) es el radio espectral de AT A, es decir, el autovalor de mayor modulo [6].

1.2.1 Equivalencia de normas

En espacios de dimension finita, todas las normas son equivalentes. Esto significa que,
dadas dos normas cualesquiera || - [lo y [/ - |3, existen constantes positivas ¢, ¢y > 0 tales
que

crlx[la < [Ix]ls < cof[x[[a,  para todo x € R™.

Por tanto, desde el punto de vista de la convergencia, da igual con qué normas vectoriales
en R" trabajemos, aunque sus propiedades geométricas puedan diferir.
Algunas desigualdades entre las normas vectoriales mas comunes son las siguientes:

1l < llx[l2 < [y < 7 l[x| -

En particular, en M,,(R), se traslada la equivalencia a las normas matriciales inducidas.
Si|-|la ¥l -llg son normas matriciales inducidas, entonces, existen constantes ¢}, ¢, > 0
tales que

AllAlla < | Allg < &l|Alla, para toda A € M, (R).

1.3 Limites superiores e inferiores

Como veremos mas adelante, la definicion de exponente de Lyapunov va a estar dada en
términos de limites superiores, lo que nos permitiré estudiar el comportamiento asintotico
ain cuando la funciéon dada no converja. Nos limitaremos a definir los limites superior e
inferior en el infinito, ya que son los que utilizaremos.

Definicion 1.7. Sea f : R — R una funcién continua. Se define el limite superior de f
cuando t tiende a 400 de la siguiente manera:

lim su t) = inf su t).
msup /(1) = o, sup 1)

De manera analoga, definimos el limite inferior de f como

liminf f(t) = sup inf f(¢).

t——4o0 M>0 t>M
Se verifican las siguientes propiedades [7]:

1. liminf f(¢) < limsup f(¢).

t—r+00 t—+oo

GUILLERMO MUNOZ HERNANDEZ
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. Sea g : R — R otra funcién continua. Si existen limsup,_,, . f(¢) y imsup,_,, . g(),
entonces, el limite superior satisface la subaditividad:

limsup (f(t) + g(t)) < limsup f(¢) + limsup g(t)

t——+o0 t——+o0 t——+o0

. De manera anéloga, si existen liminf; , ., f(¢) y liminf, .| g(t), entonces, el limite
inferior satisface la superaditividad:

liminf (f(t) + ¢g(¢)) > liminf f(¢) + lim inf g(¢)

t—-+o0 t—+o00 t——+o0

. Si existe un cierto ¢ty > 0 tal que f(t) < g(t) para todo t > t,, entonces,

liminf f () < li'erinfg(t) y limsup f(t) < limsup g(t)
—400

t—+o00 t—+o00 t—+00

. Ademas, si existe lim;_, ., f(t), entonces,

liminf f(¢) = limsup f(¢t) = lm f(¢).

t—4o00 t—400 t—4o00



CAPITULO 2
EXPONENTES DE LYAPUNOV

Uno de los principales intereses en el estudio de los sistemas dinamicos es analizar el
comportamiento de sus trayectorias a largo plazo y, en particular, analizar su estabilidad
frente a pequenas perturbaciones en las condiciones iniciales. En este contexto, los exponen-
tes de Lyapunov surgen como una herramienta fundamental para cuantificar la sensibilidad
de un sistema a dichas perturbaciones. Los exponentes de Lyapunov cuantifican el ritmo
con el que dos trayectorias infinitesimalmente cercanas inicialmente se separan, o se acer-
can, con el tiempo [8].

Sea €2 un abierto de R™ y f : {2 — R" una aplicaciéon derivable con derivadas continuas
y, por tanto, localmente lipschitziana. Para el estudio que vamos a realizar a lo largo de
este trabajo, estaremos interesados en sistemas dinamicos continuos y deterministas de la

forma
= £(x)
{ X(0) = xo. (2.1)

donde x : [0, +00) — R"; es decir, supondremos que su solucion esté definida, al menos,
en [0,400). Denotamos por x(t;xg) a la solucion del problema de valor inicial (2.1), y
asumiremos que esta tiene una trayectoria acotada. Algunas herramientas que sirven para
analizar el problema de valor inicial (2.1) estan basadas en la informaciéon espectral, es
decir, en el conjunto de exponentes de Lyapunov asociados al sistema variacional a lo largo
de la trayectoria x(;xo):

Y = Df(x(t;x0))Y,

donde Df(x(t;%¢)) es la matriz jacobiana de f evaluada a lo largo de la trayectoria x(t; xo)
para todo t > 0. Por ello, en lo que sigue, sin pérdida de generalidad, nos limitaremos a
estudiar el sistema lineal de ecuaciones diferenciales homogéneo:

x = A(t)x. (2.2)

2.1 Definicion clasica

Sean xp € R" y x : [0, 400) — R" la tnica solucion del sistema homogéneo x = A(¢)x,
con A : [0,400) = M, (R), que verifica que x(0) = xo. Sea X (¢) una matriz fundamental

7
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del sistema. Siguiendo la definicion cléasica que dio Lyapunov en su tesis [1], definimos las
siguientes cantidades:

A = limsup ~log [ X(Des]| , i=1,....m, (2.3)
t—+o00 t

donde e; es el i—ésimo vector de la base canénica. Cuando se minimiza la suma » . | \;
respecto a todas las matrices fundamentales posibles del sistema homogéneo (2.2), los
valores \; se denominan nimeros caracteristicos, o exponentes caracteristicos de Lyapunov
del sistema (ver [9]), y se dice que la matriz fundamental en la que se alcanza dicho minimo,
X (t), forma una base normal; o bien, que X (0) forma una base normal. Ademés, se suelen
ordenar los exponentes de Lyapunov como

M < <\

Naturalmente, podemos redefinir (2.3) en términos de la matriz fundamental principal
en tg = 0 [10]; esto es, si X(0) es una base normal, y denotamos por Xi,...,X, a sus
columnas, entonces, los exponentes caracteristicos de Lyapunov vienen dados por

1
i = h’msup;log IP(t)x;]| , i=1,...,n. (2.4)

t—+00

2.2 Una definicién mas formal

Como hemos comentado en la introduccion de este trabajo, en el libro de Luis Barrei-
ra 2] se desarrolla la teoria sobre los exponentes de Lyapunov procediendo inicialmente
de manera axiomatica, con la ventaja de que asi se pueden aislar algunas propiedades y
resultados que aparecen en diferentes problemas, pero que se pueden tratar de manera
unificada. Vamos a definir los exponentes de Lyapunov como funciones que verifican una
serie de propiedades y, posteriormente, daremos férmulas concretas para diferentes casos
y veremos que estas verifican las propiedades de la definiciéon axiomatica que damos a
continuacion, recuperando la expresion original dada por Lyapunov en el caso de sistemas
homogéneos.

Definicion 2.1. Sea A : R" — R U {—o0} una funcion, con n € N. Diremos que A es un
exponente de Lyapunov si verifica las siguientes propiedades:

1. Max) = A(x), para cada vector x € R™ y para cada escalar & € R con a # 0.
2. Mx+y) <mix{A(x),A(y)}, para cada par de vectores x,y € R".
3. A(0) = —oc.

Notese que el concepto de “exponente de Lyapunov” que acabamos de definir se refiere a
la funcion A, y no a algtn valor A(x) que pueda tomar esta. Notese también que la funcion
A puede tomar el valor —oo sobre vectores no nulos.

Estableceremos mas adelante la conexiéon entre estas dos definiciones de exponentes de
Lyapunov al comprobar que las funciones construidas a partir de soluciones del sistema
(como en la primera definicion) verifican los axiomas de la segunda, permitiendo asi re-
cuperar la definicion clésica como un caso particular dentro del marco axiomatico, el cual
nos permite estudiar sistemas mas generales.
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Proposicion 2.2. Si A : R" - RU {—o00} es un exponente de Lyapunov, entonces,
AXy+ o X)) < méx{A(X1),. -, A (X)),
para cualesquiera X1, ...,X,, € R" con m € N

Demostracion. Vamos a probar este resultado por induccion sobre el niimero de vectores m.
Para m = 2 es la propiedad 2 en la definiciéon de exponente de Lyapunov y, si lo suponemos
cierto para m — 1, se tiene lo siguiente:

AXi+ o X)) =AM+ X)) F X)
<max {ANx 4+ X1), A(%)}
< méx{mdx {A(x1), ..., A(Xp—1)}, AMxm) }

= max {A\(x1), ..., A(xm)}-
[

A partir de este razonamiento y por la definicion, se deduce también que el exponente de
Lyapunov de cualquier combinacién lineal de vectores esta acotado por el mayor exponente
de los vectores.

Corolario 2.3. Si A : R" — RU {—0o0} es un exponente de Lyapunov, entonces,
Marxy + .o+ X)) <max{A(xq),.. ., A(Xm)},

para cualesquiera aq,...,q,, € Ry xq,...,X,, € R", y para cada m € N.

Veamos algunas propiedades bésicas que se siguen de la definicion que acabamos de dar
de exponente de Lyapunov.

Teorema 2.4. Sea A un exponente de Lyapunov. Entonces, se verifican las siguientes
propiedades:

1. Siexisten x,y € R" tales que \(x) # A(y), entonces, se verifica la siguiente igualdad:
A(x +y) = max {A(x),A(y)} -

2. Si existen x1,...,X,, € R" con m < n, tales que A(x1), ... A(X,,) son distintos dos a
dos, entonces, se verifica que

A(Xy 4.+ X)) = mAx{A(X), ..., A(xXm) -

3. Siexisten xi,...,%,, € R\ {0} , tales que A(x1), ..., A(x,,) son distintos dos a dos,
entonces, X1, ...,X,, son linealmente independientes.

4. X\ puede tomar, a lo sumo, n valores distintos en R™ \ {0}.

Demostracion.

GUILLERMO MUNOZ HERNANDEZ
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1. Sean x,y € R" tales que A\(x) # A(y). Podemos suponer, sin pérdida de generalidad,

que A(x) < A(y). Entonces, por definicion de exponente de Lyapunov,
Ax +y) < mix {A(x), A(y)} = Aly)-

Asi pues, aplicando de nuevo la definicién, podemos construir la siguiente cadena de
desigualdades:

Ax+y) SAY) = Ay +x+ (=x)) S méx{A(x+y),Ax)} , (2.5)
pues A(—x) = A\(x), por definicién de exponente de Lyapunov. Si ocurriera que
méx {A(x +y),A(x)} = A(x),

entonces, siguiendo la cadena de desigualdades (2.5), llegariamos a que A\(y) < A(x),
lo que es absurdo pues va en contra de la hipdtesis de que A(x) < A(y). Ha de ser
entonces que

max {A(x +y),Ax)} = Ax+y),

de manera que todo son igualdades en (2.5) y queda que
Ax+y) = Ay) = max {A(x), A(y)}

como se queria probar.

. Sean xi,...,X, € R" y supongamos que A(x1),...A(x,,) son distintos dos a dos.

Veamos por induccion que
A(Xl "’ e + Xm) = m&ix {)‘(Xl)v s 7)‘(Xm)} .

El caso m = 2 esta probado en el apartado anterior. Supongamoslo cierto para m — 1.
Entonces,

AXp 4o+ Xpo1) = mAx{A(X1), o AMX1) F #E A (X))

pues hemos supuesto que A(X;),. .., A(X,,) son distintos dos a dos. Tenemos asi que
AX1 4+ - 4+ Xmo1) ¥ A(Xxy,) son distintos, luego podemos aplicar el caso para dos
vectores y obtener lo siguiente:

Axi+ 4+ %,) = AM(X1+ . Xn1) + X
= max{A(X; 4 + Xpo1), AXm) }
= max{mix {A(x1), ..., A(Xm-1)}, A(%n) }
— max{Ax1), . A(x) Y,

quedando asi probado lo que buscabamos.

. Sean xi,...,%X, € R"\ {0} tales que A(x1),...,A(X,,) son distintos dos a dos. Su-

pongamos, por reduccién al absurdo, que x1,...,X,, son linealmente dependientes.
Entonces, existen coeficientes aq, ..., a,, € R, no todos nulos, tales que

m
E O[ij =0.
j=1
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Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que aq, ..., a; son no nulos, con 1 <
k < m, y que el resto si lo son. Por lo tanto,

m k
E ;X5 = E ;X5 = 0,
j=1 7j=1

y, por definicién de exponente de Lyapunov, se tiene lo siguiente:

—00 = A0) =)\ (Zm: %’Xj> =A (i ajxj)

= mix {Mayx;)} = méx {Ax)} # —co,

llegando asi a una contradicciéon. Entonces, ha de ser que x1, ..., X,, son linealmente
independientes.

4. R™ es un espacio vectorial de dimension n, por lo que n es precisamente el maximo
nimero de vectores linealmente independientes que podemos obtener. Por lo tanto,
por el apartado anterior, A no puede tomar més de n valores distintos en R™ \ {0}.

]

Hemos probado con este teorema que el exponente de Lyapunov A : R" — R U {—o0}
toma, a lo sumo, n valores distintos en R™\ {0}. Sea r < n este nimero de valores distintos
y los denotamos por

M <. < A,

habiéndolos ordenado de manera creciente. Notese que, en general, puede darse que \; sea
—00. Ademés, podemos anadir \yg = —o0.

Nos va a ser de utilidad definir a continuaciéon una serie de subespacios de R" que van
a estar relacionados con los valores del exponente de Lyapunov.

Definiciéon 2.5. Consideremos, para cada ¢ = 1,...,r, el siguiente conjunto asociado al
i-ésimo valor distinto del exponente de Lyapunov, A;:

Ei = {X e R": )\(X) S )\Z} . (26)
Definimos E, = {0}.

Proposiciéon 2.6. El conjunto F; es un subespacio de R"™ para cada ¢ = 0,1,...,r, y se
tiene la siguiente cadena de contenciones:

{0}=E,CE C...CE =R". (2.7)

Demostracion. Veamos en primer lugar que estos conjuntos, asi definidos, son subespacios
vectoriales de R". Claramente, Ey lo es. Sea i € {1,...,r} fijo y sean x,y € F; de forma
que

AX) <Ay Ay) S A

GUILLERMO MUNOZ HERNANDEZ
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Tomamos dos escalares cualesquiera, «, f € R. Por la Definicién 2.1 de exponente de
Lyapunov, tenemos que

AMax + fy) <max{Aax), A\(fy)} = max {A\(x), A\(y)} <\

Entonces, ax + Sy € E;.

Sean ahora 1 <1 < j <r. Entonces, \; < \;, asi que para cada x € Fj,
)\(X) <\ < )\j,

luego x € Ej; es decir, E; C Ej. Ademas, como A toma los r valores distintos, existe un
cierto x; € R™ \ {0} tal que A(x;) = A\; > \;, de manera que x; € E; y x; ¢ E;, luego
E; # E;. Como 7 y j eran arbitrarios con la condicién de que 7 fuese estrictamente menor
que j, queda probada la cadena de contenciones del enunciado para 1 < i < 7 < r. Ademas,
claramente, Fy C FE; y, siguiendo un razonamiento similar al anterior, existe x; € R™\ {0}
tal que A(x1) = Ay, luego x; € Fy y Ey # Ei.

Por tltimo, se verifica que E, = R", pues A, es el mayor valor que toma el exponente
de Lyapunov, luego A(x) < A\, para cada x € R", y se tiene que x € F,..
O

Definiciéon 2.7. Se denomina filtracion de R™ a una coleccion de subespacios de R™
V=A{E;:i=0,1,...,7},

que satisface la propiedad (2.7). En caso de que la filtracion provenga del exponente de
Lyapunov A de la forma descrita en la Definicion 2.5, la llamaremos filtracion asociada a
Ay la denotaremos por V.

Definiciéon 2.8. Se denomina multiplicidad de \;, paracada: = 1,...,r, al siguiente valor:

A continuacién, vamos a caracterizar un exponente de Lyapunov en términos de una
filtracion mediante el siguiente teorema.

Teorema 2.9. Una funcion A : R — R U {—o0}, con A\(0) = —o0, es un exponente de
Lyapunov si, y solo si, existen r ntimeros reales \; < ... < A, con r < n, y una filtracion V
de R", tales que para cada i =1,...,7, y para cada x € E; \ F;_1, se tiene que A(x) = \;.
En tal caso, escribiremos V = V,.

Demostracion. Supongamos, en primer lugar, que A es un exponente de Lyapunov. Sabe-
mos que A toma 7 valores distintos sobre R™ \ {0}. Sean A\; < ... < A, estos valores y
consideremos la filtracion asociada al exponente de Lyapunov \:

V)\:{Eiii:(),l,...,r}.
Entonces, para cada i =1,...,r, y para cada x € E; \ E;_1, se tiene que

>\i—1 < )\(X) < )\z .
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Sin embargo, como A no puede tomar un valor intermedio, ha de ser que \(x) = \;.

Veamos ahora la otra implicacién. Sea A una funciéon tal que A\(0) = —oo, y sean
A1 < ... < A los distintos valores que toma la funciéon A, con r < n. Sea V la filtracion
verificando que A(x;) = A; six; € E; \ E;_1, paracadai=1,...,7 . Veamos que A cumple
las tres propiedades de la Definiciéon 2.1.

Notese que podemos escribir R™ como unién disjunta de los siguientes conjuntos:
Rn :EOU (El\EO) U (EQ\El) U...uU (Er\Erfl) ; (29)

y que, si x € E;, entonces, A\(x) < \; para cadai=1,...,7.

Seax € R"y a € R\ {0}. Six =0,
AMax) = A(x) =A(0) = —c0.
Si x # 0, por (2.9), existe un cierto i € {1,...,r} tal que x € E; \ E;_1, y por
tanto, A(x) = ;. Por otro lado, como E; es un subespacio vectorial de R", ax € E;. Sin

embargo, ax ¢ E;_; porque, en caso contrario, se tendrfa que x = a '(ax) € E;_4, lo
cual es absurdo. Como conclusion, ax € E; \ F;_1, lo que implica que

Aax) = A(x) = ;.
Sean ahora x,y € R"™. Si alguno de ellos, o los dos, es 0, entonces, trivialmente,
A(x +y) = max {A(x),A(y)} -

Six,y € R"\ {0}, existen4,j € {1,...,r} talesquex € E;\ E;_; ey € E;\ E;_;. Por
lo tanto,
Ax) =X v AMy) =2
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que A\; < ;. Como consecuencia, x,y € L} v,
como es subespacio vectorial, x +y € FE;, por lo que

Ax +y) <A =max {A(x), Ay)} -

Por dltimo, la tercera propiedad de la definicién es inmediata ya que hemos supuesto
que la funciéon A toma el valor —oo en 0, luego queda probado que la funciéon A es un
exponente de Lyapunov.

]

Resultara 1til, como veremos mas adelante, establecer una relacion entre las filtraciones
y ciertas bases de R".

Definicion 2.10. Sea B = {x1,...,X,} una base de R".

1. Diremos que B es normal respecto a una filtracion V = {Ey, E1, ..., E,.} si, para cada
1 =1,...,r, existe una base B; del subespacio F; formada por n; = dim E; vectores
de la base B.

2. Sea A un exponente de Lyapunov. Si una base B es normal respecto a la filtracion
V), diremos también que es normal respecto a A.

GUILLERMO MUNOZ HERNANDEZ
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3. Diremos que una base normal respecto a una filtracion V = {Ey, Ei,..., E,.} esta
ordenada si los vectores {xi,...,X,,} forman una base de E; para cadai=1,...,r.

En otras referencias, como [3] o [8], se realiza la siguiente definicién alternativa:

Definicién 2.11. Diremos que una base B = {x1,...,x,} de R" es normal respecto a un

exponente de Lyapunov A si
Do) <Ay,
i=1 i=1

para cualquier otra base B’ = {y1,...,y,} de R™
Se puede observar que la primera definiciéon de base normal implica la segunda.
Definicion 2.12. Sean x,y € R". Definimos el producto escalar usual en R™ como sigue:
(,): R*xR* — R
(xy) — xy)=2Xl 7w
Denotamos por d;; a la delta de Kronecker, que nos serviré para la siguiente definicion.

Definicion 2.13. Sean B = {xy,...,x,} v B = {y1,...,yn} dos bases de R". Diremos
que By B’ son duales si (x;, y;) = 0;;, para todo par de indices 7,7 =1,...,n.

Notese que, dada una base {x1,...,x,} de R", el conjunto de condiciones
<Xi7Yj>:5ij; izl,...,n

define, para cada j = 1,...,n fijo, un sistema de n ecuaciones con n incoégnitas para las
componentes de y;. La matriz de coeficientes tiene por columnas a los vectores de una
base, luego es invertible y el sistema tiene solucién tnica para cada j = 1,...,n; en otras
palabras, la base dual {y1,...,y,} de una base dada es tnica.

Definiciéon 2.14. Diremos que dos exponentes de Lyapunov A y p son duales si para cada
par de bases duales cualesquiera de R", B = {x3,...,x,} vy B' = {y1,...,yxa}, se verifica
lo siguiente:

Axi)+p(y;) >0, i=1,...,n.

Definicion 2.15. Se define el coeficiente de Grobman, o coeficiente de regularidad, de un
par de exponentes de Lyapunov duales (A, 1) como sigue:

YA\ @) = Bg}g@n méx {\(x;) + p(y:) :x; € By, € B, 1 <i<n}, (2.10)

donde el minimo se toma sobre cualquier par de bases duales B y B’ de R™.

Proposicién 2.16. El coeficiente de Grobman v de un par de exponentes de Lyapunov
duales (\, p) verifica las siguientes propiedades:

Loy(p, A) =~v(A 1)
2. 9(Ap) =0

Demostracion.
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1. La propiedad de dualidad de bases es simétrica, por lo tanto, de (2.10) se obtiene que
V(s A) = (A ).

2. Se sigue de la Definicion 2.14 de exponentes de Lyapunov duales.
m
A partir de estas definiciones, introducimos el concepto de regularidad de Lyapunov.

Definiciéon 2.17. Se dice que un par de exponentes de Lyapunov duales (A, i) es regular
en el sentido de Lyapunov si su coeficiente de Grobman es nulo; es decir, si y(A, u) = 0.

Si bien ahora puede parecer que se trata de una definiciéon abstracta, al final de este
capitulo daremos otro enfoque a la regularidad en el sentido de Lyapunov de los sistemas
de ecuaciones diferenciales lineales.

Vamos a enunciar a continuacion, sin demostrarlos, dos resultados que seran necesarios
para probar el Teorema 2.39. El primero trata sobre la existencia de un par de bases
duales normales asociadas a un par de exponentes de Lyapunov duales, (), 1), y el segundo
presenta algunas propiedades que presentan los pares de exponentes duales regulares. Sean
entonces

M <. < AN Y>>

los distintos valores que toman A y pu, respectivamente, en R™ \ {0}, con r,s < n. Con-
sideremos de nuevo los subespacios F; dados por la Definicién 2.5 para el exponente de
Lyapunov A, para cada ¢ = 1,...,r, y los correspondientes I} para el exponente p, para
cada 7 =1,...,s.

Vamos a considerar también los valores que toma el exponente A en R™\ {0}, contando
con sus respectivas multiplicidades, a los cuales denotaremos de la siguiente manera:

N < <A
obtenidos repitiendo cada valor distinto A; un nimero de veces igual a su multiplicidad, k;,
dada por (2.8), para cada ¢ = 1,...,r. De manera similar, denotamos por

)

a los valores que toma el exponente de Lyapunov dual p en R™ \ {0} repetidos con sus
multiplicidades.

Proposicion 2.18. Siempre podemos encontrar bases duales {x1,...,X,} vy {y1,.--,¥n}
de R™ que sean normales respecto a los exponentes de Lyapunov duales A y u, respectiva-
mente.

Teorema 2.19. Sea (A, ) un par de exponentes de Lyapunov duales. Entonces, (A, ) = 0
si, y solo si, para cualesquiera bases duales {xi,...,x,} e {y1,...,y.} de R" se verifica
que

)\(XJ‘FM(}Q)IO, 221,777,

Se tiene también que
N4, =0, i=1,...,n.

GUILLERMO MUNOZ HERNANDEZ
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Pueden encontrarse demostraciones de estos resultados en [2, Seccion 2.4].

Una vez que hemos establecido las propiedades que ha de cumplir una funcién para que
esta sea un exponente de Lyapunov y que hemos probado algunos resultados relacionados,
vamos a exponer dos ejemplos concretos de funciones que cumplen las propiedades de la
Definicién 2.1.

2.2.1 Exponentes de Lyapunov de matrices

Fijada ||-|| una norma en R™, para la matriz A € M,,(R) consideramos la norma ma-
tricial de A inducida por la norma vectorial:

a1 =sup {221 s € R\ (03} = sup (] x e el = 13
Sea {A;};2, una sucesién de matrices A; € M, (R), invertibles para cada i € N, y
definimos
Ai—l---Al , sii>1,
Ai = .
I, , sit=1.

En lo que sigue estaremos interesados en aquellas sucesiones {AZ-}?; que verifiquen que

hmsup log || A;l| < oc. (2.11)

1—00

Proposicion 2.20. Si la sucesion {A4;}.°, es tal que {||A;|/};2, esta acotada, entonces se
verifica la condicion (2.11).

Demostracion. Existe un cierto M > 1 tal que ||4;|| < M para cada i € N. Entonces,
aplicando las propiedades de la norma matricial inducida,

Slog Al = log |4y . Ayl < < log (Al A1) < % log(M™) < 2= log M,
para cada ¢ € N, luego
lim sup —log |4 ]| < llmsup logM log M < oc.
i—00 i—00
0
Asi pues, se define ahora la siguiente funcion:
A: R" — RU{-o0}
x  — Ax) —hmsup—logH.AXH six#0, (2.12)

1——+00

0 +— —00.

Proposicion 2.21. La funcién A definida en (2.12) es un exponente de Lyapunov, que
llamaremos exponente de Lyapunov asociado a la sucesion {A;};°,.
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Demostracion. En primer lugar, veamos que si x € R \ {0}, entonces, A\(x) < oo. Por
utilizar una norma matricial inducida, para cada ¢ € N

1 1 1 1
< log [ Ax]| < = Tog (LAl [Ix]l) < ~log [l Al + = log [Ix||
y, aplicando la condiciéon (2.11),

A(x) = hmsup log || A;x]|| < hmsup—log | Al < o0.

1—00

Veamos ahora que se verifican las tres propiedades de la Definicion 2.1:

1. Sean x € R" y a # 0. Si x = 0, entonces ax = 0 y se cumple. Si x # 0, entonces,

1
AMax) = limsup i log || A;ax|| = hmsup - (log || + log || Aix||) = A(x) .

i——+00 i——+00

2. Sean x,y € R" y k € N fijo. Aplicando la desigualdad triangular y las propiedades
de la norma matricial inducida,

1 1
E10g||Ak(X+Y)H = ElogHAkX%-AkYH
1
< o log([lAuxl| + Ay )
1 .
< o log(méx {2[|Aex]| 2| Aey1})

I

max{klogHA;c 2x||, log||Ak 2y||}

< max{sup—logH.A 2x|| , sup log||.A 2y|]}

por ser el logaritmo una funciéon estrictamente creciente y k fijo. Como k era arbitra-
rio, esto se verifica para cada k € N, luego

1 1 1
sup - log || Ai(x + y)|| < méx {sup —log || A; 2x|| , sup - log ||.A; 2y||} ,
i>k i>k i>k
para cada k € N. Por lo tanto,

1 1 1
]1€r>1f sup — logHA (x+y) < max{llgnf sup — logHA 2x|| 1nf sup—logH.A 2y\|}

>0 i>k

Como esto ultimo es, precisamente, la definicion de limite superior, aplicando la
definicién de exponente de Lyapunov, concluimos que

A(x +y) < mix {A(2x), A2y)} = mix Ax), A(y)} -

3. Por definicion, hemos puesto que A\(0) = —co.

GUILLERMO MUNOZ HERNANDEZ
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2.2.2 Exponentes de Lyapunov de ecuaciones diferenciales lineales

Pasamos ahora a considerar el caso de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales,
x = A(t)x, (2.13)

y, para ello, supongamos que A : [0,00) = M, (R) es una funciéon matricial continua tal
que

1 t
lim su -/ IA(s)]| ds < oo (2.14)
s t Jo

“+o0o
Notese que, de nuevo, si A es acotada, esta condicién se verifica, pues si

sup [|A(t)]| < +o0,
>0

entonces existe M > 0 tal que ||A(t)|| < M para cada t > 0. Asi pues, si t > 0,

1 [t M [t M
-/ ||A(s)||ds§—/ as= 24—
t t ), t

y, por lo tanto,

1 t
lim sup —/ |A(s)||ds < M .
t—o00 t 0

Sea ahora xy € R y consideremos el problema de valor inicial

x = A(t)x,
{ (2.15)
x(0) = X,

el cual tiene solucion unica definida en [0, +00).

Definicion 2.22. Sea x(;xp) la tnica solucién del problema de valor inicial (2.15). Se
define el exponente de Lyapunov A : R" — R U {—o0} asociado al sistema de ecuaciones
diferenciales lineales (2.13) como sigue:

A R — RU{—co}

1
Xg +— A(xg) = limsup i log [|x(t;%0)|| , sixg#0, (2.16)

t—+o00

0 — —.

Observacion 2.23. La funcion A definida en (2.16) esté bien definida para xo = 0 ya que
la tnica solucion del problema de valor inicial (2.15) que se anula en ¢y = 0 es la solucion
idénticamente nula para todo t > 0.

Observacion 2.24. Sea ¥(t) la matriz fundamental principal en ¢y = 0 del sistema homo-
géneo (2.13), y x(¢; x0) la tinica solucion definida para todo t > 0 que verifica que x(0) = xo.
Entonces, x(t;x0) = W(t)xo, luego el exponente de Lyapunov asociado al sistema se puede
escribir también como )
A(Xg) = limsup — log || W (¢)xo]| ,
t——+o00 t
para cada xo € R™\ {0}. De este moro, recuperamos la definicion clasica (2.4) para el caso
de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales.
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A continuacion, utilizaremos el Lema de Gronwall 1.4 para establecer una cota superior
de la solucién del problema de valor inicial (2.15), la cual nos sera de utilidad para demos-
trar que la funcion definida en (2.16) verifica las tres propiedades de la Definicion 2.1 de
exponente de Lyapunov.

Proposicion 2.25. Sea x(t;%() la tnica soluciéon del problema de valor inicial (2.15)
definida en [0, +00). Entonces, la siguiente desigualdad es cierta:

It o)l < ollesp ([ o)1 as)

Demostracion. La funcion x : [0, +00) — R es solucion del problema del valor inicial
(2.15) si, y solo si, lo es de la ecuacién integral

x(t;x0) —Xo—l—/A x(s;%g) ds t>0. (2.17)
Tomamos la norma a ambos lados de la igualdad (2.17) y aplicamos la desigualdad

triangular, que la norma matricial esta inducida por una norma vectorial, y que la norma
de la integral es menor o igual que la integral de la norma:

Ix(txo)l| < ||xO||+H / (s x0) ds

< ol + / 1 A(s) x(s: %0)]| ds

t
< ||Xo||+/O [AGs)| 1% (s;%0)][| ds .

Por tltimo, basta aplicar la desigualdad de Gronwall (1.6) con to = 0, t € [0, +00),
u(t) = ||x(t;x0) ||, v(t) = ||A®)|| v ¢ = ||Xol||, para obtener el resultado deseado:

It o)l < e [ 14901 ds).

Veamos entonces que la funciéon A\ asociada al sistema homogéneo es, en efecto, un
exponente de Lyapunov segin la Definicion 2.1.

]

Proposiciéon 2.26. La funcion A : R" — R U {—o0} asociada al sistema de ecuaciones
diferenciales lineales x = A(t)x definida por (2.16) es un exponente de Lyapunov.

Demostracion. Sea x(t;x) la tnica solucion del problema de valor inicial (2.15) definida
para todo t > 0 que verifica que x(0;%9) = Xg, y sea A la funcién definida en (2.16).
Veamos, en primer lugar, que \(xg) < oo. Aplicando la Proposicion 2.25, si t > 0,

1 1 t 1 ¢
Hlog (e <  (1os Imallexs ([ 1a@)1as) ) < 5 (ol + [ a1 as).
0 0

Entonces, tomando limites superiores,

t—o0 t—o0

1
A(xg) = limsup — ; log [|x(t; x0)|| < limsup — : (log 10| +/ | A(s |ds) < +o00,

GUILLERMO MUNOZ HERNANDEZ
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por la condicion (2.14).

Veamos ahora que se verifican las tres propiedades de la Definicion 2.1:
1. Seaax 0 yseaxg € R". Sixg =0, axg=0y
A(Xg) = AMaxg) = A(0).

Si xg # 0, sea x(t;Xg) la unica solucion del problema de valor inicial (2.15) definida
para todo t > 0. Entonces, ax(;xg) es solucion del sistema lineal homogéneo, pues
el conjunto de sus soluciones es un espacio vectorial, y ademés,

ax(0;x9) = axg .
Por lo tanto, por la unicidad de soluciones,
x(t; axg) = ax(t;xo) .
Entonces,

1 1
Maxg) = limsup - log ||x(t; axg)|| = limsup - log || x(¢; x0) ||
t—sto0 T t—to0 T

1 1
= timsup 7 (log || + log |x(t; xo) | ) = limsup ; log [x(t: xo) |
t—o00

t—o00

= A(Xo)-

2. Sean x(t;x0) € y(t;yo) la tnicas soluciones del problema de valor inicial definidas
para todo ¢ > 0 con x(0;xg) = X¢ € ¥(0;¥0) = yo, respectivamente. Entonces,

z(t;z0) = x(t;%0) +y(t;y0)

es la tnica solucion del problema con z(0;zy) = zg = Xg + Yo, luego

, 1
A(x(t;x0) +y(t;y0)) = Azo) = limsup n log ||z(t; zo) |

t—o00

) 1
= limsup - log ||x(t;%0) + y (¢ yo)|| -

t—o00 t

Ademés, para cada t > 0,

1 1
—log [[x(t;x0) + y(Lyo) | < —log([1x(t xo)ll + [ly (¢ o))
1 )
< T log(mix {2 [x(t:xo0) |2 Iy (t:v0)[1})

(1 1
< mix{{ log [2x(tx0)]  log 2y vl }

Entonces, haciendo un razonamiento anélogo al de la demostracion de la Proposicion
2.21, concluimos que

A(Xo + ¥o) < méx {A(2xg), A(2y0)} = max {\(x0), A(yo)} -
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3. Por definicién, A\(0) = —oo, pues x(¢;0) =0, t > 0.
U

Veamos ahora un primer ejemplo de exponente de Lyapunov asociado a un sistema
homogéneo:

Ejemplo 2.27. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales lineales de
primer orden:

T = —a,
(2.18)
By = [sin(log(t +1)) + cos(log(t + 1))] Ty,

definido para cada t > 0. Como las ecuaciones estan desacopladas, podemos obtener la
matriz fundamental principal en t = 0:
e! 0
U(t) =
( ) 0 e(tJrl) sin(log(t+1))

Para cada x¢ € R? \ {0}, definimos como en (2.16),

1 1
A(x0) = limsup - log ||x(t;x0)|| = lim sup = log || ¥ (¢)xo|| ,
t t—4o00 t

t——+o0

donde x(t;x0) es la tunica solucion de (2.18) definida para todo t > 0 que verifica que
x(0) = x¢. Considerando, por ejemplo, la norma euclidea, se tiene que

A(1,0)) = limsup%log(et) =1,

t——+o0

1
A((0,1)) = limsup ;(t + 1) |sinlog(t+1)| =1,

t——+o0

pues lim,_,  log(t + 1) = +o0 y limsup,_,, . sin(t) = 1. Sean ahora a,b # 0.

1 , 1 :
)\((a, b)) = limsup S log \/azedt 1 hRe2(tH) sinlog(t+1) — Jfm sup o log (b 62(t+1)s1nlog(t+1))

t——+o0 t——+o0

1 1 .
= limsup - log b + lim sup 5 log(e2tHDsinlos(t+1)y — 7

t——+o00 t——4o00

Como sabiamos, A solamente toma un nimero finito de valores; en este caso, —oo, —1
y 1.

Tras haber analizado este ejemplo, pasamos ahora a estudiar el exponente dual p del
exponente de Lyapunov A asociado a un sistema homogéneo de ecuaciones diferenciales
lineales de primer orden. Para ello, consideremos en primer lugar el siguiente problema de

valor inicial: . .
{ y = —-AMt)'y,
y

0) = Yo,

(2.19)

GUILLERMO MUNOZ HERNANDEZ
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dondey : [0, +00) — R™ es una funcion derivable, yo € R™ y A(t)7 es la traspuesta de A(t).
De nuevo, la solucion de este problema existe, es inica y esta definida en todo I = [0, +00).
Denominaremos sistema adjunto al sistema (2.19), y vamos a asociarle su correspondiente
exponente de Lyapunov p :

, 1 .
limsup - log ||y (t;y0)|| , si yo#0,
pyo) = ot @

—00 , sl yo=0.
donde y(¢;yo) es la tnica solucion del problema de valor inicial definida para todo t > 0
que verifica que y(0;yo) = yo.

Proposicion 2.28. Sea A : [0,00) — M,,(R) una funcién matricial continua. Entonces,
los exponentes de Lyapunov A y u asociados a los sistemas homogéneos

x=A(tx e y=—AWTy,
respectivamente, son duales en el sentido de la Definicion 2.14.

Demostracion. Consideremos dos vectores Xg,yo € R", con (xq, yo) = 1. Sean x(t;x¢) e
y(t;y0) las tnicas soluciones de los problemas (2.15) y (2.19), respectivamente, definidas
para todo ¢ > 0. Para simplificar la notacion, pondremos x(t) = x(t;x0) e y(t) = y(t; y0).
Entonces, para cada t > 0, se tiene lo siguiente:

(00, ¥0)) = (e), y(0) + {x(0), 3(0)) = (AWIx(0), y(2) + (x(1), ~AD)'y(1)).

Ahora, el producto escalar de dos vectores x e y, que los escribiremos como vectores
columna, es (x, y) = x'y, luego

(A()x(t), y(1) + (x(t), —A®)y(t)) =x()"A@) "y (t) —x(t)" At) y(t) = 0.

Por lo tanto,

y se tiene de este modo que

(x(t), y(t)) = (x(0), y(0)) = (x0, yo) =1,
Ahora, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

1= [(x(t), yO)] < [x®)I Iy @Il ,

para todo t > 0. Ademés, como

, 1 , 1
A(x0) + p(yo) = limsup - log ||x(t)|| + limsup —log ||y (¢)]
t—+oo t—stoo

i 1
> timsup - (log (1) + log Iy ()] )

t——+o0 t

= timsup - (log(Ix()] Iy(0)]))

t——4o00

> limsup % <log|<x(t), Y<t)>|>

t—+00

) 1
= limsup-logl =0,

t—+00
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concluimos que
A(xo) + p(yo) = 0.

Por tltimo, como para cada par de bases duales de R™, {x1,...,X,} e {y1,...,¥n}, se
tiene que (x;, y;) = 1, para cada i = 1,...,n, entonces,

A(xq) + plyi) =0,

para cada i =1,...,n, luego A\ y u son duales segtun la Definicion 2.14.

2.3 Regularidad de ecuaciones diferenciales lineales

Continuamos ahora con el estudio detallado de los exponentes de Lyapunov definidos a
partir de las soluciones de un sistema de ecuaciones diferencial lineales. En esta seccion, nos
centraremos en establecer ciertas cotas para el coeficiente de Grobman, que resultaran utiles
para demostrar varios resultados relacionados con la regularidad del sistema en el sentido
de Lyapunov. Conviene recordar que seguimos suponiendo que se cumple la condicién de
acotacion (2.14), la cual se verifica si la funcion matricial A(t) esté acotada para todo t > 0.

Definicion 2.29. Diremos que el sistema homogéneo de ecuaciones diferenciales lineales
% = A(t)x es regular en el sentido de Lyapunov si los exponentes \ y i asociados al sistema
homogéneo y a su sistema adjunto (2.19), respectivamente, son regulares en el sentido de
Lyapunov.

Originalmente, Lyapunov [1] denominé regulares a aquellos sistemas en los que el limite
superior que aparece en (2.16) es, en realidad, un limite. Ademas, en algunos textos, como
en [8], se denominan exponentes de Lyapunov ezactos a los valores obtenidos en tal caso,
A <...<A,conr<n.

Presentamos a continuacién un resultado que emplearemos en varias demostraciones a
lo largo de esta seccion:

Lema 2.30 (Desigualdad de Hadamard). Sea A una matriz cuadrada de orden n que tiene
por columnas a los vectores ay,...,a, € R". Entonces,

[det A] < [T llaull .
i=1

donde ||-]| denota la norma euclidea.

Demostracion. Si A es singular, se verifica la desigualdad, pues det A = 0. Supongamos
entonces que det A # 0, y denotemos por B a la matriz que tiene por columnas a los

vectores
a;

il

obtenida dividiendo cada columna de A por su norma. Entonces, por las propiedades de
los determinantes,
|det A] = (HHaM) |det B| .
i=1

GUILLERMO MUNOZ HERNANDEZ
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Por lo tanto, si vemos que |det B| < 1, habremos probado el resultado. Consideremos
la matriz C = BT B, y sean \i,...,\, sus valores propios. Como C es simétrica, estos
son reales por el Teorema Espectral. Ahora, como las columnas de B tienen norma uno, y
C = BT B, los elementos diagonales de C' son

C“:<bi7bi>:‘|bi”2:17 i:l’“_’n7

luego tr(C') = n. Entonces, por la desigualdad entre las medias aritmética y geométrica,

detC:ilj)\i§< ZA) (tr(c)>n:1”:1.

Finalmente, como det C' = (det B) , concluimos que |det B| < 1, y por tanto,

det A = (H ||a,~||) det B) < [ flail -
i=1 i=1

O

Teorema 2.31. Sean A\ y u dos exponentes de Lyapunov duales asociados a los sistemas
homogéneos x = A(t)x e y = —A(t)Ty, respectivamente, y sea y(\, 1) su coeficiente de
Grobman. Entonces, se verifica la siguiente desigualdad:

SO > [ll’msup% /O ttr(A(s))ds—liminf% /0 r(A®s)) ds].

n t—+oco t——+oo

Demostracion. Sea {x9,...,x°} una base de R". Para cada i = 1,...,n, sea Xx; (t; X?) la
tnica solucion del sistema homogéneo x = A(t)x definida para ¢t > 0 que verifica que

.0} _ 0
Xi(oyxi) =X,
de manera que el superindice 0 se utiliza para denotar el valor de la funcién en el instante
inicial. Entonces, la matriz X (t) que tiene por columnas a las funciones vectoriales

es matriz fundamental del sistema lineal homogéneo. Por el Teorema 1.3 de Liouville, para

todo t > 0, .
;12:—;((8)) = exp (/o tr(A(s)) ds> :

Ademas, la desigualdad de Hadamard indica que

det X (1)) < [T [Ix: ()

s (3x0)

[log!detX )| — log|det X ( )‘]

luego

1 t

—/ tr(A(s))ds =
t Jo

1
t
1
t

IN
—_

— |log (H i (t;%7) H) B IOg’detX(O)}]

Z log ||xi(t;x7) || — log|det X(O)!] :

Lt=1

~& | =
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Como |det X(0)| es constante, al tomar limites superiores queda lo siguiente:

I 1 —
limsup—/ trA(s)ds < limsupgiz:;log“xi(t;xg)“

t——+o0 0 t——+o0

< Z lim sup E log Hxl (tx))|| (2.20)

t
i—1 t——+o0

_ an:)\(x?),

por la subaditividad del limite superior.

Sea ahora {y?,...,y%} otra base de R" y, de manera andloga, definamos y; (t; y?), para
cada i = 1,...,n, como la tnica solucién del sistema adjunto y = —A(t)”y definida para
todo t > 0 con

yi(0;y)) =y7 .
A partir de la matriz fundamental Y (¢) construida usando las funciones y (), ..., y. (),

obtenemos del Teorema de Liouville que

de ! T
ﬁ = exp/0 tr (—A(s)") ds.

Entonces, como tr(A) = tr(A7) y tr(—A) = —tr(4),

1

t t
—/ tr(—A(s)") ds = ——/ tr(A(s)) ds.
t Jo t Jo
Ademas, si f(t) es una funcion escalar continua,

—liminf (f(t)) = Hmsup(—f(t)),

t—+o0 t—+o00

de modo que llegamos a la siguiente igualdad:

t

1 [ —1
lim sup — / tr (—A(s)") ds = limsup— [ tr(A(s))ds
t—+o0 0 t——+o0 0

(2.21)

t——+o0

1
= —liminf = [ tr(A(s))ds.
t Jo
Entonces, si hacemos un razonamiento analogo al caso anterior, pero esta vez con el

sistema adjunto y = —A(t)Ty, siendo p el exponente de Lyapunov asociado a este sistema,
dual de A, podemos acotar (2.21):

t——+o0

— lim inf %/0 tr(A(s)) ds < Z,u(y?). (2.22)

De este modo, llegamos a la siguiente desigualdad:

lim sup 1/0 tr(A(s)) ds — lim inf %/o tr(A(s)) ds < Z()\(X?) + u(y?))- (2.23)

t—+4o00 t—+00

GUILLERMO MUNOZ HERNANDEZ
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Ahora, por la Definicién 2.15, como

v(hp) =  min max {\(x)) +pu(y)) :x) € B, yl e B, 1<i<n},

donde el minimo se toma sobre todos los pares de bases duales de R", podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que dicho minimo se alcanza, precisamente, en las bases

B={xl,. .. x} vy B={y). .y}
que hemos definido; esto es,
YO 1) = mix {A(x7) + pu(y7) s 1< i<},
asi que

A7) +p(y?) < v\ ),
para cada x? € B, y? € B, 1 < i < n. Entonces,

i(A (x7) + u(y?)> < zn: YA 1) =n (A ). (2.24)

=1

Finalmente, a partir de las desigualdades (2.23) y (2.24) llegamos a la cota inferior
buscada para el coeficiente de Grobman:

o) > {limsupl /O " tr(A(s)) ds — liminf - /0 r(A®9)) ds}.

n t—+oo t—+oo
[

De este modo, hemos obtenido una cota inferior explicita para el coeficiente de Grobman
que habiamos definido en la Secciéon 2.2.

Observacion 2.32. Notese que la desigualdad

n n

lim sup 1/0 tr(A(s)) ds < Z AxY) = Z pV (2.25)

t—+o00

=1

obtenida con la ecuacion (2.20) en la demostracion del Teorema 2.31, siempre es cierta, sea
el sistema regular, o no.

Definicion 2.33. Diremos que una funciéon matricial A(t) esta temperada si
1 t+1
lim sup —/ |A(s)||ds =0. (2.26)
t——4o00 t t

Notese que la condiciéon (2.26) no depende de la norma matricial que usemos. Veamos,
por otro lado, que nos basta con pedir que la funcién matricial esté acotada para que esté
temperada.

Proposicion 2.34. Sea A : R — M,,(R) una funcién matricial acotada. Entonces, A(t)
estd temperada.
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Demostracion. Sea A(t) una funcion matricial acotada. Entonces, existe M > 0 tal que
A < M,

para todo ¢t > 0. Entonces,

1 t+1 1 t+1 M
—/ HA(S)Hdsg—/ Mds = —,
t ), t ), t

para cada t > 0, luego

1 t+1 M
lim sup —/ |A(s)||ds < limsup — = 0.
t t t——4o0 t

t—4o00

]

Denotemos ahora por a;;(t) a las entradas de A(t), paracadai,j =1,...,n,y definamos
las siguientes cantidades:

1 [ 1 [
a,; = lim inf —/ a;(s)ds , @a; =limsup —/ a;(s)ds .
to+oo t [ t—+o0 0

El siguiente resultado nos da una cota superior para el coeficiente de Grobman en
términos de estos valores.

Teorema 2.35. Sea A : [0, +00) — M,,(R) una funcién matricial continua y temperada, de
manera que A(t) es triangular superior para todo ¢ > 0. Sean también 7 y p los exponentes
de Lyapunov asociados al sistema lineal homogéneo (2.13) y a su sistema adjunto (2.19),
respectivamente. Entonces,

YA 3 (@ —ay). (2.27)

No se incluye aqui la demostracion de este Teorema ya que excede el propoésito de este
trabajo, pero lo enunciamos porque la cota (2.27) va a ser necesaria en la demostracion del
Teorema 2.39. Puede encontrarse una demostracion detallada en [2, pp. 73-77|.

2.3.1 Reduccién a un sistema triangular superior

A continuacién, demostraremos que, desde la perspectiva de la teoria de la regularidad,
es posible reducir siempre el sistema bajo estudio a otro cuya matriz de coeficientes sea
triangular superior.

Teorema 2.36. Sea A : [0,+00) — M, (R) una funcién matricial continua. Entonces,
dada una base ortonormal {x{,...,x%} de R", existe otra funcién matricial continua B :
[0, +00) = M, (R) que verifica lo siguiente:

1. B(t) es triangular superior para todo t > 0.

2. Existe una funcién matricial diferenciable y ortogonal U : [0, +00) — M, (R) tal que
las soluciones x (t;x°) e y (t;y°) de los problemas de valor inicial

{ x = Alt)x, { y = By,
x(0) = x°, y(0) = U0)~'x°,

satisfacen que x (¢;x%) = U(t)y (¢;y") para todo ¢t > 0, con x° € R".

GUILLERMO MUNOZ HERNANDEZ
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3. Las columnas de U(0) son, precisamente, los vectores de la base {x9,...,x%}.

Ademas, si la matriz de coeficientes A(t) esta temperada, entonces, la matriz ortogonal
U(t) puede elegirse de tal manera que B(t) esté temperada también.

Demostracion. Sea {x{,...,x%} una base ortonormal de R" y sean

{Xl(t;X(l)), . ,xn(t;xg)}

las tnicas soluciones de x = A(t)x definidas para todo ¢t > 0 que verifican que

Xi(O;X?) :x?, 1=1,...,n.
Con el fin de simplificar la notaciéon, pongamos x;(t) = x; (t; xg), paracadai=1,...,n,
y apliquemos el algoritmo de Gram-Schmidt a estas funciones para obtener una base orto-
normal del espacio de soluciones, {u;(t),...,un(t)}:
_ u,(?)
w(t) = xt), w(t) = = ;
[[as ()]
_ uy(t)
Up(t) = Xa(t) — (x2(1), wi(t)) wi(?), u(t) = = :
[z (t)]]
i (1)
W,(t) = xu(t) = ) (xu(t), w;(t)) w;(t) , w,(t) = =+
(0]
Entonces, para cada k = 1,...,n, ux(t) es combinacion lineal de las funciones vectoriales
xi(t), ..., xx(t), y
(wi(t), w;(t))y =065, 4,j=1,....n,
para todo ¢t > 0. Reciprocamente, x(t) es combinacion lineal de u;(t), ..., uk(t), para cada
=1,...,n:
xi(t) = [w@)w(t),
Xp(t) = (xa(t), w(t)) wi(t) + [0z (t)]| ua(t) |
n—1
Xn(t) = (%n (1), () w;(t) + [0 (£)]| wn(t) .
j=1
luego se tiene también que
(xi(t),uy(t)) =0, i<j, (2.28)

para todo t > 0.

Definamos ahora U(t) como la matriz que tiene por columnas a los vectores de esta
nueva base ortonormal, {u;(t),...,uy(t)}; es decir,

U(t)ezzuz(t), izl,...,n,
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para todo t > 0, donde e; es el i—ésimo vector de la base canénica. U(t) es una matriz
ortogonal para todo ¢ > 0, y las columnas de U(0) son los vectores de la base {x{,...,x%},
pues esta la habfamos tomado ortogonal. Ademés, la aplicacion

U: [0,400) — M,(R)
t —  U(t),

es diferenciable con U(t)e; = w;(t), para cada i = 1,...,n.
Sea ahora y(t) = U(t)"'x(t); es decir,

x(t) = U()y(t) . (2.29)

A su vez,

luego
Uty (t) + U0y (t) = AU -)y(t),
y, reordenando,
3() = (VO AQU) - U U®) y(0).

De este modo, hemos obtenido un sistema de ecuaciones diferenciales lineales para la
funcion y(t),
y =By,
con

B(t) =U®TAMU@) —U®)TU(?). (2.30)

Asi definida, B(t) es una funcién matricial continua por ser suma y producto de fun-
ciones continuas.

Sea ahora X (¢) la funcion matricial que tiene por columnas a las funciones x; (¢), . . ., x,(t)
que hemos definido al principio; es decir,

X(t)ezzxz(t), Zzl,,n

Como
{x},...,x)} = {x1(0),...,x,(0)}

es base de R™, las funciones {x;(t),...,x,(t)} son linealmente independientes. Por lo tanto,
asi definida, X (¢) es una matriz fundamental de soluciones del sistema homogéneo (2.13).
Definamos entonces, para todo t > 0,

Y(#)=U®)"X(t).
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Como U (t) es ortogonal, junto a la ecuacion (2.28), si j > i, se tiene
0 = (x(t),w(t) = (X(t)e;, Ult)e;) = (X(t)e,) Ult)e;
= e/ X)) U(t)e; = e/ X(O)"UMU ) U(t)e; = (U)X ()e;, €;)
= (Y(t)ei, €j) = Y(t),

para todo t > 0, luego Y (t) es triangular superior. Como consecuencia, Y (t) es triangular
superior también.

Derivamos ahora la expresion X (t) = U(t)Y (t) de manera analoga a como se ha hecho
anteriormente para obtener que

Y (t) = B(t)Y(t), paratodot>0. (2.31)
Notese que Y (t) tiene por columnas a los vectores

{y1(),..ya (O} ={UO) x1(t),...,U) xa(t) } -
Ademas,
det Y (t) = det(U(t)" X (t)) = det U(t) det X (t) = det X (¢) # 0,

por ser X (t) matriz fundamental y U(t) ortogonal. Entonces, Y (f) es una matriz funda-
mental de soluciones de la ecuacién y = B(t)y, por lo que es invertible, luego podemos
despejar en (2.31) para obtener que

~ Ahora, como Y (t) es invertible y triangular superior, su inversa también lo es, luego
Y (t) e Y(t)~! son triangulares superiores. Por lo tanto, concluimos que B(t) es también
triangular superior, quedando asi probada la primera parte del teorema.

Veamos ahora que si A(t) esta temperada, B(t) también lo va a estar. Supongamos
entonces que la matriz de coeficientes A(t) esta temperada. Como U(t) es ortogonal, se
sigue de (2.30) que

B(t)+ Bt)T = UWTARU®) —UD)TU@E)+U®TANTUR) —U®#)TU(1)

= UM (A®) + AWT) U®) —U®)TU) — UBTU(t)

= U@W)" (A@t)+A@®)T) U®) - % (U@®)TU())

= U@)T (A@t)+ A@®)T) U(t),
pues U(t)TU(t) = I, y su derivada es nula. Entonces,

B(t)+ B =U®)" (A@W)+AWM)T") U(1). (2.32)
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Ahora, para cada i,j = 1,...,n, y para cada t > 0, sean

bij(t) = (B(t)ej,ei) vy ay(t) = (A()u;(t), w(t)) .
Como B(t) es triangular superior, por la ecuacion (2.32) se tiene para cadai =1,..., n
que
<(B(t) + B(t)T)eZ-, ei> = <B(t)el, ei) + <B(t)Tei, ei>
= (B(t)e;, e;) +e] B(t)e;

= (B(t)e;, €;) + (e;, B(t)e;)

Por otro lado,

((Bt)+ Bt) )es, &) = (UM (A®) + A®))U(t)er, e;)

Como consecuencia,

bi(t) = ag(t) ,i=1,...,n, (2.33)
para todo t > 0. Ahora bien, si i # 7,

<(B(t) + B(t)T) e;, ei> = (B(t)ej, ;) + <B(t)Tej, ei> = b;;(t) + bji(t).
Por otro lado,

(B +BW) e, ey = (UM (AW +A®)",Ult)ey, e:)
= (A0 + AW w (1), Ult)er)
= (AW + AW wy(0), w)
= (AW 0, w(D) + (w(0), A@u®)

Por lo tanto,
bij(t) = a;;(t) +aj(t), sii>jg, (2.34)
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pues, por ser B(t) triangular superior, bj;(t) = 0si4 > j, para todo ¢t > 0. Ahora, si usamos
la norma euclidea de R", la desigualdad de Cauchy-Schwarz, y el hecho de que las funciones

u(t),...,u,(t), son ortonormales para todo ¢ > 0, obtenemos lo siguiente:
@] = [(A®w(t), wy ()] < JABOwO |, Ty ()ll; < 1A, (2.35)
para cada i,j = 1,...,n, con |[A(t), = max)x|,-1 [|A(t)x]|,- Entonces, tomando valores

absolutos en las ecuaciones (2.33) y (2.34), y aplicando la desigualdad triangular y la cota
(2.35), llegamos a que

|bi; ()] < lag; ()] + |az ()] < 2[AD, , &i=1,....,n.
De esta desigualdad se desprende que

méx [by;(t)] < 2| A®), ,

1<4,5<n

luego

I1B(t)]lo = méx Z bl < max [by;(t)] < 2n A0, ,

1<i<n

y, finalmente,

1t 1 [t
0 < limsup Z/ |B(s)|l, ds < 2n h’msup;/ |A(s)]|,ds =0,
t t

t—+o0 t——+o0

luego todo son igualdades. Concluimos entonces que si A(t) esté temperada, B(t) también
lo esta.
0

Este teorema muestra que, en el estudio de la regularidad en el sentido de Lyapunov,
podemos sustituir el sistema original por otro cuya matriz de coeficientes sea triangular
superior, aplicando una determinada transformaciéon mediante una matriz ortogonal. A
continuacion, demostraremos que dicha transformacién tampoco altera ni el exponente de
Lyapunov asociado al sistema original, ni su exponente dual .

Teorema 2.37. Consideramos los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales homogéneos
que aparecen descritos en el Teorema 2.36,

x=A(t)x e y=B(@)y, (2.36)
y sus sistemas adjuntos,
v=—At)'v y w=-B{t)"w. (2.37)

Entonces, los exponentes de Lyapunov A\; y Ay asociados a las ecuaciones (2.36) son
iguales. De la misma manera, los exponentes de Lyapunov duales de A\ y Ao, 1 v po,
asociados a los sistemas adjuntos (2.37), respectivamente, son también iguales. Como con-
secuencia, los coeficientes de Grobman, (A1, 1) y 7(Aa, 2) asociados a las ecuaciones
(2.36), son también idénticos.
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Demostracion. Consideremos los sistemas homogéneos de ecuaciones diferenciales lineales
(2.36), definidos como en el Teorema 2.36; es decir, donde B(t) es una matriz de coeficientes
triangular superior obtenida como sigue:

B(t) =U)TAMU(t) —U)TU(1), (2.38)
con U(t) ortogonal. Recordemos que teniamos las funciones {x;(),...,x,(t)}, tales que
x0)=x), i=1,...,n,

con {x{,...,x%} una base ortonormal de R". Ademas, las columnas de U(t) se obtienen
aplicando Gram-Schmidt a las funciones {x;(t),...,%,(t)}, y las soluciones de ambos pro-
blemas estan relacionadas por x(t) = U(t)y(t).

De manera similar, sean V(t; VO) y W(t; WO) las tnicas soluciones de los sistemas ad-
juntos (2.37), respectivamente, que verifican que

V(O; VO) =v’ y W(O; WO) =w'=U(0)v’,

y que de nuevo, para abreviar, las denotamos por v(t) = v(t;vo) y w(t) = w(t;wo).
Veamos que estas soluciones estan también relacionadas por v(t) = U(t)w(t). Trasponiendo
la ecuacion (2.38) obtenemos que

B(t)" = UMTAWTU() - DU (),
y, multiplicando por la izquierda por U(t) y por la derecha por U(¢)7T,
UtB®TU®)T = AT —U@)U@)T.
Derivando y aplicando esta relacion, tenemos lo siguiente:

d

(Utw() = Ut)yw(t) + U(t)w(t)

Es decir, U(t)w(t) verifica la ecuacion v = —A(t)Tv y, en t = 0,
U0)w(0) = U(0)w” = v°,

luego, por la unicidad de soluciones del problema de valor inicial, se tiene que
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para todo t > 0, como queriamos probar.

Veamos ahora que, como U (t) es ortogonal para todo ¢ > 0, los exponentes de Lyapunov
duales, Ao v o, asociados a las ecuaciones

Sea entonces x° € R™. Por la Definicién 2.1 de exponente de Lyapunov,

Y

A1 (XO) = lim sup % log Hx(t; XO)

t—4o00

donde X(t; XO) es la tnica solucion del sistema homogéneo x = A(t)x definida para todo
t > 0 con x(0;x°) = x°. Sea también y® = U(0)"x" y sea y(t;y°) la tunica solucion del
sistema y = B(t)y definida en t > 0, con y(0;y°) = y°.

Si ponemos, por simplificar, x(t) = X(t;xo) e y(t) = y(t;yo), por lo visto anterior-
mente, y(t) = U(t)"x(t) para todo ¢t > 0. Como U(t) es ortogonal,

[0 ™x@)|" = (U6 @), UOTx(t)) =x@)TTOTUEx() = (x(), x(1)) = [x®)]°,
luego, tomando raices cuadradas,

Iyl = [|[U@) =] = =1,

para todo t > 0, asi que

) 1 ) 1
Ao (") = lim sup - log [y (£)[] = lim sup & log [[x(£)[} = A (x") -

t——+o0

Entonces, como habiamos tomado una condicién inicial x° € R™ arbitraria, esto se

verifica para cada x° € R" y para cada y° € R" con y° = U(0)7x°, luego

A1 (X = A (Yo) )

)
para cada x’ € R™ y para cada y° = U(0)7x? es decir, los exponentes de Lyapunov
)

asociados a los sistemas homogéneos (2.36) son iguales. Un razonamiento analogo nos lleva

a que

n(v') = n(w’),
para cada v? € R™ y para cada w® = U(0)Tv?, luego los exponentes de Lyapunov asociados
a los sistemas adjuntos (2.37) son también iguales.

Por ultimo, veamos que U(t) y su traspuesta llevan bases duales en bases duales por
ser ortogonales. Sean entonces B = {xJ,...,x%} y B’ = {v?,...,v%} dos bases duales de
R™; esto es,

<X,?, V?> = 0;j,
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para cada par de indices 7,7 = 1,...,n. Por otro lado,

(UO)7,....U0)7<} = {y%....¥2)

{U0)"v],...,U0)" v} ={w),... . wi}

son bases de R™ por ser U(0) ortogonal. Ademas, preserva el producto escalar:
<y?, W? > = <U(0)x?, U(O)vg> = <X?, V?> = 0ij ,

para cada i,j = 1,...,n, luego efectivamente, son bases duales. Ademas, como habiamos
visto que
AL = Ay y H1 = p2,

y suponiendo, sin pérdida de generalidad, que el minimo de (A1, pt1) se alcanza precisa-
mente en las bases duales B = {x{,...,x%} y B/ = {¥?,...,v%} al igual que hicimos en
la. demostracion del Teorema 2.31, podemos concluir que v(Ay, p1) = (Mg, p2); es decir,
que los coeficientes de Grobman asociados a estas parejas de exponentes de Lyapunov son

iguales.
O

En conjunto, estos resultados muestran que, al estudiar la regularidad en el sentido
de Lyapunov de un sistema homogéneo de ecuaciones diferenciales lineales, es posible —y
conveniente— transformarlo en otro cuya matriz de coeficientes sea triangular superior, sin
alterar ni el exponente de Lyapunov asociado ni el coeficiente de Grobman.

Ademaés, esta reduccidon va a resultar fundamental de cara a la implementaciéon de
métodos numéricos. En particular, servira de base para justificar el método de factorizacion
QR continuo que desarrollaremos mas adelante con el objetivo de aproximar numéricamente
los valores que toma el exponente de Lyapunov asociado al sistema.

2.3.2 Caracterizaciones de la regularidad

En este apartado abordaremos una caracterizacion de los sistemas regulares, cuyo obje-
tivo final es justificar que, en el caso regular, los valores del exponente de Lyapunov asociado
pueden obtenerse directamente a partir de los elementos diagonales del sistema triangular.
Para ello, presentaremos un resultado clave que describe la regularidad en términos de la
tasa de crecimiento exponencial de volimenes, sin necesidad de hacer referencia al sistema
adjunto

y=—AM®"y.

Ademaés del libro de Barreira 2], hemos seguido también el articulo de Benettin [8].
Antes de continuar, introduzcamos la nociéon de volumen definido por un conjunto de
vectores:

Definiciéon 2.38. Sean x1,...,X; vectores de R", con k < n. Entonces, se define el k£ —
volumen del paralelepipedo

k
{Z&ixi cq; €[0,1], Vi = 1k}
=1
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de la siguiente manera:
Vol(xl, e ,xk) = +/det(BTB) ,

donde B es la matriz cuyas columnas son los vectores X, ..., Xy, esto es, B € M, 4, (R).

Recordemos también que un exponente de Lyapunov A : R” — RU {—oc0} toma r <n
valores distintos en R \ {0}, que denotamos por

M <...< A\,
o0, equivalentemente, pueden expresarse repetidos con sus respectivas multiplicidades como
/ !/
No< L <N

Ademaés, habiamos definido en (2.6) una familia de subespacios de R" asociados a cada
valor 7 de A, dados por

E,={xeR":Ax)< N}, i=1,...,n.

Teorema 2.39. Sea A : [0, +00) — M,,(R) una funcién matricial continua y temperada.
Entonces, son equivalentes las siguientes propiedades:

L. v(A, 1) = 0, es decir, el sistema homogéneo de ecuaciones diferenciales lineales x =
A(t)x es regular en el sentido de Lyapunov.

2. La siguiente igualdad es cierta:

T s

t
lim 1/ tr(A(s)) ds = Z(dim E; — dim Ei,l))\i = Z ki, (2.39)
0

t—+oo ¢ - -
=1 =1

donde k; es la multiplicidad de cada valor \;, para cada ¢ = 1,...,n, definida en
(2.8).

3. Sea B = {x{,...,x%} una base normal de R"”, y k& < n un cierto entero. Si denotamos,

para cada i = 1,...,n, por x;(t) a la tnica solucién de la ecuacion diferencial lineal

x = A(t)x definida para todo t > 0 que verifica que x;(0) = x?, entonces, el siguiente
limite existe: ]

tlg?o n log vol (x(t), ..., xk(t)). (2.40)

Demostracion. Supongamos, en primer lugar, que (A, x) = 0. Entonces, por el Teorema
2.31, que nos daba una cota inferior para el coeficiente de Grobman, obtenemos que

1 [ 1 [ 1 [
lim sup —/ tr(A(s)) ds = lim inf —/ tr(A(s)) ds = lim —/ tr(A(s))ds, (2.41)
t—+00 0 t—+o00 0 t—+oo t 0

por lo que el limite existe. Por otro lado, por la Proposiciéon 2.18 y por el Teorema 2.19,
existen bases duales B = {x{,...,x%} y B = {y?,...,y"} de R™ que satisfacen que

AxD) +p(y)) =0, i=1...,n. (2.42)
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Entonces, a raiz de la demostracion del Teorema 2.31, donde obtuvimos (2.20) y (2.22),
y junto a la existencia del limite (2.41), obtenemos la siguiente cadena de desigualdades:

T t—+oo

Yo n(?) < Jim %/O (A() ds < 3 M), (2.43)

De (2.42) se sigue que

=2 ny) =D A<,
i=1 i=1
luego en (2.43) son todo igualdades:

T

t n
lim 1/ tr(A(s)) ds = Z AxY) = Z(dim E;, —dim E; 1) \;,
0 i=1

t—+oo t —1
1=

va que la base {xY,...,x%} es normal, quedando asf probada la propiedad 2 del enunciado.

Supongamos ahora que el segundo apartado del enunciado es cierto; esto es, que se
verifica la igualdad (2.39), y sea {x!,...,x2} una base ortonormal de R". Consideramos
las matrices ortogonales U(t) del Teorema 2.36. La soluciéon x;(t) del sistema homogéneo
(2.13) definida para todo ¢t > 0 con x;(0) = x?, para cada i = 1,...,n, puede escribirse
como

x;(t) = U(t)y:(t),
donde y;(t) es solucion del sistema
7= B(t)y (2.44)

cony;(0) = U(0)Tx?, paracadai = 1,...,n,y B(t) es una matriz de coeficientes triangular
superior obtenida como en la demostraciéon del Teorema 2.36.

Como U(t) es ortogonal, se tiene, para cada k < n, que

vol(x1(t), ..., xx(t)) = vol(yi(t),...,yu(t)) . (2.45)

Ahora, como la matriz de coeficientes del sistema y = B(t)y es triangular superior,
la matriz Y (¢), que tiene por columnas a las funciones yi(t),...,y,(t), es una matriz
fundamental de soluciones del sistema (2.44), luego es solucion de Y = B(t)Y; por lo
tanto, también es triangular superior. Llamemos entonces Yi(t) a la matriz de tamano
n x k que tiene por columnas a las funciones y;(t),...,yx(t), para cada k = 1,...,n. Esta
matriz tiene todo ceros por debajo de la diagonal, pues esta formada por las k primeras
columnas de Y (). Entonces,

vol(y1(1). .-, y4(t)) = \/det (Yi())T Yi(1) . (2.46)
Como Yj(t) tiene todo ceros por debajo de la diagonal, podemos definir, para cada
k =1,...,n, las matrices cuadradas de tamano k X k, Yy(t), obtenidas tras eliminar las

n — k dltimas filas de ceros de Y(t). De este modo, se tiene que
V()" Yi(t) = Ya(t)" Yi(t). (2.47)
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Si denotamos por y;(t) a los elementos diagonales de Y (t), para cada i = 1,...,n,
usando que el determinante de una matriz y su traspuesta coinciden, y que el determinante
de una matriz triangular es el producto de sus elementos diagonales, llegamos a lo siguiente:

det(?k(t)T?k(t)):det(ffk@)T) det(ffk(t)> (det ) <Hy“ )2, (2.48)

para cada k = 1,...,n. Finalmente, juntando las expresiones (2.45), (2.46), (2.47) y (2.48),
obtenemos la siguiente igualdad para los volimenes:

k
vol(x1(t), ..., xx(t)) = H )|, k=1,....n. (2.49)

Ahora,
()| < ly: @I, i=1,....n,

para todo t > 0, luego

1 1
lim sup — log [y (1)] < limsup  log [y, (8)]| = A(¥?) (2.50)
t——+o00 t t—+o0 t
para cada ¢ = 1,...,n. Por otro lado,
vol(x1(t), ..., x,(t)) = |det X (2)] , (2.51)

y, como por el Teorema de Liouville, det X (¢) = det X (0) exp (f(f tr(A(s)) ds),

log vol(x(t), ..., %,(t)) = log|det X (0)| + /Ot tr(A(s)) ds.

Como habiamos supuesto que la Propiedad 2 era cierta y que la base {xJ,...,x%} era
normal,

1 o1t
tEeroo;logvol(Xl( ), Xy (t)) = lim —/O tr(A(s))ds = Z)\(X?). (2.52)
Ademas, como U(t) es ortogonal y x;(t) = U(t)y;(t),

M) =AGY) s i=1m,

y, usando la desigualdad (2.50), concluimos que

1 - 1
tkinooglogvol(xl( ), X (t)) = Z:)\(yz thsup—log lyai (t)] - (2.53)

i1 t——+o0

Por otro lado, por la igualdad (2.49) y por la subaditividad del limite superior, se sigue
que

1
tgglwglogvol(xl( ), Xa(t)) = tkin —Zlog lyii (B)] < thsup log |yii(t)| -
(2.54)
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Por lo tanto, comparando (2.53) y (2.54), concluimos que

1
tl}inooglogvol(xl( )y, Xp(t)) = tlgrn —Zlog lyii ()] = thsup—log lyai (1)) -
(2.55)
Veamos que, para cada i = 1,...,n, el limite
lim_— log |yi(0)
i3 toglyi(t)|
existe. Denotemos primeramente
, 1
B; = limsup - log |y (t)] ,
t——4o00 t
para cada i = 1,...,n. Sabemos, por (2.49) y (2.51), que
det [X (1) = [ [ lyas(0)]
i=1
luego, para cada ¢ =1,...,n, y para todo ¢t > 0,
1 1 1
n log [yii(t)] = 7 log |det X (1)[ — Z n ly;5(0)] - (2.56)

i

Dado € > 0, existe un instante de tiempo t. > 0 lo suficientemente grande de manera
que, para cada 7 =1,...,n,

1
- log ly;(t)] < B +¢,

para cada t > t., y, usando esta desigualdad en (2.56), se sigue que,

1 1
Jloglya()l > —log|det X(8)] — > (8 +2)
. ji . (2.57)
= Zlog |det X (t)] — tEerOO 7 log |det X (t)| + f; — (n — 1)e,

donde hemos usado que
b 11 det X(¢)| = U 11 1(xq (¢ t —En
ti>nolo¥ Og| ¢ ( )|_t*1§}>02 0g vo (Xl( )7"‘7XTL( )) - - Bia

lo cual se ha obtenido juntando (2.52) y (2.55). Si tomamos limites inferiores en (2.57),
podemos concluir que

1 1
lim inf —log [y ()] = £; = lmsup - log [ya(t)] ,

t—+00 t—+o00
para cada ¢ = 1,...,n, por lo que obtenemos la existencia del limite exacto:
lim —log lvu(O)| =6, i=1,...,n. (2.58)
t—+o0
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Entonces, el limite superior de cada sumando de (2.55) es, de hecho, un limite, por lo
que obtenemos finalmente que el limite

k
1 .1
tl}iﬂw—log vol(x1 (), ..., xx(t)) = thl}inoo;log |yii (2]

existe, para cada k =1,...,n, como queriamos comprobar.

Veamos, por ultimo, que la tercera propiedad implica la primera, viendo que se da la
igualdad en la cota (2.27). Consideremos de nuevo la matriz de coeficientes B(t) triangular
superior de la demostracion del Teorema 2.36. La matriz fundamental de soluciones Y ()
es solucién del sistema Y = B(t)Y, y, como es triangular superior, el término diagonal
1-ésimo tiene la siguiente forma:

yzz(t) - yzz(o) ef(f bii(s) ds s 1= 17 SR (2 (259>

donde b;(t) es la componente i-ésima de la diagonal de B(t), e y;;(0) es la componente
i-ésima de yV.

Por otro lado, a partir de (2.49), podemos obtener las siguientes expresiones:

yu ()] = vol(xu(t)),

B vol(xl(t),...,xi(t)) o
lyii(t)] = VOl(Xl(t),...,Xi_l(t))7 1=2,...1n.

Entonces, como hemos supuesto que, para cada k = 1,. .., n,los limites de los volimenes
(2.40) existen, y usando (2.59), se tiene que, para todo t > 0,

1 1 1 1 [t
210g(V01(X1(t))) = 7 loglyn(t)] = 5 log [y (0)] + Z/ bii(s)ds,
0

y
1 vol(x(t), ..., x;(t)) 1 1 1 /t
—lo =-lo “t =-1lo “O + - biiSdS,
para cada ¢ = 2,...,n. Por lo tanto, de aqui se sigue que los limites
i L [ bu(s)ds = 1im Dlogvol(xi(0)
Mg, buleds = lim G logvol((0)

(2.60)

1 t 1 | t,..., Zt .
lfm _/ bu(s)ds = lim _10g< vol (x (%) x;(t)) ) Ci—2.n.
0

también existen. Por lo tanto, como A(t) estd temperada, B(t) también lo esta por el
Teorema 2.36 y, como es triangular superior, se verifica la desigualdad (2.27) del Teorema
2.35, la cual nos daba una cota superior para el coeficiente de Grobman. Finalmente, como
los limites (2.60) existen, y v(A, 1) > 0, se da la igualdad en (2.27), luego (A, u) = 0.

0
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Ahora, para una funcion matricial temperada A : [0, +00) — M, (R), se deduce de la
propiedad 3 del Teorema 2.39 que, si el sistema homogéneo x = A(t)x es regular, y x(t)
es la tnica solucion definida para todo t > 0 que satisface la condicién inicial x(0) = x°,
entonces, el limite

1
lim —log ||x(t)]] (2.61)

t—+oo t

existe para cada xy € R".

En el siguiente resultado, que es una consecuencia del Teorema 2.39, estableceremos no
solo esta propiedad, sino también otra que sera fundamental para justificar uno de los mé-
todos numéricos que presentaremos en el siguiente capitulo para aproximar los exponentes
de Lyapunov. Algunas partes de la demostracion han sido obtenidas de [8].

Corolario 2.40. Los distintos valores que toma el exponente de Lyapunov A asociado
a un sistema de ecuaciones diferenciales lineales regular, x = A(t)x, repetidos con sus
respectivas multiplicidades, se pueden obtener de la siguiente manera:

1 t
)\/ = lim - b”(S) dS,

)
t—oo t 0

donde b;;(t) son, para cadai = 1,...,n, las entradas diagonales de la matriz de coeficientes
triangular superior B(t) obtenida en (2.30). Ademés, si el sistema es regular, entonces, para
cada x” € R”, el limite (2.61) existe, donde x(¢) es la tnica solucién del sistema definida
para todo ¢ > 0 que verifica que x(0) = x°.

Demostracion. Sea {x?,...,x%} una base normal respecto del exponente de Lyapunov A
asociado al sistema del enunciado. Sea X (¢) la matriz fundamental que tiene por columnas
a las tinicas soluciones x;(t) del sistema, definidas para todo ¢ > 0, que verifican que x;(0) =
x?, para cada i = 1,...,n. Por lo visto anteriormente, podemos obtener la factorizacion
X(t) = U(t)Y(t), donde U(t) es una matriz ortogonal, e Y (¢) es triangular superior que
es, ademés, matriz fundamental del sistema y = B(t)y, con B(t) triangular superior y
dada por (2.30). Como hemos visto en la demostracion del Teorema 2.39, los elementos
diagonales de Y'(t) vienen dados por

yu(t) = y“(()) efot bii(s)ds
Sea entonces

1 I
Bi= lim —logly;(t)| = lim —/ bii(s) ds, (2.62)
t—+oo t 0

t—+oo t

limite que existe por (2.58) si el sistema x = A(t)x es regular.

Sean {ey,...,e,} los vectores de la base canonica. Como U(t) es ortogonal para todo
t>0,
%@l = [X@)eill = [[Y (W)eill = lly: (D) = lyai(t)] (2.63)
para cada i = 1,...,n. Como consecuencia, tomando limites superiores en (2.63),

1 1 1
/\(XQ) = limsup - log || X (¢t)e;|| > limsup = log |y;;(t)| = lim —log|y;(t)| = 5;, (2.64)
t t—+oo t t—+o0o {

)
t——+o00
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paracadat=1,...,n.

Por otro lado, de la demostracion del Teorema 2.39, tenfamos los siguientes resultados:

i, log 9 X0 = i3 3 gl = 3 i gl (265)

Y ‘ n
i % log det. X (1) = lim_ % /0 tr(A(s)) ds = 2; A, (2.66)
pues el sistema es regular y la base {x!,...,x%} es normal respecto de A. Juntando (2.62),

(2.65) y (2.66), obtenemos que

> 8= A,
i=1 i=1
o equivalentemente,
Z(A(X?) - ﬁz) ~0. (2.67)
i=1

Como (2.64) asegura que f; < )\(X?), para cada i = 1,...,n, tenemos en (2.67) una
suma de términos no negativos que es igual a cero, luego necesariamente, ha de verificarse
que

Bi = AMx7), (2.68)
para cada ¢ =1,...,n, y, como la base es normal, /\(xg) = X, luego
1 t
A; = lim —/b”(s)ds, i=1,...,n,
t=+oo T Jy
como queriamos comprobar.
Veamos también que, para cada ¢ = 1,...,n, existe el limite

1
lim_~log [xi(t)]| = X.

t—4o00

Si tomamos limites inferiores en (2.63) y usamos la igualdad (2.68),

1 1 1 1
lim inf —log [|x;(t)[| = lfm inf - log [y:s(1)| = 1~ log lyi(t)] = h;filfip;log =i ()]
(2.69)
y, como también se verifica que
liminf © log [x,(1)]| < imsup © log (1)
iminf — log ||x; < lim sup - log ||x; )
e 708 t—>+oop 8

para cada i = 1,...,n, se da la igualdad en (2.69), por lo que el limite

1
lim = log ||x;(¢)]]

t——+oo ¢
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existe para cadai=1,...,n.

Por ultimo, a partir de este tltimo resultado, veamos la existencia del limite

o1
Jimlog [x(1)]

con x(t) la tnica solucion del sistema %X = A(t)x definida para todo ¢ > 0 que verifica que
x(0) = x°, donde

n

x! = E a; Xy

=1

con ay,...,a, € R. Como sabemos que el exponente de Lyapunov \ asociado al sistema
toma r valores distintos en R \ {0}, con r < n, existe un cierto ig € {1,...,r} de manera
que
1
A(x%) = limsup - log |x(¢)]| = Ay, -
t——4o00 t
Equivalentemente, existe un ¢ € {1,...,n} de manera que

AXY) = Ax)) =X = Ay,
por lo que podemos hacer un razonamiento anélogo al anterior para concluir que el limite

1
lim - log [|x(t)]

t——+oo ¢

existe.

]

Los resultados que hemos desarrollado en este apartado van a ser fundamentales para
justificar uno de los métodos numéricos que vamos a emplear para aproximar los distintos
valores que toma el exponente de Lyapunov asociado a un sistema lineal de ecuaciones
diferenciales ordinarias, el cual va a estar basado en la factorizacion QR de una matriz fun-
damental del sistema, y que va a tratar de obtener estos valores a partir de los elementos
diagonales de la matriz de coeficientes de un sistema triangular superior.

Para cerrar esta seccion, veamos un ejemplo de un sistema no regular.

Ejemplo 2.41. Lyapunov present6 en su tesis [1] el siguiente sistema no regular:

. cos(log(t+1)) sin(log(t+1))
T ( sin(log(t + 1)) cos(log(t + 1)) ) x. (2.70)

La traza de la matriz de coeficientes es
tr(A(t)) = 2cos(log(t + 1)).

Calculemos su integral:

/Ot tr(A(s)) ds = /Ot 2cos(log(s + 1)) ds.
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Haciendo el cambio de variable u = log(s + 1) se tiene que
s=e"—1, s=0=u=log(l)=0,
ds =e"du, s=t=u=log(t+1).

Por lo tanto, aplicando integraciéon por partes tras el cambio,

u=log(t+1)

t log(t+1)
/o tr(A(s)) ds = 2/0 cos(u)e" du = e"(sin(u) + cos(u))

= (t+1)(sin(log(t + 1)) + cos(log(t+1))) — 1.

u=0

Ahora, usando la férmula del seno de la suma,

sin(u + 7/4) = sin(u) cos(m/4) 4 cos(u) sin(7/4) = —=(sin(u) + cos(u)) ,

Sl

podemos escribir
sin(log(t + 1)) + cos(log(t + 1)) = V2sin(log(t + 1) + 7/4) .

Por consiguiente, obtenemos que la integral de la traza es
t
/ tr(A(s)) ds = (¢ + 1)v2sin(log(t + 1)+ 7/4) — 1,
0
luego tenemos el limite

lim 1/0 tr(A(s)) ds = lim <¥\/§Sin(log(t +1)+7/4) — %) ,

t—+oo ¢ t——+o00

que no existe ya que log(t + 1) tiende a infinito cuando ¢ tiende a infinito, y el seno oscila
entre 1 y —1 indefinidamente. Por lo tanto, calculando los limites superior e inferior,

limsupl/t tr(A(s)) ds = V2 y liminf ! /t tr(A(s)) ds = —V2.

t—4o00 t—+oco t 0

Ahora, las funciones
e(t—i—l) sin(log(t+1)) e(t+1) cos(log(t+1))
Xl(t) = < e(t+1)sin(log(t+1)) ) y XQ(t) = ( _e(t+1)cos(log(t+1)) ) )
son soluciones del sistema (2.70) que verifican que

x10)=(1, D) =x; y x(0)=(1,-1)" =x,.

Entonces,

1 1
A(x1) = limsup n log ||x1 (%) ||, = lim sup Z‘(t +1) sin(log(t + 1))‘ =1,

t——+o0 t——+o0

up H(t + 1) sin(log (¢ + 1))‘ =1.

1
A(x2) = limsup n log ||x2(t)]|, = htril—f

t——+o0
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Como dice Lyapunov en su tesis |1, p. 563|, {x1, X2} forman una base normal, luego
se concluye que el sistema (2.70) tiene un tdnico exponente de Lyapunov, A\; = 1, de
multiplicidad 2. Esto se puede ver de manera intuitiva teniendo en cuenta que x;(t) y xa(t)
forman una base del espacio de soluciones, luego la soluciéon general es

x(t) = a1x1(t) + asxa(t) ,

con aj,as € R,y

1
lim sup i log ||x(t)]| =1,

t—+00

para cualesquiera aj, ay € R. Concluimos finalmente que la desigualdad (2.25) es estricta,
luego no se da la igualdad (2.39):

t—+o00

e -
lim sup —/ tr(A(s))ds = V2 < 2 = Z A7),
0 i=1

luego el sistema no es regular por el Teorema 2.39.

2.4 Sistemas no lineales

Tal y como se describe en el trabajo seminal de Oseledec, los exponentes de Lyapunov
ofrecen una forma significativa de caracterizar el comportamiento asintético de un sistema
dindmico no lineal [11]|. Hasta ahora, hemos considerado tinicamente sistemas homogéneos
de ecuaciones diferenciales lineales x = A(t)x, y hemos estudiado los exponentes de Lya-
punov asociados a estos. En esta ultima seccién vamos a justificar haber desarrollado la
teoria en torno a estos sistemas, relacionando los exponentes de Lyapunov de un sistema
no lineal con el exponente asociado a su ecuacién variacional.

2.4.1 La ecuacion variacional

Sea 2 un abierto de R™. Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales

auténomo,
x = f(x) ,
(2.71)
x(0) = xo ,

con f : 0 — R" una aplicacién derivable con derivadas continuas, y por tanto, localmente
Lipschitziana. Por el teorema de existencia y unicidad de soluciéon maximal sabemos que
su solucion esta definida en un intervalo abierto J(x) que contiene a ¢t = 0. El flujo de este
sistema es la aplicacion

o: DCRxQ — R"
(t,x0) — @(t,%0) = x(t;%0) ,

con D = {(t,x0) : Xg € Q,t € J(x0)}, y donde x(t;x¢) es la tnica solucion de (2.71) defi-
nida en J(xg) que verifica que x(0;x0) = Xq. Diremos que {2 es el espacio de fases, o el
espacio de estados, del flujo. Se tiene que ¢ es continua en x; y diferenciable en ¢, pues
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t — @(t,x9) = x(t;X0) no es mas que la curva solucién que pasa por xq [12].

Sea entonces x(t;xg) la tnica solucion de (2.71) definida para t > 0, y que verifica que
x(0;x¢) = Xo. Denotamos por

Df(x(t; xo)) ,

a la matriz Jacobiana de f evaluada en x(¢;x0) € R™. Como f € C*(Q), A(t) = Df (x(¢;%0))
es una familia continua de matrices de orden n.

Definicion 2.42. Diremos que el sistema lineal

y = Df (x(t;x0)) y, (2.72)

es la ecuacion variacional asociada al sistema no lineal (2.71) a lo largo de la solucion
x(t;xp).

Por el teorema de existencia y unicidad de solucion de sistemas lineales, la ecuacion va-
riacional tiene una unica solucion definida para t > 0, para cada condicion inicial y (0) = yy.

La importancia de esta ecuacion es que si y(t) es la tnica solucion (2.72) que verifica
que y(0) = yo, entonces, la funcion

x(t) +y(t)
es una buena aproximacion de la tnica solucion del sistema no lineal xX(t) que verifica que
5((0) = Xg + Yo,

siempre y cuando y, sea lo suficientemente pequeno. Este es el contenido principal del
siguiente resultado [12]:

Proposicion 2.43. Consideramos el sistema no lineal (2.71), con f € C'(R"). Supongamos
que

1. x(t;%¢) es la tnica solucion de (2.71) que verifica que x(0) = xq.
2. y(t) es la tnica solucion de la ecuacion variacional (2.72) a lo largo de la trayectoria
x(t;xg) que verifica que y(0) = yo.

3. x(t) es la tnica solucion de (2.71) que verifica que x(0) = xo + ¥o.

Entonces, el limite
t t) — x(t
i X0 +y (@) = x()]]
yo—0 ol

converge uniformemente a 0 en un cierto intervalo [0, t*].

Lo que nos dice este resultado es que para cada ¢ > 0, existe un 6 > 0 tal que si
lyoll < 6, entonces,
1x(2) + y(t) =x(8)]] < lyoll
para cada t € [0,t*]; esto es, a medida que la perturbacion yq de la condicion inicial xq tien-
de a cero, la curva t — x(t)+y(t) se va volviendo una mejor aproximacion a la solucion x(t).
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En resumen, la ecuacién variacional nos permite describir como pequenas perturba-
ciones sobre la condicién inicial evolucionan con el tiempo; es decir, si perturbamos la
condicion inicial por un vector dxy € R™ lo suficientemente pequeno:

Xg — X + 5X0 ,
podemos aproximar la nueva soluciéon de (2.71) hasta primer orden por
x(t;x0) — x(t;x0) + 0x(t)

donde 0x(t) es la tnica solucion de

d

= (x(1)) = DECx(t: x0) 0x(1)

definida para ¢t > 0, que verifica que dx(0) = dxo.

2.4.2 Relacién con los exponentes de Lyapunov

Como comentan Dieci y Elia en [13], algunas de las técnicas mas potentes usadas para
analizar el sistema no lineal (2.71) estan basadas en la informacion espectral; esto es, en el
exponente de Lyapunov asociado al sistema variacional a lo largo de la 6rbita x(t; x¢) (2.72).

Sea x(t;X¢) la tnica solucion de (2.71) tal que x(0;%¢) = xo. Supongamos que aplica-
mos una perturbacion dxg a la condicién inicial x¢ y sean, como en la secciéon anterior, X(t)
la tnica soluciéon que verifica que %X(0) = x¢ + 0%, y 0x(t) la tGnica solucién de la ecua-
cion variacional (2.72) con dx(0) = dxp. Si 0% es lo suficientemente pequeno, podemos
aproximar la nueva soluciéon para tiempos largos, hasta primer orden, por:

x(t) = x(t) + ox(t)
Ahora, si suponemos que la perturbacion inicial evoluciona en el tiempo segin
lox(t)]| = e [|oxol| ,

entonces,
I%(t) — x(®)[| = [|ox()]| = * | oxo]| ,

y, como los exponentes de Lyapunov miden la tasa exponencial a la que se separan, o
acercan, dos trayectorias tras aplicar una perturbacion infinitesimal a una condicién inicial
[14], se tiene que

L lox@]
A(xp) = limsup —lo .
( 0) t—>+oop n g ||5XOH
Ahora, si U(t) es la matriz fundamental principal en t; = 0 del sistema variacional
(2.72), como % es constante,

A(xp) = lim sup ! log ||6x(t)]| = lim sup ! log [|[W () 0x0|| = A(0%0) -
t——+o00 t t—-+o0 t
Es decir, para calcular el valor que toma el exponente de Lyapunov asociado a un siste-
ma no lineal, basta con calcular el valor del exponente asociado al correspondiente sistema
lineal variacional (2.72), y todos los resultados que hemos visto a lo largo de este trabajo
contintan siendo validos.

GUILLERMO MUNOZ HERNANDEZ



48 CAPITULO 2. EXPONENTES DE LYAPUNOV

2.4.3 El teorema multiplicativo de Oseledec

Dado que no es sencillo comprobar la condicién de regularidad en el sentido de Lyapu-
nov para un sistema dado, no estaba claro cuél era el uso préactico que se le podia dar a los
exponentes de Lyapunov para estudiar la estabilidad de una trayectoria. Ademas, aunque
el sistema fuese regular, es muy complicado hallarlos, en general, si no es a través de su
aproximacion numérica. Entonces, es imprescindible asegurarse de que lo que estamos tra-
tando de aproximar es robusto; esto es, han de ser los propios exponentes de Lyapunov los
que sean estables frente a perturbaciones de la matriz de coeficientes A(t). Por desgracia,
la regularidad no es una condicion suficiente para este fin [|9].

Los principales avances tedricos para resolver estos problemas tuvieron lugar a finales
de 1960, gracias al trabajo de Oseledec y Millionshchikov. Osedelec estudié la estabilidad
de las trayectorias en un atractor acotado, en el que se tiene una medida invariante; esto
es, una medida p definida sobre un espacio medible (€2, B) de manera que para cada apli-
cacion medible 7'y para todo conjunto A € B, se tiene que p(T(A)) = pu(A). En este
caso, el Teorema Multiplicativo Ergodico de Osedelec valida la regularidad en el sentido
de Lyapunov de una gran variedad de sistemas variacionales. El enunciado preciso de este
teorema es demasiado técnico como para introducirlo aqui, pero su impacto practico es
que, con respecto a una medida invariante, casi todas las trayectorias de un sistema no
lineal dan lugar a un sistema lineal variacional regular en el sentido de Lyapunov. Ademas,
para algunos casos concretos, el exponente de Lyapunov asociado al sistema variacional se
vuelve independiente de xq [10].



CAPITULO 3
COMPUTACION

Como comentan Dieci y V. Vleck en [11], a pesar de su importancia en la ciencia, la
aproximacion numérica de los exponentes de Lyapunov ha recibido muy poca atencion.
Esto se debe, en gran parte, a las dificultades e incertidumbres presentes en la tarea, pero
también puede ser porque la teoria de estabilidad de los exponentes de Lyapunov no es tan
conocida como deberfa ser. En este capitulo se van a desarrollar diferentes técnicas para
aproximar numéricamente los exponentes de Lyapunov, las cuales van a estar basadas en
la factorizacion matricial de matrices fundamentales de soluciones, X (t), del sistema de
ecuaciones diferenciales lineal homogéneo

x = A(t)x, (3.1)

buscando escribirlas en una forma en la que sea sencillo obtener los exponentes de Lyapu-
nov.

3.1 Meétodo QR continuo

Una de las técnicas clasicas mas efectivas para la estimacion numérica de exponentes de
Lyapunov es el uso de factorizaciones matriciales QR. Existen dos formulaciones principa-
les: la discreta y la continua. En esta seccién nos centraremos en la formulacién continua,
desarrollada en profundidad en [15], y también tratada en [16] y [11]. Esta técnica se basa
en encontrar un cambio de variables ortogonal que transforme el sistema (3.1) en uno que
tenga una matriz triangular superior de coeficientes. De esta manera, los exponentes de
Lyapunov pueden ser facilmente extraidos de los elementos diagonales del nuevo sistema,
evitando asi la integracion directa para obtener la matriz fundamental X (t), que es una
operacion conocida por ser, en general, numéricamente inestable. Esta técnica es valida si
suponemos que el sistema es regular en el sentido de Lyapunov.

La motivacién de esta técnica reside en que, dada una matriz real, siempre podemos
encontrar su factorizaciéon QR:

Teorema 3.1 (Factorizacion QR). Sea A una matriz real de tamano m x n. Entonces,
existe una matriz ortogonal @ € M,,,(R) y una matriz triangular superior R € M,,,x,(R)
de manera que

A=QR.
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Puede encontrarse una demostracion detallada de este resultado en |6, pp. 246-247 |.

3.1.1 Descripcién del método

Sea X (t) una matriz fundamental de soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales
lineales (3.1). Sabemos por el Teorema 3.1 que, para cada t > 0 fijo, la factorizacion

X(t) = Q(t)R(t)

existe. Sin embargo, nos interesara que las matrices Q(t) y R(t) sean lo suficientemente
suaves; es decir, nos planteamos si podemos encontrar funciones matriciales

Q : [0,+00) = M, (R) y R:[0,400) = M,(R),

con ) ortogonal y R triangular superior, ambas con la misma regularidad que X(¢), de
manera que X (t) = Q(t)R(t) para todo t > 0. Esto es posible, pues esta misma factorizacion
ya la hemos obtenido en la demostracion del Teorema 2.36 al hacer el algoritmo de Gram-
Schmidt, y la matriz Q(¢) no es més que la matriz U(t) de la demostracion. Si en lo que

sigue, ||| denota la norma euclidea, se definen los siguientes vectores:
uy (1)
wi(t) = xift), Q) = ,
[ (2)]]
_ _ w(Y)
us(t) = xa(t) - <X2(t)70h(t)>(h<t> ) Q) = O

n—

1
u,(t) = x,(t) - Z<Xn(t)> q;(t)) q;(t) , an(t) = T @l
j=1 "
Por construccion, qx(t) es combinacion lineal de las funciones vectoriales x; (), . . ., xx (%),
paracada k=1,....,n,y
<ql(t)7q](t)>:52j7 i?jzla"wna
para todo t > 0. Reciprocamente, X, (%) es combinacion lineal de q;(¢), . .., qx(t), para cada
k=1,....,n:
x1(t) = Jlwm@)lar,
x(t) = (%), ai(t)) ai(t) + [ua(t)] aa(t)
n—1
() = Y (xalt), a(1)) q;(8) + [[wa ()] @u(?) .-
j=1
Es decir, X (t) = Q(t)R(t) donde Q(t) tiene por columnas a los vectores ortonormales
qi(t),...,qn(t). Ademés, R(t) es triangular superior y sus componentes, a las que denota-
remos por ry;, 4,j = 1,...,n, vienen dadas por

(x(t), qi(t)) , sii>j,
rig(t) = § @Il sii=j,

0, sie <y,
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donde
[wi(?)]| =

para cadai=1,...,n.

Esto justifica el uso de este método, pues dada una matriz fundamental de soluciones,
podemos encontrar su factorizacion QR. No obstante, vamos a estar interesados en obtener
ecuaciones diferenciales para las matrices Q(t) y R(t), para asi poder integrarlas numéri-
camente.

Sea entonces X (t) una matriz fundamental de soluciones del sistema lineal homogéneo
(3.1). Supongamos que tenemos

X(t) = Q)R(t), (32)
y, en particular, la factorizaciéon QR en el instante inicial:
X(0) = Q(0)R(0),

con Q(0) € M, (R) ortogonal y R(0) € M, (R) triangular superior. Entonces, derivando
la expresion

QTQ = In )
obtenemos lo siguiente: _ _
RQTQ+QTQ=0. (3.3)
Por lo tanto, si definimos ‘
S=0Q'Q,

y utilizando (3.3), se tiene que
T A\ _ AT T/
s"=(Q"Q) =0"Q=-Q"Q=-s.

luego S es antisimétrica. Derivando la expresion (3.2), y teniendo en cuenta que X(t)
satisface el sistema X = A(t) X, nos queda que

QR+ QR = AQR,
y multiplicando por la izquierda por Q7 obtenemos lo siguiente:
QTAQR =R+ QTQR. (3.4)

Como X(t) = Q(t)R(t) y det X(t) # 0 para todo t > 0, por ser X(¢) una matriz
fundamental, entonces

det X(t) = det(Q(t)R(t)) = det Q(¢) det R(t) = £ det R(t),

para todo t > 0, ya que det Q(t) = %1 por ser ortogonal. Por tanto, R(t) es invertible para
todo t > 0, y podemos multiplicar la ecuacién (3.4) por R~! por la derecha para obtener

QTAQ = RR'+Q7Q. (3.5)
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Definamos ahora la matriz .
B(t) = RR7'.

Como R(t) es triangular superior para todo ¢ > 0, su derivada y su inversa también lo
son. Entonces, B(t) es triangular superior para todo ¢t > 0 por ser producto de dos que lo
son. Sustituyendo las matrices que hemos definido, S y B, en la ecuacion (3.5), podemos
reescribir esta igualdad como

QTAQ = B+ S. (3.6)

Ahora bien, por definiciéon, B (t) es la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones
diferenciales R = B(t)R. Gracias a (3.6), llegamos al siguiente sistema diferencial para la
matriz triangular superior R de la factorizacion:

R=B(t)R, donde B(t)=QTA(t)Q - S. (3.7)
Por otra parte, de la expresion de B en (3.7), podemos escribir
S =QTAQ — B.
No obstante, como B es triangular superior, entonces,
Sij = (QTAQ)i; . >,

es decir, para todos los términos por debajo de la diagonal, y por antisimetria de S, podemos
obtener la matriz completa:

(QTAQ)ZJ , sl 1> ] s
Sij = 0 s si 1= ] s (38)
—(QTAQ%z , Sl 1< ] .

Finalmente, conocida la matriz S, podemos expresar la matriz de coeficientes B de la
siguiente manera:

(QTAQ)i; + (QTAQ); , st i<y,
bij = (QTAQ)n' ) sl 1=17, (3.9)
0, si Q>
Entonces, para obtener las funciones matriciales Q(t) y R(t) que dan la factorizacion

QR continua de la matriz fundamental de soluciones X (¢) del sistema diferencial lineal
homogéneo (3.1), basta con resolver las siguientes ecuaciones diferenciales para Q) y R:

Q=QS, R=BR,

donde Sy B vienen dadas por las ecuaciones (3.8) y (3.9), respectivamente.

La construcciéon que hemos hecho para obtener el sistema

R = B(t)R (3.10)
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es, precisamente, la realizada para reducir un sistema a uno triangular superior en la
Subseccion 2.3.1. Por lo tanto, por el Teorema 2.37, se tiene que el sistema (3.10) tiene
el mismo exponente de Lyapunov asociado y el mismo coeficiente de Grobman que el
sistema (3.1). Como consecuencia, si este tltimo es regular Lyapunov, podremos extraer
los valores finitos que toma el exponente de Lyapunov asociado al sistema lineal a partir
de los elementos diagonales de la matriz triangular superior B(t) gracias al Corolario 2.40
de la siguiente manera:

¢
A= lim —/ bi(s)ds, i=1,...,n. (3.11)
0

Notese entonces que no es necesario resolver el sistema R = B(t)R, ya que no ne-
cesitamos en ningin momento la matriz triangular R, por lo que solo hay que integrar
numéricamente

Q=QS. (3.12)

En resumen, los pasos a seguir son los siguientes:

1. Integrar numéricamente el sistema matricial diferencial (3.12), donde S viene dada
por las ecuaciones (3.8).

2. Calcular de manera simultanea los elementos diagonales de la matriz B(t) a partir
de (3.9).

3. Aproximar los exponentes de Lyapunov mediante la ecuacion (3.11).

Por lo tanto, nuestro método QR es valido tnicamente para sistemas regulares en el
sentido de Lyapunov, y basta usar el Teorema 2.39 y comparar las aproximaciones obtenidas
con

lim 1/0 tr(A(s)) ds

t——+oo t

para deducir si el sistema es regular, o no.
A continuaciéon, vamos a explicar diferentes formas de implementar este método.

3.1.2 Implementaciéon

Como hemos comentado, la gran ventaja de esta técnica es que permite recuperar los
exponentes de Lyapunov directamente a partir de la matriz B(t). Al igual que en [11], sea
el sistema regular o no, es mas conveniente definir las variables

t
w;(t) :/ bi(s)ds, i=1,...,n, (3.13)
0

obteniendo asi las siguientes ecuaciones diferenciales:

wi = bzz )
{ (3.14)

Wi (0) = 0 5
para cada i = 1,...,n. A partir de estas, podemos aproximar los exponentes de Lyapunov
tomando un tiempo 7' lo suficientemente grande mediante
N ! (T) =1
F N — Wi s t=1,...,.
T
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Asimismo, si denotamos por A¢(¢) a la aproximaciéon obtenida para el tiempo t de los
exponentes, podemos estudiar el comportamiento de las aproximaciones A{ con el intervalo
de integracion haciendo la grafica de

1
Ai(t) = wilt),
en funcion del tiempo, para cada i =1,...,n.

Nos queda entonces resolver los sistemas diferenciales (3.12) y (3.14) para @ y w;,
respectivamente. Como condiciones iniciales se utilizan la matriz Q(0), obtenida de la fac-
torizacion QR de X (0). Las ecuaciones se integran numéricamente de manera simultéanea
con paso fijo h utilizando un esquema Runge-Kutta de orden 4; més concretamente, la
pareja Dormand-Prince 5-4 [11], a la cual denotaremos por DP5, pero quedandonos tni-
camente con el método de orden 4. La pareja completa se implementara en la siguiente
seccion para introducir un control de paso adaptativo. El motivo de esta eleccién se debe
a que es el esquema que mejores resultados numéricos nos ha dado.

Entonces, en el paso de t; a t;1; = t;+h se integran simultdneamente con este esquema
las ecuaciones (3.12) y (3.14). No obstante, como @ ha de permanecer ortogonal, al final
de cada paso, calculamos la factorizacion QR de la matriz () obtenida con la funcién qr de
MATLAB, y la sustituimos por su factor ortogonal.

El programa se muestra en el Apéndice B.1.

3.1.3 Paso adaptativo

El proceso se puede mejorar implementando un paso de integraciéon adaptativo obtenido
controlando el error local de las nuevas variables w;(t), para cada i = 1,...,n, con respecto
a un vector de tolerancias TOL de longitud n preasignado, como se hace en [15]. En lo que
sigue, denotaremos por wf a las aproximaciones numéricas de w;(t), para cada:=1,...,n.

Al realizar el paso del instante de tiempo ¢; al instante ¢;,; = t; + h;, necesitamos hacer
lo siguiente:

1. Integrar Q = QS usando como condiciones iniciales nuestra aproximacion del paso
1 (&
anterior Q(t;).

2. Actualizar la aproximacion de las variables w;(t;4+1), para cada i =1,...,n.

Noétese que, para el primer paso, necesitamos mantener la matriz () ortogonal en cada
paso. Lo haremos sustituyendo la matriz () por su factor ortogonal de su factorizacion QR,
obtenida con la funciéon qr de MATLAB.

Ahora, nuestro objetivo principal es aproximar (3.13). Como por la aditividad de la
integral,

tj tj+1 tj+1
wi(tjz1) = /0 bii(s)ds +/ bii(s)ds = w;(t;) +/ bii(s)ds
t ¢

J J
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para cada ¢ = 1,...,n, realmente solo necesitamos aproximar las siguientes integrales:
tj1
,uz:/ bu(S) s Z:L...,?’L . (315)
tj

Este método alternativo es el que se sigue en [15]. Para ello, tendriamos que hacer una
cuadratura numérica.

Una alternativa equivalente a (3.15) es resolver numéricamente, en el paso de t; a t,41,
las siguientes ecuaciones diferenciales:

{ fi = (QT(t)A(t)Q<t))ii )

Mi(tj> = 0,

(3.16)

paracadat=1,...,n.

Vamos a desarrollar dos de los tres métodos propuestos por Vleck y sus colaboradores
en [15] para obtener las variables y;, tanto por integracién numérica como por cuadratura,
y para integrar (3.12). En primer lugar, para que la notacion sea mas comoda, pongamos

O=QS=FtQ). (3.17)

1. En [17], los autores proponen un método directo para aproximar la solucion de (3.17),
utilizando un esquema de Runge-Kutta explicito y ortogonalizando las soluciones
obtenidas al final de cada paso. La ortogonalizacion se realiza sustituyendo la apro-
ximacion obtenida por el factor ) de su factorizacion QR, calculada con la funcion
de MATLAB. A este procedimiento lo denominamos esquema proyectado simple, y
el método Runge-Kutta que utilizaremos sera la pareja Dormand-Prince 5-4, cuyo
tablero de Butcher presentamos en el Apéndice A.1, y que denotaremos por dp5.

En notaciéon estandar de Runge-Kutta, el esquema explicito de s etapas puede escri-
birse de la siguiente manera:

Ujy1 = Qj + hj(bi Ky + ... + b K) | Ujr1 = Qjs1
donde la flecha denota la sustitucion de la aproximacion obtenida Uj; por la matriz
ortogonal () de su factorizacion QR, y donde hemos definido, para l =1,...,s,
Kl = F(tj + Clhj, Ujl) N Ujl = Qj + hj(allKl +...+ au_lKl_l) . (318)

En este caso, podemos aproximar (3.15) por cuadratura numérica mediante la regla
del trapecio; es decir,

h;

pis = 2 (QTAW)Q) + (QTa Alti11)Q40)) ,

No obstante, esta opcion tiene una desventaja, y es que si se adopta, el control del
error solo puede realizarse sobre el factor (). Es decir, considerando ;41 como la

aproximacion de orden inferior de la pareja dp5, se puede controlar el error mediante
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la norma infinito columna a columna del factor (). En concreto, su estimacion viene
dada por la siguiente formula [15]:

S { 1@yt = Qra)ull } | (319

1<i<n | 14 [[(Qj+1):4|l« TOL;

donde, para una matriz @), (Q)).; representa su columna i-ésima, i =1,...,n.

Si h es el paso actual y denotamos por hyey, al nuevo paso, usamos la ecuacion (3.19)
para elegirlo, sujetos a la restriccion de que hpew < Hh, como sigue:

1
h—o| | (3.20)

hpew — safe ;
err

donde safe es un factor de seguridad que fijamos a 0.8, y [ = 1/5 para dp5. Si
err < 1, aceptamos el paso; si no, lo rechazamos, pero siempre impidiendo que hyeyw
sea menor que h/5 o mayor que 5h. Como se comenta en [15, p. 8, aunque esto, en
teoria, pueda llevar a fallos repetidos, es una manera de evitar reducciones de paso
drasticas.

. Otra alternativa es implementar el denominado esquema proyectado completo. Usa-

mos también un esquema explicito de Runge-Kutta (como DP5 o RK38) para integrar
(3.17), pero ortogonalizamos todas las etapas intermedias. De este modo, aplicamos
la factorizacion QR a todos los valores intermedios y nos quedamos con el factor Q).
Con esto podemos utilizar el mismo esquema para aproximar las variables ;.

Entonces, el esquema a seguir ahora es

Uj+1 :Qj+hj<blK1+...+bsKs) , Uj+1 —>Qj+1 s
calculando Uy, [ =1,...,s, como en (3.18) pero sustituyéndolo por su factor Q:
Ky = F(tj +cahy, Q) , Ui — Qji

Las variables y; se aproximan integrando numéricamente (3.16) de la siguiente ma-
nera:

W=y (0ifit .+ buf) o fi= (QF Al +ahy) Qa),

Asi, obtenemos dos aproximaciones de la matriz ortogonal Q): Q11 v Qj+1; y dos
aproximaciones de las variables p;, que llamamos pf y 15, siguiendo el esquema dpb.
Podemos entonces controlar el error en cada paso utilizando la diferencia entre ambas:

_ { g — 15| }
err = max (— ,

1<i<n | (14 |ué|) TOL;

y usar nuevamente (3.20) para ajustar el nuevo paso hji1 = hpey.
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En cualquiera de las dos situaciones, se implementa un bucle while inicializando t = 0,
incrementando en el paso j—ésimo el tiempo como t;41 = t; + h;, con h; como en (3.20),
y manteniendo el bucle mientras que ¢t < ¢y, para un tiempo final ¢; fijado de antemano.

Estas dos estrategias de paso adaptativo se han implementado para aproximar los ex-
ponentes de Lyapunov de sistemas no lineales mediante dos programas distintos (véase
Apéndice B.2). Como hemos comentado en la Subseccion 2.4.3, dada una condicion inicial
Xq, por el Teorema Multiplicativo de Oseledec, hay que aproximar los exponentes de Lyapu-
nov de la ecuacion variacional asociada al sistema no lineal a lo largo de la orbita x(¢; xg).
Entonces, la matriz de coeficientes va a ser la matriz jacobiana, A(t) = D f(x(t;%0)) y, por
lo tanto, sera necesario integrar numéricamente la ecuaciéon no lineal de manera simultéanea
para poder evaluar la matriz Jacobiana a lo largo de la trayectoria.

3.2 Meétodo SVD continuo

En esta seccién vamos a considerar un segundo algoritmo basado en la descomposicion
en valores singulares (SVD) para aproximar el espectro de los exponentes de Lyapunov
de sistemas dinamicos, siguiendo el desarrollo que hacen Dieci y Elia [10]. Nos vamos a
centrar en una formulacién continua en vez de una discreta, ya que en esta, la memoria
necesaria es minima, y para pasar de la SVD en un instante de tiempo al siguiente, basta
con integrar una serie de ecuaciones diferenciales que veremos a continuacién. Ademas, si
estamos interesados unicamente en aproximar los exponentes de Lyapunov, no sera necesa-
rio obtener uno de las factores de la descomposicion, reduciendo asi el costo computacional.

Los siguientes resultados motivan el uso de este método, y puede encontrarse una de-
mostracion detallada en |6, pp. 76-77]:

Teorema 3.2 (Descomposicion en Valores Singulares). Si A es una matriz real de tamano
m X n, entonces, existen matrices ortogonales

UeMuR) v VeM(R),

tales que
UTAV = 3 = diag(0y, . .., 0;) € Muun(R),

donde p = min {m,n}, y
o12>...20,2>0,

a los cuales denominaremos valores singulares de A.

Corolario 3.3. Si UTAV = ¥ es la factorizaciéon SVD de A € M,,,«,, y m > n, entonces,
paracadat=1,...,n,
Av;, = o, y ATui =0V;,

donde u; y v; son, respectivamente, las columnas ¢—ésimas de U y V.
De aqui se sigue que
ATA=v;=0c%v; v AATw; = oy,

para cada ¢ = 1,...,n, luego los valores singulares son, precisamente, las raices de los valo-
res propios de la matriz AT A. Esta es simétrica y definida positiva, por lo que sus valores
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propios son reales y no negativos.

Aunque podria generalizarse para una matriz de cualquier tamano, en nuestro método
SVD continuo nos centraremos en las matrices cuadradas de orden n, y vamos a buscar una
descomposicion lo suficientemente suave de una matriz fundamental de soluciones X (¢) a
tiempo t:

Xt =Uumxt)vir)y:, t>0.

Vamos a ver a continuacién que, si los valores singulares son distintos y los ordenamos
como
o(t) >...>0,(t) >0,

para cada t > 0, entonces, vamos a poder encontrar ecuaciones diferenciales para las ma-
trices de la factorizacion SVD; es mas, si X(¢) es una matriz fundamental con valores
singulares distintos de clase C* ([O, +oo)), con k > 1, entonces, va a tener una factorizacion

SVD de clase C* ([0, +00)) [18].
Sea entonces X (t) = W(t) la matriz fundamental principal en 0, solucion de X = A(t) X,
con X (0) = I. Si derivamos la expresion
X(t)=U@®x0ve)",
obtenemos lo siguiente:
X =UsVT 4+ Usv? +USVT = AX = AUSVT. (3.21)

Si multiplicamos (3.21) por U” por la izquierda, y por V por la derecha, dado que U y
V' son ortogonales, se tiene lo siguiente:

UTosvTv + UTusvVTv + UTUSVTV = UTAUSVTY
luego . ' _
U'US + 2+ VTV =UTAUS. (3.22)

Vamos a definir a continuacion una serie de matrices que nos van a servir para simplificar
(3.22). Sean

C=UTAU,
H=U"U,
K=VTV,

Se tiene que H y K son antisimétricas pues, como UTU = I, derivando obtenemos
U+ U0 =0 = H=U"U = -U"U = —(UTU)T = —H",
y analogamente para K. Como conclusion, sus diagonales se anulan; es decir,
hii =ki; =0,
para cada i = 1,...,n. Ademas,
H=UTU=—U=UH,

K=VTV —V =VK.
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Finalmente, la ecuacion (3.22) nos queda de la siguiente manera:
¥ =CY - HY + ¥K.

Notemos que
Yij =005 vy Xij = 005 ,

donde §;; es la delta de Kronecker. Entonces, la componente (4, j) de la matriz Y puede
escribirse como se muestra a continuacion:

n n n
0'1(52] = E Ciko'k(;kj — E hl‘kO'k(Skj -+ E O-iéilklj = CijUj — hz’jo-j + Uikij7 (323)
k=1 k=1 =1
para cada ¢,7 = 1,...,n, donde
n n
Cij = g E Uk; AU
k=1 I=1

ya que C' = UTAU.

Por un lado, si i = j, se tiene que hy; = k; = 0 por ser H y K antisimétricas, asi que
la ecuacion (3.23) se puede escribir de manera més simplificada como

52':%0@', Z:L,TL (324)

Denotemos ahora por ¢ = (01,...,0,)7 € R" al vector columna que tiene por_com-
ponentes a los valores singulares de X (t); es decir, a la diagonal de ¥. Llamemos C' a la
matriz cuadrada de orden n que tiene la misma diagonal que C y el resto todo ceros; esto
es, ¢;; = ¢;;0;, para cada i,7 = 1,...,n. Entonces, la ecuacion (3.24) se puede reescribir
asi:

c=Co.
Por otro lado, si i # j, la ecuacion (3.23) queda de la siguiente manera:
O = Cijaj — hijaj + Uikij .
Entonces, por ser H y K antisimétricas,
hji = —hij y  kji=—ki;
asi que llegamos a la siguiente expresion:

0= Cjiai — hjiai + Ujkji = Cjiai + hijUi — Ujkij s 7 #] .

De esta manera, podemos plantear un sistema de dos ecuaciones con dos incoégnitas para
las entradas de las matrices h;; y k;j, para cada j >4, y obtener hj;; y kj;; por antisimetria
(recordemos que h;; = k;; = 0):

{Ujhij — Jikij = chijy

Uihij — Ujkij = _Uicji'

(3.25)
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Despejamos k;; en las dos ecuaciones de (3.25) e igualamos:

O"hi‘—O"Ci' O'Z‘C‘i—f—O'Z‘hi‘
J J 7 — J J :’h10-2_0-2€7,zc7,0-2+h10-2
J7J ) I J=
g; O'j

Llegamos entonces a una expresion para h;; tras despejar en la anterior ecuacion:

2 2
CijO5 + CjiOj o
hij=—%5—%5—, J>i.

Para calcular k;;, sustituimos el valor obtenido de h;; en la segunda ecuacion de (3.25):

C,;jO'JQ- + Cija2

L N
o oikij = 0jCij .

2 2
Operando,
2 2 2 2 2 2
0; CijO'j + Cij0; g; CjiO'j — C4i0; + Cijaj + Cji0;
W=\t T ) =g, 77— o2 |
j j i j j i

Nos queda finalmente la siguiente expresion para k;;:

(Cij + Cji) 0;0; . i
ki = ———"—5—, Jj>1i.
iJ ) 2 )
o; —0;

Recapitulando, hemos obtenido el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales de pri-
mer orden:

d:éa,
U=UH, (3.26)
V=VK,

donde H y K se obtienen de la siguiente manera:

2 2
Cijaj + C;i0;

h’Lj = 2 2 ) h]z = _hZ] )
% % para cada j > i. (3.27)
e . (Cij + Cji) 0;0; Lo —

Como hemos comentado, si los valores singulares son distintos dos a dos, los denomi-
nadores de las entradas de H y K no se anulan.

Para apoyar estos modelos de ecuaciones diferenciales, estan probados en |13, Teoremas
4.2 y 4.6 los siguientes resultados:

Teorema 3.4. Supongamos que el sistema lineal X = A()X tiene exponentes de Lyapu-
nov distintos y estables. Entonces, se verifican las siguientes propiedades:

1. Existe un instante de tiempo ¢ finito tal que los valores singulares de cualquier matriz
fundamental van a ser distintos, para todo ¢t > t. El valor de ¢ va a depender de la
matriz fundamental.
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2. A partir de los valores singulares, podemos obtener aproximaciones a los exponentes
de Lyapunov de la siguiente manera:

1
A; = limsup — log(oy(t)) , i=1,...,n.

t—-+o0

En resumen, dadas las condiciones iniciales U(0), ¥(0) y V(0), obtenidas de la des-
composicion SVD de X (0), las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales (3.26) nos
daran la descomposiciéon suave en valores singulares que estamos buscando. Sin embargo,
este método presenta una serie de dificultades:

1. Si dos valores singulares o; y o; se acercan mucho, entonces, las matrices H y K
comenzaran a variar rapidamente al acercarse los denominadores de las ecuaciones
(3.27) a 0, por lo que serd mas complicado obtener U y V.

2. Para integraciones a tiempos largos, es altamente probable que algunos de los valores
singulares se desborde, reduciendo la precision en la integraciéon numérica.

3. Por ultimo, en teoria, atin cuando los exponentes de Lyapunov sean estables, los
valores singulares seran distintos dos a dos solamente a partir de un cierto instante
de tiempo t lo suficientemente grande.

Procedemos ahora a comentar como superar estas dificultades, siguiendo el nuevo al-
goritmo desarrollado en [10].

3.2.1 Algoritmo SVD continuo

Queremos entonces aproximar todo el espectro de estabilidad del sistema X = A(t)X,
es decir, el conjunto de valores distintos que toma el exponente de Lyapunov asociado.
Para obtener resultados factibles, asumiremos que los exponentes de Lyapunov del sistema
son distintos y estables, esto es, que el sistema es robusto ante pequenas variaciones de las
condiciones iniciales. Ademas, como el espectro es independiente de la matriz solucién que
consideremos, realizaremos la descomposicion SVD de la matriz fundamental principal en
to = 0, a la que denotaremos por ¥(¢). Para ello, tenemos que superar las tres dificultades
anteriormente comentadas.

En primer lugar, las ecuaciones (3.26) requieren que todos los valores singulares de la
matriz W(t) sean diferentes, debido al término o7 — o7 del denominador de las entradas
de las matrices H y K, para j > i. Sin embargo, sabemos, por el Teorema 3.4, que esto
sucede para todo t > ¢, aunque no conocemos de antemano ¢ para un problema especifico.
Atn asi, supongamos que nos encontramos en la situaciéon de ¢ > ¢. Como comentan Dieci
y Elia [10, p. 15], en este caso, no solamente vamos a tener que los valores singulares son
distintos, sino que van a estar separados exponencialmente:

O-'L(t> 2 eat ’
Ui+1(t)

1=1,...,n—1
y para todo ¢t > t, donde a € R es una cierta constante [13]. Por lo tanto, para cada t > t,
o1(t) > ... > ou(t),
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luego en este caso, existe una factorizacion suave

para todo t > ¢.

Atun asi, no sabemos qué sucede para 0 < t < t. No obstante, esto no va a ser un pro-
blema pues, de la demostracion de |18, Teorema 4.3], se tiene que las funciones genéricas
uniparamétricas (¢, en este caso) no tienen dos valores singulares iguales. Por lo tanto, en
la préctica, integraremos numéricamente la ecuacion X = A(t)X hasta un cierto tiempo
t., y obtendremos la factorizacion SVD de la matriz fundamental de soluciones obtenida
en ese instante de tiempo para inicializar los factores del algoritmo continuo.

Ahora, para evitar problemas de desbordamiento, vamos a realizar el siguiente cambio
de variables:

Ui+1(t)

vi(t) = , L,...,n—1, v,(t) =loglon.(t)). 3.28
0 =" (1) = log (0 (1)) (3.25)
Asumiendo que hemos ordenado los valores singulares en orden decreciente, se tiene
que 0 < v(t) < 1, paracadai=1,...,n— 1.
Recordemos que tenfamos que
d’i:CiZ‘O'i, 2217,TL

Entonces, con este cambio de variables, la ecuacion diferencial para cada v; queda como
sigue:

(3.29)

{ v, = (Ci+1,i+1_cii)7/i> ’L:].,...,n7
Vp = Cpn-

Sin embargo, nos va a ser de mayor utilidad trabajar con logaritmos ya que, dividiendo
la primera igualdad de (3.29) entre v;,
v, d .
;Z = &(log%') = Citlit1 —Ci, t=1,...,n—1
Es decir, en el algoritmo, integraremos las siguientes ecuaciones diferenciales:

d )
—(logw> = Ciylit1 —Gi, t=1,...,n—1,

dt (3.30)

Vp = Cpn -

Por ultimo, tenemos que reescribir las ecuaciones (3.27) en términos de las nuevas
variables. Notemos que

O'j(t) - 0'2'+1(t) O'i+2(t) O—].(t) B y .
oit)  oit) oia(t) T aa(t) g ko J=t
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Definimos entonces las siguientes cantidades para j > 1:

vii(t) = oit) _ Huk. (3.31)

oi(t
Z( ) k=i
Suponiendo j > ¢, ya que hj; = —h;;, nos queda lo siguiente:
B Cij07 + ¢jio} Cij (al> + G CijVi; + Cji
i - T 2 _ 2 - =, N2 = T2 _q =
o; —0; AR vi; — 1
oy
. 75
[ (cij +cji) oioy (¢ij + ¢ji) 5 (et ey
ST 02—z (N, 2 —1
j i %) ij
o

De este modo, las ecuaciones (3.27) quedan reescritas en términos de las nuevas variables
v; a través de las cantidades v;; que hemos definido:

2
CijVij + Cji S
hij = ﬁ; hji = —hij , j>1,
i (3.32)

kij ]{in:—kij, j>’l

Resumiendo, el esqueleto del nuevo algoritmo SVD continuo es el siguiente:

1. Integramos numéricamente la ecuacion X = A(t)X entre t = 0 y t = t,, inicializando
con X (0) = I,,, ya que se trata de la matriz fundamental principal en ¢y = 0.

2. Realizamos la descomposicién SVD de la matriz X (¢) en el instante t., e inicializamos
las matrices U y V', y los valores de las variables v;, a partir de los valores singulares
de X(t.).

3. Resolvemos numéricamente, para todo ¢t > t., las ecuaciones (3.30) junto a las ecua-
ciones diferenciales para U y V/,

U=UH, V=VK, (3.33)
habiento obtenido H y K a partir de (3.27).

Una vez desarrollado este algoritmo, veamos como podemos aproximar el conjunto
de exponentes de Lyapunov del sistema. Notese que, dado que estamos integrando las
ecuaciones (3.30), disponemos de las siguientes cantidades:

bit) = Joalt)
1 (3.34)

Entonces, si el sistema es regular, podremos aproximar los exponentes usando los valores
singulares:

N N(T) = o Tos(04(T))
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para cadai = 1,...,n,y para un cierto valor de 7" > 0 lo suficientemente grande. Tratemos
de expresarlo en términos de las funciones b;(t) que acabamos de definir en (3.34):

1 1

n(T) = zw(T) = 1og(00(T)) = A
1 i (T 1 1
bz(T) = f log (%) = f 10g(0'i+1(T)) — T lOg(O’Z(T)) ~ )\i+1 — /\i,
para cada i =n—1,...,1. Es decir, para un tiempo 7' lo suficientemente largo, aproxima-

remos los exponentes de Lyapunov del sistema dinamico de la siguiente manera:

An & b, (T),
(3.35)
)\Z%)\Z-i-l_bz(T)a z:n—l,,l

Alternativamente, si el sistema no es regular en el sentido de Lyapunov, podemos apro-
ximar los limites superiores siguiendo su propia definicién: tomamos un intervalo [T7, T5],
con 0 < Ty < T, lo suficientemente grandes y separados entre si, y calculamos el maximo
de (3.35) en dicho intervalo:

A A~ méx {llog(ai(t))}, i=1,...,n.

T<t<Tp |t
Reescribiéndolo en términos de los b;(t),

AR TlrrgliingQ{bn(t)} ,

(3.36)
SN — max {b; =n—1,...,1.
AR A ng%XTQ{bl(t)} , i=mn e
Veamos ahora como implementar en MATLAB este algoritmo SVD continuo para esti-
mar los exponentes de Lyapunov de la ecuacion diferencial lineal (3.1).

En primer lugar, hay que inicializar las matrices para un tiempo t. dado. Para ello,
integramos numéricamente el sistema X = A(t)X desde t = 0 hasta t = t., y calculamos la
descomposicion en valores singulares de la matriz solucién a tiempo t., X (t.) = UyXoV{ .
Aunque en el articulo [10| de Dieci y Elia se usa el método Runge-Kutta de orden 4 de
la regla de 3/8, nosotros usaremos la funciéon ode45 de MATLAB para integrar numérica-
mente estas ecuaciones.

Usamos Uy v Vj como condiciones iniciales para las ecuaciones U=UH y V =VK.
Las condiciones iniciales para (3.30) se obtienen tomando los valores singulares de la matriz
X(t.), es decir, el valor i—ésimo de la diagonal de Xy, 0;(tc), y calculando v;(t.) para cada
i=1,...,n, a partir de las ecuaciones (3.28).

Ahora, se integran numéricamente de manera simultanea las ecuaciones diferenciales
(3.33) para U y V, y (3.30) para las variables v;(t), usando (3.32) para obtener las en-
tradas de las matrices H y K, exponenciando logv; para obtener los v; y, por tanto, los
v;;. Para ello, utilizaremos un esquema Runge-Kutta de orden 4: la regla 3/8 [19], la cual
denotaremos por RK38, cuyo tablero de Butcher puede consultarse en el Apéndice A.2. Se
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trata de una pareja 4-3, con la que controlaremos el error de la manera que se explica en [19].

Noétese que, en cada paso del esquema Runge-Kutta, hay que calcular también los v;;

segin la ecuacion (3.31), ya que los necesitamos para calcular la matriz H, la cual viene
dada por (3.32).

Por otro lado, como estamos integrando dos matrices ortogonales, U y V', en cada paso
reemplazamos sus aproximaciones calculadas con RK38 por los factores ortogonales obteni-

dos mediante la factorizacion QR de estas aproximaciones. Esto tltimo lo haremos con la
funcién qr de MATLAB.

Construimos entonces un bucle en el que, en el paso k—ésimo, se integran estas ecua-
ciones usando la funciéon ode45 entre los tiempos ¢; y t;41 = t; + hj, con h; un paso fijo o
variable. De este modo, en cada paso podemos actualizar los valores de los b;(t;) para cada
i=1,...,n, segin las ecuaciones (3.34).

En este trabajo implementaremos tanto un método de paso fijo, como uno de paso
variable. En el segundo caso, controlaremos en cada iteracion el error sobre las variables
v; y sobre la matriz ortogonal U simultaneamente. Tanto el control del error como el paso
variable se implementan de la manera estandar explicada en [19, pp. 167-168|.

Finalmente, aproximamos los exponentes de Lyapunov como hemos explicado en la

seccion anterior, usando la ecuacion (3.35) si el sistema es regular Lyapunov, y (3.36) en
caso contrario.
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CAPITULO 4
RESULTADOS NUMERICOS

En este capitulo se presentan distintos experimentos numéricos destinados a ilustrar la
aplicabilidad y el comportamiento de los métodos basados en las factorizaciones QR y SVD
continuas en el calculo de los exponentes de Lyapunov. Los algoritmos implementados se
aplicaran a varios sistemas, tanto lineales como no lineales. El objetivo principal es validar
los métodos mediante la comparacion con resultados previamente publicados, en particular
aquellos recogidos en los diferentes trabajos de Dieci y colaboradores, que constituyen un
marco de referencia fundamental en la literatura sobre la computaciéon de exponentes de
Lyapunov mediante factorizaciones matriciales.

Los experimentos permitirdn evaluar tanto la precision como la estabilidad de los méto-
dos bajo condiciones diversas. Asimismo, se exploraran las diferencias estructurales entre
las aproximaciones QR y SVD, destacando las ventajas y limitaciones de cada una, asi co-
mo su comportamiento frente a variaciones de los diferentes parametros (como el tamano
del paso o el intervalo de integracion temporal).

4.1 Meétodo QR

4.1.1 Ejemplo 1

Veamos en primer lugar un ejemplo sencillo, presentado en |15, pp. 18-19|, para probar
la validez de nuestros programas y verificar como se comportan con respecto a variaciones
de los parametros. Consideramos el siguiente sistema lineal de ecuaciones diferenciales con
coeficientes periddicos:

' —143cos?(t)  1—2cos(t)sin(t)
X = X .
—1+ 3sin(t)cos(t)  —1+ 3sin’(t)

Este sistema es regular y sus exponentes de Lyapunov son

1
)\125 y /\2:—1

67
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Notese que la traza de la matriz del sistema A(t) es constante:

3 3 3 1
trA(t) = -1+ 5C082<t) -1+ ésin2(t) =—-24 3= "5
Entonces,
I 1/tt(A( ) ds = —-
im — r(A(s))ds = —=.
t—+oo t 0 2

Por otro lado,
2
1 1
- ]a = _=
Z A + 5 5
k=1

luego, efectivamente, el sistema es regular.

Los autovalores de A(t) son (—1=44+/7)/4, lo que podria sugerir que la solucién constante
xo(t) = (0,0)T, para todo t > 0, es asintoticamente estable; es decir, que toda solucién con
condicion inicial lo suficientemente cercana a (0,0)7 converge a x,(t). No obstante, esto no
es cierto puesto que si hacemos el cambio de variables

con

obtenemos el sistema

b= (1 %)y

En la Tabla 4.1 se presentan los resultados obtenidos con el programa QR.DP5 de paso
fijo, cuyo coédigo se encuentra en el Apéndice B.1. Con estos resultados, observamos que
basta utilizar un paso de 0.1 para obtener una buena aproximacion, y que no es necesario
tomar un tiempo final ¢t; muy grande para obtenerlas.

h ty A A2
] 10 0.4773 —0.8755
100 0.2330 —0.4076
0.1 10 0.500006 —1.00002
100 0.500006 —1.00002
0.01 10 0.5000005 —1.0000002
100 | 0.5000005 —1.0000002
0.001 | 10 | 0.5000000004 | —1.000000001

Tabla 4.1: Resultados del Ejemplo 1 con el método QR.
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4.1.2 Ejemplo 2

Consideramos ahora la siguiente matriz de coeficientes:

1
0 cos(t) -1 —
3 141
— cos(t) 0 T 5
1 Tie 0 — sin(¢)

la cual aparece en |20, pp. 262-263]. En ese articulo se tratan sistemas con simetrias, y Dieci
y sus colaboradores realizan el anélisis utilizando condiciones iniciales aleatorias. Nosotros
compararemos los resultados usando como condicién inicial la matriz identidad de orden 4
con los obtenidos con una matriz aleatoria obtenida con el comando rand de MATLAB, el
cual genera una matriz con componentes aleatorias que siguen una distribuciéon uniforme
entre 0 y 1.

Los exponentes de Lyapunov del sistema lineal que tiene a la matriz A(t) como matriz

de coeficientes son los siguientes:
)\1:5, )\2:0, )\3:0,

De nuevo, el sistema es regular ya que tanto la traza como la suma de los exponentes
se anulan.

A= —H.

En [10], Dieci utiliza esquemas de Runge-Kutta explicitos de orden 2 y 4 con paso cons-
tante h = 0.1 para aproximar los exponentes \; y A4 con diferentes métodos QR y SVD.
En las Tablas 4.2 y 4.3 pueden observarse los resultados obtenidos con matriz identidad y
aleatoria como condiciones iniciales, respectivamente, y para diferentes valores de paso fijo
y de tiempo de integracion. Los resultados obtenidos para estas condiciones con nuestro
programa QR de paso fijo, QR.DP5, son bastante similares a los de Dieci. Ademés, incluimos
el tiempo 7', medido en segundos, que tarda el programa en aproximar los exponentes.

h iy A1 A2 A3 A\ T
100 | 4.9699 | 0.0227 | 0.0015 | —4.9941 | <1

0.1 | 1000 | 4.9969 | 0.0023 | 0.0002 | —4.9994 | <1
10000 | 4.9997 | 0.0002 | 0.00003 | —4.99997 | 7.24

0.01 100 | 4.9698 | 0.0228 | 0.0015 | —4.9949 | <1
1000 | 4.9969 | 0.0023 | 0.0001 | —4.9993 | 7.03

Tabla 4.2: Resultados del Ejemplo 2 con el método QR utilizando la matriz identidad como

condicion inicial.

Asimismo, podemos observar que se obtiene mayor precision utilizando condiciones

iniciales aleatorias y que, en este caso, un mayor tiempo de integraciéon nos da mejores re-
sultados que una reduccion del paso, pero aumentando el tiempo de ejecucion del programa.
De todas formas, en todos los casos, obtenemos buenas aproximaciones a los exponentes.
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h tr A Ao A3 A4 T

100 4.9934 | 0.0021 0.0008 —4.9947 | <1

0.1 1000 | 4.9994 | —0.0002 | 0.0001 —4.9994 | <1

10000 | 4.99995 | 0.00001 | —0.00004 | —4.99993 | 6.9

0.01 100 4.9969 | —0.0003 | 0.0170 —4.9797 | <1

1000 | 4.9992 0.0001 0.0004 —4.9996 | 6.87

0.001 | 100 4.9965 | —0.0053 | 0.00001 —4.9912 | 0.54

Tabla 4.3: Resultados del Ejemplo 2 con el método QR utilizando una matriz aleatoria ge-
nerada con rand como condicién inicial.

4.1.3 Ejemplo 3

Continuamos con otro sistema introducido en el articulo [20, pp. 263-264], el cual
presenta una matriz de coeficientes de mayor tamano, con el fin de comparar cémo afecta
el tamano del sistema a la precision de nuestro programa. La matriz de coeficientes es la
siguiente:

. 1 2
0 sin(?) 112 -1 e cos(t)
1 1
—sin(t _ 4 =
sin(t) 0 2+t 0 1+ 12
1 1
_ —— 0 0 cos(t) 2 +sin(t)
A(t) = 141 t+2 )
1 0 0 0 — 0
1+t
2 1 .
m 4 COS(t) 1—_” 0 — Sln(t)
1
cos(t) o 2 + sin(t) 0 sin(¢) 0

Los exponentes de Lyapunov del sistema lineal que tiene a A(t) como matriz de coefi-
cientes son:

A1 =3.85140, Ao =2.20210, A3=0, MN=0, X =-220210, N¢=—3.85140.

Los resultados se presentan en la Tabla 4.4, habiendo empleado nuevamente matrices
aleatorias como condicién inicial. Las aproximaciones obtenidas son satisfactorias, aunque
se aprecia una ligera pérdida de precision, especialmente en los exponentes nulos, en com-
paracion con el ejemplo anterior, lo cual puede deberse al aumento del tamatio del sistema.

También se observa un incremento en el tiempo de computacion, si bien este efecto es
coherente con los resultados obtenidos por Dieci y sus colaboradores, que son comparables
a los nuestros, alcanzando aproximaciones precisas hasta el tercer decimal. A pesar del
aumento en la dimension del sistema, el tiempo de ejecucion del programa no se ha visto
afectado de manera significativa.
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IR s A s N | T ]
100 | 3.8640 | 2.1854 | —0.0098 | —0.0205 | —2.18%6 | —3.8305 | <1

0.1 | 1000 | 3.8532 | 2.2000 | —0.0001 | 0.0004 | —2.3014 | —3.8522 | <1
10000 | 3.85178 | 2.20191 | 0.00002 | —0.000003 | —2.20197 | —3.85173 | 10.98
100 | 3.8596 | 2.1868 | 0.0021 | 0.0067 | —2.1837 | —3.8580 | <1

0.01 | 1000 | 3.8533 | 2.1965 | —0.0008 | 0.0023 | —2.2039 | —3.8489 | 7
10000 | 3.8516 | 2.2021 | —0.0001 | —0.0002 | —2.2019 | —3.8515 | 20

Tabla 4.4: Resultados del Ejemplo 3 con el método QR utilizando una matriz aleatoria generada
con rand como condicién inicial.

Por tltimo, como se muestra en la Figura 4.1, las aproximaciones obtenidas convergen
a los exponentes, por lo que el sistema es regular en el sentido de Lyapunov.

Exponentes de Lyapunov

o

|

1

|

|

\
Exponentes de Lyapunov

10! 10? 10° 10*

Tiempo

(b) h =0.01y t; = 10000.

10! 102 10° 10* 102 107 10°

Tiempo

(a) h = 0.1y t; = 10000.

10°

Figura 4.1: Evolucién temporal de las aproximaciones para el Ejemplo 3 con el método QR.

4.1.4 Ejemplo 4

El método QR presentado es solamente valido para sistemas regulares ya que, en caso
contrario, no podemos recuperar los exponentes de Lyapunov a partir de los elementos
diagonales de la matriz de coeficientes B(t) del sistema R = B(t)R. Tomando el sistema
no regular (2.70) del Ejemplo 2.41, expuesto al final del Capitulo 2, vamos a probar que,
efectivamente, el método no funciona. La matriz de coeficientes era

( )

1/0 tr(A(s))ds = V2 y h'minfl/ tr(A(s))ds

lim sup —
t—+oco t 0

cos(log(t +1)) sin(log(t+ 1))
sin(log(t + 1)) cos(log(t + 1))

y se tenia que

2.

t—-+o0

Las aproximaciones obtenidas para diferentes tiempos ¢ usando un paso fijo de h = 0.1
se muestran en la Tabla 4.5, y vemos que los valores obtenidos oscilan entre los valores v/2

y —V2.
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by

A A2

100

—0.1301 | —0.9823

500

0.9903 | —0.0592

1000

0.8098 | 0.5868

1500

0.8086 | 0.5880

2000

0.2477 | 0.9705

5000

—0.6163 | 0.7883

Tabla 4.5: Resultados del Ejemplo 4 con el método QR (sistema no regular).

Esto se ve de manera mas clara en la Figura 4.2, donde se muestra la evolucion temporal
de las aproximaciones de los exponentes de Lyapunov obtenidas con el método. Se utiliza
una escala logaritmica en el eje x para representar con mayor claridad las variaciones del

sistema.

Sistema no regular

0.5

05¢F

Exponentes de Lyapunov
o

15
107! 10°

10" 107 108 10*
Tiempo

Figura 4.2: Evolucién temporal de las aproximaciones para el Ejemplo 4 con el método QR

(sistema no regular).

4.2 Meétodo SVD

4.2.1 Ejemplo 1

Para probar la validez del programa que aproxima los exponentes de Lyapunov me-
diante el método SVD con paso fijo (véase Apéndice C.1), vamos a presentar un ejemplo
del articulo de Dieci y Elia [10, pp. 20-21], el cual hemos seguido para desarrollar este
algoritmo. Este es un sistema de ecuaciones diferenciales lineales regular cuyos exponentes
de Lyapunov son: 1, 0, -2, -10. La matriz de coeficientes A es tal que un cambio de variables
ortogonal () la reduce a la suma de una matriz diagonal més una perturbacion que tiende

a 0 cuando t tiende a +o0:

QTAQ — QTQ = diag(1,0,—-2,-10)+ B(t) , t>0,
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donde
sint 1
22 T e
log(t+0.2)
t2+3
B(t) =
_1
t+0.2
_t
t2+1

t40.2

142

_t
t2+1
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En la Tabla 4.6 se muestran las aproximaciones obtenidas con el método SVD de paso
fijo (véase el Apéndice C.1), variando los parametros de tamano de paso, tiempo final de
integracion y tiempo previo de integracion del sistema.

T [ [ [ [ [ o [T
0.01 100 1.0173 | 0.0271 | —1.9935 | —9.8606 | <1

0.01 1000 | 1.0020 | 0.0039 | —1.9994 | —9.9706 8
0.001 100 1.0153 | 0.0275 | —1.9921 | —9.8604 8
100 1.0300 | 0.0267 | —2.0125 | —9.9843 | <1

0.1 1000 | 1.0125 | 0.0038 | —2.0063 | —10.1005 | < 1

0.1 10000 | 1.0131 | 0.0005 | —2.0054 | —10.1086 7
0.01 100 1.0209 | 0.0266 | —1.9966 | —9.8605 | <1

1000 | 1.0021 | 0.0038 | —1.9997 | —9.9705 7

0.001 100 1.0201 | 0.0266 | —1.9960 | —9.8604 | < &

100 1.0326 | 0.0264 | —2.0127 | —9.9531 | <1

0.1 1000 | 1.0093 | 0.0038 | —2.0042 | —10.0699 | <1

1 10000 | 1.0093 | 0.0005 | —2.0027 | —10.0806 8
0.01 100 1.0292 | 0.0259 | —2.0038 | —9.8608 | <1

1000 | 1.0029 | 0.0037 | —2.0004 | —9.9706 23

0.001 100 1.0290 | 0.0258 | —2.0037 | —9.8607 19
0.01 100 1.0343 | 0.0244 | —1.8195 | —9.0060 | <1

10 1000 | 1.0034 | 0.0036 | —1.9819 | —9.8851 9
0.001 100 1.0342 | 0.0244 | —1.8188 | —9.0066 7
1000 | 1.0087 | 0.0079 | —1.9540 | —9.7264 | 192

100 0.01 1000 | 1.0035 | 0.0883 | —1.7213 | —8.9176 7
0.001 100 1.0342 | 0.0244 | —1.8188 | —9.0066 7

Tabla 4.6: Resultados del Ejemplo 1 con el método SVD de paso fijo.

Vemos que un tiempo inicial de integracion t. grande da peores resultados debido a que,
para tiempos largos, los valores singulares crecen muy réapidamente, dando lugar a desbor-
damientos y errores de aproximacion. Asimismo, aumentar mucho el tiempo de integracion
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no aumenta necesariamente la precision, pues se comienza a trabajar con magnitudes muy
grandes, dando lugar a errores de precision y a un tiempo de computacion mucho mayor.

Por otro lado, en la Figura 4.3 se muestra la evolucion temporal de las aproximaciones
en dos situaciones distintas, cada una para unos pardmetros determinados. En ambas se
ve que las aproximaciones convergen a los exponentes, confirmando asi que el sistema es
regular y que los exponentes existen como limites.

Exponentes de Lyapunov

Exponentes de Lyapunov

10’ 10°
Tiempo

(a) te =1, h = 0.01 y t; = 1000.

10°

2

107

10° 10'
Tiempo

102

10° 10*

(b) te = 0.1, h = 0.1y t; = 10000.

Figura 4.3: Evoluciéon temporal de las aproximaciones para el Ejemplo 1 con el método SVD
de paso fijo.

4.2.2 Ejemplo 2

A continuaciéon, vamos a estudiar un ejemplo introducido en [21, pp. 12-13|. Conside-
ramos como matriz del sistema a

con

o

(t),

1 0 2 1
1+ ¢2 14+¢2  1+1¢2
0 1 1 0
14 ¢2 14 ¢2

2 —1
0 0
1+ t2 1+ ¢2
1 —1
2+ t2 1+ ¢2

La matriz A(t) pertenece al llamado grupo simpléctico; esto es, al conjunto de matrices
que verifican que

AT TA(t) =

J,

para todo t > 0, con J una matriz antisimétrica especifica, que en este caso es

0 I,
J = .
—I, 0
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Los exponentes de Lyapunov son las partes reales de los autovalores de C:
A = T7.4322699, N, =2.237180 A3 = —2.237180, A\, = —7.4322699.

Para aproximar los valores que toma el exponente de Lyapunov asociado a este sistema
mediante el método SVD, ha sido necesario implementar un paso variable, controlando
tnicamente el error relativo RTOL como se hace en [19]; por lo tanto, utilizamos el codigo
C.2 en el Apéndice C. En la Tabla 4.7 se ven reflejados los resultados obtenidos, don-
de las columnas STEPS y REJ indican, respectivamente, el nimero de pasos aceptados y
rechazados.. Se ha utilizado en todos ellos t. = 1, pues los valores singulares estaban lo
suficientemente separados.

RTOL ty A A2 A3 A4 T | STEPS | REJ

100 | 7.4603 | 2.2227 | —2.2228 | —7.4506 | <1 | 800 80
107* | 1000 | 7.4273 | 2.2343 | —2.2359 | —7.4249 | < 1| 9200 | 790
10000 | 7.3902 | 2.2308 | —2.2444 | —7.3810 | 6 | 98000 | 8000

100 | 7.4611 | 2.2228 | —2.2228 | —7.4515 | <1 | 869 100
107% | 1000 | 7.4358 | 2.2351 | —2.2351 | —7.4349 | < 1| 8853 | 876
10000 | 7.4320 | 2.2368 | —2.2370 | —7.4317 | 6 | 96000 | 8200

100 | 7.4612 | 2.2227 | —2.2227 | —7.4516 | <1 | 2289 | 186
107% | 1000 | 7.4359 | 2.2351 | —2.2351 | —7.4349 | <1 | 8109 | 998
10000 | 7.4331 | 2.2369 | —2.2369 | —7.4330 | 8 | 76000 | 8000

Tabla 4.7: Resultados del Ejemplo 2 con el método SVD de paso variable.

Hemos obtenido muy buenas aproximaciones a los exponentes, y vemos que la precisiéon
aumenta a medida que disminuye la tolerancia. Como cabria esperar, el nimero de pasos,
tanto aceptados como rechazados, también crece, pues el tamano del paso h que se calcula
de manera automética se vuelve méas pequeno. Para tolerancias méas pequenas hemos en-
contrado que los resultados son muy similares a los del caso TOL = 1078,

Ademas, se muestra en la Figura 4.4 la evoluciéon temporal de las aproximaciones para
dos tolerancias fijadas. Vemos que, claramente, las aproximaciones convergen a los valores
reales de los exponentes luego el sistema es, de nuevo, regular. También se aprecia que a
partir de ¢t = 100, las aproximaciones se vuelven préacticamente constantes; es decir, gran-
des incrementos del tiempo de integracion conllevan una leve mejora de la precision.

Por tltimo, cabe destacar que el motivo de haber usado t. = 1 es que, para valores
superiores, como t, = 10, las entradas de Xy(t.) son todas del orden de 1033, por lo que hay
que controlar con cuidado el tamano de t.; ademés, los valores singulares para este tiempo
son

o1(te) = 2.19 x 10% | oy(t,) = 1.99 x 10** | o3(t.) = 6.00 x 10%% 04(t.) = 1.21 x 10*2,

lo que valida nuestras hipotesis de separacion exponencial entre ellos. Ademas, para t, =
100, los valores singulares se desbordan en la integracién inicial.
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Metodo SVD Metodo SVD

&
> >
N

Exponentes de Lyapunov
nN
T
{
|
|
Exponentes de Lyapunov

4 4
6 6
gEe— - gE—
10° 10 102 10° 10* 10° 10 102 10° 10*
Tiempo Tiempo
(a) tc =1, TOL = 10~* y ¢; = 10000. (b) t. =1, TOL = 10~8 y ¢; = 10000.

Figura 4.4: Evoluciéon temporal de las aproximaciones para el Ejemplo 2 con el método SVD
de paso variable.

4.3 El atractor de Lorenz

Para ilustrar la aplicacién del método de factorizacion QR continuo en el calculo de
exponentes de Lyapunov en sistemas no lineales, se ha considerado el sistema de Lorenz
[22], uno de los ejemplos paradigmaticos de sistemas cadticos. El sistema esta definido por
el siguiente sistema no lineal de ecuaciones diferenciales ordinarias:

& = o(y—ux),
y = pr—zz—y,
z = .Ty—BZ,

donde o, p y B son parametros positivos. En el estudio clasico de Lorenz, los valores con-
siderados fueron o = 10, p = 28 y 3 = 8/3, para los cuales el sistema presenta un atractor
extrano conocido como el “atractor de Lorenz”: trayectorias cercanas divergen con el tiem-
po, pero permanecen confinadas dentro de una region del espacio de fases, sin terminar ni
en un punto de equilibrio ni en un ciclo limite, moviéndose en torno a una zona limitada
del espacio.

Para sistemas no lineales como este, el calculo de los exponentes de Lyapunov se basa en
el estudio de la ecuacion variacional, la cual va a ser regular por el Teorema Multiplicativo
Ergodico de Oseledec. La matriz jacobiana del sistema de Lorenz es la siguiente:

-0 o 0
Dfx)=| p—2z -1 —x
y x —=p
Como su traza es constante e igual a

tr(Df(x))=-0c—-p5-1,
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entonces,

t——+o0

lim %/Ottr<Df(x(s)))ds:—a—ﬁ—lzg)\;,

con Aj, Ay, Ay los 3 valores finitos que toma el exponente de Lyapunov asociado al sis-
tema variacional, repetidos con sus respectivas multiplicidades. Ademas, por ser regular,
podemos utilizar el método QR para aproximar los exponentes de Lyapunov. Usaremos
programas que implementan un paso variable y control del error, ya que el programa de
paso fijo no nos ha dado los resultados esperados.

Ademés, el exponente de Lyapunov mas grande caracteriza el ritmo de separaciéon de
trayectorias con condiciones iniciales infinitesimalmente cercanas; por ello, si es positivo y
el espacio de fases es compacto, esto suele ser un indicativo de que el sistema es cadtico
[9]. Vamos a ver que, efectivamente, un exponente de Lyapunov positivo da lugar a que el
atractor de Lorenz sea cadtico.

En primer lugar, vamos a utilizar los pardmetros
c=16, (=40 y p=4592

y como condicion inicial xg = (0, 1,0)7, para comparar con los resultados obtenidos por Die-
ciy Vleck en [11] utilizando los programas de paso variable B.2.1 y B.2.2. Estos programas
aproximan, respectivamente, los exponentes tanto mediante cuadratura de las variables p;,
como integrando numéricamente con un esquema Runge-Kutta las ecuaciones diferenciales
para estas. Implementaremos control del error inicamente en la matriz () en el primer caso,
y en (), en las variables yu; y en la trayectoria x en el segundo.

Los exponentes convergen a
)\1 ~ 1.5 N )\2 ~ 0 y )\3 = —22.5 N
luego, efectivamente,

3
—o—f-1=-21=) \.
=1

En la Tabla 4.8, se muestran las aproximaciones obtenidas utilizando los dos métodos
de paso variable descritos en la Seccion 3.1.3, donde las columnas STEPS y REJ indican,
respectivamente, el niimero de pasos aceptados y rechazados. Por otro lado, en la Figura
4.5 hemos representado la evolucion temporal de las aproximaciones para ambos métodos
para el caso de tolerancia 0.0001. De aqui podemos sacar diversas conclusiones.

Como era de esperar, con el segundo programa, al hacer control del error sobre tres va-
riables, aumenta significativamente el nimero de pasos rechazados, y por tanto, el tiempo
de computacién respecto al primero. Aun asi, este nos da resultados mucho menos precisos
en comparacion con el primero, lo que nos lleva a pensar que, para este sistema, se acumula
menos error integrando mediante cuadratura que resolviendo la ecuacion diferencial, y que
un excesivo control del error puede llevar a disminuir la precision.

Hay que tener también en cuenta que, en el segundo programa, se realizan nueve fac-
torizaciones QR en cada paso, frente a las dos que se realizan en el primero. Esto también
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TOL Ly Programa Al Ao A3 T STEPS REJ
100 1 1.4457 | 0.0171 | —21.4628 | < 1 4800 300
2 1.0907 | 0.3538 | —22.4446 | <1 10200 3700
1 1.4979 | 0.0196 | —22.5175 1.9 48000 2700
0.001 1000
2 1.1181 | 0.3828 | —22.5009 | 9.6 102000 | 36000
10000 1 1.5097 | 0.0197 | —22.5295 | 359 497000 | 28000
2 0.9944 | 0.3712 | —20.3507 | 2300 92000 | 320000
100 1 1.4158 | 0.0209 | —22.4367 | <1 15000 190
2 1.3836 | 0.0682 | —22.4518 1.8 24000 4000
1 1.4996 | 0.0074 | —22.5070 16 150000 980
0.0001 | 1000
2 1.3900 | 0.1046 | —22.4946 5 70300 5700
10000 1 1.4962 | 0.0067 | —22.4446 | 7300 | 1500000 | 10000
2 1.3484 | 0.1010 | —21.6972 | 58000 | 2400000 | 410000
100 1 1.3970 | 0.0329 | —22.4299 1.8 48000 53
2 1.3984 | 0.0222 | —22.4245 5 69000 5600
0.00001
1000 1 1.4916 | 0.0044 | —22.4960 | 452 480000 360
2 1.4528 | 0.0420 | —22.4949 | 680 747000 | 99000

Tabla 4.8: Resultados del atractor de Lorenz: Comparaciéon de los dos programas QR de paso
variable.

20

-20

Exponentes de Lyapunov
<
Exponentes de Lyapunov
S

\ ] \
.25 \ l:‘ -30 \\ /

-40
102 10° 10? 10* 10°® 10% 107 102 10° 10? 10*
Tiempo Tiempo

(a) Programa 1: Cuadratura de p;. (b) Programa 2: Integracién numérica de p;.

Figura 4.5: Evoluciéon temporal de las aproximaciones para el atractor de Lorenz con métodos
QR de paso variable.

explica el incremento significativo del tiempo de computacion, dado que esta operacion es
muy costosa.

Por ultimo, en la Figura 4.6, se muestra la evoluciéon temporal de la trayectoria del
atractor de Lorenz desde el instante inicial hasta ¢; = 1000 (figura de la izquierda), y para
tiempos largos (figura de la derecha), respectivamente. En estas se ve reflejada la presencia
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de caos, lo cual habiamos anticipado al tener \; =~ 1.5.

Atractor de Lorenz (con gradiente temporal)

80

60

el
=)

o
o
Tiempo normalizado

o 40

20

40
20

20 0

(a) Trayectoria desde ty = 0 hasta t; = 1000. (b) Trayectoria para tiempos largos.

Figura 4.6: Trayectoria del atractor de Lorenz para o = 16, 8 =4.0 y p = 45.92.

Como el primer programa es el que nos ha dado mejores resultados, sobre todo para
A1, utilizaremos este para el siguiente apartado, fijando la tolerancia en 0.0001 y el tiempo
final del intervalo de integraciéon en 1000, ya que estos parametros han sido con los que
hemos obtenido una mejor relacion entre precision y tiempo de ejecucion.

4.3.1 Variacion de los parametros

A continuacién, estudiaremos un caso de gran interés: vamos a hacer depender al sistema
de un tnico pardmetro. Para ello, vamos a poner p y ¢ en funciéon de 3, como se hace en
[22]; es decir, vamos a variar § y vamos a obtener ¢ y p como sigue:

o=B+1+V28+1)(5+2),

o+ p3+3
c—B—-1"

Para cada valor de 3, calcularemos las aproximaciones de los exponentes de Lyapunov,
lo que nos permitird observar la transicion del sistema de un régimen cadtico a uno no
cadtico. Para ello, emplearemos el método QR de paso variable con cuadratura (véase
Apéndice B.2.1), puesto que en el apartado anterior obtuvimos los mejores resultados.
Fijamos el tiempo final de integracion en ¢; = 1000 y la tolerancia para el error en las
matrices ¢ en TOL= 0.0001. Tomamos 2000 valores de  uniformemente espaciados en el
intervalo [0.138.0.148] [23]| y, mediante un bucle for, aproximamos los exponentes para
cada uno de ellos. La dependencia de estas aproximaciones con el pardmetro 3 se muestra
en la Figura 4.7.
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Figura 4.7: Dependencia de las aproximaciones con el parametro 3 para el atractor de Lorenz.

= Para valores de  menores que, aproximadamente, 1.411, el primer exponente es
aproximadamente cero, luego no deberiamos esperar tener caos ya que no hay ningtun
exponente positivo. En las Figuras 4.8 y 4.9 se ha representado el atractor de Lorenz
para dos valores de (3 en los que no hay caos, uno de ellos fuera del intervalo. En ambos
casos, en la figura de la izquierda podemos observar la trayectoria desde el instante
inicial hasta el tiempo final ¢; de integracion, mientras que en la de la derecha, se
ha prescindido de tiempos iniciales y tinicamente se ha representado la trayectoria
para tiempos largos para estudiar si existe algtn tipo de convergencia. Vemos que,
efectivamente, no hay caos pues la trayectoria converge a un ciclo limite.
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o
o

Tiempo normalizado
z

(a) Trayectoria desde to = 0 hasta t; = 1000.

(b) Trayectoria para tiempos largos.

Figura 4.8: Trayectoria para el atractor de Lorenz con § = 0.133: A} = —0.0002, A2 = —0.0396,

A3 = —4.4247.

(a) Trayectoria desde t; = 0 hasta t; = 1000.

(b) Trayectoria para tiempos largos.

: —

Figura 4.9: Trayectoria para el atractor de Lorenz con § = 0.139: A\; = —0.0014, Ay = —0.1055,

A3 = —4.3785.

= A partir de § = 1.411, el primer exponente se vuelve positivo, y, en la Figura 4.10,

se ha representado una situacion con caos. No obstante, como se puede observar en
4.7b, para [ € [1.4334,1.436], el primer exponente vuelve a aproximarse a cero, luego
volvemos a salir del régimen caotico, como se muestra en la Figura 4.11. Adn asi,
aumentar ligeramente el parametro 5 hace que vuelva aparecer el caos (ver Figura
4.12).

Comprobamos ademads que, cuanto méas grande es el primer exponente positivo (véase
la Figura 4.13), méas cadtico es el atractor de Lorenz, y mas se nota que las orbitas
se juntan para tiempos largos y no hay convergencia hacia un ciclo limite. Notamos
también que, en todos los casos, las Orbitas estdn acotadas y las trayectorias no
contienen un punto fijo, incluyendo el primer caso expuesto para comparar los dos
métodos QR. Como consecuencia, al menos uno de los exponentes de Lyapunov es
cero [24].
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a) Trayectoria desde ¢y = 0 hasta ¢ty = 1000. b) Trayectoria para tiempos largos.
f

Figura 4.10: Trayectoria para el atractor de Lorenz con 8 = 0.143265: A; = 0.0257, Ao = 0.0001,
A3 = —4.5261.

(a) Trayectoria desde to = 0 hasta ¢; = 1000. (b) Trayectoria para tiempos largos.

Figura 4.11: Trayectoria para el atractor de Lorenz con § = 0.143566: A\; = 0.0014, A\ =
—0.0052, A3 = —4.4976.

Por tltimo, vamos a estudiar como se comporta la trayectoria del sistema al variar la
condicién inicial tanto en ausencia como en presencia de caos.

= En la Figura 4.14 hemos representado la érbita del atractor de Lorenz para tres con-
diciones iniciales diferentes en ausencia de caos. Vemos que, para las dos condiciones
cercanas, ambas trayectorias coinciden para tiempos largos, representadas cada una
por una linea discontinua marrén y otra azul. Esto era de esperar dado que no hay
exponentes de Lyapunov positivos.
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(a) Trayectoria desde to = 0 hasta t; = 1000. (b) Trayectoria para tiempos largos.

Figura 4.12: Trayectoria para el atractor de Lorenz con § = 0.143846: A\; = 0.0303, A2 =
—0.0024, A3 = —4.5301.

o
o

Tiempo normalizado
z

(a) Trayectoria desde to = 0 hasta t; = 1000. (b) Trayectoria para tiempos largos.

Figura 4.13: Trayectoria para el atractor de Lorenz con 5 = 0.148: A1 = 0.0662, Ao = —0.0046,
A3 = —4.5784.

(0,1,0)
(4,6,0)
(-2,10,18)

(a) Trayectoria desde ty = 0 hasta t; = 1000. (b) Trayectoria para tiempos largos.

Figura 4.14: Trayectorias para el atractor de Lorenz con diferentes condiciones iniciales: § =
0.133.
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= Por otro lado, en la Figura 4.15, se muestra la situaciéon en la que hay caos; es decir,
en la que el mayor exponente de Lyapunov es positivo. En la figura 4.15¢ hemos
representado tnicamente los tltimos 500 puntos obtenidos, para tiempos del orden
de 1000. Vemos que, por muy pequena que sea la variacion de la condiciéon inicial,
las orbitas para tiempos largos son completamente diferentes; es decir, el sistema es
sensible a la perturbacion de la condicion inicial, luego es caotico.

(0, 1,0)

- == (0.1,1.1,00)
(0, 1.01,0)

(0,1,0)

- == (0.1,11,00)
e (0, 1.01, 0)
(0.00001, 1,0)

(c¢) Trayectoria para unos pocos puntos.

Figura 4.15: Trayectorias para el atractor de Lorenz con diferentes condiciones iniciales: 8 =
0.148.

4.3.2 La “mariposa” de Lorenz

Concluimos este capitulo presentando el caso mas citado en la literatura del sistema de
Lorenz: el famoso ejemplo conocido como “la mariposa” [22]. Esta configuracion corresponde
a un régimen cadtico (véase la Figura 4.16) que se obtiene al asignar al sistema los siguientes
valores concretos para sus pardmetros:

c=10, p=8/3 y p=28.
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Ademas, las aproximaciones a los exponentes de Lyapunov son
A1 =0.8965, Xy =0.0060 y A3 = —14.5681 .

De nuevo, el mayor exponente de Lyapunov es positivo, fenémeno caracteristico de un
sistema cadtico, y hay un exponente (practicamente) nulo debido a la ausencia de un punto
fijo en la trayectoria.

(a) Trayectoria desde ty = 0 hasta t; = 100. (b) Trayectoria desde to = 0 hasta ¢ty = 1000.

Figura 4.16: Trayectoria para la mariposa Lorenz: A\; = 0.8779, Ay = —0.0067, A3 = —14.5047.
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CAPITULO 5
CONCLUSIONES

En este capitulo final se presenta una sintesis del trabajo realizado, destacando los prin-
cipales logros alcanzados, las dificultades superadas a lo largo del proceso y posibles lineas
de continuacion.

A lo largo de este trabajo se han estudiado los exponentes caracteristicos de Lyapu-
nov desde una doble perspectiva. En primer lugar, desde el punto de vista teérico, se ha
presentado la definiciéon clésica introducida por el propio Lyapunov, y posteriormente se
ha formalizado el concepto siguiendo el enfoque propuesto por Barreira [2], estableciendo
sus propiedades fundamentales. En particular, se han enunciado y demostrado resultados
fundamentales sobre la regularidad de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales en el
sentido de Lyapunov. Ademas, se han relacionado los exponentes de Lyapunov de sistemas
no lineales con los de su ecuacién variacional asociada, justificando de este modo haber
desarrollado la teorfa en torno a los sistemas lineales.

En segundo lugar, se ha abordado el estudio desde el punto de vista computacional.
Dada la dificultad del calculo explicito de los exponentes de Lyapunov en la mayoria de
los sistemas dindmicos, resulta necesario recurrir a su aproximacién numérica. Con este
objetivo, se han desarrollado dos métodos numéricos basados, respectivamente, en la fac-
torizacion QR y en la descomposicion en valores singulares de una matriz fundamental de
soluciones. Ambos han sido implementados en MATLAB, y se ha comprobado su validez
aplicandolos tanto a sistemas lineales como al atractor de Lorenz.

Todos los codigos correspondientes a ambos métodos numéricos han sido programados
desde cero, siguiendo exclusivamente las descripciones realizadas en diversos articulos pu-
blicados por Dieci y sus colaboradores, los cuales se encuentran a la orden del dia. Durante
el desarrollo e implementacion de estos métodos se han encontrado diversas dificultades
técnicas que han requerido soluciones especificas.

» En primer lugar, se traté de integrar numéricamente las ecuaciones diferenciales con
la funcién ode45 de MATLAB. No obstante, esto no fue posible dado que, para
ambos métodos, era necesario integrar simultdneamente diferentes ecuaciones junto
con la actualizacion continua de las aproximaciones a los exponentes. Esto motivo la
implementacion directa de distintos esquemas Runge-Kutta, seleccionando en cada
caso aquel que ofrecia mejores resultados en términos de estabilidad y precision.
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= En segundo lugar, una vez programadas las primeras versiones de ambos métodos,
observamos que obteniamos los resultados esperados solamente en ejemplos muy par-
ticulares. Para extender su aplicabilidad, fue necesario incorporar control de paso
variable, lo que mejor6 significativamente la precision de los codigos, aunque incre-
mentando, en ocasiones, el tiempo de ejecucion, y permitié adaptarlos a una mayor
variedad de sistemas.

» Por ultimo, la implementaciéon del método basado en la SVD presenté mayores com-
plicaciones. El rapido crecimiento de los valores singulares provocaba desbordamien-
tos numeéricos durante la integracion y una alta sensibilidad al tamano del paso, lo
que obligd a reformular ciertas variables y a buscar una estrategia 6ptima de control
del error. Ademas, este método requeria una atencion especial a multiples detalles
técnicos, como hemos comentado en la Subsecciéon 3.2, y ha resultado més limitado
en cuanto al tipo de sistemas a los que puede aplicarse con éxito, en comparacion
con el método QR.

A pesar de estas dificultades, hemos sido capaces de programar diversos codigos en
MATLAB para dos métodos distintos, que funcionan y que permiten aproximar con nota-
ble precision los exponentes de Lyapunov en distintos sistemas lineales. Més alla de estos
casos, hemos sido capaces de extender la aplicabilidad a sistemas no lineales, como el atrac-
tor de Lorenz. Para ello fue necesario integrar simultaneamente la trayectoria del sistema,
proceso altamente sensible a errores numeéricos, junto con la ecuacién variacional. El uso
de un paso variable ha sido clave para mantener la estabilidad numérica en este contexto.
Este mismo enfoque ha sido probado en otros sistemas no lineales, como el atractor de
Rossler, obteniendo buenos resultados, si bien se ha optado por centrar la presentaciéon en
el caso de Lorenz por su representatividad y complejidad.

En definitiva, los exponentes de Lyapunov constituyen una herramienta de gran utilidad
para el estudio de sistemas dindmicos, al permitir caracterizar fenémenos tan relevantes
como la estabilidad de trayectorias o la presencia de comportamiento cadtico, y su calcu-
lo numérico es indispensable en la préctica, dada la complejidad de obtener expresiones
analiticas. Con este trabajo hemos logrado realizar tanto una revisiéon tedrica como una
implementacion practica efectiva, ofreciendo una base que permite comprender la natura-
leza de los exponentes de Lyapunov y aplicar métodos fiables para su célculo.

Como posibles lineas de continuacién, cabe destacar que, tal y como comentan Dieci y
Vleck en [9], tanto la teoria como los métodos computacionales pueden extenderse a otros
sistemas, como series temporales, o sistemas dinamicos discretos. Ademas, los exponentes
de Lyapunov han demostrado ser ttiles en una amplia variedad de aplicaciones més alla del
analisis de estabilidad de soluciones, como en la estimaciéon de la dimension de atractores, el
calculo de la entropia de sistemas dinamicos o la caracterizacion de variedades invariantes.
Estos ambitos abren la puerta a futuros trabajos que amplien y profundicen las ideas
desarrolladas en esta memoria.



APENDICE A

TABLEROS DE BUTCHER

En este Apéndice se encuentran los tableros de Butcher de los esquemas Runge-Kutta
DP5 y RK38, usados, respectivamente, para programar los métodos QR y SVD. En ambos
tableros, las ultimas dos filas son el paso adicional y los pesos necesarios para el esquema
de orden inferior usado para el control del error.

A.1 Pareja 5-4 Dormand-Prince: DP5

0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0
5) 5)
3 3 9
0 0 0 0 0 0 0 0
4 44 56 32
s 5 T ) 0 0 0 0
§ &72 _ 25360 64448 _y 0 0
9 6561 2187 6561 729
Q| sm o dems a0 s03
3168 33 5247 176 18656
, | B, 01 a1
384 1113 192 6784 84
LB, A0 1 a1
384 1113 192 6784 84
) | oI ToTL 898 oaor 8T 1
57600 16695 640 339200 2100 40
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A.2 Esquema Runge-Kutta de orden 4: la regla 3/8 RK38
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APENDICE B

PROGRAMAS DEL METODO QR

B.1 Meétodo de paso fijo

Codigo B.1: Funcién para el esquema de Runge-Kutta del método QR de paso fijo.

function [QQ, w] = fun_QR(t, AA, Q)
A_Q = AA(E);
n = size(A_Q,1);
QQ = zeros(n);
S = QQ; 7 La diagonal de la matriz antisimétrica S ya es 0
QAQ_Q = Q’*(A_Q)*Q;
A Construimos S
for i = 2:n
for j = 1:1-1
S(i,j) = QAQ_Q(i,j);
S(j,1i) = -S(i,j); / Antisimetria
end
end
A dQ/dt = X
QQ = Q*S;
4 dw / dt = b_11
w = diag(QAQ_Q);
end
Codigo B.2: Método QR de paso fijo.
4 Factorizacion (R continua: Paso fijo
tic 7 Inicializamos contador de tiempo

4 Definimos la matriz de coeficientes A(t)
A = e(t)
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h = 0.1; / Paso fijo de integraciodn

ct
|

0; / Tiempo inicial
tf = 1E3; / Tiempo final de integraciodn

j = 1; J Nimero de pasos

4 Valores

n = size(A(0) ,1); / Tama@io de la matriz

I = eye(n); /% Condicidn intcial para la integracion
/4 Condiciones tinictiales para el algoritmo

X_.0=1I; /o X_0 = rand(n);

[Q_0, R_0] = qr(X_0);

A Inicializamos wariables
w = zeros(n,1);
lambda(1,:) = zeros(n,1);

/ Bucle de integracion mediante esquema Runge-Kutta
while t < tf

/ Dormand Prince
Ul = Q_0;
[ k1_.Q, k1_w] = fun_QR(t, A, U1 )

U2 = Q_0 + h/5 * k1_Q;
[ k2_.Q, k2_w] = fun_QR(t + h/5, A, U2 )

U3 = Q_0 + h = (3/40 * k1_Q + 9/40 * k2_Q);
[ k3_Q, k3_w] = fun_QR(t + 3%xh/10, A, U3 );

U4 = Q_0 + h * (44/45 * k1_Q - 56/15 x k2_Q + 32/9 * k3_Q);
[ k4_Q, k4_w] = fun_QR(t + 4xh/5, A, U4 );

U5 = Q_0 + h * (19372/6561 * k1_Q - 25360/2187 * k2_Q + 64448/6561 *
k3_Q - 212/729 * k4_Q);
[ k5_Q, k5_w] = fun_QR(t + 8*xh/9, A, U5 );

U6 = Q_0 + h * (9017/3168 * k1_Q - 355/33 * k2_Q + 46732/5247 * k3_Q
+ 49/176 * k4_Q - 4103/18656 * k5_Q);
[ k6_Q, k6_w] = fun_QR(t + h, A, U6 );

4 Cdilculo de las matrices §
Q Q_0 + h*(35/384 * k1_Q + 500/1113 * k3_Q + 125/192 * k4_Q -
2187/6784 * k5_Q + 11/84 * k6_Q);

/ Calculo de las wvariables w_1
w =w + h*x(35/384 * ki1_w + 500/1113 * k3_w + 125/192 * k4_w -
2187/6784 * k5_w + 11/84 * k6_w);

4 Q@ es ortogonal, luego nos quedamos con su "parte ortogonal”

[Q,”] = qr(Q);

4 Preparamos {§_0 de cond. tinicial para el sigutiente paso

Q_0 = Q;

A Aprozimacion de los ezxzponentes a tiempo t_j+1
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t_QR(j+1) = t + h;
lambda(j+1,:) = w’> / t_QR(j+1);
t =t + h;
J=3+ 1
end
tiempo = toc;
disp( )
disp(lambda(end,:))
disp ([ , num2str (tiempo), 1)

/4 Evolucidn temporal de las aproximactiones
figure;
for i = 1:n
semilogx (t_QR(2:end), lambda(2:end,i))
hold on
end

B.2 Métodos de paso variable

Codigo B.3: Funcién para el sistema de Lorenz.

/ Pardmetros
sigma = 16; beta = 4.0; rho = 45.92;

/ Funcidn del stistema no limeal de Lorenz
f = @(t, x) [sigma*(x(2) - x(1));
rho*x (1) - x(1)*x(3) - x(2);
x(1)*x(2) - beta*xx(3)];

4 Matriz jacobiana
A = @(t, x) [-sigma, sigma, O;
rho - x(3), -1, -x(1);
x(2), x(1), -betal;

/ Condicidn inicial
x_0 = [0;1;0];

B.2.1 Cuadratura de p;

Coédigo B.4: Funcién para el esquema de Runge-Kutta del método QR de paso variable con cua-
dratura.

function [QQ, xx] = fun_RK_1(t, f, AA, x_0, Q)

4 Integramos dz/dt = f(z)
xx = £(t, x_0);

4 Matriz de coeficientes

A_Q = AAC(t, x_0);

n = size(A_Q,1);

QQ = zeros(mn); / Inicializamos (]

GUILLERMO MUNOZ HERNANDEZ
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S = QQ; % La diagonal de la matriz antisimétrica S ya es 0

QAQ_Q = Q’*(A_Q)*Q;

4 Construimos S
for i = 2:n
for j = 1:1i-1
S(lsJ) = QAQ—Q(]-’J),

S(j,i) = -S(i,j); / Antisimetria
end
end
4 dg/dt = @8
QQ = Q*S;

end

Cédigo B.5: Método QR de paso variable con cuadratura numérica de ;.

A Factorizacidon QR continua: Cuadratura numérica de mu_1

AN~ m e - - ALGgoritmo --------- oo e oo
tic / Inictalizamos el contador de tiempo
TOL = 1E-4; / Tolerancia para el error
tf = 1E2; / Tiempo final de integraciodn
h = 0.01; / Paso inicial
safe = 0.8; / Factor de seguridad para el nuevo paso
1 =1/5; J Termino para DP5 que aparece en pasSo nuevo
n_rej = 0; / Nimero de rechazos
t = 0; / Tiempo inicial
= 1; /) Nuimero de pasos
n = size(x_0, 1); / Tamafo de la matriz
I = eye(n); 7 Condicion inicial para la integracion
4 Condiciones inictales para el algoritmo
X_0 =1;
[Q_0, R_0] = qr(X_0);
x(1,1:n) = x_0’; / Adqui almacenamos los wvalores de la funcion integrada
w = zeros(m,1);
lambda(1,:) = zeros(n,1); / 4dqui almacenamos las aprozimaciones

Z Inicto del bucle de integracion
while t < tf

step = 0;
/ Bucle de control del error
while step == 0

/4 Pareja Dormand-Prince 5-4
Ul = Q_0;
[ k1_.Q, ki1_x ] = fun_RK_1(t, f, A, x_0, Ul );

U2 = Q_0 + h/5 * k1_Q;
[ k2_Q, k2_x ] fun_RK_1(t + h/5, f, A, x_0 + h/5 * ki_x,
U2 );
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U3 = Q_0 + h * (3/40 * k1_Q + 9/40 * k2_Q);
[ k3_Q, k3_x ] = fun_RK_1(t + 3*h/10, f, A, x_0 + h x (3/40 *
ki_x + 9/40 * k2_x), U3 );

U4 = Q_0 + h * (44/45 * k1_Q - 56/15 *x k2_Q + 32/9 * k3_Q);
[ k4_.Q, k4_x ] = fun_RK_1(t + 4x*h/5, f, A, x_0 + h x (44/45 =*
ki_x - 56/15 *x k2_x + 32/9 * k3_x) , U4 ),

U5 = Q_0 + h * (19372/6561 * k1_Q - 25360/2187 * k2_Q +
64448/6561 * k3_Q - 212/729 * k4_Q);

[ k5_Q, k5_x ] = fun_RK_1(t + 8%h/9, f, A, x_.0 + h *
(19372/6561 * kil_x - 25360/2187 * k2_x + 64448/6561 * k3_x -
212/729 * k4_x), Uus );

U6 = Q_0 + h * (9017/3168 * k1_Q - 355/33 * k2_Q + 46732/5247 =
k3_Q + 49/176 * k4_Q - 4103/18656 * k5_Q);
[ k6_Q, k6_x ] = fun_RK_1(t + h, f, A, x_.0 + h =
(9017/3168 * k1l_x - 355/33 * k2_x + 46732/5247 * k3_x + 49/176
* k4_x - 4103/18656 * k5_x), U6 );

4 Paso "extra" para el control del error

U7 = Q_0 + hx(35/384 * k1_Q + 500/1113 * k3_Q + 125/192 x* k4_Q -
2187/6784 * k5_Q + 11/84 * k6_Q);

[ k7_Q, k7_x ] = fun_RK_1(t + h, f, A, x_0 + hx(35/384 * ki1_x +
500/1113 * k3_x + 125/192 * k4_x - 2187/6784 * kb_x + 11/84 x*
k6_x), U7 );

4 Matriz § para el stigutente paso

U = Q_0 + h*x(35/384 * k1_Q + 500/1113 * k3_Q + 125/192 * k4_Q -
2187/6784 * k5_Q + 11/84 * k6_Q);

(Q, "1 = qr(U);

U_1 = Q_0 + h=*(5179/57600 * k1_Q + 7571/16695 * k3_Q + 393/640 x*
k4_Q - 92097/339200 *x k5_Q + 187/2100 * k6_Q + 1/40 * k7_Q);

[Q_1, "1 = qr(Uu_1);

4 Calculo de la trayectorta
x(j+1,:) = ( x_0 + h*(35/384 * kl_x + 500/1113 * k3_x + 125/192 =%
k4_x - 2187/6784 * kb_x + 11/84 * k6_x) )’;

/4 Paso adaptativo

4 Error de {

err_Q = zeros(n,1);
for i = 1:n
err_Q(i) = norm( (QC:,i) - Q_1(:,1i)) ./ ((1 + Q(:,i)) = TOL)
, Inf );
end
err = norm( err_Q , Inf );

4 Nuevo paso
h_new = safe * abs(h*x(1/err)"1);

/4 Aceptacidn / rTechazo de paso
if err <= 1
step = 1; / Paso exzitoso

GUILLERMO MUNOZ HERNANDEZ
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A Aproxzimaciones a los ezponentes de Lyapunov por pantalla

fprintf (’Los exponentes de Lyapunov obtenidos mediante cuadratura son:
)

fprintf(’%.4f, \n’, lambda(end,l1:n));

fprintf (’Tiempo de ejecucidn: %.4f, \n Nimero de pasos: %.4f, \n Namero
de pasos rechazados: J.4f, \n’, tiempo, j, n_rej);

96 APENDICE B. PROGRAMAS DEL METODO QR
elseif h_new < h / 65 || h_new > 5x%h
# Paso rechazado, pero no permitimos que h_new Sea menor que
A h/5 o mayor que 5h
h_new = h;
break
else
4 Si no interrumpimos el bucle, repetimos con el nuevo paso
h = h_new;
n_rej = n_rej +1; J Actualizamos numero de pasos rechazados
end
end
4 Aproxzimacion de mu_i mediante regla del trapecio
t_QR(j+1) =t + h; / h es el paso que acabamos de dar
mu = h/2 *x diag( Q_0’ * A(t, x_0) * Q_0 + Q2 * A(t+h, x(j+1,:)) * Q
)
W =w + mu; / Actualizamos wvariables w
4 Adctualizamos aprozimaciones
lambda(j+1, :) = w’> / t_QR(j+1);
A Preparamos {_0 y x_0 de cond. inicial para el siguiente paso
Q-0 = Q;
x_0 = x(j+1,:)7%;
t =t + h; /J ACtualizamos el tiempo con el paso que acabamos de dar
h = h_new; / Nuevo paso para la siguiente iteracidn
jo= g+t
end

\n

B.2.2 Integracién numérica de pu;

Codigo B.6: Funciéon para el esquema de Runge-Kutta del método QR de paso variable con inte-

graciéon numérica de p;.

function [QQ, mu, xx] = fun_RK_2(t, £, AA, x_0, Q)

A Integramos stimultdneamente {, mu_i y la trayectoria =

4 Integramos dx/dt = f(z)
xx = f£(t, x_0);

4 Matriz de coeficientes

A_Q = AA(t, x_0);

n = size(A_Q,1);

QQ = zeros(n);

S = QQ; 7 La diagonal de la matriz antisimétrica S ya es 0
Q

AQ_Q = Q’*(A_Q)*Q;
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4 Construimos S
for i = 2:n

for j = 1:1-1
S(i,3j) = QAQ_Q(i,j);
S(j,i) = -8(i,j); / Antisimetria
end
end
4 dQ/dt = @8
QQ = Q*S;
4 d mu_i / dt = b_{ii}
mu = diag(QAQ_Q);
end

Codigo B.7: Método QR de paso variable con integraciéon numérica mediante esquema de Runge-

Kutta de p;.
AN mmmmmmm e e - Adlgoritmo
TOL = 1E-5; / Tolerancia para el error

tf = 1E2; J Tiempo final del algoritmo
h = 0.01; / Paso inicial

safe = 0.8; / Factor de seguridad para el nuevo paso
1 =1/5; J Termino para DP5 que aparece en pasSo nuevo
n_rej = 0;
t = 0; / Tiempo inicial

= 1;

/ Valores imiciales

x_0 = [0; 1; 0];

n = size(x_0, 1); / Tamafio de la matriz

I eye(n); / Condicion inicial para la integraction

4 Condiciones inictales para el algoritmo

X_0 = 1;

[Q_0, R_0] = qr(X_0);

x(1,1:n) = x_0’; / Aqui almacenamos los walores de la funcion
v = zeros(n,1);

lambda(1,:) = zeros(1l,n);
t_QR(1) = 0;

J Inicio del bucle
while t < tf

step = 0;
while step == 0

4 Pareja Dormand-Prince 5-4

Ul = Q_0;
[Q1, "] = qr(Uul);
[ k1_Q, k1_mu, ki_x ] = fun_RK_2(t, f, A,

GUILLERMO MUNOZ HERNANDEZ
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U2 = Q_0 + h/5 * k1_Q;

[Q2, "1 = qr(U2);

[ k2_.Q, k2_mu, k2_x ] = fun_RK_2(t + h/5, f, A, x_0 + h/5 *
kl1_x, Q2 );

U3 = Q_0 + h * (3/40 * k1_Q + 9/40 x k2_Q);

[Q3, "1 = qr(Uu3);

[ k3_Q, k3_mu, k3_x ] = fun_RK_2(t + 3xh/10, f, A, x_0 + h =%
(3/40 * k1_x + 9/40 * k2_x), Q3 );

U4 = Q_0 + h * (44/45 * k1_Q - 56/15 * k2_Q + 32/9 * k3_Q);

[Q4, "1 = qr(U4);

[ k4_Q, k4_mu, k4_x ] = fun_RK_2(t + 4xh/5, f, A, x_0 + h x*
(44/45 * k1_x - 56/15 * k2_x + 32/9 * k3_x) , Q4 );

U5 = Q_0 + h *x (19372/6561 * k1_Q - 25360/2187 * k2_Q +
64448/6561 * k3_Q - 212/729 * k4_Q);
[Q5, "1 = qr(U5s);

[ k5_Q, k5_mu, k5_x ] = fun_RK_2(t + 8%h/9, f, A, x_0 + h *
(19372/6561 * ki1_x - 25360/2187 * k2_x + 64448/6561 * k3_x -
212/729 * k4_x), Q5 );

U6 = Q_0 + h * (9017/3168 * ki1_Q - 355/33 * k2_Q + 46732/5247 «*
k3_Q + 49/176 * k4_Q - 4103/18656 * k5_Q);
[Q6, "1 = qr(ue);
[ k6_Q, k6_mu, k6_x ] = fun_RK_2(t + h, f, A, x_.0 + h *
(9017/3168 * k1_x - 355/33 * k2_x + 46732/5247 * k3_x + 49/176
* k4_x - 4103/18656 * k5_x), Q6 );

4 Paso "eztra" para el control del error

U7 = Q_0 + h=*(35/384 * k1_Q + 500/1113 =% k3_Q + 125/192 * k4_Q -
2187/6784 * k5_Q + 11/84 * k6_Q);

[Q7, "1 = qr(U7);

[ k7_Q, k7_mu, k7_x ] = fun_RK_2(t + h, f, A, x_0 + h*(35/384 =
ki_x + 500/1113 * k3_x + 125/192 * k4_x - 2187/6784 * k5_x +
11/84 * k6_x), Q7 );

/ Calculo de las wvariables mu_1
mu = 0 + h*x(35/384 * k1_mu + 500/1113 * k3_mu + 125/192 * k4_mu -
2187/6784 * k5_mu + 11/84 * k6_mu) ;
mu_1 = 0 + h*x(5179/57600 * k1l_mu + 7571/16695 * k3_mu + 393/640 *
k4_mu - 92097/339200 * k5_mu + 187/2100 * k6_mu + 1/40 *
k7_mu) ;

/ Calculo de las matrices {

U = Q_0 + hx(35/384 * k1_Q + 500/1113 * k3_Q + 125/192 * k4_Q -
2187/6784 * k5_Q + 11/84 * k6_Q);

[Q, "1 = qr(u);

U_1 = Q_0 + hx(5179/57600 * k1_Q + 7571/16695 *x k3_Q + 393/640 =x*
k4_Q - 92097/339200 * k5_Q + 187/2100 * k6_Q + 1/40 * k7_Q);

[Q_1, "1 = qr(Uu_1);

4 Calculo de la trayeztoria

xx = x_0 + h*x(35/384 * ki_x + 500/1113 * k3_x + 125/192 x* k4_x -
2187/6784 * kb_x + 11/84 * k6_x) ;

x_1 = x_0 + hx*(5179/57600 * ki1_x + 7571/16695 * k3_x + 393/640 =*
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k4_x - 92097/339200 * k5_x + 187/2100 * k6_x + 1/40 * k7_x)
/4 Paso adaptativo
A Error de mu

err_mu = norm( (mu - mu_1) ./ ((1 + mu) * TOL) , Inf );

I Error de {

3

error_Q = zeros(n,1);
for i = 1:n
error_Q(i) = norm( (QC:,i) - Q_1(:,i)) ./ (1 + Q(:,i)) * TOL
) , Inf );
end
err_Q = norm( error_Q , Inf );

4 Error de la trayectoria
err_x = norm( (xx - x_1) ./ ((1 + xx) * TOL) , Inf );

4 Mazimo del error

err = max([err_Q, err_mu, err_x]);
4 Nuevo paso

h_new = safe * abs(h*x(1/err)"1);

4 Aceptactidn / rechazo de paso
if err <=1

step = 1; / Paso exzitoso

elseif h_new < h / 5 || h_new > 5%*h

4 Paso rechazado, pero mo permitimos que h_new sea menor que

A h/5 o mayor que b5h

h_new = h;
break
else
4 Si nmo interrumpimos el bucle, repetimos con el nuevo paso
h = h_new;
n_rej = n_rej +1; / Actualizamos numero de pasos rechazados
end

end

4 Aproxzimacion de los exzponentes a tiempo t_7j+1
v = VvV + mu;

t_QR(j+1) = t + h;

lambda(j+1, :) = v’ / t_QR(j+1);

4 Preparamos para el siguiente paso
Q-0 = Q_1;

X XX ;

t + h;

_new;

i+

N o
I

I
=2

t
h =
J

end

A Aprozimaciones a los ezponentes de Lyapunov por pantalla

fprintf (’Los exponentes de Lyapunov obtenidos mediante cuadratura son:
)

fprintf(’%.4f, \n’, lambda(end,l:n));

GUILLERMO MUNOZ HERNANDEZ
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1m‘fprintf(’Tiempo de ejecucidn: %.4f, \n Nimero de pasos: %.4f, \n Namero

© 0 N O s W N

e e e e e
Qs W N = O

un
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28

de pasos rechazados: 7.4f, \n’, tiempo, j, n_rej);

B.2.3 Cobdigos para las graficas del atractor de Lorenz

Codigo B.8: Grafica 3D.

A Crear la figura
figure(’Color’,’w’);

4 Dibujar la linea 3D fina y estética
plot3(x1l, x2, x3, -7, ...
'LineWidth’, 0.1, ...
’Color’, [0.1 0.4 0.8]1); 4 Color azul elegante

4 Mejoras wvisuales

xlabel (’$x$’, ’Interpreter’,’latex’, ’FontSize’, 14);
ylabel (’$y$’, ’Interpreter’,’latex’, ’FontSize’, 14);
zlabel (’$z$’, ’Interpreter’,’latex’, ’FontSize’, 14);
grid on;

axis tight;

view (135, 30); 4 Vista para el atractor de Lorenz
box on;

Codigo B.9: Grafica 3D con evolucién temporal.

x1 = x(:,1); x2 = x(:,2); x3 = x(:,3);

N

Creamos un wvector de tiempos t de la misma longitud que z1, z2, x3
= linspace(0, 1, length(xl))’;

ct

A Normalizamos el tiempo para poder asignarle un gradiente de colores
entre 0 y 1
_norm = (t - min(t)) / (max(t) - min(t));

ot

Creamos segmentos entre pares consecutivos

= [x1(1:end-1), x1(2:end)];

[x2(1:end-1), x2(2:end)];

[x3(1:end-1), x3(2:end)];

t_norm(l:end-1); / Color para cada segmento de linea

QN =< o
I

4 Crear figura
figure(’Color’,’w’);
hold on;

4 Dibujamos cada segmento con un color interpolado
colormap (’autumn’)
for i = 1:1length(C)

color = interpil(linspace(0,1,size(colormap,1)), colormap, C(i));
line(X(i,:), Y(i,:), Z(i,:), ’Color’, color, ’LineWidth’, 0.1, ~
LineStyle?’, ’-7)

end

/ Afadimos wuma barra de colores
colormap ("autumn")
cb = colorbar;
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cb.Label.String = ’Tiempo normalizado’;

4 Mejoras wisuales

xlabel (’$x$°, ’Interpreter’,’latex’,
ylabel (’$y$°’, ’Interpreter’,’latex’,
zlabel (’$z$’, ’Interpreter’,’latex’,
grid on;

axis tight;

Jview (0, 0);

view (45, 25);

box on;

’FontSize’,
’FontSize’,
>FontSize’,

14) ;
14) ;
14) ;
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APENDICE C

PROGRAMAS DEL METODO SVD

C.1 Meétodo con paso fijo

Codigo C.1: Método SVD de paso fijo.

A% Metodo SVD continuo con paso wvariable
4 Inictamos contador de tiempo
tic
4 Definimos la matriz de coeficientes

A =0e(t) ... ;

/4 Valores
n size(A(O0) ,1); / Tamano de la matriz
I = eye(n); / Condicion inicial para la integracion

4% Runge-Kutta para <integrar hasta tiempo t_eps

4 Integramos hasta tiempo t_eps con ode4b
for k = 1:n
[T,B]l= ode45(@(t,x) A(t)*x, [0 t_eps], I(:,k)); / Resolwemos la
ecuacion diferencial para X
X_0(:,k)=B(end,:)’; / La wltima fila de B tiene la columna k-esima de
X a tiempo t_eps
end

/ Factorizacion SVD de X_0
[U_0,S_0,V_0] = svd(X_0);

/4 Valores singulares
s = diag(S_0);

4 Nos aseguramos de que son diferentes todos los walores singulares

s_unico = unique(s);
if length(s_unico) < length(s)

103
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104 APENDICE C. PROGRAMAS DEL METODO SVD

error (’Los valores singulares no son todos diferentes.’);
else

disp(’Los valores singulares son diferentes’);
end

A Calculo de los v inictal. Los definimos segun ec. (20)
v = zeros(n,1); / Vector columna
v(n) = log(s(n));
for j = 1:n-1
v(j) = s(j+1) / s(j);

end

Z Intcializamos wvartables para mayor efictiencia computacional
U = zeros(n);

H = zeros(n);

ki_v = zeros(n,1);

k2_v = k1l_v; k3_v
k1_U = zeros(n);

kl1_v; kd_v kl1_v;

k2_U = k1_U; k3_U = k1_U; k4_U = k1_U;
/ Condiciones iniciales

v_0 = [log(v(l:n-1)); v(n)]1;

v_1l = v_0;

4 Calculamos la primera fila de b, los bj(t_1 = t_eps)
b = [log(v(l:n-1))’, v(n)] / t_eps; / Recordamos que t (1) es t_eps

# Calculamos la primera fila de lambda, la aprox. de los ezponentes a
4 tiempo t_eps
lambda(1,n) = b(1,n);
for j = n-1:-1:1
lambda(1,j) = lambda(1,j+1) - b(1,j);
end

function [ v, U ] = fun_SVD(t,UU,AA,vv)

= UU’*xAA(t)*UU; / Matriz C
size(C,1);

= zeros(n,1);

= diag(C); / Diagonal de C

o < B Q
]

4 Integramos las wvariables v_1
v(1l:n-1) = c(2:n) - c(1:n-1);
v(n) = c(n);

4 Calculamos los h_1j
H = zeros(n);
for i = 1:n-1
for 1=i+1:n
H(i,1) = (C(i,1)*vv(i,1l)*vv(i,1) + C(1,i)) / (vv(i,1l)*vv(i,1l) -
1;
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H(1,i) = -H(i,1);
AK(i, 1) = (C(i,1) + C(1,4)) * wv(i,1) / (vu(i,l)"2 - 1);
AK(L,4) = -K(i,1);
end
end
4 Actualizamos la matriz U
U = UUx*H;
end
v
A Algoritmo
j 1; 7 Nimero de paso
t = t_eps; / Tiempo inticial del algoritmo
tf = 1E4; /) Tiempo final de integraciodn
h = 0.1; / Paso inicial
t_SVD(1) = t; / Almacenamos los tiempos
while t < tf
4 Calculamos condiciones inictales de cada paso
4 Calculamos wv_17.
vv = ones(n); / Los inicializamos a 1 ya que es un productorio

for i = 1:n-1
for 1=i+1:n
vv(i,1l) = prod(v(i:1-1));
end
end

ANAAAL Integracion de log(wj) y de wvn JANLNN

/ Inicializamos la matric C, que se actualizara en cada tteracion con

/ la nueva U

C = @(t) U_0’*xA(t)*U_0;

/4 Runge-Kutta para los wv. Integramos dU/dt = UH
[ ki_v, k1_U ] = fun_SVD(t, Uu_o,
A, vv);
[ k2_v, k2_U ] = fun_SVD(t + h/3, U_0 + (h/3)*k1_U,
A, vv);
[ k3_v, k3_U ] = fun_SVD(t + 2*h/3, U_0 - (h/3)*k1_U + hxk2_U,
A, vv);
[ k4_v, k4_.U ] = fun_SVD(t + h, U_0 + hxk1_U - h*xk2_U + hx*

k3_U, A, vv);

I<2
o
I

v_0 + (h/8)*x(kl_v + 3*%k2_v + 3*%k3_v + k4_v);
U =U_0 + (h/8)*(k1_U + 3*xk2_U + 3*xk3_U +

4 Obtenemos v_0 = (log(v(j)), v(n))

GUILLERMO MUNOZ HERNANDEZ
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139 4 Obtenemos los wv_j para calcular v_%1j5 en la siguiente iteraction
140 v(n) = v_0(n);

141 v(l:n-1) = exp(v_0(1:n-1));

142

143 4 Para que U permanezca ortogonal y elimintar errores de aprozimacion
144 4 sustituimos U por su factorizacion {R

145 [Q_U, 1 = qr(U);

146

147 4 Valor de U_0 para la siguiente iteracion

148 U_0 = Q_U;

149

150 t =t + h;

151 t_SVD(j+1) = t;

152

153 4 Calculamos los b

154 b(1:n-1) = v_0(l:n-1) / t_SVD(j+1);

155 b(n) = v_0(n) / t_SVD(j+1);

156

157 4 Aproxzimacion de los exponentes a tiempo t_j+1. m columnas (n
158 /4 exponentes) y len_t filas

159 lambda(j+1,n) = b(n);

160 for 1 = n-1:-1:1

161 lambda(j+1,1) = lambda(j+1,1+1) - b(1l);

162 end

163

164 j=3+ 1;

165

166| end

67| / Fin del algoritmo

C.2 Meétodo de paso variable

Codigo C.2: Funcién para el esquema Runge-Kutta del método SVD de paso variable.

4 Integramos los w_1
v(1l:n-1) = c(2:n) - c(1:n-1);
v(n) = c(n);

1| 4 Integracion stimultanea de v_1i y U

2| function [ v, U ] = fun_SVD(AA,t,UU,v_0)
3 C = UU’*xAA(t)*UU;

4 n = size(C,1);

5 v = zeros(n,1);

6 ¢ = diag(C);

7

8

9

=
=]

4 Calculamos wv_1j
v_0 = [exp(v_0(1l:n-1)); v_0(n)];

=
w N

14 vv = ones(n); / Los inticializamos a 1 ya que es un productorio
15 for i = 1:n-1
16 for 1=i+1 : n

-
I

vv(i,1l) = prod(v_0(i:1-1));

if abs(wvv(i,l) - 1) < 1E-6
Z Nos aseguramos de no dividir por 0
disp(’Peligro: v(i,j) es aproximadamente 1°);

=
©
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end
end
end

4 Calculamos los h_1j
H = zeros(n);
for i = 1:n-1
for 1=i+1:n
H(i,1) = (C(i,1)*vv(i,l)*vv(i,1l) + C(1,i)) / (vv(i,l)*vv(i,

1) - 1);
H(1,i) = -H(i,1);
AK(i,1) = (c(i,1) + c(l,3)) * wv(<i,1) / (vv(i,1)"2 - 1); /[
AK(L,4) = -K(i,1);

end
end

4 Integramos la matriz U
U = UUx*H;

end

Codigo C.3: Método SVD de paso variable.

A% Método SVD conmtinuo con paso wvartable

tic

# Definimos la matriz de coeficientes

A =0(t) ... ;

n = size(A(0) ,1); / Nimero de filas de la matriz
I = eye(n); / Matriz tdentidad de orden n

4 Runge-Kutta para integrar hasta t_eps
t_eps = 1E1;
X_0 = I;

A Integramos hasta ttempo t_eps con ode4b
for k = 1:n
[T,B]l= ode45(@(t,x) A(t)*x, [0 t_eps], X_0(:,k)); / Resolvemos Lla
ecuacion diferencial para X
X_0(:,k)=B(end,:)’; % La ultima fila de B tiene la columna k-esima de
X a tiempo t_eps
end

/ Factorizacion SVD de X_0
[U_0,S_0,V_0] = svd(X_0);

4 Valores singulares
s = diag(S_0);

% Nos aseguramos de que son diferentes todos los walores singulares
s_unico = unique(s);
if length(s_unico) < length(s)
error(’Los valores singulares no son todos diferentes.?);
else
disp(’Los valores singulares son diferentes’);
end
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A Calculo de los wv_i(t_eps)
v = zeros(n,1); / Vector columna
v(n) = log(s(n));
for j = 1:n-1
v(j) = s(j+1) / s(j);
end

N

Inictalizamos wvariables para mayor eficiencia computacional
= zeros(n);
zeros (n) ;

1_v = zeros(n,1);
k2_v = kl_v; k3_v
k1_U zeros (n) ;
k2_U k1_U; k3_U

U
H
k

ki_v; k4_v ki_v;

k1_U; k4_U = k1_U;

J/ Condiciones imiciales
v_0 = [log(v(l:n-1)); v(n)]1;

Z Calculamos b_j(t_eps)
b = v_0 / t_eps;

A Calculamos la primera fila de lambda, lambda_i (t_eps)
lambda(1,n) = b(n);
for j = n-1:-1:1
lambda(1l,j) = lambda(l,j+1) - b(j);
end

A% Algoritmo a partir de t_eps

t_SVD(1) = t_eps;

t = t_eps;

tf = 1E3; / Tiempo final del algoritmo

h = 0.01; / Paso inicial

RTOL = 1E-10; / Toleranctia para el error relativo

ATOL = 1E-12; / Tolerancia para el error absoluto

1 = 1/4; ] Termino para RK38 que aparece en paso nuevo
safe = (0.38)"1; / Factor de segurtidad para el nuevo paso
facmin = 1E-5; / Paso minimo

facmax 2; J Paso mazimo

j=1; 7/ Nimero de pasos
n_rej = 0; / Nimero de rechazos

/ Bucle de integracion
while t < tf

step = 0;

while step == 0

/4 Runge-Kutta para los v. Integramos dU/dt = UH
[ ki_v, k1. U ] = fun_SVD(A, t, U_o,
v_0);
[ k2_v, k2. U ] = fun_SVD(A, t + h/3, U_0 + (h/3)*k1_U,
v_0 + (h/3)*kl_v);
[ k83_v, k3_.U ] = fun_SVD(A, t + 2xh/3, U_0 - h*((1/3)*k1_U +
k2_U), v_0 - h*x((1/3)*kl_v + k2_v));
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88 [ k4_v, k4_.U ] = fun_SVD(A, t + h, U_0 + h*(k1_U - k2_U +
k3_U), v_0 + hx(kl_v - k2_v + k3_v));

89

90 /4 Paso eztra

91 [ k6_v, k5. U ] = fun_SVD(A, t + h, U_0 + (h/8)*(k1_U + 3%
k2_U + 3*k3_U + k4_U), v_0 + (h/8)*x(kl_v + 3*k2_v + 3*k3_v +
k4_v));

92

93 4 Aproxzimaciones de los w_i. w_1 = (log w_j, v_n)

94 v_l = v_0 + (h/8)*x(kil_v + 3*xk2_v + 3*xk3_v + kd_v);

95 v_2 = v_0 + (h/2)*x((1/6)*k1_v + k2_v + (1/2)*k3_v + (1/3)*k5_v);

96

97 A Aproxzimaciones de la U

98 Q_1 = U_0 + (h/8)*x(k1_U + 3*xk2_U + 3%k3_.U + k4_U);

99 Q.2 = U_0 + (h/2)*((1/6)*k1_U + k2_U + (1/2)*k3_U + (1/3)*k5_U);

100

101 4 Para que U permanezca ortogonal, sustituimos U por su
factorizacion (R

102 [U_1,7] = qr(Q_1);

103 [U_2,7] = qr(Q_2);

104

105

106 4 Paso adaptativo

107 4 Error de w

108 sc_v = ATOL + max(abs(v_1), abs(v_2))*RTOL;

109 err_v = norm( (v_1 - v_2) ./ (sc_v) , 2 ) / sqrt(n);

110 err = err_v;

111 4 Nuevo paso

112 h_new = h*min(facmax, max( facmin, safe * abs((1/err)~1)));

113

114 if err <=1

115 step = 1; J/ Paso ezitoso

116 facmax = 2;

117 else

118 4 Si nmo interrumpimos el bucle, repetimos con el nuevo paso

119 facmax = 1; / Conviene poner esto tras un rechazo

120 h = h_new;

121 n_rej = n_rej+i;

122 end

123 end

124 4 Fin del bucle de control del error

125

126 4 Actualizamos el tiempo

127 t =t + h;

128 t_SVD(j+1) = t;

129

130 4 Calculamos los b

131 b = v_1 / t_SVD(j+1);

132

133 4 Aproxzimacion de los exzponentes a tiempo t_j+1. m columnas (n

134 4 exponentes) y len_t filas

135 lambda(j+1,n) = b(n);

136 for 1 = n-1:-1:1

137 lambda(j+1,1) = lambda(j+1,1+1) - b(l);

138 end

139

140 4 Almacenamos v_0 = (log(v(j)), v(n)) y U_0 para la siguiente
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iteracion.
v_0 = v_1;
U_0 = U_1;

/ Actualizamos
h = h_new;
I IR F

end
4 Fin del algoritmo

/4 Resultados
disp(’Exponentes de Lyapunov calculados: ’)
disp(lambda(end,:))

tiempo = toc;
disp([’Tiempo de ejecucion: ’, num2str(tiempo),
disp(’Namero de pasos: ’)

disp(n_rej)
disp(’Nimero de rechazos: ’)
disp(n_rej)

A Grdficas

figure;

for i = 1:n
semilogx (t_SVD, lambda(:,i))
hold on

end

xlabel (’Tiempo’)

ylabel (’Exponentes de Lyapunov’)

title(’Metodo SVD?)

hold off

2

segundos’]) ;
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