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INTRODUCCION

En las dltimas décadas, la computacion cudntica ha emergido como una de las fronteras
mads prometedoras y desafiantes de la ciencia y la tecnologia. Basada en los principios
de la mecdnica cudntica, esta nueva forma de computacion ofrece la posibilidad de
resolver ciertos problemas de una manera mucho mads eficiente que los ordenadores
clésicos, abriendo la puerta a avances en criptografia, simulacién de sistemas complejos,
optimizacién y muchos otros campos. Sin embargo, la computacion cudntica enfrenta un
reto fundamental: la fragilidad de los cubits frente al ruido y los errores. Las operaciones
cudnticas son extremadamente sensibles a las perturbaciones externas y al mismo proceso
de medicidn, lo que limita la fiabilidad de los cdlculos cuénticos a gran escala.

Para superar esta limitacion, la correccion de errores cudnticos se ha convertido
en un campo de estudio esencial. Los cddigos correctores cudnticos buscan proteger
la informacién almacenada en cubits mediante técnicas de redundancia y codificacion,
analogas en ciertos aspectos a los cddigos correctores cldsicos, pero adaptadas a las
propiedades tnicas de los sistemas cudnticos, como la superposicion y el entrelazamiento.
Entre los diferentes métodos de correccion de errores cudnticos, los codigos topoldgicos
han ganado especial relevancia debido a su potencial para lograr una correccion de errores
eficiente y escalable. Este tipo de codigos se basa en una codificacion que distribuye la
informacion en una estructura espacial, lo que permite detectar y corregir errores de manera
robusta sin necesidad de una gran cantidad de cubits fisicos adicionales.

Dentro de los cédigos topoldgicos, el codigo térico de Kitaev se destaca como uno de
los modelos tedricos mas influyentes. Propuesto por el fisico Alexei Kitaev, este codigo
representa la informacion cudntica en una red bidimensional, lo que permite que los errores
se identifiquen y corrijan mediante operaciones locales en la red. La estructura toroidal
del cédigo es clave, ya que facilita la implementacién de cubits 16gicos, que son una
abstraccion de cubits resistentes a errores. Ademads, el cédigo térico es uno de los modelos
fundamentales para entender la computacion cudntica topoldgica, un enfoque que promete
realizar operaciones cudnticas sin necesidad de medidas repetidas ni de correccidn activa,
aprovechando la robustez natural de los sistemas topoldgicos.

Este trabajo se centra en los fundamentos de la computacion cuéntica y la correccion
de errores, avanzando desde los conceptos basicos hasta los cédigos correctores cudnticos,
con especial énfasis en los cddigos estabilizadores, CSS, topoldgicos y el cddigo térico de
Kitaev. En el primer capitulo, se introducen los conceptos esenciales de la computacion
cudntica, como el cubit, las puertas 16gicas cudnticas, la medicién y la representacion
de estados en la esfera de Bloch. Posteriormente, se abordan la matriz de densidad y
los superoperadores, que son herramientas matematicas fundamentales para describir
y manipular sistemas cudnticos en presencia de ruido. A continuacion, se exploran los
codigos correctores cldsicos y cudnticos, haciendo hincapié en la necesidad de corregir



errores en sistemas cudnticos y en como las propiedades cudnticas demandan técnicas
Unicas de correccion.

Se introducen los cédigos cudnticos primero con los ejemplos mas sencillos y se
continda con la construccion de cédigos mediante estabilizadores y los codigos de
Calderbank-Shor-Steane (CSS)

Finalmente, el trabajo culmina en el estudio de los c6digos topolégicos, donde se
introduce el cédigo térico de Kitaev como un ejemplo de la vanguardia en correccion
de errores cudnticos y computacioén cudntica robusta. Este cddigo no solo representa
una estrategia avanzada para la correccion de errores, sino que también abre la puerta
a la exploracién de la computacion cudntica topoldgica, una de las propuestas mds
prometedoras para construir ordenadores cudnticos estables y escalables.



1. CONCEPTOS GENERALES DE COMPUTACION CUANTICA

En este capitulo presentamos definiciones y resultados sobre los aspectos basicos
de la computacién cudntica que nos permitirdin comprender los resultados que se
muestren a continuacion. Sin embargo, debido a la extensiéon del tema no se dardn
algunas demostraciones. Las referencias usadas han sido el libro Quantum computing
and Quantum information [|1]], en especial para este capitulo el capitulo 4; y el material
introductorio enfocado a la programacién de circuitos cudnticos de la empresa canadiense
dedicada a la computacion cudntica Xanadu [2]].

1.1. Definiciones basicas

Para entender la computacién cudntica es necesario empezar por los cimientos, es decir,
a partir de los cuales, se va construyendo conceptos mas complejos.

1.1.1. Introduccion al cubit

Un cubit es la unidad minima de informacién en computacién cudantica, lo
que conceptualmente se corresponderia con un bit en la computacién clésica.
Independientemente de la plataforma fisica en la que se encuentre, un cubit es un objeto
matematico que se rige por las leyes de la mecédnica cudntica y tiene dos estados propios,
0}y 11).

En esencia, el marco matematico de la computacion cudntica es el dlgebra lineal lo que
nos permite representar y manipular dichos estados de forma sencilla y comprensible sin
entrar en detalles fisicos.

Definicion 1. Cubit.
Un cubit es definido de forma algebraica mediante un vector dentro de un espacio de
Hilbert complejo de dimension 2. Sus estados basicos son :

o) )

Debido a que trabajar con vectores escritos de esta forma es algo tedioso a la hora de
manipular estados, se utiliza la siguiente notacion:

Notacion 1. Notacion de Dirac o Bra-ket.



El vector que representa el estado de un cubit se denomina “ket” y su notacién es |-),
escribiendo entre medias el nombre correspondiente al estado, de modo que los dos estados
basicos del ctibit que mencionamos en la definicién [I] se escribirfan como sigue:

(3 ()

Es comiin ver la notacién genérica |) € C? para designar un estado cualquiera.
Por otra parte, cada “ket” tiene asociado un “bra” que se corresponde con el adjunto de
dicho vector, es decir, el conjugado transpuesto. El “bra” se representa como sigue:

©=(1 0)y<=(0 1)

1.1.2. Superposicion

Como hemos mencionado, los estados |0) y |1) son los estados basicos 6 fundamentales
en los que puede encontrarse un cubit, lo que nos lleva a la siguiente pregunta de forma
natural: ;Existen mds estados a parte de estos?

La respuesta es que si existen mds estados, de hecho existe un nimero infinito de estos que
se encuentran entre el [0) y el [1). Lo que nos lleva a la siguiente pregunta légica: ;Cémo
se definen dichos estados?

Definicion 2. Estados de superposicion. Los estados de superposicion se forman a partir
de combinaciones lineales de los estados fundamentales |0) y |1). Sea |) un estado de
superposicion, entonces |¢/) es de la forma:

W) = al0) +BI1) a,BeC talque |af*+ |8 =1

Estos a y B son llamados amplitudes 6 amplitudes de probabilidad.

El principio fundamental de la mecédnica cudntica es el principio de superposicién que

establece que un sistema cudntico puede existir en multiples estados al mismo tiempo, en
lugar de estar en un estado definido. Estos estados se combinan de manera lineal, y solo
cuando se mide el sistema se colapsa en uno de los estados posibles, con probabilidades
asociadas a cada estado. Este principio es fundamental para entender fendmenos como la
naturaleza probabilistica de la mecanica cudntica.
Es por esto que « y S reciben el nombre de amplitudes de probabilidad, ya que representan
las probabilidades asociadas a los estados |0) y |1) respectivamente. Asi mismo, esto
también nos hace entender el por qué de la condicién |af?> + |3]* = 1 dada en la definicién
[l ya que la probabilidad de ambos estados debe sumar 1, y se tiene que:

Probabilidad de medir 0 = |

Probabilidad de medir 1 = |8



1.1.3. Producto interno

Dada la definicion algebraica que hemos dado de un cubit como vector en un espacio
complejo de Hilbert de dimensién 2 (que denotaremos desde ahora como V), es necesario
definir también su producto interno.

Definicion 3. Producto interno. El producto interno de dos cubits se corresponde con
una funcién (-, -) : V X V — C. Dicha funcién conocida como el producto escalar usual
viene definida de la siguiente forma para dos estados genéricos dados |v) = a;10) + 5 |1)
y [w) = @, |0) + 5, |1) (Donde a* indica el conjugado de a):

(). wy = (o ;) [Zj) = (vl [w)

Ejemplo 1. El producto interno de [0) y [1):

11y =(1 0) [(1)) =0

Notacion 2. Notacion del producto interno La forma usual de escribir este producto es

la siguiente:
(OI1) = Of{1)

1.1.4. Fase relativa y fase global.

Sea ) = @ |0) + S|1) un estado genérico, si escribimos los nimeros complejos @'y 8
de forma polar obtendremos:

a:aei‘)y ,B:be""J ,cona,beR
De modo que podemos reescribir el estado como:
W) = ae” |0) + be™ 1) = €9(a|0) + be ™ |1)) = €(a|0) + be™ [1))

Con ¢ = ¢ — 6. De esta manera podemos observar cémo el término ¢ no afecta al célculo
de las amplitudes de probabilidad que hemos definido anteriormente, y por tanto sin
pérdida de generalidad se puede ignorar esta fase global y describir dicho estado de la
forma siguiente:

) = al0) + be 1)

Donde ¢ es conocido como la fase relativa.



1.1.5. Base computacional

Lo que diferencia a un cubit de un bit clésico, es que como hemos visto antes, un ctibit
se puede encontrar en superposicion de dos estados base, |0) y |1). Por lo tanto, el estado
genérico |i) se corresponde a un elemento perteneciente a un espacio vectorial complejo de

1 0
dimension 2. Como bien sabemos, los vectores [0] y (1) constituyen una base ortogonal

del espacio vectorial complejo de dimensién 2, andlogamente en la computacién cudntica
encontramos el término de base computacional.

Proposicion 1. Base computacional. Los estados fundamentales de un cubit, [0) y |1)
constituyen una base ortonormal.

1.2. Esfera de Bloch

La esfera de Bloch es una herramienta importante en la teoria cudntica que simplifica
la representacion y comprension de estados cudnticos de un cubit.

1.2.1. Descripcion de un estado en angulos

Como hemos visto en la subseccién[I.1.4] el estado de un cubit (sin tener en cuenta la
fase global) se puede escribir como sigue:

) = al0) + be” 1)
Donde a y b son nimeros reales que ademds cumplen la siguiente condicion:
a=lalyb=|p
Por lo tanto, si aplicamos la ecuacién vista en la definicién [2] que dice que:
o + 18 = 1

Podemos deducir por tanto que a® + b* = 1.
De este modo, sabemos que el estado de un cubit se puede escribir como:
W) = a|0) + be' |1) donde se cumple que a* +b* = 1
Y podemos por tanto hacer una asociacion natural con dos funciones trigonométricas que
guardan la misma relacion:
0 .0
a:cosiyb:sm—

2
Con lo que obtendriamos:

6 0 .
)y = cos 3 |0) + sin Ee“’ 1)



1.2.2. Representacion del estado de un cabit

Ahora que ya tenemos esta segunda forma de describir el estado de un cubit, podemos
dar una forma tnica y muy visual de represantarlo haciendo uso de las coordenadas
esféricas, aunque hay que recordar que la fase global no se representa.

Definicion 4. Esfera de Bloch. La esfera de Bloch es una representacién geométrica
de todos los posibles estados cudnticos de un cubit. Matematicamente, se basa en la
proyeccion estereografica de un espacio de Hilbert complejo bidimensional en una esfera
unitaria en el espacio tridimensional. Cada punto en la esfera de Bloch corresponde a un
estado cudntico tnico y se relaciona con un vector unitario en el espacio de Hilbert.

10)

11

Figura 1.1: Esfera de Bloch

Posteriormente segiin vayamos avanzando en esta introduccién nos irdn apareciendo
los estados que se sitian en los ejes y que no son los estados basicos, es decir:

|+> s |_> s |y+> ’ |y_>

1.3. Operaciones con cubits

Una vez hemos definido los conceptos mas basicos, podemos empezar a construir sobre
estos, el propdsito de esta seccion es comprender como se trabaja con los cubits, es decir,
la clase de operaciones que se pueden realizar sobre ellos y la manera en la que estas se
llevan a cabo y perturban el estado de dichos cubits.



1.3.1. Puertas légicas cuanticas

Las conocidas como puertas logicas presentes en la computacion cldsica, tienen su
andlogo en el mundo cudntico, pero antes de dar la definicidn de lo qué es formalmente
una puerta légica cudntica, es preciso recordar la definicién de matriz unitaria:

Definicion 5. Matriz unitaria. Una matriz unitaria es una matriz compleja U de tamafio
[n, n] que cumple que
vuur =1,

Siendo U* la matriz traspuesta conjugada de U e [, la matriz identidad de tamafio [n, n].
Por lo tanto, que una matriz sea unitaria implica que U™! = U*. Ademds, otras propiedades
interesantes son que las matrices unitarias tienen norma 1 y preservan el producto escalar.

Definicion 6. Puerta légica. Una puerta 16gica cuantica es una aplicacion lineal unitaria
que actia sobre el espacio de Hilbert asociado a uno o varios cibits. Mateméaticamente, se
representa como una matriz unitaria U que multiplica al vector de estado cudntico |y) para
obtener un nuevo vector de estado |/’ ):

W'y = Ul

Donde ) y |’) son vectores de estado en el espacio de Hilbert, y U es una matriz
unitaria. Esta operacion lineal unitaria permite realizar transformaciones controladas y
reversibles en la informacion cudntica representada por el vector de estado.

1.3.2. Circuitos cuanticos

Hasta ahora, hemos estado hablando de un tnico cubit pero lo normal es trabajar con
mds y emplear la representacion de circuitos cudnticos para entender mejor las operaciones
que se realizan a estos, su orden y dependencia.

Definicion 7. Circuito cuantico. Un circuito cudntico, desde un punto de vista matematico,
es una secuencia de operadores unitarios representados por matrices unitarias que actian
sobre n cubits, los cuales son vectores en un espacio de Hilbert complejo de dimension
2n. Estas matrices unitarias representan puertas cudnticas que aplican transformaciones
lineales en los estados de los cubits. La secuencia de operadores se combina mediante
multiplicacién de matrices para calcular el estado final del sistema cudntico, que describe
la evolucion de los cubits a medida que atraviesan el circuito.



Ejemplo 2. Un circuito cudntico tiene el siguiente aspecto:

0
0
0

Notacion 3. Notaciéon de un circuito En un circuito los cibits se representan como
“cables” que se dibujan en paralelo. Dichos cables pueden empezar describiendo el estado
inicial del cubit 6 en caso de no hacerlo se entiende que empiezan en |0). La forma de
nombrar los cubits es de arriba a abajo empezando por 0, es decir, si pintamos n cables
tenemos los cubitsde O an — 1.

Ademads, también se representan las operaciones que se llevan a cabo en los mismos a
través de “cajas” que contienen el nombre por el que se describe la puerta. Por tltimo, cabe
observar que las operaciones que se llevan a cabo sobre distintos cubits pueden escribirse
de forma paralela (6 no) sin que esto afecte a las operaciones. Por ejemplo en el ejemplo
anterior 2] a los cibits 1 y 2 les estamos aplicando las mismas puertas y sin embargo en el
cubit 1 no estdn escritas de forma paralela y en el 2 si pero ambos cubits tienen el mismo
estado final.

1.4. Principales puertas légicas cuianticas que actiian sobre 1 cibit

Una vez hemos visto qué es una puerta logia cudntica y un circuito, vamos a ver ctiales
son las principales puertas légicas que nos podemos encontrar, su matriz unitaria y su
representacion en un circuito.

1.4.1. PauliX

La primera puerta que vamos a tratar es la puerta de PauliX, también conocida como la
puerta NOT debido a que es muy similar a la operacion l6gia de negacion.

Definicion 8. Puerta légica cuantica PauliX. La puerta l6gica cudntica PauliX se aplica
a un Unico cubit y se representa mediante la siguiente matriz:

[ o



Proposicion 2. Los autovectores normalizados de la puerta PauliX son

I (1 1
vi) = NG (1] = $(IO> +[1))

1 (1 1
=—| |=—=qo-11
v2) \5(_1) S0 =10)

Sus autovalores respectivamente son 4; = =1y A, = 1.
Demostracion. Calculamos el polinomio caracteristico haciendo el determinante de

[0 1)_x1
10

y obtenemos p(x) = x*>— 1. Ahora igualamos a 0 y despejamos para obtener los autovalores:
px)=0—>x=-1,x=1.

Una vez los tenemos, calculamos el nucleo de las matrices asociadas a estos, y con ello los
autovectores:

Enel casode 4, = —1:

Enel casode A4, = 1:

) e e W B

Con lo que queda demostrado.

Notacion 4. Los vectores %(lO) +11)y \%(lO) —|1)) son muy usados en el mundo de la
computacion cudntica y tienen una notacion especial:

l+) = —JE(I(D +11))
1

—y = —(|0y - |1

|- \/§(| ) —11))

Como podemos comprobar en la figura[I.1]los estados anteriores |+) y |-) aparecen
situados en el eje X y en la seccion[I.4.4] entenderemos por qué.

Notacion 5. Puerta de PauliX. La puerta de PauliX se representa en un circuito mediante

_®_

los simbolos:

10



1.4.2. Hadamard

La puerta l6gica cudntica de Hadamard es esencial en la computacion cudntica debido
a su capacidad para crear superposiciones, esta propiedad es fundamental en la resolucién
de problemas cudnticos y permite que los algoritmos cudnticos exploren soluciones de
manera paralela, lo que a menudo conduce a una aceleracion significativa en comparacién
con los algoritmos clésicos.

Definicion 9. Puerta logica cuantica de Hadamard. La puerta 16gica cudntica Hadamard
se aplica a un tnico cubit y se representa mediante la siguiente matriz:

&l -

Como hemos dicho anteriormente, esta puerta es muy importante por crear estados de
superposicion, en concreto, crea un estado de superposicion uniforme (con amplitudes de
probabilidad iguales) cuando se aplica sobre los estados [0) y |1):

1
H|0) = —(0) + |1
0) \5(|>+|>)

1
H|l)=—(0) -1
11 \5(I> 1))

Proposicion 3. Base de Hadamard. Los vectores |[+) y |—) constituyen una base
ortogonal de los estados de un cubit .

Proposicion 4. H~! = H. La matriz inversa de H es ella misma.
Demostracion. Facilmente se puede comprobar que H - H = I y por lo tanto,
H = H™' = H* (donde la tltima igualdad se debe a que H es una matriz unitaria).

Notacion 6. Puerta de Hadamard. La puerta de Hadamard se representa en un circuito

mediante el simbolo:

1.4.3. Rotaciones Z

La puerta RZ 6 rotaciones de Z son otro tipo de rotaciones alrededor del eje Z.

11



Definicion 10. Rotaciones Z. Sea |y) = «|0) + 8|1) un estado genérico, entonces una
rotacion Z de dngulo w expresado en radianes se define como:

RZ(w) = @ |0) + Be™|1)

La matriz que representa esta rotacion es:
e 0
0 €%

Debido a que la matriz anterior es diagonal, podemos observar sin esfuerzo que los
autovectores normalizados de las Rotaciones Z son: |0) y |1) y sus autovalores son e i3 y
¢'% respectivamente y esto se puede apreciar también en la ﬁguraya que aparecen los
estados |0) y |1) situados en el eje Z

Dado que la puerta RZ es una rotacion, es conveniente observar que la inversa de una
rotacion de dngulo w es la misma rotacion de dngulo —w, en particular, se tiene que:

RZ ' (w) = RZ(-w) y por ser una matriz unitaria: RZ*(w) = RZ(-w)

Hay 3 casos particulares de rotaciones Z que destacan por encima del resto y que se
corresponden con las siguientes puertas 1dgicas:

= Puerta PauliZ: Este caso se corresponde con RZ(r)
= Puerta §: Este caso se corresponde con RZ(%)

= Puerta T': Este caso se corresponde con RZ(%)

Notacion 7. Los simbolos correspondientes a las puertas anteriores son:

Rotacion Z
— Rz(w) —

Puerta de PauliZ
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1.4.4. Rotaciones X

La puerta RX 6 rotaciones de X son otro tipo de rotaciones alrededor del eje X.

Definicion 11. Rotaciones X. Una rotacion X de dngulo 6 expresado en radianes se define

[ . 0
( cos? —isin EJ

. . 9 9
1S 3 CoS 2

de forma matricial como:

La puerta PauliX es también una rotaciéon X, concretamente se tiene que: PauliX =
—iRX (7).
En el caso de esta rotacion, sus autovectores son |+) y |-) como podemos observar en la

figura [[.1]

Notacion 8. La puerta RX(6) se representa en un circuito de la siguiente manera:

— Rz(0) —

1.4.5. Rotaciones Y
La puerta RY 6 rotaciones de Y son otro tipo de rotaciones alrededor del eje Y.
Definicion 12. Rotaciones Y. Una rotacion Y de dngulo 6 expresado en radianes se define
de forma matricial como:
0 6
(COS 7 S 5)
0

. (2
N 3 COS )

En el caso de esta rotacidn, sus autovectores son:

) = %am Filly)

1
—y = —(l0y—i|l
ly—) \/§(|> i[1))

como podemos observar en la figura[[.1]

Dentro de este de conjunto de rotaciones destaca el caso particular de 6 = r, esta puerta

es conocida como PauliY.

Notacion 9. Los simbolos correspondiestes a las puertas anteriores son los siguientes:
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Rotacion Y

— Ry(w) —

Puerta de PauliY

1.5. Mediciones y observables

En esta secion se explora con algo mas de detalle el concepto, muy importante, de
realizar mediciones en un sistema cudntico.

1.5.1. Mediciones

En la seccién anterior se ha mencionado el proceso de medir un cubit en el contexto de
la base computacional (medir 0 o medir 1), este es un caso muy particular de las mediciones
en general.

Definicion 13. Medicion. Una medicion cuantica viene dada por un conjunto de
operadores, M,, tal que cada operador representa un posible valor medible con
probabilidad

p(m) = Y| M, M, ¢

donde |¢) es el estado sobre el que se aplica la medicion.

La mediciéon cumple la ecuacion de completitud:
1= MM,
Esta ecuacion implica que la suma de las probabilidades sea 1.

=) pm) = > I M, My )
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Ejemplo 3. Medir en la base computacional se corresponde a la medicién con
operadores

1 0 00
Mo=(0 O)=I0><0l M1=(0 1)=I1><1|

Sea ) =al|0)+B]1) = (’Z) entonces

p(0) = (a* ﬁ*)((l) 8]((1) 8)@

1.5.2. Mediciones proyectivas

En esta seccion mostraremos un caso particular de medicion, pero antes es necesario
de dar una definicion previa. La descomposicion espectral es un teorema de representacion
de operadores normales que es de gran utilidad en el mundo de la cudntica.

Teorema 1. Descomposicion espectral. Sea M un operador en un espacio vectorial V,
M es un operador normal (aquél que conmuta con su adjunto MM* = M*M, como por
ejemplo un operador unitario 6 hermitico M = M™) si y sélo si es diagonalizable.

Definicion 14. Mediciones proyectivas. Las mediciones proyectivas son descritas por un
observable M, que es un operador hermitico definido en el espacio del sistema observado.
Su descomposicion espectral es la siguiente:

M:Zum

Siendo P,, la proyeccidn en el autoespacio de M asociado al autovalor m. Por lo tanto, al
medir un estado |), la probabilidad de obtener m viene dada por:

p(m) = Y| Py 1)
En caso de obtener dicho valor m, el estado del sistema cuantico tras la medicidn seria:

Puld) _ Pul)
Jpom 1P

Como hemos mencionado anteriormente, las mediciones proyectivas son un caso
particular de mediciones que toma como conjunto de operadores de medida el conjunto
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de las proyecciones {P,}, y que tiene como posibles resultados de la medicién los
correspondientes autovalores m del observable.

Ejemplo 4. Como ejemplo de medicién, vamos a comenzar con la descomposicion
espectral de un operador sencillo:

11
(% _zl)zml'Pl"'mZ'PZ
2

La descomposicion espectral nos indica unos operadores de medida que cumplen
la condicion de completitud. en particular son proyecciones en los autoespacios del
operador que observamos son los espacios generados por [+) y |—).

Realizamos una medicion para [y) = |0) entonces la probabilidad de medir |+)
viene dada por

1
WPy ) = 3

e igualmente para |—).

Si midiesemos |+) el estado después de la medicidn seria

P (3 _

2 \/g

+)

como es de esperar.

En vez de partir del operador M, podemos decir directamente que medimos
sobre una base, en este caso la base {|+),|—)}.

1.6. Sistemas multicubit

Como hemos mencionado al comienzo, concretamente en la definicién[I] los cubits
se definen como vectores dentro de un espacio de Hilbert complejo de dimension 2, y
para abordar los sistemas multicubit es necesario comenzar explicando como se componen
estos espacios de Hilbert en los que se encuentran.

1.6.1. Producto tensorial

En general, el producto tensorial es una operacion entre dos espacios vectoriales que
nos permite obtener un espacio de dimension mds grande. En concreto, si V, W son espacios
vectoriales tales que dim(V) = n, dim(W) = m, entonces dim(V @ W) = nm.
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Usamos la referencia [ 1]] para la siguiente definicion.

Definicion 15. Producto tensorial de espacios vectoriales.

Sean V, W espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo de escalares. Definimos el
producto tensorial V ® W como el espacio cuyos elementos son combinaciones lineales
de pares de elementos de los espacios originales v®@w (v € V,w € W), y las operaciones
de suma y multiplicacién por un escalar se derivan a partir de las operacionesen V'y W
mediante las siguientes propiedades:

m Sean z un escalar, v € V,w € W entonces

2v@w) = (V) @w = v ® (zw)

s Seanv,v, € V, w € W entonces

WV +m)RW=1v@wW+ 1w

m Seanv €V, w,w, € W entonces

VO (W1 +W) = Vv@wW; +VvQRwy

Por otra parte podemos definir operadores lineales en V ® W a partir de operadores en
los espacios V, W.

SeanA : V= VyB: W W, lineales, definimos el operador A ® B de la siguiente
manera:

A®B(Wvew)=Av® Bw

Esta ecuacidn se extiende mediante linearidad a todos los elementos de V@ W.

Esto nos resultard util para representar operaciones en sistemas multicubits donde es
comun aplicar una puerta a ciertos cubits y otra a otros, permiti€éndonos descomponerlas.

También podemos derivar un producto interno para V ® W a partir de los productos
internos de V' 'y W si los tuvieran. El producto interno entre dos elementos arbitrarios de
V ® W se define de la siguiente manera.

i i,J

(Z Cll'(Vl' ® W,)) : [Z bj(V} ® W;)] = Z a?bj(vi ' V})(Wi ' W;)
J

Se puede comprobar que esto cumple las propiedades de un producto interno y que el
producto tensorial de dos espacios de Hilbert es de Hilbert.
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Otra caracteristica importante del producto tensorial es que podemos construir una
base a partir de bases de los espacios originales. Si {e;}; es una base (ortogonal) de V' y
{d;}; es una base (ortogonal) de W, entonces {e; ® d;}; ; es una base (ortogonal) de V@ W.

Se puede ver el producto tensorial de manera mdas concreta mediante la siguiente
representacion matricial.

a B a ... B
al: . bl
a b a B 0% 0 0% 0
® =
c d 0% 0 a ... B a B
cl: . d):
0% 0 v o 0

Ejemplo 5.

0

1 0 1
oon-(f)- |
0

Notacion 10. Para simplificar la forma de escribir dicho producto tensorial, se emplea la
siguiente notacion:
0)®0)®...®[1)=100...1)

En el caso concreto de la cudntica se aplica el producto tensorial entre los estados de
los sistemas cudnticos y sobre los distintos operadores unitarios.

Un sistema multicubit de n cubits va a ser el producto tensorial n veces del espacio de
1 cubit que hemos definido.

Por lo tanto un estado de un sistema multicuibit se representard como un vector en un
espacio de Hilbert de dimensién 2".

Proposicion 5. Descomposicion espectral del producto tensorial. Sean A y B operadores
normales con las siguientes descoposiciones espectrales respectivamente:

A=4LP +L,P+---+ A,P,

B=1m01+n0:+ - +1,0,
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Entonces la descomposicion espectral de A ® B es la siguiente:

A®B:iiﬂﬂ]jpi®Qj

i=1 j=1

Siendo A;n; , i = 1..m, j = 1...n los autovalores de A ® B

1.6.2. Base computacional de un sistema de n cibits

Segtin lo expuesto de manera general en la seccién sobre el producto tensorial [1.6.1]
se puede definir una base computacional para un sistema de n cubits a partir de la base
para el espacio de 1 cibit. Como ya me hemos explicado representaremos los estados de
un sistema de n cubits como vectores de un espacio de Hilbert de dimension 2" sobre los
complejos y por lo tanto dichas bases constardn de 2" elementos.

Ejemplo 6. La base computacional de un sistema de 2 cubits es:

1
1 1 0

0)®10) =|00) = =
10) ® |0) = 100) (O)®(O) 0
0
0
1 0 1

O 1 = 01 = =]
10) ®[1) = [01) (O)®(l) 0
0
0
0 1 0

1)®10) =[10) = =
1) ®10) = [10) (1)@’(0) )
0
0
0 0 0

1 1)=[11) = =
I ®|[1) =[11) (1)@’(1) 0
1

Como podemos observar en el ejemplo anterior, si tenemos la base computacional
de un sistema de n cubits, cada elemento de la base va a tener un 1 en una posicién del
vector y O en el resto. La posicion en la que va estar dicho 1 se puede obtener facilmente
sin necesidad de hacer el producto, por ejemplo, si tomamos el elemento |10) del ejemplo
anterior, lo interpretamos cémo si fuera binario y lo pasamos a decimal, obtendriamos el
nimero 2 de modo que el vector tendrd el 1 en la posicién 2 (comenzando a indexar dicho
vector en 0).
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1.6.3. Estados entrelazados y separables

Una vez hemos visto el producto tensorial, es necesario introducir un par de conceptos
relacionados con el mismo.

Definicion 16. Estados entrelazados y separables. Se dice que el estado de un sistema
multicubit es entrelazado si no se puede descomponer como producto tensorial de los
estados individuales de los cubits que constituyen el sistema, en caso contrario se dice que
el estado es separable.

Ejemplo 7. Supongamos que tenemos un sistema de dos cubits cuyo estado es:
W) = : 100 +[11)
V2

y los estados de los cubits que constituyen el sistema son de la forma:
1) = al0) +BI1) |¥2) =yI[0)+4611)
Al hacer el producto tensorial de |/;) ® [y,) tendriamos que:
/1) ® l2) = ay|00) + @6 |01) + By [10) + S5 [11)

Y para que el resultado de dicho producto fuese el estado i) tendriamos que:

1
ay=p06=— ad=py=0

V2

Y como podemos ver esto no es posible por lo que el estado es entrelazado.

En el ejemplo anterior hemos visto un estado entrelazado, concretamente un estado
totalmente entrelazado pero también existen otro tipo de entrelazamientos en los que se
puede hacer una descomposicion parcial en productos tensoriales. Por ejemplo, en el caso
de tener un sistema de 3 cubits y poder dividirlo en un producto de 2 estados (en lugar de
3) tendriamos un entrelazamiento parcial.

1.6.4. Teorema de no clonacion.

Es posible que trés lo visto en este capitulo surja preguntarse si existe la posibilidad de
crear una copia idéntica de un estado cudntico desconocido arbitrario, sorprendentemente
la respuesta es que no, expliquemos por qué.
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Teorema 2. Teorema de no clonacién. No existe un operador unitario U tal que dado un
estado cudntico arbitrario |¢/),

Uy ©1é)) = V) © )

siendo |¢) un estado inicial cualquiera del cubit.
Demostracion.Supongamos que existe dicho operador unitario tal que

Ul1) + ) @ 1)) = (1) + 12)) ® (1) + [v2))

Dado que los operadores unitarios son lineares, aplicando esta propiedad al lado izquierdo
de la igualdad tendriamos que

Uly) + ) @) = U(ly) @ W) + Ully2) @ W) = Y1) ® 1) + [r2) @ [r2)

Por lo tanto se tendria que

(1) + [2)) ® (1) + 2)) = (W) ® 1) + (2) ® [2))

Lo que es absurdo.

La importancia del teorema de no clonacion, en el contexto de los codigos correctores,
es que descarta la posibilidad de copiar informacion, an@diendo directamete redundancia,
para corregir errores.

1.7. Principales puertas logicas cuanticas que actian sobre sistemas de mas de 1 cuabit

Una vez que ya hemos introducido los sistemas multicubits, vamos a ver cuales
son las principales puertas l6gicas que nos podemos encontrar, su matriz unitaria y su
representacion en un circuito.

1.7.1. Puerta CNOT

La puerta cudntica CNOT (Controlled-NOT) es una operacién fundamental en la
computacion cudntica que realiza una inversién condicional en un cubit (denominado
objetivo) basado en el estado de otro cubit denominado (de control), y desempena un papel
esencial debido a su propiedad de crear estados entrelazados.

Definicion 17. Puerta CNOT. La puerta cudntica CNOT se aplica a 2 cubits, es una
manera controlada de aplicar la puerta NOT 6 PauliX a un cubit que denominaremos
“objetivo” en base al estado de otro ctibit que denominaremos “de control”, concretamente
realiza una operacién XOR: si tenemos un estado |ab), entonces suponiendo que el primer
bit es el bit de control, CNOT;, |ab) = |a(b ® a)), en caso de que sea el segundo se tendria
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que CNOT}, lab) = |(a ® b)b). La matriz que representa esta puerta para el caso en el que
el primer bit sea el de control es:

1 000
0100
0001
0010

Y en caso de que el bit de control sea el segundo:

1 00O
0001
0010
0100

Ejemplo 8. Puerta CNOT,, aplicada a la base computacional

laby | CNOTy, |ab)
|00) |00)
|01) [11)
[10) [10)
[11) |01)

Notacion 11. Puerta CNOT. La puerta CNOT se representa en un circuito de las
siguientes maneras

Donde el punto relleno se sittia sobre el cubit de control y la puerta NOT sobre el
objetivo.

1.7.2. Puertas controladas

La puerta CNOT [I.7.1] es la puerta controlada mds importante pero a parte de esta,
cualquier puerta vista en la seccién[I.4] puede convertirse en una puerta controlada, esto
se hace de la misma forma que para la puerta CNOT, se define un cubit de control y otro
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objetivo al que aplicar la puerta de modo que cuando el de control sea 1 se aplica la puerta
y en caso contrario no se aplica.

Notacion 12. Notacion general para puertas controladas. Sea U una matriz unitaria que
define una operacion sobre un cubit, si queremos controlar dicha puerta se representaria de

la siguiente manera:
_"—

—Ul—=

Donde el punto relleno se sittia sobre el cubit de control y la operacion U sobre el objetivo.

Ejemplo 9. Puerta controlada Z

1.7.3. Puerta SWAP

La puerta cuantica SWAP como su propio nombre indica es una operacion cuéntica
que permite intercambiar los estados de dos cubits. A través de esta operacion, los
valores cudnticos de dos cubits se permutan, lo que resulta crucial en la manipulacién de
informacién y en la reorganizacion de datos en circuitos cudnticos, lo que la convierte en
una puerta importante.

Definicion 18. Puerta SWAP. La puerta SWAP intercambia los estados de dos ctibits y se
puede definir mediante e producto tensorial de la siguiente manera:

SWAP(ly) ® ) = |¢) @ )
La podemos describir también mediante la siguiente matriz:

00

S O O =
S = O O

1
0
0

— O O

Claramente podemos observar en la matriz anterior como los estados [00) y |11) no
cambian mientras que |01) y |10) se invierten.
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Notacion 13. Puerta SWAP. La puerta SWAP se representa en un circuito como:

o

1.7.4. Puerta Toffoli

La puerta cudntica Toffoli, también conocida como la puerta CCNOT (Controlled-
Controlled-NOT), es una operacién clave en la computacion cudntica que extiende la
funcionalidad de la puerta CNOT. La puerta Toffoli realiza una operacién condicional en
tres cubits, donde dos cubits de control determinan si se invierte el estado de un tercer
cubit, el objetivo.

Definicion 19. Puerta Toffoli. La puerta Toffoli al igual que la puerta CNOT puede
representarse mediante la operacién XOR de la siguiente manera en el caso en el que
los dos primeros bits sean los bits de control: controlled-CNOT . |abc) = |ab(c ® ab) de
modo que se suma el producto de los bits de control al bit objetivo y se haria de manera
analoga en el caso de cambiar los bits de control. La matriz asociada a dicha operacion
(con primer y segundo bit de control) es la siguiente:

1 0000O0O0O
01 0O0O0OOO
00100O0O0O
00010O0O0O
000O0T1QO0O0OO
000O0O0OT1O0O0
000O0O0OO0O©O011
000O0O0OO0OT1QO
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Ejemplo 10. Puerta controlled-CNOT . aplicada a la base computacional

labc) | CCNOT 4. labc)
|000) |000)
|001) |001)
|010) |010)
|011) |011)
[100) [100)
[101) [101)
[110) [111)
[111) [110)

Notacion 14. Puerta Toffoli. La puerta Toffoli se representa en un circiuto como:

Para poder completar nuestra introduccion autocontenida a la computacion cudntica
se han introducido las principales puertas 16gicas, la mayoria de las cuales serdn de gran
importancia en los siguientes capitulos.
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2. MATRIZ DE DENSIDAD Y SUPEROPERADORES

En este capitulo se utiliza principalmente como referencia Quantum computation and

quantum information 1))

2.1. Matriz de densidad

En este capitulo vamos a presentar un enfoque distinto para la computacion cudntica,
en contraposicion con los vectores que hemos utilizado para representar el estado de un
sistema cudntico: matrices de densidad.

Como formulacién matemadtica de la computacién cudntica va a resultar ser igual de
expresiva que los vectores que representan un estado, pero va a ser mds util a la hora de
abordar ciertos problemas.

Esta perspectiva nos va a ser especialmente ttil en el contexto de los codigos de
correccion de errores cudnticos para representar que un sistema se encuentra en varios
posibles estados con cierta probabilidad.

Definicion 20. Conjunto de estados cuanticos puros. Llamamos Conjunto de estados
cudnticos puros a un conjunto de pares

{(W,p)):i€l...n} con Zpi:l

De manera que el sistema se encuentra en el estado |i;) con probabilidad p;.

Observemos la diferencia entre lo expresado por la superposicion y los conjuntos de
estados cudnticos puros. El concepto clave de esto es que un estado en superposicién no
deja de ser un tnico estado conocido, aunque hablemos de amplitudes de probabilidad en
el contexto de la superposicion esas probabilidades solo se manifiestan a la hora de realizar
mediciones. Un conjunto de estados cudnticos puros representan varios posibles estados
para un sistema, cada uno de ellos puede ser a su vez una superposicion.
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Ejemplo 11. Un conjunto de estados es {(I()) , %) , (Il) , %)}, que es distinto a un
estado de superposicion con amplitudes de probabilidad % como ) = % |0+ % 1),
ya que como deciamos este se trata de un Unico estado definido. A efectos de
la medicion en la base computacional serian indistinguibles pero consideremos
ahora que medimos en la base {|+),|—)}. En el primer caso ambos estados son
equiprobables mientras que en el segundo caso |[+) se mide con probabilidad 1.

Definicion 21. Matriz de densidad. La Matriz de densidad (u Operador de densidad)
para un conjunto de estados cudnticos puros {(|;), p;) :i € 1...n}es

p= Z piliXyil

Ejemplo 12. Siguiendo con el ejemplo anterior, el conjunto con los dos estados
equiprobables tendrd matriz de densidad

1 1 1(1 0
§|0><0|+§|1><1|=§(0 1)

mientras que por otra parte el estado puro tendra matriz de densidad

1(1 1
|<//><¢f|:5(1 1)

(Observamos de nuevo que son distintas)

2.2. Propiedades de la matriz de densidad

Veamos como se expresan las transformaciones en terminos de la matriz de densidad.

Proposicion 6. La transformacién del sistema descrito por una matriz de densidad p,
mediante un operador unitario U va a ser dada por

UpU*

Es directo a partir de la definicidn si consideramos que la matriz de densidad es la de
un conjunto de estados {(|;), p;)}, tras la aplicacion de U tendremos el conjunto de estados
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{(Uly), pi)}, y sumatriz de densidad puede ser computada por

Z piUWi|U* = UpU”

Las combinaciones de matrices de densidad se comportan segtin lo esperable:

Proposicion 7. Si tenemos un conjunto de conjuntos de estados dados por sus matrices de
densidad p; cada uno de ellos con probabilidad p; respectivamente tenemos que la matriz
de densidad del estado es

P = Zpipi

Proposicion 8. El estado conjunto de dos estados con matrices de densidad p, p’ tiene
matriz de densidad

peP

Ambas proposiciones son de nuevo consecuencia directa de la definicion, de la relacion
entre expresar el estado como vector y como matriz de densidad.

Para el siguiente teorema es conveniente hacer uso de los vectores if;), los cuales
pueden no estar normalizados a longitud unitaria. Decimos que el conjunto {|i/;)} genera el
operador p = Y, [¥;){i], y asi la conexién con la representacion usual de los operadores
de densidad en un conjunto queda expresada por la ecuacion ; = /pily;). (Cudndo dos
conjuntos de vectores, {|/;)} y {|¢ 7}, generan el mismo operador p? La solucién a este
problema nos permitird responder la pregunta de qué conjuntos dan lugar a una matriz de
densidad dada.

Teorema 3. Libertad unitaria en el conjunto de matrices densidad. Los conjuntos
{1} y | |¢;7} generan la misma matriz densidad si y solo si
iy = D i), 2.1)

J
donde u;; es una matriz unitaria de numeros complejos, con indices i y j, y rellenamos
el conjunto de vectores |;) 0 |¢ ), €l que sea menor, con vectores adicionales 0 para que
ambos conjuntos tengan el mismo niimero de elementos.

Como consecuencia del teorema, observamos que p = Y, piliX¥il = X ; qjle;){¢|l
para estados normalizados |y;), |¢;) y distribuciones de probabilidad p; y g; siy solo si

VPl = ) i NGl ), (2.2)

J
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para alguna matriz unitaria u;;, y podemos rellenar el conjunto més pequefio con elementos
cuya probabilidad sea cero para hacer que ambos conjuntos tengan el mismo tamaiio. Asi,
este teorema caracteriza la libertad en los conjuntos {p;, [;)} que generan una dada matriz
densidad p. De hecho, el caso de las matrices de densidad con dos descomposiciones
diferentes, surge como un caso especial de este resultado general.

Demostracion:

Supongamos que [if;) = 2. Uuijl@;) para alguna matriz unitaria u;;. Entonces,

DW= w3 K@, (2.3)
i ijk
= > O wi)l, X, 2.4)
jkoi
= > 0u1BX @, 2.5)
Jjk
= > 18 (2.6)
J

lo que muestra que los conjuntos |¢;) y |@;) generan el mismo operador.

Reciprocamente, supongamos que
A= E il = E 1@, X@)l- (2.7)
i J

Sea A = ), Aklk){k| una descomposicion de A tal que los estados |k) son ortonormales y
los A; son estrictamente positivos. Nuestra estrategia es relacionar los estados |i};) con
los estados k) = VAk), y de manera similar relacionar los estados |@;) con los estados
k). Combinando ambas relaciones obtendremos el resultado. Sea |y cualquier vector
ortonormal al espacio generado por los k), de modo que (wlfc)(fclw) = ( para todo k, y asi
observamos que

0 = WlAl) = D WIgXGily) = > Kulgl. (2.8)

Asi, Y}y = 0 para todo i y para todo |¢) ortonormal al espacio generado por los
k). Se deduce que cada |iJ;) puede expresarse como una combinacién lineal de los k),
@) = 2y culk). Como A = ¥ [k)(k| = 3; 17:)(Wil, observamos que
DR = > (O cucplkx. (2.9)
3 [T
Los operadores |k)(I| son facilmente vistos como linealmente independientes, y por lo tanto
debe ser que ; cic}; = 6. Esto asegura que podemos agregar columnas adicionales a ¢
para obtener una matriz unitaria v tal que |J;) = 3, vilk), donde hemos agregado vectores
cero a la lista de |k). De manera similar, podemos encontrar una matriz unitaria w tal que
13,y = S wilk). Asi,
iy = D i), (2.10)
J

donde u = vw' es unitaria.
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2.3. Mediciones

Por otra parte vamos a ver como calcular las mediciones, pero primero necesitamos
hablar de la traza.

Como es bien sabido la traza de una matriz se define como la suma de los elementos
de su diagonal principal, es decir

tr(A) = > Ay

La traza tiene propiedades interesantes, para empezar es sencillo ver que es lineal y
ademds tenemos

tr(AB) = > > AyBi= ) > BuAu = tr(BA)
i k i k

(Sin mds que renombrar los indices).

Sabiendo esto podemos ver que la traza es invariante por transformaciones UAU*
donde U es una matriz unitaria

tr(UAU") = tr(UUA) = tr(A)

Este tipo de transformaciones son cambios de base, lo cual hace que la traza sea una
propiedad intrinseca del operador independiente de la base.

Vamos a ver finalmente, a partir de esta dltima, una propiedad util para tratar con la
matriz de densidad:

Proposicion 9. Dado un estado cudntico /) y una matriz A de dimensiones adecuadas,
entonces

tr(Aly)Wl) = (WlAW)

Como hemos visto la traza es independiente de la base, luego podemos construir una
base ortonormal (Gram-Schimdt) tal que el estado |y) forme parte de ella. Si llamamos |i)
al i-ésimo elemento de esta base entonces es claro que

Aji = CilAlD)

para la matriz A escrita en esa base. Por lo tanto
(Al )yl = Z(ilAllM(lﬂIIi)
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por ortogonalidad todos los sumandos se anulan excepto aquel para el que |i) = |/) con
lo que obtenemos el resultado.

Armados con estas propiedades de la traza veamos como calcular las probabilidades
de obtener un resultado particular en una medicién a partir de la matriz de densidad.
Recordamos que dado un conjunto de operadores de medicién {M,,}, para uno de los
estados |i;) tenemos que la probabilidad de medir m es

p(mli) = WilM,, M) = tr(M, M, i) i)
Donde la notacion p(mli) tiene el significado usual en probabilidad: Es la probabilidad
de medir m condicionada a que el sistema se encuentre en el estado i.

La probabilidad de medir m sobre el conjunto de estados serd entonces

plm) = " pip(mli) = ) pitr(M;, My W) (Wil = tr(M;, M)

Donde en la dltima igualdad hemos aplicado la linealidad de la traza.

Podemos calcular también la matriz de densidad del sistema en su estado posterior a la
medicién, como sabemos tomando como estado inicial |y;) y habiendo medido m el estado
resultante tras la medicion serd

VWil M5, M i)

"y =

El conjunto de estados resultante consistird de nuevo en n estados, uno por cada estado
inicial, pero sus probabilidades no serdn las mismas, estaran condicionadas a la informacién
nueva de la que disponemos después de la medicion. Es decir, necesitamos considerar las
probabilidades

p(mli)p;

m

p(ilm) = (Bayes)

Por las igualdades anteriores para p(m) y p(m|i)

tr(My, M, i) (il
tr(M,,M,,p)

p(ilm) = p;
Sabiendo esto el sistema tendra matriz de densidad

M,y i) (il M,
Wil My, My, i)

pn =, PUM WY WY = D plilm)

Vemos que el denominador de los sumandos lo podemos escribir también en términos
de la traza tr(M,, M,, |y;) (¢i]), término que desaparece al sustituir la expresion que tenemos
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para p(i|m) resultando en

:Z Mo il M, MupM,
Fr " tr(M;,M,,p) tr(M> M,,p)

Resultando en una expresion limpia y funcién de la matriz de densidad y el operador
de medicion correspondiente, independiente de los estados puros.

Veamos ahora la medicién mediante un ejemplo:
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Ejemplo 13. Vamos a considerar de nuevo los sistemas con matrices de densidad

110 111
Pr=510 1) 721 1

Vamos a medir primero sobre la base computacional, los operadores serdn

M0:10 MI:OO
00 01

para el primer sistema tenemos

p(0) = tr(MyMop,) = tr ((

O LI~
S O
N
 —
Il
| =

. 00 1
p(]) = tr(MlMlpl) = tr[(o %)) = E
para el segundo sistema
11 1
0) = tir(M:Mypo,) = tr{|2 2||==
p(O) = tr(MyMopy) r((o O]) !
. 0 0 1
p(l):”’(MlMlPZ):tr((% %D: 2

Como era esperable ambos sistemas son equivalentes a efectos de una medicion
sobre la base computacional, con resultados equiprobables ambos.

Supongamos ahora que en ambos casos se ha medido |0). ;Son iguales también
las matrices de densidad después de medir?

_ MypM; (1 0
PO M Mopy) 0 0

_ MOpMS _ 1 0
P20 = (M Mopy) (0 0

Si lo son, ya que conocemos en ambos casos sin duda que el sistema se encuentra
en el estado |0).
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2.4. Caracterizacion de la matriz de densidad

Hasta ahora hemos utilizado la definicién de matriz de densidad dada en términos de
los conjuntos de estados, pero podemos ver que las matrices de densidad son aquellas que
cumplen unas propiedades

Teorema 4. Caracterizacion de la matriz de densidad. Un operador p es el operador de
densidad para algtin conjunto de estados si y solo si cumple

1. tr(p) = 1

2. pespositivo. (Y|p ) =0 Vi; En particular es real)

Comenzamos suponiendo que partimos de un operador de densidad correspondiente a
un conjunto de estados {(p;, [;))}, entonces

trly) (Wil) = 1

Ya que podemos tener una base ortonormal que incluya al estado |i;), por lo tanto

r(p) = ir(Y Pl Wi = ) pi =]

con lo que se satisface la primera condicion. Por otra parte para un estado arbitrario |¢)
tenemos

Wlplgy =Y Pl Willg) = > pill (@)’ = > pil ¢l P 2 0

con lo que se satisface la segunda condicidn.

Consideremos ahora un operador p satisfaciendo ambas propiedades, podemos
diagonalizar p (al ser positivo es en particular hermitico luego diagonalizable) y obtener
una representacion

Z A:1i) Gl

donde ademds los autovalores A; son todos positivos por ser p positivo y de la condicién
de la traza obtenemos que }}; 4; = 1, con lo que el conjunto de estados {(4;, |i))} tendria
como matriz de densidad asociada p.

Cabe observar que este conjunto de estados no es tnico para una matriz de densidad.
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Ejemplo 14. Consideremos la matriz de densidad que habiamos obtenido con los
estados de la base computacional cada uno de ellos con probabilidad %

1
Plzzl

Tiene un autoespacio de dimensién 2, el espacio completo, con autovalor 1, Para
obtener un conjunto de estados equivalente podemos obtener una base ortonormal
distinta de los autoespacios, en este caso cualquier base del espacio completo nos
sirve, por ejemplo la base de Hadammard {|+), |-)}:

1 1 1
5HHH+§FM4=§[

[STE ST o
[STE ST o

con lo que también seria la matriz de densidad para el conjunto {(%, [+)), (%, =)}

Nos va a ser también util poder caracterizar a partir de la matriz de densidad, si el
sistema se encuentra en un estado puro, es decir p = |) (/| o no.

Proposicion 10. Caracterizacion de estados puros. Sea p una matriz de densidad
entonces

1. tr(p?) < 1

2. tr(p?) = 1siy solo si p = ) (| para algiin estado |y).

Supongamos primero que p = |) (Y], en tal caso tenemos

0% = Wy (Wl vy (Wl = p

ya que (| |) = 1, entonces tr(p?) = tr(p) = 1.

Por otra parte supongamos ahora que p = Y7 p; ;) (¢ con n > 1, siendo sin pérdida
de generalidad los estados |i/;) ortonormales.

Observamos que necesariamente p; < 1 Vilo que implica, obviamente que pl.2 < p; Vi
Por la ortonormalidad tenemos

pr= ) P (il
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Como la traza es independiente de la base y la matriz es diagonal para la base
ortonormal {|i;)}:

rp?) =Y pi< Y pi=1

2.5. Traza parcial. Operador de densidad reducido

En ocasiones es interesante estudiar el estado de un subsistema, parte de un sistema
mads grande (sistema compuesto).

Partiendo de la matriz de densidad del sistema conjunto, podemos obtener una matriz
de densidad para un subsistema usando la traza parcial

Definicion 22. Traza parcial. Dados dos sistemas A y B, con |a;), |a,) estados posibles
de A, y con |by),|b,) estados posibles de B, la traza parcial sobre B, trp es un operador
lineal cumpliendo

trp(lar) (az| ® |by) (ba) = la1) (az| tr(1by) (b2l)

Definicion 23. Operador de densidad reducido. Dados dos sistemas A y B con un estado
conjunto dado por el operador de densidad p*2, el operador de densidad reducido para el
sistema A es

PA = f”B(PAB)

Vamos a justificar con un caso particular sencillo por qué esta definicion tiene sentido.
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Ejemplo 15. Supongamos dos sistemas A, B, con estados no entrelazados, el
sistema compuesto tendrd una matriz de densidad p ® o, donde p es la matriz de
densidad del sistema A y o para el B. Entonces

p* = tr(p ® o) = pir(c) = p

La tdltima igualdad es clara ya que la traza de una matriz de densidad es 1.

Primero veamos que en el caso en que p = Y1) (Y| y 0 = [¥2) (¥, es decir
ambos sistemas se encuentran en un estado puro, la ecuacién anterior es una
aplicacion directa de la definicion.

Ahora supongamos primero que p no corresponde a un estado puro, entonces

p= sz- i) (il

Como hemos definido el operador trg como lineal entonces tenemos que

tr5(p ® ) = trp((Y pili) (i ® ) () =
() (Pl i) @ y2) () =
Z trp(pi [0 il ® [Y2) (Yal) = Z pil) il =p
Donde hemos aplicado el caso anterior. Tenemos que la ecuacion que nos
interesa es cierta para cualquiera matriz de densidad p y para una matriz de densidad

o correspondiente a un estado puro. Podemos volver a utilizar la linealidad de
manera andloga a este caso para obtener finalmente el resultado general.

Vemos que la matriz reducida coindice con la matriz de densidad del sistema A

cuando los estados de los dos sistemas son separables.

Veamos ahora como actda sobre un estado cuantico entrelazado.
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Ejemplo 16. Consideremos el estado cudntico
) = (100) + [11))/ V2

Que tiene matriz de densidad

|00) (00| + [00) (11| + [11)<00[ + [11) 00|
2

p =)Wl =

Computamos la traza parcial sobre el primer cubit:

Observamos que |ii) (jj| = (|) (j]) ® (|i) {j]), luego podemos aplicar la propiedad
de la definicidn tras hacer uso de la linealidad de la traza parcial para obtener:

0) (0 0) (0 1)¢0 1540
ol = try(p) = tr2((10) € |)2® (10)<0D) N tra((I1) ¢ |)2®(| )< D)+
tr>((10) <1]) ® (10) (1])) N (D) @ (1) <ID) _
2 2

(|O><0|)<0||0>)+(|1><0|)<1||0>)+(|0><1|)<0||1>) N (ALY
2 2 2 2 -

|0) €01 + (1)1 _ 1

2 2

Observamos que no se trata de un estado puro (tr(p?) = % < 1), a pesar de partir
de uno que en el sistema grande si lo era. Se trata del estado que hemos considerado
en otros ejemplos.

2.6. Descomposicion de Schmidt y purificaciéon

Vamos a finalizar la seccién dando un par de resultados utiles para trabajar con matrices
de densidad: descomposicion de Schmidt y purificacion.

Teorema 5. Descomposicion de Schmidt. Si /) es un estado (puro) de un sistema
compuesto AB, entonces existen estados ortonormales |is), |ig) para los sistemas Ay B
respectivamente tales que

W) = D" Ailia) ® lin)

cond; >0y Y, A7 = 1. A los coeficientes 4; se les llama coeficientes de Schmidt.

Sean |j), |k) bases ortonormales de los sistemas A y B, con n y m elementos
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respectivamente entonces

vy = apli) @k

Jjk

para ciertos coeficientes a j ya que los elementos | j) ®|k) formardn una base del sistema
compuesto. Podemos pensar en estos coeficientes como una matriz a a la que podemos
aplicar la descomposicion en valores singulares reducida, es decir tomando aquella parte
correspondiente Unicamente a los valores singulares no nulos. Si r de los valores singulares
son no nulos entonces esto resultard en

a=ud/
siendo d una matriz diagonal r X r y u, v matrices ortogonales de dimensiones n X r'y
m X r respectivamente, luego sus columnas seran un conjunto ortonormal de vectores.

Tenemos por lo tanto que

W) = " widivic 1) ® 1)

ijk

y poniendo ix) = X u;ilj), lig) = Xy vic [k) y dii = A; concluimos observando que los
conjuntos (de r estados) |is), |ig) son ortonormales:

Si |is) y i) son dos estados distintos, por ejemplo del primero de estos conjuntos
entonces por la ortonormalidad tanto de |j) como de los vectores de las columnas de u:

Galliy = D wjage Gl = D wjeje = wi - uy = 0

J J
Igualmente si i = i’ el producto es 1.

Una consecuencia importante de este teorema se aplica a las matrices de densidad
reducidas ya que es facil observar que

Pt =" A2lia) (ia

p% = Alip) il

Sea p = [y) (Wl = X; A7 (lia) ® |is))((ial ® {ip|) entonces su traza parcial es

trap) = ) A7 lia) Cial tr(li) (il)
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El resultado se tiene de que tr(|y) (¢|) = 1, para cualquier estado |). (Podemos ver
esto utilizando de nuevo el hecho de que la traza es independiente de la base en que se
represente la matriz y usando una base ortonormal que incluya al estado [y)).

Ejemplo 17. Volviendo al ejemplo anterior observamos que

1 1
) =—I10)®0) + — 1) ®I1)
V2 V2

donde queda en la forma de la descomposicion de Schmidt. Podemos evitarnos
ahora los cdlculos del ejemplo anterior y concluir directamente que la matriz de
densidad reducida para cualquiera de los subsistemas (primer o segundo cubit) es

1 I
Zaf lixa) ® lig) = 5(10) €01+ [1) (1) = 5

La descomposicién de Schmidt es importante para el siguiente concepto: Purificacion.
La idea es dado un sistema en un estado dado por un conjunto de estados puros, introducir
més dimensiones, observarlo como parte de un sistema mas grande, ficticio, de manera
que en este sistema el estado si sea puro. Mds formalmente:

Definicion 24. Purificacion. Dado un sistema A en un estado representado por una matriz
de densidad p4, un estado puro |) € A ® R es una purificacion de py4 si

tr([Y) (Yl) = pa

En este contexto llamamos a R sistema de referencia.

Teorema 6. Existe una purificacion para cualquier estado.

Sea p,4 la matriz de densidad del estado para el que queremos encontrar una purificacion,
sabemos que entonces

pPa = Zn: pilia)
i=1

Tomamos entonces un conjunto ortonormal cualquiera también con n estados en el
sistema de referencia y definimos

AR) = 3" \/pilia}lix)
i=1
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Observando la forma de descomposicion de Schmidt de este estado es claro que es una
purificacion.

2.7. Superoperadores

En esta subseccion vamos a tratar un conjunto muy general de operaciones sobre
sistemas cudnticos. Hasta ahora la operacion mds comin sobre un sistema se daba
en forma de un operador unitario pero también modifica un estado, por ejemplo, una
operacion de medicion; vamos a unificar estas y otras transformaciones bajo el concepto
de superoperadores.

Definicion 25. Superoperador. Un superoperador es una aplicacion entre espacios de
operadores de densidad. Es decir lleva una matriz de densidad a otra matriz de densidad.

Como ya hemos visto anteriormente tenemos para operaciones unitarias lo siguiente:

Proposicion 11. Una transformacion unitaria U define un superoperador

E(p) = UpU”

Por otra parte podemos definir transformaciones que se dan con una cierta probabilidad,
esto nos serd util para definir un canal ruidoso.

Sean U; operadores unitarios y p; tales que ) ; p; = 1, entonces

E(p) = Z piUpU;

es un superoperador

Ejemplo 18. Consideremos el superoperador
&(p) = (1 - pp + pXpX

Con probabilidad p al estado se le aplica la puerta X y con probabilidad 1 — p
permanece igual. Esto por ejemplo nos es ttil para modelar un posible error.
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2.7.1. Entornos y operaciones cuanticas

La dindmica de un sistema cudntico cerrado (sistema fisico que no intercambia energia
ni informacién con su entorno) se describe mediante una transformacién unitaria.
Conceptualmente, podemos pensar en la transformacién unitaria como una caja en la que
entra el estado de entrada y de la cual sale el estado de salida. Para nuestros propdsitos,
el funcionamiento interno de la caja no nos concierne; podria ser implementado por un
circuito cudntico, o cualquier otra cosa.

Una forma natural de describir la dindmica de un sistema cudntico abierto es
considerarla como resultante de una interaccién entre el sistema de interés, al que
llamaremos el sistema principal, y un entorno, que juntos forman un sistema cuantico
cerrado, como se ilustra en el lado derecho de la figura[2.1] En otras palabras, supongamos
que tenemos un sistema en el estado p, que se envia a una caja acoplada a un entorno.
En general, el estado final del sistema, &(p), puede no estar relacionado mediante una
transformacidn unitaria con el estado inicial p. Suponemos (por ahora) que el estado de
entrada del sistema-entorno es un estado producto, p ® peqy. Después de la transformacion
U de la caja, el sistema ya no interactiia con el entorno, y por lo tanto realizamos una traza
parcial sobre el entorno para obtener el estado reducido del sistema solo:

8(,0) = treny [U (P ®penv) U*] . (211)

Por supuesto, si U no involucra ninguna interaccién con el entorno, entonces &(p) =
UpU*, donde U es la parte de U que actiia solo sobre el sistema.

p— ——8(p)

p—— U ——UpU* U

penv;

Figura 2.1: Transformacién de un sistema cudntico cerrado (izquierda) y abierto (derecha).

Se hace una suposicioén importante en esta definicién: asumimos que el sistema y el
entorno comienzan en un estado producto. En general, por supuesto, esto no es cierto. Los
sistemas cuanticos interactdan constantemente con sus entornos, acumulando correlaciones.
Una forma en que esto se manifiesta es a través del intercambio de calor entre el sistema y
su entorno. Si se deja a si mismo, un sistema cudntico se relajard hasta alcanzar la misma
temperatura que su entorno, lo que provoca la existencia de correlaciones entre ambos.
Sin embargo, en muchos casos de interés prictico es razonable asumir que el sistema y su
entorno comienzan en un estado producto. Cuando un experimentalista prepara un sistema
cudntico en un estado especifico, deshace todas las correlaciones entre ese sistema y el
entorno. Idealmente, las correlaciones serdn completamente destruidas, dejando al sistema
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en un estado puro. Incluso si este no es el caso, veremos mas adelante que el formalismo
de operaciones cudnticas puede describir incluso la dindmica cudntica cuando el sistema y
el entorno no comienzan en un estado producto.

Otro problema que podria plantearse es: ;cOmo puede especificarse U si el entorno
tiene casi infinitos grados de libertad? Resulta, muy interesante, que para que este modelo
describa correctamente cualquier posible transformacién p — &(p), si el sistema principal
tiene un espacio de Hilbert de dimension d, entonces basta con modelar el entorno como
estando en un espacio de Hilbert de no més de d*> dimensiones. También resulta que no es
necesario que el entorno comience en un estado mixto; un estado puro sera suficiente.

Ejemplo 19. Como un ejemplo explicito del uso de la ecuacién[2.T1] consideremos
el circuito cuantico de dos cubits mostrado en la figura siguiente, en el cual U es una
puerta controlada, con el sistema principal como el cubit de control, y el entorno
inicialmente en el estado p.,, = |0) (0] como el cubit objetivo.

p E(p)

10) D

Insertando esto en la ecuacién [2.11] se ve facilmente que

&E(p) = PopPy + PipPy, (2.12)

donde Py = |0) (0] y P; = [1) (1| son operadores de proyeccion. Intuitivamente, esta
dindmica ocurre porque el entorno permanece en el estado |0) solo cuando el
sistema esta en |0); de lo contrario, el entorno se invierte al estado |1).

2.7.2. Representacion en suma de operadores

Las operaciones cudnticas se pueden representar en una forma elegante conocida como
la representacion en suma de operadores, que es esencialmente una reformulacion de
la ecuacién [2.1T] explicitamente en términos de operadores en el espacio de Hilbert del
sistema principal. El resultado principal se motiva con el siguiente célculo simple. Sea |e;)
una base ortonormal para el espacio de estados (de dimension finita) del entorno, y sea
Penv = leo){eo| el estado inicial del entorno. No hay pérdida de generalidad al suponer que
el entorno comienza en un estado puro, ya que si comienza en un estado mixto, somos
libres de introducir un sistema extra que purifique el entorno. Aunque este sistema extra
es "ficticio", no afecta la dindmica experimentada por el sistema principal, y por lo tanto
puede utilizarse como un paso intermedio en los cédlculos. Asi, la ecuacién 2.11] puede
reescribirse como:
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E(p) = ) (edU (p ®leo)eol) U'lex) (2.13)
k

lo que se simplifica a:

&(p) = ) EwEj, (2.14)
k

donde E; = (e;|Ulep) es un operador en el espacio de estados del sistema principal.
La ecuacién 2.14]es conocida como la representacion en suma de operadores de &E. Los
operadores {E}} son conocidos como elementos de operacion para el superoperador &.

Los elementos de operacion satisfacen una restriccion importante conocida como la
relacion de completitud. La relacion de completitud surge de la necesidad de que la traza
de &E(p) sea igual a uno,

1 = tr(E(p))

= tr Z EipE;
k

= tr ZE;;Ekp .
k

Dado que esta relacion es cierta para todo p, se sigue que debemos tener

> EE =1
k

Esta ecuacion es satisfecha por las operaciones cudnticas que preservan la traza.
También existen operaciones cudnticas que no preservan la traza, para las cuales

Z EE <1,
k

pero estas describen procesos en los que se obtiene informacién adicional sobre lo
que ocurrié en el proceso mediante medicién. Las aplicaciones & de la forma de la
ecuacion |T1__4|, para las cuales ), E;E; < I, proporcionan nuestra segunda definicion
de un superoperador. Mostraremos a continuacion que esta definicion es esencialmente
equivalente a la primera, la ecuacién [2.11] y de hecho es ligeramente mds general, ya
que permite operaciones que no preservan la traza. A menudo tendremos la ocasién de
movernos de un lado a otro entre estas dos definiciones; debe quedar claro por el contexto
qué definicién estamos utilizando en un momento dado.

La representacion en términos de suma de operadores es importante porque nos
proporciona un medio intrinseco de caracterizar la dindmica del sistema principal. La
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representacion en términos de suma de operadores describe la dindmica del sistema
principal sin tener que considerar explicitamente las propiedades del entorno; toda la
informacion que necesitamos estd encapsulada en los operadores E, los cuales actian
solo sobre el sistema principal. Esto simplifica los célculos y a menudo proporciona
un conocimiento tedrico considerable. Ademas, muchas interacciones diferentes con el
entorno pueden dar lugar a la misma dindmica en el sistema principal. Si solo interesa
la dindmica del sistema principal, entonces tiene sentido elegir una representacion de la
dindmica que no incluya informacion irrelevante sobre otros sistemas.
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Ejemplo 20. Supongamos que tenemos un sistema principal de un solo cubit,
interactuando con un entorno de un solo cubit a través de la transformacion

U:P0®I+P1®X,

donde X es la matriz de Pauli usual (actuando sobre el entorno), y Py = |0)0|, P; =
|1)(1]| son proyectores (actuando sobre el sistema). Vamos a dar el superoperador
para este proceso, en la representacion de suma de operadores, asumiendo que el
entorno comienza en el estado puro |0). Es deci, el estado del sistema completo serd

Proal = p ®[0)(0],

donde p es el estado inicial del sistema principal.

Aplicamos la transformacion unitaria U sobre el estado conjunto:

Up®|0X0DU* = (Poy®1+ P, @ X)(p®|0)0N(Py® I+ P, ®X)".

Up ® [0X0DU" = PopPo ® [0)0 + P1pPy @ [1)(1].

Para obtener el superoperador que actia solo sobre el sistema principal,
realizamos la traza parcial sobre el entorno:

E(p) = treny [U(p ® 10XODU"] .

Dado que tr(|0){0[) = 1 y tr(|]1){1|) = 1, la traza parcial da como resultado:

E(p) = PopPy + P1pPy.

Ahora identificamos los elementos de la operaciéon en la representacion de
suma de operadores. Los operadores E; son simplemente P, y P;. Para ilustrar el
significado de esta ecuacion supongamos que p es un estado puro, es decir que
o = |y) (Y| siendo ) = @ |0) + B|1). En dicho caso tendriamos que

p = a’10) (0l + B [1) (1] + aB0) (1| + aB|1) (O]

Con lo que
E(p) = a [0y (0] + B2 1) (1]

Es decir, se encuentra en el estado |0) con probabilidad a? y en el estado |1) con
probabilidad 32, por lo tanto esto seria equivalente a realizar una medicién en la

base computacional.
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Teorema 7. Supongamos que {E1,...,E,}y{Fi,...,F,} son elementos de operaciéon que
dan lugar a las operaciones cudnticas &y ¥, respectivamente. Al agregar operadores nulos
a la lista mas corta de elementos de operacion, podemos asegurar que m = n. Entonces,
& = F siy solo si existen nimeros complejos u;; tales que E; = 3 u;;Fj, y u;; €s una
matriz unitaria de tamafio m X m.

Demostracion
La clave de la prueba es el teorema [3] Recordemos que este resultado nos dice que dos
conjuntos de vectores [i};) y |¢;) generan el mismo operador si 'y solo si

Wiy = " wilg)),

J

donde u;; es una matriz unitaria de niimeros complejos, y completamos con estados
adicionales 0 el conjunto de estados |y;) 0 |¢p;) mas pequefio, de modo que ambos conjuntos
tengan el mismo nimero de elementos. Este resultado nos permite caracterizar la libertad
en las representaciones de suma de operadores. Supongamos que {E;} y {F;} son dos
conjuntos de elementos de operacién para la misma operacion cudntica,

Z EpE; = Z FipF; paratodo p.
i J

Llamemos Q al sistema original e intruduzcamos un sistema auxiliar R de la misma
dimension. Definimos

leiy = D Ike) Eilko),  1fi) = D lke) Flig) .
k k
Y
g = (IR ® 8)
Es decir o aplica & en el sistema Q y deja R intacto.
De esto sigue que o = 3, le;) (eil = X;1f;) (fjl, y por lo tanto existe una matriz unitaria

ey = > 1)

J

u;; tal que

Pero para cualquier /) tenemos

Eilyy = @lled = > ui WIIF) = > uigF ).

J J

E =) uwyF;
J

Inversamente, suponiendo que E; y F; estdn relacionados mediante una transformacion

Por lo tanto,

unitaria de la forma E; = }’;u;;F;, unos célculos sencillos muestran que la operacion
cuantica con elementos de operacion {E;} es la misma que la operacion cudntica con
elementos {F';}.
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3. CODIGOS CORRECTORES CLASICOS

Para entender los c6digos correctores cudnticos es necesario pasar por ciertos conceptos
basicos de la teoria cldsica de codigos correctores. En este capitulo se da una resumida
introduccion, sin entrar en detalles. En este capitulo utilizamos como referencia el libro A
Course In Error-Correcting Codes justesen2017course, que trata en profundidad el tema.
El capitulo es reducido en extensién dado que es un tema incluido en el grado pero se
busca que la memoria sea autocontenida en lo posible.

3.1. ;Qué son codigos correctores?

Un cddigo corrector es un conjunto de reglas o procedimientos utilizados para detectar
y corregir errores en los datos transmitidos o almacenados. En un sistema de comunicacion,
los datos pueden corromperse debido a diversos factores como el ruido o las interferencias.
Los cédigos correctores permiten identificar y corregir estos errores para recuperar los
datos originales de manera confiable.

Dentro de los cddigos correctores, los cddigos lineales son los mas comunes debido
a su estructura algebraica sencilla y eficiencia en la correccion de errores. Ademés dada
la importacia de codificar informacion digital, se trabaja casi siempre en el contexto de
un cuerpo finito (que por ser discretos se ajustan mds a la tarea de representar este tipo de
informacion).

Definicion 26. Cédigo corrector lineal. Un codigo corrector lineal es un subespacio
vectorial de un espacio vectorial sobre un campo finito.

La idea bdsica detrds de los c6digos correctores es restringir el conjunto de palabras
vélidas (palabras c6digo) para detectar aquellas que no lo son. Al limitar el conjunto
de palabras c6digo a un subespacio especifico, se puede identificar y corregir errores al
comparar la palabra recibida con las palabras c6digo validas mas cercanas.

La nocion de distancia que utilizaremos en este contexto es la distancia de Hamming.

Definicion 27. Distancia de Hamming. La distancia de Hamming entre dos vectores es
el nimero de posiciones en las que difieren. Es decir dados dos vectores v, u de dimensién
n su distancia viene dada por

dv,u)={i:vi #u;,ie€l...n}
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3.2. Parametros del codigo

Para evaluar la eficacia y caracteristicas especificas de un codigo corrector, es crucial
entender ciertos pardmetros clave que lo describen. Estos pardmetros incluyen la dimensidn,
la longitud y la distancia del cédigo. La dimension se refiere a la cantidad de informacion
original que puede ser codificada, la longitud al tamafio del vector codificado, y la distancia
a la capacidad del c6digo para detectar y corregir errores. Estos pardmetros determinan no
solo cdmo se estructura el cddigo, sino también su rendimiento en la deteccion y correccion
de errores. A continuacidn, se definen estos pardmetros de manera mas formal.

Definicion 28. Dimension de un cédigo. Llamamos dimensién del cédigo, , a la
dimensién del cédigo como espacio vectorial. Un cddigo lineal de dimension k puede
codificar mensajes de longitud k.

Definicion 29. Longitud de un cédigo. Llamamos » a la dimension del espacio vectorial
que contiene al codigo, esto se corresponde con la longitud del vector codificado. Un
cddigo lineal de longitud n transforma un mensaje de & bits en un vector de n bits.

En general se tiene una funcién de codificacion que transforma un mensaje de longitud
k en una de las palabras del c6digo n. La decodificacidn sin embargo consiste en encontrar
primero la palabra del c6digo mds cercana a la recibida, normalmente con métodos
adaptados para cada clase de codigos distinta que permiten hacer esta busqueda de manera
mds efectiva, antes de revertir la operacion de codificacion y obtener el mensaje original.

Esta operacion de buscar la palabra del cédigo més cercana a la recibida estd muy
influenciada por la distancia del cédigo:

Definicion 30. Distancia de un cédigo. Llamamos d a la minima distancia de Hamming
entre dos palabras c6digo distintas en un codigo lineal.

La distancia de un cédigo determina su capacidad para detectar y corregir errores.

Proposicion 12. Capacidad correctora de un cédigo. Un cdigo con distancia minima d

puede detectar hasta d — 1 errores y puede corregir hasta V%IJ errores.

Existe una limitacién entre la cantidad de informacidén que transmite una palabra
(dada por k) y la capacidad de correccion. Si queremos tener mds tolerancia a errores
necesitaremos transmitir menos densidad de informacion, es decir mas informacion
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redundante. Esta limitacion estd cuantificada por la cota de Singleton.

Proposicion 13. Cota de Singleton. Para un c6digo lineal con longitud n, dimensién k y
distancia d, se cumple la siguiente desigualdad conocida como la cota de Singleton:

d<n-k+1

Esta cota establece un limite superior para la distancia de un cddigo dado su longitud y
dimension.

3.3. Matrices Generadoras y de Paridad

En la teoria de cddigos correctores lineales, las matrices generadoras y de paridad son
herramientas fundamentales que facilitan la codificaciéon y decodificacion de los mensajes.

3.3.1. Matriz Generadora

Una matriz generadora es una matriz que permite codificar los mensajes. Para un
codigo lineal con dimensién k y longitud n, una matriz generadora G es una matriz de
tamafio k X n que transforma un vector de mensaje m € F’; en una palabra codigo ¢ € [}
mediante la multiplicacién matricial:

¢ =mG

La matriz generadora tiene la propiedad de que las filas de G forman una base del
subespacio vectorial correspondiente al codigo. Esto asegura que cualquier combinacion
lineal de los mensajes generard una palabra cédigo vélida.

3.3.2. Matriz de Paridad

La matriz de paridad, o matriz de control, es otra herramienta esencial utilizada
principalmente en la decodificacion. Para un cddigo lineal, una matriz de paridad H de
tamafio (n — k) X n satisface la siguiente relacion para cualquier palabra codigo c:

cH' =0

Esta relaciéon implica que cada palabra cédigo debe ser ortogonal a las filas de H.
La matriz de paridad define las restricciones adicionales que las palabras c6digo deben
satisfacer para ser consideradas validas.
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3.3.3. Relacion entre las matrices generadora y de paridad

Para un cédigo lineal con longitud n y dimension k, las matrices generadora G y de
paridad H estédn relacionadas de la siguiente manera. Si G es de tamafio k X n'y H es de
tamafio (n — k) X n, entonces:

GH" =0

Esta relacion asegura que las palabras c6digo generadas por G cumplen las restricciones
impuestas por H.

3.3.4. Sindrome

El sindrome es una herramienta que permite identificar si una palabra recibida contiene
errores y, en caso afirmativo, proporciona informacién sobre la naturaleza de esos errores.

Dada una palabra recibida r € F’, el sindrome s se calcula mediante la matriz de
paridad H:

s=rH"

El sindrome s es un vector en FZ"‘ que contiene informacion sobre los errores presentes
en la palabra recibida. Si s = 0, entonces r es una palabra cédigo valida y no contiene
errores. Si s # 0, entonces r contiene errores, y el valor del sindrome ayuda a identificar la
posicion y el tipo de errores.

3.4. Ejemplo. Cédigo de repeticion

En esta seccidén vamos a describir un c6digo corrector muy simple pero que nos valdré
para ilustrar los conceptos anteriores y que ademds usaremos también para comenzar a
estudiar los cédigos correctores cudnticos.

Definicion 31. Cédigo de n-repeticion. Un cédigo de n-repeticién es un codigo que
repite cada simbolo del mensaje original n veces. Formalmente, dado un mensaje de un
solo simbolo m € F,, la palabra cédigo correspondiente en un c6digo de n-repeticion es

c:(m,m,...,m)E]FZ.

Proposicion 14. Los parametros de un c6digo de n-repeticion son los siguientes:

= Longitud del cédigo (n): n

= Dimension del cédigo (k): 1

51



= Distancia minima del c6digo (d): n

La capacidad correctora de un c6digo de n-repeticion es [%J es decir, puede corregir

hasta [";zlj errores.

Proposicion 15. Las matrices generadora y de control de paridad para un cédigo de
n-repeticion son:

= Matriz generadora (G): Es una matriz de 1 X n donde todos los elementos son 1.

G=(11 - 1)

» Matriz de control de paridad (H): Es una matriz de (n— 1) X n que satisface GH? = 0,
y puede ser escrita como:

I -1 0 0

0 1 -1 0
H = .

0 0 O -1
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Ejemplo 21. Consideremos un cédigo de 3-repeticion sobre F,.

La matriz generadora y la matriz de paridad para este c6digo son:

G=(11 1)

110
H =
(011)

Supongamos que queremos codificar el mensaje m = 1.

La palabra cédigo correspondiente es:

c=(1 1 1)

Ahora, consideremos que durante la transmision se introduce un error y la
palabra recibidaes r = (1 0 1). Calculamos el sindrome s:

1
s=rH" =(1 0 1) 1
0

— = O
Il
—
—_—
N ——

1
El sindrome s = (1) indica que se ha producido un error. El primer 1 del

sindrome indica que la primera y segunda posicion son distintas, es decir hay un
error en la primera o segunda posicion. El segundo 1 del sindrome indica lo mismo
para la segunda y tercera posicion. Concluimos que el error estd entonces en la
segunda posicion:

c=(1 1 1)

De este modo, hemos ilustrado como funciona la codificacion, la deteccion de
errores usando el sindrome y la correccion de errores en un c6digo de repeticion
sobre ;.
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4. CODIGOS CORRECTORES CUANTICOS

Los cédigos correctores cudnticos se sitian en la vanguardia de la investigacion en la
confluencia de la teoria de la informacién cudntica y la teoria de cédigos de correccion de
errores. Estos codigos, disefiados para preservar la integridad de la informacion almacenada
en cubits, representan una herramienta crucial para contrarrestar los efectos adversos del
ruido y otros errores inherentes en los sistemas cudnticos. En este capitulo, trataremos los
fundamentos tedricos de los cddigos correctores cuanticos.

Para proteger estados cudnticos contra los efectos del ruido, deseamos desarrollar
codigos cudnticos correctores de errores basados en principios similares a los de la
computacion clasica. Sin embargo, existen importantes diferencias entre la informacion
clasica y la cudntica que requieren la introduccién de nuevas ideas para hacer posibles
dichos cdédigos cudnticos correctores de errores. En particular, a primera vista nos
enfrentamos a tres grandes dificultades:

De nuevo en este capitulo se utiliza principalmente como referencia Quantum
computation and quantum information [1||

1. No clonacién: La implementacién del codigo de repeticion a nivel cudntico mediante
la duplicacién del estado cudntico tres o mds veces estd prohibida por el teorema de
no clonacién [I.6.4] Incluso si la clonacién fuera posible, serfa imposible medir y
comparar los tres estados cudnticos de salida del canal.

2. Los errores son continuos: Un continuo de errores diferentes puede ocurrir en
un Unico cubit. Determinar qué error ocurri6 para corregirlo parece requerir una
precision infinita y, por lo tanto, recursos infinitos.

3. La medicion destruye la informacion cuantica: En la correccion de errores clésica,
observamos la salida del canal y decidimos qué procedimiento de decodificacién
adoptar. La observacién en mecénica cudntica generalmente altera el estado cudntico
en observacion, lo que hace imposible su recuperacion.

En resumen, la naturaleza cudntica plantea desafios tinicos que deben abordarse de manera
innovadora para desarrollar efectivos cddigos cudnticos correctores de errores.

4.1. Codigo de cambio de bit

El c6digo de cambio de bit de es fundamental en la correccidn de errores cuédnticos.
Disefiado para proteger un tnico cuibit contra errores de cambio de bit, este cédigo se
basa en la redundancia cudntica y el entrelazamiento para garantizar la integridad de la
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informacion en sistemas cuanticos.

Codificacion del codigo de cambio de bit de 3 cibits

Supongamos que enviamos cubits a través de un canal que deja los cubits intactos con una
probabilidad de (1 — p) y cambia los cubits con una probabilidad de p aplicando la puerta
X. Es decir, con probabilidad p, el estado i) se transforma en el estado X i), donde X es
el operador de Pauli usual, 6 el operador de cambio de bit. Este canal se llama canal de
cambio de bit.

Supongamos que codificamos el estado de un unico cubit a [0) + b |1) en tres cubits
como a |000) + »|111). Una manera conveniente de escribir esta codificacion es:

10y — 10.) = |000)

11y = 1) = |111)
donde por L nos referimos a que es un cubit 16gico, mas adelante se verd en més detalle
pero basicamente es la correspondencia en el codigo de un estado (fisico).

Se entiende que las superposiciones de estados de base se llevan a superposiciones
correspondientes de estados codificados. Este circuito se representa como:

)
10) —®
0) ———

Decodificacion del cédigo de cambio de bit de 3 cibits
Existe una forma de realizar la medicion del sindrome que es util en la generalizacion del
cddigo de tres cubits. Esta consiste en realizar dos mediciones de manera independiente,
la primera del observable Z,Z, (es decir, Z® Z ® I), y la segunda del observable Z,Z;(es
decir, I ® Z ® Z). La primera medicion, de Z,Z,, puede entenderse como la comparacioén
entre el primer y segundo cubits para ver si son iguales. Para comprender por qué es asf,
veamos que Z;Z, tiene una descomposicion espectral:

2,72, = (]00)<00| + [11){11]) ® I — (|01} (01| + [10)(10) ® I,

que corresponde a una medicién proyectiva con proyecciones (J00) (00| + [11){11)) @ I y
(101) <01| + [10) (10]) ® 1. Por lo tanto, medir Z,Z, puede entenderse como la comparacién
de los valores del primer y segundo cubits, dando +1 si son iguales y -1 si son diferentes.
De manera similar, medir Z,Z; compara los valores del segundo y tercer cubits, dando +1
si son iguales y -1 si son diferentes.

Lo crucial para el éxito de estas mediciones es que ninguna de ellas proporciona
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informacién sobre las amplitudes a y g del estado cudntico codificado, y por lo tanto,
ninguna de las mediciones destruye las superposiciones de estados cudnticos que deseamos
preservar utilizando el codigo.

Usando estas medidas que acabamos de describir, podemos sacar los sindromes (que es lo
que caracteriza al error) correspondientes a las distintas combinaciones de los resultados:

Z1Z, 7,73 Sindrome

+1 +1 IQI®I
+1 -1 I®I®X
-1 +1 X®Ie®l
-1 -1 IeX®l

Otra manera equivalente de calcular los sindromes es sustituyendo las proyecciones
2,7, vy Z»,Z5 que comprueban los cambio de bit dos a dos por estas otras proyecciones que
comprueban cada bit de manera independiente:

Py =1000)<000| + [111) (111] sin error
P, =1100) (100] + |011)(011| cambio de bit en el cibit uno
P> =1010)(010] + |101) (101| cambio de bit en el cubit dos
P3; =1001)<001| + |110) (110| cambio de bit en el cubit tres.

Observemos que (Y|P;ly) = 1,i = 1,2,3 en el caso en que el bit i se haya cambiado (0
en caso contrario) y (¢|Pyl¢) = 1 en el caso en el que no se haya producido ningtn error
(0 en caso contrario).

La tabla de Sindromes correspondiente a los resultados obtenidos de las proyecciones seria:

Py, P, P, P; Sindrome

+1 0 0 0 I®I®l
0 +1 0 0 X®I®l
0 0 +1 0 I®X®l
0O 0 0 +1 I®I®X

Una vez tenemos el sindrome calculado, de cualquiera de las dos formas anteriores, lo
aplicamos al estado del sistema y obtendremos como resultado @ |000) + b|111) y para
volver al estado inicial y conseguir decodificar el mensaje realizamos el mismo proceso
que hemos hecho para codificar el estado |if) aplicando las puertas controladas CNOT y
recuperamos de nuevo el estado separable |¢) ® [0) ® |0).
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Ejemplo 22. Supongamos que Alice quiere enviar a Bob el siguiente estado |y) =
a |0) + B 1) a través de un canal que deja los cubits intactos con una probabilidad de
(1 — p) y con una probabilidad de p, el estado |) se transforma en el estado X [y).
Entonces, Alice codifica el mensaje usando el cddigo de cambio de bit de 3 ctibits y
envia [.) = @|000) + 8|111) a Bob a través de dicho canal.

La palabra recibida por Bob es sin embargo |,) = @ [100) +£]011), de esta manera,
si calculamos los sindromes usando las proyecciones Z,7Z, y Z,Z; obtenemos

2\ Z(¢,)) = -1

L,25(1)) = 1

Si vamos a la tabla de sindromes obtenemos que el correspondiente a dicho error es:
X®I®I
y se lo aplicamos a la palabra recibida de manera que
X®IQI(ly,)) = @l000) +B[111) = |y.)

Y ahora realizamos el proceso inverso de descodificacion:

)
10)

—— 0)

D
Ay

y obtenemos |¢,) = @ |000) + B|111) = |¢) ® |0) ® |0)

4.2. Cédigo de cambio de fase

El cddigo de cambio de bit es interesante, pero no parece ser una innovacion tan
significativa en comparacion con los codigos cldsicos de correccion de errores, y deja
muchos problemas abiertos, como son los tipos de errores distintos al cambio de bit
pueden ocurrir en cubits. Un canal cudntico ruidoso més interesante es el modelo de error
de cambio de fase para un solo cubit.

Codificacion del codigo de cambio de fase de 3 cubits
En este modelo de error, el cubit se deja intacto con probabilidad 1 — p, y con probabilidad
p se invierte la fase relativa de los estados |0) y |1). Mds precisamente, el operador de
cambio de fase Z se aplica al cubit con probabilidad p > 0, por lo que el estado a |0) + b |1)
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se transforma en el estado a |0) — b |1) bajo el cambio de fase.

No existe un equivalente cldsico para el canal de cambio de fase, ya que los canales cldsicos
no tienen ninguna propiedad equivalente a la fase. Sin embargo, hay una manera facil de
convertir el canal de cambio de fase en un canal de cambio de bit.

Supongamos que trabajamos en la base de cubits: |[+) = \%(lO) + 1)), |-) = \%(lO) —|1)).
Con respecto a esta base, el operador Z lleva:

l+) = =)

=) =1+

Es decir, actia exactamente como un cambio de bit con respecto a las etiquetas + y —.
Esto sugiere usar los estados:
00) = [+ ++)

)y =l---)

como estados 16gicos cero y uno para protegerse contra errores de cambio de fase, de
manera andloga al cédigo de cambio de bit. Todas las operaciones necesarias para la
correccion de errores, codificacion, deteccion de errores y recuperacion, se realizan de la
misma manera que para el canal de cambio de bit, pero con respecto a la base |+), |-) en
lugar de la base |0), |1). Para lograr este cambio se aplica el siguiente circuito:

) El

0) —& El
10) &— H|

Decodificacion del cédigo de cambio de fase de 3 cubits
Se realiza de manera andloga a la decodificacion realizada en el c6digo de cambio de
bit de 3 cubits 4.1 La tnica diferencia es que hay que realizar una composicién de las
proyecciones con las puertas de Hadamard de la siguiente manera:

Pj>H® P;® H
ZZ, - H® ZZ;® H

Donde ®" indica el producto tensorial de una puerta consigo misma n veces.
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Ejemplo 23. Ejemplo. Cédigo de cambio de fase de 3 cibits Supongamos que
Alice quiere enviar a Bob el siguiente estado [y) = ' |0) + §|1) a través de un canal
que deja intacto con probabilidad 1 — p, y con probabilidad p se invierte la fase
relativa de los estados [0) y |1).
Entonces, Alice codifica el mensaje usando el cddigo de cambio de bit de 3 cubits y
envia .y = a|+ + +) + B|— — —) a Bob a través de dicho canal.
La palabra recibida por Bob es sin embargo |,) = a|-+ +) + S|+ ——), de
esta manera, si calculamos los sindromes usando las proyecciones Z,2, y Z,Z;
componiendo con la puerta de Hadamard como se indicaba anteriormente,
obtenemos:

(H® 2,2, H)(y,) = ~1

(H® 2,Z; & H)(Iy,)) = 1

Por lo tanto, con lo que se ha producido un error de cambio de fase en el primer
cubit y para corregirlo aplicamos la puerta Z; a la palabra recibida

Zi(ly) = al+ ++) +Bl-——-)

por lo que la palabra enviada por Alice era: a|0.) + S[1.)

4.3. Codigo de Shor

Existe un codigo cudntico simple que puede proteger contra los efectos de un error
arbitrario en un solo cubit, este cddigo se conoce como el cddigo de Shor [/1], en honor a
su inventor. El c6digo es una combinacién de los cddigos de cambio de fase de tres cubits
y de cambio de bit, concretamente se emplea una jerarquia de niveles que se conoce como
concatenacion, la cudl nos permite obtener nuevos cédigos a partir de otros antiguos.

La razén por la cual este c6digo permite recuperarse de un error arbitrario es que si
suponemos que el error se ha producido por una puerta unitaria U, entonces podemos
escribir U como una combinacioén lineal de las puertas I (Identidad, no se ha producido
error), X (Cambio de bit), Z (cambio de fase) e Y (que puede expresarse en términos de X
y Z).

U=cyl+c1X+crZ+c3Y=col +c1X+crZ+ c3(iXZ)

Donde ¢;,i =0, ..., 3 son constantes complejas.

Codificacion del cédigo de Shor
Primero, codificamos el cuibit usando el cédigo de cambio de fase:

0) = [+ ++)
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1) —=l-=-)

Luego, codificamos cada uno de estos cubits usando el cédigo de cambio de bit de tres
cubits:

[+) — (/000) + [111))/ V2

=) = (1000) = [111))/ V2

El resultado es un cédigo de nueve ctbits, con palabras de cédigo dadas por:

(I000) + [111))(J000) + |111))(J000) + |111))
V23
|000) —[111))(|000) —[111))(|000) —[111)
V23

10> = 10.) =

I = 1) =

Y su representacion en forma de circuito seria:

) (H]
10) —&
0) ——&—
0) —& [H]
10) —&
0) ——&—
10) & H|
10) —&
0) ——&—

Decodificacion del codigo de Shor
La decodificacion del algoritmo de Shor se realiza componiendo las descodificaciones
vistas anteriormente en los c6digos de cambio de bit y de cambio de fase @.1]y 4.2]
respectivamente). Es decir, para comprobar si se ha producido un cambio de bit en

cualquiera de los nueves ctbits vamos a medir de manera indipendiente cada triplete como
hemos definido en 4.1k
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212, y 2rZ;
ZyZs 'y ZsZs
Zr1ls 'y ZsZy

Para ver esto, supongamos que ocurre un cambio de bit en el primer cubit, al igual
que con el cédigo de cambio de bit, realizamos una medicion de Z;Z, comparando los dos
primeros cubits, y si encontramos que son diferentes, concluimos que ocurrié un error de
cambio de bit en el primer o segundo cubit. Luego comparamos el segundo y tercer cubit
realizando una medicion de Z,Z;. Encontramos que son iguales, por lo que no pudo haber
sido el segundo cubit el que cambi6 de bit. Concluimos que el primer ctbit debe haber
cambiado de bit, y nos recuperamos del error cambiando nuevamente el primer cubit a su
estado original. De manera similar, podemos detectar y recuperarnos de los efectos de los
errores de cambio de bit en cualquiera de los nueve ctbits en el cédigo.

Manejamos de manera similar los cambios de fase en los cubits. Supongamos que
ocurre un cambio de fase en el primer cubit. Tal cambio de fase cambia el signo del primer
bloque de cubits, cambiando |[000) +|111) a |000)—|111), y viceversa. De hecho, un cambio
de fase en cualquiera de los primeros tres ctbits tiene este efecto, y el procedimiento de
correccion de errores que describimos funciona para cualquiera de estos tres posibles
errores. La medicion del sindrome comienza comparando el signo del primer y segundo
bloques de tres cubits, al igual que la medicién del sindrome para el c6digo de cambio de
fase comenz6 comparando el signo del primer y segundo cubits. Por ejemplo, (J000) —
[111))(|000) — |111)) tiene el mismo signo (-) en ambos bloques de cubits, mientras que
(1000) — [111))(J000) + |111)) tiene signos diferentes. Cuando ocurre un cambio de fase en
cualquiera de los primeros tres cubits, encontramos que los signos del primer y segundo
bloques son diferentes. La segunda y dltima etapa de la medicién del sindrome es comparar
el signo del segundo y tercer bloques de ctibits. Encontramos que son iguales, y concluimos
que la fase debe haber cambiado en el primer bloque de tres cubits. Nos recuperamos de
esto cambiando el signo en el primer bloque de tres cubits de vuelta a su valor original.
Podemos recuperarnos de un cambio de fase en cualquiera de los nueve cubits de manera
similar.

Veamos con un ejemplo la correccion de un error que combina los dos tipos de errores.
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Ejemplo 24. Tomemos [) = |0) que se codifica por |0.). Supongamos que se
produce un error dado por la transformacion unitaria

U=XZ
en el primer cubit. Aplicando U al primer cubit tenemos el estado

(1100) —|011))(|000) + [111))(|000) + [111}))
V23

En primer lugar, para este caso Zj, = —1,Z;; = 1 para el resto de Z; j. Concluimos

que se ha producido un error de cambio de bit en el primer cubit y el primer bloque
queda (|000) — [111)).

Ahora corregimos el error de cambio de fase. Los otros dos bloques tienen
signo +, con lo que concluimos que un error se ha producido en este primer bloque.
Obtenemos de nuevo una decodificacion correcta como [07).

4.4. Condiciones para la correccion de errores cuanticos

Al igual que en el caso de los codigos cldsicos, un c6digo cudntico va ser un subespacio
vectorial de un espacio de los posibles estados.

Definicion 32. Cédigo corrector cuantico. Un cédigo corrector cudntico (C) es un
subespacio vectorial de un espacio de Hilbert { mas grande.

Durante esta discusion asumiremos que podemos modelar el error introducido en el
sistema mediante un superoperador &. Igualmente pretendemos haciendo uso del cédigo
encontrar una transformacién, también un superoperador, que encapsule todo el proceso de
correccion. A este operador lo denotaremos de manera general R y lo llamamos operador
de recuperacion. El operador de recuperacion incluird normalmente, de manera andloga a
los cddigos correctores cldsicos, una etapa de obtencion de un sindrome y una etapa de
correccion propiamente dicha.

Bajo estas hipotesis tendremos que (o indica proporcionalidad).

R o &(p) & p

(Bajo que condiciones es posible encontrar un operador de recuperacién? Esto
dependera tanto del cédigo como de los posibles errores que tengamos que corregir.
El siguiente teorema (también conocido como condiciones de Knill-Laflamme
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knill1997theory) responde a esta pregunta.

Pero antes enunciamos un resultado auxiliar previo, que no demostramos dado que es
un teorema que trata de matrices (operadores lineales) en general:

Proposicion 16. Descomposicion polar. Sea A un operador lineal actuando sobre un
espacio vectorial V, entonces existe un operador unitario U tal que

A = UVA*A = VAAxU

Observamos que AA* y A*A son operadores semidefinidos positivos, y que para esta
clase de operadores la raiz cuadrada se define de manera tnica: Si B es semidefinido
positivo entonces tiene una descomposicion espectral B = }}; 4; |i) (i| con 4; > 0, entonces
VB = 3. VA; |iy {il, tomando las raices cuadradas positivas de los autovalores. Como es de
esperar VBVB = B.

Teorema 8. Condiciones para la correccion de errores cuanticos. Sea C un c6digo
cudntico, P la proyeccion sobre este c6digo, y & un superador con elementos {E;}, es decir
&E(p) = X EipE; . Entonces existe un superoperador de recuperacion R si y solo si

PEI*E]P = Q’,‘jP
Donde los coeficientes «;; forman una matriz hermitica (compleja).

Llamaremos errores a los operadores E; de la descomposicidn, y en caso de existencia
de de R diremos que constituyen un conjunto de errores corregible.

Demostracion

Vamos a demostrar primero que si se dan estas condiciones entonces existe el
superoperador de recuperacién dando una construccién de este.

La matriz « de los coeficientes, por hipdtesis, es hermitica luego diagonalizable:
d=u"au

con d diagonal y u unitaria. Sean F; = ; u;E;. Estos definen un conjunto de errores
equivalente. Tenemos entonces:

PF{FiP = )" uu;PE;E;P
ij
= Z u,’:l-a/,»juﬂP
ij
= duP

Esto nos da unas ecuaciones simplificadas en las que ya no tenemos que considerar
cada pareja de errores si no simplemente cada error por separado, ya que d es diagonal:
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PF;F P = dyP,
PFIFP=0 Vk#I.

Definiremos ahora la parte correspondiente a la medicién del sindrome. Aplicamos la
descomposicion polar a F P para cada k:

FkP: Uk1[PFZFkP: \/dkkUkP

Siendo U cierta matriz unitaria. Es decir en el subespacio del cédigo F actia como
Vdi Uy, y los proyectores sobre los espacios de la imagen del cédigo por Uy serdn Py, =
U,PU;.

Estos, dadas las ecuaciones simplificadas, van a resultar ser espacios ortogonales:

U,PF; F,PU;

PP, = PP, =
1 Vdydy,
habiendo usado también U, P = F\ P/ \dy.

Por lo tanto tendriamos una medicién proyectiva (afiadiendo el espacio ortogonal a
todos ellos restante en caso de que su suma directa no fuese el espacio completo para tener
2k Pe=D.

Si el resultado de la medicion resulta ser el correspondiente a P, sabremos que el error
serd Fy, y podremos corregirlo mediante U;.

El proceso completo, deteccién y correccion queda entonces expresado por el
superoperador

R(o) = Z U, PyoP Uy
k

Veamos entonces que R(E)(p) o< p para estados p pertenecientes al cédigo.

Primero observamos que

U;PkFl\/ﬁ = UZPkFlP\/E
U;U,PF;F/P+\p
dik

Pp
\p

dy

\} dkk
dkl

 Vdu
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Donde también hemos utilizado que P /o = /p.

Finalmente entonces

RE@P) = ) Ui PFipF; PUy
kl
d2
= > Sy
Xl kk
= [Z dkk]p xp
k

Ahora pasamos a la implicacién opuesta. Supongamos que existe el superoperador de
recuperacion y se descompone de la siguiente manera

R(o) = Z R,oR;

Pongamos &¢(p) = E(PpP). Como PpP € C para cualquier estado p (ya que lo
proyectamos sobre el c6digo), entonces

R(&Ec(p)) o< PpP Vp

De manera explicita
) REiPpPE;R} = cPpP
ij
Entonces el superador con componentes {R;E;P} es el mismo que el superoperador

con un Gnico componente /cP, entonces se deben poder transformar de un conjunto de
componentes a otro, que en este caso en particular implica:

RkE,'P = Ck,'P

para algtin coeficiente complejo cy;. Por lo tanto PER, R E;P = a;;P siendo «a;; =
2 ChiChj-

Si sumamos la ecuacién anterior para todos los k, como R preserva la traza tenemos
que > x R;R; = I y entonces

PE;EJP = a’,‘jP

Ademds la matriz de coeficientes a;;, @ es hermitica porque ; = ;.

65



Ejemplo 25. Demostremos aplicando este resultado que el cédigo de cambio de
bit efectivamente es capaz de corregir cambios de bit. El operador de proyeccion
sobre el codigo es

P =1000)<000| + [111)(111]

Por otra parte los inicos componentes del error serdn X;, entonces basta con

comprobar que
PXI*X]P = C,‘jP

Es sencillo ver que ¢;; = ¢;; y que entonces siguiendo la construccién de la

demostracion el superoperador de recuperacion resultante es

R(0o) = Z PX,0 X, P
k

Probemoslo en el caso en que o = [001) (001|, resultante de un error de cambio
de bit en el dltimo cubit. En este caso solo el ultimo sumando serd distinto de 0 y
resulta correctamente en |[000) (000|.

4.5. Codigos estabilizadores

En esta seccién vamos a introducir una construccién util para obtener cédigos
correctores cudnticos. Nos basamos en otra referencia auxiliar para esta seccion, una tesis
doctoral titulada Towards fault tolerant quantum computation nigg2016 ademas del libro

ya mencionado Quantum computation and quantum information []1].

La idea es determinar el espacio de posibles estados en el cédigo mediante ciertos
operadores que lo estabilizan, explicaremos mds adelante a qué nos referimos con esto.

Empezamos con una definicion esencial para esta construccion.

4.5.1. Grupo de Pauli

Definicion 33. Grupo de Pauli. El grupo de Pauli IT es el grupo generado por las puertas de
Pauli, es decir, el grupo generado por {X, Y, Z}. (Considerando la multiplicaciéon matricial).

Por lo tanto IT es un subgrupo del grupo de matrices unitarias con coeficientes
complejos de dimension 2x2.

El grupo de Pauli para n cubits es

MmM={A104,8---®A,:A;€ll VYi=1,...,n}
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Ejemplo 26. Todos los elementos del grupo de Pauli para un cibit son

Il = {+1, +il, X, +iX, +Z, +iZ, +Y, +iY}

Proposicion 17. Los (pares de) operadores del grupo de pauli son conmutativos o anti-
conmutativos.

Demostracion. Basta con verlo para las puertas de Pauli bésicas.

X7 =-7X
XY =-YX
YZ =-7Y

Obviamente las puertas conmutan consigo mismas y con la identidad.

Vamos a ver ahora a qué nos referiamos con estabilizar.

4.5.2. Estabilizadores

Definicion 34. Estabilizador. Un subgrupo S de I1" es un estabilizador de un espacio
vectorial V dado si
Ply)=1ly) VYPeS,lyyeV

Proposicion 18. Sea S un estabilizador de un espacio vectorial V # {0}, entonces — ¢ S

Demostracion. Si —/ € S entonces |y) = —I|) = — ) lo cual es imposible para

lyr) # 0.

Proposicion 19. Ses S un estabilizador de un espacio vectorial V # {0}, entonces S es
abeliano.

Demostracion. Los operadores del grupo de Pauli son conmutativos o anti-
conmutativos, si existe un par de operadores A, B anti-conmutativos en S (AB = —BA)
entonces AB|y) = |¢) = BA|y) = —ABy) = —|¢). Con lo que llegamos a la misma
conclusién contradictoria que en la prueba anterior.

Igualmente un subgrupo del grupo de Pauli con dichas caracteristicas define el espacio
del que es estabilizador, es la interseccion de los subespacios propios asociados al autovalor
1 para cada operador del subgrupo.
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Vamos a ver como aplicar este concepto a los c6digos correctores cudnticos mediante
un ejemplo.

Ejemplo 27. Vamos a considerar el c6digo de cambio de bit de la seccidn anterior.
Los estados codificados se encuentran en el espacio generado por [000),|111). Su
estabilizador es

S ={1,212, 213,23}

Usdbamos estos operadores para detectar y corregir si se habia producido un error
de cambio de bit ya que caracterizan el cédigo. Comprobamos que

Z;;1000) = |000)
Zii|111) = |111)

Para determinar que el estabilizador no es mds grande utilizaremos el concepto
de generador, y daremos un argumento por dimensionalidad més adelante.

Usamos los estabilizadores para definir el espacio de estados permisible para estados
codificados. De esta manera si se produce un error, alguna de las condiciones dadas por el
estabilizador (P |¢) = |)) no se cumplird. Esto nos permitird detectar y caracterizar un
error.

No todos los cédigos pueden darse en funcidn de un estabilizador. Los que si pueden,
forman una subclase de c6digos, los codigos estabilizadores.

Como hemos visto el cddigo de cambio de bit es un codigo estabilizador, también lo es
por tener una construccion similiar el cédigo de cambio de fase (Siendo sus generadores
{X12, X23}), y por ser concatenacion de estos dos el cddigo de Shor

4.5.3. Generadores de un estabilizador

Es 1til fijar un conjunto generador del estabilizador, de esta manera podemos comprobar
las condiciones en una seleccion reducida de operadores.

Ejemplo 28. Un conjunto generador del estabilizador del ejemplo anterior es

{212, Zy3}

(Es el conjunto de mediciones que realizamos en la seccion anterior para determinar
el sindrome).

El estabilizador juega un papel similar al de la matriz de paridad en la teoria de c6digos
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correctores cldsica. Se utiliza tanto para definir el c6digo como para detectar posibles
errores.

De una manera andloga a las matrices de paridad, el estabilizador, y en concreto el
numero de generadores que tenga, nos va a aportar informacion sobre la tasa del codigo.

Para el c6digo de cambio de bit cddificamos 1 cubit por medio de 3 cubits. Esto es lo
equivalente en teoria cldsica de cédigos a n = 3, k = 1. La matriz de paridad de un cédigo
cldsico con estos parametros tendria n — k filas, n — k condiciones que determinan el codigo.
Lo que en nuestro caso se corresponde con n — k generadores.

Los estabilizadores nos acercan desde la cudntica a la teoria cldsica de cddigos
correctores. Siguendo esta idea daremos mas adelante una construcciéon de codigos
correctores cudnticos a partir de 2 cédigos correctores cldsicos.

4.6. Cubits y operadores logicos

En el contexto de la computacion cudntica, un cubit 16gico es una abstraccion que
permite la correccion de errores cudnticos. A diferencia de un cbit fisico, que es el estado
cudantico de una particula individual o sistema fisico, un cubit légico estd codificado en un
conjunto de cubits fisicos y es manipulado de manera que los errores introducidos por el
entorno puedan ser detectados y corregidos.

Formalmente, un cubit 16gico se define a través de un cédigo de correccion de errores
cudntico, que como sabemos es un subespacio del espacio de Hilbert de varios cubits
fisicos, donde la informacién cudntica puede ser protegida contra ciertos tipos de errores.

Definicion 35. Estados légicos. Cibits logicos. Consideremos un sistema con n cubits
fisicos, donde el espacio de Hilbert total es H®". Un cédigo de correccion de errores
cuénticos se define por un subespacio C C H®" de dimensién 2*. Llamamos estados
légicos a los estados pertenecientes al cddigo en el contexto de una aplicacion que nos
ofrece una correspondencia:

i H* > C
) = e
Podemos ver esta aplicacion como una codificacién. Marcamos con una L a los estados
correspondientes en el cédigo. En concreto para k = 1 tendremos un estado codificado que

representa el estado de un cubit, a esto le llamamos un cubit 16gico. En particular para los
estados de la base candnica tenemos [0.) y |1.).

Con el objetivo de realizar calculos cudnticos resistentes a errores (Fault Tolerant
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Quantum Computation, FTQC), se realizan las operaciones sobre los estados 16gicos:

Definicion 36. Operadores logicos. Un operador 16gico O actda sobre el subespacio
del cédigo C de manera que preserva la estructura del cédigo. Es decir son aplicaciones
lineales O : C — C.

Para un operador cudntico O que actia sobre los ciibits fisicos, denotamos O a su
version légica que satisface:

O = OWr) V) € H™

Dicho de otro modo, més visual, el siguiente diagrama conmuta (Los caminos que
empiezan y acaban en los mismos vertices del diagrama son iguales)

7_[®k g 7_{®k

o K

CcC—C

Proposicion 20. Propiedades de los operadores légicos. Los operadores 16gicos
satisfacen las siguientes propiedades:

1. Conmutatividad con Estabilizadores: Los operadores 16gicos O deben conmutar
con los operadores estabilizadores del codigo. Los estabilizadores son operadores S ;
que definen el subespacio del cddigo y que actiian como la identidad en el subespacio
del coédigo:

O_SiWL) =S8.Olyr) VWr)eC. Vi

2. Cierre bajo Multiplicacion: Si O, y O, son operadores cudnticos que actian en
el espacio de Hilbert de los cubits 16gicos, entonces sus versiones légicas O, y O,
deben cumplir:

0102 = 0_102

3. Anticonmutatividad (en el caso de operadores de Pauli): Si O; y O, son
operadores de Pauli y conmutan/anticonmutan entre si, entonces sus versiones
légicas O, y O, deben cumplir:

0,0, = 0,0, 6 0,0, = —0,0; respectivamente

Demostracion.
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1. Consideremos un cédigo cudntico con estabilizadores S; que definen el subespacio
del cddigo C. Los estabilizadores son operadores que actiian como la identidad en el
subespacio del codigo, es decir, para cualquier estado 16gico [y, ) € C,

Silyr) =y Vi

Para un operador 16gico O que actda sobre C,

0|‘/’L> eC.

Queremos demostrar que

O_SiW’L) = SiO_W’L) V) € C.

Dado que §; actia como la identidad en C,

Silyr) = ¥,
y por lo tanto,
OSlyL) = Olyy).
Ademas,
SOl = Olyy), dado que Olyr.) € C.
Entonces,

OSlyr) = S;0WL),

2. Consideremos los operadores cudnticos O; y O, que actuan en el espacio de Hilbert
de los cubits 16gicos. Sus versiones l6gicas O; y O, actiian sobre el subespacio del
cddigo C. Queremos demostrar que:

0,0, = 0,0,.
Por la definicién de estado 16gico que hemmos dado tenemos que:
(010) W) = 0,0, Y1)
Por otra parte tenemos ademas que:
(0102) ) = (0102 M) = 01(02 ).

71



Y de nuevo por definicion:

(02 YY) = O L)

Con lo que 0,(0; YY), = 0,0; |y )

Y llegamos a que:
0,0,y = 0,0, Y1)

. Consideremos dos operadores de Pauli O; y O, que actian en el espacio de Hilbert
de los cubits 16gicos y que conmutan (la demostracion es andloga para los operadores
que anticonmutan): Dado que dichos operadores conmutan se tiene que:

((0102) )L = (0201) ).

Ademads, por la propiedad anterior tenemos paralelamente que:
((010) ). = 0105 1)

((0201) YN = 0,0, Y1)

Luego obtenemos como resultado que 0,0, [¥;) = 0,0, |y1)
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Ejemplo 29. Para el cédigo de repeticion de tres cubits, los estados 16gicos [0.) y
|1;) son:

0.) = 1000)
1) =[111)

El operador 16gico X; debe actuar en el subespacio del cédigo de tal manera
que intercambie los estados l6gicos [0.) y |1.).

El operador que realiza esta transformacion es:

XL:X®X®X

Esto significa aplicar el operador de Pauli-X en cada uno de los tres cubits
fisicos.

El operador 16gico Z; debe actuar en el subespacio del cédigo de tal manera
que introduzca una fase entre los estados 16gicos |0,) y |1,), similar al operador de
Pauli-Z que introduce una fase de —1 en el estado |1).

Para el c6digo de repeticion de tres cubits, una eleccidon adecuada para Z; es:
ZL =7 ® Z ® Z

Esto significa aplicar el operador de Pauli-Z en cada uno de los tres cubis fisicos.

Accidn de Z;

Z;1000) = (Z® Z® Z)|000) = |000) = |0.)

Z111) =(ZeZe2Z)[111) = (-1 [111) = = |111) = —[1)

Aunque también se puede escoger de manera andloga Z; = Z;,i = 1,2,3 ya que
estos operadores también nos introducen un cambio de fase entre los estados 16gicos.

4.7. Calderbank-Shor-Steane codes

Los codigos CSS (Calderbank-Steane Shor) fueron el primer tipo de codigos de
correccion de errores cudnticos descubiertos y forman un subconjunto de la familia de
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codigos estabilizadores.

Definicion 37. Coédigo CSS. Son cddigos estabilizadores donde los generadores del
estabilizador se pueden dividir en dos conjuntos, uno con solo estabilizadores de tipo X
(operadores de Pauli con solo elementos X) y el otro con solo estabilizadores de tipo Z
(operadores de Pauli con solo elementos Z).

La propiedad clave de estos cddigos es que se pueden describir mediante dos
codigos clasicos, Cx C F) y C; C F7%, que generan los vectores correspondientes a los
estabilizadores X y Z; y esto nos permite tener una manera de construir c6digos cudnticos
a partir de codigos cldsicos. La manera en que se procede para esto, es a partir de las
matrices de paridad de los codigos clasicos Hy y H; respectivamente. El estabilizador
construido a partir de ellas sera

S = <{H(HX)UX; : i} N {H(HZ) i l}>

J

J

Vamos a ver sin embargo que no cualquier par de codigos es vélido para esta
construccion, explorando un poco més la idea de correspondencia entre matrices de
paridad y los generadores de un estabilizador siguiendo otra vez el ejemplo del cédigo de
repeticion de tres bits.

La matriz de paridad de este cédigo es

11
H = o
(011)

Ahora, nos damos cuenta de que las posiciones de los 1s en la matriz de verificacién de
paridad son exactamente las mismas que las de los Zs en los generadores de estabilizadores
del cédigo de cambio de bit de tres cubits (Z,, Z»3).

Si quisiesemos usar el mismo codigo para X como para Z en la construccion de un
cddigo CSS tendriamos que el estabilizador tendria generadores

{X12, X23, Z12, 223}

Pero esto supone un problema dado que

X12223 = (X®X®I)(I®Z®Z) = (X@XZ@Z) = —(X@ZX@Z) = —(Zzgxlz)

Con lo que comprobamos que esos elementos no conmutan y el grupo generado por
estos elementos no podria ser un estabilizador.
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En general los elementos que suponen un problema para la conmutatividad son los
productos XZ que anti-conmutan. Un numero par de estos productos no supondria un
problema pero si lo serfa un nimero impar. Volviendo a las matrices de paridad esto se
expresa limpiamente de la siguiente forma:

HyH, =0 .1

Proposicion 21. Dados dos cédigos Cy C F 5y Cz C F} con matrices de paridad Hy, H;
respectivamente, entonces el grupo definido como es un estabilizador <= HxH, = 0.
(Y por tanto se puede construir un cédigo de Calderbank-Steane-Shor).

A modo de observacion, dado que la matriz generadora de un cédigo dual es la
transpuesta de la matriz de paridad del c6digo original, podemos construir de manera
totalmente equivalente un codigo CSS a partir de las matrices generadoras (G, Gz) de dos
codigos que cumplan

GxG[ =
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Ejemplo 30. Veamos un ejemplo importante de cédigos CSS, el cédigo de 7 cubits
introducido por Steane. Especificamente, utilizamos un cédigo lineal clésico, el
codigo Hamming [[7, 4, 3]], cuyas matrices generadora y de verificacion de paridad
son

1 1 1
SESEET TS
G:O()lOOll,H:OllOOll
1 1 1 1
00O0T1T1T1'1 000

Dado que HH” = 0, podemos emplear el c6digo Hamming para definir tanto
los generadores de estabilizadores de tipo X como de tipo Z:

S = HHIXXXX,
S, = IXIXIX,

S5 = XIXIXIX,
S4=1117777,
Ss=1Z7Z1177,
Se¢ =ZIZIZIZ.

Cabe resaltar que esto supone una mejora con respecto del cédigo de Shor, ya
que estamos codificando 1 cubit 16gico mediante 7 cubits fisicos en vez de los 9
que utilizaba Shor.
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5. EL CODIGO TORICO. CODIGOS TOPOLOGICOS

Figura 5.1: Figura del toro en 3D

El cddigo torico, introducido por primera vez por Aleksander Kitaev en 2003 [3]]
centra muchos de los esfuerzos e investigaciones que intentan implementar un modelo de
computacion cudntica tolerante a fallos (FTQC). En este capitulo definiremos este cédigo
y una clase mds general a la que pertenece, los cddigos topoldgicos ademds de la conexion
que sugiere su nombre con la topologia. Para este capitulo se toman como referencias los
articulos [4], [S)]. Ademds algunas de las imdgenes que hemos utilizado para visualizar han
sido generadas con la herramienta interactiva [6]].

5.1. Definicion mediante estabilizadores.

Vamos a visualizar el c6digo térico en una superficie plana, coloquemos cubits en las
aristas de una cuadricula identificando el borde inferior del cuadrado con el borde superior
y el izquerdo con el derecho. El cédigo se definird por sus estabilizadores que daremos
mediante un conjunto generador.

Como se muestra en la figura [5.2] tenemos estabilizadores de dos tipos (X y Z
separados, luego veremos que también es un cédigo CSS.) Los estabilizadores de tipo X se
corresponden a las caras del grafo que es la cuadricula mientras que los de tipo Z afectardn
a las aristas que rodean un eje.

Centrémonos primero en los estabilizadores de tipo X. Observamos que forman un
bucle. También si consideramos el estabilizador correspondiente a dos caras adyacentes
vemos que tambien forman un bucle mas grande ya que para la arista compartida los dos
operadores X se cancelarian. En general es facil ver que todos los estabilizadores de este
tipo estdn formados por uno o mas bucles.

Lo mismo ocurre para los estabilizadores de tipo Z, solo que es mds complicado de
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X

b%

Z
zZ Z

I.:>q

Figura 5.2: Cuadricula en un toro. Estabilizadores y operadores 16gicos del codigo tdrico

visualizar ya que los bucles se dan en el grafo dual (aquel cuyos vértices son las caras del
grafo original y existe una arista entre dos vértices si las caras en el grafo original eran
adyacentes, es decir comparten una arista).

5.2. Correccion de errores

Nos centraremos en los errores de tipo de cambio de bit, siendo todo andlogo para los
errores de cambio de fase. Los errores de cambio de bit generardn un sindrome para los
estabilizadores Z (que se identifican por vértices). La idea es que los sindromes aparecen
siempre en pareja ya que un error en una arista afectard a dos vértices (los que une),
igualmente si se producen errores en 2 aristas adyacentes en el vértice intermedio no se

medira un sindrome.

Corregiremos entonces las aristas a lo largo de caminos que unan las parejas de
vértices que presentan un sindrome. Cualquier camino vale ya que podemos transformarlo
en cualquier otro multiplicando por estabilizadores. Un ejemplo muy sencillo, en rojo
aquellas aristas a las que le hemos aplicado X:

Figura 5.3: Camino Figura 5.4: Estabilizador = Figura  5.5: Camino
original que se aplica resultante
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Otra manera de verlo es que si aplicamos la puerta X a las aristas a lo largo de un
camino cualquiera entre dos vértices en los que hemos medido una perturbacién entonces
o bien es el mismo camino que causé ambas perturbaciones o bien se forma un bucle, un
camino cerrado que igualmente es un estabilizador.

Figura  5.6:  Camino Figura 5.7: Camino elegido ~ Figura 5.8: Bucle

original resultante donde se ve
que es combinacion
de estabilizadores
generadores.

De esta manera, cerrando bucles, se pueden corregir errores. ;Cudl es el limite para la
correccion de errores? El problema se va a dar cuando se producen bucles que no son un
estabilizador ya que no podremos identificar ningtin sindrome pero tendremos un estado
diferente al original: Otro estado valido del codigo.

Estos van a corresponder con los bucles no triviales del toro, con los que enlazamos
con la siguiente seccion.

5.3. Operadores logicos

En esta seccion vamos a ver la conexion de este cddigo con la topologia algebraica.
En topologia algebrdica dos bucles son equivalentes si se puede transformar un bucle en
otro deformédndolo de manera continua y los bucles triviales son aquellos que se pueden
deformar en un sélo punto. En el caso del toro los bucles no triviales son los que dan
vueltas alrededor de uno de los dos agujeros del toro.

En el caso del cédigo torico la equivalencia de bucles se da cuando podemos pasar de
uno a otro aplicando un estabilizador y los bucles triviales son los estabilizadores.

Para cada tipo de estabilizador tenemos 2 bucles no triviales correspondientes de nuevo
a cada uno de los agujeros del toro. El nimero de agujeros de una superficie es clave y
sabemos que son una invariante topolégica, también se llama a este nimero ndmero de
Betti.
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Figura 5.9: Bucles no triviales X Figura 5.10: Bucles no trivuales Z

Como hemos dicho este tipo de bucle resulta en otro estado vdlido del codigo. De
hecho corresponden a los operadores 16gicos X y Z en 2 cubits 16gicos ya que podemos
ver que cumplen P> = 1y X,Z; = -Z;X;.

Con esto podemos hablar ya de los pardmetros de este cddigo en funcién del tamafio
de la cuadricula L. Los cubits se colocan en cada una de las aristas de la cuadricula que
son 2L?. Los ctibits 16gicos son 2 porque tenemos 2 operadores 16gicos de cada tipo. La
distancia minima es la longitud minima de un bucle no trivial, porque es la minima cantidad
de errores con la que podemos pasar a otro estado valido, en este caso L.

Los pardmetros del cédigo son finalmente [2L2,2, L].

5.4. Generalizacion: Codigos topologicos

Vamos a partir de la construccion de los codigos CSS, la idea ahora es facilitar la
busqueda de c6digos que cumplan la condicion necesaria para construir un codigo CSS.
Habldbamos antes de la capacidad de construir cédigos cudnticos a partir de c6digos
clasicos, pero realmente podemos realizar la construccion de un cédigo CSS a partir de
dos matrices A,B cualesquiera que cumplan:

AB=0

0, en términos de aplicaciones lineales, nos basta con buscar un par de aplicaciones
lineales f, g tales que

fog=0

Este es el enfoque de los cddigos topoldgicos, que nos va a permitir dar un par de tales
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aplicaciones a partir de una teselacion de una superficie, y con ellas dos cdigos cldsicos
con los que construir un cédigo CSS.

Definicion 38. Superficie. Una superficie S es un espacio topolégico que, para cada punto
p € §, tiene un entorno U tal que existe una funcién homeomorfa ¢ : U — V, donde V
es un subconjunto abierto de R2. Es decir, localmente, la superficie se comporta como un
plano bidimensional.

Definicion 39. Teselacion de una superficie. El concepto de teselacion puede extenderse
a superficies mds generales, como el toro. En este caso, una teselacion de una superficie S
es una coleccion de subconjuntos {7;};c; de S tal que:

1. Uies Ti = S, es decir, la unién de todas las teselas cubre completamente la superficie.

2. Int(T;) N Int(T;) = @ parai # j, es decir, las interiores de dos teselas cualesquiera
son disjuntas (no se superponen).

Cada T; en la coleccion se llama tesela o mosaico.

Los cddigos topoldgicos son codigos CSS que se construye utilizando las propiedades
de los teselados de superficies. La idea es partir de una superficie teselada, luego, se coloca
un cubit en cada borde del teselado y se define un estabilizador X para cada vértice que
actua sobre las cuatro aristas adyacentes y un estabilizador Z para cada cara que actia
sobre las cuatro aristas adyacentes.

El hecho de que esto defina un c6digo CSS valido puede considerarse como proveniente
de una propiedad del mapa de frontera de un teselado, a saber, "la frontera de la frontera es
vacia". Mds precisamente, dado el conjunto de caras F, bordes E y vértices V, se pueden
definir los correspondientes espacios vectoriales sobre F> como ¥ = F & = EF y
YV = V¥, Entonces, la relacién de adyacencia entre ellos puede considerarse como un
mapa lineal, llamado mapa de frontera, denotado como d¢_,g y Og—,

Or_g Og—v

F—E— V.

Dado que d#_g o ds.yy = 0, si escribimos estos mapas lineales como matrices
(denotadas como Mat(-)), obtenemos exactamente la condicién CSS en la Ecuacién (@.1))
al elegir

H; = Mat(d7-¢)", Hx = Mat(dg_v).

Veremos todo esto con un ejemplo muy sencillo
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5.5. Ejemplo

Consideramos para este ejemplo una teselacion muy simple. Cuatro cuadrados sobre
una seccion también cuadrada del plano.

(5] €

€3 F1 €5 F2 €7
€4 €q

es F3 €0 Fy e
€9 €1

Figura 5.11: Caras y aristas de una teselacion con cuatro teselas cuadradas.

Nombremos también los vertices de v; a vy de izquierda a derecha y de arriba a abajo.

Los espacios vectoriales 7, &, V poodemos entenderlos como los espacios de los
subconjuntos de F, E'y V donde la suma de dos subconjuntos viene dada por

A+B=AUB-ANB

De esta manera son isomorfos a F*, F'?, F? respectivamente, para dar un isomorfismo
concreto tomamos para cada subconjunto el elemento del espacio vectorial con unos en las
posiciones dadas por los indices de los eslementos que estan presentes en el subconjunto.
Por ejemplo

{F1,F2} — (1,1,0,0)

La aplicacion frontera d#_,g lleva cada cara a las aristas que la rodean, por ejemplo
{F1} — {e1, e3,eq4,e5} Y {Fr} — {ea, €5, €6, €7}. La linealidad de esta aplicacion tiene sentido
porque la frontera de dos caras adyacentes deja de incluir la arista que comparten.

{F1, F2} = {e1, ez, e3,e4, 66, €7}

Igualmente la aplicacion frontera dg_, lleva a cada arista a los dos vertices que une.

La clave es que los conjuntos de aristas que son frontera de un conjunto de caras
estardn necesariamente formados por uno o varios caminos cerrados. Para cada uno de
estos caminos por separado de cada vertice salen exactamente dos aristas, luego en total
siempre estaremos contando cada vértice un nimero par de veces.

Es por este motivo que para una teselacion
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8‘7‘-—>8 o 68—>(V =0

Vamos a ver las matrices correspondientes a estas aplicaciones lineales, primero la
correspondiente a d#_,g, escribiendo en cada fila la imagen de cada cara:

101110O0O0O0O0O0O

01 00111000O0O0O0
HX:

00010001T1TT1TO0®O0

0000O01O0O0OO0OT1T171

e igualmente para la apicacion dg_, escribiendo en cada fila la imagen de cada arista:

Hzt =

S O O OO, O OO O O~ O
—_ O O O O = = O OO O O O
S O O = = O O O O O O O
S = P P, O O O O O O o O
—_—_= 0O O O O O O O O o O

S O O O O O O oo = O
©S O O O O OO = O O ==
S O OO = O O O = = O O
S O = O O O = = = O O O

Usamos la primera para los errores Z y la segunda para los errores X. Estas matrices
determinan unos cd6digos lineales cldsicos Cy, Cz si consideramos que sus matrices
generadoras son Hy y Hz. Entonces tendran pardmetros [12,4] y [12,9] y el cédigo
CSS resultante [12, 1]. Esto es un c6digo que necesita 12 cubits auxiliares por cada cubit
original.

Los cubits se van a corresponder con las aristas de la teselacion. Los estabilizadores X
actuaran sobre las aristas que rodeen las caras y los estabilizadores Z aquellos que rodeen
un vertice.

Para corregir un error con este c6digo podemos proceder como hariamos generalmente
para un codigo estabilizador. Como vimos para el c6digo de cambio de bit podemos realizar
mediciones para un conjunto de generadores del grupo estabilizador y usar ese sindrome
para detectar un error.

También podemos proceder como en lo explicado para cédigos topoldgicos. Por
ejemplo, supongamos que se han producido errores de cambio de bit en todas las
aristas inferiores. Entonces mediante a los estabilizadores Z detectariamos un sindrome
relacionado con los vértices inferior izquierdo e inferior derecho. Para corregirlo,
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podriamos aplicar la puerta X en todos los ctbits de las aristas de cualquier camino entre

ambos vértices marcados. Por supuesto, dado un error de cambio de fase el proceso es

analogo.

€3

€3

(4] (%)
F, es F,
€4 €6
F3 €10 F4
€9 €1l

€7

€12

Figura 5.12: En rojo los errores de cambio de bit, en amarilo los vértices con sindrome y

en morado una posible correccion.
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CONCLUSION

Este trabajo ha ofrecido una revision detallada de los fundamentos matematicos y
tedricos que sustentan el cédigo térico como herramienta en la correcciéon de errores
cuanticos. A partir de conceptos basicos de la computacién cudntica y los codigos
correctores, se ha explorado cémo los principios topoldgicos pueden aplicarse al disefio de
sistemas capaces de proteger la informacion cudntica frente a errores.

El andlisis realizado permite comprender cémo las propiedades matematicas del
codigo térico, como su formulacion mediante estabilizadores y operadores 16gicos, estan
profundamente ligadas a conceptos topoldgicos, destacando su potencial dentro de los
codigos cudnticos avanzados. Ademads, se ha puesto de manifiesto cémo la estructura
tedrica del codigo térico lo convierte en un objeto de estudio relevante dentro del campo
de la computacion cudntica, con implicaciones para el desarrollo de nuevos enfoques en el
manejo y proteccion de informacién cuéntica.
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