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Resumen

Este trabajo aborda algunos de los resultados mas relevantes sobre la teoria
cualitativa de sistemas dindmicos en el plano. Comienza con una introduccién a
los conceptos fundamentales que, posteriormente, permiten clasificar los sistemas
dinamicos bidimensionales. Se incluye ademas el teorema de la variedad estable e

inestable y el Teorema de Hartman-Grobman.

A continuacion, se presentan los conceptos de conjuntos w-limite y a-limite, jun-
to con la aplicacion de Poincaré, los cuales son esenciales para desarrollar el teorema
de rectificacién de flujo y analizar los ciclos limite. También se expone el desarrollo

del Teorema de Poincaré-Bendixson.

Finalmente, se ejemplifican los tres tipos de bifurcaciones mas simples (la bifur-
cacién silla-nodo, la bifurcacién transcritica y la bifurcacion de pitchfork), ademas

de la bifurcacion de Hopf, destacando sus caracteristicas principales.

Palabras clave: teorema de la variedad estable, Teorema de Hartman-Grobman,
aplicacion de Poincaré, teorema de rectificacién de flujo, ciclos limite, Teorema de

Poincaré-Bendixson, bifurcaciones.






Abstract

This work addresses some of the most relevant results in the qualitative theory of
dynamical systems in the plane. It begins with an introduction to the fundamental
concepts that later allow the classification of two-dimensional dynamical systems.
Additionally, the stable and unstable manifolds’ theorem, as well as the Hartman-

Grobman’s Theorem, are included.

Subsequently, the concepts of w-limit and a-limit sets are introduced, along with
the Poincaré map, which are essential for developing the flow rectification’s theorem
and analyzing limit cycles. The development of the Poincaré-Bendixson’s Theorem

is also added.

Finally, the three simplest types of bifurcations (the saddle-node bifurcation, the
transcritical bifurcation, and the pitchfork bifurcation) are exemplified, along with

the Hopf’s bifurcation, highlighting their main characteristics.

Keywords: Stable manifold’s theorem, Hartman-Grobman’s Theorem, Poincaré

map, flow box’s theorem, limit cycles, Poincaré-Bendixson’s Theorem, bifurcations.
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0. Introduccion

Este trabajo surge del interés en intentar predecir el comportamiento de siste-
mas fisicos, quimicos, sociales, biolégicos e incluso econémicos. A lo largo del Grado
en Matematicas se han presentado diversos modelos que han motivado el objetivo
de esta memoria. La teoria de sistemas dinamicos, iniciada por matemaéaticos como
Henri Poincaré y Aleksandr Lyapunov, ha evolucionado hasta convertirse en una

herramienta fundamental en multiples disciplinas.

Un sistema dindmico, en esencia, estd formado por un espacio de estados (el con-
junto de estados posibles) y una ley (que describe la evolucién de dichos estados a
lo largo del tiempo). Permite comprender fenémenos complejos como el movimiento
de los planetas, la dinamica de poblaciones o incluso la estabilidad financiera, cono-

ciendo su estado inicial junto con las leyes que lo rigen.

Para llevar a cabo este trabajo, se iran mencionando las fuentes de referencias
empleadas, presentadas con una notaciéon comun. En cuanto a las definiciones, pre-
posiciones y teoremas, se han adaptado al enfoque especifico del contenido. Las
demostraciones incluidas, cuya dificultad no exceda el propésito del trabajo, seran
desarrolladas siguiendo los textos mencionados incluyendo las indicaciones necesa-
rias para su comprension. Asimismo, las figuras presentadas han sido elaboradas

personalmente utilizando los programas MATLAB e Inkscape.

En cuanto al contenido, el primer capitulo comienza con una introduccion a los
conceptos fundamentales de los sistemas dindmicos, proporcionando el contexto ne-

cesario para desarrollar nociones posteriormente de forma més rigurosa.

El siguiente capitulo lleva a cabo la clasificacién de los sistemas dindmicos planos
tanto para el caso lineal como no lineal. Ademas, se incluyen dos resultados clave:

el teorema de la variedad estable e inestable, y el Teorema de Hartman-Grobman.
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El capitulo 3 se basa principalmente en caracteristicas que describen el comporta-
miento de las érbitas en los sistemas dindmicos. Asimismo, se incluyen herramientas
de gran utilidad como la aplicacion de Poincaré, que permite reducir la dimension
de un sistema, y los ciclos limites. También se presenta el Teorema de Poincaré-
Bendixson, uno de los resultados mas importantes dentro de este contexto, ya que
predice la existencia de ciclos limites de sistemas dinamicos no lineales bidimensio-

nales.

El capitulo final presenta algunos detalles bésicos sobre bifurcaciones, junto con
los tres tipos de bifurcaciones mas comunes dentro del caso unidimensional (la bi-
furcacién silla-nodo, la bifurcacién transcritica y la bifurcaciéon de pitchfork). El
trabajo concluye con el estudio de la bifurcacion de Poincaré-Andronov-Hopf, que

se produce cuando un punto de equilibrio genera un ciclo limite.



1. Sistemas dinamicos

A lo largo de este capitulo se introduciran los resultados mas basicos de sistemas

dindmicos tomando como referencia los libros [1], [2], [5], [6], [11] y [13].

Definicién 1.1. Sea T C R, ECR" "y : Tx E — E : (t,z) — ¢'(x) una
aplicacion de clase C*. Un sistema dindmico es una tupla (T, E, @) que cumple

las siguientes propiedades:
» 00 =id, siendo id la aplicacién identidad en E, es decir, id(z) = x, Vo € E.
O = "o pf, es decir, " (x) = ¢ (¢*(x)), Ve € E yVr,seT.

El conjunto T se llama espacio de tiempos, E es el espacio de estados (o de fase)

y ¢ es una familia de operadores de evolucién (o flujo).

Nota 1.2. La primera propiedad implica que el sistema no cambia su estado de
forma espontdnea, mientras que la sequnda indica que no cambia con el tiempo (es

decir, el sistema es auténomo).

Nota 1.3. Cabe destacar que la aplicacion ©' : E — E tiene como inversa o=, ya

que basta tomar s = —r en la sequnda propiedad de la definicion.

A

Ejemplo 1.4. Sea o' : E — E con ¢' = ', siendo A una matriz de tamano n x n.

Claramente definen un sistema dindmico ya que @° = € = id y "5 = 94 =
6rAesA

Definicién 1.5. Un sistema dindmico es discreto si el espacio de tiempo T es

discreto, es decir, T' C Z.. En caso contrario se dice que es continuo.

Sea (T, E, @) un sistema dindmico continuo y z € F, si se toma ¢'(z) = z(t) y
X : F — R"” tal que
d

= =@ (@)l=0 = X (@), (1.1)

T

11
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siendo & = 2/ = % entonces z(t) es la curva solucién de (1.1) satisfaciendo la con-
dicién inicial x(0) = x. Por tanto, todo sistema dindmico da lugar a una ecuacién

diferencial.

Asimismo, podemos obtener un sistema dindmico a partir de una ecuacion dife-
rencial siempre que sea autéonoma y X de Lipschitz. Sea X : £ — R" una funcién
continua y localmente lipschitziana. Como la ecuacién & = X (z) tiene solucién tinica
(por el teorema de existencia y unicidad), se puede denotar ¢'(xg) a la solucién, con

xzo =x(0) y t € I,,, siendo I, el intervalo maximo de existencia.

En algunos libros se toma [,, = R y dicha solucién se dice que es global. No
obstante, en este trabajo se abordara el caso general, ya que esto no siempre ocurre,

como se muestra en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1.6. La solucion general de la ecuacion autonoma & = x viene dada por

t que estd definida en todo R. Sin embargo, la solucion de la ecuacion

x(t) = woe~
auténoma i = x* seria x(t) = ﬁ, la cual estd definida tinicamente ent < x5 o
ST

t >yt

Si se asume que X € C", con r > 1, la aplicacion X se dice que es un campo
vectorial, cuyas soluciones son curvas tangentes a él en cada punto. A dichas so-

luciones se las denomina curvas integrales (o trayectorias), y se corresponden con

p(t, ) = o' (x).

La teorfa de existencia y unicidad de (1.1) fue dada en las asignaturas de Ecua-
ciones diferenciales en el grado, por lo que no se ahondara en ella en esta memoria.
Atn asi, se incluiran algunos resultados basicos que puedan ser de utilidad en un

anexo como recordatorio.

Los sistemas de ecuaciones diferenciales tratados seran auténomos (no depen-
deran de la variable tiempo), para que se correspondan con sistemas dinamicos. Por

ende, se hablara de sistema dindmico o auténomo indistintamente.

1.1. Teoria cualitativa

En esta seccidon se desarrollard una primera parte de la teoria cualitativa basada

en los conceptos mas generales de sistemas dinamicos. Para ello se tomardn como
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guion los libros [2], [5], [14] y [15].

En lo que sigue se supondra que (T, E, ¢) es un sistema dindmico, X : £ — R"
un campo vectorial con & = X (x) y x(0) = zy. Ademds, se empleard la notacién

expuesta en la seccién anterior.

Definicién 1.7. Un punto singular (respectivamente, regular) es un punto x €
E de forma que X (x) =0 (respectivamente, X (z) # 0).

Dado un punto z € FE, se pretende estudiar su comportamiento en el futuro y en
el pasado haciendo uso del operador ¢, para ello se introduce el concepto de drbita

y diagrama de fase.

Definicién 1.8. La trayectoria, érbita o curva integral (maximal) son todos los

estados que alcanza el sistema partiendo del punto inicial, es decir, dado © € E

V(@) =A{p(t,2) L € L}

Definicién 1.9. Dado x € FE, la semidrbita positiva y negativa de x son,

respectivamente,
yHx) ={pt,z):te L NRY} y v (2)={p(t,z):te L, NR }.

Definicién 1.10. La representacion grdfica de las orbitas (junto con sus direcciones)

se denomina diagrama de fase.

Ejemplo 1.11. Se considera el oscilador armonico lineal

T =y
j o= —u

El diagrama de fase del sistema se puede observar en la Figura 1.1 y se tiene

que y(v) = y*(x) = v (z).

Definicién 1.12. Un conjunto A C R" se dice positivamente invariante res-
pecto a (1.1) si p'(x) € A para todox € A y0<tel,.

De manera andloga, se dice negativamente invariante si p'(x) € A para todo
reAy0>tel,.

Si ambas condiciones se cumplen, es decir, p'(x) € A para todo x € A yt € I,

el conjunto se denomina invariante.
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Figura 1.1: Diagrama de fase de la ecuacién (z,y) = (y, —z).

Asimismo, se puede comprobar que un conjunto es invariante si es unién de
orbitas, es decir,
A es invariante < A= U ().
zeA
Ejemplo 1.13. Continuando con el Ejemplo 1.11. El origen y cada circulo centrado
en €l son conjuntos invariantes, como se puede observar en el diagrama de fase de

la Figura 1.1.

Definicién 1.14. Si la orbita de un punto se compone unicamente de él mismo, es
decir, y(x) = {x}, entonces x se dice que es un punto de equilibrio (critico o

fijo). Ademds, a dicha la drbita se la denomina constante.
Nota 1.15. Claramente y(x) = v (x) U{z} Uyt (x).

A continuacién, se introduce un concepto fundamental para describir un tipo de

orbitas de gran utilidad en los préximos capitulos.

Definicién 1.16. Un punto x € E es un punto periodico de ¢ si existe T > 0
tal que (T, x) = x. Ademds, el periodo de z, T(x), es el T mds pequeno para el

que se cumple que ¢(T,x) =z, es decir, T(x) = inf{T > 0: o(T,z) = x}.
Proposicién 1.17. Un punto = es periddico si y solo si v*(x) Ny~ (x) # 0.

Demostracion.

Hay que ver que se cumplen ambas implicaciones:

=) Si z es periddica, por definicién existe 7' > 0 tal que p(T,x) = z.
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Por una parte, como ¢(T,z) = © = x € v (x), por definicién de semiérbita

positiva.

Por otra parte, como (T, z) = v = p(=T,x) = x = x € v~ (x), por definicién

de semiorbita negativa.
Por tanto, se tiene que x € " (x) y & € vy~ (), es decir, x € v (z) Uy~ ().
Entonces, v (z) Ny~ (z) # 0.

<) Siyt(z) Ny~ (x) # 0, entonces existe y € v (x) Ny~ (x).

Como y € y*(z) Ny~ (), entonces existen ¢; > 0y t5 < 0 tal que

p(t1, ) = p(ty, ) = y.

Sea T'=1t; — ty > 0, tenemos que

p(T,2) = p(ts — t2, ) = p(t1, (12, w)) = p(t1,y) = ¢(0,2) = x
por las propiedades del flujo.

Por tanto, como ¢(T,z) = z, x es un punto peridédico de periodo 7.
O

Definicién 1.18. Una 6rbita se dice que es periddica (cerrada o ciclo) si contiene
al menos un punto periodico, y todos los puntos de la orbita son periddicos con el

mismo periodo.

La siguiente proposicion formaliza la imagen intuitiva de que las orbitas periédi-

cas son equivalentes al circulo unitario en términos de topologia.
Proposicién 1.19. Toda orbita periddica es homeomorfa a 8'.

Demostracion.

Sea v : R — X una funcién continua y periédica con periodo T" > 0, es decir,
v(t) = v(t+T) para todo t € R.

Por la periodicidad, el conjunto de puntos de la érbita se puede describir iden-
tificando ¢ con t + T dando lugar al espacio cociente R/TZ. Ademés, existe un
homeomorfismo f : R/T7Z — 8' dado por f([t]) = e*™/T.

Finalmente, se puede establecer el homeomorfismo ¥ : 8! — ~([0,T]) tal que
U (e2™/T) = ~(t). Esto es posible porque «y es periédica y recorre toda la érbita en
el intervalo [0, 7. Por lo tanto, ([0, 7]) es homeomorfa a 8.

O]
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En funcién del comportamiento de las 6rbitas en torno a un punto de equilibrio

podemos catalogarlos en estables o inestables.

Definicién 1.20. Un punto de equilibrio i se dice que es estable si para todo
e > 0 existe un 6 > 0 de forma que, para toda solucion x = x(t) del sistema que
cumple ||x(0) — Z|| < 0, se tiene que ||z(t) — Z|| < e, para todo t > 0. Un punto de

equilibrio que no es estable se dice inestable.

Definicién 1.21. Un punto de equilibrio T se dice que es atrayente si existe un
d > 0 de forma que, para toda solucion x = x(t) del sistema que verifica ||x(0)—Z|| <

J, se tiene que lim x(t) = 7.
t—o00

Definicién 1.22. Un punto de equilibrio T se dice asintoticamente estable

st es estable y atrayente.

Por lo tanto, toda érbita cercana a un punto asintoticamente estable, a largo
plazo, convergera a él. Conviene senalar que un punto estable no tiene por qué ser

asintéticamente estable, como se puede observar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.23. Siguiendo con el Ejemplo 1.11, se tiene que el origen es un punto
estable, pero no asintoticamente estable. Esto es debido a que, dado € > 0, todas las
soluciones en el disco D(0,0), con 0 < § < e, permanecen dentro de él; sin embargo,

aunque todas las orbitas son periodicas, no tienden al cero.

A continuacién, se mencionaran varias nociones de equivalencia entre sistemas

dinamicos que seran de utilidad para comparar diagramas de fase.

Definicién 1.24. Dos sistemas dindmicos (11, E1,¢1) y (Ts, Es, @2) son to-
polégicamente equivalentes (respectivamente, C"-equivalentes) si existe un ho-
meomorfismo (respectivamente, difeomorfismo de clase C") F' : Ey — FEy de forma

que F' envia las orbitas de @y en orbitas de o y ademds preservan la orientacion.
Nota 1.25. Conviene senalar que no es necesario que preserven la parametrizacion.

Definicién 1.26. En las condiciones de la definicion anterior, si el homeomor-
fismo preserva la parametrizacion, es decir, F(pi(t,x)) = @o(t, F(z)) para todo
t €Ty yx € Ey, entonces son topolégicamente conjugados (respectivamente,

C"-conjugados).

Nota 1.27. En este caso es necesario que el intervalo maximal I, de @, sea el

mismo que Ipy) de .
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Es obvio que dos sistemas topolégicamente conjugados también son topoldgica-

mente equivalentes.

Nota 1.28. Del mismo modo, se podrian cambiar dos sistemas dindmicos por dos

campos vectoriales de clase C", con r > 1.

Cabe destacar que una equivalencia topoldgica asigna puntos singulares en pun-
tos singulares y, analogamente, con las 6rbitas periddicas. A su vez, una conjugacion

topoldgica también preserva el periodo de los ciclos.

Ejemplo 1.29. Volviendo al Ejemplo 1.11, se tiene que los sistemas son topologica-
mente conjugados. Para ello basta tomar F(z,y) = (kx, ky), siendo k una constante.

Ademds, se mantiene el origen como punto singular y las orbitas cerradas.

La siguiente proposicion proporciona una caracterizacion en el plano para campos

vectoriales C"-conjugados, con r > 1.

Proposicién 1.30. Sean X, : B, — R? y X, : By, — R? dos campos vectoriales de
clase C" y F' . By — FEy un difeomorfismo de clase €, conr > 1. Entonces F' es una

congugacion entre X; y Xy si y solo si DF,(X1(p)) = X2(F(p)), para todo p € Ej.

Demostracion.
Sean @1 y o los flujos respectivos de X; y Xs5. Hay que ver que se verifican

ambas implicaciones.
=) Si F es una conjugacién, dado p € E, se cumple por definicién que

F(pi(t,p)) = wa(t, F(p))

para todo t € I;(p) = I(F(p)), donde I, I son los intervalos méximos de

existencia respectivamente.

Derivando estd igualdad respecto a t con la regla de la cadena se obtiene

D st F(p)) & DF(p1(t.0)) o (t,p) = Xoloalt, F(9)))

SF(tp) = 5 "

dt

Finalmente, evaludndola en ¢ = 0, y usando que ¢1(0,p) =p y 2(0, F(p)) =
F(p) se tiene que
DF,Xy(p) = X2(F(p))

como se queria demostrar.
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<) Si se cumple que DF,(X;(p)) = X2(F(p)), dado p € Ej, se define U(t) =
F(¢1(t,p)) con t € I;(p). Como

W(t) = DF(p(1.9) 5 01(1.7) =

= DF(pu(t,p) Xi(e1(t,p)) = Xo(F(p1(t,p)) = Xo((2))
entonces ¥ es solucién de & = Xs(x), z(0) = F(p).

Por lo tanto, F'(p1(t,p)) = ¢2(t, F(p)) v h es una conjugacién entre X; y Xo.

]



2. Sistemas dinamicos planos

A partir de este capitulo, el estudio se centrard en ocasiones en los sistemas
dindmicos planos, es decir, los que el espacio de estados es un subconjunto del plano
Euclideo R%. En una primera impresién podria parecer que la reduccién al caso
bidimensional es una simplificacién demasiado abrupta, pero es imprescindible para
poder estudiar mayores dimensiones a posteriori. Ademas, se tienen resultados como
el Teorema de Poincaré-Bendixson, el cual se tratard en el siguiente capitulo, que

no tiene generalizacion.

2.1. Clasificacion de los sistemas planos

En esta seccién se lleva a cabo un recordatorio de la clasificacion de los sistemas
planos # = X(z), siendo X : R?> — R? un campo vectorial, separando el caso
lineal del no lineal. Para ello, se va a usar como guion los apuntes de Ecuaciones
diferenciales expuestos en el grado, [1], omitiendo las demostraciones ya dadas en
él. Ademas, para la demostracién del teorema de la variedad estable se empleardn

como referencia los libros [2], [3], [10] v [13].

2.1.1. Sistemas lineales

Los sistemas lineales planos se pueden expresar con el par de ecuaciones
T1 = Q1171+ a12%2
Ty = a7+ Al

donde a;; € R, o equivalentemente, en forma vectorial # = Az, siendo

a a
Qo [ @2
21 (22
Si la matriz A es regular (det A # 0), solo se tiene un tinico punto de equilibrio

en xz = 0.

19
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A continuacion, se llevard a cabo una clasificacién para el punto z = 0 en funcién
de los valores propios de la matriz A asociada al sistema. Sus correspondientes
diagramas de fase se representan en la Figura 2.1; en el caso inestable, el diagrama

serfa similar al estable, pero con la orientacion invertida.

a) Punto de silla: Dos valores propios reales distintos y de signo opuesto, el

cual es inestable.
b) Nodo estable: Dos valores propios reales, distintos y negativos.

¢) Nodo propio estable: Un valor propio real, doble, negativo y siendo A dia-

gonalizable.

d) Nodo impropio estable: Un valor propio real, doble, negativo y siendo A

no diagonalizable.

e) Foco estable: Dos valores propios complejos conjugados, con parte real ne-

gativa.
f) Nodo inestable: Dos valores propios reales, distintos y positivos.

g) Nodo propio inestable: Un valor propio real, doble, positivo y siendo A

diagonalizable.

h) Nodo impropio inestable: Un valor propio real, doble, positivo y siendo A

no diagonalizable.

i) Foco inestable: Dos valores propios complejos conjugados, con parte real

positiva.

j) Centro: Dos valores propios complejos imaginarios conjugados, el cual es es-
table.

Ejemplo 2.1. En el caso del oscilador armonico del Ejemplo 1.11, el sistema dado

se corresponde con un centro estable.

Teorema 2.2. Sea el origen un punto critico del sistema lineal & = X(x) y A =
Dy X la matriz jacobiana en €él. Si todos los autovalores de A tienen parte real ne-
gativa, entonces el origen es asintoticamente estable; sin embargo, si tiene al menos

un autovalor con parte real positiva, entonces el origen es inestable.
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Figura 2.1: Diagramas de fase de los casos a), b), ¢), d), e) y j), respectivamente.

Demostracion.

Aty

Por el Teorema 5.11 del anexo, sus soluciones vienen dadas por z(t) = e
Si todos los autovalores de A tienen parte real negativa entonces, por la Proposi-
cién 5.13 del anexo, se tiene que ||eY|| — 0 cuando t — oo. Por tanto, se verifica que

lmy o0 [|2(#)]| = Hmy o0 ||eAa0]| = 0, luego el origen es asintéticamente estable.

Anélogamente, si existe un autovalor de A con parte real positiva, entonces

At||

lle — oo cuando t — oo. Por lo tanto, se tiene que lim; . ||z(t)]| =

1imy_, o ||e4ta0|| = 0o y el origen es inestable.

]

En cambio, si la matriz A es singular (det A = 0) se tienen numerosos puntos de
equilibrio, ademas del origen. En este caso, se tendrian dos valores propios, uno el
origen y el otro un nimero real, siendo ambos inestables. A continuacién, se enume-
ran los casos en funcién del segundo valor propio y sus correspondientes diagramas

de fase se pueden observar en la Figura 2.2.
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= Si es no nulo: el sistema es topolégicamente equivalente a la matriz

(

+1 0
0 0

dependiendo si es positivo o negativo respectivamente y, por tanto, los puntos

de equilibrio son {(0,y) : y € R}. El sentido de la trayectoria en el diagrama

de fase depende nuevamente del signo.

= Si es cero y A diagonalizable: el sistema es topoldgicamente equivalente a la

matriz nula y, por tanto, los puntos de equilibrio son {(z,y) : =,y € R} = R%

= Sies cero y A no diagonalizable: los puntos de equilibrio son {(z,0) : z € R},

ya que el sistema es topologicamente equivalente a la matriz

(

0 1
00/

s 4 3 2 4 0 1 2 3 4 5

rrrrrrrrrrrrrrrr

5
55555555555

5 4 8 2 4 0o 1 2 3 4 5

Figura 2.2: Diagramas de fase en funcion del segundo autovalor, respectivamente.

2.1.2.

Sistemas no lineales

Sea X : E — R™ un campo vectorial de clase C!, no necesariamente lineal. Sea

xo un punto critico de la ecuacién © = X (z), entonces se tiene el sistema linealizado

& = Az, siendo A = D, X la matriz jacobiana evaluada en z,. De acuerdo con el

Teorema 5.11 del anexo, las soluciones vienen dadas por z(t) = eAt—t0) g,

A continuacion, se introducen unas nociones bésicas requeridas para los proximos

resultados.

Definicién 2.3. Una matriz A es hiperbodlica si todos sus autovalores tienen la

parte real no nula. Un punto critico es hiperbolico si la matriz jacobiana del

sistema en dicho punto es hiperbdlica.
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Definicién 2.4. Los espacios estable e inestable de un punto critico hiperbdlico

xo se definen, respectivamente,

Ef={zeR":e2r =0 cuando t— oo}

E'={zecR": "2 =0 cuando t— —o0}.

A continuacién, se demuestra que los subespacios estable e inestable forman una
suma directa, es decir, dado z € R", existen de manera tnica y € F°y z € E" tales

que T =Y + 2.

Proposicién 2.5. Dada la ecuacion & = X (x), si xg es un punto critico hiperbélico

se cumple que:
a) E* y E" son subespacios lineales de R™ con R" = E* & E“.
b) Para todo x € E%,y € E* yt € R" se tiene que ez € E* y ey € E*.

Demostracion.

a) Dado que el punto zy es hiperbdlico, la matriz A = D, X también lo es. En

consecuencia, A no posee autovalores con parte real nula, y su forma canénica

As 0
0 A,

donde A, y A, son los bloques de Jordan correspondientes a los valores propios

de Jordan es de la forma

con parte real negativa y positiva, respectivamente.

Se definen los subespacios de R"
F? =span{v | Av = Av, Re(\) <0} y F“=span{v| Av = v, Re(\) > 0}.

Por construccién, R® = F* @ F*.

De acuerdo con la Proposicién 5.13 del anexo, si # € F* entonces etz — 0
cuando ¢t — oo. Andlogamente, si € F* se verifica que e**z — 0 cuando
t — —00.

Por ende, F* = E* y F* = E*, como se queria demostrar.
b) Como eA*eA! = eAle4® para todo t,s € R, en particular, si z € E*, se cumple

que

e (eMr) = eM(eM ). (2.1)
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A

Nuevamente, por la Proposicién 5.13 del anexo, como e**z — 0 cuando s —

At( As

00, se tiene que e*(e?*z) — 0 cuando s — oo. Asimismo, por (2.1) se tiene

que etz € E*.

De forma ansloga, se comprueba que si y € E* y t € R entonces ety € E.
O

De acuerdo con la proposiciéon anterior, se puede observar que los espacios esta-
ble e inestable son invariantes, y sus dimensiones se corresponden con el nimero de

autovalores negativos y positivos de la matriz A, respectivamente.

Por otro lado, se definen las transformaciones lineales P,, P, : R” — R" de
manera que Pyx = y y P,r = z. Estas aplicaciones verifican que P;(R") = E* y
P,(R") = E*. Ademds, son proyecciones sobre los espacios E* y E*, ya que P? = P,
y P?=P,.

A partir de ahora se asumird, sin pérdida de generalidad, que el equilibrio es el
origen. Es razonable suponer que, en un entorno pequeno de él, las soluciones de
la ecuacion © = X () tengan caracteristicas similares a las de # = Az. En cambio,
debido a la no linealidad, no se espera la existencia del subespacio estable e inestable;

sin embargo, si existiran otras superficies invariantes asociadas a dicha ecuacion.

Definicién 2.6. Una variedad diferenciable m-dimensional M en R™ es un
congunto conexo que se puede recubrir mediante una coleccion de abiertos U,, donde

M = U,U,, cumpliendo las siguientes propiedades:

» Para cada indice o, existe un homeomorfismo H, : U, — B,,, donde B,, es la

bola abierta unidad en R™.

» Dados dos conjuntos abiertos cualquiera U,,,U,, del recubrimiento, st H,, :
Us, = Bm y Hy, : Uy, — B, son homeomorfismos, entonces la aplicacion

H := H,, o H_] es diferenciable, y ademds det ‘fl—f(x) # 0 en todo su dominio.

Asi, una variedad diferenciable m-dimensional se puede entender como un con-
junto conexo con estructura de espacio Euclideo m-dimensional de forma local. Esto
permite extender los conceptos de espacio estable e inestable a las variedades co-

rrespondientes de la ecuacién no lineal.

Sea & = Ax lalinealizacion de la ecuacién & = X (x) en x = 0, siendo A = DX (0).

Sean \; y )\;r, coni=1,...n_yj=1,..,n., los autovalores de A cuya parte real



2.1. CLASIFICACION DE LOS SISTEMAS PLANOS 25

es negativa y positiva, respectivamente. Sean E*y E" los espacios estable e inestable

ya definidos y ¢’ el flujo inducido por & = X (z).

Definiciéon 2.7. Una variedad diferenciable de dimension n_ se denomina varie-
dad estable M* de la ecuacion & = X (x) en x = 0 si es positivamente invariante,
tangente al espacio estable E®* en x = 0 y para cualquier x € E*, se tiene que
' () = 0 cuando t — oo.

De manera andloga, una variedad diferenciable de dimension n, se denomina
variedad inestable M" de la ecuacion & = X(x) en x = 0 si es negativamente
mvariante, tangente al espacio inestable E* en x = 0 y para cualquier x € E*, se

tiene que p'(x) — 0 cuando t — —oo.

El siguiente teorema proporciona una relacion entre las variedades estable e ines-
table de la ecuaciéon & = X(x) y los espacios estable e inestable de su ecuacién

linealizada & = Az en un entorno del origen.

Teorema 2.8 (Teorema de la variedad estable e inestable). Sea & = Az la lineali-

zacion de la ecuacion & = X (z) en x =0, donde A = DX(0) es la matriz jacobiana

+
j

el conjunto de autovalores de A con parte real negativa y positiva, respectivamente.

de X en x =0 y se asume hiperbolica. Sea \;, AT, coni=1,...n_yj=1,...n4,
Entonces, existe una variedad estable de dimension n_ y una variedad inestable de

dimension ny en un entorno del origen.

Demostracion.

Como X es de clase €' y X(0) = 0, la ecuacién # = X (x) puede expresarse como
&= Az + g(x) (2.2)

donde A satisface las condiciones del teorema, y g es una funcién de clase €' con
g(0) =0y Dg(0) = 0. Ademés, para todo € > 0, existe un § > 0 tal que ||z|| <0y
llyl| < ¢ implican

lg(x) = g < ellz —yll. (2.3)

Por el Lema 5.21 del anexo, existe una matriz regular 7' € R™ x R" tal que

T'AT = B := B0
0 By

siendo B_ y B, las matrices cuadradas de dimensiones n_ y n,, cuyos autovalores
son A, )\;r, cont=1,...n_yj=1, .. n,, respectivamente.
Se define y := Tz, entonces la ecuacién (2.2) se puede expresar en términos
de y de la forma
§ = By + h(y), (2.4)
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siendo h(y) = T~'¢gT(y) una funcién de clase €' que cumple que 2(0) = 0y Dh(0) =
0.

Sean E® y E" los respectivos espacios estable e inestable, y sea y = By la
linealizacién de la ecuacién (2.4). Entonces, los conjuntos F* := {T~'d:d € E*} y
F*:={T"'d: d € E"} se corresponden con los espacios estable e inestable de dicha
linealizacion, respectivamente.

Primeramente, hay que ver que existe una variedad estable de dimension n_ de

la ecuacién (2.4).

Se definen
eB-t 0 0 0
Ut) .= Vi(t) := :
) ( 0 0) ' ©) (0 eB+t>

Dado que la matriz A es hiperbdlica, se verifica que n_ + n, = n. Asi, por
la Proposiciéon 5.13 del anexo, se garantiza la existencia de constantes K, > 0y

o € (0, ) tales que, para todo t > 0
U] < Ke™r V)] < Ke™. (2.5)

Por la Proposicién 5.12 del anexo, las soluciones de la ecuacién (2.4) vienen dadas

por
t

y(t) = ey (0) +/ A (s, c)ds.
0

De este modo, tiene sentido considerar la ecuacién integral

u(t,c) =U(t)e+ /0 U(t — s)h(u(s,c))ds — /too V(t — s)h(u(s,c))ds (2.6)

donde ¢ = (¢,0)" € R" y c € R"-.

A continuacién, se verd que si u(t, c) es solucién de la ecuacién (2.6), entonces
también lo serd de la ecuacién (2.4).

Sea u(t, ¢) una solucién de la ecuacion (2.6), si se deriva (2.6) por ambos lados

se tiene que

u'(t,c) =U'(t)c+ / U'(t — s)h(u(s,c))ds + U(0)h(u(t,c))

0

= [V - sntats, s + VOB 5

Ademas,

oo (BBt 0\ [B- 0 (et 0\
U<t)_( 0 0>_(0 B+)<O 0>_BU(t)’
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Asi, se tiene que
u'(t,c) = BlU(t)é + /0 U(t — s)h(u(s,c))ds — /too V(t — s)h(u(s,c))ds]

+(U(0) + V(0))h(u(t,c)) = Bu(t,c) + h(u(t, c)).

Por lo tanto, u(t, c¢) es también solucién de la ecuacién (2.4) como se querta.

Ahora, hay que comprobar que la ecuacién (2.6) tiene una solucién en [0, 00).
Para ello se emplea el método de las aproximaciones sucesivas.

Se define una sucesién de funciones {u(}%, por recurrencia de la forma siguiente:

u(t,c) =0

WD (L, ) = U(H)e + /Ot U(t = s)h(u® (s, ))ds — /too V(t = s)h(u®(s,c))ds (2.7)

para todo i = 0,1, ....
Ademas, dado t > 0, se comprueba por induccién que se verifica la siguiente

desigualdad:
i i Klcle ™ ‘
[ulD(t,¢) —ulV(t,c)|] <o Vi=1,2,...
- Parai=1:
1uD(t,¢) = u(t, )| = |[uV(t, 0)| < Kle]e™".
- Se supone cierta la hipdtesis de induccion:
i i Klcle™"
(¢, ¢) = ul=V(t,0)|| < Tl

- Por las desigualdades (2.3) y (2.5), junto con la hipdtesis de induccién se

cumple

t
[ 00) = a0l < [ 10 = s)lella®(s,0) = (s, Ol
0

+/|Wﬁ—ﬂMWW&@—W*%ka§
t
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21' 21—1

K?|c ! K?|clet [
_ s%e—at—at/ e ds + 8%/ 6—(U+a)sd8 <
2 0 2 t

eK?cle™  eK?cle™* 1 1 Klcle™®t K|c|e™®
< 4 . <(=+-)—F= = —
021 021 4 47 21 2t

tomando £ < %, entonces en (2.3) bastarfa con haber elegido |c| < 5.

t —as [e’e} —as
< 5/ Ke’(a”)(t’s)}ﬂd—_elds + 8/ Ke”(t’s)%ds =
0 t

Por lo que queda probado que se verifica la desigualdad por induccién.
Asi, parai=1,2,... y t > 0 se tiene que
Klcle™®  K|c|

<

(2.8)

siendo > 7, 2,-‘fl| convergente. Entonces, aplicando la prueba M de Weierstrass, Teo-
rema 5.20 del anexo, se verifica que la serie

[e.9]

> (@t ) = ul (¢, c))
i=1
es uniformemente convergente para t > 0. Es decir, la sucesién {u(t,c)}2, es
uniformemente convergente.
Sea
lim u' (£, ¢) = u(t, c). (2.9)

1—00
De este modo, al tomar limites en ambos lados de (2.7) y utilizando (2.9), junto
con la convergencia uniforme de la sucesién > 2, (ul(t, ¢) —ul=Y(t,c)) para t > 0,
se concluye que u(t, c) satisface la igualdad (2.6). Por lo tanto, también cumple la
ecuacién (2.4).

Por (2.8) se tiene que
= @) (i—1) — K]cle ! —at
a0l < 310 0) ~ w60l < 39T oo (210)
i=1 i=1

Se denota u(t,c) = (u_,uy )’ (¢, ¢), siendo u_ y u, los subvectores de u con
dimensiones n_ y n., respectivamente.

Sustituyendo en (2.6) se observa que u(t, ¢) cumple las condiciones iniciales:

u_(0,¢) =c¢ y uy(0,¢) = — /000 V(—s)h(u(s,c))ds.

Sea D := {c € R : existe solucién u(t, c) de la ecuacién (2.6) }. Ademds, se
define la funcién ¢ : D — R™+ dada por
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y la variedad diferenciable
N* = {(c,¢(c))" : c € D}.

Ahora hay que comprobar que la variedad N* definida anteriormente es una
variedad estable para la ecuacién (2.4). De ser asi, M* := {x =Ty : y € N°} serd
una variedad estable para la ecuacién (2.2).

Sea y(t, c) solucién de la ecuacién (2.4) satisfaciendo la condicién inicial y(0) =
(c,9(c)), y sea u(t,c) solucién de la ecuacién (2.6) asociada al mismo valor de c.
Entonces, u(t,c) es también solucién de la ecuacién (2.2) con la misma condicién
inicial. Por ende, por la unicidad de solucién del problema de valor inicial, se concluye
que y(t,c) = u(t,c).

Es evidente que y(0,c) € N*®. Por tanto, hay que comprobar si y(t,c) € N° para
todo ¢t > 0.

Para un t; > 0, se define u(t, ¢) := u(t + 1, ¢). De este modo, u(t, c) también es
solucién de la ecuacién (2.6). En consecuencia, se tiene que u_(t1,¢) = u_(0,¢) € D.

Por (2.6), para t > 0 se tiene que

uy(t,c) = — /too V(t —s)h(u(s,c))ds = — /000 V(=s)h(u(s+t,c))ds =

_ /0 V(=) h(us, us(t ¢))ds = d(us (1, ¢)).

Por lo tanto, u(t,c) € N*® y entonces, y(t,c) € N° para todo t > 0.

Asi, se concluye que N°® es positivamente invariante.

Por (2.10) se deduce que, si ¢ € D entonces y(t,c) = u(t,c) — 0 cuando t — oo.
Por otro lado, si ¢ ¢ D, los términos de la derecha de (2.6) no estan acotados cuando
t — 00, mientras que los términos de la izquierda si lo estén. Entonces, y(t,c) /4 0
cuando t — oo.

Ademas, como D¢(0) = 0, entonces N® es tangente a F* en ¢ = 0.

Por lo tanto, queda probado que N?® es una variedad estable para la ecuacion
(2.4).

Finalmente, al sustituir ¢ por —t, la ecuacién (2.2) se transforma en & = —Azx —
g(x). Aplicando el mismo razonamiento que en el caso anterior, se concluye que esta
ecuacion posee una variedad estable de dimension n,, lo que implica que la ecuacién
original (2.2) tiene una variedad inestable de dimensién n .

m

Nota 2.9. Las variedades M® y M" estdn definidas localmente en un entorno del

origen, pero pueden extenderse globalmente. Los conjuntos

W(0) == {p'(z):z e M*,t <0} y W0):={p'(z): 2 € M“ t>0}
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se corresponden con las variedades globales estable e inestable, respectivamen-

te, de la ecuacion & = X () en x =0, donde ' denota el flujo inducido.

2.2. Teorema de Hartman-Grobman

Esta seccion tiene como objetivo demostrar el Teorema de Hartman-Grobman
y, asi, establecer una analogia entre el comportamiento de los sistemas lineales y no
lineales cerca de un punto de equilibrio hiperbdlico. Las referencias principales para
ello seran los libros [2], [13] v [14].

Para empezar, se vera un resultado que afirma que, para una perturbacion muy
pequena de una ecuacion no lineal con un punto critico hiperbdlico, sus soluciones
son topoldgicamente conjugadas con las soluciones de su ecuacién linealizada. A
partir de este, y con la ayuda de dos lemas, se demostrara el Teorema de Hartman-

Grobman.

Teorema 2.10. Sea A una matriz hiperbolica de tamano n y g : R — R™ una
funcion acotada que satisface g(0) = 0. Ademds, existe una constante § > 0 tal que,

para todo x,y € R", g verifica la condicion de Lipschitz:

lg(z) = g(»)I| < dllz —yll. (2.11)

Entonces, eziste una unica funcion acotada n : R™ — R™, con n(0) = 0, tal que

la transformacion h : R™ — R™, definida como h(z) = x + n(x), cumple que
hoe =ploh vVt € R, (2.12)
donde ¢ es el flujo correspondiente a la ecuacion
&= Ar+ g(x). (2.13)
Ademds, h es un homeomorfismo.

Demostracion.
La demostracion, dado su extenso desarrollo, se dividira en varios pasos y contara

con dos lemas auxiliares intermedios para facilitar su comprension.

Paso 1: Comprobacién de la existencia de soluciones globales:

Para comenzar, hay que verificar que la ecuacién (2.13) define un flujo.

Como la funcién (t,x) — Az + g(x) es continua y localmente lipschitziana
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Paso 2:

en x, por el Teorema 5.10 del anexo, cada solucién verifica

z(t) = e (1) +/ A= g(x(s))ds (2.14)

to
con t € I, siendo I, el correspondiente intervalo maximal.
Al tomar y = 0 en (2.11) se obtiene que ||g(z)|| < §]|z]|.

Combinando esto con (2.14) se tiene que para t >ty en I,

t
()] < eI (t)]] +/ A5 a(s)ds =

to

t
_ 6||A||t6—HAHto||x(to)|| + 6IIAIt/ €—||A||55||1,]U(5)||dS

to

es decir,

t
o) < I lattl| + [ G a(o)l s,

to
Y aplicando el Lema de Gronwall, Lema 5.7 del anexo, se tiene que
I (e)] < eI fa(tg) o™ = eI a(tg) e
0, equivalentemente,

()] < I 2o)]]. (2.15)

Si I, = (a,b), con b finito, por (2.15) se tendria que
[l (07)[] < AIHFDE=0 (1)
lo que lleva a contradiccion con el Teorema 5.14 del anexo.

Por lo tanto, la solucién estarfa definida en [ty, 00).

De manera analoga, se obtendria que la solucién esta definida en el intervalo

(—OO, to]

Construccion de una funcién auxiliar:

Se define el conjunto
Xo = {n:R" = R"/ n es continua, acotada y n(0) = 0},

el cual es un espacio métrico completo con la distancia derivada de la norma

||-||oo, por la Proposicién 5.16 del anexo.
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Se define la transformacién G en X, para cadan € Xgyt € R

G(n)(m)z/o PSeASn(e_ASx)ds—/O P, n(ez)ds =

t o0
:/ PSeA(t_S)n(eA(S_t)x)ds—/ P,eMt=3)p(eA6 ) ds, (2.16)

—00 t
siendo P, y P, las proyecciones sobre los espacios estable e inestable, res-

pectivamente.
A continuacion, habria que ver que GG esta bien definida y es continua.
- Como la matriz A es hiperbdlica, por la Proposicién 5.13 del anexo y

la definicién de proyeccién, existen constantes ¢, u > 0 de forma que,

para s > 0,
|Poe|| < ce™ vy ||Pue || < ce™. (2.17)
Por lo tanto, para s > 0 se tiene

[1Pse®*n(e™®)]] < [|Pse™|| Inllse < ce™*Inlloc

[1Pue™n(e®)]| < 1Pue™ ] lInlloe < ce™IInlls (2.18)

ya que 1 € Xp.

Finalmente, de (2.18) se sigue que

/ W@“m€“@W&ﬁ/!mﬂ“m¢%mwé

0 0
s/ mwmwm+/‘wwmwmw=
0 0
R 2c
=mwu/e”w=—mm. (2.19)
0 H

Por lo tanto, las integrales que definen G(n)(x) convergen, lo que de-

muestra que G(n)(x) estd bien definida paran € Xy 2 € Xp.

Ademas, como se verifica que

HamuMS%ﬂmu

para todo z € R", se tiene que la funcién G(n) esté acotada para todo
n e Xo.
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- De acuerdo con (2.19), dado # € R" y € > 0, existe un 7" > 0 tal que

/ ||P36AST](6_ASI)||dS+/ ||Pye™n(ex)||ds < e.
T T

Por ende, para todo x,y € R"

G)(x) = Gn) ()l < 2¢ +/O |1 Pse®*In(e™"x) — n(e™**y)]llds

T
+ / [Pae= 2 [n(e*z) — n(e™*y)]||ds < 2
0
T T
N / ce™|ln(e= 45 x)—n(e*y)||ds+ / e~ () —n(e*y) | ds.
0 0

(2.20)

Dado que las funciones continuas son uniformemente continuas en con-

juntos compactos, para todo & > 0 se tiene que la funcion

(t,) = n(e”"x)

es uniformemente continua en el conjunto compacto [0, 7] x B(x,0).

Por tanto, existe § > 0 de forma que para s € [0,7] e y € B(x,0) se
cumple que
[In(e™x) —nle”*y)l| <e.

Anélogamente, tomando el mismo § > 0 para s € [0,7] e y € B(x,0)

se tiene

In(e®*x) = n(e™y)|| <e.

Por las dos desigualdades anteriores junto con (2.20), se obtiene
T
1G)@) ~ G| < 22 + 26z [ erds =22 4 20T,
0

Entonces, se verifica que la funcién G(n) es continua.
Asimismo, por (2.16) se tiene que G(1)(0) = 0, por lo que G(Xy) C Xp.

Paso 3: Obtencién de una igualdad equivalente a (2.12):
Dado 1 € X, se denota g,(x) = g(h(z)), siendo h = Id + 7.
Como la funcién g estd acotada, se deduce que g, también lo esta.

Ademas, de acuerdo con (2.11)

gn(x) = ga W = llg(h(x)) — g(h)I = llg(z +n(x)) — g(y + n(y))| <
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< O[l(z +n(x)) = (y + )| < ollz =yl + dlln(z) = n(y)ll-
Por otro lado, se puede observar que g,(0) = g(h(0)) = ¢g(0) = 0.

En consecuencia, se tiene que g, € Xj.

Lema 2.11. La igualdad (2.12) es equivalente a G(g,) = 1.

Demostracion.

Hay que comprobar la equivalencia en ambos sentidos.

- Si G(n) =n, como h = Id + 7 se tiene que

Ee_Ath(eAtx) = %G_At(emx +nletz)) =
_ %G—A(t—f—u)n(efl(t—i—u 2 uo = e—Atdie—Aun( AugAtgy o
= G_At —e Ggn) (€M) umo =
— e d (/ P.e g, /OO Pye g, (e*2)ds)|umo =
du
= e (Pygy(w) + Pugy()) = e g(h(eMx)). (2.21)
Como
ie_Ath(eAtx) = —Ae Mh(eM2) e‘Atih(eAtx)
dt dt

juntédndolo con la igualdad obtenida en (2.21) se llega a que

—Ah(eAtCL’) + %h(eAtZE) — g(h(eAtl,’)),

es decir,
d
dth(e t2) = Ah(ez) + g(h(e?')).
Por lo tanto, la funcién y(t) = h(e*z) cumple la ecuacién (2.13).

Ademas, al ser y(0) = h(z) se tiene que, para todo z € R™, h(elz) =

wi(h(x)), por lo que se verifica (2.12) como se requeria.

- Si se cumple (2.12), como h = Id + 7, entonces Id +1 = p,; 0 hoe 4t
Ademas, por la formula de variacién de las constantes, Proposicién

5.12 del anexo, para ty = 0 se tiene que

¢
oi(r) = e +/ M=) g (g, (z))ds.
0
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Esto, junto con la igualdad previa y (2.12), da lugar a
n(x) = pi(h(e™z)) —x =

t
= eMh(e M) + / A g (o (h(e x)))ds — z =
0

t
= eAip(e M) —I—/ e g(h(e ™ x))ds. (2.22)
0
Volviendo a la desigualdad (2.18), se sigue que

|| Peetn(e=M2)|| < ce™™||n|lee — 0 cuando t — oo.

Esto, junto con (2.22), da lugar a
P(x) = / P.e*g(h(e 4x))ds. (2.23)
0
Por otra parte, tomando la tercera igualdad de (2.22) se tiene que

t
n(x) = eAtn(e_Atx) —i—/ eA(t_S)g(h(eA(s_t)x))ds
0

es decir,

¢
e Mn(z) = nle M) +/ e_Asg(h(eA(s_t)x))ds.
0

A

Asi, sustituyendo x por e’z se obtiene que

t
G_Atﬁ(eAt.YZ) _ n(e_AteAtw) +/ €_Asg<h(€A(s_t)€At$))dS —
0

t
=n(x) +/ e g(h(ex))ds. (2.24)
0
De forma andloga, por la desigualdad (2.18), se sigue que
|Poe Y n(e2)|| < ce™||n|lee — 0 cuando t — —oo

y juntando esto con (2.24) se tendria que

Pn(z)=— /000 Pye ™ g(h(e?*x))ds. (2.25)
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Finalmente, sumando (2.23) y (2.25) se obtiene
n(x) = Ps(x) + Pun(z) =

= /000 P,eg(h(e4%x))ds — /000 P g(h(e?z))ds =
= G(goh)(z) = G(gy)(x).

Por tanto, se cumpliria que G(g,) = 1 como se requeria.

Paso 4: Construccion de la conjugacién:
Hay que comprobar que la ecuacién G(g,) = n admite solucién unica.

Lema 2.12. Para un valor suficientemente pequeno de 6, existe una unica

funcion n € Xy que verifica G(g,) = 1.

Demostracion.

Se define F'(n) = G(g,) en X,. Como g, € Xy si n € Xy, se cumple que
G(Xo) C Xo, y por tanto, F(Xy) C Xo.

Si F' es una contraccién, como X es un espacio métrico completo y F'(Xy) C
Xo, por el Teorema 5.18 del anexo, se tiene que existe un tnico € X de

forma que F(n) = 7, es decir, existe un unico n € X, tal que G(g,) = 7.
Por lo tanto, basta con ver que F' es una contraccién.
Para todo 1, & € X, se tiene que

zwmm—F@m»—/ P9 [g, (A6 02) — go (4602 ds

— 00

[ PO gy ) gl D))
t

y por (2.11) se sigue que

st)

g (e 2) = ge(e™a)|| < 8|n(e" ) — £ a)|| < 8d(n, €).

Juntando lo anterior con (2.17) se sigue que

t

Hﬂmm—F@uMS/

—0o0

ce Mt=9)5d(n, €)ds +/ ce "95d(n, §)ds =
t

=200l €) [ e s = i),
0 2
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Paso 5:

Por tanto, se cumple

d(F (), F(£)) < 276%,5)

y F' es una contraccién para un ¢ suficientemente pequeno.

O

Segun el Lema 2.11, la funcién 7 definida en el Lema 2.12 satisface la con-
dicién establecida en (2.13). Solo faltaria ver que h = I'd + 1 es un homeo-

morfismo.

Verificacion de la existencia de inversa:

Se comprobara que la funcién h es biyectiva y, por tanto, tiene inversa.

- Para demostrar que h es suprayectiva, se toma y € R™.

Se observa que x = y + z es solucién de la ecuacién h(z) =y si y solo
si se cumple que z = —n(y + 2).
Aplicando el teorema del punto fijo de Brower, Teorema 5.23 del anexo,
a la funcion

z— H(z) = —n(y + 2)

en B(0, ||n]|«), se obtiene que existe al menos un punto z € B(0, ||7]/«)

que satisface z = —n(y + 2).

Para demostrar que h es inyectiva, se toman x,y € R™ tales que h(z) =
h(y).

Como h = Id + 7, para cualquier t € R, se cumple que h(etr) =
h(ety), es decir, e (x — y) = —n(ettx) + n(etty).

Si P(x —y) # 00 P,(x —y) # 0, entonces e*(z — y) no estd acotado,
mientras que n(e?*x) + n(etty) si que lo estd, lo cudl da lugar a una
contradiccion.

En conclusion, se tiene que Ps(x —y) = P,(z —y) = 0, y por lo tanto

xr=y.

Paso 6: Comprobacién de la continuidad de la inversa:

Como la funciéon h : R® — R" es continua y biyectiva, por el teorema del
dominio invariante, Teorema 5.24 del anexo, se tiene que h es homeomor-

fismo.
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Teorema 2.13 (Teorema de Hartman-Grobman). Sea X : R" — R" un campo
vectorial de clase C' y xo un punto critico hiperbdlico de & = X (x). Si o'(2) y V()

son, respectivamente, las soluciones de los problemas de valor inicial

i = X(x) g = DuX(y)
{x(O) = z {y(()) = z (2.26)

entonces existe un homeomorfismo h : U — V, donde U y V = h(U) son entornos

de xy y 0 respectivamente, tal que h(xg) =0 y
h(¢'(2)) = W' (h(2)) (2.27)
con z,9'(z) € U.

Demostracion.

Se asume sin pérdida de generalidad que zy = 0. Esto es posible debido a que,
haciendo el cambio de variable y = = — ¢, la ecuacién & = X(z) se transforma
en §y = X(y+ xo) con X(zg) = 0. Por tanto, se toma X(x) = Az + g(z), siendo
A = D, X una matriz hiperbdlica, g de clase €' y ¢g(0) = X(0) — A- 0= 0.

Se pretende aplicar el Teorema 2.10; sin embargo, en este caso puede no verificarse
la propiedad (2.11) si d no es suficientemente pequeno, lo cual exige una modificacién
de la funcién ¢ fuera de un entorno de 0.

Como la funciéon © — D,g es continua y Dyg = 0, dado 6 > 0 se puede tomar

r > 0 tal que
)
sup{|Dagl : x € B(O,)} < 5. (2.28)

Al ser g(0) = 0, por el teorema del valor medio, Teorema 5.19 del anexo, se tiene
que
or

sup{||lg(x)|| : x € B(0,r)} < 3 (2.29)
Se considera la funcién auxiliar a : R — R de clase C* que verifica:
-0<a(z) <1
- a(z) =1si [|z]| < 3
- a(z) =0si|jz|| > 1.
A continuacién, se define la funcién g(z) de la forma siguiente:

(x)=4" (L) g(a) sifjoff < v

0 si||z]| >

g

La funcién g(z) es de clase C! y verifica que:
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- g(z) = g(z) para [|z[| < 3.
- g(x) =0 para ||z|| > .

La derivada de g(x) por la regla de la cadena es

Dj(x) = (”f—”) Dag(x) + g(x)D, {a (@)] .

Cada término de la derivada anterior se puede acotar como sigue:

- Como [|D,g(z)|| < %y a(Lly <1 se tiene que

T

o), gay ) <

Wl >

- Como ||g(z)|| < & v Dya(E)] esta acotada por 2 (dado que a(z) es €>),

T

entonces 2] sro 9 96
x r
Do < =2 ==
lg@)Dafa(E)) < T2 = 2
Sumando ambos términos, se obtiene
o 20
D,g <-—4+—=9
DGl < 5 + 5

Por lo tanto, g(x) cumple las condiciones necesarias para aplicar el Teorema 2.10.
Asi, se obtiene un homeomorfismo h = Id+n de forma que se cumple hoe?t = B;0h,

para todo t € R, donde ©; es la solucion del problema de valor inicial

{j: = Az +7(x)
9(0) = =

Finalmente, dado que g coincide con g en la bola B(0, ), se tiene que ¢;(z) =
@i(z) cuando |[z][ < 5y [leu(2)]] < 3-
]

Por ende, el teorema garantiza que los diagramas de fase de los sistemas (2.26)
son homeomorfos en entornos de zy y 0, respectivamente. Esto quiere decir que el
comportamiento del sistema no lineal cerca de puntos criticos hiperbdlicos es el mis-

mo que en el sistema lineal correspondiente.

Asimismo, cabe destacar que los Teoremas 2.10 y 2.13 también contemplan el
caso en el que uno de los espacios, estable o inestable, coincide con todo R", ya que

no requieren que estos tengan dimension positiva.
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Ejemplo 2.14. Se consideran los sistemas © = Ax e y = By, siendo

-1 =3 2 0
A= y B=
-3 -1 0 —4
Se introduce un cambio de coordenadas mediante la transformacion lineal inver-
tible H(z) = Rx, donde

1|1 -1 1 [1 1
R=— y Rl'=—

V21 1 V2 -1 1

Geométricamente, H consiste en una rotacion de 45° con un cambio de escala y
es evidentemente un homeomorfismo.

Con este cambio se puede transformar el sistema & = Ax en el sistema equivalen-
te 1y = By, ya que se cumple que B = RAR™. Por ende, H transforma trayectorias
del primer sistema en trayectorias del sequndo, como se observa en la Figura 2.3,
conservando la parametrizacion.

En particular, si z(t) = etzg es solucién del sistema @ = Az, entonces y(t) =
H(z(t)) = Rery = eP'Ray es solucion del sistema y = By. Ademds, se cumple
que Het = eBtH.

Por lo que se comprueba que se verifica el Teorema de Hartman-Grobman ya que

ambos sistemas son topologicamente equivalentes en un entorno del origen.
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Figura 2.3: Diagramas de fase de los sistemas © = Az e y = By.

Este ejemplo ilustra cémo el Teorema de Hartman-Grobman se aplica para de-
mostrar la equivalencia entre sistemas dinamicos lineales, proporcionando una he-
rramienta fundamental para entender la relacién entre sistemas lineales y no lineales

en un entorno local.
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Corolario 2.15. Sea A una matriz n X n hiperbdlica y g : R® — R™ una funcion

acotada con g(0) =0 y que verifica (2.11). Entonces

s si A tiene solo autovalores con parte real negativa y 0 es suficientemente pe-

queno, el origen en la ecuacion (2.13) es asintdticamente estable.

s 57 A tiene al menos un autovalor con parte real positiva y 6 es suficientemente

pequeno, el origen en la ecuacion (2.13) es inestable.

Demostracion.

Como se cumplen todas las hipotesis del Teorema 2.10 se puede aplicar y se
obtiene que ¢, = hoeAt o b7t

Si A tiene solo autovalores con parte real negativa, por el Teorema 5.13 del anexo,
se sigue que ||e?|| — 0 cuando t — oco. Ademds, como h(0) = 0, se tiene que el
origen es asintéticamente estable.

De forma analoga, si A tiene al menos un autovalor con parte real positiva, se

tiene que ||e!|| — oo cuando t — oo, y por tanto el origen serfa inestable.
0

Corolario 2.16. Sea X : R™ — R™ un campo vectorial de clase C y x¢ un punto

critico hiperbdlico de & = X (z). Entonces

» st la matriz D,, X tiene solo autovalores con parte real negativa, xy es asintoti-

camente estable.

» st la matriz D,, X tiene al menos un autovalor con parte real positiva, xo es

inestable.

Demostracion.
Bastarfa con tomar la igualdad (2.27) y razonar de forma similar al corolario

anterior.

]






3. Comportamiento de las orbitas

Una vez realizada la clasificaciéon de los distintos tipos de érbitas se profundizara
en su comportamiento. Para ello, se desarrollardn los conceptos de conjuntos y ciclos
limite que resultan clave para entender su dindmica. En general, estos términos pue-
den ser muy complejos; sin embargo, para los sistemas dindmicos bidimensionales,
el Teorema de Poincaré-Bendixson ofrece una caracterizacion relativamente sencilla.

En este caso se toman como base los libros [2], [5], [6] v [13].

Sea un punto p € E, con F € R" y X : E — R" un campo vectorial de clase C",

conr > 1.

Definicién 3.1. Los conjuntos w-limite y a-limite de p se definen, respectiva-

mente,

wp)= (7w v ep= ()7 ®.

y€(p) y€v(p)

Definicién 3.2. El conjunto formado por la union de w(p) y a(p) se denomina

conjunto limzite de p.

Ejemplo 3.3. Sea X : R? — R? un campo vectorial con X (z,y) = (z, —y).
Sea p € R?,

- sip=(0,0), entonces se tiene que a(p) = w(p) = {(0,0)}.

sip € {(x,0): x # 0}, entonces se tiene que a(p) = {(0,0)} y w(p) = 0.

sip € {(0,y) : y # 0}, entonces se tiene que w(p) = {(0,0)} y a(p) = 0.

- sip € {(z,y) : xy # 0}, entonces se tiene que a(p) = w(p) = 0.

Ejemplo 3.4. Si v es una drbita periddica, entonces v = v = v~. Por lo tanto,

para todo p € 7y, se cumple que w(p) = a(p) = 7.

43
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Sea v(p) la 6rbita de X que pasa por el punto p y sea ¢ un punto en y(p), en-
tonces existe un ¢ € R de forma que ¢(t,p) = ¢(t + ¢, q), por lo tanto w(p) = w(q).
Anélogamente se tendria que a(p) = a(g). Como resultado, el conjunto w-limite
(equivalentemente, a-limite) de una érbita 7 se define como el conjunto w(p) (equi-

valentemente, a(p)) para algin p € 7.

Asimismo, si se tiene que (¢, x) es la curva integral de un campo vectorial X en p,
y ¢(t, p) es la curva integral del campo vectorial —X en p, entonces ¢(t, p) = ¢(—t, p).
Esto implica que el conjunto w-limite de ¢ coincide con el conjunto a-limite de ¢.
Gracias a esto, generalmente se estudian solo los conjuntos w-limite, en lugar de

ambos.

A continuacién, se establecen varias propiedades de los conjuntos limite impor-

tantes para la posterior demostracion del Teorema de Poincaré-Bendixson.

Proposicién 3.5. Sea x € R™. Si la semidrbita positiva de z, v+ (x), estd acotada,

entonces:

a) El conjunto w-limite de x, w(x), es no vacio, compacto y conezo.

b) Se tiene que y € w(x) si y solo si existe una sucesion ty — oo tal que ' (x) =y

cuando k — oo.

c) w(x) es un conjunto positivamente invariante, es decir, para todo y € w(zx) y

t >0 se cumple que ¢'(y) € w(x).

Demostracion.
Para demostrar la proposicion se verificara, en el siguiente orden, que el conjunto
w(zx) es no vacio, compacto, cumple la propiedad indicada en el apartado b), es

conexo y positivamente invariante.

- w(x) es no vacio y compacto:
Como por definicién w(x) es interseccién de conjuntos compactos encajados no
vacios, se deduce directamente que w(x) es un conjunto compacto y no vacio.
- Para demostrar que se cumple la propiedad del apartado b) se comprueban
ambas implicaciones.

Dado que por hipétesis 77 (x) estd acotada, aplicando el Teorema 5.14 del
anexo, se tiene que R* C I,.. Por lo tanto,

wlr) = (A (3.1)

t>0
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donde A; = {p*(x) : s > t}.

Asi, si y € w(x), cualquier sucesién ¢, — oo cumple que y € A;, para k € N.
Entonces, existe una sucesion s, — oo, con s, > t; para k € N, tal que

% (x) — y cuando k — oo.

Por otra parte, si existe una sucesién t; — oo tal que ¢'*(z) — y cuando

k — oo, entonces y € A;, para k € N. Por tanto, como A, C Ay sit >t/ se
tiene que y € (oeq As, = [Nyao At-
w(z) es conexo:

Si no lo fuera, por definicién de conexién existen conjuntos no vacios A y B
tales que w(z) = AUBy ANB=0=ANB.

Como w(x) es cerrado, se cumple que

A=ANnw(@)=AN(AUB)=(ANA)UANB)=A

y, andlogamente, B = B. Por lo tanto, A y B son cerrados. Ademés, A y B

son compactos por ser subconjuntos cerrados del compacto w(z).

Como A y B son compactos y disjuntos estan a distancia positiva, es decir,

§ :=inf{|la —b|]| :a € A,b € B} > 0.
Se define el conjunto

C={zeR?:d(z,w(z)) > -}

YRS

Dado que la funcién distancia es continua, el conjunto C' es cerrado porque es
la preimagen de un conjunto cerrado bajo una funcién continua. Ademas, como
K es compacto, y la interseccion de un conjunto cerrado con un compacto es

compacta, C'N K es compacto.

Ademas, C' N K es no vacio, ya que, de lo contrario, todos los puntos de K

estarian a una distancia menor que % de w(z), lo cual contradice la definicién

de C.

Aplicando la propiedad b), se obtiene que C'N K Nw(x) # ). Sin embargo, esto

contradice la definicion de C.

Por tanto, se llega a una contradiccién y se puede concluir que w(z) es conexo.
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- w(x) es positivamente invariante, es decir, dado y € w(z) hay que probar que
o' (y) € w(z) para t > 0.

Por la propiedad b), si y € w(x) entonces existe una sucesion ty — oo tal que

o' (x) = y cuando k — co.

Como ¢ es continua, la sucesion ¢*(o"*(z)) — ¢'(y) cuando k — oco. Y por
definicién de flujo, ¢! (o' (x)) = @'t (x). Por tanto, o' (z) — ¢'(y) cuando
k — oo.

Finalmente, como ¢, +t — oo cuando k£ — oo, por la segunda propiedad se

tiene que ¢'(y) € w(x).
[

Se puede obtener un resultado para semidrbitas negativas acotadas de forma

analoga.

Proposicién 3.6. Sea x € R"™. Si la semiorbita negativa de x, v~ (z), estd acotada,

entonces:

a) El conjunto a-limite de x, a(x), es no vacio, compacto y conezo.

b) Se tiene que y € a(x) siy solo si existe una sucesion ty — —oo tal que ' (x) =y

cuando k — oo.

c) a(x) es un conjunto negativamente invariante, es decir, para todo y € «a(z) y

t <0 se cumple que p'(y) € a(x).

Demostracion.
Se define la funcién g : R® — R" de forma que g(z) = —X(z).
Dado que la solucién de la ecuacién @ = X (x) con x(0) = zq es ¢'(zo) para t en

el intervalo maximal I, = (a,b), entonces

! mn) = ~X (o™ (w0)
para todo t € Ry zy € R" tal que —t € I,.
Por lo tanto, la solucién de la ecuacién & = g(z) con z(0) = xq serd ®'(zg) =
0 H(xo) para t € (—b, —a).
Esto implica que v,(z) = yx(z) y 7, (¥) = 7x(7) para € R". Entonces,

ax(@) = (| =@ = () 7@ =wlx)
yEvx () yEvg ()

Si se asume que la semidrbita negativa vy () estd acotada, como v, (7) = vx (),

por la Proposicién 3.5 se tiene que
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- el conjunto wy-limite de z, wy(x), es compacto, no vacio y conexo.

- y € wy(x) siy solo si existe una sucesién ¢, — oo tal que ®%(z) — y cuando
k — oo.

- wy(x) es un conjunto positivamente invariante, es decir, para todo y € wy(z)
y t > 0, se cumple que ®'(y) € w,(x).

Finalmente, como ®' = ¢~" y ax(x) = wy(z), se obtiene el resultado requerido.
[

3.1. Aplicacién de Poincaré

La aplicacion de Poincaré es fundamental en el estudio de sistemas dinamicos,
ya que permite transformar un sistema continuo en uno discreto al seleccionar los
puntos de interseccion con una transversal. Para esta seccién se han consultado los

libros [5] y [11] como fuentes de referencia.

Sea A un intervalo abierto, £ C R? un subconjunto abierto y X : £ — R? un

campo vectorial de clase C", con r > 1.

Definicién 3.7. Una aplicacion f : A — E de clase C" se llama seccion local

transversal de X si f'(a) es linealmente independiente de X (f(a)) para todo a € A.

Definicién 3.8. Si f : A — X es un homeomorfismo, siendo ¥ = f(A) con la

topologia inducida, se dice que Y es una seccion transversal de X.

Es decir, ¥ es una seccién local transversal de X (o X es transversal a X) si,
para cada x € 3, las direcciones de ¥ y X (f(z)) generan el espacio R?. No obstante,
podria ocurrir que una seccion local transversal no sea una seccién transversal, como

se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.9. Se considera el campo vectorial X (x,y) = (z,y) y la funcion f : R —
R? tal que f(t) = (cos(t), sin(t)).

La derivada de f es f'(t) = (—sin(t),cos(t)) y el campo evaluado en la imagen
de f es X(f(t)) = X(cos(t), sin(t)) = (cos(t), sin(t)). Dado que f'(t) y X(f(t)) son
linealmente independientes para todo t € R, f es una seccion local transversal.

Por otro lado, la imagen de f es la circunferencia unidad, por lo que f no es un

homeomorfismo de R sobre R? vy, por ende, no es una seccion transversal.
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El siguiente teorema establece que, en torno a un punto regular de un campo
vectorial, es posible encontrar una transformacion que convierte las trayectorias del

sistema en lineas rectas.

Teorema 3.10 (Teorema de rectificacién de flujo). Sea p un punto regular de un
campo vectorial X : E — R? de clase C" conr > 1, y sea f : A — ¥ una seccion
transversal de X de clase C", tal que f(0) = p y ¥ = f(A). Entonces, existe un
entorno V de p en E, un difeomorfismo h : V — (—e,e) x B de clase C", con e > 0,

y B un intervalo abierto centrado en el origen, de forma que se verifica:
a) h(XUV)={0} x B.

b) h es una C-conjugacién entre X|y y el campo vectorial Y : (—e,e) x B — R,
siendo Y = (1,0).

Demostracion.

Dado el flujo ¢ : @ — E del campo X, se define la funcién F' : Q4 — E, donde
Qa={(t,u) e Rx A: (¢t f(u)) € Q}, mediante la expresion F(t,u) = o(t, f(u)).
Asi, F' transforma lineas paralelas en curvas integrales de X.

Para ver que I’ es un difeomorfismo en el origen, bastara con demostrar que
DF(0) es un isomorfismo y aplicar el teorema de la funcién inversa, Teorema 5.5 del
anexo.

Como ¢(0, f(u)) = f(u) para todo u € A, se tiene que

DLF(0) = So(t, F(0)) o = X (0(0.9)) = X(p)

DLF(0) = (0, F()uco = 5 f(w)]umo = DF(0)

Por tanto, como los vectores X (p) y Df(0) generan R? por ser p un punto
regular y f la seccién transversal, se concluye que DF'(0) es un isomorfismo.

Aplicando el teorema de la funcion inversa, Teorema 5.5 del anexo, se deduce que
existe un € > 0 y un entorno B C R alrededor del origen, de forma que la restriccion
F|(—cs)x B es un difeomorfismo sobre el conjunto abierto V' = F((—¢,¢) x B).

Sea h = (F|(—ce)xp) ", como se muestra en la Figura 3.1. Como F(0,u) =
(0, f(u)) = f(u) € ¥ para todo u € B, entonces h(X x V) = {0} x B.

Por otra parte, como para todo (t,u) € (—¢,£) X B se tiene que

_ d
Dh Y (t,u) = DFt4)(1,0) = DiF(t,u) = %F(t, u) =

= %w(ta fw) = X(p(t, f(u) = X(F(t,u)) = X (h7(t,u)),
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por la Proposicién 1.30 se tiene que h~! conjuga X e Y.

™
Y'Y Y VY Y
o

Figura 3.1: Aplicacién h del teorema de rectificacion de flujo.

Sea Ly una 6rbita periédica de & = X (x) y x¢ € Ly. Se incorpora una seccién
transversal X al ciclo Lo en xq. Asi, el ciclo Lg puede interpretarse como una érbita

que comienza en un punto de ¥ y regresa al mismo punto (zy € X).

Por el teorema de existencia y unicidad de (1.1), Teorema 5.8 del anexo, las
trayectorias dependen de los valores iniciales. Asi, una érbita que comienza en un
punto x € X, cercano a xg, regresara a Y en un punto cercano a xy. Esto garantiza

que las soluciones proximas a Ly mantengan la transversalidad con X.

De esta forma, se construye la aplicacion P : ¥ — ¥ definida por P(z) = Z,

como se puede observar en la Figura 3.2.

Definicién 3.11. La aplicacion P asociada al ciclo Ly se denomina aplicacion de
Poincaré.

Dado que el sistema dinamico a partir del que se define la aplicacién de Poincaré
es invertible, la aplicacién también lo es. La aplicacién P~! : 3 — ¥ se construye
siguiendo las 6rbitas que cruzan X hacia atrds en el tiempo, hasta la siguiente inter-

seccién con la seccidén transversal.

Es importante senalar que, dado que el punto zy cumple P(xy) = zg, es un punto
fijo de la aplicacion de Poincaré. Esto es debido a que las propiedades del sistema

cercanas a Lg se reflejan en P.
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Figura 3.2: Comportamiento local cerca de un ciclo.

3.2. Ciclos limite

En términos generales identificar ciclos limite puede ser muy complejo. Algunos
ejemplos cotidianos de su aplicacion incluyen el estudio de células cancerigenas del
pancreas, modelos depredador-presa, circuitos eléctricos... los cuales se pueden con-
sultar en los libros [6] y [9]. Para el desarrollo de la seccién han sido de utilidad los
libros [5], [8] ¥ [13].

Definicién 3.12. Un ciclo limite Ly de un sistema plano es una orbita periédica

tal que, si existe un entorno V' de Lo, V no contiene ningin otro ciclo aparte de Ly.

También se puede dar otra definicién de ciclo limite en el contexto de los con-

juntos limites como sigue:

Definicién 3.13. Un ciclo limite Ly de un sistema plano es una orbita periodica

que se corresponde con el a-limite u w-limite de otra orbita distinta de Ly.

A continuacién, se dara una definicién que permitird agrupar los puntos depen-
diendo de su ubicacion respecto al ciclo. Esto sera de gran utilidad para la posterior

clasificacion de los ciclos limite.
Definicién 3.14. Si se considera una orbita periddica v en el plano, entonces

» El conjunto de puntos que pertenecen a la componente no acotada de R?* ~ ~y

se denominan exterior de v, Ext(7).

» Bl conjunto de puntos que pertenecen a la componente acotada de R? \ v se

denominan interior de vy, Int(y).

Asi, los ciclos limites en el plano pueden ser:
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» Estables: si w(q) = Lo para todo g € V.
» Inestables: si a(q) = Ly para todo ¢ € V.

» Semiestables: si w(q) = Ly para todo ¢ € V N Ext(v) y a(q) = Lo para todo
q € VN Int(y), o viceversa.

Asimismo, se puede obtener una clasificacién equivalente con el empleo de la
aplicacion de Poincaré P. Esto es debido a que, al ser Ly un ciclo limite, el punto

xo sera un punto fijo aislado. En este caso, tenemos que un ciclo limite es:

» Estable <= |P(z) — x| < |z — x| para todo z € ¥ \ {x} suficientemente

cerca.

» Inestable <= |P(x) — xy| > |x — x| para todo z € ¥\ {z¢} suficientemente

cerca.

» Semiestable <= |P(z) — x¢| < |z — x| para todo z € ¥ N Ext(y) \ {zo}
suficientemente cerca y |P(z) — xo| > |z — zo| para todo x € XN Int(y)~{zo}

suficientemente cerca, o viceversa.

En definitiva, un ciclo limite se considera estable cuando las trayectorias cercanas
se aproximan a ¢l a medida que el tiempo tiende a infinito. En cambio, si esta
aproximacion ocurre cuando el tiempo tiende a menos infinito, se clasifica como
inestable. Por otro lado, se habla de semiestabilidad si ambas situaciones ocurren

simultaneamente.

3.3. Teorema de Poincaré-Bendixson

En esta seccién se muestra uno de los teoremas mas importantes de la teoria
cualitativa de sistemas dinamicos planos: el Teorema de Poincaré-Bendixson. Dicho
teorema permite establecer un criterio para detectar la existencia de érbitas peridédi-
cas. No obstante, no se puede extender mas alla del plano, ya que el teorema de
la curva de Jordan resulta imprescindible para su demostracion y no se cumple en

dimensiones mayores. Las principales referencias serdn los libros [2], [6] y [12].

Una sucesién de puntos xg, 1, ... se dice que es monotona a lo largo de una
05 )
trayectoria si ¢ (zg) = x, con 0 < t; < ty < ..., es decir, si los puntos estan

ordenados temporalmente segin la evolucién del flujo ¢'. Por otro lado, se dice que
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es mondétona a lo largo de un segmento si z,, — zy es un multiplo no negativo
de x; — xg para n > 2, es decir, si x,, estd entre z, 1 y x,41 en el orden natural del

segmento, para n > 1.

Cuando un segmento interseca con una trayectoria, puede generar una sucesion
de puntos que sean monétonos en la curva pero no en el segmento, como se muestra
en la Figura 3.3, o viceversa. No obstante, si el segmento es una transversal al campo,

esto no puede ocurrir, como se muestra en la siguiente proposicién.

Tk

Tk42
Tk+41

Figura 3.3: Sucesién mondtona de una trayectoria.

Proposiciéon 3.15. Sea ¥ una transversal a X y sean xg,x1,... una sucesion de
puntos distintos de ¥ que pertenecen a la misma trayectoria . Si la sucesion es

monotona a lo largo de vy, entonces también es mondtona a lo largo de 3.

Demostracion.

Para la demostracién basta con considerar tres puntos xg, x1, T2, €l caso general
es analogo.

Se traza C' una curva cerrada y simple, formada por el segmento de érbita entre
To y x1, v el segmento T' de la transversal que los une. Por el teorema de la curva
de Jordan, Teorema 5.22 del anexo, R? \. C' genera dos componentes conexas, una
acotada (la coloreada de gris en la Figura 3.4) y otra no. A la componente conexa
acotada se la denotard D.

Se demostrara el caso en que la trayectoria de x; sale de D, como se muestra en
la Figura 3.4. Si la trayectoria entrase se seguiria un razonamiento similar.

En cualquier punto de 7', la trayectoria cruza la seccion de forma transversal
al flujo. Por lo tanto, al cruzar el borde de D, la trayectoria debe necesariamente
entrar o salir de D.

Sea T~ C T el conjunto de puntos donde las trayectorias salen de D y T* aquellos

que entran. Como T~ y T son subconjuntos abiertos, disjuntos y T =TT UT", la
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conexioén de T implica que T es vacio. Es decir, ninguna trayectoria entra en D al
cruzar 1T'.

Ademas, las trayectorias no pueden cruzar v en sentido contrario debido a la uni-
cidad de las soluciones. Por lo tanto, el conjunto R? \. D es positivamente invariante,
ya que, una vez fuera de D, las trayectorias permanecen alli.

Dado que x5 es la siguiente interseccion de v con 3, y v no puede regresar a D,
necesariamente xo € X N\ 7. Esto implica que x5 esta en el segmento de X que sigue
a x1, respetando la monotonia inducida por .

Finalmente, se puede concluir que x; se encuentra entre xy y xs. Por ende, la
sucesion xg, x1, o es monotona en X.

]

Figura 3.4: Posible configuracién de la curva C.

Proposiciéon 3.16. Dado x € R? y 3 una transversal a X, la interseccion w(z) N

contiene como mdzrimo un unico punto.

Demostracion.

Si w(z)NY = 0, el resultado es evidente. Por lo tanto, se supone que w(z)NX # ()
y se considera un punto ¢ € w(z) N 2.

Como ¢ € w(x), por la Proposicién 3.5, existe una sucesiéon t, — oo tal que
" (x) = ¢ cuando k — oo.

Dado que X es transversal al campo X, se puede aplicar el Teorema 3.10 de
rectificacion de flujo. Asi, cualquier punto y suficientemente cercano a ¥ cumple que
¢'(y) cruza ¥ en un tiempo positivo ¢ > 0 o negativo ¢ < 0, dependiendo de la
direccion del flujo.

En particular, para cada k € N, se define 2, = ¢"**5¢(z) € X, siendo sy, el tiempo
necesario para que el flujo cruce nuevamente ¥ tras ' (x). De esta forma, se obtiene

una sucesion de puntos xy en 2.
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Por la Proposicién 3.15, la sucesién (zx); es monétona y solo puede haber un
punto de acumulacién, lo que demuestra que w(z) N X = {q}.
m

Teorema 3.17 (Teorema de Poincaré-Bendixson). Sea X : R? — R? un campo
vectorial de clase C' y la ecuacion diferencial ¥ = X (x). Si para un punto xz € R>
su semidrbita positiva y*(x) estd acotada y w(x) no contiene puntos singulares,

entonces w(x) es una drbita periddica.

Demostracion.

Como la semidrbita positiva y*(x) estd acotada, por la Proposicién 3.5 se tiene
que el conjunto limite w(z) es no vacio, compacto y conexo. Por lo tanto, se puede
elegir un punto p € w(x).

Aplicando nuevamente la Proposicion 3.5, se tiene que el conjunto w(p) también
es no vacio y w(p) C w(x). Por tanto, se puede tomar un punto ¢ € w(p).

Dado que, por hipétesis, w(x) no contiene puntos singulares y w(p) C w(x), existe
una transversal X a X de forma que g € 3.

Como ¢ € w(p), nuevamente por la Proposicién 3.5, existe una sucesién ¢ — oo
tal que ' (p) — ¢ cuando k — oo. Ademds, dado que p € w(x), se tiene que
o' (p) € w(x) para k € N.

Siguiendo un razonamiento andlogo a la demostracién de la Proposicién 3.16, se
puede asumir sin pérdida de generalidad que ¢ (p) € ¥ para k € N.

Por lo tanto, ¢ (p) € w(p) N . Asi, por la Proposicién 3.16, se tiene que ¢ =
' (p) para todo k € N. Entonces, v(p) es una 6rbita periddica y v(p) C w(x).

Si se comprueba que w(z) = vy(p), se tendria que w(z) es una dérbita periédica,
ya que (p) lo es.

Se supondrd w(z) \ y(p) # 0. Esto implica que existen puntos en w(z) que no
pertenecen a la érbita periédica y(p).

Como w(z) es un conjunto conexo y y(p) C w(x), cualquier entorno de ~(p)
contiene puntos de w(x) que no pertenecen a 7(p). En particular, se puede tomar
un punto z € w(x) \ v(p).

Como 7(p) C w(z) y w(x) no contiene puntos singulares, existe una transversal
¥/ de X que interseca tanto y(p) como w(x) en un entorno de z. Por ende, hay al
menos dos puntos en w(z) N X', uno perteneciente a y(p) y otro a w(x) \ v(p). Sin
embargo, esta situacion contradice la Proposicion 3.16. Entonces se concluye que
w(z) = 1(z).

O
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Al igual que en la primera secciéon del capitulo, se puede dar un resultado analogo

para semidérbitas negativas acotadas.

Corolario 3.18. Sea X : R? — R2 un campo vectorial de clase C* y la ecuacion
diferencial © = X (z). Si para un punto x € R? su semidrbita negativa v~ (x) estd

acotada y a(x) no contiene puntos singulares, entonces a(z) es una orbita periddica.

Demostracion.

Se define la funcién g : R? — R? de forma que g(x) = —X(z). Siguiendo un
razonamiento similar al utilizado en la demostracién de la Proposicion 3.6, se obtiene
que v, (z) = vx () y ax(z) = wy(x), para z € R

Por dultimo, aplicando el Teorema 3.17 de Poincaré-Bendixson se concluye el
resultado de forma inmediata.

]
También existe una version mas general del Teorema de Poincaré-Bendixson:

Teorema 3.19. Sea X : R?> — R? un campo vectorial de clase C' y la ecuacion
diferencial © = X (x). Si para un punto x € R? su semidrbita positiva v (z) estd
acotada y existe un numero finito de singularidades, entonces se cumple una de las

siguientes afirmaciones:
» w(x) es una drbita periddica.
» w(x) es un punto singular.

» w(x) estd formada por conjunto de puntos singulares y drbitas, cada una de

ellas tendiendo a un punto singular.

Demostracion.

Se pueden distinguir tres casos posibles para w(z):

- Si w(x) no contiene puntos singulares: por el Teorema 3.17 se obtiene directa-

mente que w(x) es una dorbita periddica.

- Si w(x) no contiene puntos regulares: como w(z) es conexo, por la Proposicién
3.5, y hay un nimero finito de singularidades, entonces w(z) es un punto

singular.

- Si w(z) contiene tanto puntos singulares como regulares: sea ¢ una Orbita
formada tinicamente por puntos regulares contenida en w(x). Si w(¢) contiene

algin punto regular ¢, se puede tomar una transversal ¥ al campo X que
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pase por gq. Como ¢ C w(z), aplicando la Proposicién 3.16, se tiene que ¢
interseca a X en un unico punto. Asi, aplicando el Teorema 3.17 se tiene que
¢ es una Orbita periddica y, por ende, w(z) = ¢. Sin embargo, esto es una
contradiccién, ya que w(x) contiene puntos singulares. Por lo tanto, w(¢) es

un punto singular.

]

Finalmente, se presenta un ejemplo que destaca la relevancia de la hipotesis del

teorema en relacién con la finitud de las singularidades.

Ejemplo 3.20. Sea X un campo vectorial definido en la esfera 82. Este sistema

cumple que:
- Los polos norte y sur, N y S, son singularidades del campo vectorial.
- FEl ecuador forma una orbita cerrada.

- Las trayectorias restantes nacen en los polos y mueren en el ecuador.

S

Figura 3.5: Representacién del campo vectorial en 82.

Para modificar este campo se define una funcion ¢ : 8 — R, la cual es €, no
negativa y se anula exactamente sobre el ecuador.
Con esta funcion, se construye un nuevo campo vectorial dado por’ Y = po X,

donde se tiene que:
- Cada punto del ecuador se convierte en una singularidad.

- Las trayectorias que no estin ni en los polos ni en el ecuador tienen como

conjunto w-limite al ecuador completo.
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Entonces, para cualquier punto p que no esté ni en los polos ni en el ecuador, su
trayectoria es forzada a aproximarse al ecuador. Dado que el ecuador estd compuesto
ahora por un numero infinito de singularidades, el conjunto w-limite de p no puede
ser un unico punto o subconjunto del ecuador. Por lo tanto, el w-limite de p es el

ecuador completo.

Este ejemplo muestra que el Teorema de Poincaré-Bendixson no es valido sin la
hipdtesis de un nimero finito de singularidades. En este caso, el ecuador contiene

un numero infinito de singularidades, lo que incumple dicha condicién.






4. Bifurcaciones

El estudio de las bifurcaciones es una herramienta clave para analizar el compor-
tamiento de los sistemas dinamicos al modificar los parametros. En ellas, se represen-
tan alteraciones topoldgicas en la dindmica del sistema, lo que permite comprender
la estructura global del sistema y los cambios cualitativos que pueden surgir al variar
los parametros. Este tema no se tratara en profundidad, ya que excederia el propdsi-
to del trabajo, simplemente se llevara a cabo una introduccién. Para su estudio se

han empleado como fuente de referencia los libros [7], [11] y [13].

Un sistema dindmico dependiente de parametros se describe mediante la ecuacién
&= X(x,p) reR" peR™,
donde z son las variables del sistema y p los parametros.
Cuando el diagrama de fases de un sistema experimenta un cambio topoldgico
debido a la variacién de sus parametros, se produce una bifurcacién. Este fenémeno

ocurre en valores especificos de los parametros denominados puntos de bifurca-

cion.

Definicién 4.1. Un estrato es el conjunto de parametros en los que el sistema

tiene diagramas de fase topologicamente equivalentes entre si.

Es decir, dentro de un estrato, los comportamientos cualitativos del sistema no
cambian. De esta forma, se pueden agrupar todos los estratos en una estructura méas

general.

Definicién 4.2. El diagrama paramétrico es el conjunto de todos los posibles

estratos.

Al combinar este diagrama con los diagramas de fase, se obtiene una represen-

tacion completa del comportamiento del sistema.

29
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Definicién 4.3. El diagrama de bifurcacion es la combinacion del diagrama

paramétrico junto con sus diagramas de fase.

Las bifurcaciones que se observan en entornos pequenos de puntos de equilibrio
se conocen como bifurcaciones locales. Aquellas que no se pueden observar en es-
tos entornos se consideran bifurcaciones globales. Aunque algunas bifurcaciones
globales pueden incluir bifurcaciones locales, si se tiene en cuenta Unicamente las

locales se obtendria informacion parcial del sistema.

4.1. Bifurcaciones en el caso unidimensional

La consideracion de bifurcaciones de campos vectoriales en el caso unidimen-
sional es un recurso de gran utilidad para familiarizarse con el concepto. En este
contexto, se presentaran los tres ejemplos mas simples y representativos: la bifurca-

cién silla-nodo, la bifurcacién transcritica y la bifurcacién de pitchfork.

Todos los ejemplos analizados se corresponden con un sistema de la forma = =

X(x,p), donde x € Ry u € R actia como parametro de bifurcacion.

Ejemplo 4.4 (Bifurcacion silla-nodo). Se considera el sistema

= p—a’

Los puntos de equilibrio se determinan resolviendo X (z, 1) = 0, es decir, x> = p.

Por lo tanto, sus puntos de equilibrio son x = £,/u.

A continuacion, se analizan los distintos casos en funcion del parametro pu:

- St g > 0 hay dos puntos de equilibrio, en x = £./j. Como DX (£\/j1, 1) =
F2,/u, entonces el punto x = (/i es estable, mientras que el punto x = —\/it
es inestable.

- Si ;= 0 solo hay un punto de equilibrio, en x = 0. Como DX(0,0) = 0,

entonces x = 0 es un punto critico no hiperbalico.
- Si < 0 no hay puntos criticos, ya que x> = j no tiene soluciones reales.

El valor critico de bifurcacion es u = 0, ya que se produce una transicion cua-
litativa en el nimero de puntos de equilibrio. Este comportamiento se ilustra en el

diagrama de la bifurcacion mostrado en la Figura 4.1, el cual estd dividido en tres
estratos: {pn > 0}, {u =0} y {u < 0}.
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u>0 p=70 p <0

T —a—o—>——=—— I —a—o—=— €T -¢

~Vi VA 0

Figura 4.1: Diagrama de bifurcacién del sistema & = p — 2.

Ejemplo 4.5 (Bifurcacién transcritica). Se considera el sistema

&= px — 22
n este caso, los puntos de equilibrio se corresponden con los valores donde
E t , 1 tos d lib d [ [ dond
2 .
pr —x° =0, es decir, en x =0 y x = p.

En funcion del valor del parametro u se tiene que:

- Si > 0 hay dos puntos de equilibrio, en x =0 y x = p. Como DX (0, ) =
p > 0, entonces el punto x = 0 es inestable. Sin embargo, DX (pu, p) = —p < 0,

por lo que el punto x = u es estable.

- Si = 0 solo hay un punto de equilibrio, en x = 0. Como DX(0,0) = 0,

entonces x = 0 es un punto critico no hiperbdélico.

- Si pu < 0 hay dos puntos de equilibrio, en v =0 y x = p. Como DX (0, ) =
p < 0, entonces el punto x = 0 es estable. Sin embargo, DX (p, 1) = —p > 0,

por lo que el punto x = p es inestable.

Nuevamente, el valor critico de bifurcacion es p = 0, ya que se produce una
transicion cualitativa en el numero de puntos de equilibrio. Este comportamiento
se ilustra en el diagrama de la bifurcacion mostrado en la Figura 4.2, el cual estd
dividido en tres estratos: {u > 0}, {u =0} y {u < 0}.

p>0 p=70 p <0

I —t—o—>——<=—— €L —a——e—=——— €I —t+—o—>——=——

0 0 T

Figura 4.2: Diagrama de bifurcacién del sistema & = pux — x2.
Ejemplo 4.6 (Bifurcacién de pitchfork). Se considera el sistema

&= px — 2.
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Los puntos de equilibrio se corresponden con los valores donde pux — x3 = 0, es
decir, enx =0 y x = &,/

Dependiendo del valor del pardametro i se tiene que:

- St > 0 hay tres puntos de equilibrio, en x = 0 y v = £,/j1. Como DX (0, 1) =
p > 0, entonces el punto x = 0 es inestable. Sin embargo, DX (£./j1, j1) =
—2u < 0, por lo que los puntos x = £,/i son estables.

- Si p < 0 solo hay un punto de equilibrio, en x = 0. Como DX(0,0) = 0,

entonces x = 0 es un punto critico no hiperbdolico.

El valor critico de bifurcacion es p = 0, ya que se produce una transicion cua-
litativa en el numero de puntos de equilibrio. Este comportamiento se ilustra en el
diagrama de la bifurcacion mostrado en la Figura 4.3, el cudl estd dividido en dos
estratos: {p > 0} y {p < 0}.

p>0 p<0

€T oo >0 < Xr—rr—o—=———

Vi 0 —ve 0

Figura 4.3: Diagrama de bifurcacién del sistema & = pz — 3.

Conviene mencionar que el Teorema de Poincaré-Bendixson garantiza la exis-
tencia de ciclos limite en sistemas bidimensionales, pero no en unidimensionales,
donde no existen. Por ende, en sistemas unidimensionales tampoco pueden ocurrir

bifurcaciones asociadas a ciclos limite.

4.2. Bifurcacion de Poincaré- Andronov-Hopf

Se considera el sistema dindmico @ = X (z, ), donde x € R™ y p € R.

Una bifurcacion de Hopf se produce cuando un par de autovalores complejos
conjugados de la matriz jacobiana del sistema, evaluada en un punto de equilibrio,
se acercan al eje imaginario y se vuelven imaginarios puros, es decir, A = +iw, con

w > 0.

Para que ocurra una bifurcacién de Hopf es necesario que la dimensién del sistema

sea al menos n > 2, ya que se requiere un par de autovalores complejos conjugados.
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El siguiente ejemplo se corresponde con un sistema dindmico que presenta una
bifurcacién de Hopf en su forma normal. Esta forma es una versiéon simplificada del
sistema original, obtenida eliminando los términos que no afectan la dindmica cuali-
tativa. De esta manera, se resaltan tinicamente los términos esenciales responsables

de la aparicién de ciclos limite, como se analiza a continuacién.

Ejemplo 4.7 (Bifurcacién de Hopf). Se considera el sistema dindmico plano no
lineal dado por
T = ur—y—ay*—a’
{ y = x+py -2ty -y’
donde 1 es un pardmetro real.

El inico punto critico del sistema es el origen (0,0) y la matriz Jacobiana eva-

D0, 1) = [’f _ul] -

Los valores propios de esta matriz son: X = pu % 1.

luada en €l es:

A continuacion, se estudia el comportamiento del sistema a medida que varia p:

- St pu < 0: los valores propios son complejos conjugados con parte real negativa,

por lo que el origen es un foco estable.

- Si > 0: los valores propios son complejos conjugados con parte real positiva,

por lo que el origen es un foco inestable.

- St = 0: los valores propios son imaginarios puros, lo que sugiere la posibilidad

de una bifurcacion de Hopf.

Para estudiar el comportamiento del sistema cerca del origen se pasa el sistema

T = rcosf
y = rsind

Para ello, se calculan las derivadas de x e y:

a coordenadas polares:

i = 7cosf —rfsinf
§y = 7rsinf+rfcosb

Sustituyendo & e y en el sistema original y simplificando se obtiene el sistema

Po=r(p—r?)
0 = 1

La estabilidad de las posibles soluciones de la primera ecuacion son:

en coordenadas polares:
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- Parar =0: st p <0 entonces 17 < 0, por lo que el origen es estable. Si pu > 0
entonces 1 > 0, y el origen es inestable.

- Parar = /i si p > 0: linealizando se obtiene que la solucion es estable.

Finalmente, el comportamiento cualitativo del sistema en funcion del valor del
parametro p es:

- Para pp < 0: el origen es un foco estable.

- Para p = 0: la ecuacién 7 = —r3 < 0 para cualquier v > 0, por lo que las

trayectorias son espirales atraidas hacia el origen, es decir, es un foco estable.

- Para p1 > 0: aparece un ciclo limite estable v, (t) = \/f(cost,sint)” y el origen

se vuelve inestable.

Por lo tanto, el sistema presenta una bifurcacion de Hopf en p = 0. En la Figura

4.4 se muestra el diagrama de bifurcacion, el cual estd dividido en dos estratos:
{n <0} y{n>o0}

1 n<0
NNV 77772777===7]
Wil z—=—==
WY 7 fsssmnnnn
0.5 N\ 1 v
"N ==
N J\////:t????iit
NN TS
S NER
\\\\\\\::j',/« /1 X §1§§
=N
0.5 = AN
o7 1 § AN
=ik
= (i
-1 0 1 -1 0 1
X X

Figura 4.4: Diagrama de bifurcaciéon de Hopf.

Este ejemplo muestra como el analisis en coordenadas polares facilita la identi-
ficacién del ciclo limite y su estabilidad. Ademés, dado que la bifurcaciéon ocurre en

un entorno cercano al origen, se trata de una bifurcacién local.
Nota 4.8. El sistema con los signos de los términos no lineales cambiados, es decir,

T = pr—y+ay?+ad
gy o= cs+py+aty+y’

se analizaria de forma andloga dando lugar también a una bifurcacion de Hopf. Sin

embargo, en este caso el ciclo limite seria inestable.
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En el primer sistema, el ciclo limite es estable, por lo que a esta bifurcacién se
la denomina bifurcacién de Hopf supercritica. Por el contrario, para el segundo
sistema, el ciclo limite es inestable, lo que corresponde a una bifurcacion de Hopf

subcritica.

El siguiente teorema establece que los términos de orden superior no influyen en
el comportamiento de la bifurcacién. La demostracion no se incluye ya que excede

la finalidad de trabajo y se puede consultar en [11].

Teorema 4.9. Cualquier sistema bidimensional
&= X(z,p)
que tiene en p = 0 el equilibrio x = 0, y cuyos valores propios son
A=tw, w>0,

es topologicamente equivalente, desde un punto de vista local, a una de las siguientes

()= 2 C)eeen ()

Ejemplo 4.10. Se considera el sistema dindmico

formas normales:

T T+y
gy = (=24 (p—1ly—a®—z%

El origen es un punto de equilibrio, ya que al sustituir v =y = 0 se obtiene que
r=9y=0.

Ademds, el sistema linealizado en torno al origen es de la forma

T rT+y
y = (p=2)z+ -1y

Cuando p = 0, la matriz jacobiana asociada al sistema linealizado es
1 1
-2 -1/’

Por lo tanto, se cumplen las hipotesis del Teorema 4.9 y el sistema no lineal es

cuyos autovalores son A = =i.

topologicamente equivalente a una de las correspondientes formas normales.






5. Anexo

Se incluye un recordatorio de definiciones o resultados que, a lo largo del tra-
bajo, se han dado por conocidos debido a su uso reiterado a lo largo del grado en

asignaturas de ecuaciones diferenciales, analisis mateméatico o algebra lineal.

Definicién 5.1. Sea X un espacio vectorial y sean X1 y X subespacios de X. Se

dice que X es la suma directa de X, y X si se cumple que
» [a interseccion de Xy y Xa es el conjunto cero, es decir, X1 N Xy = {0}, y

s todo elemento x € X puede expresarse de forma unica como suma de elementos

de X1 y Xs; esto significa que existen x1 € Xy y xo € X tales que x = x1+x5.

En este caso, se dice que X es la suma directa de X1 y Xo, y se denota por X =

X1 ® Xs. St hubiera un numero finito de subespacios se definiria de forma similar.

Definicién 5.2. Una funcion X : U C R* — R™, con n,m € N, es uniforme-
mente continua en U si, para todo € > 0, existe 0 > 0 de forma que si x,y € U
cumplen ||z — y|| < §, entonces || X (z) — X(y)|| < e.

Definicién 5.3. Una funcion X : E — R", con E C R", se dice localmente

lipschitziana en x si, para todo subconjunto compacto K C E, existe L > 0 tal
que [|X(x) = X(y)l| < Lllz —yl], Vz,y € K.

Proposicién 5.4. Si la funcion X es de clase C* entonces es localmente lipschitzia-
na.

Teorema 5.5 (Teorema de la funcién inversa). Sea F': A C R* — R" una apli-
cacion de clase C*, con k > 1, definida en un abierto A, y sea a € A. Si la matriz
jacobiana DF(a) es invertible (det(DF(a)) # 0), entonces existen abiertos V.C A
yW CR" cona €V y F(a) € W, tales que F|y : V — W es un difeomorfismo de
clase COF.

67



68 CAPITULO 5. ANEXO

Definicién 5.6. Sea xg € R" yx : I — R™ una solucion de & = X (x) con xy = z(0).
La solucion se dice que es maximal si para toda solucion y: J — R™ con [ C J
Yy x = Yls, entonces I = J y, por tanto, x = y. Ademdas, al intervalo I = I, se le

denomina intervalo maximal.

Proposicién 5.7 (Lema de Gronwall). Sean w,v : [a,b] — R" funciones continuas

conv >0 yceR. Sipara todo t € [a,b] se cumple que

u(t) < c+/ u(s)v(s)ds

entonces se tiene que

Teorema 5.8 (Teorema de existencia y unicidad). Sea & = X (x) con X : E — R"
continua y localmente lipschitziana en E C R™, entonces para todo ¢ € E existe una
solucion unica del problema de valores iniciales & = X (x), con x(0) = xy. Ademds,

la solucion depende del punto inicial.

Teorema 5.9. Si la funcion X : E— R"™ es continua y localmente lipschitziana en
x en un conjunto abierto E C R x R", entonces para todo (to,zo) € E eziste una

unica solucion del problema de valor inicial
iy = X(t,x)
Jf(to) = Xy

en un intervalo abierto que contiene a ty.

Teorema 5.10. Si la funcion X : E — R" es continua y localmente lipschitziana
en x en un conjunto abierto E C R x R™, entonces para todo (to,xo) € E existe una

unica solucion ¢ : (a,b) — R™ del problema de valor inicial
iy = X(t,x)
JZ(to) = X

de forma que, para cualquier otra solucion x : I, — R™ del mismo problema, se

cumple que I, C (a,b) y x(t) = p(t) para t € I,.

Teorema 5.11. Sea A € L(R"), to € R, zo € R"™. Entonces el problema de valor

inicial
T = Ax
xr (to) = X

tiene solucion tnica dada por x(t) = eAt—0) g,
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Proposicién 5.12 (Férmula de variacion de las constantes). Sea b : R — R™ una

funcion continua y (to, zo) € R x R™. El problema de valor inicial

{ i = Az +b(t)

l’(to) = o

tiene como solucion

t
z(t) = et g —|—/ eA=9b(s)ds

to

y su intervalo mdximo de definicion es R.

Proposiciéon 5.13. Si una matriz A de tamano n xn tiene todos los autovalores con
parte real negativa, entonces existen constantes ¢,d > 0 de forma que ||e?|| < ce™®,
para todo t > 0. Sin embargo, si tiene todos los autovalores con parte real positiva,

entonces existen constantes c,d > 0 de forma que ||et|| < ce®, para todo t < 0.

Teorema 5.14. Sea X : E — R" una funcion continua y localmente lipschitziana en
x en un conjunto abierto E C RxR™. Si una solucion x(t) de la ecuacion & = X (t, )
tiene como intervalo maximal I, = (a,b), entonces para todo subconjunto compacto
K C FE existe e > 0 tal que (t,x(t)) € E\ K, para todo t € (a,a+¢)U (b—¢,b) (si

a = —oo el primer intervalo es vacio y si b= oo el sequndo es vacio).

Definicién 5.15. Un espacio métrico (X,d) se dice que es completo si toda

sucesion de Cauchy en X es convergente.

Proposicion 5.16. El conjunto de todas las funciones continuas acotadas X : E —
R", siendo E C RF un conjunto cerrado, es un espacio métrico completo con la
distancia d(x,y) = sup{||z(t) — y(t)|| : t € E}.

Definicién 5.17. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Se dice que una trans-
formacion T : X — X es una contraccion si existe A\ € (0,1) de forma que
d(T(x),T(y)) < Ad(z,y) para todo x,y € X.

Teorema 5.18. Sea (X, d) un espacio métrico completo. St T : X — X es una

contraccion entonces T tiene un unico punto fijo.

Teorema 5.19 (Teorema del valor medio). Sean A un abierto convero de R™ y
f A= R una funcion diferenciable en A. Dados x,y € A, existe un punto z en el

segmento que une x ey, tal que
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Teorema 5.20 (Prueba M de Weierstrass). Si ezisten constantes C;, coni = 1,2, ...,
de forma que se verifica |g;(t)] < C; para todo t € [a,b] y > .oy C; es convergente,

entonces la serie de funciones y .o, g;(t) es uniformemente convergente en [a,b].

Proposicién 5.21. Sea una matriz A € R™™™ con n_ autovalores con parte real
negativa, ny autovalores con parte real positiva y ng autovalores con parte real nula,

tales que n = n_ + ny 4+ ng. Entonces existe una matriz reqgular T' € R™™ tal que

B. 0 0
T'AT=B:=|0 B, 0|,
0 0 By

donde B_, By y By son matrices cuadradas de dimensiones n_, n, y ng respectiva-
mente. Ademds, los valores propios de B_, B, y By se corresponden con los valores

propios de A con partes reales negativas, positivas y nulas, respectivamente.

Teorema 5.22 (Teorema de la curva de Jordan). Sea C' el soporte de una curva
continua, cerrada y simple en R%. Entonces el complementario de C, R? . C, tiene
exactamente dos componentes conexas con C como frontera, una acotada y la otra

no.

Los siguientes teoremas de topologia algebraica, aunque estan fuera del alcance de
este trabajo, se incluyen por su uso previo en él. Se puede consultar su demostracion

en el libro [4].

Teorema 5.23 (Teorema del punto fijo de Brower). Sea B C R™ una bola cerrada.

Cualquier funcion continua H : B — B tiene al menos un punto fijo.

Teorema 5.24 (Teorema del dominio invariante). Si h : U — R"™ es una funcion
continua inyectiva en un conjunto abierto U C R", entonces V = f(U) es abierto y

hly : U — V' es homeomorfismo.
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