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Resumen

En este trabajo se desarrolla un modelo numérico para simular la apariencia visual de un
disco de acrecion alrededor de objetos compactos descritos por la métrica Black Bounce. Se
consideran orientaciones arbitrarias del disco, distintos perfiles de emision y corrimientos
al rojo gravitacionales y Doppler. Los resultados muestran que la orientacion del sistema,
la cinematica del disco y la geometria del espacio-tiempo influyen de forma significativa en
la imagen observada, especialmente en la forma, simetria y brillo de las tres imagenes mas
relevantes: directa, de lente y anillo de fotones. En conjunto, el estudio aporta una vision
mas detallada de los mecanismos que determinan la estructura de las sombras en entornos
gravitacionales extremos.
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Abstract

This work develops a numerical model to simulate the visual appearance of an accretion
disk around compact objects described by the Black Bounce metric. Arbitrary disk orienta-
tions, different emission profiles, and both gravitational and Doppler redshifts are conside-
red. The results show that the system'’s orientation, the disk’s kinematics, and the space-
time geometry significantly affect the observed image, especially in the shape, symmetry,
and brightness of the three most relevant components: the direct image, the lensed image,
and the photon ring. Overall, the study provides a more detailed understanding of the me-
chanisms that shape shadows in extreme gravitational environments.
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Capitulo 1. Introduccion

Desde la formulacion de la teoria general de la relatividad por Albert Einstein en 1915, es-
ta se ha consolidado como una herramienta fundamental para comprender la estructura y
evolucion del universo. Como teoria de la gravedad que es, su impacto ha sido decisivo en
el desarrollo de las teorias cosmologicas modernas, asi como en el estudio de fenomenos
extremos como los agujeros negros. Ademas, la relatividad general ha permitido predeciry
explicar efectos como las lentes gravitatorias, que revelan informacion sobre la distribucion
de materia en el cosmos. En este contexto, el estudio de la propagacion de la luz en espacio-
tiempos curvos, propagacion que se hace a travées de las llamadas trayectorias o geodésicas
nulas, resulta esencial para interpretar correctamente fenomenos en los que estan implica-
dos fuertes campos gravitatorios. Esto sucede especialmente en los cuerpos compactos o de
alta densidad.

1.1 Antecedentes y justificacion

Poco después de que de Albert Einstein publicara las ecuaciones de campo que descri-
bian los fendmenos gravitatorios, Karl Schwarzschild encontrd una solucion exacta a dichas
ecuaciones para el caso de una distribucion de masa esféricamente simeétrica en el vacio: la
métrica de Schwarzschild. Esta solucion implicaba la existencia de una region del espacio-
tiempo de la que nada, ni siquiera la luz, podria escapar. A esta region se la denomino agujero
negro, y a su frontera, horizonte de sucesos. Sin embargo, en aquel momento, muchos fisicos
consideraban estos objetos como una curiosidad matematica sin realizacion fisica.

Sin embargo, con el avance de la astrofisica estelar a mediados del siglo XX, se descubrio
que las estrellas muy masivas podian colapsar tras agotar su combustible nuclear. Este colap-
so podria llevar, si la masa es suficiente, a la formacion de un agujero negro. Esta posibilidad
teorica cobro fuerza con la observacion de fuentes compactas de rayos X y la dinamica de
sistemas binarios, donde objetos invisibles causaban efectos gravitatorios intensos.

Un avance decisivo ocurrio en los anos 1990 y 2000, cuando observaciones del centro
galactico revelaron el movimiento de estrellas alrededor de un punto aparentemente vacio,
conocido como Sagitario A* Estudios liderados por Reinhard Genzel y Andrea Ghez mostraron
que estas estrellas seguian orbitas cerradas extremadamente rapidas, lo que implicaba la
presencia de un objeto invisible con una masa de unos millones de veces la del Sol confinado
en un espacio minusculo [4]. Esas observaciones eran compatibles con la existencia de un
agujero negro supermasivo en ese lugar. El descubrimiento fue tan importante que ambos
investigadores fueron galardonados con el Premio Nobel de Fisica en 2020.

Mas recientemente, la existencia de los agujeros negros ha sido reforzada por la detec-
cion de ondas gravitacionales procedentes de fusiones de agujeros negros (LIGO/Virgo, desde
2015) y por la obtencion de imagenes del entorno del horizonte de sucesos mediante el Event
Horizon Telescope (EHT). En 2019, el EHT revel6 la primera imagen de la sombra de un agujero
negro en la galaxia M87 [1], y en 2022 logro una imagen similar de Sagitario A* [2], cerrando
asi un siglo de especulacion con evidencia directa.

Las imagenes obtenidas por el EHT no muestran el horizonte de sucesos, sino el llamado
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disco de acrecion. Un disco que esta formado por materia que gira a gran velocidad alrededor
del agujero negro y que, al calentarse por friccion y efectos gravitatorios extremos, emite
radiacion. Debido a los intensos campos gravitatorios, la luz que proviene del disco sufre
curvaturas extremas, influyendo sobre la forma y el brillo con que se percibe desde la Tierra.

Estudiar teoricamente como veria este disco un observador lejano es de gran interés, ya
que permite contrastar las predicciones de la relatividad general con las observaciones. Di-
versos trabajos han simulado la imagen de un agujero negro rodeado de un disco de acrecion
delgado bajo distintas teorias de emision y geometrias del espacio-tiempo [9, 6, 7]. En par-
ticular, en [7] se analiza como varia el aspecto del entorno del agujero negro suponiendo
una geometria del espacio-tiempo conocida como black bounce. Estas simulaciones permi-
ten explorar configuraciones alternativas al agujero negro clasico y examinar las posibles
diferencias observacionales.

1.2 Objetivos

En trabajos anteriores como [6, 7] se simula la apariencia optica de objetos compactos
rodeados por un disco de acrecion situado frente al observador, pero seria deseable poder
considerar otras orientaciones del disco. Para ello se plantean los siguientes objetivos:

- Extender el modelo de black bounce de [7] para considerar orientaciones arbitrarias del
disco de acrecion.

« Analizar el efecto de distintos perfiles de emision del disco de acrecion sobre la imagen
obtenida, comparando como varia la apariencia en funcion del modelo de luminosidad
adoptado.

- La geometria Black Bounce tiene un parametro caracteristico en funcion del cual se pue-
de modelar desde agujeros negros a agujeros de gusano con diferentes aperturas. Esto
permitira estudiar como cambia la imagen observada en funcion de este parametro.

Con este enfoque, se espera aportar una mejor comprension del papel que juegan tanto
la geometria del espacio-tiempo como la orientacion del sistema en la apariencia visual de
objetos compactos.

1.3 Contenido de la memoria

El resto de la memoria se organiza de la siguiente manera: en el segundo capitulo se re-
pasan brevemente los fundamentos de la teoria general de la relatividad necesarios para
comprender la propagacion de la luz en campos gravitatorios intensos. En el tercer capitu-
lo se estudian las trayectorias nulas en geometrias esféricamente simétricas, con especial
atencion a su relevancia en la formacion de sombras gravitatorias. El cuarto capitulo esta
dedicado a la simulacion de la apariencia optica de estos objetos, considerando diferentes
orientaciones del disco de acrecion y variaciones en la geometria del espacio-tiempo tipo
Black Bounce. Finalmente, en el capitulo quinto se presentan las conclusiones del trabajo y
posibles lineas futuras de investigacion.




Capitulo 2. Estructura del espacio-tiempo

La concepcion moderna de la gravedad surge de un cambio profundo en nuestra com-
prension del espacio y el tiempo. En la teoria general de la relatividad, la gravedad deja de
entenderse como una fuerza para interpretarse como una manifestacion de la curvatura del
espacio-tiempo, inducida por la presencia de masa y energia. Este cambio tiene sus raices
en la necesidad de incorporar el electromagnetismo de Maxwell dentro del marco del princi-
pio de relatividad galileano, lo que llevo al desarrollo de la teoria especial de la relatividad.
Dicha teoria unifica espacio y tiempo en una estructura cuatridimensional y sustituye las
transformaciones de Galileo por las de Lorentz. En este nuevo marco, la formulacion clasica
de la gravedad de Newton resultaba incompatible, lo que motivo la creacion de una nueva
teoria: la relatividad general, que describe los fenomenos gravitatorios como resultado de la
geometria del espacio-tiempo.

2.1 Relatividad especial

Uno de los pilares del pensamiento fisico clasico es el principio de relatividad de Galileo,
segun el cual las leyes de la mecanica son las mismas en todos los sistemas de referencia
inerciales, es decir, aquellos que no estan sometidos a aceleraciones y que se mueven a
velocidad constate unos respecto de otros.

Supongamos un sistema inercial S con coordenadas (¢, z, y, z) y otro sistema también iner-
cial S’ con coordenadas (', 2,1/, 2') que se mueve con velocidad constante v respecto a S a
lo largo del eje x (figura 2.1). Si suponemos que ent = t' = 0 los sistemas Sy §’ tiene el
mismo origen y orientacion de los ejes, y ademas que 2’ = 0 se corresponde siempre con
x =wvt,yxr = 0conz’ = —ot/, las transformaciones de coordenadas tendran la siguiente
forma genérica:

t' = At + Bz Suponiendo: t' = At + Bz

2 =Dt + Ex ¥ =0—x=ut 2= Az — vt

, = L @ =Ale-ol) (21)
Yy =y r=0—2 = —vt Yy =y

2=z =D=—-Fv,D=—Av 2=z

Figura 2.1: Transformacion de coordenadas.

La mecanica clasica asume que existe un tiempo absoluto de forma que para cualquier
observador el origen de tiempos es el mismo, ¢ = . Esto implica que A =1y B = 0, lo cual
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nos lleva a las transformaciones de Galileo:

t=t, o =x—ut, y’:y, 7 =z

2.1.1 Transformaciones de Lorentz

Las transformaciones de Galileo presuponen un tiempo absoluto y separan espacioy tiem-
po como entidades independientes. Sin embargo, las ecuaciones de Maxwell para el electro-
magnetismo predicen que la velocidad de la luz en el vacio es constante e independiente
del estado de movimiento del observador, lo que contradice el marco galileano. Para recon-
ciliar esta discrepancia, se propuso el éter como un medio absoluto de referencia, pero el
experimento de Michelson-Morley lo refuto.

Einstein resolvio este conflicto con la teoria especial de la relatividad (1905), basada en
dos postulados: (1) las leyes de la fisica son las mismas en todos los sistemas inerciales y (2)
la velocidad de la luz c es constante para todos los observadores inerciales. Segln esto, si en
t =t' = 0 sale un rayo de luz desde x = 2/ = 0 en direccion z, se deberia cumplir que z — ct =
2’ — ct’ = 0. Imponiendo estas condiciones a las transformaciones genéricas 2.1 se obtiene
las transformaciones de Lorentz [8]. En la parte central de 2.2 se tiene la forma mas usual de
estas transformaciones en forma matricial. En ella se toma como coordenadas temporales
ct y ct/, que tienen dimensiones de longitud y ademas hace que las transformaciones sean
simétricas. Para hacer el cambio de coordenadas inverso basta con sustituir v por —v.

P Y

=t sz) ct! vy =8 0 0 ct con .

/o ! _ _

VI 2 B I ) v
!

y, Y 2 0 0 0 1) \z g="1

z = c

Por ser estas transformaciones lineales, los incrementos transforman como las coordena-
das. Si aplicamos 2.2 al vector de incrementos (0, Az, 0,0), obtenemos que At = —y38Ax"y
Ax’ = yAz. Esto permite observar tres fenomenos. El primero es la relatividad del concepto
de simultaneidad. Lo que en S es simultaneo (At = 0), en S’ no lo es (At < 0). El segundo
es la contraccion de longitudes en la direccion del movimiento (Az = Az’/~), lo cual impli-
ca que las longitudes en la direccion del movimiento de S’ son vistas contraidas desde S.
El tercero es la dilatacion temporal. Si aplicamos la transformacion inversa de 2.2 al vector
(At’,0,0,0), obtenemos que dt = ~dt'. Este hecho implica que los relojes que se mueven con
S’ van mas lentos que los de S.

La transformacion anterior, con la configuracion de los ejes dadas, se conoce como boost
sobre el eje z. De forma similar se pueden plantear sobre los otros ejes. Ademas, si los ejes
de S’ estan girados respecto a los de S, o la direccion de v no coincide con un eje de "S",
habria que aplicar transformaciones de giros y el boost en el orden adecuado para llegar a
las transformaciones correctas. Estas trasformaciones se suelen representar en notacion mas
compacta como’:

/ ’
= Az

/ . .-
donde AL son los componentes de la matriz de transformacion y z*' y z* las coordenadas
(ct,z,y, z) en cada sistema de referencia.

'En este texto, como en otros de que abordan relatividad, se usara el criterio de sumacion de Einstein. Cuando
en una formula aparecen multiplicaciones de elementos con indices repetido arriba y abajo, se entiende que
hay un sumatorio sobre el indice repetido. Asi, por ejemplo: z* = A% 2 = >~ A% ¥
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2.1.2 Espacio-tiempo de Minkowsky

Una de las propiedades mas significativas de las transformaciones de Lorentz es la inva-
rianza del intervalo espacio-temporal entre dos sucesos. Si consideramos dos eventos con
coordenadas (t1, z1,y1, 21) Y (t2, 2,92, 22), €l intervalo entre ellos se define como:

As? = —2A? + Ax® + Ay? + A2,

donde At = t; — t; y analogamente para las coordenadas espaciales. Este valor, a diferen-
cia de las coordenadas individuales de cada evento, se mantiene invariante bajo cualquier
transformacion de Lorentz. Esta invarianza asegura que todos los observadores inerciales
concuerdan en el valor de As?, lo que lo convierte en un objeto geométricamente significa-
tivo.

Segin el signo de As?, se distinguen tres tipos de intervalos entre sucesos:

* SiAs? < 0, elintervalo es temporal, y los sucesos pueden estar conectados causalmente
mediante una senal que viaje a una velocidad menor que la de la luz.

* Si As? > 0, el intervalo es espacial, y no existe una conexion causal posible entre ellos.

+ Si As? = 0, el intervalo es nulo, y los sucesos pueden estar unidos por una sefal que
viaja exactamente a la velocidad de la luz.

Esta estructura esta codificada en la métrica de Minkowski, que actia como regla para
medir “distancias” en este espacio cuatridimensional. En notacion tensorial, el intervalo se
expresa como:

As? = g, Azt Ax”,

donde 1, son los componentes del tensor métrico de Minkowski, dado por:

100 0
(o 100
1o 010

0 00 1

Esta métrica permite definir el producto interno entre dos vectores con componentes A
y B¥ de la siguiente forma: ,, A*B" = A,B*, donde A, = n,,,A”. En este contexto, hay que
distinguir entre coordenadas contravariantes (4#) (con superindices) y covariantes (4,,) (con
subindices). La métrica actia como un operador que permite subir y bajar indices, de modo
que A, = nu A,y viceversa, A* = n"”A,, donde n*¥ es la inversa de 1,,, que en este caso
son coincidentes.

Hay que destacar que la métrica de Minkowsky no es definida positiva, como en el caso
del espacio euclideo, lo que refleja la profunda diferencia con la vision clasica del espacio y
del tiempo. En el espacio-tiempo de Minkowski los intervalos pueden ser negativos, nulos o
positivos, y el tiempo se entrelaza con el espacio de forma inseparable. Este enfoque geomeé-
trico permite describir las leyes fisicas de manera coherente en todos los sistemas inerciales
y constituye la base para la formulacion de la relatividad general.

2.1.3 Cuadrimomento y espacio de fases

En el contexto de la relatividad especial, las magnitudes cinematicas clasicas, como la
velocidad y el momento, dejan de tener sentido absoluto. En este marco, el tiempo no es
universal, por lo que se hace necesario definir una derivada temporal que sea coherente para
todos los observadores. Un posible tiempo invariante es el que se denomina tiempo propio,
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que no es otra cosa que el tiempo medido por un reloj solidario al movil, y que se denota
por 7. Debido a la dilatacion temporal, dr estara relacionado con el tiempo coordenado por
dr = dt/~. Con esto, se define la cuadrivelocidad como:

dt d

d
= — t = —
U (ct ey, 2) = -

dr

ct, ¢y, Z) = ’Y(C’ Vg, Uy, Uz)

Esta magnitud, por construccion, es un vector en el espacio de Minkowski, y como tal,
transforma bajo las transformaciones de Lorentz de la misma forma que las coordenadas. El
modulo cuadrado de la cuadrivelocidad es un invariante con valor: U*U,, = —c?

De forma analoga a la definicion de momento en la mecanica clasica, en el contexto rela-
tivista se puede definir el cuadrimomento como:

ymoc?

E
>, YO Ug, YO Vy, 7movz> = <C’ p> (23)

P:mOU:<

donde my es la masa en reposo, p’ = ymg(vg, vy, v;) €s el momento lineal relativistay £ =
ymoc? la energia total de la particula. Aligual que U, P transforma como un vector bajo trans-
formaciones de Lorentz, y su modulo también es invariante: PP, = —mZc?. Este resultado
hace que la energia y el momento estén también acoplados, como se muestra en la famosa
relacion:

E? = p202 + m%c4 (2.4)

e Volumen del espacio de fases

En muchas aplicaciones fisicas es esencial considerar no solo una particula, sino distri-
buciones de particulas en el [lamado espacio de fases, cuyas coordenadas son las posicio-
nes y momentos (Z,p). Se define el volumen elemental del espacio de fases como: dVps =
dVs dVp = (dz dy dz) (dp, dpy dp.). Para analizar sistemas compuestos por muchas particulas,
como haces luminosos formados por fotones, es interesante conocer como transforma dVjps
ante cambios de sistemas de referencia [5].

Considérese un haz de particulas moviéndose respecto a un sistema inercial S a lo largo
del eje = con una velocidad v. Supongamos un sistema S/, comovil con el haz, y con ejes
orientados como en S. Dentro de una region diferencial dV{ = dx’ dy’ d2’ habra un conjunto
de particulas con una dispersion de momentos contenidos en un volumen dVyy = dp;, dp;, dp,.
Por la contraccion de longitudes en la direccion del movimiento, tendremos que el volumen
VZ/ transformara segun:

1 1
dVs =dxdydz = ;dm’ dy' dz = —st’ (2.5)
Y

Por otro lado, si diferenciamos el cuadrimomento 2.3, (dE'/c, dp/,, dp;,, dp’,), y lo pasamos
a S utilizando la transformacion inversa de 2.2 llegamos a:

dp; = ~v(BdE +dp,), dp, = dp,, dp, = dp,

Diferenciando 2.4 obtenemos que: E'dE’ = pl,dp/, +p|,dp), +p.dp.. La energia E’ es siempre
mayor que cero, y el momento, por ser S’ comovil con el haz, sera cero en ese sistema de
referencia (p), = p, = p’, = 0). De esta forma, necesariamente dE’ = 0, y por lo tanto:

dVp = dpg dpy dp, = 7y dp), dp; dpl, =~ de’ (2.6)

Combinando 2.5y 2.6 se concluye que el volumen en el espacio de fases es un invariante
Lorentz.

1
dVos = dVs dVp = ~dViydVy = dVg dVy = dVg (27)
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2.1.4 Transformacion de magnitudes radiativas

La observacion del cosmos se hace mayoritariamente analizando la luz que nos llega de
fuentes distantes. Pero esta luz puede estar afectada por efectos relativistas como el despla-
zamiento Doppler o la aberracion, alterando su frecuencia, intensidad o direccion aparente.
Analizar correctamente estas transformaciones es esencial para interpretar las observacio-
nesy reconstruir las propiedades fisicas del sistema emisor.

e Transformacion de la frecuencia: efecto Doppler

Sea una fuente luminosa de frecuencia v/ y longitud de onda X' = ¢///, situada en un
sistema de referencia S’ que se mueve a velocidad v en la direccion z respecto de otro sistema
S, de forma que las transformaciones de S a S’ se realizan mediante 2.2. Supongamos que
la fuente se sitla en el plano 2y’ de S’ y que el rayo que emite forma un angulo ¢ con la
direccion del movimiento. Teniendo en cuenta que, segln la teoria cuantica, la energia y el
momento de cada foton estan dados por: E = hv, p = h/), el cuadrimomento de ese foton
sera, seglin 2.3: o /

P =h (V, Y cos g, Y sin g, 0)
cC C C

Siaplicamos a P’ la transformacion de Lorentz para pasar de S” a S, se deberia obtener el
cuadrimomento en S, que debera corresponderse, segin los argumentos anteriores, con P =
h/c(v,vcosf,vsinf, 0). Comparando esta expresion con la que obtenemos transformando P’
se deduce que:

v=9V(1+pBcosh), wvcosh =~y (3+cosd), wvsind =1 cosd

La primera expresion nos da directamente la transformacion de la frecuencia, que es lo
que se denomina efecto Doppler relativista. Ademas, dividiendo la tercera expresion entre
la segunda se puede obtener la transformacion de la direccion, conocida como aberracion
astronomica. Resumiendo, las transformaciones de frecuencia y direccion vienen dadas por:

cos®’
=~/ (1 == 2.
v =~ (1+ Bcosb) tano B+ cos?) (2.8)

e Transformacion de la intensidad

Otra magnitud fundamental para describir la radiacion electromagnética es la intensidad
especifica, I,, también denominada en ocasiones brillo espectral. Esta magnitud se define
como la energia transportada por unidad de area perpendicular a la direccion de propagacion
(A ), por unidad de tiempo, por unidad de angulo sélido (2) y por unidad de frecuencia:

dE

I = dA, dtdQdv (2.9)

Para analizar como transforma esta magnitud entre distintos sistemas de referencia iner-
ciales, conviene conectar la intensidad con la descripcion cuantica del campo de radiacion en
el espacio de fases. En esta formulacion, la distribucion de fotones se describe mediante una
funcion f, que representa el nUmero medio de particulas por celda de volumen en el espacio
de fases dVjs = dVe dVs. EL numero de estados en dicha celda esta limitado por el principio de
incertidumbre de Heisenberg, segin el cual una particula ocupa un volumen minimo h3 en el
espacio de fases. Ademas, para los fotones, el factor de degeneracion g = 2, correspondiente
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a los dos posibles estados de polarizacion (espin £1). Asi, el nimero de fotones en una celda
infinitesimal del espacio de fases se puede poner como dN = 2f dVjs/h3, y la energia, por lo
tanto, sera:
2
dE = hv dN = % AVis
Si se pudiera poner dVps en funcion de dA, dtdQdv, la expresion 2.9 se simplificaria bas-
tante. La parte espacial dVps se puede poner como dVs = dA | cdt, mientras que el volumen
en el espacio de momentos, en coordenadas esféricas seria dV, = p*dpdf2. Sustituyendo
p = hv/c, la ultima expresion se podria escribir como dVj, = (h/c)3v? dv dS). Con esto sustitu-
yendo dE en 2.9, la intensidad especifica quedaria:

I 2fv dVps _ 2fvdAycdt(h/c)Pv?dvdQ  2fh 3
Y k%2 dA  dtdQdv  h? dA,) dtdQdv 2

Dado que, tanto el nimero de particulas dN, como dVps, son invariantes Lorentz (2.7), la
densidad de particulas f que es proporcional a dN/dV,s también lo es. Esto implica que la
cantidad I, /v® se conserva.

L, I,
w3 3

Si suponemos que el observador esta en el sistema Sy la fuente en el S/, se puede definir
el desplazamiento al rojo como 2 = (v — v)/v = v/ /v — 1, con lo que [3]:

_(V 3 o 1 /
L,_<7> L=

En ocasiones, puede ser interesante trabajar con la intensidad en vez de con la intensidad
especifica o espectral. Para hallarla habra que integrar esta Gltima para todas las frecuencias.
Teniendo en cuenta que z es independiente de la frecuencia dv = 1/(1 + z) dv/'. Entonces:

o0 o0 1 1 1 o0 1
I = I, dv = — I [ I, d = I 210
L oww= [ g e gy W = g ) W = g @)

2.2 Relatividad general

Mediante la teoria especial de la relatividad se formulo una nueva mecanica que hacia
compatible el principio de relatividad con el electromagnetismo, pero quedaba un problema:
la teoria newtoniana de la gravitacion. Aunque extraordinariamente exitosa, presenta dos di-
ficultades fundamentales cuando se la confronta con la relatividad especial. En primer lugar,
el caracter instantaneo de la fuerza gravitatoria, que Newton postulaba como accion a dis-
tancia, entra en contradiccion con la nocion de causalidad finita impuesta por la constancia
de la velocidad de la luz. En segundo lugar, no existe en el formalismo newtoniano un princi-
pio de invarianza para los observadores inerciales: la fuerza gravitatoria se introduce en las
ecuaciones del movimiento sin que haya un principio que garantice su tratamiento idéntico
para todas las trayectorias rectilineas uniformes. Para resolver este conflicto, Einstein postu-
6 el principio de equivalencia, que le sirvio de inspiracion para proponer una nueva teoria
de la gravedad compatible con la relatividad especial: la relatividad general.

2.2.1 Principio de equivalencia

Uno de los hechos empiricos mas intrigantes de la fisica clasica es la igualdad entre la
masa inercial —que mide la resistencia al cambio de movimiento— y la masa gravitatoria,
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responsable de la intensidad de la interaccion con un campo gravitatorio. De esta coinciden-
cia se deriva el hecho de que todos los cuerpos, independientemente de su masa o compo-
sicion, siguen la misma trayectoria en presencia de un mismo campo gravitatorio. Es decir,
la aceleracion de un cuerpo provocada por dicho campo no depende de sus propiedades
particulares.

Inspirado por esta observacion, Einstein formulo el principio de equivalencia. Este sos-
tiene que las leyes de la fisica adoptan localmente la misma forma en un sistema en caida
libre que en un sistema inercial descrito por la relatividad especial. En otras palabras, un
observador encerrado en una cabina sin ventanas, en caida libre, no puede realizar ningln
experimento fisico que le permita distinguir si se encuentra en un campo gravitatorio o en el
vacio del espacio interestelar.

Este principio, al identificar la aceleracion gravitatoria con la aceleracion debida a un cam-
bio de referencia, sugiere que la gravedad no debe describirse como una fuerza en el sentido
clasico, sino como una manifestacion de la geometria del espacio-tiempo. Para formalizar
esta idea es necesario abandonar el marco de las geometrias planas, como la euclidea o la
de Minkowski, y adoptar un lenguaje mas general: el de la geometria diferencial de varie-
dades, desarrollada en el siglo XIX por matematicos como Gauss y Riemann. En este nuevo
marco, los efectos de la gravedad se interpretan como la curvatura del espacio-tiempo, y las
trayectorias de los cuerpos en caida libre se describen como geodésicas.

2.2.2 Elementos de geometria diferencial

La geometria diferencial proporciona el marco matematico para describir espacios curvos
mediante herramientas del calculo infinitesimal. Su objeto central es la variedad diferencia-
ble, que generaliza nociones como curvas y superficies a dimensiones arbitrarias.

Una variedad M de dimension n es un conjunto cuyos puntos pueden etiquetarse me-
diante n nimeros reales {z“}, llamados coordenadas, de modo que M se asemeja en cada
vecindad a R"™. M es continua si en el entorno de cualquier punto P hay otros cuyas coorde-
nadas difieren infinitesimalmente de las de P. Si, ademas, se puede definir un campo escalar
en cada punto que sea diferenciable, se dice que M es una variedad diferenciable.

Por lo general, no se puede utilizar un Gnico sistema de coordenadas que cubra toda la
variedad, por lo que se recurre a una coleccion de sistemas locales denominados cartas.
Ademas, la eleccion del sistema es arbitraria y puede haber varios, con una correspondencia
suave entre las coordenadas de unos y otros. Esto implica que se pueden hacer cambios de
coordenadas z — 2%, cuyas diferenciales se relacionan mediante la regla de la cadena:

’

’ ox?®

= 3 bdacb.
T

dz®

Esta estructura permite definir campos escalares diferenciables y, posteriormente, vecto-
res, tensores, métricas y nociones de curvatura.

e Métrica

La geometria de la variedad se especifica al introducir una métrica, que permite definir
la distancia entre dos puntos infinitesimalmente proximos. En geometria riemanniana, esta
distancia se expresa mediante el elemento de linea de la forma:

ds® = gap(x) dzda?,
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donde g4, (z) es el tensor métrico, una forma bilineal simétrica (g,, = g1.) y definida positiva,
que puede depender de las coordenadas.

En el contexto de la relatividad general, se utiliza una generalizacion de esta estructura: la
geometria pseudo-riemanniana, en la que la métrica no es definida positiva. En particular, el
espacio-tiempo de Minkowski es una variedad de este tipo con curvatura nula, y cuya meétrica,
adoptaria la forma:

ds® = —cdt? + da® + dy* + d2?,

A pesar de la posible complejidad de la métrica, en una vecindad suficientemente pequena
de cualquier punto de la variedad siempre existe un sistema de coordenadas en el que la
métrica adopta la forma de la métrica euclidea o de Minkowski, segiin el caso. Esta propiedad
refleja la equivalencia local con el espacio plano.

¢ Espacio tangente, vectores y tensores

Para extender la nocion de vectores a una variedad diferenciable M, se introduce el espa-
cio tangente Tp(M) en cada punto P. Este es un espacio vectorial de dimension n, isomorfo a
R™, que contiene todos los vectores tangentes a curvas que pasan por P. Un vector tangente
en P se puede definir como un operador de derivada direccional que actla sobre funciones
escalares suaves f : M — R:

o 0f
V(f)=wv B
Los operadores 0, = a% forman una base coordenada (o base holonoma) del espacio

tangente, asociada al sistema de coordenadas {z?}. Un vector V puede entonces expresarse
como combinacion lineal:

V =0%0,,

donde v son las componentes contravariantes del vector en dicha base.

El dual del espacio tangente es el espacio cotangente T}, (M), formado por formas lineales
que asignan nimeros reales a vectores tangentes. Su base dual esta dada por las 1-formas
diferenciales {dz"}, que satisfacen dz(9,) = ;. Un elemento del cotangente, w, se escribe
como:

W = wedz?,

donde w, son las componentes covariantes.

El producto tensorial entre vectores y covectores permite construir objetos mas generales:
los tensores. En particular, la métrica g,;, ya introducida, es un tensor de tipo (0,2) que per-
mite definir productos internos y establecer una correspondencia entre el espacio tangente
y cotangente, es decir, elevar y bajar indices:

b a ab
Vg = Gab¥ v =g Uy,

donde g% es el inverso de g,;. Los vectores y tensores se transforman bajo cambios de coor-
denadas segin reglas especificas que preservan su caracter geomeétrico. Algunos ejemplos
de transformaciones son las siguientes:

s 0z Ox® B oz ox¥ . dx¢ Oz

= = = TY = -1 211
o0 Ozx¢ Oxd~ 7 ¢ Oz Ozd ™ ¢ (1)
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e Derivada covariante y conexién

En unavariedad diferenciable, los espacios tangentes en puntos distintos no pueden com-
pararse directamente, lo que impide definir una derivada ordinaria de un campo vectorial.
Para resolverlo, se introduce un objeto adicional: la conexién afin, que permite comparar
vectores en puntos proximos y definir una derivada coherente con la geometria de la varie-
dad. La conexion se expresa mediante los simbolos de Christoffel '}, que permiten definir la
derivada covariante V,v® de un campo vectorial v como:

Vv = 0pv® + F%CUC.

La derivada covariante puede extenderse a covectores y tensores de cualquier tipo, ac-
tuando indice por indice. Asi, por ejemplo, la derivada covariante del tensor métrico queda:

vcgab = 8cgab - ]‘—‘C(ljagdb - F%bgad

Los simbolos de Christoffel no forman un tensor, pero se determinan completamente a
partir de la métrica si se impone: (1) la conexion es simétrica en los indices b y ¢, es decir,
4. =719,y (2) La derivada covariante de la métrica se anula: V.g,, = 0. Estas condiciones
definen la conexion de Levi-Civita, cuya expresion en términos de la métrica es:

1
be = §9ad (Ovged + Ocgbd — Oague) - (212)

Este formalismo permite formular leyes fisicas en variedades curvas manteniendo su for-
ma independiente del sistema de coordenadas.

e Geodésicas

En una variedad con métrica, las geodésicas son las curvas que generalizan para espacios
curvos la nocion de linea recta en los espacios planos. Pueden definirse de dos formas equi-
valentes: (1) como las trayectorias que minimizan la distancia entre dos puntos, o (2) como
las curvas en las que el vector tangente mantiene constante su direccion a lo largo de la
trayectoria, en el sentido de que se transporta paralelamente en el espacio tangente.

Se puede usar la segunda condicion para plantear la ecuacion de la geodésica, pero pre-
viamente habra que formular la derivada de un campo vectorial V' de componentes v* a lo
largo de una curva parametrizada por \. Analogamente a como se procede en un espacio

a b . . . . .
plano, donde % = 61,2)“%, al sustituir 9,v® por la derivada covariante V,v?, se obtiene:

Dv? dzb dv? dzb
— vt 2 = re pe & 21
o VT T gy (213)

Para obtener la ecuacion de la geodésica se debe imponer que la direccion del vector
tangente u® = % no varie a lo largo de la curva. Ademas, se puede imponer una parametri-
zacion, llamada afin, tal que el modulo del vector tangente permanezca constante. Con esto,
la ecuacion de la geodésica resulta al exigir que (2.13), aplicada al vector tangente, se anule:

Du®  d?*z® dzb dz°

a

N e T AN T

De forma equivalente, la geodésica también puede obtenerse con un planteamiento va-
riacional, minimizando la longitud:

dxe dxb
I = atediibeiadl
/ 9ab" o5 ax D

L
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e Curvatura del espacio-tiempo: Tensor de Riemann y Ricci

Una forma de analizar la curvatura de una variedad consiste en estudiar como cambia un
vector cuando se transporta paralelamente a lo largo de una curva cerrada. Este proceso,
conocido como transporte paralelo, se define por la condicion de que la derivada covariante
del vector a lo largo de la curva sea nula:

Dv?

Y =0.

En una variedad curva, el resultado del transporte paralelo de un vector a lo largo de
diferentes caminos entre dos puntos puede diferir debido a la curvatura. Esta variacion se
cuantifica mediante el tensor de Riemann, que mide la no conmutatividad de la doble deri-
vada covariante.

Ve, Vglv® = Vo (Vau®) — Va(Veo?)
= (86Fadb - ad]‘—‘acb + Face edb - Fa‘de]‘—‘ecb) Ub

_ pa b
= Reqv

Con lo que el tensor de Riemann queda como:

Ryeq = 0cl%q — 0al % + Tl % — T% %

El tensor de Riemann contiene toda la informacion local sobre la curvatura de la variedad.
Si este tensor se anula en una region, dicha region es localmente plana, es decir, equivalente
a un espacio euclideo (o de Minkowski, si la métrica es pseudo-riemanniana).

A partir del tensor de Riemann se obtienen, por contraccion?, otros dos objetos de gran
relevancia. El tensor de Ricci R, y el escalar de curvatura R:

Rab == Rcacb7 R = gabRab

Estos tensores resumen distintos aspectos de la curvatura y jugaran un papel central en
las ecuaciones de campo de Einstein, que relacionan la geometria del espacio-tiempo con la
distribucion de materia y energia.

e Vectores de Killing

Los vectores de Killing permiten identificar simetrias del espacio-tiempo. Un campo vec-
torial ¢ se denomina vector de Killing si satisface la siguiente ecuacion:

Vufu + vug,u = 0.

Esta condicion implica que los componentes de la métrica g,,, no cambian en la direccion
de &. Es decir, la métrica permanece constante a lo largo del campo de Killing.

Estos vectores estan relacionados con leyes de conservacion. Si una particula se mueve
a lo largo de una geodésica con cuadrivelocidad u*, entonces el producto interno §,u" se
conserva a lo largo de su trayectoria. Cada vector de Killing da lugar a una constante del
movimiento. Esto permite simplificar notablemente la obtencion de las geodésicas a partir
de la métrica, especialmente en aquellos casos en los que las simetrias del espacio-tiempo
son evidentes.

2la contraccion consiste en aplicar el criterio de sumacion de Einstein a indices repetidos arriba y abajo en
un mismo tensor. Esto reduce orden del tensor, manteniendo cierta informacion y conservando su caracter
tensorial.

12
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2.2.3 Formulacién geométrica de la gravedad

El principio de equivalencia sugiere que los efectos de la gravedad pueden interpretarse
como consecuencia de la curvatura del espacio-tiempo, haciendo que las particulas sigan
trayectorias geodésicas. Para entender esta aproximacion, resulta Gtil formular la gravitacion
newtoniana para campos débiles como una teoria geométrica, y luego extenderla a regimenes
relativistas.

e Enfoque para campos débiles

Para un campo gravitatorio débil, la métrica se puede escribir como g, = 1 + by,
con |k, | < 1,y donde 1, es la métrica de Minkowski. Si ademas suponemos velocidades
pequeﬁas, v =1, po‘r !o que dr = dt, y como zg = ct, entonces % < Cfi—”f ~ c. Con esto, la
ecuacion de la geodésica queda de la siguiente forma:

A2zt dz® daP d?zt dz9\ 2 A2t
r* =0 = — 4" (=) 20 = ——a-2TF. (214
dr* o8 Tar dr dr? T < dr ) ¢ T (214)

Utilizando 2.12, los simbolos de Christoffel T, se puede poner en funcion de los compo-
nentes de la métrica. Suponiendo campo estatico, las derivada temporales 9, se anulan, con
lo que, denotando con el indice i a las coordenadas espaciales:

' =0, Ty = 317 (Gohoj + ohoj — jhoo) =~ — 5 d;hoo. (215)

Sustituyendo 2.15 en 2.14 se llega a una ecuacion para las trayectorias de particulas clasicas
obtenida desde un punto de vista geométrico (2.16.a). Si se compara este resultado con la
ecuacion de la trayectoria clasica en funcion del potencial ® (2.16.b), se puede deducir la
métrica para campos débiles y bajas velocidades.

d2xi 2

(a) ﬁ%ia‘hoo
i 20
(b) — = —0;®
dt?

El resultado anterior también permite intuir como podria ser una ecuacion relativista de
campo gravitatorio. La ecuacion de campo clasica (V2® = —47Gp), tiene en el lado izquierdo
derivadas segundas del potencial ® y en el lado derecho la fuente del campo, la densidad de
materia p. Como, segiin 2.16, la métrica depende linealmente del potencial @, una teoria rela-
tivista de la gravedad deberia incluir derivadas segundas de la métrica en el lado izquierdo
de la ecuacion de campo, lo que sugiere el uso de tensores de curvatura y una fuente rela-
cionada con la densidad de masa en el lado derecho.

e Tensor energia-momento

Para formular una teoria relativista de la gravedad, es necesario identificar una fuente que
generalice la densidad de masa de la teoria newtoniana. Esta densidad no puede usarse como
escalar, ya que transforma entre sistemas inerciales como p = dm/dV = 2 dm’/dV' = v*//, lo
que sugiere —segln 2.11— que se comporta como una componente de un tensor de segundo
orden. Una forma natural de construir dicho tensor es usar la cuadrivelocidad U y la densidad
en reposo py, formando el producto tensorial:

T:POU®U7

13
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que define el tensor energia-momento. Este tensor, por construccion simétrico, no solo co-
difica la densidad de masa-energia, sino también sus flujos. Sus componentes tienen una
interpretacion fisica directa:

« T = py c?: densidad de energia,
« T% = py cu’: densidad de momento (o flujo de energia en la direccion i),
« T = pou'u: flujo de momento o tensiones.

Las componentes T representan densidades de cantidad conservada, mientras que los
términos T representan los flujos de dichas cantidades. Esto permite establecer ecuaciones
de continuidad: la variacion temporal de una cantidad en un volumen es igual al flujo neto
entrante. En términos covariantes, esto se expresa como la anulacion de la divergencia del
tensor. Esta ecuacion generaliza la conservacion de energia y momento:

vV, TH = 0. (217)

e Tensor de Einstein y ecuaciones de campo

Como se ha argumentado anteriormente, en una teoria relativista de la gravedad la mé-
trica, que juega el papel del potencial gravitatorio, debe intervenir con derivadas segundas,
lo cual sugiere el uso de tensores de curvatura. Por otra parte, la fuente del campo, que es el
tensor energia-momento 7T+, tiene divergencia nula. Esto implica que el tensor geométrico
que aparezca en el lado izquierdo de las ecuaciones también debe tenerla. De los tensores
construidos a partir del tensor de Riemann, el inico que cumple esta propiedad y es simétrico
es el tensor de Einstein:

G,uzz = R,uzz - %Q;WR7

donde R, es el tensor de Ricci, y R su traza (la curvatura escalar). En general, es posible
anadir un término proporcional a la métrica con una constante A, conocida como constante
cosmologica. Sin embargo, dado que es empiricamente muy pequena, no afecta al objetivo
de este trabajo.

Las ecuaciones de campo de Einstein pueden plantearse con una constante arbitraria x:
G = £ T,,. Elvalor de x se puede determinar considerando el limite clasico ya tratado ante-
riormente. Con ello se obtiene x = 87G/c?, siendo G la constante de la gravitacion universal,
con lo que las ecuaciones adoptan la forma:

Tomando las ecuaciones en su forma general R, — %gWR = kT, se puede subir un
indice multiplicando a ambos lados por g** llegando a: R% — $6% R = xT¢. Si tras esto, se
contraen los dos indices (o« = v), se deduce que: R = —«xT, donde 7' = T2 es la traza del
tensor energia-momento. Sustituyendo este resultado en las ecuaciones de campo originales
se obtiene una expresion alternativa:

Ry =k (T — 39uT) . (2.18)
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Capitulo 3. Espacio-tiempo estatico con
simetria esférica

La simetria esférica aparece con frecuencia en contextos astrofisicos, como estrellas, agu-
jeros negros o sistemas colapsados. En este capitulo se estudian las soluciones de las ecua-
ciones de campo de Einstein bajo esta simetria. Partiendo de consideraciones generales, se
deduce la forma de la métrica estatica y esféricamente simétrica, y se particulariza en dos
casos relevantes: la métrica de Schwarzschild y una modificacion tipo black bounce.

Para alcanzar el objetivo de este trabajo —la simulacion del aspecto del agujero negro para
un observador en el infinito— es necesario conocer tanto las trayectorias de la luz como las
trayectorias de las particulas del disco de acrecion. Una vez obtenida la métrica, se plantearan
las ecuaciones que rigen estas trayectorias, identificando propiedades como el parametro de
impacto critico o el radio de la esfera de fotones en el caso de la luz, y el limite de estabilidad
o la velocidad angular en el caso de las particulas materiales.

3.1 Meétricas estaticas con simetria esférica

Para determinar la forma general de la métrica en un espacio-tiempo con simetria esfeé-
rica y estatico, se imponen dos condiciones: que la métrica sea invariante bajo rotaciones
espaciales y que sea independiente del tiempo.

« La simetria esférica permite adoptar un sistema de coordenadas adaptado (¢,z,0, ¢),
donde x es una coordenada invariante bajo rotaciones. Ademas, la parte angular debe
tomar la forma compatible con el elemento de area sobre la 2-esfera, lo que se consigue
escribiendo el término angular como r(z)2(d62% +sin® 0 d¢?) = r(z)% dQ22, siendo r(z) una
funcion de la coordenada radial, a2 el diferencial de angulo solido.

« La estaticidad implica la existencia de un sistema de coordenadas en el que la métrica
no depende del tiempo y es invariante bajo inversion temporal. Esto significa que los
coeficientes métricos no dependen de t.

Aunque, en principio, la métrica podria contener términos cruzados del tipo dt dz, se puede
demostrar que es posible realizar un cambio de coordenadas para eliminarlos [8]. Con todo
ello, la forma mas general del elemento de linea compatible con estas simetrias es:

ds* = —A(z) c®dt* + B(z) da* + r(z)* dQ?, (31)

donde A(zx), B(z) y r(z) son funciones regulares. El término r(z)2dQ? indica que r(z) repre-
senta la coordenada radial areal, es decir, aquella tal que las 2-esferas tienen area 4 r(z)2.

Esta expresion representa la métrica general de cualquier espacio-tiempo que sea estatico
y esféricamente simétrico. Las funciones A(z) y B(z) quedan determinadas al resolver las
ecuaciones de campo de Einstein bajo condiciones fisicas apropiadas.
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3.1.1 Métrica de Schwarzschild

La solucion mas sencilla e importante de las ecuaciones de campo de Einstein con sime-
tria esférica describe el vacio alrededor de una masa puntual y estatica; esta es la métrica de
Schwarzschild, que describe el espacio-tiempo exterior a cualquier objeto esférico no carga-
do y sin rotacion. Para su deduccion se adopta coordenada radial de forma que r(x) = x. Con
esto, la forma general de la métrica queda:

ds* = —A(r) dt* + B(r) dr? + r? dQ2.
Tomando 2.18, e imponiendo que no existe materia ni energia en la region exterior a la
fuente, 7, = 0, las ecuaciones de campo quedan:
R,, =0,

donde, el tensor de Ricci, se construye a partir de los simbolos de Christoffel, los cuales se
puede expresar en funcion de la métrica:

R#V = a)\l—‘,l);l/ - 6VF;/\L/\ + F}),\LV KO’ - Z)\ ]‘—‘léo" con F;);y = %g)\a (8ugucr + 51/9”0 - 609;;1/)-

En principio, estas expresiones producen diez ecuaciones diferenciales independientes,
una para cada componente simétrica de R,,,. Afortunadamente, en este caso tan simétricoy
estatico solo sobreviven los términos diagonales, y tras largos calculos se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales para las componentes de la métrica [8]:

A/l Al Al Bl Al
Ro=—35+15(x " 5) 5=
A// A/ Al B/ B/
Rn=gi-(xt5) =0

1 r A B
= — — 1 _— — — —
Rop =g -1+ 2B(A B) 0,

Rs3 = RypSin®0 = 0.

De estas ecuaciones se deduce la relacion A’B + AB’ = 0, por lo que, AB debe ser cons-
tante (AB = «), lo que permite escribir: B = «/ A. Sustituyendo en las ecuaciones anteriores
y resolviendo se llega a

A(r) = a(l + %),

con a y k constantes de integracion. Para determinar estas constantes, se impone que en el
limite de campo débil (2.16) la componente temporal de la métrica recupere la forma newto-

niana,
20 GM
900:_<1+ 2>a ¢ =— )
C T

lo que implica:

2GM 2GM
_ , — a:]_’ k= — .

Alr)~1
(r) c2r c

Sustituyendo estos valores en la métrica original, se obtiene la expresion final de la mé-
trica de Schwarzschild:

2GM 2GM -1
as? = —(1- “ )eat* + (1 - “ )+ r2ag?
c°r c°r

La métrica de Schwarzschild, pese a su forma relativamente sencilla, encierra algunos as-
pectos sorprendentes. En ella aparecen dos puntos singulares destacados: el primero, en
r =rs = 2GM /c?, conocido como el radio de Schwarzschild, y el segundo, en r = 0. A conti-
nuacion se analizan estos aspectos clave:
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* Radio de Schwarzschild. Este radio se obtiene anulando el componente temporal de la
métrica:

=rs=—5—.

c2r c

gooz—A(r)=—<1—2GM>:0 = _ oM
En este punto, la componente temporal se anula y la radial diverge. Sin embargo, esta
es una singularidad de coordenadas, no una singularidad fisica. Puede eliminarse me-
diante un cambio de coordenadas apropiado (por ejemplo, las de Kruskal-Szekeres) [8].
Desde el punto de vista fisico, este radio caracteriza al horizonte de eventos: una super-
ficie que encierra una region del espacio desde la cual nada puede escapar. Dentro del
horizonte los coeficientes de la métrica asociados a dt? y dr? cambian sus signos, por
lo que las coordenadas ¢ y r intercambian sus roles.

« Singularidad en r = 0. A diferencia del caso anterior, en »r = 0 hay una singularidad
fisica esencial. En este punto la curvatura diverge, por lo que la métrica deja de tener
sentido.

- Dilatacion temporaly desplazamiento al rojo. Si tomamos la métrica y hacemos r — oo,
se puede comprobar que en el infinito la métrica toma la forma plana en coordenadas
esféricas. Esto implica que At marca el paso de tiempo de un observador lejano. Sin
embargo, el paso del tiempo medido por un observador local en r seria At = /A(r) dt,
por lo tanto mas lento. Esto, logicamente, tiene efecto sobre la frecuencia percibida por
un observador lejano (v,p), de una senal luminosa emitida desde una posicion r con
frecuencia (v,). A este fenomeno se le denomina corrimiento al rojo gravitacional (z),
dado que la frecuencia disminuye al ascender en el potencial gravitatorio, y viene dado
por:

oo L ST A = 1= 2 (32)

Uy 1+ 2 c2r

- Alargamiento de longitudes radiales. Aunque r es una coordenada radial areal (define
el area de las 2-esferas), no representa directamente la distancia fisica al centro. La
distancia radial efectiva entre dos radios r; y s es:

T2 79 71/2
L:/ \/B(r)dr:/ (1— 2GM> dr.
T1 T1

c2r

Al acercarse a r,, esta integral crece sin limite, lo que significa que una longitud radial
fisica se alarga fuertemente debido a la curvatura. Asi, la estructura del espacio esta
deformada en las cercanias del horizonte.

3.1.2 Métrica Black Bounce

Ademas de la solucion clasica de Schwarzschild, se han propuesto otras métricas compa-
tibles con la simetria esférica estatica, con el objetivo de explorar nuevos escenarios fisicos.
Una de ellas es la llamada métrica Black Bounce, propuesta como una forma de regularizar
la singularidad central del agujero negro de Schwarzschild mediante un nicleo no singular
y atravesable, dependiendo de los parametros del modelo. A diferencia del caso anterior,
esta métrica no surge como solucion directa de las ecuaciones de campo en el vacio, sino
que presupone un tipo particular de materia o modificacion gravitacional. Por tanto, debe
considerarse como modelo teorico con fines exploratorios.

La métrica se ajusta de forma natural a la forma general adoptada previamente:

ds? = —A(z) Pdt* + B(x) de? + r(x)? dQ?,
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donde, en este caso, se toma:

2GM 1

C Er(z)

r? =%+ d?, Alz) =1

Aqui, a > 0 es un parametro con dimensiones de longitud que evita que » — 0 cuando
x — 0. Asi, en lugar de la singularidad en r = 0 de Schwarzschild, se obtiene un minimo no
nulo del radio 7, = a, y la métrica es suave en todo el dominio de x € (—o0, +0).

El comportamiento geomeétrico y causal de esta métrica depende crucialmente del valor
del parametro a, lo que da lugar a distintos escenarios:

+ Caso a = 0: Se recupera exactamente la métrica de Schwarzschild, con su singularidad
enr =0y el horizonte de eventos en ry = 2GM /2.

« Caso 0 < a < rs: La métrica describe un agujero negro regular, donde la singularidad
central ha sido sustituida por una region de curvatura finita. Se conserva la presencia
de un horizonte de eventos en r = r,, pero el interior ya no termina en una singularidad,
sino que se extiende hasta un minimo » = a que puede interpretarse como un cuello
de tipo rebote (bounce).

« Caso a = r,: Se obtiene una solucion limite entre un agujero negro y una geometria sin
horizonte. El cuello se sitla justo en el lugar del antiguo horizonte, lo que marca una
transicion critica en la estructura causal.

+ Caso a > r,: En este régimen, la funcion A(z) nunca se anula, por lo que no existe hori-
zonte de eventos. La métrica describe un agujero de gusano atravesable, con un minimo
enr = a que conecta dos regiones asintoticamente planas. Este tipo de geometria per-
mite trayectorias que atraviesan de una region del espacio a otra sin encontrar una
barrera causal.

En todos los casos con a > 0, se evita la aparicion de la singularidad en » = 0, que en
Schwarzschild conduce a una divergencia en las invariantes de curvatura. La métrica Black
Bounce ofrece asi unainterpolacion continua entre un agujero negro clasico, un agujero negro
regulary un agujero de gusano, segun el valor del parametro a. Desde el punto de vista fisico,
estas soluciones requieren la existencia de materia exotica, lo que las hace especulativas
desde la perspectiva de la Relatividad General estandar.

En resumen, la métrica Black Bounce proporciona un laboratorio teodrico para explorar
geometrias regulares sin singularidadesy analizar los limites entre distintas estructuras espacio-
temporales, abriendo posibilidades para entender mejor el comportamiento de la gravedad
en regimenes extremos.

3.2 Trayectorias de particulas materiales

Para poder simular el aspecto de los discos de acrecion que rodean a cuerpos compactos,
es necesario conocer algunos aspectos de la cinematica de los discos. Estos estan formados
por multitud de particulas orbitando el cuerpo compacto en trayectorias circulares. Para ob-
tener estas trayectorias se tomara la ecuacion de métrica estatica con simetria esférica 3.1,
limitandonos, sin perdida de generalidad, a orbitas en el plano ecuatorial (§ = 7/2):

ds? = —A(z) Pdt? + B(z) da’* + r(x)? d¢?,

Dado que la métrica es independiente de ty ¢, existen dos vectores de Killing, que expresa-
dos en la base coordenada 9;, 9., 9y, d4, seran: =0 = (1,0,0,0)y §p) = 0p = (0,0,0,1).
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Estos vectores expresan la simetria temporal y axial de la métrica, y multiplicandolos esca-
larmente por la cuadrivelocidad (j—j, g—f, j—f_, %), lleva a cantidades conservadas; en este caso:
la energia por unidad de masa FE, y el momento angular por unidad de masa L, que permiten

definir las siguientes leyes de conservacion:

dt dt E
_ B v 2 _
E = gu,,f(t)u = A(x)c o = i~ @)@ (33)
do do L )
L= guufw)u = r(x) dr = ar ?”(.%')2.

Para encontrar la ecuacion del movimiento se puede partir de la normalizacion de la cua-
drivelocidad, que para una particula con masa (u*u, = —c?) sera:

—A(z) ¢ <$>2 + B(z) (Zi)Q +r(z)? (Z‘f)z =

Sustituyendo las leyes de conservacion 3.3, en la ecuacion anterior, se llega a:

E? de\? L2
a2 (7)) +ipp =

Considerando solo las métricas propuestas, donde B(z) = 1/A(x), y reordenando términos
para aislar (3{)2, se obtiene una ecuacion similar a la de las orbitas keplerianas, en forma de

potencial efectivo':
dz , L2 dz 2 E?

donde el potencial efectivo viene dado por:

2
Vet(z) = A(x) <02 + réc)2> . (3.5)

Este potencial permite interpretar la dinamica radial como el movimiento de una particula
en una dimension bajo la accion de una energia efectiva, con el lado izquierdo actuando
como una energia cinética radial. A partir de esas ecuaciones es posible obtener una ecuacion
diferencial para la trayectoria z(¢) de la particula. Para ello, aplicamos la regla de la cadena
y la conservacion del momento angular 3.3, y remplazando en la ecuacion 3.4, obtenemos:

2
) V() = f; (3.6)

dr  d¢ dr  dé r(x)?

de. dr dp dx L L dx
r(z)? d¢

Esta es la ecuacion de la trayectoria z(¢), que resulta Util para estudiar la forma de las orbitas
a partir de la métrica.

3.2.1 Orbitas circulares y condiciones de estabilidad

El estudio de las orbitas circulares permite caracterizar propiedades de la dinamica de los
discos de acrecion. En el caso relativista, estas orbitas pueden presentar comportamientos

"En un campo gravitatorio newtoniano originado por una masa puntual M, la energia por unidad de masa de
una particula orbitando viene dada por: E = } (%)2 + 2%22 —eM -1 (%)2 + Vs, donde Vs = 26—22 — CGM g
el potencial efectivo.
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que no tienen analogo clasico, como la existencia de un radio minimo a partir del cual las
trayectorias circulares dejan de ser estables.

A continuacion, se parte del potencial efectivo obtenido previamente para deducir la ve-
locidad angular y las condiciones que deben satisfacer las orbitas circulares estables. Se
considera una métrica Black Bounce, para la cual se toma:

A(T’):]_*T, _B(?"):m7 rT-=a +:L‘ s dondeM:CT'
El potencial efectivo 3.5 toma entonces la forma:
2 L? 2uc? L?  2ul?
Vef(r):<1—“>(c2+2>:c2— K +—= - “3 . (3.7)
T T T T T

Si se toma este potencial efectivo, sustituyéndolo en la ecuacion 3.6, y haciendo el cambio
u = 1/r, se obtiene:

1 2 9 2 1 E2
dv dr dr du dx du N (d:n du> B MCU+U2_2uu3:<—CQ>,

dp — dr du d¢  uldr do

dr do

- 12 12

y derivando con respecto a ¢:

dv d (de du) - opc o o
dr dé \dr dp) T 2 TOHY

En las orbitas circulares el radio es constante, con lo que v = 1/r también lo es, y por
lo tanto sus derivadas son igual a cero. Esto implica que en estas orbitas, el término de la
izquierda de la expresion anterior es cero, lo que nos lleva a:

2 2,2 d 2 L2 2
R (j) _ e

Y 7"74_7“(7*—3;1)'

Por otro lado, si tomamos la ecuacion 3.6 y se hace j—f = 0 se obtiene Vg (r) = E?/c2. Si
ahi se toma la expresion del Vi de 3.7, se sustituye L? por el obtenido anteriormente y se
despeja la energia, se llega a:

E 1-2
i —“/T (3.8)
& (1 3u/r)2

Todo esto permite obtener, por un lado, la velocidad angular de la 6rbita con respecto al

tiempo coordenado ¢, que coincide formalmente con la expresion de la mecanica newtoniana:

do\*>  (do dr\® [(do A(r)*\? GM
at) \dr dt)  \dr E o3
y por otro lado, un limite interno para orbitas circulares. Si se tiene en cuenta que la energia
por unidad de masa E, no puede superar ¢, ya que en ese caso la particula material no

estaria ligada, se llega al radio de la 6rbita circular mas interna posible 7gco (Innermost Bound
Circular Orbit):

1—2u/r 4GM
oyl = r2e= G e

Otra caracteristica de estos espacio-tiempos es la existencia de un radio minimo para
orbitas circulares estables risco (Innermost Stable Circular Orbit). Este se deduce del com-
portamiento del potencial efectivo. En particular, una orbita circular estable requiere que el
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potencial tenga un minimo, es decir, que se cumplan dVys/dz = 0y d*Ves/dz? > 0. Al disminuir
el radio, este minimo se va haciendo mas llano, hasta que en un punto critico se convierte en
un punto de inflexion, donde d?V,¢/dxz? = 0. Por debajo de este radio, ya no existen minimos
del potencial y las orbitas circulares dejan de ser estables. En las métricas consideradas este

radio viene dado por:
6GM
S

risco = 6u = C

3.3 Trayectorias nulas

El estudio de las trayectorias nulas es esencial para entender la propagacion de la luz
en torno a objetos compactos, asi como para determinar la apariencia observada de estos
sistemas. A diferencia de las particulas materiales, los fotones siguen trayectorias de tipo
nulo, es decir, aquellas para las cuales el intervalo espacio-tiempo cumple ds? = 0.

Se parte de una métrica estatica con simetria esférica 3.1 en el plano ecuatorial (§ = 7/2):
y se toma como parametro afin \ para describir la evolucion de la trayectoria nula. Como en
el caso de particulas materiales, las simetrias temporales y axiales implican la existencia de
cantidades conservadas asociadas a los vectores de Killing:

249
N’

E = A(z) 02%, L=r(z)

Sustituyendo estas expresiones en la condicion nula ds?> = 0, resolviendo para (%)2, y
considerando el caso habitual de las métricas tratadas en este trabajo (B(z) = 1/A(x)), se
obtiene:

_A(m) & (ji)Q + B(@) (j‘i)Q + (@) (3?)2 0 = (g)Q + A2) T(L;)Q _ ij

lo cual permite definir el potencial efectivo para trayectorias nulas:

L2

Vo) = AW s

(3.9)

Este potencial determina el comportamiento radial de los fotones. Como en la mecanica
clasica, las orbitas estan restringidas a las regiones donde el lado derecho de la ecuacion
supera al potencial efectivo. En este contexto, adquiere especial importancia el parametro
de impacto:
cL
E )
el cual representa, en el limite plano, la distancia minima a la que una particula sin masa
pasaria del centro si no estuviese influida por la gravedad.

b:

Suponiendo una reparametrizacion que haga L = 1, b quedara como (b = ¢/FE) y sustitu-
yendo £ = ¢/b en la ecuacion de la trayectoria, se llega a:

2
<Zi> = le - ﬁgl donde ahora: Ver]l“l"(x) = :t%l (310)

Esta expresion permite estudiar el movimiento radial del foton en términos del parametro
de impacto b.
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Para obtener la forma de la trayectoria, puede derivarse una ecuacion para % a partir de:

@ _dp/dN - b
dr dl’/dA N 2 . b2A(z)
r(z)?4/1 oL
donde el signo depende de si la trayectoria es entrante o saliente. Esta ecuacion permite

calcular de forma numérica las curvas seguidas por los rayos de luz en un espacio-tiempo
dado.

(311)

3.3.1 Esfera de fotones y parametro de impacto critico

Las trayectorias nulas en torno a objetos compactos presentan una configuracion especial-
mente relevante: la existencia de orbitas circulares inestables para los fotones, que definen
lo que se denomina esfera de fotones (photon sphere). Esta corresponde a un maximo del
potencial efectivo V;l”m(x), y actla como una barrera dinamica: un foton con el parametro de
impacto adecuado puede orbitar un niamero arbitrariamente grande de veces cerca de esa
region antes de ser dispersado hacia el infinito o capturado por el objeto compacto.

La condicion para que un foton llegue a su punto de retorno mas cercano, es que j—i =0.
El valor minimo de b para el cual esta condicion puede satisfacerse define el parametro de
impacto critico b., que corresponde al maximo del potencial efectivo:

(31”)2 L AW o L e (312)

donde zps es el valor de la coordenada radial en la que se alcanza dicho maximo, es decir, la
posicion de la esfera de fotones.

En el caso particular de la métrica Black Bounce, con r(z)? = 22 +a?y A(z) = 1 —2u/r(z),
se puede demostrar que la posicion de la esfera de fotones se encuentra en:

Tps = /9u? — a?.

Una propiedad notable de esta familia de soluciones es que, al sustituir este valor en la
expresion del parametro de impacto critico (3.12), se obtiene:

bC = 3\/3/1,

que coincide exactamente con el resultado de Schwarzschild. Es decir, todas las soluciones
Black Bounce que admiten una esfera de fotones comparten el mismo valor critico del para-
metro de impacto.

Sin embargo, no todas las configuraciones admiten este tipo de orbita. Para que exista
una esfera de fotones (es decir, para que el maximo de Ve’}““’ esté definido y sea real), se
debe cumplir que a < 3u. Esto permite clasificar las soluciones en dos regimenes: (1) para
0 < a < 2u la meétrica describe un agujero negro regular con horizonte de eventos, donde la
esfera de fotones se encuentra en el exterior del horizonte, y (2), para 2 < a < 3u la solucion
describe un agujero de gusano atravesable sin horizonte, pero que aln conserva una esfera
de fotones. Los casos limite a = 2y a = 3u marcan transiciones criticas: el primero entre
agujeros negros y agujeros de gusano, y el segundo la desaparicion de la esfera de fotones.
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formacion de sombras

La integracion de trayectorias nulas en geometrias relativistas permite simular como se
veria un objeto compacto rodeado por un disco de acrecion desde la perspectiva de un obser-
vador lejano. Este capitulo describe el procedimiento seguido para generar dichas imagenes,
y presenta los resultados obtenidos.

Ademas de seguir un esquema general ampliamente utilizado, el trabajo incorpora dos
elementos diferenciadores: la posibilidad de considerar orientaciones arbitrarias del disco
y la inclusion del efecto Doppler debido al movimiento del material, junto al corrimiento al
rojo gravitacional.

4.1 Procedimiento de simulacion

La generacion de imagenes se basa en la integracion hacia atras de trayectorias nulas,
trazando rayos desde un observador lejano hacia el entorno del objeto compacto. Cada rayo
se propaga a traves del espacio-tiempo siguiendo las ecuaciones de la geodésica nula, en
nuestro caso la de la ecuacion 3.11, hasta intersectar con el plano del disco de acrecion.

Cuando el rayo intersecta el disco, se evalla la intensidad de la emision en el punto de
impacto. Esta intensidad depende, en general, del perfil de brillo del disco, que puede mo-
delarse como una funcion de la distancia al centro. Una vez determinada, la intensidad se
corrige teniendo en cuenta el desplazamiento al rojo total sufrido por el foton, que puede
incluir tanto el corrimiento gravitacional como el efecto Doppler asociado al movimiento del
material en el disco .

4.1.1 Imagen directa, de lente y anillo de fotones

Gracias a la simetria esférica de la métrica Black Bounce, las trayectorias nulas estan com-
pletamente caracterizadas por el parametro de impacto b, que se conserva a lo largo del mo-
vimiento. Desde el punto de vista del observador, este parametro se asocia a la distancia
radial del punto de la imagen con respecto al centro optico del sistema (centro del cuerpo
compacto).

En la figura 4.1 se puede ver, a la izquierda y en el centro, diferentes ejemplos de trazado
de rayos para diferentes valores de b, suponiendo métrica de Schwarzschild. Los rayos se han
trazado hasta que cortan al plano del disco de acrecion en algin momento. Se supone que
el observador ve el disco (representado por lineas en rojo) de frente. Las figuras muestran
notables diferencias en el trazado de rayos, en funcion del valor de b respecto a su valor
critico b, = 3v/3 ~ 5,196. Si b >> b, (lineas en verde de la figura 4.1a) los rayos cortan una vez
al plano del disco. Si b es ligeramente mayor que b, (lineas en magenta de la figura 4.1a), los
rayos se curvan bastante y cortan dos veces al plano del disco, pudiendo el observador ver
la parte inferior posterior del disco. Si b se aproxima mucho a b, (lineas en azul de la figura
41b), los rayos se curvan aun mas y el observador veria otra imagen del disco. Si b = b, el
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rayo giraria alrededor del disco inestablemente (esfera de fotones) y si b < b, (4.1b) el rayo
alcanzaria el horizonte de eventos.

En la figura (4.1c) se presenta la imagen observada de un disco con brillo uniforme, que
se extiende radialmente desde » = 6, hasta x = 9. El observador veria tres discos concén-
tricos: el mayor, formado por los rayos que cortan una vez al plano del disco de acrecion; el
siguiente, mas pequeno y muchisimo mas estrecho, generado por los rayos que cortan dos
veces al plano del disco; y un tercero ligeramente menor que el Gltimo y casi imperceptible,
correspondiente a los rayos que cortan tres veces al disco. Estas tres imagenes del disco se
denominan respectivamente directa, de lente, y anillo de fotones [6]. Teoricamente deberia
haber infinitas imagenes del disco formadas por rayos con b cada vez mas proximo a b. que
podrian cortar al disco un nimero arbitrario de veces, pero como se argumenta en [7], estas
imagenes, dada su contribucion despreciable, se puede obviar en la simulacion.
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(a) Rayos con b > b.. (b) Rayos b > b. y b < b.. (c) Imagen observada.

Figura 4.1: Ejemplo de trazado de rayos para diferentes valores de b e imagen observada.

4.1.2 Consideracion de orientaciones arbitrarias del disco

Cuando el disco de acrecion esta orientado frontalmente respecto al observador (figu-
ra 4.2b), la imagen resultante posee simetria de rotacion. En ese caso, lo adecuado es utilizar
coordenadas polares en el plano de la imagen, definiendo un angulo « y un radio, que co-
rresponde al parametro de impacto b (figura 4.2a). Como el espacio-tiempo presenta simetria
esférica, y el disco es simétrico respecto al eje visual, la luminosidad observada en cada punto
de la imagen no depende del angulo a.

-10 -5 0 5 10
1 P -5 o s i

=)

N s oo o 2o

\V4

s o s 10

(a) Imagen 1 = 90°. (b) Plano orbital ) = 90°.

Figura 4.2: Caracteristicas de la imagen y orientacion del disco de acrecion con « = 90°.

Cuando el disco de acrecion esta inclinado (figura 4.3b), aunque el espacio-tiempo conser-
ve simetria esférica, la imagen pierde simetria de rotacion debido a la inclinacion del disco
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(figura 4.3a). Para cada angulo « en el plano de la imagen, el trazado de rayos es el mismo,
ya que este depende Unicamente de b. Por tanto, la asimetria no procede del trazado de ra-
yos, sino del punto en que estos intersectan el disco de acrecion. Para analizarlo, se estudian
varios casos particulares suponiendo una orientacion arbitraria del disco 1.

-10 -5 0 5 10 - - 1
10 T 10 1010 > 9 S 010

T -5 0 5 [T -5 0 5 10

(a) Imagen + = 135°. (b) Plano orbital v = 135°.

Figura 4.3: Caracteristicas de la imagen y orientacion del disco de acrecion con ¢ = 135°.

e Casos particulares

En la figura 4.4a se muestra el caso con a = 7/2. La orientacion del disco de acrecion
se define mediante el angulo +, que vale 7/2 cuando el disco esta de frente, y aumenta al
inclinarse hacia el plano horizontal. Se observa que, con o = 7/2, la coordenada angular ¢
de la geodésica que corta el disco de acrecion (¢4) es igual a 1. Debe destacarse que a no
solo indica la direccion de la imagen, sino también determina el plano orbital que contiene
la geodésica r(¢)".

En la figura 4.4b se representa la geometria para o = 0. En este caso, se observa que la
coordenada angular ¢ de la geodésica que intersecta el disco (¢4) es igual a /2.

Plano disco de
acrecion

Y- angulo del plano del disco de acrecién
a: coordenada polar imagen Z
@: coordenada angular de la geodésica z Plano orbital
b: parametro de impacto

7(D): ecuacion de la geodésica

. radio de corte de geodésica con disco
de acrecién

Plano disco de
acrecion ~
o
el -
S
-

S
I

¢ g
!

S + Plano orbital
B 1
-

a=0

(a) Plano orbital o = 90°. (b) Plano orbital o = 0°.

Figura 4.4: Casos particulares de orientacion « del plano orbital con disco inclinado de forma arbitra-
ria.

"En este apartado se utiliza » como coordenada radial de la trayectoria, en lugar de 2 como en la métrica Black
Bounce, para evitar confusion con el eje optico, también llamado x.
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e Caso general

Para determinar la intensidad en un punto de la imagen (b, «), es necesario calcular la
intensidad emitida en el punto del disco donde incide la geodésica con parametro de impacto
b. Esto requiere conocer ¢, (coordenada angular en el plano de la geodésica). A partir de ella,
se determina el valor de ry = r(¢4), que permite obtener la intensidad emitida segin el perfil
del disco.

La figura 4.5 representa la situacion general. Si « € (0,7/2), entonces ¢, tomara valores
entre )y 7 /2. Este angulo depende tanto de la inclinacion del disco (/) como de la orientacion
del plano orbital (). ¢4 es el angulo entre el eje optico (z) y la interseccion de los planos del
disco y orbital.

Plano disco de
acrecion

Y- angulo del plano del disco de acrecion
a: coordenada polar imagen

@: coordenada angular de la geodésica
b: parametro de impacto

#(D): ecuacién de la geodésica

r,: radio de corte de geodésica con disco
de acrecién

Figura 4.5: Plano del disco de acrecion orientado segiin ; plano orbital orientado segiin .

Segln el sistema de referencia de las figuras, el disco de acrecion y el plano orbital estan
definidos por:
z=uztan(y), z=ytan(a).

Restando estas ecuaciones se obtiene la recta de interseccion:
_ tan(a)

" tan(y)?

ztan(y) =ytan(a) =

Por tanto, la recta de corte puede parametrizarse como:
tan(«a
r=1t (@)

~tan(y)’

Un vector director de dicha recta se obtiene tomando t = 1:

U= <:::EZ;,1,tan(a)>

Sin embargo, este vector presenta problemas para ¢ = 0+ 7y o = 7/2 + 7n. El caso
¥ = 0 puede tratarse como caso limite, pero para evitar divergencias en a = /2, es mejor
multiplicar el vector por cos(a). Asi se obtiene:

y=t, z=ttan(a)

L [sin(a) _
- <tan(w)>COS(OZ),S|n(OZ))
Finalmente, el angulo ¢4 que forma el vector anterior con el eje = viene dado por:
S o sin(a) Sin( )
U ey N
010 = Ty — = 7= (41)
in(a . . 5
\/3:2(@)) +cos2(a) +sin*(a) \/sm (o) + tan®(y)
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Es facil comprobar que este resultado reproduce correctamente los casos limites mostra-
dos en la figura 4.4:

- Para o = /2, se tiene sin(a) = 1, y por tanto:

cos(¢q) = H_:anQ(w) =cos(y) =  pg=1

- Para a = 0, se tiene sin(«) = 0, y entonces:

€os(¢a) =0 = ¢g= g

4.1.3 Perfiles de intensidad emitida por el disco de acrecion

Consideraremos discos de acrecion finos, compuestos por fuentes emisoras isotropicas,
es decir, que irradian la misma cantidad de energia en todas las direcciones. Supondremos
cuatro perfiles radiales de emision, utilizados para modelar la intensidad del disco de acre-
cion. Cada perfil se extiende desde diferentes radios internos hasta el infinito, decayendo su
intensidad mas o menos rapidamente en las cercanias del objeto compacto.

El primer perfil (figura 4.6) tiene como radio mas interno el correspondiente a la Gltima 6r-
bita circular estable para particulas materiales, x;sco = v/36 — a2. En ese punto, la intensidad
emitida es maximay luego decae con rapidez conforme aumenta la distancia radial. Junto a la
ecuacion se ha representado el perfil de emision para el caso de la métrica de Schwarzschild
(a = 0).

]_ 08
, T 2 TIsco

Il (z) = { (& — (w500 — 1))?
0, x < Tisco

Figura 4.6: Perfil | de emision del disco de acrecion.

El segundo perfil (figura 4.7) comienza su emision en el radio correspondiente a la or-
bita circular mas interna posible, z1gco = V16 — a2. En este caso, la intensidad decae mas
lentamente que en el perfil anterior. Como antes, la grafica que acompana a la ecuacion se
corresponde con el caso a = 0.

T _arctan(z — 8) > )
T = TIBCO
I (z) = { 5 —arctan(zigco — 8)°
04f
0, T < XIBCO

Figura 4.7: Perfil Il de emision del disco de acrecion.

Finalmente, el perfil IV (figura 4.8) representa un modelo de disco extendido, cuya emi-
sion comienza desde el horizonte de eventos, xgy = V4 — a2. Al igual que en el perfil I, la
intensidad decae lentamente con la distancia radial. La grafica se muestra para el caso a = 0.
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5 —arctan(z — 5) S os:

T x
Iy = { T —arctan(zgn —5) o
0, T < TEH >

Figura 4.8: Perfil 11l de emision del disco de acrecion.

4.1.4 Correccion por corrimiento al rojo

Como ya se argumento en el apartado 2.1.4, la intensidad luminosa observada, se calcula
aplicando el factor de correccion (1 + z)~4, donde z es el desplazamiento al rojo experimen-
tado entre el emisory el observador (véase ecuacion 2.10). Este desplazamiento al rojo puede
tener tres origenes: cosmologico, gravitacional y por el efecto Dopler debido al movimiento
de las particulas emisoras. El corrimiento al rojo cosmologico se debe a la expansion del uni-
verso y afectaria por igual a toda la imagen, por lo que no es necesario tenerlo en cuenta.
Veamos el resto.

e Corrimiento al rojo gravitacional

El corrimiento al rojo gravitacional es una manifestacion de la dilatacion temporal en pre-
sencia de un campo gravitatorio: cuanto mas profundo se encuentra una fuente de luz en
dicho campo, mas lentamente transcurre el tiempo en comparacion con un observador le-
jano. Como consecuencia, la frecuencia de la luz emitida se percibe desplazada hacia el rojo.
Este fenomeno también puede interpretarse como una pérdida de energia del foton al as-
cender por el potencial gravitatorio. En una métrica black Bounce, el factor de corrimiento al
rojo viene dado, segiin se justifico en la expresion 4.2, por:

B 1 B _27'u —1/2
1+z—\/m—<1 r(x)> . (4.2)

e Corrimiento al rojo total: gravitacional y Doppler

Cuando se simula la apariencia de un disco de acrecion alrededor de un objeto compacto,
es importante tener en cuenta el desplazamiento al rojo por efecto Doppler (2.8). Este feno-
meno surge debido al movimiento orbital de las particulas del disco, que emiten luz mientras
giran a velocidades relativistas en torno al objeto central. Aunque en configuraciones fron-
tales —cuando el disco esta orientado de cara al observador— el efecto Doppler puede tener
un impacto limitado, su relevancia aumenta significativamente en discos inclinados. En es-
tas situaciones, las regiones del disco que se acercan al observador aparecen mas brillantes
(desplazamiento al azul), mientras que las que se alejan se ven mas atenuadas (desplaza-
miento al rojo), lo que modifica notablemente la simetria y la distribucion del brillo en la
imagen observada.

Aunque se podria incorporar el efecto Doppler al modelo utilizando la expresion 2.8 del
apartado 2.1.4, se ha preferido, por simplicidad, seguir la argumentacion de [9], donde se
calcula directamente el desplazamiento al rojo total considerando que, para un foton emitido
desde el disco, este puede obtenerse mediante:

Vem h vem - Eem

l14+2z2=—= = ,
Vob hvop Eob
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donde Een, es la energia del foton medida en el sistema de referencia comovil con la particula
emisora, y E,, la medida por el observador.

La energia Eem viene dada por la proyeccion del cuadrimomento p# del foton sobre la
cuadrivelocidad u# del emisor. Suponiendo que las particulas del disco giran en orbitas cir-
culares, entonces:

Eem
C

= —puut = —puut —p¢/u¢l = —put <1 +Q ?) ,
t

donde ¢’ es la coordenada angular del disco de acrecion (diferente de ¢, que representa la
coordenada angular en el plano orbital del foton),y Q = %f = % es la velocidad angular de
la particula emisora.

Si se tiene en cuenta que b = % = %‘f, y que py es la proyeccion de p, sobre la direccion
¢', seglin los angulos definidos en la figura 4.5, se tiene:

% — _M — _bcosOécosq’/).
by by
Ahora, teniendo en cuenta que % = —py, el corrimiento al rojo total queda:
_ Eem ot
1+2= =u'(1-Qbcosacosy).
ob

Para calcular u!, se parte de la normalizacion de la cuadrivelocidad:
w'uy, = —c® = gy (u')? + 2gt¢/utu¢, + g¢/¢/(u¢/)2.
Factorizando !, y recordando que Q = % y por lo tanto u? = Qu?, se obtiene:

¢ c

u = .
\/_ (gtt + 29t¢’Q + qu’qS’QQ)

En el caso de una métrica estatica y simétrica como la Schwarzschild o la Black Bounce,
los coeficientes son:

2u 9 9 Im GM
= —|1- — =0 r = 0= —_— = —
git < 7’(.1))) c, Gty y 9o p 7"($) 3 7“([E>37 M 5

c
-1/2
ul = <1 — S ) ,
r(z)

con lo que la expresion completa para el corrimiento al rojo total (gravitacional y Doppler)

- 1+2= (1 — T:?/;)>1/2 <1 — r(g)3 bc05acosw> ) (4.3)

y por tanto:

4.1.5 Implementacion del procedimiento de simulacién

Con el objetivo de simular la imagen observada del disco de acrecion, se busca construir
una funcion de intensidad observada I, (b, o, 1), que permita asignar a cada punto de la ima-
gen su correspondiente brillo. El procedimiento numérico seguido para obtener esta funcion
puede resumirse en los siguientes pasos:
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1. Seintegra numéricamente la ecuacion de la geodésica 3.11 desde radios lejanos, para un
valor dado del parametro de impacto b, obteniendo asi ¢,(x). En la ecuacion se supone
pu = GM/c* = 1. A continuacion, se invierte esta funcion para construir la funcion z;(¢),
que proporciona la coordenada radial en funcion del angulo a lo largo de la trayectoria
del rayo.

2. Se integra la geodésica para multiples parametros de impacto, generando una lista de
pares {b;, z,(¢)}. Esta lista puede considerarse como una funcion xz(b, ¢), que devuelve
la coordenada radial = en funcion de by ¢.

3. Se calcula el punto de corte de la geodésica con el plano del disco, suponiendo inclina-
cion del disco . Ese punto esta determinado por la expresion z(b, ¢4(c, 7)), donde ¢q4
es el angulo en el que la geodésica con parametro b intersecta al disco de acrecion, y
depende tanto del angulo de la imagen o como de la inclinacion del disco 1 (ecuacion
4.1).

4. A partir de ese punto de corte, se obtiene la intensidad emitida por el disco como
Iem(z(b, ¢a(a,))), de acuerdo con el perfil de emision considerado.

5. Laintensidad observada se corrige por el desplazamiento al rojo gravitacional (ecuacion
4.2) o total (ecuacion 4.3), a través del factor Crs(b, o, ¢, ) = L+, lo que da lugar a la

+2)
intensidad observada final:
IOb(b7 a, w) = Crs(b7 «, w7 .1‘((), ¢d(0€, w))) : Iem (fl’(b, ¢d(0&, w)))

6. Finalmente, para representar de manera completa las tres imagenes, directa, de lente
y anillo de fotones, se consideran los rayos que cruzan el disco tras completar giros
adicionales. En ese caso, la intensidad total observada para un angulo o y parametro b
se obtiene como:

Itotal(ba «, ¢) = Ob(x(bv ¢d(aa ¢))) + Iob(m(bv de(a’ Y+ ﬂ-))) + Iob($(b7 ¢d(av Y+ 27T)))

Todo el procedimiento descrito ha sido implementado mediante el software Mathematica.
Para aquellos lectores interesados en los detalles técnicos y computacionales, se incluye
como anexo el codigo utilizado.

4.2 Resultados de simulacion

En esta seccion se presentan los resultados obtenidos mediante el procedimiento de simu-
lacion desarrollado. El objetivo es analizar como distintos factores influyen en la apariencia
del disco de acrecion observado. Para ello, se han generado imagenes variando sistematica-
mente algunos parametros clave del modelo.

En las subsecciones siguientes se estudia, en primer lugar, el efecto de la orientacion del
disco respecto al observador. A continuacion, se analiza el impacto del corrimiento al rojo
—tanto gravitacional como Doppler— sobre la intensidad observada. Finalmente, se inves-
tiga la influencia de la métrica del espacio-tiempo, comparando distintas configuraciones
geomeétricas del objeto compacto central.

4.2.1 Efecto de la orientacion del disco

La figura 4.9 muestra imagenes simuladas del disco de acrecion para distintos angulos de
inclinacion 1+, utilizando la métrica de Schwarzschild (a = 0) y el perfil de emision 17, que se
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caracteriza por estar concentrado en las regiones mas internas del disco. En esta simulacion
se ha considerado Gnicamente el corrimiento al rojo gravitacional, lo que permite aislar mejor
los efectos puramente geomeétricos.

Para ) = 90°, la imagen presenta simetria circular, ya que el disco se observa de frente. A
medida que aumenta 1, la imagen directa pierde simetria debido a la inclinacion del disco,
mientras que la imagen de lente y el anillo de fotones conservan su forma aproximadamente
circular. En las inclinaciones mas extremas (i) = 158°,170°), se hace visible la parte poste-
rior del disco debido al efecto de lente gravitacional. Curiosamente, la imagen con el disco
completamente de perfil (¢ = 180°) se asemeja mucho a la obtenida para el caso frontal, aun-
que con una representacion mas estrecha del disco, y con la imagen de lente practicamente
coincidiendo con el anillo de fotones.

a=0, y=90°, I, G a=0, y=112°, [, ., G a=0, y=135° I, G

0.4

03

0.2

0.1

a=0, y=158° .., G

a=0, y=170° I, , G

a=0, y=180° I, G

0.8

0.6

04

0.2

-15 -10 -5 0 5 10 15

Figura 4.9: Sombras para diferentes orientaciones + del disco de acrecion, con métrica de Schwarzs-
child (a = 0), perfil de emision I y Gnicamente corrimiento al rojo gravitacional (G).

Las figuras 4.10 y 4.11 muestran un analisis detallado del origen de las distintas estructuras
que aparecen en las imagenes simuladas, mediante el trazado de rayos y la representacion
de perfiles de intensidad observada. Ambas corresponden a una inclinacion fija del disco,
Y = 158°, pero difieren en la orientacion del angulo polar de la imagen: la primera, con
a = 90°, representa el perfil correspondiente a la zona superior, mientras que la segunda,
con a = 270°, corresponde a la region inferior.

El panel central de cada figura muestra la trayectoria de los rayos que llegan al observador,
permitiendo identificar el punto del disco desde el cual proviene la senal registrada. Esto
facilita la distincion entre la imagen directa (rayo que corta el disco sin rodear el objeto), la
imagen de lente (tras media vuelta) y el anillo de fotones (tras una vuelta completa). El circulo
negro central representa el horizonte de eventos.

En la figura 4.10, correspondiente a o = 90°, la imagen directa es la mas externa, mientras
que la imagen de lente y el anillo de fotones aparecen muy proximos entre si. En cambio, en
la figura 411, con o = 270°, se observa un comportamiento inverso: la imagen directa es la
mas interna, seguida por el anillo de fotones, y finalmente la imagen de lente como la mas
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externa.

a=0, y=158 I\, G

0.8
a=90°
06
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-15 -10 -5 0 5 10 15 5 10 15

(a) Sombra. (b) Trazado rayos. (c) Perfil observado.

Figura 4.10: Trazado de rayos y perfiles en a = 90°, para ¢ = 158°,a =0, Iy G.
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(a) Sombra. (b) Trazado rayos. (c) Perfil observado.

Figura 4.11: Trazado de rayos y perfiles en o = 270°, para ¢ = 158°,a =0, I/ y G.

' tem

4.2.2 Influencia del efecto Doppler

En esta seccion se analiza el impacto del efecto Doppler sobre las imagenes del disco de
acrecion en distintas inclinaciones. Para ello, se compararan los resultados obtenidos consi-
derando Gnicamente el corrimiento al rojo gravitacional con aquellos que incluyen también
el efecto Doppler relativista.

Se utilizara el perfil de emision IZL, que comienza en el limite interior de orbitas circulares
posibles, una condicion necesaria para que el calculo del efecto Doppler sea fisicamente
coherente. Ademas, se mantendra la métrica de Schwarzschild (a = 0).

Las siguientes figuras se comparan las imagenes obtenidas con solo corrimiento al rojo
gravitacional (G) frente a aquellas que incluyen también el efecto Doppler relativista (GD).
Esta comparacion se realiza para distintos valores del angulo de inclinacion del disco v, y
diferentes angulos de observacion «, lo que permite visualizar claramente el papel que juega
la cinematica del disco en la formacion de las imagenes.

En la figura 412, correspondiente a ¢ = 90° y o = 90°, el disco se encuentra orientado
frontalmente al observador, por lo que no hay componente de la velocidad del disco que ge-
nere un corrimiento Doppler clasico. Sin embargo, el efecto Doppler transversal —asociado a
la dilatacion temporal por el movimiento orbital de las particulas— si produce una diferencia
notable. Aunque las formas generales de las sombras son similares, la intensidad observada
en el caso total (GD) es significativamente menor que en el puramente gravitacional (G), como
refleja claramente el perfil de brillo (figura 4.12c). Este comportamiento es consistente con el
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factor de correccion, que pasa de (1 —2u/7)% en el caso G a (1 — 3u/r)? cuando se incorpora
el movimiento orbital. Se observa también que el efecto Doppler desplaza los maximos de
brillo observado hacia mayores valores de b.

a=0, y=90°, ! G

a=0, y=90°, i . GD

06

04
0.2 07

06
02 0.1 05

04

—_G
— GD
0. 0.3

0.2
0.1

b

10 15 ! 5 10 15

(b) Sombra GD. (c) Perfiles para o = 90°.

-15 -10 5 0 5 10 15 -15 -10

(a) Sombra G.

Figura 4.12: Comparacion de sombras con corrimiento al rojo gravitacional (G) vs. total (GD) para ¢ =
90°, ¢ =0, I'L

' “em*

La figura 413 muestra las sombras para una inclinacion del disco de 1y = 135°. En la version
con efecto Doppler (GD) aparece una region notablemente mas brillante en el lado del disco
que se aproxima al observador, rompiendo la simetria que presenta la imagen puramente
gravitacional (G). Esta asimetria se manifiesta también en el perfil observado (figura 4.13c),
correspondiente a o = 180°, donde el movimiento del disco hacia el observador es maximo
(corrimiento al azul).

a=0, y=135° I! ., G "
i o, a=0, y=135° [} , GD

08
06
0.4

0.2
1.0 — GD
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10 15 ’ 5 10 15

(b) Sombra GD. (c) Perfiles para o = 180°.

] 50
-15 -10 5 0 5 10 15 -15 -10

(a) Sombra G.

Figura 4.13: Comparacion de sombras con corrimiento al rojo gravitacional (G) vs. total (GD) para ¢ =
135°,a =0, I1L.

La figura 4.14, con ¢» = 170°, muestra como una inclinacion extrema del disco acentla
notablemente el efecto Doppler. En la imagen GD, el brillo se concentra en la region del dis-
co que se aproxima al observador, generando un fuerte contraste con la imagen puramente
gravitacional (G). El perfil de intensidad observada para o = 0° —donde el disco se aleja
del observador, produciendo corrimiento al rojo maximo— revela una diferencia significativa
entre ambas curvas, lo que pone de manifiesto la importancia del efecto Doppler en configu-
raciones altamente inclinadas.

Finalmente, se muestra una figura (4.15) que ilustra la influencia del efecto Doppler sobre
la intensidad observada en funcion del angulo «, para una configuracion con el disco muy
inclinado (v = 158°). Se presenta Gnicamente la sombra con correccion total (GD), junto con
perfiles de brillo observados para distintos valores simétricos de « respecto al eje vertical.

Las graficas de los perfiles muestran claramente el impacto del movimiento relativo entre
el disco y el observador. Para o = 60° y 120°, la senal proviene de regiones que se alejan o
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Figura 4.14: Comparacion de sombras con corrimiento al rojo gravitacional (G) vs. total (GD) para v =
170°,a =0, I1I

r-em*

se acercan moderadamente al observador, generando un corrimiento al rojo y al azul menos
acusado que en el siguiente caso. En cambio, para a = 30° y 150°, se observa un notable
corrimiento al rojo y al azul, con intensidades mucho mas marcadas. Esto evidencia que el
efecto Doppler es mas intenso cuanto mas proximo esta el angulo « al eje horizontal, donde
la componente de la velocidad respecto al eje optico es maxima.

a=0, y=158°, /1!7.,<§D‘ R

— a=120% — a=150%
— a=60° ) — a=30°

0.5

b b
5 10 15

- (b) Perfiles para o = 60° y a = (c) Perfiles para o = 30°y a =
(a) Sombra GD. 120°. 150°.

Figura 4.15: Influencia del efecto Doppler en funcion del plano de vision «, para v = 158°,a = 0, IL.

4.2.3 Influencia de la forma del espacio-tiempo

En esta seccion se analiza como influye la forma del espacio-tiempo, representada me-
diante el parametro a de la métrica, sobre las geodésicas y las sombras observadas.

La figura 4.16 muestra el trazado de rayos para distintos valores del parametro de impacto
by diferentes valores del parametro a. Se aprecia claramente como las geodésicas se cur-
van mas intensamente conforme aumenta a, en particular para a = 2.5 (agujero de gusano
transitable), lo que anticipa que las imagenes observadas seran mas extensas y deformadas.

La figura 417 muestra como varia la sombra del disco de acrecion al modificar la geometria
del espacio-tiempo a través del parametro a, considerando Gnicamente el corrimiento al rojo
gravitacional. Se utiliza el perfil de emision I/ que comienza en regiones mas proximas al
horizonte de sucesos, lo que permite explorar mejor los efectos relativistas. Se exploran tres
configuraciones del parametro a = 0, 1.5, 2.5y tres inclinaciones del disco: v = 90°, 135°, 170°.

A medida que a aumenta, se observa un ensanchamiento progresivo en las imagenes de
lente y del anillo de fotones, especialmente evidente en las configuraciones con inclinacion
mas extrema del disco. Esto es consecuencia directa del aumento de la curvatura del espacio-
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tiempo, que provoca una mayor desviacion de los rayos luminosos. En cambio, la imagen
directa permanece practicamente inalterada, ya que su formacion depende menos de tra-
yectorias que bordean el objeto compacto.

=
=)
=)

o

S N & oo o 2O
3
[

o N Bsoo o 2°

(@)b=2s. (b)b=5.7. (c)b=4.8.

Figura 4.16: Trazado de rayos para diferentes parametros de impacto b y diferentes parametros de la
métrica a.

La figura 4.18 presenta los perfiles de brillo observados para dos orientaciones del angulo
de vision, a = 90° y a = 270°, en el caso de un disco con inclinacion ) = 170°.

En ambos perfiles se observa un ensanchamiento de los picos de intensidad conforme
aumenta el valor de a, asi como un desplazamiento hacia mayores valores del parametro de
impacto b, en linea con lo ya apreciado en las imagenes. Adicionalmente, se aprecia que el
corrimiento al rojo es menos acusado a medida que crece a. Este fendmeno se debe a que el
potencial gravitacional efectivo cambia con a, alterando la trayectoria y la energia observada
de los fotones.

Para finalizar el analisis, se considera el corrimiento al rojo total (gravitacional y Dop-
pler) con el fin de estudiar como influye la geometria del espacio-tiempo sobre las imagenes
simuladas. Para ello, se utiliza el perfil de emision IZL, mas adecuado para incluir efectos
Doppler. El perfil 111l presenta problemas para establecer orbitas circulares por debajo de
(x < 28O = V22 — @?), ya que las particulas no estarian ligadas. Ademas, se omite el caso
intermedio a = 1.5, que mostraba variaciones poco significativas con respecto a a = 0.

La figura 4.19 muestra las sombras obtenidas para diferentes inclinaciones del disco (¢ =
90°,135°,170°) y dos geometrias del espacio-tiempo: Schwarzschild (a = 0) y la correspon-
diente a un agujero de gusano transitable con a = 2.5. Como en los casos sin efecto Doppler,
se observa que el aumento de a amplifica las imagenes de lente y del anillo de fotones.

La influencia del efecto Doppler es parecida en ambos espacio-tiempos estudiados. Como
es de esperar, se intensifica el brillo en la region del disco que se aproxima al observador,
mientras que se atenda en la region que se aleja. Esto genera imagenes mas asimétricas y
con mayor contraste, especialmente en configuraciones inclinadas. En el caso mas extremo
(yp = 170°), la zona brillante se vuelve mas compacta y dominante.

La figura 4.20 muestra los perfiles de intensidad observada para angulos opuestos de la
imagen respecto al eje vertical (o« = 0° y a = 180°), donde el efecto Doppler es maximo.
Los resultados confirman lo observado en las sombras: el aumento del parametro a provoca
un ensanchamiento de las imagenes, aunque este efecto queda parcialmente enmascarado
por la fuerte contribucion Doppler. Por otro lado, se observa de forma cuantitativa el marcado
aumento del brillo en la region del disco que se aproxima al observador, y la correspondiente
atenuacion en el lado opuesto. Las curvas también reflejan que el corrimiento al rojo total
disminuye con a.
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Figura 4.17: Sombras para diferentes orientaciones ¢ del disco de acrecion, y diferentes geometrias
del espacio tiempo (a = 0,a = 1.5,a = 2.5). El perfil de emision es I/l y (inicamente se
contempla corrimiento al rojo gravitacional (G).
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Figura 4.18: Perfiles de brillo observado para diferentes parametros de la métrica @, en o = 90° y
a = 270°, para ¢ = 170°, I'1T'y s6lo considerando corrimiento al rojo gravitacional

m

36



CAPITULO 4. SIMULACION DE TRAYECTORIAS NULAS Y FORMACION DE SOMBRAS

a=0, y=170°, /!  GD

a=0, =90°, [, GD a=0, y=135°, [} , GD

em:

0.5

a=2.5, y=170°, I , GD

a=2.5, y=90°, [  GD a=2.5, y=135°, Iy, GD

04

0.3

0.2

0.1

-15 -10 -5 0 5 10 15

Figura 4.19: Sombras para diferentes orientaciones 1 del disco de acrecion, y diferentes geometrias
del espacio tiempo (a = 0,a = 2.5). El perfil de emision es Il y se contempla corrimiento
al rojo gravitacional y Doppler (GD).
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Figura 4.20: Perfiles de brillo observado para diferentes parametros de la métricaa,ena =0°y a =
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Capitulo 5. Conclusiones y trabajos futuros

En este trabajo se ha desarrollado y aplicado un modelo numeérico para simular la aparien-
cia visual de un disco de acrecion alrededor de objetos compactos descritos por la métrica
Black Bounce, considerando distintas orientaciones del disco y perfiles de emision. El estu-
dio se ha centrado en geometrias con simetria esférica, permitiendo un analisis detallado
de los factores que influyen en las sombras observadas. De los resultados obtenidos pueden
extraerse las siguientes conclusiones principales:

« La alta curvatura del espacio-tiempo en las proximidades del objeto compacto permite
la existencia de maltiples trayectorias para los fotones, lo que genera diversas imagenes
del disco de acrecion. Estas imagenes corresponden a geodésicas que rodean el objeto
un namero creciente de veces. Sin embargo, su contribucion a la intensidad observada
decrece rapidamente. En la practica, solo las tres primeras imagenes —la directa, la de
lente (tras media vuelta) y el anillo de fotones (una vuelta completa)— son relevantes
en la construccion de las sombras observadas.

« El parametro de impacto critico desempena un papel clave en la formacion de las ima-
genes. Las geodésicas con valores cercanos a este parametro son responsables de la
imagen de lente y del anillo de fotones. A nivel computacional, esto exige una alta dis-
cretizacion del parametro de impacto cerca del valor critico para obtener una resolucion
adecuada en las simulaciones.

- La posicion de la esfera de fotones es una caracteristica que depende exclusivamente
de la geometria del espacio-tiempo y resulta independiente del modelo de disco de
acrecion. Esto convierte a las imagenes asociadas a esta region en una herramienta
especialmente til para contrastar teorias gravitatorias mediante observaciones, sin
verse condicionadas por las incertidumbres en la fisica del disco.

- La orientacion del disco de acrecion respecto al observador tiene un efecto determi-
nante sobre la imagen resultante. A medida que se incrementa la inclinacion, la imagen
directa pierde simetria de forma notable, la imagen de lente se deforma ligeramente y
el anillo de fotones permanece esencialmente circular.

- Elefecto Doppler relativista introduce una asimetria notable en la intensidad observada,
con zonas del disco que se acercan al observador apareciendo significativamente mas
brillantes. Este efecto se intensifica en angulos proximos al plano del disco, y se mani-
fiesta incluso en configuraciones frontales debido a la dilatacion temporal asociada al
movimiento orbital.

« La geometria del espacio-tiempo, caracterizada por el parametro a de la métrica Black
Bounce, influye directamente en la curvatura de las geodésicas. A valores altos de q, se
observa un ensanchamiento de las imagenes de lente y del anillo de fotones, asi como
una disminucion general del corrimiento al rojo gravitacional.

Este estudio ha demostrado la capacidad del modelo desarrollado para explorar como la
geometria y la orientacion afectan a las sombras de objetos compactos. Como posible linea
futura de investigacion, seria interesante extender este enfoque a geometrias no esféricas,
como la métrica de Kerr, que introduce rotacion y rompe la simetria. Esto permitiria modelar
configuraciones mas realistas.
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Anexo A: Codigo fuente

El codigo fuente utilizado para implementar el procedimiento de simulacion ha sido de-
sarrollado en Wolfram Mathematica. Se puede consultar y descargar a través del siguiente
enlace:

Simulacion de sombras
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