Universidad deValladolid

FACULTAD DE CIENCIAS

TRABAJO DE FIN DE GRADO

Grado en Fisica

Estudio microscopico de las propiedades del tritio en
forma molecular en la aleacién liquida Li-Pb utilizando
potenciales basados en redes neuronales

Autor: Violeta Badas Molpeceres
Tutores: Luis Enrique Gonzalez Tesedo y Beatriz Gonzalez del Rio
2025



Violeta Badas Molpeceres




Violeta Badas Molpeceres

Gracias a mi familia,
especialmente a mi abuela.
Creyeron en mi cuando ni yo misma lo hacia.



Violeta Badas Molpeceres




Violeta Badas Molpeceres

Indice
1. Resumen | 7
2. Abstract | 7
[3. _Introduccionl 9
4. Metodologial 15
HEIDET . . o oo 17
|4.2.  El principio variacional para el estado fundamental . . . . . . . .. ... 17
{4.3. Teoremas de Hohenberg-Kohn| . . . . . . ... ... ... ... ... ... 18
4.3.1. Primer Teoremal. . . . . . . . . . . ... .. ... 18
[4.3.2. Segundo Teoremal . . . . . . . . ... L 18
4.4. Ecuaciones de Kohn-Sham| . . . . . . ... ... ... ... ... ..., 19
[4.5. Machine Learning| . . . . . . . ... ... o000 21
{4.6. Dinamica molecular y calculos previos| . . . . ... ... ... ... ... 26
U7, Calculo del coeficiente de difusionl . . . . . . . . . ..o 27
5. Analisis de resultadosl 31
.1. Desplazamiento cuadratico medio R*(¢)[. . . . . . . . . ... ... .. .. 31
[5.2. Parametros de ajuste del coeficiente de difusion en tuncion de la temperatural 32
[5.2.1. Ajuste a la ecuacion de Arrhenius . . . . . ... ..o 33
[5.3. Parametros del ajuste a v b en funcion de la densidad|. . . . . . . . . .. 35
6. Conclusiones| 39
[7._Referencias| 41
8. _Anexd| 43
[8.1. Calculos previos| . . . . . . . . . .. 43
B.2. Valores de los coeficientes de difusiénl . . . . . .. ... ..o 43
[8.3. Métodos alternativos de ajuste de los resultados| . . . . . . ... ... .. 44
[8.3.1. Ajuste lineal pesado tomando logaritmos| . . . . . . . ... .. .. 44
[8.3.2. Ajuste no lineal sin pesos|. . . . . . ... ... 48
[8.4. Comparacion de los métodos| . . . . . . . . . . ... 50




Violeta Badas Molpeceres




Violeta Badas Molpeceres

1. Resumen

El objetivo principal de este trabajo de fin de grado es estudiar el coeficiente de
difusion del trito molecular en la aleacién liquida Li-Pb, en un rango de temperaturas y
densidades para su aplicacion en la breeding blanket de los reactores de fusion nuclear.
Este objetivo es crucial dada la minuciosa eleccion que se debe tener a la hora de elegir
estos materiales, ya que al ubicarse en las proximidades del plasma, estardn expuestos
a condiciones extremas. La aportacion de cara al futuro, dadas las grandes ventajas
de la fusiéon frente a la fision, es importante. Las simulaciones realizadas se han hecho
empleando un potencial interatémico construido con redes neuronales, entrenadas a partir
de datos obtenidos mediante simulaciones cuénticas basadas en la Teorfa del Funcional de
la Densidad. Finalmente, se obtiene una expresion general para el coeficiente de difusion
de tipo Arrhenius, que depende simultaneamente de la densidad y de la temperatura.

2. Abstract

The central objective of this Final Degree Project is to study the diffusion coefficient
of molecular tritium in the Li-Pb liquid alloy, in a range of temperatures and densities
for its application in the breeding blanket of nuclear fusion reactors. This is crucial given
the meticulous choice that must be made when selecting these materials, as they are
located in the vicinity of the plasma and will be exposed to extreme conditions. Moreover,
this contribution is of great relevance for the future, given the significant advantages
of fusion over fission. The molecular dynamics simulations have been carried out using
an interatomic potential, constructed with trained neural networks from data obtained
from quantum simulations based on Density Functional Theory. A general Arrhenius-type
expression for the diffusion coefficient, dependent on both density and temperature, has
been obtained as a final result.
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3. Introducciéon

En la actualidad, debido al cambio climético, los paises buscan fuentes de energia
limpias que no emitan C'O,. Ademas, estas deben cumplir el Acuerdo de Paris y la
neutralidad climdtica 2050[7 de la UE,[1] y [2], lo que acelera el proceso. La fusién nuclear
es la candidata ideal para una transiciéon energética sostenible ya que es una fuente
potencialmente inagotable que ademés no libera emisiones de gases de efecto invernadero
durante su operacion. Los objetivos actuales de la investigacion en fusiéon nuclear, a parte
de convertirse en esta fuente de energia limpia, también se centran en: el desarrollo de
reactores de fusion funcionales y estables capaces de sostener reacciones de fusion durante
largos periodos, la creacion de materiales resistentes a la radiacion y el calor extremo, y
el desarrollo de formas eficientes de produccion y reciclaje del tritio.

La fusion nuclear es el motor que produce luz en las estrellas. Es un proceso que con-
siste en la unién de nucleos atémicos para formar uno mas pesado, liberando una gran
cantidad de energia. Su combustible principal esta formado por los niicleos de dos is6to-
pos del hidrégeno: el deuterio, el cual se puede extraer del agua de mar, y el tritio, menos
abundante. La fusiéon genera una gran cantidad de energia, pero aprovecharla de forma
controlada es extremadamente complejo.

Hoy en dia es la fision nuclear el proceso por el cual se obtiene energia eléctrica a

partir de procesos nucleares.
La fision nuclear, que es diferente a la fusion, es el proceso mediante el cual a&tomos pesados
como, por ejemplo, el uranio, son divididos por los neutrones en dos o mas atomos més
ligeros, liberando energia cinética. Pero la fusién nuclear presenta importantes ventajas
frente a la fision, como se expone en [3] y [4].

Una de las principales ventajas de la fusiéon en comparacion con la fisiéon nuclear ra-
dica en la naturaleza y gestion de los productos radiactivos. Aunque el tritio, empleado
como combustible en los reactores de fusiéon, es un isétopo radiactivo, su vida media es
relativamente corta y su manejo es técnicamente més viable. En cambio, la fisién nuclear,
si bien el combustible utilizado, como el uranio o el plutonio, presenta una radiactividad
moderada, el principal inconveniente se encuentra en los residuos generados debido a la
reaccion, pues incluyen niicleos de alta radiactividad con una vida media larga, lo que
hace que los residuos nucleares de las centrales de fisiéon representen un riesgo atin mayor
para el medio ambiente. Ademas, estos residuos necesitan estar almacenados en un sitio
seguro durante un largo periodo de tiempo para prevenir la contaminacion de la biosfera,
lo que es todo un reto. Esto no ocurre con los reactores de fusiéon, ya que no generan
residuos con alto nivel de radiactividad

'El Parlamento Europeo aprobé una resolucién, el 28 de Noviembre de 2019, en la que pide a la
UE que se fije como objetivo alcanzar la neutralidad de carbono en 2050 (la neutralidad de carbono se
consigue cuando se emite la misma cantidad de dioxido de carbono a la atmoésfera de la que ser retira
por distintas vias, lo que deja un balance cero, también denominado huella cero de carbono), en virtud
del acuerdo climatico de Paris, y que aumente su ojetivo de reducciéon de emisiones al 55 % para 2030.
En diciembre de 2019, la Comisién Europea present6 el Pacto Verde Europeo, una hoja de ruta para
lograr la neutralidad climaética.

2El Maz-Planck-Institute for Plasma Physics declara que un reactor de fusién en funcionamiento
durante 30 anos produce entre 60.000 y 160.000 toneladas de residuos nucleares, lo que puede parecer
mucho pero al no ser residuos de alta radiactividad, esta se perdera en un siglo (ademés es variable y
podria perderse entre un 30 %-40 % de esta tras 50 anos).
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Otra ventaja de los reactores de fusion nuclear frente a los de fisiéon es que estos son
incapaces de llegar a condiciones supercriticas que deriven en la pérdida del control con
consecuencias tan malas como las que pueden darse en los reactores de fision. En estos
ultimos, es posible que se produzca una reacciéon en cadena E| tras accidentes o catéstrofes
naturales, como ocurrié en Chernobyl o Fukushima. En cambio, en los reactores de fusion,
las reacciones se detendrian tras un accidente, ya que el plasma necesita temperaturas
extremadamente altas para sostener el proceso de fusic’)nﬁ.

La fusién nuclear requiere que los atomos de hidrogeno estén muy proximos, pero para

ello hay que superar la repulsién coulombiana ya que estan cargados positivamente. Para
lograrlo, los nucleos deben ser acelerados a temperaturas extremadamente altas. A estas
temperaturas, el gas se convierte en un plasma, y mantenerlo en estas condiciones es un
reto ya que no hay materiales convencionales que puedan soportar tales temperaturas
sin desintegrarse o fundirse, por lo que se requiere un control muy preciso. Para ello, se
hace que el plasma no entre en contacto con las paredes del reactor, lo cual se consigue
utilizando campos magnéticos extremadamente poderosos, para confinarlo y mantenerlo
en suspension, en lo que se llama un reactor de fusion magnetizada, como el Tt okamakﬂ
o el Stellatodﬂ. En la y en la tenemos dos esquemas de estos tipos de
reactores. Estos campos deben ser intensos y precisos, dado que cualquier inestabilidad o
fluctuacion en el campo magnético podria dar lugar a que el plasma se escape o se enfrie
interrumpiendo el proceso de fusion.
Ademas, en un proceso de fusion, el objetivo es generar mas energia de la que se nece-
sita para mantener el plasma a la temperatura adecuada. Sin embargo, actualmente, en
los reactores de fusion experimentales, la cantidad de energia suministrada sigue siendo
mayor que la generada, debido a las ineficiencias del confinamiento magnético, por lo
que se necesita encontrar un balance energético favorable. La construccion de un reactor
de fusion requiere tecnologias extremadamente avanzadas y costosas, que atin estan en
desarrollo, por lo que todavia se necesita mas tiempo para lograr un proceso controlado
y econémicamente rentable.

3Las reacciones en cadena pueden producirse como consecuencia a la fisién nuclear, ya que al romperse
los ntuicleos atémicos se liberan neutrones que, a su vez, pueden inducir nuevas fisiones en nicleos cercanos.

4Podemos poner un ejemplo en el que el campo magnético confinante colapse; lo que ocurriria es
que el plasma inmediatamente tomaria contacto con el blanket del reactor por lo que se derretiria. No
obstante, al perder el confinamiento, el plasma se enfriaria rapidamente, deteniendo asi la reaccién de
fusion. Ademas, la cAmara de combustion solo contiene combustible que se estd quemando en un momento
dado, evitando asf el riesgo de una reaccién en cadena. Incluso en el peor de los casos un reactor de fusion
danado no va a cuasar problemas importantes de contaminaciéon o danos a la salud humana.

°Es un dispositivo (el mis conocido) con forma de donut que utiliza fuertes campos magnéticos para
el confinamiento y el control del plasma caliente de los iSopos de hidrégeno para inducir la fusiéon nuclear.

6Es otro tipo de dispositivo de confinamiento magnético. Este es mas complejo de disefiar y construir
que los Tokamak pero ofrece ventajas en la potencia en términos de funcionamiento continuo.
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Figura 2: Esquema de reactor de fusiéon nuclear tipo Stellator[@.

Entre las posibles reacciones de fusion, la mas prometedora en términos de viabilidad
debido a la probabilidad de que ocurra, la cantidad de energia liberada y la accesibilidad
de combustibles es:

%H—i—‘;’H — gHe—i-én (1)

siendo deuterio y tritio los niicleos atémicos que se unen, dando lugar a un ntcleo de
helio y un neutrén de alta energia.

Un reactor de fusiéon nuclear funciona encapsulando una mezcla 1:1 de deuterio y tritio
en vacio y calentandola a una temperatura aproximada de 150 millones de grados Kelvin
mediante un laser potente para crear plasma. Este plasma se confina con fuertes campos
magnéticos para evitar que entre en contacto con las paredes del reactor. Durante la
reaccion de fusion, se libera energia cinética que se reparte de forma desigual entre los
productos; el niicleo de helio recibe una pequena parte, mientras que el neutrén libre se
lleva la mayor parte. Estos neutrones, al no verse afectados por los campos magnéticos,
acaban colisionando con la carcasa del reactor, convirtiendo su energia cinética en energia
térmicall

El helio, en parte, puede utilizarse para calentar el plasma, pero debe ser eliminado de la camara de
reaccién porque, si se acumula en grandes concentraciones, interfiere con la reaccion.

11
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Para que la reaccién de fusion tenga lugar, es necesario disponer tanto de deuterio
como de tritio, siendo ambos accesibles.
El deuterio (3H) puede ser extraido del agua mediante el proceso de sulfuro de Gz’rdlerﬂ.
Con la cantidad disponible de agua fresca en la Tierra, se puede extraer deuterio de forma
casi ilimitada.
Sin embargo, el tritio (3H) es menos abundante en la naturaleza, pero se puede obtener
de varias formas: una forma importante es en los reactores de fusiéon nuclear, donde los
neutrones generados en la reaccién de fusion interacttian con materiales del blanket y
al colisionar con ciertos niucleos como el litio, transfieren su energia cinética, generando
reacciones nucleares que producen tritio como se muestra en y ; 0 en menores
cantidades se produce en la atmosfera superior por acciéon de rayos cosmicos H

El litio tiene dos isétopos estables: Li-6 y Li-7, y ambos pueden actuar como breeders
cuando capturan neutrones generados por la fusion:

n +°Li — “He + *H + 4,8 MeV (2)

n+"Li — *He +*H +n — 2,5 MeV (3)

Como se ha introducido antes, el propoésito esencial del estudio del coeficiente de di-
fusion tiene la aplicacion en la breeding blanket de los reactores de fusion. El breeding
blanket es un sistema crucial proyectado en los futuros reactores de fusién nuclear por
confinamiento magnético, cuya finalidad principal es regenerar el tritio utilizado en el
plasma con el objetivo de ser autosuficiente E Breeding hace referencia a la generacion
de combustible dentro del propio reactor. Por otro lado, blanket significa manto en inglés,
y se refiere a la estructura fisica que rodea al plasma. Esta es la parte que nos interesa
estudiar en este TFG. Tiene tres principales funciones: contener el litio necesario para el
breeding, capturar el calor liberado por los neutrones rapidos (para generacion eléctrica)
y, por ultimo, proteger los imanes superconductores y demas estructuras de radiacion
danina. En la se muestra una ilustracion de como es la forma de la breeding
blanket de un reactor de fusion nuclear (zona amarilla).

8Este es un método industrial que se basa en el intercambio isotopico entre el agua HyO y el gas
sulfuro de hidrigeno HsS. En este proceso, se utilizan dos torres a diferentes temperaturas (una caliente
y otra fria), lo que permite que el deuterio se transfiera gradualmente del gas al agua. Al repetir este ciclo
muchas veces, se obtiene agua cada vez maés rica en deuterio, que luego puede purificarse para producir
agua pesada D5O.

9Son particulas de alta energia (principalmente protones) que provienen del espacio y chocan con las
moléculas de la atmosfera terrestre.

10Capacidad para generar internamente el combustible necesario para mantener la reacciéon de fusion.
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Figura 3: Esquema de la breeding blanket de un reactor de fusion tipo Tokamak.

Resulta fundamental seleccionar adecuadamente los materiales que se empleardn en
un reactor de fusion, en especial los ubicados en las proximidades del plasma, ya que
estaran expuestos a condiciones extremas provocadas por la irradiacion de neutrones de
alta energia. La aleacion eutécticaﬂ de Litio y Plomo tiene potencial como material para
la breeding blanket ya que sirve como breeder y coolant (generador y refrigerante El res-
pectivamente). Ademaés, conduce a la autosuficiencia de tritio sin multiplicador adicional,
ya que el litio reacciona con los neutrones, produciendo tritio.

Como se ha mencionado en el parrafo anterior, el LiPb funciona como coolant ya que
es un buen conductor térmico y eléctrico. La buena conductividad térmica es necesaria
debido a que las reacciones de fusion generan calor y es esencial evitar sobrecalentamien-
tos o danos en los componentes estructurales. Cabe destacar que esta aleaciéon eutéctica
se considera una opcién mas segura frente al litio puro, debido a su menor reactividad
quimica con el aire, el agua y el cemento.

Tal como se detalla en , ﬂgﬂ, y , el ITER (International Thermonuclear
Experimental Reactor), es un experimento internacional de fusién nuclear que se esté
construyendo en Francia; su construcciéon comenzo en 2010, tras ser aprobado oficialmen-
te en el ano 2001. Su objetivo principal es demostrar que es posible obtener mas energia
mediante la fusion de la que se necesita para iniciar y mantener la reaccion, aportando
asi a futuros proyectos como DEMO (Central eléctrica de DEMOstracion, un reactor de
investigacion de tipo Tokamak cuya finalidad es proporcionar las primeras estimaciones
futuras de un reactor econémicamente viable, empleando la experiencia de la breeding
blanket del ITER). En este proyecto participan 35 paises que en conjunto representan
aproximadamente el 50 % de la poblacion mundial. Pero este ha sufrido varios retrasos
debido a varios factores, entre ellos problemas en la fabricacién de componentes criticos,
las interrupciones causadas por la pandemia y la complejidad de un proyecto de esta mag-
nitud. Se estima que DEMO no entrard en funcionamiento antes de 2050, ralentizando
asi los progresos de la investigacion en la fusion nuclear.

1Un material eutéctico se carateriza por tener un punto de fusién més bajo que sus componentes
individuales. Ademas al ser eutéctica es mas sencillo mantener la aleacion en estado liquido, cosa que
interesa para su circulacion y también tenemos que los liquidos no sufren danos de desplazamiento
atomico como los soélidos.

2Fluido que extrae el calor en la breeding blanket.
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Finalmente, hablando de la capacidad de generacion energética, cabe destacar que las
plantas de fusion nuclear estan todavia muy por detras de las de fision. DEMO no se es-
pera que genere ni la mitad de lo que hace una planta de fisién. La fusiéon nuclear podria
contribuir mucho mas que la fisién, pero para finales de este siglo. Esto significa que el
reemplazo de las plantas de fisiéon por las de fusiéon es improbable en un futuro cercano.

En este trabajo de fin de grado se va a estudiar la propiedad dinédmica del coeficiente
de difusion de las moléculas de tritio en la aleacion eutéctica de litio y plomo, evaluando
su viabilidad mediante simulaciones a diferentes densidades y temperaturas.

Dado que los métodos de primeros principios suponen un gasto computacional muy
elevado, se ha optado por entrenar un potencial utilizando técnicas de aprendizaje au-
toméatico (ML, Machine Learning), basado en datos obtenidos mediante la Teoria del
Funcional de la Densidad (DFT). Estas técnicas permiten alcanzar la precision de DET
pero con gastos computacionales muchisimo menores, facilitando las simulaciones. Este
trabajo continia estudios iniciados previamente (|12], [13]) y busca contribuir al conoci-
miento sobre el comportamiento del tritio para el avance de los materiales en la fusion
nuclear.

14
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4. Metodologia

La dindmica molecular (MD, molecular dynamics) es una técnica de simulacién que
permite modelar el movimiento de los &tomos mediante la resolucién de sus ecuaciones
de movimiento. Para ello, es necesario conocer las fuerzas que actian entre los atomos,
las cuales se calculan a partir de potenciales. Como se describe en |14], los métodos
de MD son herramientas muy tutiles para analizar el comportamiento de sistemas tanto
macroscopicos como microscopicos, pues no solo permiten contrastar los resultados con
modelos tedricos, sino que también proporcionan informacion que resulta dificil o incluso
casi imposible de obtener experimentalmente.

En este apartado se incluye una breve descripcion de DFT, dado que los datos obteni-
dos mediante esta técnica han sido empleados para el entrenamiento de la red neuronal.
Asimismo, se justifica la eleccion de potenciales basados en redes neuronales y se intro-
duce brevemente su funcionamiento.

Cabe destacar que se descarto el uso de potenciales tradicionales para este estudio, da-
do que no ofrecen una descripcién suficientemente precisa de muchas de las interacciones
entre particulas. Como alternativa, podria considerarse el uso de DFT, conocida por su
alta precision y utilizada en sistemas que contienen decenas o incluso cientos de dtomos,
como en los trabajos [12] y [15]. Sin embargo, su principal limitacion radica en su elevado
coste computacional, debido a que el tiempo de calculo requerido escala de forma cubica
con el namero de electrones del sistema.

En el caso particular de este trabajo, se ha simulado la aleacion de Lijs 7Pbgy 3 junto
con 5 moléculas de tritio utilizando un total de 30005 atomos, por lo que el uso directo de
DF'T resulta inviable. La solucién adoptada ha sido el empleo de los potenciales entrena-
dos con ML. En concreto, se ha entrenado una red neuronal utilizando datos obtenidos a
partir de calculos con DFT realizados en trabajos previos (|12]), lo que permite conservar
la precision caracteristica de DFT sin asumir el elevado gasto computacional, esencial
para el desarrollo de este estudio.

Una posible alternativa habria sido reducir el nimero de atomos en la simulacién con
el fin de aplicar la metodologia basada en DFT. Sin embargo, para analizar la difusion del
tritio en forma molecular utilizando una proporcién cercana a la realidad, se han reque-
rido 29995 atomos de Li-Pb para cinco moléculas de tritio. Disminuir significativamente
el tamano del sistema, para reducir el coste computacional y hacer viable el uso de DF'T,
comprometeria la representatividad de los resultados al limitar la validez estadistica en el
calculo de las propiedades del tritio. Ademas, las limitaciones no se reducen tnicamente
al namero de particulas, sino también a la duracién de la simulaciéon, ya que aumentar
el tiempo simulado incrementa notablemente el coste computacional. A pesar de ello, es
fundamental explorar un conjunto amplio de configuraciones para garantizar la solidez
de las conclusiones obtenidas.

Antes de describir DF'T de forma mas detallada, es util senalar brevemente los aspectos
que han sido considerados en el presente trabajo de fin de grado.
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Desde comienzos del siglo XX, se han propuesto diversas aproximaciones con el objetivo
de simplificar la resoluciéon de la ecuaciéon de Schrédinger, cuya dificultad aumenta al
tratar con sistemas complejos. La inclusion de interacciones electronicas y nucleares hace
inviable la obtencion analitica de la solucion de la ecuacion de Schréodinger no relativista
independiente del tiempo [T_KL es decir, para la obtencion de la funcion de onda W, la cual
almacena toda la informacioén necesaria para describir las propiedades del sistema.

En este trabajo se ha utilizado la aproximacion de Born-Oppenheimer, que asume que
los niicleos permanecen en posiciones practicamente fijas, dado que su masa nuclear es
significativamente mas grande que la electrénica. Esta diferencia de masa hace que los
nucleos creen un potencial constante sobre el cual se mueven los electrones. Si se toma
un sistema formado por N electrones y M nucleos, la ecuacion seria:

HY (27,25, ...,x5) = BEV(2], 25, ..., 2x) (4)

con z; = (r;,0;), siendo E la energia asociada al sistema de N electrones y M nticleos, 7;
las coordenadas espaciales del electrén i-ésimo y o; su componente de espin, y donde H
es el hamiltoniano del sistema que tiene la forma:

N2 N M
H:—;Q—mevf—;lz R1| ZZM—M Ko+ Ve + Ve ee (5)

donde K- es la energia cinética de los electrones, V.- y es la interaccion electrén-ntcleo,
Ve- o~ es la interaccion electron-electrén y Z; el nimero atémico del nacleo I-ésimo.

Dado que la funcién de onda no se puede medir de manera experimental, resulta
esencial la introduccion del concepto de densidad electronica, magnitud clave en DFT.
Su definicion, considerando W el estado fundamental del sistema bajo estudio, es:

n(r) = N/dﬁdr}dr}...dr; W (r7, 73, ...7"71)|2 (6)
N

n(F) = (U[A(A[T)  donde A(F) =Y 6(F - ) (7)
=1

La densidad electrénica [l es la magnitud central de DFT y determina la probabilidad
de encontrar cualquiera de los N electrones en un elemento de volumen dr3.
Ademés, cumple que :

BHV = EV. Ecuacién de Schrédinger no realtivista independiente del tiempo.

14Es una funicén no negativa definida por tres variables espaciales que desaparecenen el infinito y se
integra al nimero total de electrones. Es un observable y se puede medir por ejemplo con rayos X. Es
una exponencial asintotica que decae para distancias largas desde todos los nicleos.
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4.1. DFT

Segun expone Juan Carlos Cuevas en 16|, DET es actualmente el método con mas éxito
para calcular la estructura electrénica de la materia. Sus aplicaciones van desde atomos,
moléculas y solidos a ntucleos y fluidos cuanticos y clésicos. En su formulaciéon original,
DF'T proporciona las propiedades del estado fundamental de un sistema, y la densidad de
electrones desempena un papel fundamental. Este es un método cuéntico para calcular
la energia total, fuerzas y propiedades electronicas resolviendo de manera aproximada la
ecuacion de Schrodinger, la cual emplea como variable principal la densidad electronica,
no la funcion de onda completa. Al utilizar la densidad electrénica n() como magnitud
fundamental se consigue reducir el ntimero de variables necesarias en el calculo.

Es un método ab initio (en latin, desde el inicio o desde el principio) que no necesi-
ta parametros experimentales en sus formulaciones més sencillas. La DFT es un método
variacional que consigue resultados aceptables a un coste computacional significativa-
mente menor que el método de Hartree-Fock [T_g], logrando por lo general mejor descripcion
en gran variedad de sistemas.

4.2. El principio variacional para el estado fundamental

Cuando un sistema esta descrito por una funcién de onda W, el valor esperado de la
energia se puede expresar como:

(V|H|)
(VL)

El principio variacional establece que la energia calculada a partir de una ¥ estimada,
va a ser mayor que la verdadera energia del estado fundamental Ey. La completa minimi-
zacion del funcional E] E[V] con respecto a todas las funciones de onda permitidas de los

N-electrones, dara la verdadera funciéon de onda del estado fundamental Vg y la energia
E[Uy] = Ey; que es:

E[)] = donde (U|H|W) = / U HUdz

E(] = Inll’lq/*)NE[\I/] = min\p*)NOI/’Ke— + ‘/;_’N + ‘/e—,e— |\I’> (9)

15Es un método aproximado para sistemas de muchos electrones; tiene en cuenta el principio de exclu-
sién de Pauli pero no incluye efectos de correlacion electronica.

16Un funcional es una generalizacién del concepto matemético de funcién. Mientras que una funcién
tradicional asigna un valor escalar a cada punto del espacio, un funcional asigna un valor escalar a
una funcion completa, es decir, toma una funciéon como entrada f(7) y devuelve un ntumero real como
resultado.
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4.3. Teoremas de Hohenberg-Kohn

Estos teoremas son los que dan origen a la DFT. La idea de partida consiste en
considerar un gas electrénico interactuante, el cual esta sometido a un potencial externo.

4.3.1. Primer Teorema

Sea un gas de electrones interactuantes bajo la accion de un potencial externo V(7).
Entonces, la densidad electronica n(r) del estado fundamental es un funcional de V(7).
Reciprocamente, V... (7) es un funcional unico de n(r).

Lo que se deduce de este teorema es que con conocer la densidad electrénica de un
sistema es suficiente para determinar el potencial externo al que estan sometidos los
electrones. Como consecuencia, se define completamente el Hamiltoniano y, por tanto,
todas las propiedades que dependen de él, como la funcién de onda o la energia del
sistema.

4.3.2. Segundo Teorema

La densidad electroncia del estado fundamental ng(7) es aquella que minimiza la ener-
gia total.

El segundo teorema implica que el sistema obedece el principio variacional aplicado
a la configuracion de minima energia, es decir, cualquier densidad electrénica distinta
de la del estado fundamental, no(7), dara lugar a una energia mayor o igual que la del
verdadero estado fundamental. En otras palabras, inicamente la densidad electronica del
estado fundamental minimiza el funcional de la energia.

E[ny] < Eln| (10)

siendo n una densidad electronica cualquiera.
De este modo se define un funcional de la energia como:

E[n] = Fn] + /Vext(F)n(F)dF: Fn] + E.p[n] (11)

Se introduce el término E..[n], que es el término de energia generado por el potencial
externo y F'[n] es el funcional de la densidad de Hohenberg-Kohn, que contiene todo aque-
llo que no depende del potencial externo. Si dicho potencial fuese conocido, la ecuacién de
Schrodinger podria ser resuelta de manera exacta. Como es una funciéon completamente
independiente del sistema, se aplica igual de bien a sistemas atémicos como a grandes
moléculas.

En la expresion anterior, (1)), el funcional se descompone en una parte cinética elec-
tronica del sistema 7'[n] y otra correspondiente a la interaccion electron-electron V- - [n],
la cual a su vez se divide en dos términos:

Fln] =T[n| 4 V.- o~ [n] = T'n| + Eg[n] + Uy[n]

siendo EHIT_7] el término de interaccion clasico entre electrones (considerando a estos co-
mo una densidad de carga, no como un conjunto de particulas puntuales), o término de

"La forma de Ey es conocida: Ex[n] = 3 [ ”(:glngé)dﬁdré .
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Hartree; v U,. el término de intercambio correlaciéon, que incluye todos los efectos de
repulsion electron-electron no clésicos.

El término U,. no posee una expresion tan sencilla. Tipicamente se separa en las dos
componentes que le dan el nombre, el término de intercambio U,, debido al principio de
exclusion de Pauli y el de correlacion U, que incluye todas las demas interacciones.

4.4. FEcuaciones de Kohn-Sham

La existencia de varios términos cuya forma explicita no se conoce dificulta seriamente
la resolucion directa de las ecuaciones de movimiento de las particulas. Esta complejidad
fue abordada en 1965, cuando los fisicos W.Kohn y L.J.Sham propusieron un enfoque
basado en ecuaciones autoconsistentes, lo que permiti6é tratar de forma mas precisa el
término de la energia cinética.

Un aspecto crucial para la teoria de Kohn-Sham [17] consiste en dividir el funcional
de energia cinética en dos partes, una que puede calcularse exactamente, energia cinética
de los electrones suponiendo que sean particulas no interactuantes Tg[n], y un pequeno
término de correccion T;[n].

Tn] = Ts[n] + T¢[n] (12)

La forma de Ti[n] para un sistema de particulas no interactuantes en orbitales v;(7)
es:

B
Lo =5 > [ wivudr (13)

La idea central de la teoria de Kohn-Sham consiste en calcular la energia cinética del
sistema suponiendo un conjunto de electrones no interactuantes, mediante la ecuacion
. Aunque en realidad los electrones si interactian, esta aproximacion resulta bastante
precisa, donde se obtiene aproximadamente el 99 % del valor correcto. La diferencia
entre la energia cinética exacta y la calculada suponiendo electrones no interactuantes
es pequena, y se recoge en el término T.[n|, cuya forma explicita no se conoce. Esta
correcciéon se incorpora, junto con los efectos de intercambio y correlacion, en el funcional
E,., consiguiéndose asi una “energia cinética” con una forma exacta, incluyendo todas las
contribuciones desconocidas en un tnico término.

E.e=T.+ U, (14)

Kohn-Sham da una nueva perspectiva para abordar el problema, permitiendo su re-
solucion, mediante la construcciéon de una funcién de onda que reproduce la densidad
electronica. Esta funcién se representa como un producto de funciones monoelectronicas
donde no interaccionan las unas con las otras. De este modo, el planteamiento original se
transforma en uno equivalente que describe un sistema de particulas no interactuantes so-
metidas a un potencial efectivo. Este potencial, conocido como potencial de Kohn-Sham,
Vks, se obtiene calculando la derivada de la energia total con respecto a la densidad
electronica y excluyendo la energfa cinética.

_0E[n]  Tin] _ 0Eew[n]  dEy[n]  0E.[n]
VKS =50 " onm) - n) | nl) | nl)

(15)

~—>
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Considerando v.,; como el potencial externo (tipicamente el potencial coulombiano entre
los niicleos y los electrones) y vy el potencial de Hartree, que representa la interaccion
electrostatica clésica entre electrones, las ecuaciones toman la siguiente forma:

Vics(7) = Veat (F) + 01 (F) + 0o () (16)

En] = Ts[n] + Eeat[n] + Enln] + Eqc[n] (17)

De este modo, se llega a una formulaciéon de la ecuaciéon de Schrédinger para un
conjunto de particulas no interactuantes entre si:

(_QEVQ + UKS(F)) V() = i (T) (18)

siendo 1;(7) las funciones de onda de particulas no interactuantes, €; las energias asociadas
a cada orbital y vig el potencial de Kohn-Sham.

A partir de ellas, se puede determinar la densidad electrénica del sistema original
como:

N
() =Y filu(P) (19)
i=1
siendo f; la ocupacion del orbital i-ésimo.

Entonces, se tiene que las conocidas ecuaciones de Kohn-Sham vienen dadas por las

ecuaciones ([16)),(18) y (19).

En resumen, DFT es un método iterativo que comienza con una estimacién inicial
de la densidad electrénica, a partir de la cual se construye el potencial de Kohn—Sham,
con el que se resuelve la ecuacion ((18)) para obtener las funciones de onda del sistema.
Estas soluciones permiten obtener una nueva densidad electrénica mediante la expresion
7 que se compara con la estimacion inicial. Si la diferencia entre ambas excede un
umbral predefinido, el ciclo se reinicia utilizando una densidad interpolada entre las dos
anteriores. El proceso se repite hasta que la variacion entre las iteraciones sucesivas queda
por debajo del limite de aceptacion definido.
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4.5. Machine Learning

Como se ha comentado antes, debido a las limitaciones de DF'T, la mejor opcion es
utilizar potenciales basados en redes neuronales, al igual que se hizo en [13] y [18].

Para comenzar, el ML (aprendizaje automatico) es una rama de la inteligencia artifi-
cial que se enfoca en desarrollar modelos capaces de aprender patrones y tomar decisiones
basadas en datos, sin requerir instrucciones explicitas para cada situacion. En este am-
bito, las redes neuronales representan una clase particular de algoritmos inspirados en
la estructura del cerebro humano. Estas redes estdn formadas por capas de unidades
interconectadas que procesan la informacion de forma progresiva.

Las simulaciones computacionales atémicas a gran escala se basan en potenciales in-
teratomicos que proporcionan predicciones computacionalmente eficientes de la energia y
las fuerzas newtonianas.

Los potenciales tradicionales han cumplido esta funcién durante mas de tres décadas,
pero recientemente ha surgido una nueva clase de potenciales, basados en ML. Mientras
que los potenciales tradicionales se derivan de conocimientos fisicos sobre la naturaleza del
enlace quimico, los potenciales ML utilizan una regresiéon matematica de alta dimension
para interpolar entre las energias de referencia.

En este apartado, como en [19], se realiza una comparacion de los potenciales tradicio-
nales con los de ML y se explica el funcionamiento de la red neuronal empleada en este
trabajo.

Dicho de forma breve, la funciéon de los potenciales tradicionales es predecir la energia
y las fuerzas que acttian sobre los a&tomos para cualquier configuracion atémica dada. Los
calculos son rapidos y escalan linealmente con el nimero de atomos, lo que los convierte en
el componente critico para las simulaciones atémicas a gran escala. Sin embargo, excluyen
una serie de propiedades asi como la formacion y destruccion de enlaces quimicos. La
caracteristica distintiva de los potenciales tradicionales es que la funcién potencial se
basa en la comprension fisica del enlace interatémico en el material, lo cual implica que
los potenciales para distintos tipos de enlaces interatémicos son incompatibles entre si,
dadas sus diferencias en los modelos fisicos y quimicos subyacentes. Esto lleva a una gran
dificultad a la hora de intentar modelar un sistema de enlace mixto.

Aunque la construccion de potenciales interatémicos tradicionales se fundamenta en
principios fisicos, los modelos empleados son altamente aproximados y presentan un ni-
mero reducido de parametros ajustables. En consecuencia, su precision resulta limitada y
numerosos efectos sutiles no se reproducen de forma adecuada. No obstante, estos modelos
suelen mostrar una capacidad de transferencia razonablemente aceptable a configuracio-
nes atoémicas que no pertenecen al conjunto de entrenamiento, gracias a la incorporacion
de leyes fisicas fundamentales.

En contraste, los potenciales basados en redes neuronales presentan una capacidad de
transferibilidad considerablemente mas restringida. Cuando se aplican a configuraciones
alejadas del dominio de entrenamiento, tienden a producir resultados fisicamente incon-
sistentes. Esta limitacion se debe, en primer lugar, a que las bases de datos utilizadas
para su entrenamiento se generan exclusivamente mediante calculos de DFT, sin valida-
cion experimental, y, en segundo lugar, a que la predicciéon de la energia se lleva a cabo
mediante una interpolacién puramente numérica del conjunto de referencia, sin incorpo-
rar un modelo fisico explicito. La tnica informacion fisica considerada es la suposicion de
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localidad en las interacciones atomicas y la invariancia de la energia frente a traslaciones,
rotaciones y permutaciones de atomos.

Para comprender el modo en que los potenciales ML representan interacciones ato-
micas, resulta util introducir el concepto de la PES (Potential Energy Surface). Dicha
superficie es la representacion matematica que describe como varia la energia potencial
total de un sistema en funciéon de las posiciones de todos sus atomos. Se trata de una
hipersuperficie 3N-dimensional que mapea cada configuracion atoémica posible a su corres-
pondiente energia. Conociendo esta, las fuerzas F; = —g—g que acttian sobre los dtomos
individuales 7 se pueden calcular para cualquier configuraciéon atémica, siendo r; el vector
posicion del atomo i. Casi todos los potenciales dividen la energia total en energias F;
asignadas a atomos individuales: £ = ). E;. Cada energia atomica E; se expresa en
funcion de las posiciones atomicas R; = (71, 742, ..., Tin;) (en la vecinidad de los atomos).

Los potenciales ML mapean el espacio configuracional de 3N dimensiones del sistema
en su PES. Este mapeo se implementa mediante un algoritmo de interpolaciéon numeérica
que contiene un gran numero de pardmetros ajustables.

Al igual que los potenciales tradicionales, la mayoria de los potenciales ML se basan en
la localidad de las interacciones atomicas, lo que permite expresar la energia total como
suma de términos locales asociados a cada atomo.

Considerando un material elemental para simplificar la discusion, el entorno local de
un atomo ¢ se define por el conjunto de posiciones R; = (71, r'i2, .., Tin) de sus n vecinos
dentro de una esfera de corte de radio r..

El mapeo local se implementa en dos etapas.

1. En primer lugar, del vector posicién R; el entorno atémico local se representa me-
diante otro vector compuesto de parametros estructurales locales G; = (Gy1, Gia, ..., Gik ).
Estos pardmetros son funciones suaves de R; invariantes bajo traslaciones y rota-
ciones de los ejes de coordenadas y permutaciones de los atomos.

2. En el segundo paso, el vector GG; se mapea en la energia F; por una regresion elegida
del modelo R. Asi, el calculo de la energia atémica puede ser representado por:

Para el mapeo efectivo, es esencial introducir el concepto de descriptores G;. Son
una parte fundamental en los potenciales de aprendizaje automatico. Se trata de formas
matematicas de representar el entorno atémico de un dtomo o una configuracion de
atomos, y son la entrada que recibe el modelo de red neuronal para predecir energias y
fuerzas.

En primer lugar, los descriptores garantizan la invariancia y suavidad [ mencionadas
del PES. El segundo papel de los GG; es reemplazar el vector de posiciéon de tamano variable
R; (cuya longitud n puede variar de un atomo a otro segun el nimero de vecinos) por
un vector de caracteristicas de una longitud fija K. Con K fijo, el cdlculo de la energia
total puede realizarse con una tnica regresion R preentrenada que mapea el espacio de
K-dimensiones en el espacio 1D de energias atémicas.

La eleccion de esta funcion es extremadamente importante y puede tener un fuerte
impacto en la precision del potencial. El requisito general para esta funciéon es capturar
el entorno atéomico local de la forma mas eficiente. En nuestro caso, se han empleado
descriptores de tipo gaussiano. Son funciones matematicas que describen el entorno local

8Tiene que hacer que la energia tienda monétonamente a cero a altas distancias (sin saltos de energia).

22



Violeta Badas Molpeceres

de cada &tomo usando funciones centradas en distancias o angulos; y se basan en funciones
de simetria radial y angular. Fueron introducidas originalmente por Behler y Parrinello
en 2007 (BPNNP-Behler-Parrinello Neural Network Potential).

Se tienen dos tipos principales, las funciones con simetria radial y las funciones con
simetria angular. Las que tienen simetria radial tienen la forma:

N
Gt =D e o) (21)
i#]
siendo 7 la anchura de la gaussiana, ;1 donde estéa centrada la gaussiana, r;; la distancia
interatomica y f.(r;;) una funcién de corte.

La funcién de corte tiene como papel limitar el rango de interaccién entre dtomos,
de forma que solo se considere la contribucion de los 4tomos vecinos de un cierto radio.
Ademas, una funcion de corte bien disefiada asegura una transicion suave (siendo continua
y diferenciable) hacia cero cuando la distancia interatomica se acerca al valor méaximo de
corte r., lo que es importante para evitar discontinuidades en fuerzas y energias.

Por otro lado, los descriptores gaussianos angulares tienen la forma:

G =210y " (14 Acos Oi) e "STETT £ (rig) folra) folrin) (22)

j ki

J#k
siendo 6;;;, el angulo que forman los atomos ¢, j, k y ¢ controla la anchura del término an-
gular. El término A es igual a £1 y cambia el maximo del término angular entre 0° y 180°.

En el ambito del ML, existen distintos enfoques de aprendizaje. Para este caso en
particular, como se ha mencionado, se han empleado redes neuronales, las cuales repre-
sentan modelos computacionales inspirados en el funcionamiento del sistema nervioso.
Las neuronas se organizan en capas, que se dividen en tres tipos principales. La capa de
entrada, donde se reciben los datos iniciales, la capa de salida, encargada de generar los
resultados o predicciones, y las capas ocultas, ubicadas entre las anteriores, y cuya funcion
es capturar patrones complejos mediante parametros de ajuste. Estas capas intermedias
son esenciales para mejorar la capacidad del modelo y aumentar su precision.

De forma general, el proceso se inicia cuando la primera capa de neuronas recibe el
conjunto de datos de entrada. Cada neurona procesa dichos datos mediante una combi-
nacion lineal: multiplica cada valor por su peso correspondiente, se le suma un término
de sesgo (bias) y aplica posteriormente una funcién de activacion para generar su salida.
Estas salidas se transmiten como entradas a la capa siguiente, propagandose sucesiva-
mente a través de la red hasta alcanzar la capa final, donde se obtiene el resultado del
modelo.

En este trabajo se utilizaron redes neuronales de forward pass, las cuales se distinguen
por el proceso de propagacion hacia adelante de los datos a través de la red. Estas redes
se caracterizan por la inexistencia de conexiones que regresen a capas anteriores y por
una arquitectura organizada en capas bien diferenciadas.

El forward pass consiste en lo siguiente: inicialmente se introducen las entradas x;
(inputs), cada una de las cuales se conecta con una o varias neuronas en la primera capa,
como se muestra en [Figura 4] A cada conexion se le asigna un peso w;;, donde i se refiere
a la entrada y 7 a la neurona correspondiente.
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Zj = Z l’iwi,j + bj (23)

donde b; es el bias. El bias en una red neuronal es un parametro adicional que se suma a la
combinacion lineal de entradas antes de aplicar la funcién de activacion en cada neurona.
Su funcion principal es desplazar la salida de la neurona para aumentar la flexibilidad de
ajuste de los datos.

La funcién de activaciéon es un componente fundamental en las redes neuronales y su
papel es introducir un comportamiento no lineal en el modelo. Es una funciéon matematica
que se aplica a la salida de cada neurona, tras la suma ponderada de entradas mas el sesgo.
La no linealidad se utiliza para que la red neuronal pueda aprender patrones complejos.
Generalmente se suele usar la tangente hiperbolica. Esto es debido a que tiene salida
en el intervalo [-1,1] (las redes neuronales trabajan mejor entre ese intervalo y en [0,1]).
Ademas, es una funcion suave, continua y diferenciable (ideal para el entrenamiento con
gradientes).

Posteriormente, se aplica la funciéon de activacion:

aj = f(z) (24)

El mismo procedimiento explicado previamente se aplica en la siguiente capa, consi-
derando ahora la neurona en la posicion k, se tiene:

2 = Z LWk -+ bk (25)
J
Y se transforma de nuevo aplicando la funcién de activacion:

ar = f(zr) (26)

Tras iterar con todas las capas, se calcula la salida final del modelo (output) de manera
analoga:

Y= Z apvg +c (27)

k

layer O layer 1 layer 2 layer 3

O _. @ output
Figura 4: Esquema de funcionamiento de una red neuronal|20].

En el caso especifico del calculo de la PES, la capa de salida de la red neuronal esta
compuesta por una Unica neurona, cuya funciéon es predecir la energia atémica corres-
pondiente. A medida que el modelo se entrena y el proceso se repite multiples veces, la
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prediccion se ajusta progresivamente a los datos de entrada. De este modo, la PES esti-
mada, obtenida como la suma de todas las energias atémicas individuales, se aproxima
cada vez mas a la PES generada mediante DFT.

Para este trabajo se ha empleado el software SIMPLE-NN con el fin de construir y
entrenar la red neuronal. Esta arquitectura estd compuesta por cuatro capas, cada una
con 50 neuronas, completamente conectadas entre si. Esto significa que cada neurona
esta enlazada con todas las neuronas de la capa anterior y de la capa siguiente. Esta
estructura totalmente conectada permite representar las operaciones mediante tensores,
lo cual facilita la aceleracion del computo, reduciendo asi significativamente el tiempo de
entrenamiento.

Para cada elemento se han utilizado 78 descriptores gaussianos, siendo 24 de tipo
radial centrados en cero (u = 0), y 54 angular, también centrados en cero. La distancia

de corte (cutoff) utilizada ha sido de f, = 6,0 A.
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4.6. Dinadmica molecular y calculos previos

Durante el desarrollo del trabajo se emplearon simulaciones de MD, tal como se indico
en la seccion anterior. El software utilizado fue LAMMPS (Large-Scale Atomic/Molecular
Massively Parallel Simulator). Antes de ejecutar las simulaciones, es necesario establecer
ciertos parametros que definan las condiciones bajo las cuales opera el sistema.

En este trabajo se utilizaron 30.005 a&tomos en total dentro de una caja cibica, de
los cuales 10 son de tritio, 4.709 de litio y 25.286 de plomo, por lo que da lugar a una
proporcion del 15,694 % litio, de 84,273 % plomo y 0,033 % de tritio.

Dado que el estudio se lleva a cabo a diferentes densidades (0,031 [atomos-A~3],0,032
[atomos-A=3] y 0,033 [atomos-A~3|) manteniendo constante el nimero total de atomos,
se asigna a cada densidad una longitud diferente para el lado de la caja ctibica. Este valor
se obtiene aplicando la expresion p = %, que permite despejar la longitud como:

/ 30005
- 1 p=— | = - 2A 2
p=0031 p= —> = ¢/ —x 5,031 — 98,9 (28)

En el presente estudio, las simulaciones de MD se estructuran en dos etapas, realizadas
para tres densidades distintas y seis temperaturas por densidad (750 K, 800 K, 850 K,
900 K, 950 K, 1000 K).

La primera etapa se desarrolla en el conjunto canénico IT_Q'I (1/T,V,N) con el proposito de
estabilizar la temperatura del sistema. Esta fase se denomina termalizaciéon y consiste
en asignar a las particulas una energia acorde con la temperatura objetivo. Durante los
primeros pasos de la simulacion, las energias cinética y potencial presentan fluctuaciones,
por lo que las velocidades se ajustan dindmicamente para mantener constante la tem-
peratura deseada. Tras 50.000 pasos de tiempo, el sistema se considera termalizado al
alcanzar una temperatura estable, con leves oscilaciones en torno al valor fijado.

Una vez finalizada esta etapa, se procede a la segunda fase, en la que se trabaja bajo
el conjunto microcanénico m (E,V,N), en el que la energia total del sistema se mantiene
constante. A diferencia de la termalizacion, en esta fase no se controla la temperatura,
sino que se permite su evolucion libre. La simulacion se extiende durante 500.000 pasos
de tiempo, partiendo de la configuracion final obtenida en la etapa anterior. Estas si-
mulaciones han permitido obtener las trayectorias de las moléculas de tritio, necesarias
para el calculo del desplazamiento cuadratico medio y, en consecuencia, del coeficiente de
difusion.

19E] conjunto canénico describe un sistema que puede intercambiar energia con un entorno, pero no
intercambia particulas y corresponde a un sistema cerrado isotermo. En este conjunto, queda fijada la
energia media, no la energia de cada microestado.

20E] conjunto microcanénico describe un sistema aislado, que no intercambia energia ni particulas con
su entorno.

26



Violeta Badas Molpeceres

4.7. Calculo del coeficiente de difusion

En primer lugar, resulta conveniente definir varios términos que facilitaran la com-
prension del contenido en este trabajo.

Una propiedad dinamica describe la evolucién de un sistema fisico con el tiempo.
Esta relacionada con los procesos de movimiento, transporte o cambio. Ejemplos repre-
sentativos de este tipo de propiedades son la difusion, la viscosidad o la conductividad
térmica.

Entre ellas, cabe destacar el coeficiente de difusién, cominmente representado me-
diante la letra D, cuantifica la velocidad con la que las particulas se dispersan en un medio.

El desplazamiento cuadratico medio (Mean Squared Displacement, MSD) es una
magnitud estadistica que indica cuanto se alejan, en promedio, las particulas de su po-
sicién inicial con el tiempo. En otras palabras, el desplazamiento al cuadrado de una
particula a lo largo del tiempo respecto a su posicion inicial. Se expresa como ([21]):

RA(t) = (|7i(t) — 73(0)*) (29)

A escalas de tiempo cortas, el MSD exhibe un comportamiento balistico Ef] . Por el
contrario, en tiempos largos, cuando las particulas han tenido tiempo de sufrir muchos
choques con las demaés, el movimiento se vuelve difusivo.

También resulta relevante mencionar que, si el sistema en vez de liquido fuera gaseoso,
la evolucion del MSD seguirfa un patrén cualitativo similar, ya que en ambos casos se
observa un crecimiento lineal con el tiempo en el régimen difusivo. Sin embargo, desde
una perspectiva cuantitativa, el comportamiento difiere notablemente: en los gases, el co-
eficiente de difusion es significativamente mayor debido a la menor frecuencia de choques
entre particulas, lo que permite un desplazamiento mas libre. De forma contraria, en los
liquidos las interacciones constantes y la formacién de enlaces transitorios [ dificultan el
movimiento, reduciendo asi el valor del coeficiente de difusion.

En el caso de un sdlido cristalino caliente (condicién necesaria para que los dtomos
de la red presenten movilidad y el estudio del coeficiente de difusion sea posible), el
desplazamiento cuadratico medio muestra inicialmente un comportamiento comparable
al del liquido. Ahora bien, a medida que avanza el tiempo, el desplazamiento comienza a
crecer hasta el valor de saturacion E], el cual esta asociado con las vibraciones térmicas
de los atomos alrededor de sus posiciones de equilibrio y depende de la temperatura del
sistema.

El coeficiente de difusion se puede calcular mediante diferentes métodos, como el MSD
o la funcion de correlacion de velocidades (VACF, Velocity AutoCorrelation Function). En

21E] término balistico viene de la fisica clasica y se refiere al movimiento de un cuerpo libre sin
interaccion con el medio. En este régimen, el espacio es igual a velocidad por tiempo s = vt, la particula
se mueve a velocidad constante sin colisiones ni fuerzas externas relevantes durante ese corto tiempo.
Esto es debido a que a tiempos muy cortos las particulas no han chocado atin con las otras.

22Interacciones temporales.

23Valor limite que alcanza el desplazamiento cuadratico medio a tiempos largos en los sélidos cristalinos.
Esto es debido a que en un sélido los 4&tomos no se trasladan libremente, solo oscilan entorno a su punto de
equilibrio. Dado que estas oscilaciones tienen una amplitud finita, el desplazamiento crece inicialmente,
pero termina estabilizindose en ese valor maximo, denominado valor de saturacion.
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este trabajo se ha optado por determinarlo a través del MSD, dado que su calculo resulta
mas sencillo y directo. Esto se debe a que la VACF incluye contribuciones debidas a la
rotacion y la vibracion de las moléculas, mientras que el MSD simplemente se calcula con
el movimiento del centro de masas de cada molécula. P4

Existe una relacion directa entre el coeficiente de difusion y el desplazamiento cuadra-
tico medio, conocida como la relacion de Einstein:
b LR —AOR) 1R

t—oo O dt t—oo 6 dt

En un sistema en equilibrio todas las moléculas de tritio son completamente equiva-
lentes, por lo que comparten un tnico coeficiente de difusion caracteristico. No obstante,
en las simulaciones, cada molécula de tritio sigue su propia trayectoria individual, lo que
genera diferentes valores del MSD y, por consiguiente, a coeficientes de difusion especifi-
cos para cada una. Se interpreta el valor obtenido para cada molécula como una “medida”
del coeficiente de difusion molecular.

El propésito central de este trabajo es modelizar la dependencia del coeficiente de
difusion con la temperatura y la densidad mediante una expresion de tipo Arrhenius:

(30)

D= AT (31)

La formula de Arrhenius esta caracterizada por una energia de activacion E,, en la
que las moléculas deben superar una barrera energética para que el fenémeno ocurra.
Esta expresion describe la probabilidad térmica de que una particula adquiera suficiente
energia para desplazarse. Por lo general, el primer término de la ecuaciéon se asocia al
numero de intentos de superar dicha barrera, mientras que el segundo término, que inclu-

_Eq_
ye el factor de Boltzmann e 7, representa la probabilidad de éxito de dichos intentos.
Aunque este modelo se emplea de forma amplia y efectiva en la literatura cientifica, es
importante recordar que se trata de una aproximacion cuya validez no es absoluta.

A partir de este marco tedrico, el objetivo es calcular el valor de esos parametros A y
B para obtener la ecuacion con forma de Arrhenius.

En este trabajo, como se detalla en el anexo, los parametros han sido calculados a
través de tres métodos diferentes: un ajuste no lineal sin considerar las incertidumbres,
un ajuste lineal pesado teniendo en cuenta las incertidumbres, y finalmente, el procedi-
miento adoptado como definitivo, que consiste en realizar un ajuste directo a la ecuacion
tipo Arrhenius incorporando las incertidumbres, haciendo uso de un programa para la
resoluciéon de ecuaciones no lineales.

A continuacién, se expone la obtenciéon de la ecuaciéon no lineal a resolver con el
programa. En primer lugar, se reescribe la ecuacion de Arrhenius como:

Sl

D =ae (32)

cuyo unico efecto es que el parametro b tome valores negativos.

248e puede resaltar que en |12] si que se calculé la VACF, teniendo en cuenta que en aquellas simula-
ciones coexistian 4tomos sueltos y moléculas, y se estudiaban explicitamente las frecuencias de vibracion
molecular en funcién de la presion. En cambio, este trabajo esta enfocado exclusivamente en la difusion,
por lo que unicamente se trabaja con el MSD.
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Inicialmente, se define la funcién a minimizar como la suma pesada de los cuadrados
de las diferencias entre los valores simulados del coeficiente de difusion y los obtenidos
mediante el ajuste a la expresion de tipo Arrhenius (31f):

1 (aeTii — D;)?
Wab) =2 ~————, (33)

donde €; representa la incertidumbre correspondiente al coeficiente de difusiéon a la tem-
peratura T;, la cual se obtiene como el error accidental asociado a las diferentes “medidas”
del mismo EL uno para cada molécula. Ademas, el nimero de moléculas puede variar en
funciéon de la temperatura a lo largo de la simulacion, ya que éstas pueden disociarse y
posteriormente volverse a formar. Los pesos @ son los inversos de los cuadrados de los
errores accidentales.

6 = Buee®) = t,(v)s(7), (34)

donde t;_,(v) es la funcion de distribucion de Student, que depende de la probabilidad
fiducial y de los grados de libertad, toméandose como nivel de significacion 0,05 siguiendo
la practica comun.

Para determinar los parametros a y b, se procede a minimizar W(a,b), derivando
parcialmente con respecto a cada parametro e igualando las derivadas a cero:

b 2b b
ow 2(ae™ —D;) » et Die™i
i o™ S
Obteniendo:
S Dye™ z
1 ;€71 eti
a= 5 con S = ZZ: 2 y Se= 2 (36)
oW 2ae™ — D;) s 1 i Die™
aeTi — D;) & eTi ieTi
_— = _— Ty — = ==
% ; 20 ae ) 0— a; T ; T (37)
Tomando como
S Die;z e%
a=7 con Sg—z T, y 4_ZTZ€2 (38)
Entonces: s s
1 3
— =—— =515, —55;=0 39
S, S, 194 203 (39)
La expresion resultante define una ecuacion no lineal para b.
f(b) = S1(b)Sa(b) — S2(b)S5(b) = 0 (40)

25No se han incluido errores sistematicos en el analisis.

26E] peso utilizado mas ampliamente es el inverso de la varianza (desviacion tipica al cuadrado), pero
se ha considerado mas adecuado utilizar la férmula de error accidental, en la que aparece adicionalmente
la ¢ de Student como factor de confianza que depende el tamano muestral ya que en nuestro caso, no
siempre tendremos el mismo nimero de medidas para cada temperatura.
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Para la resolucion de la ecuaciéon no lineal en b, se recurre al método de Newton-
Raphson.
La aplicaciéon de este método @ requiere el calculo de las derivadas:

f'(b) = S1(0)Sa(b) + S1(b) Sy (b) — S5(b)S5(b) — Sa(b) S5(b) (41)
, DieT% , DleT%

SO =D T =% Sl = ez =5 (42)
, 26% , 26%

S(b) = Z T = 25, Si(b) = Z T2 = S (43)

F/(b) = S35, + 5155 — 25,85 — 5555 = 515 — S554 — 5555 (44)

El método iterativo produce una nueva estimacion b,,1 a partir de la estimacion b, y
este proceso se repite hasta que la diferencia entre ambas estimaciones sea suficientemente
pequena. Una vez obtenido el valor de b 6ptimo, el correspondiente valor de a se obtiene
a partir de cualquiera de las dos ecuaciones (35) o (37).

b L= b, — Sl(bn)54(bn) - 52(bn)53(bn) o= S1(b)
T 81 (0,)S6(by) — S3(b)Sa(by) — So(bn)Ss(by) Sy (b)
Una vez obtenidos los valores de a y b, se procede a parametrizar su dependencia con

la densidad. Esta parametrizacién permite concluir en una expresion del coeficiente de
difusion genérico en funciéon simultanea de la densidad y temperatura, con forma:

(45)

(a9+B2p)

D= (ay+ fip)e T (46)

2TConsiste en encontrar una raiz de una funcién no lineal f(x), es decir, un valor de z tal que f(z) = 0.
Se parte de una estimacioén inicial g, y se mejora iterativamente la solucion utilizando la derivada de la
funcion. Empleando:

T T T )
n

Este proceso se repite hasta que se alcanza una convergencia aceptable.
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5. Analisis de resultados

En este apartado se presentan los resultados obtenidos a lo largo de este trabajo junto
con los inconvenientes encontrados y una comparacion con un trabajo anterior, |13|, en
el que se analiz6 el coeficiente de difusién para el tritio en forma atémica, en la misma
aleacion de litio y plomo, empleando también potenciales basados en redes neuronales.

5.1. Desplazamiento cuadratico medio R*(t)

Para la obtencion de los datos del MSD, se emplearon dos programas.

El primero se encarga de leer las posiciones de los atomos de tritio registradas en un
fichero tras la finalizacion de la simulacion en condiciones (E,V,N) y de calcular las distan-
cias interatomicas con el fin de determinar si los &tomos se encuentran lo suficientemente
proximos como para formar una molécula. Para ello, se establece un umbral maximo de
distancia (en nuestro caso 1,24 A) Si se cumple este criterio, se calcula el centro de masas
de la molécula y se registran sus coordenadas en un fichero especifico para cada una de
ellas. Ademés, el programa documenta en un fichero adicional la creacién y disociacion
de cada molécula, especificando las iteraciones en las que se ha producido el evento y los
atomos implicados.

Cabe destacar que fue necesario revisar y modificar el codigo original debido a varios
errores. Inicialmente, el programa asumia incorrectamente que cada molécula permanecia
compuesta por los mismos atomos durante toda la simulacion, lo que resulté invalido, ya
que tras la disociacion de dos o mas moléculas, pueden generarse nuevas combinaciones
con reconfiguraciones atémicas distintas a las iniciales. Este problema se resolvié ana-
diendo unas lineas de codigo con bucles que verifican las distancias interatémicas para
identificar correctamente qué combinaciones conforman una molécula en cada instante.
La otra dificultad detectada en la version inicial del programa fue la correcta aplicacion
de las condiciones periddicas de contorno para el centro de masas de las moléculas.

Finalmente se ejecuta el segundo programa, encargado de calcular el MSD de cada
molécula. Los resultados obtenidos se almacenan en distintos ficheros, uno para cada mo-
lécula.

A partir de estos ficheros de datos, se representan los MSD mediante el xmgraceEg].
Posteriormente, se aplica la expresion para derivar las funciones correspondientes y
ajustar directamente a seis veces un parametro, lo que permite evitar la division entre
seis del valor obtenido con zmgrace. De este modo, se obtienen los coeficientes de difusion,
cuyos valores se encuentran en las tablas [ [ y [6] del anexo.

A continuacién, en la , se presentan tres graficas que ilustran (para una tem-
peratura y densidad determinadas) el procedimiento seguido para la obtencion de las
“medidas” del coeficiente de difusion.

28xmgrace es un software libre y de cédigo abierto para la visualizacién y analisis grafico de datos

cientificos.
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Figura 5: Graficas para la obtencion del coeficiente de difusion.

5.2. Parametros de ajuste del coeficiente de difusién en funcién
de la temperatura

Tal y como se ha comentado en [Sec. 4.7 se ha optado por obtener directamente los
parametros a y b de la ecuacion tipo Arrhenius, sin recurrir a la toma de logaritmos para
realizar un ajuste lineal como si se hizo en [13|. Son dos las razones que motivan esta
decision.

La primera esta relacionada con el comportamiento del sistema a lo largo de la si-
mulacion, durante la cual las moléculas se forman y se disocian, lo que implica que el
nimero de medidas del coeficiente de difusién no sea constante en todas las temperatu-
ras. Poniendo un ejemplo, en el caso de O,O31[étomos-A*3] a la temperatura de 750 K se
registraron cinco moléculas, lo que implica cinco coeficientes de difusion; sin embargo, a
800 K el ntimero se reduce a cuatro debido a la disociaciéon de una de ellas.

Y la segunda razon es minimizar la propagacion de errores al utilizar magnitudes
derivadas de las medidas directas. No obstante, en el anexo se incluyen alternativas me-
todologicas de ajuste, exponiendo como quedarian los resultados.

Para llevar a cabo este procedimiento, como se menciond anteriormente, se ejecuto
un programa que resuelve ecuaciones no lineales mediante el método de Newton. Este
programa requiere una estimacion inicial para el parametro b, para el cual se empled el
valor obtenido a partir de un ajuste lineal que considera la incertidumbre asociada a los
datos.
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5.2.1. Ajuste a la ecuaciéon de Arrhenius

Antes de proceder con estos ajustes, fue necesario descartar algunos de los resultados
obtenidos debido a que las incertidumbres presentadas eran extremadamente altas.

Para el caso de la densidad p = 0,031[atomos-A 3] se decidi6 eliminar las medidas para
la temperatura T=1000 K ya que al contar tinicamente con dos medidas, el valor tomado
de la ¢ de Student asciende a 12,07, lo cual multiplicado por la desviacién tipica generaba
un valor incluso mayor que el orden de magnitud del coeficiente de difusion, por lo que
restaba validez a dicho resultado. De forma similar, en el caso de la densidad p = 0,032
[étomos-A‘3], se descartaron los datos obtenidos a T=900 K, ya que nos conducian a
unos parametros a y b que no reproducian adecuadamente el comportamiento a esta
densidad. Concretamente, se observo que, a una misma temperatura, se obtenia un valor
del coeficiente de difusion mayor al aumentar la densidad, lo cual es contrario a la fisica
de la difusion que implica que mayor densidad conduce a menos espacio disponible para
el movimiento, y por tanto, menor coeficiente de difusion.

En la se representa el promedio de todos los coeficientes de difusion a cada
temperatura para las tres densidades consideradas. Las barras verticales indican las in-
certidumbres calculadas mediante la expresion . La linea que acompana a los datos
corresponde al ajuste a una ecuaciéon de tipo Arrhenius, representada una vez obtenidos
los valores de los parametros 6ptimos.
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TIK] TIK]
((a)) Coeficiente de difusion en funcién de la ((b)) Coeficiente de difusion en funcion de la
temperatura para p = 0,031[atomos-A—3]. temperatura para p = 0,032[atomos-A=3].
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((c)) Coeficiente de difusion en funcion de la
temperatura para p = 0,033[atomos-A=3].

Figura 6: Coeficientes de difusion en funciéon de la temperatura para las tres densidades.
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En la[Tabla 1] se recogen los valores obtenidos de los parametros a y b correspondientes

a las densidades estudiadas:

p [atomos-A=3| | a[A%ps~1] | B[K]
0.031 104 | 171277
0,032 3,54 1570,59
0,033 3,61 1683,50

Tabla 1: Valores de a y b para las distintas densidades.

Ademas, es posible representar graficamente el comportamiento de la ecuacion de
Arrhenius para las tres densidades simultdneamente , con el propésito de com-
probar la coherencia de los resultados obtenidos. Se espera observar un comportamiento
en el que, al aumentar la temperatura, las particulas adquieran mayor energia y se des-
placen mas rapidamente, lo que conlleva a un incremento del coeficiente de difusién. Por
el contrario, a temperaturas mas bajas, el movimiento molecular se reduce, lo que impli-
ca una menor difusiéon. En resumen, el coeficiente de difusiéon debe ser creciente con la

temperatura.

Por otro lado, la relacion entre el coeficiente de difusion y la densidad es la contraria:
a mayor densidad, menor debe ser el coeficiente de difusion.

=
5]
T

— p=0.031 [dtomos }5[3]
— p=0.032 [4tomos A”]
p=0.033 [dtomos 13(3]

Qoo 800

Figura 7: Ecuacion de Arrhenius para las tres densidades consideradas.
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5.3. Parametros del ajuste a y b en funcién de la densidad

Finalmente, con el objetivo de obtener una expresion genérica del coeficiente de difu-
sion en funcion tanto de la densidad como de la temperatura, se realiza la representacion
de los parametros a y b en funcion de la densidad, tal como se muestra en y se
lleva a cabo un ajuste lineal para cada uno de los parametros con los datos de la[Tabla ]
para llegar a una expresion de la forma:

(ag+B2op)

D = (a1 + fip)e T

55 T T T T T T T 1200 ——— T —— ——
~1250 B
-1300|— 4
5 i 1350 | B
. ~1400— 4
1 1450 |- B
a5k _ -1500 1~ 4
@ —-1550 —
- &> Mol n -
o B el R E
% ar b 17001 L] b
s |
] 1750 4
. -1800 [~ B
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((a)) Dependencia del parametro a con la den- ((b)) Dependencia del parametro b con la den-

sidad. sidad.

Figura 8: Dependencias de los parametros con la densidad.

Como era de esperar, con el fin de que el coeficiente de difusiéon disminuya con la
densidad, se observa que el pardmetro a presenta un comportamiento decreciente, como
puede apreciarse en la [Figura 7} Por el contrario, el parametro b muestra una tendencia
creciente, provocando una disminucién adicional de D al aparecer dentro de una expo-
nencial negativa.

En la[Tabla 2| se muestran los valores de los parametros obtenidos a partir del ajuste
lineal como funcién de la densidad:

a1 [A2ps71 | Bi[A%ps7H | aolK] | BofK-A® ]
24,7 -645,6 -2123,9 | 14634.,0

Tabla 2: Pardmetros oy , 51, as v [o.

De este modo, se obtiene la féormula general buscada de tipo Arrhenius dependiente
de la densidad y temperatura, que constituye el objetivo final de este trabajo:

—2123,9414634 p )

D(p,T) = (24,7 — 6456 p) el — 7 (47)
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Para visualizar la validez de la ecuacion general obtenida, en la|Figura 9| se represen-
tan, para cada densidad, las graficas que comparan los valores del coeficiente de difusion
obtenidos a partir de las simulaciones con los calculados mediante la expresion final (47)).
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Figura 9: Comparacion de la ecuacion general obtenida con los datos de las simulaciones.

Las lineas punteadas corresponden a las previamente representadas en la [Figura 6] es
decir, el ajuste realizado a una ecuacion de tipo Arrhenius utilizando los valores obtenidos

de los parametros a y b de la[Tabla 1]

Por tltimo, se lleva a cabo una comparaciéon entre la ecuacion general final del
coeficiente de difusion en funcion de la densidad y temperatura del tritio molecular y la
que se obtuvo en [13] del coeficiente de difusion del tritio atomico.

La expresion general presentada en dicho estudio se obtuvo mediante un ajuste lineal
pesado del logaritmo del coeficiente de difusion frente al inverso de la temperatura, y
tiene la forma:

Para establecer la comparaciéon entre ambas ecuaciones, se ha considerado el inter-
valo de temperaturas comprendido entre T=725 K y T=1025 K para las densidades
p = 0,031[atomos-A=3], p = 0,032[atomos-A=3] y p = 0,033[atomos-A~3].
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Desde un punto de vista general, cabria esperar que el coeficiente de difusion del
tritio en su forma atémica fuera mayor que en su forma molecular. Esto se debe a que
una molécula, al tener mayor masa y tamano, tiende a moverse con més dificultad y a
colisionar con maés frecuencia con los dtomos vecinos. No obstante, este razonamiento
podria no cumplirse si las interacciones entre el tritio, tanto atémico como molecular, y
el litio influyeran notablemente en el comportamiento del sistema.

e
=)
|

[a]
ES
I

tritio molecular p=0.03 I[A'S]
2,2 — titio molecular p=0.032[:&']]

5]
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Figura 10: Ecuacion final para el tritio en forma molecular y atomica [13].

Tal como se observa en el posible efecto de las fuerzas interatémicas no
logra contrarrestar las tendencias relacionadas con el tamano y la masa de las moléculas
comparadas con los valores correspondientes a los atomos, lo que se traduce en valores
del coeficiente de difusion claramente menores para el tritio molecular.
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6. Conclusiones

En este estudio se han determinado, por primera vez, los coeficientes de difusién del
tritio en su forma molecular dentro de la aleacion liquida Liy5 7Pbgy 3, bajo distintas condi-
ciones de densidad y temperatura. Como resultado, se ha obtenido una expresiéon general
que relaciona el coeficiente de difusion con la densidad y temperatura simultdneamente.
Esta formulacién permite estimar dicho coeficiente en un amplio rango de condiciones, lo
que la hace especialmente ttil para aplicaciones préacticas.

Como se muestra en el anélisis de resultados y en el anexo (Sec. §)) solamente al
incorporar las incertidumbres, ya sea con la ecuacion no lineal de Arrhenius o con un
ajuste lineal pesado, se consigue el comportamiento esperado de los pardmetros a y b con
la densidad.

Entre estas dos opciones, en este trabajo se opté por utilizar directamente la ecuacion
de Arrhenius sin aplicar logaritmos. Esta decision se tomdé principalmente para evitar la
propagacion de errores y dadas las caracteristicas del conjunto de datos analizados. A
pesar de que ambos métodos consiguen resultados comparables, la consideracion de las
incertidumbres fue el factor determinante para la eleccién del procedimiento a seguir.

En el caso de la ecuacién general, no es posible proporcionar una estimacion fiable de
la incertidumbre en los parametros que determinan la dependencia con la densidad, ya
que se ha ajustado a partir de inicamente tres valores diferentes de la densidad. En cual-
quier caso, teniendo en cuenta los graficos de comparacion entre los resultados obtenidos
en las simulaciones y los valores predichos por la ecuacion final (Figura 9(a)[[Figura 9(b)|
y [Figura 9(c)), puede decirse que la férmula general describe muy bien los resultados de

la simulacién.

Durante el desarrollo del trabajo, una de las mayores dificultades ha sido el tratamiento
de moléculas, ya que su formaciéon y disociacion a lo largo de las simulaciones han limita-
do el numero de datos, empeorando la estadistica en algunas condiciones de temperatura.
Esta situacion, ademas, ha exigido implementar de forma adecuada las condiciones pe-
riddicas de contorno en los programas, lo que ha supuesto una complejidad técnica. El
hecho de que el estudio de las propiedades de las moléculas sea mas complejo que el que se
realizo para el tritio en forma atomica |13|, hace que sea esperable que las incertidumbres
asociadas sean mayores. Una posible mejora para estudios como este seria aumentar no
solamente la extension temporal de las simulaciones sino también el niimero de moléculas
del sistema. Sin embargo, como se ha comentado anteriormente, mantener una concentra-
cion realista de tritio implica trabajar con un nimero muy elevado de atomos. En nuestro
caso, cinco moléculas de tritio ya suponen 30.005 d&tomos en total simulados, lo que ya
conlleva un coste computacional considerable. Incluir més moléculas con la misma propor-
cion realista incrementaria mucho el coste computacional. Teniendo esto en cuenta, una
alternativa razonable seria ampliar el estudio abarcando un rango de densidades mayor.
Esto permitiria obtener més puntos para el ajuste de la dependencia de los parametros
con la densidad (tal vez incluyendo una forma no lineal), mejorando asi la fiabilidad de
la ecuacion general sin necesidad de incrementar notablemente los costes de computacion.
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Por ultimo se resalta qué conceptos de los estudiados en el Grado se han tenido en
cuenta en este trabajo y en qué partes se han aplicado. Para comenzar, ha sido impres-
cindible la Fisica Computacional, en concreto, la vuelta al manejo de la terminal y la
familiarizacion con los programas utilizados para su reajuste en las diferentes simulacio-
nes, y xmgrace para las graficas y ajustes. En segundo lugar, para el entendimiento del
desarrollo tedrico de los potenciales basados en redes neuronales, la Fisica y la Mecanica
Cuanticas han sido fundamentales, asi como la Fisica Estadistica para la obtencion de
resultados a partir de las simulaciones, y las Técnicas Experimentales en Fisica para el
tratamiento de las incertidumbres. Finalmente, para las aplicaciones del trabajo, se ha
profundizado en el estudio de la fusiéon nuclear, como ampliaciéon de los contenidos estu-
diados en la asignatura de Fisica Nuclear y de Particulas para el anélisis de las reacciones
empleadas en este trabajo.
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8. Anexo

8.1. Calculos previos

platomos-A=3] | L[A]
0,031 98,918
0,032 97,877
0,033 96,878

Tabla 3: Valores de los lados del cubo a distintas densidades.

8.2. Valores de los coeficientes de difusion
Las tablas [Tabla 4[Tabla 5| y [Tabla 6] recogen los valores del coeficiente de difusion

obtenidos a partir de las simulaciones para las distintas moléculas, a lo largo del rango
de temperaturas considerado para cada una de las densidades estudiadas.

750 K | 800 K | 850 K | 900 K | 950K
0,5777 | 0,592 | 0,571 | 0,747 | 0,865
0,462 | 0,611 | 0,695 | 0,893 | 0,668
0,503 | 0,581 | 0,500 | 0,708 | 0,877
0,504 | 0,542 | 0,662 | 0,777
0,490 0,655

Tabla 4: Datos del coeficiente de difusion, cuyas unidades son [A2 -ps~!| para la densidad
p1 = 0,031[atomos-A—3].

750 K | 800 K | 850 K | 950 K | 1000 K
0,408 | 0,502 | 0,602 | 0,723 | 0,889
0,424 | 0,478 | 0,636 | 0,639 | 0,724
0,435 | 0,515 | 0,541 | 0,706 | 0,627
0,444 | 0,469 | 0,518 | 0,676
0,502 | 0,505 | 0,512 | 0,588
0,739

Tabla 5: Datos del coeficiente de difusion, cuyas unidades son [AQ -ps~!] para la densidad

p2 = 0,032[atomos-A~3].
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750 K | 800 K | 850 K | 900 K | 950 K | 1000 K
0,372 | 0,474 | 0,376 | 0,551 | 0,654 | 0,798
0,366 | 0,516 | 0,424 | 0,498 | 0,691 | 0,614
0,479 | 0,575 | 0,575 | 0,531 | 0,476 | 0,756

0,313 0,605 | 0,389 0,671
0,376 0,477 0,643
0,364

Tabla 6: Datos del coeficiente de difusion, cuyas unidades son [AQ -ps~!| para la densidad
ps3 = 0,033[atomos-A 3],

8.3. Meétodos alternativos de ajuste de los resultados
8.3.1. Ajuste lineal pesado tomando logaritmos

Como se menciono en[Sec. 4.7} se han calculado los parametros a y b mediante distintos
métodos. En esta seccion se detalla el método mediante el cual se toman logaritmos para
hacer un ajuste lineal pesado incorporando las incertidumbres, de forma similar al estudio
que se realizo en [13].

Para linealizar la ecuacion se toman logaritmos tras dividir entre las unidades de
D y A, con el fin de trabajar con magnitudes adimensionales:

D A B
D=Ae 7 — log| —— | =log| ——€e 7 | —
<1A2ps—1> (lAzps—l )
D A B
log| ——— | =log| ——— | —=—y=a+bx (49)
<1A2ps—1> <1A2ps—1> T

donde se han introducido las variables: y = log(D/(lAzps_l)) yx =7
Inicialmente, se establece la funcién a minimizar como la suma pesada de los cuadrados
de las diferencias entre los resultados del ajuste segtin la recta y = a + bx P}

N

Wat) =33 L%m by — yﬂ (50)

i=1 Lt
siendo ¢; la incertidumbre calculada como los distintos errores accidentales explicados en
[Sec. 4.7 y los pesos, los inversos de estas incertidumbres al cuadrado.
Tal y como se ha indicado, se realiza minima la funcién de la suma pesada, haciendo
las derivadas parciales e igualando a cero:

oo b <o (S3) (X 5) - (SH) @

=1 = =1 i=1 i=1

Wt lgemon] (B 0(E1)-(X2) @

i=1 i=1 ° i=1 " =1

29A pesar de que en la forma de Arrhenius se tiene una exponencial negativa, se cambia la notacion
sabiendo el signo que debe tomar b.
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Para simplificar el célculo, se introducen unos coeficientes M,,,, que tienen la expresion:

N
ri"y;'
My =Y =5+ (53)

i=1 (

Por lo que el sistema de ecuaciones a resolver tiene la forma:

(54)

CLM()(] -+ bM10 = M01
aMi + bMyy = My,

Resolviendo el sistema de ecuaciones, quedan las expresiones:

Moo Mao— M3,
b= Moo My =M My, (55)

q = MorMao=MioMy
Moo Mao—M?3,

Las incertidumbres, tanto de a como de b estan dadas por:

Aqg=—20
{ b — i M (56)

Moo Mao— M3,

Tras la obtencion de los valores de los parametros para cada una de las densidades
(0,031[atomos-A~3], 0,032[atomos-A~3] y 0,033|atomos-A~3]), el siguiente paso sera la
parametrizacion de la dependencia de a y b con la densidad utilizando un ajuste lineal
de e* y b como funcién de p.

et =y + Bip
b= oy + Bap

El objetivo final de todo esto, como se ha especificado anteriormente, es llegar a una
expresion para el coeficiente de difusion que dependa de la densidad y la temperatura de
forma simultédnea. Para ello, se determinan los valores de los pardmetros aq, 51, as v Ba,
de forma que la ecuaciéon general siga la expresion de Arrhenius m:

(57)

D = (a1 + Bip)e 27 (58)
Parametros de ajuste del coeficiente de difusiéon en funcién de la temperatura

Al igual que en se ha optado por no tener en cuenta ciertos datos para no
empeorar la estadistica.

Como se indica en , se toman logaritmos y en la se representa el loga-
ritmo del promedio de las medidas del coeficiente de difusion en funciéon del inverso de
la temperatura. Se observa el gran tamano que tienen las barras de las incertidumbres,
dada la propagacion de incertidumbres.

Todas las operaciones realizadas para la obtencion de los valores de (b5)), mostrados
en [labla 7} se han realizado con Excel.

30Ge destaca que en este caso en particular, se ha preferido tras haber sacado los valores de a y b,
representar antes de hacer el ajuste lineal, e®, para que la forma general del coeficiente de difusion sea

yno:

D= 6(0‘14_’81’))6_%

45



Violeta Badas Molpeceres

En la se representan, mediante puntos, los valores promedio del coeficiente
de difusion correspondientes a cada temperatura. Las barras verticales indican las incer-
tidumbres del logaritmo, y finalmente, el ajuste lineal correspondiente a cada densidad
se muestra en forma de una recta.

log(D/(Aps ™)
ALy
~

o0
w N
|/|

06
0,7
08
I ) 09
oo 00011 00012 00013 00014 00009 0001 00011 00012 0,003
T'K" K]
((a)) p = 0,031[atomos-A~3]. ((b)) p = 0,032[atomos-A=3].

L
h

log(D/(A%ps ™))

'
—

L L L
0,001 0,0012
TK"

((¢)) p = 0,033[atomos-A=3].

Figura 11: Logaritmo del coeficiente de difusiéon en funcién del inverso de la temperatura.

platomos-A=3] [ a e b[K]
0,031 1,63 | 5,08 | 1736,18
0,032 1,26 | 3,53 | 1567,82
0,033 117 | 3,23 | 1583,12

Tabla 7: Valores de a y b para las distintas densidades en el ajuste lineal pesado.

A continuacion, la [Figura 12 muestra la dependencia conjunta de las distintas densi-
dades, pero esta vez representando directamente la temperatura, en lugar de su inverso,
asi como el coeficiente de difusion y no su logaritmo.
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p=0.032[4tomos 13(3]
0.2 p=0.033[atomos 13(3]
’ — p=0.031[4tomos /3(3]

000 800 900 1000 1100
T[K]

Figura 12: Coeficiente de difusion frente a la temperatura para las tres densidades.

Del mismo modo que en la secciéon de anélisis de resultados, se observa la dependencia
esperada con la densidad y temperatura.

Parametros a y b en funcién de la densidad
Teniendo en cuenta que los pesos son los inversos de las incertidumbres elevadas al
cuadrado y realizando un ajuste lineal, se obtiene:

aq B [A?’] Qo [K] Bo [Ag'K]
27,77 | -740,42 | -2720,00 | 33174,00

Tabla 8: Pardametros «y , 81, as y B2 para el ajuste lineal pesado.

La presenta las dependencias de los parametros con la densidad, obtenién-
dose el comportamiento esperado en cada caso.

6—— ‘ ; ; : : 1500 —
55+ - -1550~ -

s ¢ . 1600 .

@45~ - g -1650— -
o L

4+ - 17001 -

350 i * - 17501 -
n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 18 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n
0,%)305 0,031 0,0315 0,032 0,0325 0,033 0,0335 8%305 0,031 0,0315 0,032 0,0325 0,033 0,0335
plétomos ;\'3] plétomos A's]
((a)) Parametro a frente a la densidad. ((b)) Parametro b frente a la densidad.

Figura 13: Parametros en funciéon de la densidad.
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Al realizar una comparacion con los resultados a los que se llega en 13|, para el tritio
en forma atémica en el mismo rango de temperaturas, se aprecia que para el tritio atémico
se obtienen unos valores para los pardmetros a y b con un comportamiento mas lineal, el
cual se observa en la representacion grafica de los datos. Aunque podria decirse que las
tendencias reflejadas de ambos trabajos no difieren mucho. Por otro lado, el otro estudio
presenta un valor aceptable para la incertidumbre, pero igualmente elevado.

8.3.2. Ajuste no lineal sin pesos

Los parametros obtenidos fueron dados directamente por zmgrace, a partir de una
regresion no lineal realizada sobre todos los puntos relevantes del coeficiente de difusion en
funcion de la temperatura. En se visualizan todas las medidas del coeficiente
de difusion correspondientes a las tablas[Tabla 4|[Tabla 5|y [Tabla 6] y, representados como

lineas, los resultados de los ajustes no lineales.

I 1
09 09 o A
_ 08
&
07
=
s
05F
° L 4
O% L L L L L L L L L L 1 0’9 L L L L L L L L L L L 1 L
00750 800 850 900 950 1000 00 750 800 850 900 950 1000 1050
T[K] TIK]
((a)) p = 0,031[atomos-A~3]. ((b)) p = 0,032[atomos-A~3].
0.8+ o B
L o]
0,7 o ]
— °o 3
2060 o 8 °
:l<: [ o 8
EO’Sf o [} ° ° ° ]
o
" e g ° )
03 © 1

0300750 800 850 900 950 1000 1050
TIK]
((¢)) p = 0,033[atomos-A—3|.
Figura 14: Coeficiente de difusion en funcién de la temperatura.

Se muestran los valores obtenidos para los parametros a y b en:

platomos-A=3] | a[A%ps'] | b[K]
0,031 9,23 1764,38
0,032 3,88 1620,31
0,033 3,59 1683,03

Tabla 9: Valores de los pardmetros a y b para el ajuste no lineal sin pesos.
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De la misma manera que en las secciones anteriores, se lleva a cabo una comparacion
de las ecuaciones de Arrhenius para las distintas densidades. Por lo que en la [Figura 15
se representan los tres ajustes simultaneamente:

1+ _
'Tm 4
NQ-
=<
o 0.5 -
p=0.031[4tomos 15[3]
L — p=0.032[dtomos ,3[3] ]
p=0.033[4tomos ,5[3]
1 | | 1 | 1
900 800 900 1000 1100
TIK]

Figura 15: Coeficiente de difusion frente a la temperatura para las tres densidades.

Al igual que con los otros métodos se alcanza un resultado coherente con lo esperado.
Los valores del coeficiente de difusion son siempre mas elevados para una densidad menor
y sin corte entre rectas.

Parametros del ajuste de los coeficientes a y b en funciéon de la densidad
A continuacion, se expresa la dependencia de a y b con la densidad para sacar los

parametros oy , 01, as v Po, |[Figura 16

2000 ‘ ‘ ‘ T
s x 1
1900+ 1
X ;
ol - —
< Z 1800
= 4r T
| * x | 17001 _
3 1 L 1 1 1 L 1 L L L 16 L | L | L L L L 1 1
0,033 00325 0032 00315 003 00305 B0305 0031 00315 0032 00325 0033
) <3 ) .
pldtomos A 7] pldtomos A 3]
((a)) a frente a la densidad. ((b)) b frente a la densidad.

Figura 16: Parametros en funciéon de la densidad.
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Tras la realizacion del ajuste se llegan a los valores:

al[AQ'pS*l] 51[A5'P571] 042[K] 52[K'A3]
56,2 -1606,7 6636,3 | -152270,0

Tabla 10: Parametros a; , 81, as v P2 para el ajuste no lineal sin pesos.

8.4. Comparaciéon de los métodos

Al comparar los datos recogidos en[Tabla 9|y [Tabla 7|se observa que la mayor diferencia
se encuentra en los valores obtenidos para el parametro b, al contrario que los valores de

a.

Con el objetivo de facilitar la contrastacion de los métodos empleados, se construyo
una grafica, en la que se ilustran los comportamientos de todos los métodos

utilizados de forma simultanea.

< — ajuste no lineal sin pesos p=0.031
— 0.48E ajuste no lineal sin pesos p=0.032
Q ’ — ajuste no lineal sin pesos p=0.033
L ajuste lineal pesado p=0.031 i
ajuste lineal pesado p=0.032
0’2 — ajuste lineal pesado p=0.033 —
— - ajuste no lineal pesado p=0.031
- — - ajuste no lineal pesado p=0.032 B
ajuste no lineal pesado p=0.033

| | | r
%00 800 900 1000 1100
T[K]

Figura 17: Ecuacion de Arrhenius de las tres densidades para los distintos métodos.

A partir de esta representacion, se concluye que la diferencia en los valores obtenidos
empleando unos métodos y otros es minima. Lo que finalmente fue decantador para
la elecciéon de un ajuste a la ecuacién de tipo Arrhenius directamente, sin la toma de
logaritmo, fue la propagacion de errores asociada al conjunto de datos con el que se ha

trabajado.

50



	 Resumen 
	 Abstract 
	Introducción
	Metodología
	DFT
	El principio variacional para el estado fundamental
	Teoremas de Hohenberg-Kohn
	Primer Teorema
	Segundo Teorema

	Ecuaciones de Kohn-Sham
	Machine Learning
	Dinámica molecular y cálculos previos
	Cálculo del coeficiente de difusión

	Análisis de resultados
	Desplazamiento cuadrático medio R2(t)
	Parámetros de ajuste del coeficiente de difusión en función de la temperatura
	Ajuste a la ecuación de Arrhenius

	Parámetros del ajuste a y b en función de la densidad

	Conclusiones
	Referencias
	Anexo
	Cálculos previos
	Valores de los coeficientes de difusión
	Métodos alternativos de ajuste de los resultados
	Ajuste lineal pesado tomando logaritmos
	Ajuste no lineal sin pesos

	Comparación de los métodos


