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Capitulo 1

Introduccion

" Mire profundamente en la naturaleza, y entonces usted entenderd todo mejor."

Albert Einstein

1.1. Introduccion historica

La mecanica Newtoniana ha supuesto el marco teérico mas importante en la historia de la
Fisica. A dia de hoy, este formalismo sigue siendo de gran utilidad, en diferentes aspectos tanto
tedricos como tecnoldgicos. Sin embargo, para poder describir correctamente el universo, se necesita
ir mas alla de esta teorfa, ya que hay situaciones en la que ya no se puede aplicar. Es asi como nace
la relatividad especial.

A principios del siglo XX, existian varios fenémenos que no se podian explicar. La méas impor-
tante era la incompatibilidad entre las leyes de Newton y la electromagnetismo de Maxwell. Esto
conllevaria a una de las mayores revoluciones dentro de la fisica

En 1905, Albert Einstein public6 una serie de articulos, entre los que se encontraba “On the
Electrodynamics of Moving Bodies” el cual sent6é las bases de la conocida relatividad especial.
Einstein postulé que las leyes de la fisica son todas iguales para cualquier observador inercial.
Ademas considero que la velocidad de la luz era una constante e independiente del observador.
Esta teoria introdujo y reformul6 conceptos como el espacio-tiempo o la simultaneidad.

Sin embargo, toda la teoria no tenia en cuenta las consecuencias que tenia considerar la grave-
dad. Asi es como Einstein, durante los proximos 10 afios, public6 una serie de articulos, en los que
establecia la llamada relatividad general, que trataba el asunto de la gravedad dentro de la rela-
tividad. Motivado por el principio de equivalencia, concibié una visién geométrica de la gravedad.
Estableci6 la relacion entre la masa y la energia y el espacio-tiempo o la equivalencia entre masa
inercial y masa gravitacional. Estos razonamientos permitieron explicar el perihelio de Mercurio
y la deflexion de la luz por la gravedad. También predijo las ondas gravitacionales o los agujeros
negros.

La relatividad general supone una gran herramienta. Permite explicar toda la cosmologia, la
expansion del universo y otros muchos fenémenos. Sin embargo la teoria que establecié Einstein no
es suficiente. Se necesitan hacer mejoras. Es asi como nacen nuevas teorias que intentan mejorar el
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trabajo realizado por Einstein. Entre ellas encontramos teorias de campo modificadas de la grave-
dad, teorias unificadas que buscan unir todas las fuerzas elementales o teorias de gravedad cuéantica,
entre otros. Estas tltimas son especialmente interesantes, ya que intentan unificar la relatividad
general con la mecénica cuantica. Entre estas se encuentran la supergravedad, la gravedad cuantica
de bucles o la teoria BF.

En este TFG vamos a tratar la teoria BF, comenzando con una serie de conceptos y formalis-
mos previos a cerca de la relatividad general que nos va a permitir estudiar esta teoria. La parte
matematica subyacente a la teorfa se desarrollo bastante antes. Entre las décadas de 1970 y 1990,
los trabajos de Plebanski y Ashtekar vieron su aplicacion fisica. En 1977 Plebanski publicé un
trabajo en el que discutia la posibilidad de describir el campo gravitatorio mediante un campo
que representaba una variable fundamental. Resulta que la gravedad se puede entender como una
formulacion BF con restricciones al campo mencionado (o exacta si es el caso de 3D). Esto dota a
la teoria de una dinamica local.

Ashtekar consider6 nuevas variables para la gravedad, que permitia reformular la relatividad
general como una teoria gauge. Simplifico la formulacion hamiltoniana mediante el uso de variables
candnicas complejas.

En 2011, Krasnov formul6 esta teoria unicamente en funcién de conexiones. Esto le ha llevado
a pensar que la accién de Plebanski puede generalizarse a las llamadas teorias de la gravedad no
métricas.

1.2. Ecuaciones de Einstein

Las ecuaciones de Einstein son un conjunto de ecuaciones diferenciales, no lineales y acopladas,
que caracterizan el modelo de interaccién gravitatoria. Describen las relaciones entre la materia
presente en el espacio-tiempo y curvatura del mismo.

Toda la geometria del espacio tiempo esta contenida en el tensor métrico g,,,, un tensor de se-
gundo orden. Nos permite medir (longitudes, &ngulos, etc.), definir trayectorias y calcular intervalos
espacio-temporales. El tensor métrico debe poderse diagonalizar localmente en 7, = diag(+———),
la métrica de Minkowski. La geometria es pseudo-riemanniana por no ser la métrica definida posi-
tiva.

Las conexiones, I'),,, se definen sobre variedades diferenciales. En un espacio curvo se puede
definir un espacio tangente en cada punto. Existe una base coordenada e, sobre un sistema de
coordenadas z%, definido por e, = 89% La conexién muestra como cambia los vectores de la base
al cambiar de punto en el espacio:

deq

K

9P =D seu- (1.1)
Es importante aclarar que no es realmente una derivada parcial ordinaria, sino una derivacién

que queda determinada por la forma en que acttia sobre los campos vectoriales, quedando definida

la conexion. Permiten definir la derivada covariante de un tensor. Ademas, las podemos relacionar

con el tensor de curvatura.

En general, no tiene porque haber una relaciéon entre el tensor métrico y la conexién. Las
conexiones afines no necesitan una métrica. Sin embargo, en toda variedad existe una conexién, la
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conexion de Levi-Civita, la cual si esta relacionada con la métrica mediante:

1
I, = igxa (OuGvo + 0uGuo — OuGuw) - (1.2)

Esta conexion cumple dos propiedades muy importantes:

1. Es simétrica: I}, = T'),,, lo que conlleva que la torsion sea cero.

2. La denominada “compatibilidad con la métrica™ D,g,, = 0.

A partir de la conexion, podemos definir un nuevo tensor, el tensor de curvatura. En general,
al transportar paralelamente un vector a lo largo de una curva cerrada, el vector trasportado no es
igual al inicial. Esto indica que se trabaja sobre una variedad métrica curva. Este tensor muestra
cuanta curvatura tiene la variedad. Se define como:

R, = 0ul0, — 0,00, + TN ), —T0, T, (1.3)

opuy

Existen muchas maneras de llegar a este resultado. Una de ellas es utilizando las derivadas
contravariantes, las cuales vienen definidas por:

i (T
VuT5 5 = 05 +ZF L85 ZFM@JTE‘;..A..,BS (1.4)

El conmutador de dos derivadas covariantes actuando sobre un vector genérico V¥ nos dice
como cambia un vector al ser trasportado primero en una direccién y después en otra con respecto
al hacerlo en el sentido contrario. Si el vector cambia quiere decir que estamos en una variedad
curva. Por lo tanto, esta operacion nos da la expresion del tensor de curvatura:

V., V| VP =V, V, VP —V,V, VP
= a,urp vo a,1? o +1I° ,uar)\ vo r’ V)\F)\ ua} Ve = (15)
=R\ V7.

Contrayendo 2 indices del tensor de curvatura se obtiene el tensores de Ricci:
A
RHV — R ;LAV . (16)
Utilizando la métrica, obtenemos la curvatura escalar:
R =g"" Ry, . (1.7)

Queda una ultima pieza para poder enunciar las ecuaciones de Einstein. EL tensor de energia
momento describe la distribucién de materia y energia y su flujo atreves del espacio-tiempo. En
la teorfa electromagnética, las fuentes del campo electromagnético son el tensor J*, formado por
las cargas y las corrientes. En el caso gravitatorio, la fuente es T},,, ya que contiene los términos
de masa, energia, presion, momento lineal etc. Es el causante de la curvatura del espacio-tiempo.
Recordando la celebre frase de Wheeler “ La materia le dice al espacio-tiempo cémo curvarse, y el
espacio-tiempo le dice a la materia cdmo moverse.”

9



Formulacién BF de la gravedad

Con todo esto definimos las ecuaciones de Einstein:

1 rG

Guu = Rul/ - QQ/UJR = 7 Tul/a (18)

donde G/, es el tensor de Einstein.

Esta ecuacién fue publicada por Albert Einstein en 1915. Para llegar a ella tuvo en cuenta una
serie de argumentos fisicos para que fuera congruente con la fisica ya establecida. EL tensor energia
momento debe de ser simétrico. Es decir, tenia que estar igualado a otro tensor simétrico. En un
principio considerd igualarlo al tensor de Ricci. Sin embargo, esto no cumple la conservacion de
la energia y del momento. Para tener conservacién de la energia, debe cumplirse que D*T},,, = 0.
Para ello, la parte geométrica también debe de tener divergencia nula. Es decir, D*G,, = 0. De
esta manera, se llega a que G, = R, — %gm,R, cuya divergencia es nula.

Analicemos el caso particular cuando 7, = 0, es decir, cuando estemos en el vacié y no
haya materia ni ningtn tipo de fuente. Operando la expresion se llega a que R, = 0. Lo
que supone que estemos en un espacio-tiempo plano, al no haber curvatura. En esta situacion la
métrica es la métrica de Minkowski de forma global, y no solo localmente. Tiene consecuencias
fisicas importantes. En un mundo con espacio-tiempo plano, no existe la interacciéon gravitatoria.
Esta regido por la relatividad especial. Las particulas describen lineas rectas, ya no son geodésicas
curvas. El espacio de Minkowski es invariante bajo el grupo de Poincaré, dejando el intervalo ds? =
Nuw dx# dx¥ invariante. El grupo de Poincaré es un grupo de Lie, siendo el producto semidirecto de
las traslaciones y las transformaciones de Lorentz.

1.3. La accion de Einstein-Hilbert

El principio de minima accién es una pieza clave en el desarrollo de las teorias de campos. Per-
mite analizar la situacién fisica de distinta manera. Ademés, cuenta con una serie de herramientas
matematicas que lo dotan de gran utilidad en la Fisica moderna.

EL principio de minima es la formulaciéon mas general de las ecuaciones del movimiento. Este
principio establece que de todas las trayectorias posibles, solo la que haga la accion extremal seréd
la que suceda. La accion debe ser extremal, §S = 0. Realizando variaciones de la accion se obtienen
las ecuaciones del movimiento. Los distintos modelos de la relatividad general parten de distintas
acciones que reproducen las teorfas correspondientes. En nuestro caso usaremos la accién estandar
de Einstein-Hilbert. [

La accion de Einstein-Hilbert se define como:

3

Senlgl = ——5
167G\

/ &'z /=g R(g). (1.9)
M

(d)

donde M es la variedad d-dimensional, G ]\C,l
cidad de la luz.

la constante de Newton d-dimensional y ¢ la velo-

Ha accién aparece también para calcular la integral de caminos, un elemento importante de la teoria cuantica de
campos
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Einstein y Hilbert presentaron coetaneamente esta férmula. En palabras de Hilbert “I believe
that [my paper| contains simultaneously the solution of the problems of Einstein and of Mie."

El tensor de curvatura tiene derivadas segundas de la métrica, por lo que la accién también
depende de la derivada segunda de g, Vamos a variar la accion. Para ello necesitamos un par de
herramientas matematicas:

1. La identidad de palatini, que muestra la variacién del tensor de Ricci:
2. La formula de Jacobi, que determina la derivada del determinante de una matriz:

ddetg=g-gu dg" . (1.11)

La variaciéon de la accién serd por tanto:

55 = /demfz(g)): /Mddxw(m)z% + (VIg))oR)
- /Mdd:v(é(\/fg)R (V)R + (V79)59" Ry (1.12)

donde se ha utilizado la definicion del tensor de Ricci ([1.7]).

Para obtener la variacion de la raiz de la métrica se utiliza la ecuacion (1.11f) y la regla de la
cadena:

o(v-9) = —ng_—g = _71\/Tg-g,w Sgh . (1.13)

Usando la ecuacion ((1.10) y la compatibilidad con la métrica (para introducir la métrica dentro de
la identidad de Palatini), obtenemos:

-1
/M d%a( 5 V=9 G 09" R+ /=g0g" Ry + /=g (Vag" T}, — Vagh?oly,)).  (1.14)
Agrupando terminos y sacando factor comun:

-1
[ A g R+ R + (Tag o0, = Vg™ T,)). (119

Esta expresion la igualamos a cero para cumplir el principio de minima accién. Vemos que el
primer término ya son las ecuaciones de Einstein. Por lo tanto, el segundo término debe anularse.
Seré cero debido a que al ser una derivada exacta, el teorema de Stokes solo contribuiré el termino
de frontera en el infinito el cual debe anularse por las condiciones de contorno. Veamos lo:

Podemos definir el segundo termino VoV *como:

Ve = gheTs, — ghoeTY,. (1.16)
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Tenemos el elemento de volumen d%xz,/—g (ya que en una variedad curva la métrica afec-
ta a las distancias, por lo que se necesita una correcciéon). El termino segundo queda por tanto

fM dz\/—gV,V?® | que contiene una derivada exacta (ya que \/—gVaV® x 9a(v/—gV?)).

En esta expresion se puede aplicar el teorema de Stokes, quedando M como regién de integra-
cion. Es decir, obtenemos la integral de la funcién evaluada en el contorno, el cual se hace tender a
infinito. Este termino debe hacerse cero para obtener las ecuaciones de Einstein. Pero no basta con
fijar 6|5, = 0 (para que las variaciones de la métrica se anulen en la frontera), también hay que
fijar que su derivada también lo hace, 0o (6g"")|5,, = 0. Anulando este término con las condiciones
de contorno se obtiene:

—1
M

Como debe cumplirse para toda variacion de la métrica, la igualdad nos lleva a la ecuacion de
Einstein (1.8) para T}, =0

Existen diferentes formas de lidiar con las condiciones de contorno, sin necesidad de tener que
asumir ciertas condiciones. Lo mas comin es anadir los términos de frontera de Gibbons-Hawking-
York. Esta forma consiste en anadir un nuevo término a la accién, que anula los términos de la
derivada de la variacion de la métrica. Por lo tanto solo hace falta fijar 6g"” = 0. Esta nueva accién

tiene la forma: 5

1
Senlg] = 2/ ddas\/|g|R+(—1)d2/ T K, (1.18)
X M X oM

donde x es una constante de normalizaciéon y K la curvatura extrinseca en la frontera.

Para conseguir las ecuaciones de Einstein generales, debemos incluir en la accién un término de
materia, Sy = [ L, siendo Ly el lagrangiano de materia:

—1 w , 9(vV=9 - Lu)
/Mddx\/jg((Q-g#VR + R,)dg +ﬁ)' (1.19)

Identificando con la ecuacion (1.8)), el tensor energia momento sera:

_ (V=g Lu)
Tw=-%a Nt (1.20)

1.4. Formalismo de Palatini

Como se dijo anteriormente, la conexién y la métrica pueden o no estar relacionados. El forma-
lismo de Palatini establece la forma mas general de la conexion, en la que existe una independencia
entre ambas. Recordemos que la conexién Levi-Civita viene dada por , es decir, en este forma-
lismo la conexién no puede ser, en principio, Levi-Civita. Una de las propiedades de esta conexion
es que la torsion era libre. Aunque no sea esta conexion, se asume que la torsion sigue siendo libre.

Con este formalismo, se obtendra una ecuaciéon que determina la ecuacién de la conexion.
Anadiendo ligaduras y condiciones, se pueden conseguir ciertas conexiones, incluida Levi-Civita. A
pesar de que todas las conexiones que se pueden obtener son formalmente diferentes, todas pueden
reproducen la misma fisica (en ciertos aspectos) y se pueden considerar igual de validas en multitud
de situaciones. La adiccion de campos de materia no va a modificar este hecho.
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Esto hace que en ocasiones, se pueda trabajar con la conexién Levi-Civita, como en el caso de
la accién de Einstein-Hilbert. En otros casos, usar esta conexién supone anadir ligaduras extras
que pueden afectar al marco teérico. Por ejemplo, al acoplar el campo de Dirac, en el que si existe
torsién debido al espin.

Al ser la conexion y la métrica independientes, el tensor de Ricci depende solo de la conexidn,
luego toda la dependencia con la métrica es explicita. Solo hay derivadas (lineales) de la conexion.
La variacién de la accién respecto de la métrica y de la conexiéon nos dard dos ecuaciones de
movimiento. Una de ellas seréd el equivalente de las ecuaciones de Einstein y la otra nos dara la
forma de la conexion.

Ahora, la accién pasa a tener dos variables:

Slours) = [ dovlolg" By (D). (1.21)

Ya no se puede aplicar el teorema de Stokes al ser la conexién una variable. Variamos la accion
como antes, siguiendo los mismos pasos, pero ahora usamos la regla de Leibniz:

08 = / d*z+/|g] {6g" Ry (T) + " [V .61, — V,0T%, — T7,61%,] }
= Vgl [ e {5 By 1) + ¥, [(67°8% — 957) T,
+ [Vag“” —gvTE - vpgf’”ég} 5%} . (1.22)

Integrando por partes y utilizando la definicién de derivada covariante:

/ a4 /Tg] {59 Ry (T) + T2, [(g™ 68 — g 68) 6T, ]
+ [Vog = gVTY, — V970 05, ) (1.23)
Ya tenemos la variacion de la acciéon. Ahora la variamos con respecto a las variables:

1. En la variacién con respecto a la métrica g"¥ se obtiene el equivalente de la ecuaciéon de
Einstein si la conexion fuese Levi-Civita.

R,,(I') = 0. (1.24)
2. La variacion con respecto de la conexi6n 61", da la forma funcional de la misma:

VI9I(Vag" = Vg7 ok — gV Th + g™ Sh T — "' Ti5) =0 (1.25)

La conexion cumple que es invariante bajo un shift de un vector general, v,

%, =0, +v,00. (1.26)
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. - 1 o i =
En particular puedes poner que v, = — =57}, y considerar una nueva conexion I',, que represente

g
el shift realizado. Operando la expresion (|1.25]), sustituyendo la definicion de derivada covariante
de la métrica e introduciendo la expresion del shift se llega a una expresion en la que las trazas se
han cancelado entre si:

V191(0o g + T2,950 + 9usT o, — gulls) = 0. (1.27)

Contrayendo con g% e introduciendo lo en la ecuaciéon (|1.27)), se obtiene:

lg]

959vo — Loygue = Tio gy = 0. (1.28)

Esta ecuaciéon nos permite relacionar la conexiéon con la métrica, a pesar de haber supuesto
inicialmente que son independientes. Existen multitud de conexiones que cumplen esta relaciéon.
Como se menciono en la introduccion al formalismo, una de las conexiones que cumple esta ecuacién
es precisamente la conexiéon Levi-Civita. Para obtenerla a partir de la ecuacion , debemos
anadir las ligaduras de que la métrica sea simétrica y la torsion sea nula (que conlleva I' = Ty
recuperar la condicion de compatibilidad métrica).

Este procedimiento se puede realizar también en distintos modelos. Por ejemplo, se puede usar
para teorfas de gravedad modificada, en el que el tensor de curvatura escalar se sustituye por una
funcion del mismo, f(R). En caso de anadir materia, el termino de accioén correspondiente depende
solo de la métrica y del campo de materia y no de la conexion.

1.5. Formalismo Tetradico

Hasta ahora hemos estado trabajando en el espacio-tiempo. En cada punto (Z,t) de la variedad
diferenciable M podemos definir el espacio tangente 7, M (es un espacio vectorial). Este espacio
es muy importante, ya que los vectores (velocidad, momento etc.) viven en este espacio. Aunque
el espacio-tiempo sea curvo, el espacio tangente siempre es plano, por lo tanto, en el estéd definido
la métrica de Minkowski (o cualquiera isomorfa a ella) ﬂ Ademas, cuando se acopla fisica de
particulas, como los espinores, también viven en el espacio tangente. Esto debido a que se pueden
definir representaciones del grupo de Lorentz.

El formalismo tetradico va a lidiar con ambos espacios, va a mapear cada punto del espacio-
tiempo al espacio tangente. Los indices espacio-temporales son indices griegos y los del espacio
tangente son latinos. Vamos a escoger una base del espacio tangente, {e,} definidos por e, = efdp.
Esta base esta formada por vectores d-veces contravariantes llamados vielbeirﬁ (en 4 dimensiones
se les denomina vierbein o tetrada).

Hemos utilizado bases coordenadas, las cuales viven en el espacio tangente pero dependen de las
coordenadas del espacio-tiempo. La base de vielbein por el contrario no es coordenada. Podemos
expresar un vector en esta base v = v%e,, siendo v® sus componentes. Podemos relacionar las
componentes con la base coordenada:

B— )0kt
vt =tk . (1.29)

2Recuerde el caso de una esfera, todos los espacios tangentes a ella son planos.
3Los vielbein mateméticamente son 1-formas.
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Se define la base dual por:
< e%ley, >= 0 . (1.30)

Teniendo en cuenta esta propiedad, las componentes cumplen:

a B _ ga 1o sh
ehey =0 = efef, =90

a v v

(1.31)

Las componentes de los vielbein se utilizan para pasar de indices del espacio-tiempo a indices
del espacio tangente y viceversa:

Jab = egezguu . (132)
FEsto nos permite bajar y subir indices en la base de vielbein. La relaciéon general entre la métrica
y los vielbein esta dada poif}

G = e“u Nab eby ) (1.33)

Dado una transformacion de Lorentz Af (es decir que deja invariante 7, ), existe otra soluciéon de

(1.33) dada por:

e, = (A1) €. (1.34)

Los vielbein y las magnitudes geométricas obtenidas a partir de ellos deben de utilizarse de forma
covariante ante la transformacioén. Las trasformaciones de Lorentz no son las mismas en un espacio-
tiempo curvo que en el espacio plano de Minkowski. Los indices del espacio-tiempo (letras griegas)
son inertes, solo se transforman los relacionados con el espacio tangente (letras latinas).

Cualquier vector tiene una expansiéon tnica en la base:

VI = Vel V= Vhet (1.35)
V= V;lez, Vo =Vyell. (1.36)

La derivada covariante estandar actiia sobre el espacio-tiempo. Asegura que los tensores con
indices de espacio-tiempo se transformen correctamente bajo cambios de coordenadas. Necesitamos
una derivada covariante que actie sobre los tensores que viven en el espacio tangente con indices
latinos. Esta nueva derivada debe respetar las trasformaciones locales de GL(d, R). Para que todo
esto se cumpla, se necesita definir una nueva conexién, que acttiia en el espacio tangente, wzb,
llamada “conezion de espin” (llamada asi por su actuacion en los campos espinoriales). Su utilidad
no se limita en este contexto, ya que es muy importante en teorias como la supergravedad, acoplo

de espinores a la gravedad y teorias gauge de la gravedad.
Con todo esto podemos definir la derivada covariante que actiia en el espacio tangente:

D, T? = 9,TY + w, &T§ — w, T2 . (1.37)

De manera analoga a lo expuesto en (|1.4]), se puede obtener la curvatura en funcion de la conexion
de espin:
[D,,D,|V* =D,D,V® —D,D,V"
= (2 a[uwy]ab - 2w[uac wu}cb)va = (138)
=R,lV"

uva

4Esta ecuacion implica que las componentes se tienen que trasformar como un vector covariante bajo difeomor-
fismos
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Podemos definir un tensor el cual nos va a ayudar bastante a compactar las expresiones, los
coeficientes de rotaciéon de Ricci Qg4¢: E

Qup® = e e e’y (1.39)

En las expresiones y hemos utilizado o solo indices de espacio-tiempo o solo indices
del espacio tangente. En caso de que un tensor tenga mezcla de indices, habra tantas términos
con conexion de espin y términos con conexiéon Levi-Civita como como indices latinos y griegos
respectivamente. Por lo tanto, en el caso particular de la derivada covariante del vielbein, se cumple:

Dy, = Ouey + 176"y — w#baeb,, : (1.40)

Se introduce dos postulados que ayudan a relacionar ambos espacios geométricamente.

1. Primer postulado del vielbein. Este postulado busca la relacién que existe entre la conexién de
espin y la conexién Levi-Civita. Se quiere que las derivadas covariantes respeten la estructura
del espacio. Partimos de la transformacion de un vector en coordenadas a la base local V¢ =
e?,V¥. Tenemos dos formas de derivar este vector. Podemos primero derivar en coordenadas
y luego proyectar lo al marco local o primero transformar a la base local y derivar con la
conexion de espin. Ambas formas tiene que ser compatibles, D,V* = ¢%,V,V". Operando se
llega a que:

Ve, =0. (1.41)

Esto es lo que establece el primer postulando. Al igualar a cero la ecuacion (1.40) se obtiene
la relacion entre las conexiones (multiplicando por la inversa de e} y usando ortogonalidad:

wuab =eb, <8Mel’a + FZAeAa) . (1.42)

2. El segundo postulado consiste en usar la condicién de compatibilidad métrica y la ecuacion

(1.33)) obteniendo:
0= vpguu = vp (nab eau ebl/> = —Wpba — Wpab -

Implica que la conexion de espin es antisimetrica en sus indices latinos [a,b| (de esta manera
la conexion es compatible con la geometria de Minkowski)

Wpab = —Wpba - (1.43)
Con todo esto, podemos obtener diversos resultados interesantes. En primer lugar, podemos rela-

cionar la curvatura dependiente de la conexién métrica con la curvatura dependiente de la conexiéon
de espin. Usando el primer postulado del vielbein (|1.42]) se obtiene:

Ry’ () = ey e’ Rua’(w). (1.44)

Si queremos expresar el tensor de curvatura completamente en el espacio tangente (todos los indices
latinos):
Rabcd = 2a[awb]cd - 2(“J[a|ce(")|b]ed + 2Qabewecd- (145)

5La expresion se obtiene a partir del corchete de Lie de 2 vielbein [em eb}
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El primer postulado también relaciona la torsién con el vielbein, tomando la parte antisimétrica de
(1.41)):
QD[#ez] = _Tﬁl/ = 2(8[/1'63] — w[ualj]) . (146)

Si imponemos que la torsién sea cero, obtenemos una relacién entre la conexiéon de espin y los
vielbein:

1 1 1
w,f‘b = 5@‘”’ <8uel,j — (%62) — ieb” (Ol — (‘L@Z) — iea”eb" (Opeco — Onecp) €y, (1.47)

que identificando los terminos con los coeficientes de rotacion de Ricci (1.39) se expresa comoﬁ

1
wvp(e) = ) (Q[W]p = Qg + Q[MV) . (1.48)

De forma general, cuando hay torsion, se afiade un término, llamado contorsiéon definido por:

1
Kuvp) = _§(T[W]p — Thplp = Tipupw) » (1.49)

con lo que la conexién de espin se expresa como:

Wulvp) = Wplwp] (€) + Kpyfg) - (1.50)
Por dltimo, el tensor de Ricci en la base local viene definido por:

Rap = —0awe"y — 0wy + wedaw ™ + Wapdw.™ . (1.51)

1.6. Introduccién a las formas diferenciales

Las formas diferenciales son objetos mateméticos de gran utilidad. Tienen gran utilidad en
geometria y célculo, generalizando muchos conceptos de estas areas. Permiten definir integrales en
dimensién n y hacer calculo diferencial en cualquier geometria, como por ejemplo una geometria
curva. Es por ello por lo que es importante en relatividad general, dotando a la teoria de una
estructura geométrica. El principal autor fue Elie Cartan, el cual introdujo la nocién de derivada
exterior de una forma diferencial y adoptando la notacion diferencial.

Sea M una variedad y 7(M) su fibrado tangente. Sea 2’ unas coordenadas locales, se define un
vector covariante o uno-forma, w, de M por:

w(z) = w;(z)da’ . (1.52)

Una n-forma o un tensor antisimétrico de rango n que forma un espacio que llamamos A" (M),
cuyos elementos se definen (expresando lo en las coordenadas locales z*) como:

w(z) =wi, i, (:C)dm'il R ...Q dz' (1.53)

SEl corchete [uv] indica que los indices son antisimétricos
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donde las coordenadas w;, . ;, () son antisimétricas en todos sus indices |Z| vy ® se refiere al producto
tensorial de 1-formas, definido de la siguiente manera:

dz"' @ - @ da'" (Xy,... X,) = dz" (X1) ... dz""(X,,) . (1.54)

EL simbolo de Levi-Civita es un objeto algebraico (no un tensor) el cual toma los siguientes
valores:

+1 si (i1,1d9,...,1,) es una permutacion par de (1,2,...,n)
€irig.in = § —1 si (i1,12,...,4,) es una permutacion impar de (1,2,...,n) (1.55)

0 si hay indices repetidos

La combinacion de dos simbolos de Levi-Civita, €'*'7¢;, ; da como resultado el simbolo de

Kronecker totalmente antisimétrico 6;112]7; (implica que dz A dy = dz ® dy — dy ® dzx)

De esta manera, podemos escribir la n-forma de otra manera:

1 o .
w(z) = —JWit.in (2)es " da” @ ... @ da?™ . (1.56)

El producto exterior (o producto cunia) permite medir volimenes orientados en el espacio.
Este producto es la manera natural de combinar las n-formas. Es el antisimetrizador del producto
tensorial. Es por ello por lo que eé,lliiigzd:cjl ®...QdxIn = dx™ A...Adx'", lo que nos permite escribir
la n-forma como:

1 . ,
OJ(IL’) = ﬁw’il---in (.’L’)dﬂj‘“ Ao ANdx' . (157)

El producto exterior tienen dos propiedades fundamentales:

1. El producto exterior es antisimétrico:

dz' A dx? = —dx® A da? (1.58)
2. Es bilineal para escalares a y b:

(aw +bo) Ay =a(wAvy)+bloA). (1.59)

Seaw € A"(M) y o € A™(M), entonces el producto exterior w Ao € A"*™ (M) viene dado por:

1 . . . .
wAo = ﬁwil...inffjl...indf“ Ao ANdz™ ANdr?t A LA dTIT . (1.60)
n!m!

La derivada exterior es una operacion que lleva una n-forma a una (n+1)-forma. Actta de la

siguiente forma:

1 Wiy.in ; :
dw = — Lhdn god A dg™ A LA datn (1.61)

onl Ol

Esta derivada tiene varias propiedades:

“Cuando todos los indices son antisimétricos se le denomina “totalmente antisimétrico”
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1. Linealidad:
dlw+mn)=dw+dn. (1.62)

2. Regla de Leibniz: Si w es una n-forma y 7 es una ¢-forma:
dwAn)=dwAn+(—1)"wAdn. (1.63)
3. Aplicar dos veces la derivada exterior da siempre cero:

d(dw) =0. (1.64)

La derivada exterior de una 0-forma es el diferencial usual dy) = 9,9dz".

Otra operacién importante es el producto interior de una n-forma con un campo vectorial. Sea
X un campo vectorial y w una n-forma, el producto interior de w, ix w es la (n-1)-forma:

, 1 , . .

Ixw= ] 1)!ijji2mindx7’2 Ao NAdz™ . (1.65)
La regla del producto se expresa como:

ix (wAha)=(ixw) Na + (—1)"wA (ix o). (1.66)

En un espacio de dimension N, hay una relacion entre una n-forma y una (N-n)-forman por
tener el mismo ntmero de componentes. Existe una operacién, el dual de Hodge, que utiliza esta

relacion:
Vgl i .

*(,d(n) = m 6#1.../1]\],””1 v Wyy..vp d:L"“ VANPIAAN dl‘MN ", (167)
La expresion depende de la métrica, por lo tanto, no es una operaciéon puramente topolbgica, ya
que la operacidén cambia al cambiar la métrica, por lo que depende de como se midan distancias
y no solo de la forma del espacio (por ejemplo, el numero de agujeros o de componentes conexas

depende solo de la topologia). El operador es su propio inverso. Ademés, combinando lo con la
derivada exterior permite definir la divergencia de la n-forma.

Como se dijo en la introduccién, las formas diferenciales son esenciales en la integraciéon. Para
que una integral de un espacio N-dimensional esté bien definida si el integrando tiene una n-forma:

1
[ H@VIgl e = 5 [ @Vl da A da. (1.68)
La integral de una n-forma w se calcula como:

/Mw = / A"z wi.n(2). (1.69)

Se puede reescribir el teorema de Stokes en términos de formas diferenciales. Recordemos que
una (n-1)-forma tiene por diferencial una n-forma. De esta manera, el teorema se puede formular

por:
/dw:/ w. (1.70)
M oM
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Habiendo definido las formas diferenciales, vamos a ver como se expresa la relatividad general
en terminos de ellas. Tanto los vielbein como la conexién de espin son uno-formas:

e = ey dz" (1.71)

w,l = wuabdaz“. (1.72)

a
El tensor de curvatura y la torsién por el contrario son una 2-forma:

1
R} = §Rwabdx“dac” =dw —w,Aw? (1.73)

T% = de® + w Aeb. (1.74)

1.7. El formalismo de Palatini en términos del vielbein

El formalismo de Palatini se puede expresar en la base local. De esta forma, la acciéon de Einstein-
Hilbert depende de los vielbein y de la conexién de espin. Expresado de esta forma, el formalismo
establece la independencia entre la conexion de espin y los campos de referencia. Anteriormente se ha
visto una relacion entre ambos, al igual que pasaba con la conexiéon métrica y la métrica. Volvemos
a aplicar el formalismo de Palatini para encontrar una relacién general y ver que conexiones de
espin la cumplen. Este cambio es 1til para acoplar fermiones a la gravedad. También permite definir

otras acciones como la de Holst o la de Plebanski. Esta tltima sera particularmente 1til en la teoria
BF de la gravedad.

En primer lugar vamos a escribir la accién de Einstein-Hilbert en la base local. Para ello,

debemos saber que:
e =detey, = \/—det g, . (1.75)
Usando las ecuaciones ([1.33]), (1.38]), podemos reescribir la accién como:

1
Sle,w] = o /d”xeeﬁel’jRuyab(w), (1.76)

donde la « es la constante de newton de dimension n (su valor depende de la normalizacion que se
le quiera dar)

La variacién con respecto a la conexiéon nos daréd la relacion que debe cumplir esta. Por el
contrario, al variar respecto del vielbein, se obtiene las ecuaciones de Einstein.

Esta accién se puede expresar de otra manera mas "topologica", la cual es bastante tutil para
generalizarlo a otras teorfas como Chern-Simons o la supergravedad:

S[ea wab]

-1 d—1
w %Y - ! /ddx Ry, (w) € - '3% €ay-aq €1 TH (1.77)

T 2.(d-2) H3

Veamos que, efectivamente, las acciones son equivalentes. la segunda expresion tiene dos sim-
bolos de Levi-Civita, uno del espacio tangente y el otro del espacio-tiempo. Recordemos que el

20



Trabajo fin de grado, Ivan Navarro Obregén

producto de dos Levi-Civita se puede expresar como determinantes de Kronecker:

I g y0y = — D sgn(0) B 042 0 (1.78)

%o (1) "Go(2) @o(d)
ocESy

Al multiplicar la ecuacion ((1.78) por los vielbein, se obtiene:

e“l"'“deal.“adezg e eZ‘fi =—(d—2)!e (efjllefg — eszlefff) , (1.79)

donde se han contraido (d-2) indices (quedan libres 2 indices para acompanar al tensor de curva-
tura), por lo que hay (d — 2)! formas de permutar los indices con subindices de 3 a d.

9 a1 Yaz as Ya;

—~1)4
S = ‘( ) /dd$eRu1M2ala2 (5‘“16‘“2 - 6#16“2) : (1.80)

Recordando que el tensor de curvatura es antisimétrico en los indices a y b e intercambiando
indices
Ry, ™ (841642 — gh1gh?) = 2RI (1.81)

a1 Yaz az Yay

Introduciendo lo en accién, finalmente se obtiene (renormalizando, es decir, anadir ) la expre-

sion (|1.76)).

Vamos a variar la accion (1.77). En la variacion del tensor de curvatura, volvemos a aplicar la
identidad de Palatini pero con la conexién de espin:

5RZ,I’, = 2D[M5wl‘f]b , Duow® = 9,0w — wgcéwucb - wzcéw,jac, (1.82)

Haciendo la variaciéon de la accién y sustituyendo la variacién del tensor de curvatura obtenemos:

-1 d—1
05 = 2((61)—2)' /ddx [QDM‘S“’Z;QQ@Z?% o '€ZZ€a1~~ad€”1“'“d (1.83)
Y T w154

Vamos a volver a usar el paso (|1.79)) pero para distintos indices. Para ello vamos a generalizar la
formula expuesta:

ey el - etd = —(d — i+ 1)! (i — 1)le €qyag...a, b (1.84)

El primer término de ((1.83)) se integra por partes utilizando ((1.84)):

aiaz a3 |, ,0d B pig
2Dy, 0w} e €yt €ayaq€

M3
= (=1)7112(d — 2)le (el ek2eli3 D, 5wl *2 e )
+0,, [(—1)d—14(d — 2)leduwiiazel eg;] . (1.85)

El segundo término se reescribe con (|1.84]):
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_ aipaz asz ,a4 . 04
(d—=2)R,, ;) 2oeiiens - e

_ d—1 aia a3
= (=) 3(d = 2)leR,, 1 "*dejiel b2 el

= (—=1)%4(d — 2)leG *5e. (1.86)

-
€ayag€t e

Realizando variaciones respecto a la métrica se obtiene las ecuaciones de Einstein G,". Variando
Respecto de la conexién de spin D[ue‘;} =0.

Otra forma de expresar la acciéon es usando formas diferenciales:

-1 d—1
S[e®, w™] = ((d)Q)' / RU“2(w)Ne® N---Neveg,..q, - (1.87)
Para reescribir la accién, recordamos como se expresa el tensor de curvatura como una 2-forma,
(1.73). Para completar el cambio a formas diferenciales utilizamos la propiedad:

VA Nebt = dlx .\ /]g| € (1.88)

De esta manera, podemos poner el tensor de curvatura en funcién de los vielbein:

1
RMa2 _ §Rb1b2‘lla2ebl Aeb . (1.89)

Cuando acoplamos materia bosonica, no es necesario introducir términos dependientes del espin.
Sin embargo, con materia fermiénica si es necesario anadir los, cambiando las ecuaciones de Einstein.
Ademas, generan torsion, por lo que la conexion de espin cumple (1.50)), volviéndose importante en
teorias como la supergravedad.
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Capitulo 2

Formalismo BF

La teoria BF es una teoria cuéntica de campos. Es de gran importancia en la fisica moderna y
en matematicas. Su importancia radica en que la gravedad se puede reformular como una teoria BF
con una ligadura. Se usa en gravedad cuantica de bucles, espuma de espin o teorias gauge. Ademas,
conduce a la acciéon de Plebanski. De hecho, fue Plebanski quien comenzo6 con la idea de expresar
la gravedad como una teoria BF, considerando al campo B como la descripciéon de la gravedad. Por
dltimo, también se parece a las teorfas Yang-Mills.

El nombre proviene del uso del uso del campo B y la curvatura F. La accién se puede escribir
como:

/ Tt (BAF), (2.1)
M

donde M es la variedad, B es un campo y F es la curvatura asociada a la conexion A. Al ser la
curvatura una 2-forma, el campo B debe de ser una (D-2)-forma para poder ser integrada. La traza
se toma sobre los indices del dlgebra de Lie del grupo de simetria correspondiente. Este grupo suele
ser tipicamente (como en la gravedad formulada como una teoria gauge) el grupo SO(D), cuando
nos encontramos en un espacio euclideo. Este se define por las matrices A que cumplen:

{A€ Mpxp : AA" = I ,det(A) = 1}. (2.2)

Si nos encontramos en un espacio lorentziano, el grupo correspondiente es SO(D-1,1), en el que
se incluye los boosts. Se necesita la traza para que Tr(B A F') sea un escalar. Se puede escribir la
accion mostrando explicitamente las indices de las n-formas correspondientes:

SBF:/ BY AN Fyy, (2.3)
M
o en componentes (usando bivectores):
_ D,. phv mij
S = /d x B Fi . (2.4)
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Obtengamos las ecuaciones de movimiento, utilizando la expresion (2.1)):

0:(5/5
M

:/ tr(6BAF+ BAGF)

M

:/ tr(0BAF + BANdadA)
M

:/ tr(0B A F 4 (—1)""1dyB A SA) (2.5)
M
donde hemos utilizado 0F = d40A y la definicion de derivada exterior covariante:

dah = dp+ AN (2.6)

Haciendo variaciones respecto de B se obtiene F' = 0, es decir la conexién A es plana. Si es
respecto de A tenemos por resultado d4 B = 0, es decir, que el campo B es covariantemente cerrado.
FEsto muestra que es una teoria topoldgica y parece que las soluciones son iguales localmente. Esto
parece decir que no hay grados de libertad locales.

Es importante resaltar que es una teoria topoldgica. Esto serd importante en dimensiones méas
altas, ya que para poder adaptar la teoria BF a la gravedad, se perdera esta condicion (la teoria
debe de tener dinamica local). En 3 dimensiones, la gravedad es exactamente la teoria BF. No
es necesario modificar el formalismo. En concreto se puede entender como una teoria topologica
de Chern-Simons. En cambio, para dimensién D>3 necesitamos introducir restricciones que nos
determina como tiene que ser el campo B. Veremos que dicho campo debe provenir de los vielbein,
lo que provoca, por , que la acciéon dependa explicitamente de la métrica y deje de ser una
teoria topologica. Ademas, por anadir la ligadura, ciertas simetrias gauge se perderan.

2.1. Formalismo BF en 3D

Como se ha mencionado, hay una relaciéon entre la teoria BF en 3D con la teoria de Chern-
Simons. Es una teoria cuantica de campos, introducida por Edward Witten. Es ttil para la teoria
de nudos o el efecto hall cuantico. Se emplea una conexion A, siendo esta una 1-forma (toma valores
en el algebra de Lie de un grupo de gauge).

En tres dimensiones se puede escribir la accion, utilizando el simbolo de Levi-Civita y la pro-
cedencia del campo gauge del vielbein:

S = /eabc R™ A €. (2.7)

Cuando consideramos el grupo de Lorentz la formula R%, = dw®, + w®. N w€ se puede poner
de forma matricial si tomamos R y w como matrices de indices ay b, R = dw + w A w.
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Sin embargo, cuando utilizamos el grupo de Poincaré completo, no podemos ponerlo en forma
matricial. Esto se debe a que T% = de® + w® A €’ no se puede poner matricialmente.

En el primer caso, la teoria de Chern-Simons se puede expresar de la siguiente forma. Se define
sobre una variedad tridimensional M, quedando la accién como:

k 2
Scs(4) = 47T/M Tr (A/\ dA + gA/\A/\ A) , (2.8)

donde K es el llamado nivel.

Variando la accién se obtienes las ecuaciones de movimiento:

k k
S-(dA+ANA) = —F =0. (2.9)

Es decir, la curvatura del campo de gauge es nula. Esto nos lleva a un universo plano y a
conexiones planas sobre la variedad M.

La teoria BF en tres dimensiones es equivalente a una teoria de Chern-Simons, es decir no aporta
fisica distinta de Chern-Simons. Este es el caso en que no podemos ponerlo en forma matricial (si se
anade una constante cosmologica y luego la anulas si que se podria). Para demostrar esta afirmacion,
basta con ver que la teoria BF es invariante gauge, ya que implica que su accién es localmente la
diferencia entre dos acciones de Chern—Simons. Para ver la invarianza gauge necesitamos demostrar
que la derivada exterior de la accién solo depende de la curvatura. Como la accién es un escalar
Lorentz, la derivada exterior es igual a la derivada exterior covariante (se diferencian cuando se
aplica sobre un tensor). Para ello, recordamos dos resultados importantes:

DR® =0 (2.10)

De® =T°. (2.11)

Con estas condiciones, calculamos la derivada exterior de la accion:

d (eabCR“b A e0> =D (eabCRab A ec>

= €abe DR A €€ + €44 R A\ De® = 0 + €44 R A TC . (2.12)

Es importante resaltar que esta equivalencia solo se da en dimensién 3. De hecho, la forma de
Chern-Simons solo existe para dimension impar, al contrario de la teoria BF que se puede formular
en cualquiera. En el resto de dimensiones impares tampoco se da esta identificacién, ya que se
necesita que las formas que se utilizan tengan el mismo grado y que sea igual a la dimension.
Mientras que en la teoria BF el campo B va cambiando su grado para sumar con la curvatura (que
siempre una 2-forma), en Chern-Simons no lo hace.
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2.2. Formalismo BF para D > 3

En dimensiones mas altas, podemos expresar la gravedad como una deformaciéon de la teoria
BF anadiendo restricciones. Esto es un resultado inesperado, ya que la gravedad posee grados de
libertad propagantes. En cambio, la teoria BF no, debido a su caracter topologico (y la condicion
(2.9)). En concreto, las restricciones son cuadraticas en el campo B. Por lo tanto, la accion se
escribe como:

S[A, B\ = / Te(B A F) + % Tr(B A 6(B)), (2.13)
M

donde ¢(B) es un campo multiplicador de Lagrange y una 2-forma. La ligadura es cuadratica
en B en toda dimensiéon. Esta accion es compatible con la relatividad general y las soluciones de
Einstein se cumplen también aqui. La descripcién dada por la acciéon se puede cuantizar, en la cual
el campo B se vuelve un operador derivativo que actiia sobre las redes de espin.

Otra forma de expresar la acciéon es considerar B como un bivector, es decir un tensor covariante
antisimétrico de rango dos densitizado. La expresion del bivector es:

- 1 ~
B%V — mﬁuyal"'aD_QBm...aD,Qij , (2.14)

donde é#¥*1--@D-2 eg ]a densidad Levi-Civita. Este debe de ser, a priori, independiente de la
métrica. Luego se vera que la restricciéon impone que si dependa, pero no debemos asumirlo en un
inicio. Este objeto es antisimétrico en bajo el intercambio de p y v. La tilde sobre B y € indican
que tiene peso de densidad 1. Por lo tanto la accién se escribe, en términos de bivectores como:

- - 1
D Kl
S[A, B, @] = / 4P B, + @97 BB (2.15)
uvpo
La tilde debajo de los multiplicadores de Lagrange indican que tiene peso menor que uno. Ademas,
estos deben de ser antisimétricos en los indices griegos y anularse cuando se antisimetrizan los
indices latinos (puedes intercambiar los papeles, hay libertar de eleccion).

Para que el campo B provenga de los vielbein se necesita que el multiplicador de Lagrange debe
cumplir la propiedad:

Pkl — e[m}ijkl(g[m]wpg . (2.16)
~uvpo

Es importante recalcar que el reciproco no es cierto en general. La condicion ([2.16]) no implica
que el campo B provenga de los vielbein, ya que entra en juego otras propiedades como que B sea
no degenerada.

Teniendo en cuenta las expresiones (2.16) y (2.14) podemos escribir la accién de dos formas
distintas:
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- I o
S[A, B, ®] = / d"z By Fll, + §q>[m}wpae[m1w’f53;;”3,§;’ (2.17)
1
SA B Ol = 5oy / dPx By,...pp_y i Fyi &0 P01
1 o )
+5Bs1 a1 Pl (B)E P02 (2.18)

donde ¥}, (B) = /¥ Be7
wvpo
Variando la accion respecto del multiplicador de Lagrange se obtiene, para ciertos coeficientes
~[m]

Cla] » COM indices a y m totalmente antisimétricos:

(lmlijkl B%V BLY = oo 5{;’3] _ (2.19)

Cuando el campo B proviene de vielbein, se cumple la ecuacion (2.19). El reciproco (bajo estas
condiciones) también se cumple. Es decir, en dimensién mayor que 4, el campo B proviene de los
vielbein si y solo si cumple la ecuacion (2.19). En concreto, la expresion del campo debe de ser:

BY = %le|el‘e!). (2.20)
Existe una solucién extra en cuatro dimensiones dada por:

Kl
BY = xle|eft el €]l (2.21)
También se puede expresar la condicién utilizando el operador de Hodge:

B=x(eNe). (2.22)

Para que se cumplan estas condiciones, el campo B debe de ser no degenerado. Se deberia de
volver a hacer calculos para considerar el caso de que B sea degenerado.

Hemos visto que en 3D no es necesario anadir una ligadura para hacer compatible la relatividad
general con la teoria BF. Esto pareceria indicar que los casos de dimensién D=4 y D>4 son iguales.
Sin embargo, hay ciertas diferencias entre ambas situaciones. En primer lugar, en cuatro dimensio-
nes, el nimero de multiplicadores de Lagrange es igual al numero de restricciones independientes.
Por el contrario, en dimensiones mayores, los multiplicadores superar por mucho al nimero de
restricciones independientes. A pesar de esta diferencia, no anade, en principio, ningin problema
ni al nivel clasico ni al cuantico (por lo menos a nivel de la espuma de espin).

La otra diferencia importante es el sector topolégico. En en apéndice hemos demostrado
que el sector topologico esta presente en cuatro dimensiones, ademas del gravitatorio. Sin embargo,
en dimensiones mayores se pierde esta propiedad a favor del sector gravitatorio, ya que solo existen
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las soluciones de las restricciones de simplicidad. En 3 dimensiones, al tener los dos sectores, es
posible que se cuantice el sector topologico en vez del gravitatorio. En dimensiones mayores esto
no sucede.

2.3. Formalismo BF en términos de formas diferenciales

Como habfamos mencionado, escribir una teoria en el lenguaje de formas diferenciales puede
llegar a ser muy tutil. En el caso de la teoria BF, o bien no se suele escribir con formas diferenciales
o en caso de hacerlo se usa el operador de Hodge definido en . El problema de utilizar dicho
operador es el conocimiento previo de la métrica. Pero esto es contradictorio porque la métrica no
esta entre los campos que definen el modelo BF sino que aparece (a través de la referencia Lorentz
e®) al resolver la ligadura. En esta seccion vamos a expresar la teoria BF de la gravedad de Einstein
para cualquier dimensién D, escrita exclusivamente en términos de formas diferenciales, sin usar el
operador de Hodge. Se propone el siguiente lagrangiano:

L = -Aab A Rab + Aab A Bcd¢ade + Bab A Bcd A fade
+ ¢abab)\ + fade A Aabcd ) (223)

donde R es la curvatura de la conexion de espin, Agy, son (D — 2)-formas, By, son 2-formas, pabed

son cero-formas, f2%°? son (D — 4)-formas, A es una D-forma y A®°? es antisimétrico en los indices
y son 4-formas.

Ahora vamos a mostrar que esta accion es (clasicamente) equivalente a la de la gravedad de
Einstein: Las ecuaciones de X y A%° implican que ¢®g, = 0y Jlabea) = 0O respectivamente. La
ecuacion de fcd es:

Bap A Beg = Agbed - (2.24)

por un proceso analogo al expuesto en el apéndice (A]), se llega a que la solucion de esta ecuacion
es, para D > 4, que existen D 1-formas diferenciales e®:

By = heg N ey (2.25)
donde h es una funcién arbitraria. Cuando D = 4, ademas de esta soluciéon hay otra dada por:
By = hegpeact N et . (2.26)

Nosotros nos centraremos en la solucion (2.25)). Si ahora introducimos esa soluciéon en la ecuacion
de dupeq, resulta
hAuwp Nec N eqg = _)\na[cnb]d ’ (227)

donde el paréntesis recto indica antisimetrizacién con peso 1. Ahora escribimos las formas diferen-
ciales en la base e,

1
-Aab = mAabul...uD& €uy N N eup
1
A = ﬁ)\ul...upeul/\"-/\euD. (2.28)
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Entonces ([2.28)) implica
AabUI“.UD_qul...uD_gcd - M)\na[cnb]d ) (229)

donde p es una funcién cuya forma explicita no es importante. Si contraemos esta expresiéon con
€v;..0p_ycd 1legamos a
V1...VpD— V1...VpD—
Aab PP oc €gp PR (230)

lo que a su vez implica, una vez cambiamos la escala de e® convenientemente, que
— v1 VpD—
Ao = £€abvy..vp o€t N Ne'P2. (2.31)

(Notese que en dimension impar el signo menos también se puede eliminar). Sustituyendo ([2.31)
resulta la accién equivalente:

/ ab v Vp_
= abvy..vp_ p ) .
L' = *eapy. vy R N N NP2 (2.32)

como se queria probar.
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Capitulo 3

Simetrias gauge

3.1. Introduccién a las Simetrias gauge

Una de las piezas mas importantes de la fisica tedérica son las simetrias gauge. Estamos acos-
tumbrados a trabajar con simetrias definidas sobre el espacio-tiempo. Por ejemplo tenemos las
simetrias de traslacion espacial y temporal 6 de rotacion. Estas simetrias indican la invarianza de
las leyes de la fisica al trasladar tu sistema temporal y espacialmente y bajo cambios de direcciones:

T — RZ. (3.1)

Estas transformaciones dejan invariante al sistema. Por el teorema de Noether, existira una carga
conservada para cada simetria continua y rigida. Estas simetrias pueden ser globales o locales. En
las globales, el parametro de transformacion (7, a, R) es el mismo en todos los puntos del espacio.
En cambio en las simetrias locales, dichos parametros cambian en cada punto del espacio-tiempo
[T(Z,t),a(Z,t), R(Z,1)].

Todas estas simetrias se llaman externas, ya que se definen sobre el espacio-tiempo. Existen
otro tipo, incluso mas importantes, las simetrias internas. Estas son transformaciones sobre los
grados de libertad internos de un campo, no sobre las coordenadas espacio-temporales. Actta sobre
propiedades intrinsecas del campo, como por ejemplo la carga eléctrica o el color. Estas también
pueden ser globales o locales. Las simetrias internas mas habituales son U(1) (electrodinamica
cuantica) ,SU(2), SU(3) (simetria de color)

Un ejemplo tipico es la ecuaciéon de Schrodinger. La transformacion interna consiste en anadir
un factor de fase global a la funcién de onda. Veamos que esa operacién deja invariante la ecuacion
de Schrodinger:

2

HU(r) = [—Qh—mv2 + U(r)]¥(r) = E¥(r). (3.2)
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Hacemos la transformacion ¥'(r) = e‘*¥(r):

h2

H\I], :H ZOC\IJ — e} o
() = HeW(r) = e[ -

V2 4+ U(r)]¥(r) = EeU(r). (3.3)

Vemos que las €' se simplifican y queda la misma ecuacién. ;Pero que sucede si la simetria
es local? Las simetrias internas y locales son las llamadas simetrias gauge. Hay simetrias globales
que al hacerlas locales, pierden la invarianza bajo esa transformaciéon. Veamos lo en el ejemplo.
Hacemos la transformacion ¥ (r) = /("W (r):

En este caso la ecuaciéon de Schrédinger no va a ser invariante bajo esta transformacion local:

2

HU'(r) = He*Mw(r) = eia<r>[—%(v2 +iVa(r) + U(r)]¥(r) = B 0(r). (3.4)

Como podemos ver, el gradiente de o impide que se mantenga la relacion establecida. Sin
embargo, podemos recuperar la ecuaciéon original si hacemos un cambio. Consideramos un nuevo
operador nabla: V — V — zg(r) donde A es un campo general que se afiade. Debe de transformarse
como: A’ — A + Va. Sustituyendo en la ecuacion de Schrodinger se ve que ahora si es invariante
bajo la transformacion. Por lo tanto la nueva ecuacion de sera:

2
H¥(r) = [—Q%(V2 —iA(r)) + U(r)]¥(r) = EU(r). (3.5)

Hemos tenido que anadir un campo para conservar la simetria al volverla local. Este campo
se denomina campo de gauge. Por lo tanto, cuando tenemos simetrias internas y locales, debemos
anadir campos de gauge para mantener la simetria global. Resulta que el gradiente de este campo
A genera una fuerza, la fuerza electromagnética. De hecho, A es el potencial electromagnético (si
lo consideramos como un tensor A*). También existe una libertad gauge. Tenemos la libertad de
escoger el A

Por lo tanto, cuando obligas a una simetria global ser local, se debe anadir un campo gauge
(para recuperar la invarianza) el cual genera una fuerza. Es importante resaltar que no estamos
imponiendo que exista una fuerza, sino que surge de manera natural al obligar a que sea invariante.
De esta manera, las fuerzas elementales surgen de simetrias (U(1), SU(2), SU(3)).

Estos campos gauge se pueden cuantizar, y al hacerlos surgen las particulas que median las
interacciones (fotén, W+, W, Z% y gluones), los cuales se denominan bosones gauge. Puede suceder
que las soluciones fisicas tengan menor simetria que el hamiltoniano. Esto produce una ruptura
espontanea de simetria. Un ejemplo clasico es el ferromagnetismo, en el cual el hamiltoniano es
invariante bajo rotacion pero los espines se alinean en una direcciéon y rompe la simetria rotacional.
Otro caso importante es el mecanismo de Higgs, por el cual las particulas obtienen masa.

La teoria BF también tiene simetrias gauge que dejan invariante el lagrangiano. Pero, al in-
troducir la ligadura cuadratica, una de ellas se pierde, las traslaciones. Necesitaremos anadir una
pieza a la variaciéon de la conexién de espin para recuperar la.
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3.2. Simetrias gauge de la teoria BF

Como hemos mencionado, la teoria BF presenta 3 simetrias gauge. Estas simetrias son de gran
importancia. Tenemos la simetria de Lorentz local, la invarianza bajo difeomorfismos (no es una
simetria gauge estrictamente) y las traslaciones del vielbein. Esta ultima no se tendra cuando se
considere la ligadura en dimensién mayor que 3.

El grupo de Poincaré consiste en anadir las traslaciones al grupo de Lorentz. El grupo de
Lorentz tiene asociado a la conexién de espin. Los campos de gauge asociados a las traslaciones son
precisamente los vielbein, e®. La torsion se relaciona con las traslaciones mediante 2.11} Supone la
medida de como se curvan las traslaciones.

Las traslaciones si se consideran invariantes gauge para BF en 3 dimensiones (por ser topo-
logica). Las traslaciones del campo (no son traslaciones en el espacio-tiempo, sino a una simetria
interna del espacio de campos) vienen dadas por:

B+ B+ Dan, (3.6)

donde 7 es un escalar (en 3 dimensiones) y Dan = dn + [A, n)].

Veamos que deja la accidon invariante:

SEF:/Tr((B-I—DA??)/\F):/Tr(BAF)—i-/Tr(DAn/\F). (3.7)

Desarrollando la derivada covariante se obtiene:

Tr(Dan A F) =dTr(n AN F) —Tr(n A DaF). (3.8)

Usando la identidad de Bianchi D F = 0:

Sl = S+ / dTe(n A F). (3.9)

El segundo término es una integral de una derivada total, la cual se anula si se imponen condi-
ciones de borde, con lo que quedaria demostrada su invarianza. En 4 dimensiones, sin embargo, la
ligadura cuadratica que se anade conlleva que el campo B ya no sea independiente. Esto conduce
a la perdida de la invarianza gauge de las traslaciones (el campo B ya no cumple la condicion de
simplicidad).

Por otra parte esté la simetria de Lorentz local. Las trasformaciones infinitesimales de Lorentz
de pardmetro €ry son:

0eAry = Degy
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§.B" = —¢l . BK — ¢/, BIK (3.10)

Estas transformaciones dejan invariante la accion:

5. S — / Te(.B A F + BAO.F)
:/Tr([B,a]/\F+B/\[F,5]):0. (3.11)

Esta se tiene en cualquier dimensién porque la ligadura cuadratica depende de objetos que son
invariantes bajo transformaciones de Lorentz.

Aunque los difeomorfismos no son estrictamente simetrias gauge, hay un paralelismo entre am-
bas. Los difeomorfismos pueden escribirse como combinaciones de transformaciones gauge internas
y de traslacion del campo B ,es decir, son equivalentes a ciertas trasformaciones gauge. La teoria
BF tiene invarianza bajo difeomorfismos.
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Capitulo 4

Conclusiones y proyecciones a futuro

En este capitulo vamos a realizar un analisis de lo que se he expuesto en este trabajo. Ademés
vamos a destacar las cosas que faltarian por estudiar para completar la teoria BF, asi como los
siguientes pasos que se deben de dar y el paradigma actual en la comunidad cientifica.

1. El objetivo de este trabajo era realizar una introducciéon a la teoria BF, entenderla desde un
punto de vista general. Para ello hemos realizado un viaje de preambulos fisicos y matema-
ticos. Hemos comenzado estableciendo las ecuaciones de Einstein, que son la base de toda la
relatividad general y como se obtienen a partir de los tensores de curvatura.

Después, hemos visto la forma mas efectiva de obtener las ecuaciones de Einstein, que es
mediante el uso de la accion, ya que realizar variaciones de esta (o las ecuaciones de Euler-
Lagrange) da como resultado las ecuaciones de movimiento. Estas ecuaciones, en muchas de
las teorias vigentes dan como resultado las ecuaciones de Einstein.

Una vez visto esto, se ha intentado ver el caso mas general, el cual es el formalismo de palatini
ya que no se asume, en principio, ninguna dependencia entre la conexién y la métrica. De
esta forma hemos obtenido que ecuaciéon deben de cumplir las métricas dentro de las teorias
(y ver que si que dependen la una de la otra).

Un estudio exhaustivo de la relatividad general ha requerido la introduccién del formalismo
tetrddico. Hemos introducido el espacio tangente y con ello nuevos tensores expresados en
este espacio. Es asi como hemos tratado a partir de aqui con los vielbein, la conexiéon de espin
y las operaciones expresadas en funcién de estos, como la derivada covariante o el tensor de
curvatura R(w).

También hemos tenido que introducir el lenguaje de las formas diferenciales, ya que es bastan-
te util para nuestro trabajo. También hemos considerado distintas operaciones que se pueden
realizar sobre las formas diferenciales. Esto nos ha permitido expresar todo lo anterior ex-
puesto (como el formalismo de Palatini) en terminos de formas diferenciales.

Con todo esto hemos podido describir el formalismo BF de la gravedad. Hemos visto la accion
que introduce la teorfa y como sus ecuaciones del movimiento describen una conexién plana
(F =0) y un campo B que es covariantemente cerrado. Es decir, la teoria pura es una teoria
topologica.

En 3D, se ha comprobado que la gravedad es exactamente una teoria BF (no hay que introdu-
cir ninguna ligadura). Ademas es una teoria de Chern-Simons, (no aporta nueva fisica). Esto
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lo hemos demostrado viendo que la teoria BF es invariante gauge, es decir que la derivada
exterior de la accién solo depende de la curvatura. En dimensiones mayores hemos visto que
se debe anadir unas restricciones cuadraticas en B a la accién para que pueda describirlo.
Estas restricciones han impuesto que el campo B tenga que provenir del vielbein.

Ademas, hemos introducido, de forma novedosa, la teoria BF en términos de formas diferen-
ciales sin la necesidad de usar el operador de Hodge como normalmente se hace.

Por dltimo, se ha analizado las simetrias gauge de la teoria BF. Se ha demostrado que la
introduccién de las restricciones en dimensiéon mayor que cuatro provocan la pérdida de una
de las simetrias presentes, la traslacion del vielbein. Por el contrario, la simetria de Lorentz
local y la invarianza bajo difeomorfismos sigue vigente en toda dimension.

. Ahora vamos a comentar como podemos seguir mejorando la teoria y que cosas quedarian
por hacer.

En primer lugar, en el desarrollo expuesto en , se usa como hipotesis que el campo B
es no degenerado. Los resultados que se obtienen se deben precisamente a esa asuncion.
Por lo tanto puede resultar interesante tener en cuenta el caso en el que el campo B sea
degenerado. En el estudio descrito, al ser clésico, no ha sido necesario plantear esta situacion
ya que clasicamente los campos no pueden ser degenerados. Por el contrario, puede ser de
gran importancia cuando se considera el caso cuéntico. Los sectores degenerados son una via
para seguir mejorando esta teoria. Para una descripcion en mayor detalle, dirfjase a Ref [x|

Por otra parte, vamos a considerar la teoria cuantica. Para cuantizar la teoria BF, se utiliza
la bien conocida integral de caminos:

Z[J] = / DopeiSl9l = / DADB ¢ Ju THBAF+BAT). (4.1)

En la formulaciéon de Feynman, esta integral representa la probabilidad de que un sistema
evolucione entre dos estados tomando todos los caminos posibles. Supone una de las herra-
mientas mas importantes de la teoria cuantica de campos. Presenta la ventaja de no depender
de una métrica de fondo (algo importante para la gravedad cuéntica).

Se cuantiza la teorfa mediante “Spin Foam”. Este enfoque generaliza la idea de "spin net-
works", las cuales son estructuras matematicas que describen los estados cuanticos del espacio
en gravedad cuantica de bucles. Son grafos donde las caras estan etiquetadas por represen-
taciones del grupo de gauge, las aristas y los vértices codifican como se combinan estas re-
presentaciones y las interacciones respectivamente. El espacio-tiempo se descompone en una
triangulacion.

Figura 4.1: grafo del modelo Spin Foam
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También se puede considerar incluir el parametro de Immirzi. Es una constante libre que
aparece en distintos formalismos de la relatividad general. Su importancia también radica en
la cuantizacién del espacio-tiempo.
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Apéndice A
Relacion entre el campo B y el vielbein

En este apéndice vamos a demostrar detalladamente el teorema sobre la procedencia del campo
B del vielbein. La ecuacién impone unas restricciones, las cuales desembocan en la mencio-
nada procedencia del campo de los vielbein. Estas restricciones se pueden clasificar en tres tipos.
Estas son:

simplicidad
BBy =0 para v distintas (A1)
Interseccidn: o
BZ-VBZZP =0 para u, v, p distintas (A.2)
Normalizacién:
BBy = BBy para p,v,p,o distintas. (A.3)

Si B;; es una 2-forma, la condicién de simplicidad implica que, si B;; no es nula, sea simple o
lo que es lo mismo que sea el producto exterior de dos uno-formas:

Bz‘j =UNAV=UV; — VU; = Us[Vy] - (A4)

Guarda estrecha relacion con las relaciones de Pluecker. Demostremos la condicion (A.4)). La

condicién necesaria y suficiente es que B;; sea un producto antisimetrizado de uno-formas, es decir

Si B no es nulo, se puede encontrar ciertos vectores a’ y b’ tal que Bijaibj =1 (es parecido a
normalizar el vector con respecto de esos vectores). Se considera también las uno-formas u; = Bijaj
VU = Bijbj . Con estas condiciones, se llega a que el campo debe de poder expresarse como producto
de uno-formas:
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uivj — ’UZ‘U,j = (Bikle — BilBjk)CLkbl
= Bz-jBklakbl
= Bjj, (A.5)

donde en la segunda igualdad se ha usado la normalizacion del bivector. Otra condicién que los
bivectores deben de cumplir es que dos B distintas tengan un factor (una uno-forma) en comun.
La condicién suficiente que deben de cumplir para ello es la condicién de interseccion: B[ijB,’d] =0

Dicha expresion se anula si B 'y B’ son proporcionales. Como no lo son, se puede encontrar
vectores {a',b’, c'} que cumplan:

Este vector v; divide a B;; ya que, utilizando la condicion de simplicidad:

Byijog = Bjij B Bpna'b™c" = 0. (A7)

Si este vector v; también es divisor de Bz’-j quiere decir que BZ’»]- y Bij; tienen esa l-forma en
comun. Veamos que también es divisor de B’ usando la relacion de Pluecker, la cual muestra que
el papel de los dos bivectores son intercambiables:

0= Bjj; By = Byj; By + Bi;Bry - (A.8)

W. 1 1A o Q 1A 1 . = . . , —_— . .
Por lo que si ambos cumplen la condicion de interseccion, se tiene Bjj = u;v; y Bj; = viw;

Nos falta la condicién de normalizacién. Tenemos 4 bivectores constituidos por las mismas 4
uno-formas y factores N y linealmente independientes. Esta condicion, B[ijBllcl] = BfijBl;';} implica
que NN’ = N"N"

Estas son las tres consecuencias que tiene la ecuacion (2.19). Ya tenemos todos los ingredientes
para demostrar 1' Vamos a hacerlo para 4 dimensiones. Consideramos Bl-lj2, Bilj?’ y Bl-lf, los cuales
son genéricos, se descomponen en uno-formas y comparten un factor comtn dos a dos (u;, v;, w;).

Puede haber 3 posibilidades:

1. Las 3 uno-formas son independientes, es decir forman una estructura no degenerada. Repre-
senta el sector topologico (los B estan formado por 3 uno-formas distintas). En dimensiones
mayores esta caso no es posible porque hay mas combinaciones que los que pueden formar
las 3 uno-formas.

2. Dos uno-formas son iguales. Esto esta prohibido en todas las dimensiones ya que haria que
dos bivectores sean proporcionales y hemos asumido que tiene que ser generales.

3. Las 3 uno-formas son iguales, por lo que todas los bivectores tiene el mismo factor en comun.
Esto representa el sector gravitatorio, en el que dejas un segundo vector libre. En dimension
D > 4, es el tinico caso posible.
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Como el tnico caso posible es el tercero, los tres bivectores deben de tener el mismo vector en
. . ) o . .
comin u;. De esta manera,existe una uno-forma e/ que divide a cada Bi“jl' para todo v. Si se hace
de forma genérica, se llega a la siguiente conclusion:

B,f‘j” = j:eegue;] : (A.9)

Esta resultado permite reescribir la accion ([2.4)) como la accion de Palatini, sin mas que sustituir

(A9).

S[A, B(e)] = + / dPalele)'e} F1,. (A.10)
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