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Resumen

Tomando como punto de partida las prolongaciones analiticas de las integrales
gaussianas en espacios de dimensién finita, se realiza una construccién rigurosa de la
Integral de Caminos en el caso de la Mecanica Cudantica no relativista en una dimensién.
Después, se reproducen ejemplos bien conocidos y estudiados durante el grado, como son la
aproximacion WKB, la particula libre, el oscilador armoénico y la teoria de perturbaciones,
permitiendo introducir las reglas y diagramas de Feynman. A continuacién, se desarrollan
casos no triviales con la metodologia presentada previamente: primero, se establece una
equivalencia Fisica Cuantica-Estadistica mediante la rotacién de Wick, posteriormente se
realiza una introduccién al formalismo de la Integral de Caminos en teorias de campos
mediante el estudio de una teorfa A¢? y, finalmente, se aborda el concepto de la ruptura
espontanea de la simetria.

Abstract

Taking as a starting point the analytic extensions of finite-dimensional gaussian
integrals, a rigorous construction of the Path Integral is made for Quantum Mechanics in
141 dimensions. Next, well-known examples studied during the degree are reproduced, such
as the WKB approximation, the free particle, the harmonic oscillator and perturbation
theory which allows the introduction of Feynman rules and diagrams. After that, using the
methodology presented previously, nontrivial cases are developed: firstly, a relationship
between Quantum Physics and Statistical Physics is established via Wick rotation, then an
introduction of the Path Integral formalism for field theories is provided through the
treatment of a \¢? theory, and finally, the concept of spontaneous symmetry breaking is
presented.



Introducciéon y objetivos

El presente texto consiste en una introduccién rigurosa y detallada del formalismo de la
Integral de Caminos en el contexto de la Mecanica Cuantica no relativista para particulas
sin espin. Su construccién, asi como la metodologia que se presenta, permite su
generalizacion para otras ramas de la Fisica Tedrica, como la Teoria Cudntica de Campos
[1] o la Fisica de Particulas [2], donde la Integral de Caminos resulta una herramienta
esencial. Si bien el trabajo es principalmente bibliografico, algunos conceptos han sido
reformulados con un enfoque mas algebraico con respecto a la literatura usual, con el
objetivo de obtener una notaciéon mas sencilla que permita llegar a conclusiones
satisfactorias evitando calculos extensos. Para ello, el estudio de las integrales gaussianas en
espacios de dimensién finita, realizado en el apéndice A, ha resultado crucial.

El primer capitulo comienza introduciendo la Integral de Caminos mediante un enfoque
histérico, apoyado en los textos de Dirac [3, 4, 5] y Feynman [6, 7], a menudo olvidados en
la literatura mas moderna. Posteriormente, se construye de manera rigurosa la Integral de
Caminos, desprendiéndose de manera natural su relacién con la Mecanica Cuantica matricial
de Heisenberg, asi como el limite clasico de la Mecanica Cudntica, intimamente relacionado
con el Principio de Accién Estacionaria. Después, se realiza la deduccién de la ecuacién
de Schrédinger, conectando asi las tres formulaciones histéricas de la Mecanica Cudantica.
Finalmente, se tratan ejemplos ya abordados a lo largo del grado, como son la particula libre,
la aproximacion WKB, el oscilador arménico y la teoria de perturbaciones, la cual permite
obtener las reglas y diagramas de Feynman.

En el segundo capitulo se demuestra con total rigor la equivalencia entre una colectividad
candnica y un sistema cuantico no relativista en una dimensién mediante la continuacién
analitica de la Integral de Caminos, lo que permite unificar la Fisica Estadistica y la Mecdnica
Cuéantica mediante un tinico formalismo.

El tercer capitulo tiene como objetivo introducir la metodologia construida en los
anteriores capitulos a una Teoria Cuédntica de Campos, en particular, a una teorfa A¢* [8].
Para ello, se comienza identificando una QFT en 0+1 dimensiones con la Mecanica
Cuéantica en una dimensién, para después realizar calculos perturbativos equivalentes a la
teoria de perturbaciones independientes del tiempo. La inclusién de este capitulo ha sido
posible debido al estudio de las integrales gaussianas, que ha permitido obtener los
resultados necesarios, como el teorema de Wick, de una manera algebraica muy intuitiva.

El ultimo capitulo presenta el concepto de la ruptura espontdnea de simetria [9], una
manera alternativa en la que se manifiestan las simetrias de un sistema fisico. En particular,
se revisita el concepto de efecto tiinel y se analiza el papel del nimero de dimensiones sobre
este, lo que permite introducir los conceptos de instantén y de paredes de dominio. Finalmente
se presenta el Teorema de Goldstone, que recoge las ideas expuestas previamente de manera
rigurosa.

Debido a todo esto, este trabajo completa la formacién del estudiante principalmente por
dos motivos: el primero, introduce la Integral de Caminos y su metodologia, imprescindible
si se pretende continuar una formacién en Fisica Tedrica, y el segundo, permite realizar
conexiones con una gran cantidad de asignaturas del grado, como son las asignaturas de
Fisica Cuantica, Mecanica Tedrica, los cuatro Métodos Matematicos, Fisica Estadistica y
Simetrias, Campos y Particulas.



1. La Integral de Caminos

La manera convencional de formular una teoria cuantica no relativista consiste en, tal y
como dice Dirac en [3], suponer que los estados cudnticos son elementos de cierto espacio
vectorial H (que, por ejemplo, en la representacién de posiciones H = L2(R")) y después
convertir mediante unas reglas de cuantizacién, los observables clasicos en operadores
autoadjuntos que actian sobre los estados cudnticos. Debido a este enfoque, resulta muy
conveniente partir directamente de la formulacion Hamiltoniana de la Mecanica Clésica,
pues la analogia es clara. Por lo tanto, conceptos como el de funcional accién, Lagrangiano,
6 incluso el de ligadura no holénoma [4], pese a estar presentes, se encuentran muy
escondidos en esta formulaciéon. Motivado por encontrar el papel de la accién en la
Mecéanica Cudantica, Dirac define en [5] una funcién compleja S que depende tinicamente del
tiempo y escribe:

(q(t)]q(to)) corresponde a /" (1.1)

y, utilizando argumentos basados en transformaciones candnicas, termina deduciendo que S
debe ser el analogo cuantico del funcional acciéon de la Mecanica Clésica, derivando ademas
el andlogo del Principio de Acciéon Estacionaria en la Mecanica Cuantica. Debido a esto, la
constante A adquiere un significado més profundo, pues resulta ser el cuanto fundamental de
accion.

Feynman en su tesis doctoral [6] y posteriormente en [7], retoma la idea de Dirac e
interpreta el “corresponde a” como “es igual” y, a diferencia de la Mecanica Cuéantica
ondulatoria o matricial, decide establecer una relacién directa entre las amplitudes de
probabilidad y el funcional accién. De esta manera, postula que:

Postulado de Feynman

(i) A todo camino que va desde el punto del espacio-tiempo (z4,t,) a (zp,tp) se le asocia
la funcién compleja e*[=®/" donde S[z(t)] es la accién evaluada en dicho camino.

(ii) La probabilidad de que una particula vaya desde (xq4,tq) a (xp,tp) viene dada por el
médulo al cuadrado de la suma a todos los posibles caminos:

P(a,b) = | K (xp, ty; Ta, ta)|> con  K(zp,ty; Ta,te) = Z etSle®)]/h (1.2)

caminos

1.1. Definicién y propiedades

Aunque la idea de sumar todos los caminos posibles es clara, debemos dar una
definicién matematica mas precisa. Supongamos un sistema cudntico de una particula
puntual no relativista moviéndose en la recta sometida, por simplicidad, a un potencial que
depende tnicamente de su posiciéon V(x), de manera que su accién es:

S— : dt (;m;ﬂ? - V(m)) (1.3)

Para la construccién de la Integral de Caminos, seguiremos la idea de las sumas de Riemann
para la construccion de la integral de Riemann. Por tanto, empecemos discretizando el tiempo



tomando la siguiente particién del intervalo [t tp]:
to <tg+e<ts+2e<...<tys+(m+1e=t (1.4)

de esta manera, la accién (1.3) puede sustituirse aproximadamente por la siguiente suma:

t 1 wl m
_ 1 .2 ~ mo.o 2
5= dt<2mx vm) ;e[zez(xk 2o 1)? — V(zp) (1.5)

Déandose la igualdad en el caso ¢ — 0. Escoger un camino consiste en tomar para cada t
(salvo en t, y tp, que son fijos) un valor de z de todos los posibles, tal y como se esquematiza
en la Figura (1.1). Como los valores z, se encuentran repartidos por toda la recta real, la suma
se convierte en una integral, pero como dicha integral puede tender a infinito al deshacer la
discretizacion del tiempo, dividimos dicha integral por un factor independiente del potencial
A(e). Repitiendo los mismos argumentos para cada zj, definimos la Integral de Caminos
como:

1 n+1 n )
K (xp, tp; kg, tq) = lim < ) / dxy, eSlE@l/h o ty > t, (1.6)
n—oo \ A(e) n kl;[l

y K (zp, tp; g, tq) = 0 81t < to. Nétese que hacer n — oo es equivalente a € — 0. Siguiendo
la analogia de las integrales de Riemann y Lebesgue, se introduce la siguiente notacién:

K(zp, ty; xg,ta) = /Dx Sl (1.7)

Para dimensiones superiores, si seguimos con la simplificacion que supone considerar un
potencial que depende tnicamente de la posicion de la particula, entonces los argumentos
para la construcciéon de la Integral de Caminos son completamente andlogos. Sin embargo,
también pueden aparecer potenciales de caracter vectorial (por ejemplo, el potencial A(x) de
la Electrodindmica), en estos casos, tal y como dicen [7, 10], el potencial al discretizarse el
tiempo debe evaluarse en (x;11 — x;)/2.

Figura 1.1: Discretizacién de tres diferentes caminos.

1.1.1. Composicién de caminos

Debido al hecho de que la accién viene definida a través de una integral, ocurre que
S(tp,ta) = S(tp,te) + S(te,tq) para t, > t. > t, independientemente del camino tomado,
entonces se puede escribir:

1S (ty,ta)/h

e — S (thste)/hiS(teta) [ (1.8)



por tanto, si denotamos como I'; a todos los caminos posibles en [t,,t.] y T2 a los caminos
posibles en [t., tp], se tiene que:

K (i tyi s ta) = 3 eSO/t / dre Y /St +S(icta)

caminos ze(T'UI'2) (1.9)

:/dmc K(l'bytb;xatc)K(xc,tc;xa’ta)

es decir, la amplitud de probabilidad para ir de (z4,t,) a (zp, %) es la suma sobre todos los
valores de z. del producto de amplitudes. Nétese, por tanto, que el integrando de (1.9) da la
amplitud de probabilidad de ir de x, a x;, pasando por z.. Cabe destacar también que esto
no se puede trasladar a las probabilidades, pues no se daria cuenta de los términos cruzados.

Anélogamente, si se divide el intervalo [tq, %] en N + 1 subintervalos no necesariamente
equiespaciados, (1.9) se puede escribir de una forma més general:

N
K(xp, ty; Tq,ta) = /Hdﬂﬁz K (i1, tig1; @i, t) (1.10)
i1

donde hemos denotado xn4+1 =2y ¥ 1 = 4.

1.1.2. Elementos de matriz del operador evolucion

Las propiedades que acabamos de ver acerca de la amplitud de probabilidad son
precisamente las que satisface al operador evolucién [11], por lo tanto, la formulacién de
Feynman debe poder relacionarse con la Mecanica Cudntica matricial a través dicho
operador. En efecto, sea un espacio de Hilbert H en el que actiia el operador evolucion
sobre un estado en la imagen de Schrédinger [¢(t,)), entonces:

[ (ty)) = Ulte, ta) [¢(ta)) (1.11)

proyectando ahora sobre un estado |zp) de la representacién de posiciones, e introduciendo
la relacién de cierre, podemos escribir:

(i (b)) = / da (2| U1y, 1)) (2[4 (ta)) (1.12)

que es precisamente la expresion (1.9). Es comun encontrar en la bibliografia [12, 13] (1.12)
como punto inicial para deducir la Integral de Caminos y el postulado de Feynman (1.2). Sin
embargo, de esa manera no se llega a ver de la idea fundamental a partir de la cual se puede
describir una teoria cudntica no relativista con un tnico postulado.

1.1.3. Limite clasico

Como en el postulado de Feynman (1.2) aparece la accién, resulta natural preguntarse
por el papel que juega el Principio de Accién Estacionaria en (1.2) y (1.7), asi como qué ocurre
en el limite cldsico, es decir, cuando S[x(t)] > h para todos los caminos. Como ¥/ es una
funcién oscilatoria, en el limite clasico la fase oscilarda rapidamente para aquellos caminos
que cumplan §S # 0. En ese caso, existird un camino z’(t) en un entorno de x(t) tal que
¢S] anule la contribucién de e5E®)] g 1a Integral de Caminos, sucediendo asi para todos
los caminos, luego la contribucién a (1.2) es nula.



Sin embargo, los caminos que cumplan 65 = 0, tendran una fase que permanece constante a
primer orden, por lo que no existe ningin camino en un entorno de la trayectoria cldsica
que anule la contribucién de e*SFe.(Ol/h 5 (1.2). En conclusién, en el limite cldsico y como
consecuencia del Principio de Accién Estacionaria, a la amplitud de probabilidad
K (xp, tp; xq,ta) s6lo contribuyen aquellos caminos que se encuentren en un entorno de la
trayectoria cldsica ¢ (t). Esta idea resulta crucial de cara a desarrollar un método de
cédlculo aproximado de las amplitudes de probabilidad, como veremos mas adelante.

1.2. Deduccién de la ecuaciéon de Schrodinger

Partiendo del postulado de Feynman y de la Integral de Caminos, debe ser posible
establecer una equivalencia entre las tres formulaciones histéricas de la Mecanica Cudantica.
Ya hemos visto que a través del operador evolucién podemos relacionar la formulacién de
Feynman con la Mecanica Cuantica matricial. Por tanto, basta demostrar que, a partir de la
Integral de Caminos, es posible deducir la ecuaciéon de Schrodinger. Usando las propiedades
que hemos visto anteriormente, denotemos K (xp,ty; Ta,tq) = U(xp, ty) v K(xp, tp; z,t) =
¥(x,t,), de manera que podemos escribir:

¢($b,tb) = /d.’L‘ K(xb,tb;x,ta)w(x,ta) , ty >ty (1.13)

Consideremos ahora la accién (1.3) y calculemos ¢ (zp, tp+€) con € infinitesimal, por lo tanto,

es claro que en los calculos se ha de anadir una nueva integral, asi como un nuevo término

en la accién de la forma':

€exp {Qmeg(wmz — Tn1)’ — V(xn+z)} (1.14)

noétese que entonces x,+2 = xp, luego se tiene que:
1 el m (o _
Py, ty + €) = A()/dmn+1 e @t i)* V@)t g (1.15)
€

Observando el término (z — z,,1)?, vemos que si la diferencia es muy grande, la exponencial
oscilard mucho y el valor de la integral, por lo tanto, seria muy pequeno. Esto motiva a definir
el siguiente cambio de variables:

N=Tpal — Tp S Tpa1 =Ty + 1 (1.16)

y quedarnos tnicamente a segundo orden alrededor de n = 0 (pues la expresién se encuentra
dentro de una integral). Obtenemos asi que:

2
Y(xp, ty + €) /dﬁ el -V} (1 + 10, + 772551,) Y(xy, ty)

= A}G) \/? [w(iﬁb, tb) + %8&1&(2%, tb):| (1 — iEV(:L’b)) —+ 0(772, 62)

donde la integracién de las gaussianas se ha realizado de acuerdo a los resultados deducidos

en el Apéndice A. Ahora desarrollamos en serie el miembro de la izquierda hasta términos de

orden €

(1.17)

(1€, ) 1) = A}E)\/if;“ [wmb,tb) " ;;aibw(xb,m] (1=i€V () +O(n?, ) (1.18)

! A partir de este momento, y hasta el final del capitulo, se fijardn unidades naturales, es decir, i = ¢ = 1.



para evitar que la expresién se anule cuando € tienda a cero, debemos fijar convenientemente
A(e), pero hemos de tener en cuenta que, como ya hemos justificado previamente, debe
tender a cero al deshacer la discretizacién del tiempo. Nuestra eleccién es A(e) = +/2ime/m,
teniéndose asi que:

10, Y (20, ty) = —ﬁ&%b + V(@) | (wp, th) (1.19)

que es precisamente la ecuacién de Schriédinger. Llegados a este punto, tal y como hace
Feynman en [7], es posible seguir utilizando la Integral de Caminos para tratar otros
conceptos como los de valores esperados, operadores o estados estacionarios. En este texto
no tomaremos ese enfoque, pues si bien resulta muy ilustrativo, entorpece la presentacion de
algunos conceptos, por lo tanto, nos apoyaremos cuando sea necesario de lo que ya
conocemos de Mecanica Cudntica.

1.2.1. Ecuacion de Schrodinger para el nicleo

Si tomamos t, = t; en (1.12), el resultado de realizar la integral debe ser 1(zq,t,), por
lo tanto, la amplitud de probabilidad debe cumplir que:

K (zp, ty; Tayta)|ta=t, = 6(xp — z4) (1.20)

Por otro lado, la amplitud de probabilidad debe ser nula en ¢, < t,, entonces tiene un salto
en tp = t4, escribiendo asi que:

K (zp,ty; xa,ta) = 0(ty — ta) f(xp, ty; Ta, ta) (1.21)

teniendo en cuenta que f debe satisfacer la ecuacién de Schrédinger y que la derivada de una
funcién escalén es una delta de Dirac, se tiene que:

1
(8151, + iV (xp) — 127n8§b> K (zp, tp; Tasta) = 6(ts — ta) f (0, th; Ta, ta) (1.22)

el miembro de la derecha es no nulo sélo cuando ¢, = t,, pero en ese caso el nicleo es
d(xp — x4), por lo que se obtiene:

<8tb + zV(xb) - Z;nagb> K(xb, tb; Ta, ta) = (5(tb — ta)é(xb — wa) (1.23)

Por lo tanto, la amplitud de probabilidad K (xp,ty; e, t,) €s una funcién de Green (o
nucleo) del operador diferencial dado por la ecuacién de Schrodinger. La ecuacién (1.23)
junto a la condicién de contorno:

K(zp, ty; kg, te) =0 sitp < tq (1.24)

nos dice que en realidad la Integral de Caminos (1.7) no define a la funcién de onda, sino a el
nucleo de la ecuacion de Schrédinger, que es el que determina cémo evoluciona la funcién de
onda a lo largo del tiempo, de ahi que reciba también el nombre de propagador (de Feynman).

1.2.2. Potenciales dependientes de las velocidades

Al establecer la equivalencia entre la formulaciéon de Schrodinger y de Feynman, hemos
tomado la simplificacién de que el potencial involucrado dependa unicamente de las



posiciones. Una rapida inspeccién a las expresiones involucradas hace ver que si el potencial
fuese dependiente de las velocidades, entonces el problema resulta inabordable si se
pretende continuar de la misma manera.

Este problema estd intimamente ligado con el hecho de un Hamiltoniano cldsico no
determina completamente un Hamiltoniano cuantico. Por este motivo, conviene trasladar
nuestro estudio al espacio de fases. En [12, 13] se encuentra que el propagador para un
sistema, cudntico de una particula no relativista de masa m moviéndose en la recta sometida
a un potencial V(x) se escribe como:

. iy
K(xbvtbemta):/DxDp e"S®)  con S(p,:v)Z/ dt(pi — H(p,z))
ta

si ahora consideramos un intervalo temporal (¢, ") siendo 7 = ¢” — ¢’ infinitesimal, entonces,
denotando como Z al valor medio de z” y 2/, ocurre que?:

WU + )y~ [ e (1 - i (p.2))
T
= (1 —7H(=0,,7))6(z" — 2') = ("1 —irH|z")

donde H puede ser cualquier operador cudntico que tienda al Hamiltoniano H al tomar el
limite clasico. Vemos asi el problema que surge al tomar el limite del continuo: hay informacion
del operador Hamiltoniano que se pierde en dicho proceso y que no aparece en el Hamiltoniano
clasico presente en la Integral de Caminos. Por tanto, para asegurar que dicha informacion
no se pierde, hemos de dotar a la Integral de Caminos con cierta informacion adicional,
que se denominan reglas de ordenacion [14]. Nétese la analogia que existe con la teoria de
perturbaciones dependientes del tiempo, pues en ese caso el Hamiltoniano no conmuta consigo
mismo en diferentes tiempos, lo que implica que los integrandos de los términos de la serie
de Dyson cumplan cierto ordenamiento temporal.

Veamos que todo esto esta relacionado con los potenciales dependientes de las
velocidades. Para fijar ideas, empecemos considerando el siguiente Hamiltoniano clasico:

Tp + px
2

es claro que la segunda y tercera igualdad son ciertas debido a que en la Mecanica Clasica

los observables fisicos conmutan entre si. Ahora bien, en Mecdnica Cuédntica el operador

Hamiltoniano debe ser autoadjunto, luego debe conservar la simetria presente en (1.25). Por

lo tanto, como &p # pz, el operador Hamiltoniano sélo puede ser:

Lo
H-= 5( D+ pi) (1.26)

Extendamos estas ideas para un caso méas general. Para ello, consideremos el siguiente

H(p,x) = zp=px = (1.25)

Hamiltoniano clésico:
H(p7 I) = Z amempr
m,r

siendo a,,, coeficientes de expansién arbitrarios (nétese que resulta légico que en un
potencial dependiente de las velocidades, las posiciones y los momentos se encuentren
acoplados). Definamos también el siguiente operador Hamiltoniano:

U o~ 1 & m! el
Hy = Z Ay (D" ) con (2P )w om Z mﬂ:m Cprat
£=0

2Pues si 7 es infinitesimal, entonces S(z,p) ~ p(z” — z') — TH(p, T).



entonces no sélo se tendra que el operador Hy es autoadjunto (pues es, por definicién,
simétrico), sino que ademds se satisface que:

<$//‘e,i(t//,t/)HW|x/> _ /DxDp ez’fdt(pa':fH)

es decir, las reglas de ordenacién nos permiten asignar un operador Hy, a un Hamiltoniano
clasico H. En efecto, empecemos notando que, usando las propiedades elementales de los
operadores posiciéon y momento, asi como la definicién del binomio de Newton, se tiene que:

P At e_/dpmp(r'—x) o +a\"
@@ ywlz) = 2’”%5!(771—6)!(%) (2'[p"|z) =" = ol € 5

A partir de esta expresién, considerando que ¢’ — ¢ es infinitesimal, se puede escribir:

ey d . , / m
<x/|€—z(t —t)HW|:L,> = 5(2' — ) —i(t — 1) Zamr / ﬁprezp(x —x) <x + x) O — t)2)

2

donde ya se identifica el Hamiltoniano cldsico H evaluado en Z, quedando asf:

(et ) — [ R [ i~ ) H (p,3)] + O — 1)

nétese que al tomar el limite (¢ — t) — 0, dentro de la integral aparece el término e*S(@»).
Por ltimo, se sustituye esta expresion en:

N
<.r”‘e_i(tl_t)HW’$> — lim / H d:Un <.’I]”‘€_iEHW‘xN> <mN’€_i€HW’xN_1> o <x2‘6—ieHW’$1>
N—o0 g}

demostrandose asi lo que queriamos. Vemos también que este resultado nos dice que al
discretizar el tiempo, el Hamiltoniano clasico debe evaluarse en los puntos medios Z,, tal
como dijimos al principio del texto. De esta manera, solucionamos el problema de los
potenciales dependientes de las velocidades o, dicho de otra manera, para Hamiltonianos en
los que los momentos y las coordenadas estan acoplados, pues podemos asignar a un
Hamiltoniano clasico H un Hamiltoniano cuantico Hyy que rija la evolucién temporal del
sistema (aunque no es necesariamente tnico). Por lo tanto, asumiendo conocida la funcién
de onda en un instante t, se tiene que:

b ) = / e (e~ ~OBW |2y iz, 1)

1.2.3. Cuantizacién y ordenamiento de Weyl

En el apartado anterior se ha establecido una relaciéon entre un Hamiltoniano clasico H y
un Hamiltoniano cuantico Hyy, es decir, a un observable clésico se le ha asignado un operador
cuantico, por lo que se ha “cuantizado” el sistema cldsico. Analicemos en profundidad qué se
entiende por cuantizar un sistema y el por qué de la eleccién de dicho operador Hamiltoniano.
Consideremos un espacio de fases T*Q ~ R?" y denotemos como €*°(T*Q) al conjunto de
observables clasicos, se entiende por cuantizacién de un sistema clasico a una aplicacion:

Q: ¢ (T*Q) — {operadores autoadjuntos en H}

que satisface idealmente:



Q es una aplicacion lineal.

La identidad de T*Q va a la identidad de H, es decir, Q(idp+q) = idy.

(i)

(ii)

(iii) Para las coordenadas x; y p; de T*Q, Q(z;) = 2; y Q(pj) = p;-
)

(iv) Para los corchetes de Poisson definidos en T*Q, [Q(f), Q(p)] = ihQ({f,g}), siendo f, g
dos funciones definidas en el espacio de fases.

(v) Sea f una funcién definida en el espacio de fases y ¢ : R — R, entonces Q(¢ o f) =

$(Q(f))-

El problema reside en que (i) y (v) no son compatibles entre si (basta analizar el caso
f(z,p) = p?2?), es més, incluso seleccionando tres propiedades entre (i), (iii), (iv) y (v), se
sigue llegando a una inconsistencia [15]. Para solucionar este problema se pueden optar por
dos caminos: el primero serfa restringir el dominio de Q, mientras que el segundo (que es por
el que vamos a optar) consiste en quedarnos con (i), (i) y (iii) y exigir “asintéticamente”
(iv), es decir:

[O(f), Q(9)] = ihQ({f, g}) + O(1:?)

Una manera de obtener esto se obtiene precisamente con el ordenamiento de Weyl, donde,
para el caso T*Q ~ R?, a cualquier producto de la forma z™p" se le hace corresponder el
operador cudntico [16]:

1 & m)!
M, T\ — (AMAT _ ~m—Lar A4
Qweyl (¢™p") = (2"P")w = 5 gﬂ(m_@.x Pz

También cabe destacar que, para cualquier funcién f € T*Q ~ R?" lo suficientemente suave,
se podria demostrar que la aplicacién Qwey : R2" — £2(R") da lugar a una correspondencia
uno a uno [17].

1.2.4. Convergencia de la Integral de Caminos
Al construir la Integral de Caminos hemos definido el objeto Dz, motivados por
compactar la notacién en analogia a las integrales de Riemann y Lebesgue, como:

n+l N

Dz = lim < m )Tdej (1.27)
j=1

2mie
Sin embargo, hemos evitado llamarla medida, pues la medida de una integral en un espacio
de dimensién infinita, tal y como se expone en [18], no puede ser de la forma dzidzs. .. dx,

(obsérvese también que el prefactor tiende a infinito). De hecho, lo que si tiene sentido
considerarse como medida en espacios de funciones continuas en el intervalo [0, ¢] es:

N 2
o, m \"/2 me [(XTip1 — X4 A
dyp = lim { 11 (37) " e [‘2 () ] d””z} (1.28)

que se denomina medida de Wiener y cuyos origenes se remontan al estudio del movimiento
browniano [19]. Es maés, siempre que el potencial sea suave y acotado inferiormente, se puede
demostrar [18] que:

() an) = [duess [~ | s Vials))] w(a(2) (1.29)
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Ahora bien, notemos que se recupera la Integral de Caminos definiendo el cambio de variable
t — —i7, en ese sentido, podemos considerar las integrales de caminos como continuaciones
analiticas de las integrales sobre la medida de Wiener para funcionales de la forma (1.29)
cuando el tiempo es imaginario puro. Profundizaremos en dicho cambio de variable en el
segundo capitulo.

1.3. Teoria de perturbaciones y diagramas de Feynman

Unos de los mayores puntos fuertes del formalismo de la Integral de Caminos es que
permite desarrollar la teoria de perturbaciones de una manera mas natural. Para exponer esto,
vamos suponer un sistema cudntico dado por una particula no relativista moviéndose sobre
la recta y sometida a un potencial V(x,t). Como en el propagador aparece una exponencial,
entonces tiene sentido considerar la serie formal:

[e.e]
K (2, ty; asta) = Y Ki(wy, by Tas ta) = Ko(b, to; Tas ta) + K1 (2, th; Tasta) + ... (1.30)
i=0

1.3.1. Propagador de la particula libre

El propagador de la particula libre corresponde al término Ky de la suma en (1.30), es
decir:

¢

Ko(xp, ty; e, te) = /Daz eSolz® con t, > ¢, y Solz(t)] = / bdt %jﬁ (1.31)
ta

Su estudio resulta crucial pues, como veremos, los términos K; en adelante dependen de

K. Esta integral permite ser resuelta directamente mediante la definicién (1.6), se empieza

integrando la gaussiana para x1, después se introduce dicho resultado en la integral de zo y

se sigue este procedimiento para todas las zj (ver Apéndice A). De esta manera, es sencillo

llegar a la siguiente expresion:

im _ 2 im
R L N £

siendo t = t, — t, > 0. Resulta muy conveniente expresar K en términos de momentos y
no de posiciones, para ello, calculamos la transformada de Fourier de (1.32) en el espacio de
posiciones y posteriormente hacemos su transformada inversa, todo esto nos permite escribir®:

1 ) 2
Ko(xp, ty; Tay te) = o /dp ePr=35t) con t= ty—te >0y o =a8 — 24 (1.33)

podemos incluir directamente la causalidad (es decir, que el propagador se anula si ¢, <

tq) si multiplicamos (1.33) por una funcién escalén centrada en ¢ = 0, pero vamos a usar

directamente su transformada de Fourier?:

1 1Tt
0(t) = lim /dT ¢ (1.34)

e—0+ 21 T — 1€

3Hemos tomado el convenio de que en la transformada de Fourier, la exponencial que aparece es e~ "P*,
mientras que en la transformada inversa aparece (2m) 'e®® si z es una variable espacial. Si es temporal, los
signos se ven invertidos.

4Resulta importante recalcar que € ha de tender a 0% independientemente del convenio tomado en las

transformadas de Fourier. No confundir el € con el € de la Integral de Caminos en su forma discreta.
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quedando asi:

1 e pr—g —t+Tt)
K ty; Tq,tq) = lim ——- [ dp | dT——— 1.35
O(J:b, by Las a) 5—1>I0n+ (271')22 / p/ T T e ( )
introduciendo el cambio de variables E = —7 + p?/2m, (1.35) toma la forma:
K i [ apap— 1.36
ty; Tas ta) = 1f :
(s, t; Za, ta) 0t (27m)2%i / PEETE + p?/2m —ie (1.36)

Noétese que después de tomar el limite, la integral tiene un polo si la particula satisface
las ecuaciones del movimiento, es decir, satisface que E = p?/2m, diciendo entonces que la
particula estd sobre la capa de masas (on-shell).

1.3.2. Propagador de primer orden

Pasemos a estudiar el segundo sumando de la serie de (1.30), por lo que se debe calcular:

ty . tp
Ki(zp, th; oy te) = —i/ dt{/DxelSO[x(t)]}V(x,t) con Splz(t)] —/ dt%maﬁ2 (1.37)
ta ta

para ello, usemos la definicién (1.6), pero dividendo la suma en dos: una que va de k =1 a
k = j y otra que va de j + 1 hasta n + 1. De esta manera, (1.37) resulta en:

n+1

n—j+1 n+1
Ky (zp, ty; o, te) = —i hmz /d{L'] <e> /dxj+1...dxnexp {z Z %(mk —xk1)2}

k=j+1

x V(zj,t;) <Az€)>j /dxl ...dzj 1 exp {zg’;(azk - xkl)Q}

(1.38)

donde se identifican Ko(zs,ty;xj,t5) y Ko(xj,tj;2a,te). Si ademds denotamos a x;
simplemente como z, podemos escribir que:

tp
Ki(xp, ty; o, te) = —i/ dt/d:UKO(:Ub,tb;m,ta)V(m,t)Kg(a?,tb;a?a,ta) (1.39)

Debido a la causalidad del propagador K, podemos extender el intervalo de integracién a
toda la recta real, quedando asf:

Kt (2, ty: s o) = —i/dt da Ko(p,ty: 7, t)V (0,8 Ko (@, by 7arta)  (1.40)

Este propagador permite ser interpretado de dos maneras, la primera, que presentaremos
ahora, es en términos de teoria de scattering, mientras que la otra se dara en la secciéon 1.3.4.
Supongamos que en t, — —oo la funcién de onda 1y (z4,%,) en es una onda plana. Tenemos
entonces:

Wy, ty) = / da Ko(wp, ty: 2 ta) o (s o)

—i—/dw Udt/da:' Koo, ty: 2/ 1) =iV (2, 1) Ko (2’ £ 2, £) | o (2 ta)
(1.41)
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Por tanto, la funcién de onda por tanto es interferencia de dos términos. El primer sumando
corresponde a una onda que no ve el potencial V (z,t), el segundo, al ser ¢y una onda plana,
puede ser interpretado de manera andloga al principio de Huygens de la 6ptica ondulatoria:
cada punto de la regién donde estd definido el potencial V(z,t) actia como un emisor
secundario de ondas planas que contribuye con una amplitud por unidad de tiempo y de
volumen proporcional a —iV (z,t), pero las ondas dispersadas por los emisores secundarios
no pueden excitar a su vez a otros emisores. Por lo tanto, (1.41) corresponde a la primera
aprozimacion de Born, luego K es la amplitud de scattering en la primera aproximacion de
Born. Resultaria muy ilustrativo calcular la amplitud de transicién entre ¥ (xp,t,) y una
onda plana de momento definido 1oyt (xp, tp), pues se obtendrian los elementos de matriz de
la matriz de scattering .. Una discusién acerca de esto se encuentra en [20].

1.3.3. Propagadores de orden superior

Un célculo completamente anédlogo a (1.37) permite escribir Ky como:

Ko (xp, ty; Tas ta) = (—i)2/dt1dt2d$1dx2 Ko(xp, ty; 22, t2)V (22, t2)

(1.42)
x Ko(z2,t2;21,t1)V (21, t1) Ko(21, 115 Za, ta)
nétese que ha desaparecido el factor 1/2!, esto se debe a que:
/ dt'dt"V (V") = / dt'dt” {6(t' — ")V )\V{E")+ 0" - VE")V(E)}
(1.43)

- / diydty Oty — t)V (11)V(t2)

la segunda igualdad se debe a que t' y t”” pueden manipularse como variables mudas, pues
los limites de integracién de t1 y to son los mismos. En (1.42) se puede identificar K7, por lo
que podremos escribir:

K2($b, tb; Ta, ta) = —1 / dthQSQ Kl(xb, tb; 9, tQ)V(QS‘Q, tQ)Ko(JJQ, tQ; La, ta) (1.44)

Siguiendo argumentos andlogos a los dados para la interpretacion de K;, Ko se
interpreta como la amplitud de scattering debida a que los emisores secundarios, excitados
por la incidencia de la onda plana, pueden excitar otros emisores dentro de la regién en la
que estd definido el potencial, pero estos ultimos emisores no pueden excitar a otros. El
resto de K, permiten una interpretacién similar, de modo que la suma (1.30) tiene en
cuenta todas las dispersiones dentro de la zona del potencial, tal y como se esquematiza en
la Figura (1.2). Para un propagador de orden arbitrario, (1.37) y (1.42) permiten demostrar
por induccién que:

Ky (xp, ty; Tq,ty) = —fi/dtdaz Kp_1(xp, tp; 2, )V (2, t) Ko(2,t; 24, ta) Yn € Ny (1.45)

nétese que los factores 1/n! se eliminan argumentando de manera similar a como hemos hecho
con el 1/2 de K. Combinando esta integral con (1.30), se obtiene que el propagador completo
es:

[o@)
K(zp, ty; g, ta) = Ko(xb,tb;ma,ta)—iZ/dtdx Ky (xp, ty; 2, )V (x, t) Ko(z,t; 24, t,) (1.46)
n=0
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pero como el sumatorio se puede introducir dentro de la integral, si se conoce Ky, entonces
se puede obtener K a partir de la siguiente ecuacién integral:

K(xp, ty; xa,ta) = Ko(Tp, ty; Ta, ta) — i/dtdx K(xp, ty;x, t)V(x,t) Koz, t; 20,ta)  (1.47)

Xb,tb Xb,tb Xbutb
(x,t) f V(x,t) f (x,1) ?
Xa, a tha xayta
K =K + K + K5 +

Figura 1.2: Representacién grafica de la serie de Born y sus propagadores [20].

1.3.4. Reglas de Feynman

Es posible dar otra interpretacién a los propagadores K, sin necesidad de atender a la
funcién de onda. Empecemos analizando:

Ko(zp, ty; x,tq)[—iV (z, t)| Ko(x, ty; Ta, ta) (1.48)

leyendo esta expresién de derecha a izquierda, la particula empieza en el punto (x4,t,) y
se mueve como una particula libre hasta (z,t), donde es dispersada por el potencial V(x,t)
para posteriormente continuar moviéndose como una particula libre desde (x, t) hasta (zp, tp).
Como la dispersion puede ocurrir en cualquier punto (z, t) en los que esté definido el potencial,
se debe integrar sobre dicha regién, de manera que se recupera el K; de (1.40). Por lo tanto, K
representa las maneras que tiene la particula de ir desde (xq,t,) hasta (3, t,) dispersandose
sblo una vez. Andlogamente, K, representaria las maneras que tiene la particula de ir desde
el punto inicial al final dispersandose ¢ veces. Debido a todo esto, (1.30) representa la suma
a todas las posibles alternativas, organizéandolas por el nimero de dispersiones que sufre la
particula, concluyendo asi que las dos interpretaciones que hemos dado son equivalentes.

En particular, esta ultima interpretacién presenta la enorme ventaja de que permite
compactar la fisica del proceso de scattering con las expresiones matematicas a través de los
diagramas de Feynman. Para K, el diagrama correspondiente se presenta en la Figura (1.3):

(‘T(ljt(l) (l‘b7tb)
(z,1)
Figura 1.3: Diagrama de Feynman del propagador a primer orden K (xy, tp; 24, tq)-
A cada linea se le asocia un propagador K cuyas variables corresponden a los vértices
que unen, donde la variable temporal evoluciona de izquierda a derecha. Por otro lado, a

cada vértice interior que une dos lineas rectas se le asocia un factor —¢V. Finalmente, se
integra para todos los x y ¢ pertenecientes a cada vértice interior. Estas son las llamadas
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reglas de Feynman, nétese que con estas reglas, la Figura (1.3) contiene la informacién de
(1.48), pero representando explicitamente que la particula se dispersa una vez. Para K, el
diagrama correspondiente es el de la Figura (1.4):

(%a,ta) (v, tp)
(w1,t1) (w2,t2)

Figura 1.4: Diagrama de Feynman del propagador a segundo orden Ks(zp, tp; g, ta)-

Si quisiésemos escribir la ampltiud de scattering, entonces bastaria incluir las funciones de
onda ¥} . v ¥in, asi como la integracién a las variables relevantes.

En la Mecdnica Cuantica no relativista, los diagramas de Feynman, debido a la sencillez
de las expresiones obtenidas, no presentan una ventaja de cédlculo significativa. Es en la Teoria
Cuéantica de Campos donde dichos diagramas cobran mayor importancia, debido a los efectos
fisicos a los que dan lugar.

Si se traslada este estudio al espacio de momentos se pone de manifiesto la conservacién
de la energia y el momento. Denotemos como V(g, Q) a la transformada de Fourier del
potencial, es decir:

Via,t) = / dgdQ @190V (4, Q) (1.49)

utilizando las propiedades elementales de la delta de Dirac, asi como Ky en términos de su
transformada de Fourier (1.36), (1.40) se puede reescribir como:
c(Pta)my o —i(E+Q)ts

(E+Q)+ (p+q)?/2m —ic
e—ip:caeiEta

3 {
K@, @0 ta) = 1 s / dp dq db dQ— (1.50)

x V(g,Q)

—E +p?/2m — ie

En este caso el dibujo es analogo al del propagador a primer orden en el espacio de posiciones:

(p, E) P+¢.E+Q)
(¢,Q)

Figura 1.5: Diagrama de Feynman del propagador Kj(zp,ty;xa,ts) en el espacio de
momentos.

salvo que las reglas son diferentes y se esquematizan en la Figura (1.6). Ahora, ademés de
tomar el limite para €, se debe integrar para los dos momentos y energias. Por lo tanto, la
integracién en x y en t de (1.40) se ha convertido, al pasar al espacio de momentos, en la
conservacion de la energia y el momento y que es presente, tanto en los denominadores (por
estar en la capa de masas), asi como en las exponenciales. Para obtener las amplitudes de
scattering, debemos incluir las funciones de onda %%, v vin, asi como la integracién a las
variables relevantes.
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(p, E) (4.Q) 1 1
® d (2m)2%i \ —FE + p?/2m — ie

—i(2m)2V (p, E) y conservacién de la energfa y momento

<

(p, E)

Figura 1.6: Reglas de Feynman para el espacio de momentos.

1.4. Aproximaciéon WKB

1.4.1. Introduccion del problema y aproximaciéon semiclasica

A la hora de calcular un propagador para un Lagrangiano genérico L(z,#,t), la
definicién (1.6) no proporciona un método de cdlculo muy eficiente, ya que dicho
procedimiento involucraria realizar numerosas cuentas, por lo que buscamos calcular los
propagadores por una via diferente.

Empecemos simplificando el problema a través del cambio de variable z(t) = x. () +y(t),
siendo z (t) la solucién clasica (i.e. satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange). Como al ser
el jacobiano de la transformacion trivial, Dx pasa a ser Dy, la simplificacién aparece en los
caminos que hay que integrar, pues ahora satisfacen que y(ty) = y(t,) = 0. Para calcular
Slza. (t) + y(t)], se actia de manera analoga a cuando se buscan encontrar las ecuaciones de
Euler-Lagrange[21]:

L(z+en, @+ ent) = L(xz,&,t)+e <g§n + aLU)

(1.51)

e (PL, L., P L ,
& - .
T <ax2” To Tt axaa'c”") +O(<)

siendo 7(t) una funcién de prueba que satisface n(t,) = n(t,) = 0, por lo tanto, la accién
toma la forma:

Sla) + en(0)] = Sla0} e [ar (G- 5 (55 )

€2 2L , &L, &L ,
o) & (axz" o +28x8$'m7> +0(€)

(1.52)

como la primera variacion debe anularse debido al Principio de Acciéon Estacionaria,
compactando la notacién, (1.52) queda como:

2
Sle(t) + en(t)] = Sla(t)] + 5;0°S[x(t)) + O(*) (1.53)
En vez de considerar el cambio de variables x(t) = x..(t) + y(t), resulta mas conveniente
reescalar la variable y(t) a través de y(t) = V/Aj, pues VA actuard como infinitesimal cerca

del limite clasico. Esta transformacién dard un jacobiano constante que llamaremos C', por
lo que el propagador se podra escribir como:

K (@20, ta) = O/ 1520 [ py a0 (1.54)
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Como y ~ O(vh), diremos entonces que y(t) son fluctuaciones cudnticas alrededor de la
solucion clasica. Al tomar el limite i — 0, se tendra que:

K (p, ty; Tq, ta) = Cet/MSwa (0] /Dg e'29°S (1.55)

pues la exponencial de 625 sobrevive debido a que VA tiende més lentamente a cero que
los otros términos. A los efectos que surgen debido a este hecho les llamaremos semicldsicos,
por lo que se identifica este tratamiento con la aproximacién WKB que se realiza sobre las
funciones de onda [22].

Es muy importante notar que, si el Lagrangiano satisface que §"S = 0 para n > 2,
entonces la expresién (1.55) deja de ser aproximada y es exacta, este tipo de Lagrangianos
merecen un estudio particular que dedicaremos a continuacion.

1.4.2. Lagrangianos cuadraticos. Integrales de camino como determinantes

Como ya se ha mencionado previamente, los resultados de la seccién anterior dejan de
ser aproximados a ser exactos si para cierta accién S, la serie (1.53) se trunca a segundo
orden, es decir, 6" S[z(t)] = 0 para todo n > 2. Aquellos Lagrangianos que satisfagan la dicha
propiedad les denominaremos como Lagrangianos cuadrdticos. En 141 dimensiones, estos
toman la forma:

L(z,i,t) = a(t)i? + b(t)iz + c(t)x? + d(t)d + e(t)z + f(t) (1.56)

En efecto, inspeccionando el tercer sumando de (1.52), se observa que a tercer orden deben
aparecer terceras derivadas, pero en el Lagrangiano cuadratico que acabamos de definir ocurre
ane 2 2 2

gaﬁ —2(t) giﬁ ~ 2a(t) , ai =)
luego las terceras derivadas seran nulas y, por lo tanto, también la tercera variaciéon de
la accién. Por otro lado, integrando por partes, se puede escribir la segunda variacién del
Lagrangiano como:

(1.57)

628 = / dt (2c(t)n? + 2a(t)n® + 2b(t)mn) = / dt [(20(75) —b)n® + 2a(t)7'72] (1.58)

Esta expresion puede acomodarse convenientemente para que quede como una forma
cuadratica. En efecto, notando que en:

[t aton = [ ae |5 (win) = atwyin ~ aceyin] (1.59)

el primer sumando se anula al tenerse que 7n(t,) = n(ty) = 0, luego (1.58) se lee:
528 = / dt 1 (2(1) — b(t) — 2a()3} — 2a(1)2,) n = {n. A(t)n) (1.60)

De esta manera, el propagador del sistema toma la misma forma que las integrales gaussianas
que estudiamos en el Apéndice A%:

K (xp, ty; 24, tq) = CeSlEa®)] /Dn etz (mAn) (Det(A))~4/2 (1.61)

5Utilizaremos “Det” en vez de “det” para recalcar que no es un determinante de una matriz de dimension
finita, tal como se expone en [19], donde se usa una notacién similar.
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Por lo tanto, en este tipo de Lagrangianos, el problema de hallar el propagador del
sistema es, en esencia, el de calcular un determinante. Dicho determinante, tal y como se
menciona en el apéndice A, debe interpretarse como el producto de todos los autovalores del
problema de autovalores:

(2¢(t) = b(t) — 2a()0F — 2a(6),) n(t) = M(t) con (ta) = n(ts) = 0 (1.62)

1.4.3. Ejemplo de aplicacion: oscilador arménico en 14+1-dimensiones

El Lagrangiano para un oscilador unidimensional, que es el ejemplo més claro de
Lagrangiano cuadratico, se lee:

1 1
L(z,2) = §m3&2 - imw%? (1.63)

luego el problema de autovalores a resolver es el siguiente:
(-m 2 - m@f) n(t) = An(t) con n(te) =n(ty) =0 (1.64)

Sin pérdida de generalidad, fijemos t, = 0y t, = T', de esta manera, las soluciones de (1.64)
son la siguiente familia de funciones:

{nk(t) - o (T) }CGR,kGN (1.65)

notese que los casos k € Z~, asi como k = 0, se encuentran absorbidos dentro de C € R. Para

los autovalores se tiene que:
k2
A = () —w2} (1.66)
{ T keN

El determinante toma entonces la forma:

oo [ee] 2
Det(A) = [[ 2 =[] (?) —w? (1.67)
k=1 k=1

reorganizando dicho productorio, se identifica la expansién del seno cardinal como producto

infinito:
t Det(A) = ﬁ (?)2 ﬁ [1 - (c;:)Q = SHL(;;?) ﬁ (?)2 (1.68)

k=1 7j=1 k=1

el productorio restante en (1.68), asi como el resto factores diferentes al determinante que
aparecen al resolver la integral gaussiana, pueden absorberse en el término C' de (1.54).
Entonces, por ahora se tiene que:

wT

K T: 24 — (ST
(fL’b, 3 L 70) Ce sin(wT)

(1.69)

Pasemos ahora a evaluar la accién sobre la trayectoria cldsica, como es bien conocida
la ecuacion del movimiento de un oscilador arménico, vamos a introducir directamente las
condiciones iniciales z(0) = z, y 2(T) = z3 a dicha ecuacién, resultando en:

xp — Tq cos(wT)
sin(wT)

Zel (t) = x4 cos(wt) + sin(wt) (1.70)
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por tanto, la accién vale:

mw

Tein(@T) [(zf + 22) cos(wT) — 23374 (1.71)

T
S[:Zicl.(t)] = /0 dt L(«Tcl.yj:cl.at) -

Por dltimo, queda hallar C, para ello, debemos notar que un oscilador arménico debe

degenerar al caso de una particula libre al tomar w = 0, por lo que en dicho limite, el
propagador (1 69) debe coincidir con el propagador de la particula libre (1.32), luego
=1/A(e=T) = \/m/2irT y finalmente se tiene que:
mw 1mw
K(zp,T;24,0) = 2422 T) -2 1.72
(2, T34, 0) 2mi sin(wT') eXp{2sin(wT) (2 + ) cos(wT) — 2y } (1.72)

Veamos ahora cémo se recuperan las funciones de onda y el espectro de energias del
oscilador arménico partiendo directamente del propagador (1.72). Sea {|¢n) }nen, la base de
estados estacionarios del oscilador arménico, entonces utilizando la expresién (1.12), junto a
la relacién de cierre, se obtiene:

[o@)
K (2, T520,0) = 3 () pulay)e P (1.73)

pues al ser el Hamiltoniano del oscilador armoénico independiente del tiempo, el operador
evolucién toma la forma U(ty, t,) = eH(t—ta) [11]. Por otro lado, sustituyendo las funciones
seno y coseno con sus correspondientes expresiones complejas en (1.72), esta toma la forma:

mw . B mw 1+€—2in 4(131,1’ e—z’wT
e Wwl/2(] _ gmi2T)=1/2 exp{ -5 {(mb +12,)? T T Z—%wT (1.74)

Ahora usamos la férmula (12) del tercer volumen de [23] (pagina 272):

o0 2, .2 2
@) 2N L <§>”H Hol) — L dryz — (z° +y7)(1 +27) 175
donde H,, denota al enésimo polinomio de Hermite. Identificando = = /mwzy, y = /mwz,
y z = e T (1.74) se puede reescribir como:

o0
K(xy, T 2q,0) Z ~iw(nt1/2)T f2"' Hy (Vmwza)Hy (Vmway)e™ %% e 2% (1.76)

por lo que, en virtud de (1.73), se desprende que:

1
En:ﬁw<n+2>, n € Ny

)= (gt ) () o (1),

donde se han recuperado los A recordando que la aproximacién WKB es, en esencia, un
desarrollo de potencias en h.

(1.77)
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2. Fisica Estadistica y la Integral de
Caminos

2.1. Repaso fundamental de Fisica Estadistica

En este capitulo se pretende establecer una relacion entre la Mecdnica Cudantica no
relativista y la Fisica Estadistica. Con el objetivo de hacer este texto lo mas autocontenido
posible, comenzaremos recordando algunos conceptos de esta ultima. Vamos a seguir un
enfoque similar a [24], es decir, vamos a postular que existe una funcién continua y
diferenciable sobre la variedad de los estados de equilibrio (cuyos puntos vienen dados por
las magnitudes extensivas) llamada entropia, que ademds es aditiva y mondtona creciente
con respecto a la energia. Es mas, vamos a postular que dicha entropia puede escribirse
como funcién de la distribucién de probabilidad de los microestados {p;}ic; del sistema
segin la expresién de la entropia de informacién de Shannon [25]:

Slpi] = —ks <sz 10%(2%‘)) (2.1)

il

Si nuestro sistema macroscépico viene determinado por N particulas confinadas en un
volumen V, tal que toda su superficie esta en contacto con un termostato a temperatura 7" (lo
que se conoce como una colectividad candnica), entonces las probabilidades deben satisfacer

que:
dpi=1, (E)=)_pE (2.2)
icl icl

donde FE; denota la energia del i-ésimo microestado. Tal y como postula Callen, dicho

funcional debe maximizarse sobre la variedad de los estados de equilibrio, por lo que el

problema se convierte en uno de extremos condicionados a las ligaduras (2.2). El proceso de

maximizacién resulta en:

pi(B) = le*ﬂE" con Z = ZefﬁEi (2.3)
el
siendo Z lo que se denomina como funcidn de particion 'y f = 1/kgT. La entropia, por otro
lado, toma la forma:
S =kpp <E> + kg log(Z) (2.4)
Cuando nuestro sistema fisico se encuentra en contacto con un termostato a temperatura fija,
el potencial termodindmico energético mas conveniente con el que trabajar es el potencial de
Helmholtz, definido a través de la transformada de Legendre de la energia interna (E) con
respecto a la entropia:

F(8,V,N) = (B) - T8 = —5~" log(2) (2.5)
de esta manera, se construye un potencial termodindmico cuyas variables son las que hemos
fijado por hipétesis. Las primeras derivadas de dicho potencial relacionan las magnitudes

macroscopicas (i.e. medibles experimentalmente) con la funcién estructura Z a través de las
expresiones:
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2.2. Fisica Cuantica como continuacion analitica de la Fisica
Estadistica

2.2.1. Funciéon de particion y matriz densidad

En el anterior capitulo vimos que el operador evolucién para un Hamiltoniano
independiente del tiempo estaba relacionado con la Integral de Caminos a través de la
expresion:

K(2/,t;2,0) = (a/]e” ™/ z) (2.7)

a continuaciéon supongamos que, por alguna razon de peso, la variable temporal permite
tomar valores sobre todo el plano complejo y, en particular, que es imaginario puro. De esta
manera, tiene sentido considerar el cambio de variable ¢ — —iT, 7 € R. Entonces, (2.7) pasa
a tomar la forma:

K(z', —ir;2,0) = (' (—ir)|e " B7/"2(0)) (2.8)

si ahora suponemos que los caminos son tales que x’'(—iT) = x(0) e integramos sobre todos
los valores de x, tenemos que:

/dx K(xz,—it;x,0) = /d:c (z|e /|2y = Tr(e H/M (2.9)

Sin pérdida de generalidad, se puede fijar 7 de manera que 7/h = 1/kgT, por lo que finalmente
se tiene que:

/d:v K(z,—it;2,0) = Tr(e”H/#8T) = Ty(eFH) (2.10)

Ahora bien, como la traza es un invariante algebraico, entonces su valor no depende de la
base escogida. Por tanto, podemos calcular (2.10) tomando la base de estados propios del
Hamiltoniano {|y;) }ier (supuesta por simplicidad como discreta), obteniéndose:

/d:c K(x,—it;2,0) = Tr(e ) = Ze‘BEi (2.11)

el

Vemos asi que se recupera la funciéon de particiéon para una colectividad canénica. Si ademas
escribimos el propagador (2.8) en términos de los estados propios del operador Hamiltoniano
a través de la relacion de cierre, entonces:

K(z,~ir2,0) = 3 @i(@)gi(@)e P =3 (ol e o) il l2) (212)
i€l i€l

esta expresién toma una forma més familiar si multiplicamos ambos lados por Z~!, pues se
identifica el operador densidad p de la mezcla estadistica {(p;, |¢i)) }ier. En efecto:

e PH

Z K (x, —it;2,0) = Z (x|
i€l

|0i) (pilx) = (x|plz) (2.13)

siendo evidente entonces que Tr(p) = 1. De esta manera, se desprende que los elementos de
matriz del operador densidad toman la forma:

1
p(z',z) = EK(x’, —iT;2,0) (2.14)

Concluimos entonces que el cambio de variable ¢ — i7 establece una equivalencia un sistema
cuantico unidimensional no relativista y una colectividad candnica.
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2.2.2. Rotacién de Wick

Tal y como hemos visto, acabamos de demostrar que existe una relacién biunivoca
entre un sistema cuantico formado por una particula no relativista en una dimensién y una
colectividad candnica, pues es posible relacionar ambos a través de la rotacion de Wick
t — —itT (pues equivale a una rotacién de 7/2 en sentido horario en el plano complejo).
Ademsds, presenta varias ventajosas implicaciones que mencionamos a continuacion.

Para una particula no relativista de masa m que se mueve en una dimensién y que esta
sometida a un potencial V'(x), sabemos que su dindmica viene determinada por la accién:

Sla(t)] = / it <;mx'2(t) - V@:)) (2.15)

pero si realizamos la rotacién de Wick, entonces la accién (2.15) se transforma en:

Sla(r)] = iSp = i / dr @maﬁ(f) + V(:r)) oy / drH(7) (2.16)

donde se ha cometido el abuso de notacién de denotar a las derivadas de t y 7 igual. La accién
(2.16) recibe el nombre de accion euclidea y presenta la enorme ventaja computacional de
que, al entrar en la Integral de Caminos, elimina el factor imaginario de la exponencial,
resultando en:

K(xp, mp;24,7T4) = /Dx(T)e_SE(T)/h = /DJ;(T)e_deH(T)/h (2.17)

luego la analogia con la medida de Wiener es total. Por otro lado, la rotacién de Wick

convierte la ecuacién de Schrodinger en una ecuacion del calor, pues como 0; = i0;, entonces:
h2

Or — —02 + V(x)] K(z,7,10,70) = [0r + H(0?, 2)|K (, 7,20, 70) = 0 (2.18)

2m

En virtud de los resultados obtenidos en el Apéndice A, identificamos que la dindmica
de una particula cuantica no relativista en una dimensién es la continuaciéon analitica de
una colectividad candnica y viceversa. De manera més general, se puede demostrar que una
Teoria Cuédntica de Campos en d dimensiones es la continuacién analitica de una colectividad
grancanoénica en d + 1 dimensiones, pues se permite la creacién y aniquilaciéon de particulas.

2.3. Formula de Feynman-Kac y espectros de energia

La rotacion de Wick nos permite eliminar el factor complejo de la Integral de Caminos,
por lo tanto, dado cierto sistema cuantico unidimensional, podemos aprovechar la relacion
biunivoca existente con una colectividad candnica para obtener la maxima informacién acerca
del espectro energético de nuestro sistema. Supongamos un sistema cuantico donde los estados
propios del operador Hamiltoniano forman una base discreta. Entonces el estado fundamental
se puede escribir como:

e PEo = Tr(e FPH) — Z e PP (2.19)
i#0
si ahora tomamos logaritmos a ambos lados y consideramos el limite 8 — 0, conseguimos
expresar la energia del estado fundamental en funcién de la traza del operador estadistico:

Fo= — lim UB 1og(Tr(eﬁH))] (2.20)
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esta expresién recibe el nombre de Férmula de Feynman-Kac, que veremos en el siguiente
capitulo que resulta una herramienta de extrema utilidad para calcular el estado fundamental
de un sistema. Es mas, también cobra mucha importancia en el contexto de los mercados
financieros, pues permite aplicar una metodologia basada en la Integral de Caminos [26].

Para el caso de un potencial separable en dos términos de la forma V(z) = Vo + A\Vi(z)
con A < 1, si conocemos la funcion de particién para el potencial V, entonces podemos

escribir:
B L AN
218 = zol8 (1+k§j:1k!(h) / d¢<v1<x>>> (2:21)

Por tanto, para obtener la funcién de particién, habria que calcular las contribuciones (V¥ (z))
usando las técnicas expuestas en el Apéndice A. En particular, este tratamiento resulta muy
util cuando V() es el potencial de un oscilador arménico, pues en ese caso se puede escribir

que:
Bh

Z(B] ~ Zo[B] <1 - % dr <V1(:c)>> = et — g5 E,) (2.22)
n=0

0

Otro enfoque alternativo consiste en tomar la transformada de Laplace de la funcién de
particién:

LZ(E) = /R+ dg " z(B) = Z/R+ dp ePFE) = %" = 1_ =T (H i E) (2.23)
iel ?

el

por lo que los polos de la transformada de Laplace de la funcién de particiéon son precisamente
el espectro del operador Hamiltoniano [12]. En cualquier caso, nos centraremos en el primer
método, pues veremos que dicho método, junto a la férmula de Feynman-Kac, reproducen los
resultados obtenidos mediante la teoria usual de perturbaciones independientes del tiempo
[11, 22].
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3. QFT en 041 dimensiones

3.1. Introduccion

Como ya hemos mencionado previamente, el formalismo de la Integral de Caminos si
bien enriquece la teoria de la Mecanica Cuantica, no presenta ventajas computacionales que
motiven su uso para el estudio de los sistemas fisicos. Sin embargo, dicho formalismo cobra
mucha més importancia en la Teorfa Cudntica de Campos (6 QFT, para abreviar), teniendo
como ejemplo mas claro la derivacion de las Reglas de Feynman en la QED.

Trasladar todo el estudio que hemos ido realizando a lo largo del presente texto a una
teoria de campos no es posible, al menos, completamente, por falta de tiempo y papel. Sin
embargo, podemos elaborar lo que se conoce en Fisica Teérica como un toy model [27],
esto consiste en simplificar considerablemente dicha teoria (usualmente reduciendo el nimero
de dimensiones), con el objetivo de extraer el mayor nimero de conclusiones a través de
cédlculos que pueden ser realizados de manera exacta. En el caso que nos ocupa, recordemos
que un campo es, en esencia, una aplicacién ¢ : M x R — R”, donde M es una variedad
lo suficientemente suave. Si fijamos dim(M) = 0, entonces los campos se convierten en
trayectorias ¢(t) y, por tanto, podemos utilizar la Mecdnica Cuéntica como un toy model de
una QFT. En particular, nos vamos a centrar en una teorfa A¢?, ocurriendo entonces que:

m
L=5

éQf%(V¢)2fm2¢2f%¢4—>L:—i" - —wx fé:/v (3.1)
donde \ recibe el nombre de constante de acoplamiento'. La introduccién de una potencia x4
se debe a que es la siguiente potencia después de 22 que mantiene la energia como definida
positiva. Ademads, el Lagrangiano es invariante bajo la transformacion x — —x, que resulta
crucial para comprender el fenémeno de la ruptura espontinea de la simetria (6 SSB), que
veremos mas adelante. En este capitulo se usardn unas unidades en las que h = c = kg = 1.

3.2. Calculos perturbativos en temperaturas

3.2.1. Correccién a O()\?)

Vamos a centrarnos primeramente en tiempos imaginarios (6 temperaturas), pues no sélo
la simplicidad matematica nos permite fijar las ideas para mas adelante, sino que también nos
permite obtener las correcciones a los niveles energéticos. En este caso, hemos de notar que el
caso del oscilador arménico ya ha sido estudiado previamente, por lo que a dicho Lagrangiano
le denominaremos como Lagrangiano libre, pues realizaremos las perturbaciones sobre este,
mientras que el sumando restante, que va con A\z?, lo llamaremos Lagrangiano de interaccion.
Tal y como vimos en el capitulo anterior, lo que debemos calcular es la siguiente funcién de
particién:

B
218 = Z (1 - 2,/0 dr (x4(7')>> + OO (3.2)

'Podemos hacer, sin pérdida de generalidad, que ambas expresiones de (3.1) tengan las mismas unidades,
para ello, basta multiplicar la accién por una constante que absorba todas la unidades.
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siendo Zy la funcién de particién del oscilador armonico. En este capitulo aparecerin
integrales que serdn resueltas mediante las técnicas expuestas en el Apéndice A. En
particular, en virtud del teorema de Wick (A.4.1), podemos escribir que:

N B
Z[8 ~ Zy <1 -3 / drA%(r, 7’)) (3.3)
- Jo
donde A(7,7’) es la funcién de Green correspondiente a los elementos de matriz de la inversa
de la forma cuadratica de la accién sin perturbar, que era:

SY = /deT/ |:SU(T)%(—37—871 + w?)d(1 — T/)JJ(T,)} , Sp=25%— /dTi\!x4(7) (3.4)

El factor 3 aparece al evaluar A en el mismo instante 7, pues el teorema de Wick (A.4.1)
establece que el valor medio (x(m)x(m2)z(73)z(74)) se puede calcular a través de las posibles
maneras de conectar en parejas cuatro puntos:

z(71) z(73) x(71) z(r3)  o(7m1) (73)

(x(11)x(2)2(73)2(T4)) = + N

(72) 2(7) x(72) x(ry) (™ x(74)

Figura 3.1: Descomposicién del valor medio en funcién de los posibles emparejamientos.

Por otro lado, previamente exigimos que la funcién de particion satisficiera condiciones de
contorno periddicas en el tiempo, de manera que la accién ha de satisfacerlas también y, por
tanto, también A(7,7’), luego los elementos de matriz deben satisfacer el problema:
m(—=02 + W) A(r,7) =6(1r — 1) (3.5)
A(£8/2,7') = A(r, £6/2) , A(FB/2,7') = A(r,£6/2) '
notemos que las condiciones de contorno hacen idénticamente nula la solucién homogénea,

por lo tanto, basta buscar una solucién particular. La solucién es:
1
A "= h 2—|r—7 3.6
™) = SomrsitoaE) /2 =7 (36)

pudiéndose comprobar facilmente teniendo en cuenta que, en el sentido de las distribuciones,

ocurria que?:

d d
EM =sgn(r) Esgn(T) = 24(7) (3.7)
la integracion restante es trivial, obteniendo asi que:
_ AB o (WP 2
Z[B] = Zy [1 - 32w2m2cotanh ( 5 ﬂ + O(\%) (3.8)

A continuacién, podemos usar la férmula de Feynman-Kac para obtener la energia del estado
fundamental. En efecto, por las propiedades elementales de los logaritmos, junto con que el
hecho de que:

wp AB AB
tanh? [ —~ ) —— 1 , log(1— ~ — 3.9
cotan ( 2 ) B—ro0 o8 < 32w2m2> 32w?m? (3:9)
la energia del estado fundamental es:
w A
Ey==(1+—5— ] +0 3.10
0 2 < =+ 16w3m2> + ( ) ( )
2Recuérdese que la funcién signo estaba definida de manera que sgn(r > 0) = 1 y sgn(r < 0) = —1.
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3.2.2. Correccién a O()\?)

La funcién de particion a este orden se lee:

B 2 B rB
26~ 20 (1= 3 [ a0+ g [ anan i) e

actuando de manera anéloga al caso anterior, si queremos usar el teorema de Wick (A.4.1),
entonces tenemos que calcular el nimero de maneras conectar ocho puntos de dos en dos.
Un céalculo combinatorio elemental nos dice que esto puede suceder de 105 maneras®. Ahora
bien, que aparezca una doble integral nos exige examinar las maneras en las que se pueden
conectar los ocho puntos. Para ello, consideremos la siguiente figura:

o) el oa(m) a(n)
o) a(m) aCn) a()

Figura 3.2: Disposicién sobre la cual se calculan los posibles emparejamientos.

como debemos utilizar exclusivamente cuatro lineas para realizar todas las parejas, podemos
hacerlo de las siguientes formas:

= Usamos dos lineas para unir en 1 y las otras dos en 2, esto se puede hacer de 9 maneras
diferentes.

= Usamos las cuatro lineas para unir elementos de 1 con elementos de 2, esto se puede
realizar de 24 maneras diferentes.

= Usamos una linea para unir dos puntos de 1, otra linea para unir dos elementos de 2, y
las otras dos restantes para unir elementos de 1 con los de 2. Esto se puede realizar de
105 — 24 — 9 = 72 maneras diferentes.

De esta manera, la integral doble del segundo sumando de (3.11) puede escribirse como:

B rB B rB
/ / dTldTQ <x4(7'1)x4(72)) = 9/ / d71d72A2(7'17 T1)A2(T2, 7’2)
0 0 0 0 (312)

B B B B
—1—24/ / d7‘1d7‘2A4(7'1,7'2)—|—72/ / dTldTQAQ(Tl,TQ)A(TQ,TQ)A(Tl,Tl)
0 0 0 0

Observamos asi que el primer tipo de emparejamientos da lugar a contribuciones
disconexas, pues son las de dos <x4> evaluados en tiempos diferentes, mientras que las otras
dos son contribuciones conexas. Por otro lado, notemos que no hace falta volver a calcular
los elementos de matriz A(7,7') pues deben seguir satisfaciendo (3.5). Las integrales de
(3.12) no son especialmente complicadas, pero si tediosas, resultando asi que:

B B 2
9/ / dridry A% (11, 11) A% (19, 0) = 1697%400t3mh4 (26) (3.13)
0o Jo

W=

3En particular, no es complicado demostrar que el niimero de maneras de conectar 2n puntos en parejas
es (2n)!/2"nl.
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Borb 1 \*1—e 48
24 / / dridry Ay, ) ~ ( ) (3.14)
o Jo 2mw 4w

porh 9 B cosh?®(Bw/2)
2 _Z .
72/0 /0 dndrs A7, m)A(m, ) AT, ) _[4 mAwb sinh*(Bw/2) (3.15)

- (Bw + sinh(fw))]

4A la hora de calcular la energia del estado fundamental, hemos de tener en cuenta que
el primer sumando de (3.12) no va a contribuir debido a que es proporcional a 32, pues se
cancela en el logaritmo, mientras que los otros dos términos sobreviven, por lo que actuando
de manera completamente analoga al apartado anterior, el estado fundamental se ve corregido
a:

w A A2
By =3 <1 + ToE 128m4w7> +0(\?) (3.16)

Observamos entonces que este procedimiento dentro de la Mecénica Cudntica es muy
poco préctico, pues para este tipo de potencial, el cdlculo mediante teoria de perturbaciones
independientes del tiempo es mas inmediato, pero entendiendo la Mecanica Cuantica como
un toy model de una QFT, el método que acabamos de exponer se extiende inmediatamente
y de forma natural al estudio de los campos, mientras que la teoria de perturbaciones
independientes del tiempo no.

3.2.3. Diagramas de Feynman y contribuciones conexas

En el primer capitulo vimos que a los términos de un cédlculo perturbativo se les puede
asociar un diagrama de Feynman, que compacta de manera grafica el calculo a realizar, luego

nuestra tarea ahora es encontrar dichos diagramas de Feynman para nuestro toy model de la
teorfa Aot

Por tanto, debemos especificar qué significan las lineas y qué significan los vértices.
Definimos una linea que une dos puntos 7y 7/ como la funcién de Green A(r,7’), y definiremos
un vértice situado en el punto 7 como la multiplicacién de un factor A/(4!) y la integracién de
la variable T sobre el intervalo (0, /). Una vez establecidas estas reglas, notamos la primera
diferencia con respecto a los diagramas de Feynman definidos en el primer capitulo: nuestros
nuevos diagramas son composiciones de lazos (6 loops), por otro lado, también notamos que
ahora nuestros diagramas tienen multiplicidades®, cuya aparicién se debe al teorema de Wick.

Los diagramas de Feynman a O(A\3) se esquematizan en la Figura (3.3), donde se pone
de manifiesto la conectividad de las funciones de Green. Al aumentar el orden de A, no es
complicado plantear la forma de los diagramas, pero si contarlos, como ademas los elementos
de matriz A(7,7) s6lo hace falta calcularlos una vez, las contribuciones de mayor orden se
suelen calcular mediante rutinas computacionales.

En el caso de O(A3) hemos visto que la contribucién disconexa no produce ningin cambio
en la energia del estado fundamental, queremos ver si esto es cierto para cualquier contribucién

“Para la resolucién de (3.14) se ha utilizado la expresién de (3.6) cuando |7 — 7'| — oo [12].
5Es usual encontrar en la literatura las multiplicidades tanto fuera como dentro de las diagramas, para fijar
ideas, en la Figura (3.3), las dejaremos fuera.
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7|7y = 1+38+98 8+24©+72®©©+...

Figura 3.3: Z/Zy como suma de diagramas de Feynman.

disconexa. Para ello, recurrimos a la secciéon A.3 del Apéndice A, como hemos visto que se
generalizan automaticamente al caso infinito-dimensional a través de la medida de Wiener,
concluimos que:

A
F ~log <Z> = Z contribuciones conexas (3.17)
0

por tanto, en ese sentido, los diagramas conexos se pueden entender como los momentos
centrales del potencial \z?/4!.

3.3. Calculos perturbativos en tiempos

Con la vista puesta en la Teoria Cuantica de Campos, vamos a introducir algunos cambios
en la notacién con el objetivo de que sea més sencillo establecer las analogias. A diferencia de
la seccién anterior, la magnitud en la que nos vamos a centrar es en la funcion de correlacion
de n puntos®:

G (x(ty), z(t2), ..., x(ty)) = fDa:expl[if i T /Dx Hm(tk)exp [i/}Rdt L} (3.18)
R k=1

donde se ha adoptado una notacién similar a [27, 28]. También hemos permitido que la
variable temporal recorra toda la recta real, pues el interés de estas magnitudes estd
relacionado con el scattering de particulas.

En el formalismo candnico, donde los campos han de ser tratados como operadores, la
obtencién de las funciones de Green no es tan inmediata, precisando de la introduccién de
conceptos como la imagen de interaccién o el simbolo de ordenamiento temporal. En ese
sentido, el formalismo de la integral de caminos presenta cierta ventaja, pues en este los
campos se tratan como funciones.

En esta seccién vamos a realizar un desarrollo perturbativo de (3.18) para nuestro toy
model de la teorfa A¢* aprovechando las técnicas expuestas en el Apéndice A, donde
obtendremos de manera natural los diagramas de Feynman para nuestra teoria.
Posteriormente, inspeccionaremos mas detenidamente los diagramas de Feyman obtenidos,
discutiendo sus simetrias y su conectividad. Finalmente, realizaremos unos someros
comentarios acerca de la evaluacién de las integrales surgidas.

3.3.1. Propagador de la teoria libre

Como acabamos de mencionar, buscamos realizar un calculo perturbativo de la funcién
de correlacién (3.18). Vamos a actuar de manera andloga a la seccién anterior y desarrollar

STambién se suelen denominar, motivadas por lo que veremos en la siguiente seccién, como funciones de
Green.
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en serie el término de interaccién, por lo tanto, debido a esto y a la propia definicién de la
funcién de correlacion, nos vemos obligados a calcular valores medios. Es claro entonces que
lo primero que debemos calcular es la funcién de Green de nuestra teorfa libre A(t,t'), que
en este caso la ecuacién que ha de satisfacer se lee’:

m(02 +wHA(L ) = —id(t —t') (3.19)

y no precisa de condiciones de contorno siempre que la variable temporal recorra toda la recta
real [29]. Pasando (3.19) al espacio de momentos, la ecuacién diferencial se convierte en una
ecuacién algebraica, que da como resultado®:

dE je—tE(t— t) je—iB{t— 2
At,t) / ——— = / (3.20)
m Jr 21 E? —w w)(E+ w)
cuyo integrando tiene dos polos que ocurren cuando la partlcula esté sobre la capa de masas.

Para evaluar la integral, notemos que debemos distinguir los casos t —t' > 0y t —t' < 0, as{
como que hemos de recurrir a técnicas de variable compleja [30, 31].

Empecemos analizando el caso t — t' > 0. Para ello, consideremos la siguiente figura:

Im(E) ,

e (s
s/ e Re(E)

Figura 3.4: Contorno de integracién para el caso t > t'.

cuyo contorno vamos a cerrar mediante una semicircunferencia en Im(E) < 0, pues asi se
hace tender F — —ioco y la exponencial se anula. Como el integrando de (3.20) se puede
descomponer en fracciones simples, los valores de los residuos son:

. GE(t—t') . GE(t—t')
Res(w) = %7; o), o Relw)= ;7; F=all (3.21)
por tanto, el propagador toma la forma:
e—iw(t—t’)
Alt—t) = 5 sit >t (3.22)

donde se ha tenido en cuenta el hecho de que la semicircunferencia se recorre en sentido
horario. Para el caso t — t' < 0, se sigue considerando el contorno de la Figura (3.4), pero
ahora se cierra con una semicircunferencia en Im(E) > 0, para asi anular la exponencial al
hacer tender su radio a infinito, quedando asf:

e—tw(t' 1)

At —t) = , st >t (3.23)

2mw
nétese que el signo global no cambia, pues el signo negativo que se obtiene del residuo (3.21),
se compensa con el factor —2mi del recorrido horario. Es méas, podemos combinar ambos
resultados en una tnica expresién utilizando la funcién escalén:

1 . ! . !/
Ap(t—t) = ST [e—w(t—t 0(t —t') + =gt — ¢) (3.24)

"Nétese que aparece un factor m debido a la ecuacién del oscilador arménico. En 3+1 dimensiones se usarfa
la ecuacién de Klein-Gordon, que no tiene dicho factor global.
8 A partir de esta expresién, se puede intuir que su generalizacién a 3+ 1 dimensiones es invariante Lorentz.
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Obteniendo asi el propagador de la teoria libre nuestro modelo, que se suele denominar
también como propagador de Feynman [1]. Nétese la analogia con los potenciales de Liénard-
Wierchert de la Electrodinamica Clasica, donde la eleccién del sentido del contorno alrededor
de los polos daba lugar a los potenciales retardados y avanzados [32].

3.3.2. Funciones de correlacion y diagramas de Feynman

Vamos a empezar centrandonos en el numerador de (3.18), ignorando el denominador
hasta la siguiente seccion. Por simplicidad, comenzaremos analizando la funcién de correlacion
a dos puntos que, en virtud del desarrollo de potencias del término de interaccién, podremos
escribir como:

G (x(tr), z(t2)) = % fj G (3.25)
p=0

.1 - . : 2
de esta manera, los subindices coinciden con la potencia de A. Tal como hemos visto, G(() )

s6lo puede ser el propagador de Feynman Ap(t; — t2), veamos ahora el siguiente término de
la serie, el cual toma la forma:

G (1), x(ty)) = f% /R d / Dz x(t;)z(ts)z(t) e (3.26)

que podemos simplificar con el teorema de Wick. En efecto, como hay que unir 6 puntos
diferentes en parejas, existen 15 emparejamientos diferentes, pero como 4 puntos son
equivalentes, s6lo sobreviven dos tipos de emparejamientos:

G (@(ty), () = —iA B/dt Ap(ty —)Ap(t —)AR(t — 1)+
‘ (3.27)

+;Ap(t1—t2)/Rdt AZF(t—t)]

se identifica entonces un lazo en el primer sumando y dos en el segundo. Siendo consistentes
con el criterio de lectura que dimos acerca de los diagramas de Feynman en el primer capitulo,
tenemos que esta expresion se puede representar graficamente como”:

GP (x(th), z(t2)) = O n

Figura 3.5: Funcién de correlacién Gg ) escrita en funcién de diagramas de Feynman.

donde hemos absorbido los factores numéricos dentro de los diagramas. Esto se debe a que
son inherentes a los propios diagramas, pues provienen de sus simetrias, en efecto:

= Un lazo es simétrico respecto del sentido en el que se recorra, lo inico que importa es
que la flecha de entrada y de salida no cambie. Por tanto, posee un grupo de simetria
G ~ 7/2Z, que es un grupo ciclico de |G| = 219, Nétese que esta simetria es exclusiva
de los campos bosoénicos, para los campos fermionicos, cabe esperar que el lazo sea
antisimétrico frente a dicha transformacién.

9Se entiende, segin se ha escrito en (3.27), que el punto de la izquierda es x(t1) y el de la derecha z(t2),
no se ha escrito explicitamente en la figura para no sobrecargarla.
10Conviene no confundir la notacién de un grupo finito [33], con la de las funciones de correlacién.
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= Dos lazos son simétricos respecto al cambio de sentido en el que se recorra cada lazo
por separado, y es simétrico respecto al cambio de sentido de los dos lazos como un
todo, por tanto, presenta un grupo de simetria G ~ Z /27 x 7/27 x Z/2Z, que es de
orden |G| = 8.

Por tanto, se obtienen lo que se conocen como factores de simetria. Uno ve entonces que
de manera general, cada diagrama de Feynman lleva un factor 1/|G| como consecuencia del 4!
en el denominador. Ahora bien, para diagramas mas complicados, el grupo de simetria incluye
mas grupos, pues si hay k vértices equivalentes en un diagrama, entonces el grupo de simetria
debe incluir el grupo de permutaciones Sk, por lo que debe aparecer un factor |Sg| = k!, y
si el diagrama contiene p diagramas internos (i.e, que se deben integrar) idénticos que no
correspondan a lazos, entonces debe incluir otro grupo de permutaciones S),. En conclusién,
el factor de simetria es de la forma [8]:

1 1
Gk Pl |GIISk|ISy|

(3.28)

Debido a esto, extraemos una importante conclusiéon: podemos calcular las funciones de
correlacion dibujando primero los diagramas usando sélo las reglas que hemos ido
estableciendo a lo largo del texto, y después asignarles sus correspondientes factores de
simetria. Aplicando todo esto, obtenemos la funcién de correlacién de segundo orden:

GP(a(t), 2(ty)) = —@-« + ._8_‘ . Q:Q Q}
(G =6)

(G=4) G=49
+ o Q . + o« + o
(G =16) (G =16) (G =48)

(G = 128)

Figura 3.6: Diagramas de Feynman con sus correspondientes factores de simetria para la
funcién de correlacion de segundo orden.

Las funciones de correlacion para O6rdenes superiores se calcularian de manera
completamente andloga. Sin embargo, el nimero de diagramas a considerar, asi como sus
factores de simetria, van aumentando considerablemente en dificultad, por lo que es usual
calcularlos, si son necesarios, con rutinas computacionales.

La siguiente funcién de correlacion seria la de tres puntos, pero es nula, pues el teorema de
Wick (A.4.1) establece que el promedio de un niimero impar mayor que uno debe dar cero. Por
tanto, la siguiente funcién de correlacién que deberiamos considerar es la de cuatro puntos.
Lo interesante de esta funcién de correlacién es que puede dar cuenta del scattering de dos
particulas. Razonando de manera completamente andloga a como hemos hecho anteriormente,
esperamos que la funcién de correlacién sea de la forma representada en la Figura (3.7).

El significado del primer diagrama es claro, partimos de una situacién en la que hay dos
particulas en los puntos del espacio tiempo z(t1) y x(t2), que colisionan en el punto x(t)
conservando la energia y el momento (como vimos en el primer capitulo), con una amplitud
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D GO(a(t),a(t2), a(ts), (1) >< >©< >%

(G=2) (G=2)

Figura 3.7: Algunos términos de la funcién de correlacién de cuatro puntos.

—iA y que después se propagan libremente hasta los puntos x(t3) y z(t4). La integracién
en t denota que la colisiéon puede suceder en cualquier instante. Cabe destacar que para los
otros dos diagramas considerados, se han de sumar también las posibles permutaciones no
equivalentes de los extremos.

3.3.3. Diagramas conexos y divergencias
Como hemos visto, el diagrama para GI(,n) consiste en todos los posibles diagramas de
Feynman con n puntos externos y p vértices, conteniendo tanto diagramas conexos (es decir,
que involucran los puntos iniciales y finales) y diagramas disconexos, los cuales s6lo contiene
diagramas de vacio. Por tanto, si denotamos a los diagramas de vacio como Dy, podemos
escribir que:

p
G (@(tr), ata), ..., a(tn) = Y GW (@(tr),z(t), ..., x(ta)) Dy (3.29)

i GO (@(t), (ta), ..., 2(tn)) = i iGgi)hext(:n(tl),x(tg), o x(tn)) Dy
- - (3.30)
= Gg;l,)ext(x(tl) z(t2), ..., x(tn) Z Dy,

pero identificamos, en virtud del estudio que realizamos en temperaturas, que el denominador
de (3.18) es precisamente la suma sobre los Dy, concluyendo asi que:

GO (a(tr),alta), ..., x(tn) = Y GO (a(t),2(ta), .., x(t) (3.31)

p'=0

es decir, en realidad en la Figuras (3.6) y (3.7), a la funcién de correlacién sélo contribuyen
los diagramas conexos.

Ahora bien, todavia nos faltarian evaluar dichas integrales, pues sabemos que dependen
del propagador libre el cual conocemos. Centrémonos, por ejemplo, en el segundo diagrama
de la Figura (3.7), en virtud de las reglas de Feynman, hemos de calcular una integral de la
formas: )

(—MV/QE !

2 E2—w2(E1+E2—E) — w?
que, en altas energias (6 equivalentemente, en el ultravioleta) diverge, pues el integrando va
con E~%. La aparicién de estas divergencias fue uno de los primeros problemas histéricos de
la Teoria Cuantica de Campos, pues se requiere de lo que se conoce como renormalizar la
teoria. Dichas técnicas incluyen sutilezas y aspectos técnicos que no pueden ser abordados en
este texto [12, 1].

(3.32)
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4. Ruptura espontanea de simetria

4.1. Introduccion

Es bien conocido que las simetrias juegan un papel muy importante en la Fisica. Cuando
una teoria es invariante frente a un grupo continuo de simetria, entonces aparecen cargas y
corrientes conservadas en virtud del teorema de Noether [21], mientras que, por otro lado, la
simetria de un sistema también puede manifestarse mediante degeneraciones en los espectros
energéticos (véase el momento angular en la Mecdnica Cudntica) [11, 22]. Sin embargo, las
simetrias pueden afectar a la dindmica de la teoria de una tercera manera cuando la accion es
invariante bajo cierta transformacién de simetria, pero no asi el estado fundamental, en ese
caso, se dice que hay una ruptura espontinea de simetria. Afortunadamente, las ideas mas
fundamentales de dicho concepto pueden ser comprendidas a través de la Integral de Caminos
[2], y permite explicar una gran cantidad de fenémenos, como pueden ser los fonones es un
cristal como consecuencia de la ruptura espontdnea de la simetria translacional [9], 6 el
mecanismo que dota a las particulas de masa en el Modelo Estandar.

Consideremos de nuevo el modelo del capitulo anterior, pero fijando de manera diferente
las constantes con el objetivo de simplificar cdlculos futuros:

_ 1o Lo o A 4 W
s_/dt<2m WPlaf? — el (41)

Se observa entonces una simetria discreta Z/2Z dada por x — —z. Si ademds entendemos
dicha accién como la de un campo complejo en 0+ 1 dimensiones, entonces también presenta
una simetria global U(1) dada por  — €'®z con a € R. En particular, nos interesa el caso en
el que w? <0y A >0 con —w? > \, pues en ese caso el potencial toma la siguiente forma:

V(JZ) A

]Y

Figura 4.1: Potencial de la accién (4.1) en tiempos (azul) y en amarillo (temperaturas).

Los minimos se encuentran en +a = +./—w?/\, a diferencia del caso w > 0, que darfa
un unico minimo en x = 0. Por tanto, el sistema tiene, clasicamente hablando, dos estados
fundamentales doblemente degenerados. El objetivo de este capitulo es entonces analizar la
ruptura de ambas simetrias, para posteriormente formalizar las ideas obtenidas de dichos
estudios.
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4.2. Ruptura de la simetria Z/27Z

4.2.1. Efecto tunel

Si expandimos la accién alrededor de, por ejemplo, —a, obtendriamos de manera
aproximada oscilaciones arménicas alrededor de dicho minimo, rompiendo la simetria Z/27Z.
Por otro lado, podemos obtener de forma aproximada las funciones de onda alrededor de
dichos minimos, pues debe ser la funcién de onda del estado fundamental de un oscilador
armonico:

VYi(z) = (2| £ a) ~ exp[—Q(z F a)?/2] (4.2)
donde €2 denota la frecuencia de las pequenas oscilaciones alrededor del minimo. Esta funcién
de onda no es invariante frente a Z/27Z y ni siquiera es funcién propia del Hamiltoniano. En
realidad, el estado fundamental deberia ser una combinacién lineal de ambas funciones de
onda, de manera que:

(2|0) ~ ¢y (z) + ¥—(2) (4.3)
pues no presenta nodos a diferencia de ¥4 — ¥_, que presenta uno. La forma de la funcién
de onda implica que existe una probabilidad no nula de que la particula pueda partir de —a
y, atravesando la barrera de potencial, llegar a a. Como ademas la funcién de onda es par, la
simetria se ve recuperada. Dicha probabilidad de transiciéon viene dada, ya en temperaturas,
segun:

(+ale ™ |a) = /Dx(T)eSE[x(T)] (4.4)

notese que el signo + se incluye mediante argumentos de simetria del potencial. En
temperaturas, el potencial que ve la particula es el dibujado en amarillo en la Figura (4.1),
por lo que ahora cobra mas sentido (desde una perspectiva clasica) que la particula pueda ir
de un maximo a otro al otro. Conocemos también del primer capitulo que dicha amplitud
de transiciéon viene dominada por la accién evaluada en la trayectoria cldsica, que en este
caso toma la forma:

i(1) — Wiz (r) = A3(r) = 0 (4.5)

y tiene como solucién analitica, tomando 7y como una constante arbitraria:

o2
x(7T)e, = atanh (\/ 7)\(7' - 7'0)> (4.6)

Este tipo de solucion es bien conocida en la Fisica Matematica y se denomina instanton,
pues es un solitén cuya localizacion se da en el tiempo. Debido a la forma de la solucién,
que se presenta la Figura (4.2), se dice que el instantén es una configuracién que interpola
el minimo local —a en 7 = —oo con el minimo local a en 7 = oo, y viene a decir que salvo
en un periodo muy corto de tiempo, la particula se encuentra en uno de los pozos. Notemos
también que (4.5) también admite como solucién una configuracién que interpole a con —a,
que se denomina anti-instanton.

Tomando (4.6), podemos calcular la accién evaluada en dicha trayectoria:
. 1 A 1 IA(T —
St = / dr (2<¢<r>d.>2+ S —a2)2) = Ja*A / dr sech® (“ (Tﬂ T°)> (4.7)
cuya integral se resuelve mediante el cambio de variable u = tanh(7), resultando en:

2v/2\a3

Sinst —
E 3

(4.8)
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Para calcular la amplitud de transicién, hemos de tener en cuenta que se tiene una familia
uniparamétrica de soluciones de parametro 7y, de manera que cualitativamente toma la formas:

(+ale ™ |a) ~ exp{ - 2\/273)\613} /dT(_) (4.9)

siendo entonces igual de probable que la particula se quede en a a que viaje a —a. Por
tanto, se elimina la degeneracion del estado fundamental y se recupera la simetria Z/27Z. Un
andlisis mas cuantitativo de la expresién (4.9) se puede encontrar en [34], llegando a la misma
conclusién.

vy

Figura 4.2: Perfil de un instantén (azul) y un anti-instantén (amarillo).

4.2.2. Ruptura de la simetria en una QFT. Paredes de dominio

Hemos visto a través de nuestro modelo que la simetria se ve restaurada debido a la
presencia de los instantones y anti-instantones. Sin embargo, no queda muy claro si dicha
restauracién se debe exclusivamente a la simplificacién de la teoria (es decir, al nimero de
dimensiones). Para ver esto, consideremos una QFT descrita por la siguiente accion:

1 A 2
Suld] = / drde (0,00"6 + ~u?¢? + D¢t + (4.10)
2 4 4\
si llamamos 9% = 92 + V2, entonces dicha accién tiene como ecuacién de campo:

¢ —wd—Ap> =0 (4.11)

cuya forma funcional es exactamente la misma a (4.5), por lo que es claro que admite como

solucién:
2 3
¢(7)c1. = atanh (\/ %(T - 7’0)) . SS = VQ\/?\G (4.12)

donde V denota cierto volumen de R%. Por tanto, ahora las probabilidades dependen del factor
de volumen en el que esta definida nuestra teoria. Por ejemplo, si tomamos todo el espacio de
Minkowski, es decir, todo R*, entonces (4.9) tiende a cero, luego existe una ruptura espontdnea
de la simetrfa. Por otro lado, si nuestra teorfa estd definida en un volumen compacto de R*
entonces la exponencial de (4.9) no tiende a cero, por lo que reaparece el efecto tinel y la
simetria no se rompe. Notemos entonces que cuando la simetria se ve rota, el campo ¢(z) nos
permite diferenciar los dos vacios, pues:

(talo(z)| £ a) =+a vy (fal¢(z)|Fa)=0 (4.13)
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Ahora bien, La accién (4.10) presenta otras tres configuraciones que interpolan ambos
vacios, pues también son soluciones de las ecuaciones de campo:

¢(z;) = atanh < GZ)\(% - x?)) , 1=1,2,3 (4.14)

dichas configuraciones describen una excitacion localizada alrededor de z; = 0, pero
extendidas en las otras dos direcciones del espacio, lo que provoca una division del espacio
en dos regiones, y por ese motivo recibe el nombre de paredes de dominio. Estas
configuraciones tiene una energia dada por Sg[¢| que puede ser infinita (debido al factor V),
pero cuya densidad de energia es siempre finita.

Las paredes de dominio, asi como los solitones, se encuentran dentro de lo que se
denominan como objetos extensos [35], y son de gran importancia en la Fisica Matemadtica,
pues como acabamos de ver, aparecen de forma natural como soluciones particulares de
ecuaciones diferenciales. Sin embargo, merecen un estudio més detallado que no puede ser
realizado en este texto.

4.3. Ruptura de la simetria U(1)

Como hemos comentado previamente, si consideramos la accién (4.1) como la de un
campo escalar complejo, la teorfa tiene una simetria continua U(1). Tal y como hemos fijado
las constantes, el potencial toma la forma descrita en la Figura (4.3), que se asemeja a la
forma de un sombrero mexicano.

A/ W
lag D)

[ [ oo
e

Figura 4.3: Potencial de sombrero mexicano.

A diferencia del caso anterior, ahora los minimos del potencial definen una variedad de
vacio que coincide con el circulo unidad en el plano complejo:

Mo ={zo:V(zg) <V(z),Vz eI R} ~S! (4.15)

sobre dichos minimos la accién de U(1) se traduce en §(t) — 6(t)+«, por lo que la simetria se
ve rota salvo en el que caso en el que el angulo de giro sea un nimero entero de 27, diciendo
entonces que cada vacio tiene un estabilizador 27Z. En ese sentido, se dice que la simetria
U(1) se ha roto espontaneamente en 27wZ. Nétese, por tanto, que es posible establecer una
relacién biunivoca como conjuntos entre My y el grupo cociente U(1)/27Z [33].

Con estas ideas en mente, consideremos la siguiente parametrizacién de las trayectorias:

z(t) = a+rt)e?® con reRt ., 6(t) =06(t) mod 27 (4.16)
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entonces es claro que la accién (4.1) toma la forma:

S[r(t), 0(t)] = /dt <f2 + (r+a)6? - %7’2(7“ + 2a)2) (4.17)

Para sacar conclusiones satisfactorias en el contexto de las Teorias de Campos, debemos de
tener en cuenta la relacién establecida en (3.1), de esta manera, vemos que aparecen dos
campos escalares (z) y r(x). El campo 6(z), pese a interaccionar con el campo r(z), no
tiene masa, pues no tiene ningin término potencial. Por otro lado, el campo r(x) si posee un
término potencial cuadrético, lo que le dota de una masa —2w?. Por lo tanto, la aparicién
del campo escalar sin masa f(x) es una consecuencia directa de la ruptura de la simetria
continua U(1), a diferencia de cuando la simetria es discreta, donde no sucede nada andlogo.
Por 1ltimo, cabe destacar que estos resultados son independientes de la parametrizacion,
como veremos a continuacion.

Las ideas que acabamos de presentar constituyen el pilar fundamental de lo que se conoce
como el mecanismo de Higgs, el cual dota a las particulas de masa en el Modelo Estandar.
En realidad, quedaria pendiente matizar algunos aspectos sobre las simetrias gauge, que no
podemos realizar en este texto. En cualquier caso, los aspectos restantes no distorsionan la
idea fundamental de la ruptura espontanea de simetria.

4.4. Teorema de Goldstone

Sea G un grupo de Lie de pardmetros {a®}!, que actiia sobre un campo de componentes
{¢i}~, através de una representacién de dimensién n de parametros {(7°%);;}. En virtud del
truco de Weyl [36], dicha representacién puede fijarse como unitaria sin ninguna pérdida de
generalidad, por lo que para una transformacién infinitesimal podemos escribir?:

¢i(x) = ¢i(x) = (0ij + a*(T%)ij)p;(x) = di(x) + a”Af (4.18)

Si G es una simetria de nuestra teoria, entonces en particular V(¢; + a®Af) = V(¢;), lo que

implica que:
ov .., .
T%A] = 0 s Va = 1,2,...,d1m(G) (419)

derivando esta expresién con respecto a ¢; y evaluando sobre el estado fundamental (¢), se
tiene que:

OA? 2
7 e T e
donde el primer sumando es nulo ya que corresponde a un minimo de potencial. Por otro

lado, se identifica la segunda derivada con la matriz (wfj) de nuestra teoria, por lo que en
realidad (4.20) es la siguiente ecuacién de autovalores:

+
)

wi ((@)AI(B) =0, Va=1,2,...,dim(G) (4.21)

De esta expresién se desprenden dos posibilidades:

!Notemos, por tanto, que U(1) tiene dimensién 2, pues los e® son puntos de S', mientras que 277 tiene
dimensién 1.

2En esta seccién se va a usar el convenio de sumacién de Einstein: cada vez que se vean dos indices repetidos,
se debe entender una suma entre estos.
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» A%(¢)) es un vector nulo, luego (4.21) se cumple siempre independientemente de la
forma de la matriz (w zJ) Por tanto, segin (4.18), el a-ésimo generador de la simetria
deja el vacio invariante. Dicho de otra manera, sobre el campo estd actuando la
representacion del estabilizador de ¢, que llamaremos H.

= A%((¢)) es un vector no nulo, luego le corresponde un autovalor 0. Por tanto, segin
(4.18), el a-ésimo generador de la simetria modifica el vacio, apareciendo asi una
excitacién de un campo no masivo, es decir, un bosén de Goldstone.

Debido a estas dos posibilidades, podemos reorganizar los generadores de la representacion
de G de que actuan sobre ¢ de la siguiente manera:
dlm dim(H dim(G)
{19 = (T AT Yo (4.22)
Por tanto, los {T},} son aquellos generadores que dejan el vacio invariante, mientras que
los {T% / ) son lo que si modifican el vacio. De esta manera, se observa que existe una
correspondencia univoca entre los generadores T, Y los bosones de Goldstone, en particular,

nos dice que el nimero de bosones de Goldstone que aparecen cuando la simetria G se ve
rota en H, cumplen que:

n° bosones de Goldstone = dim(G/H) = dim(G) — dim(H) (4.23)

Se podria esperar que en Teoria Cudntica de Campos dicho resultado no fuese cierto,
pues como hemos comentado, al renormalizar la teoria, los bosones de Goldstone podrian
adquirir masa. Sin embargo, tal y como se expone en [2, 37], esto esto sélo sucede para d + 1
dimensiones con d < 2. En cierto sentido, es lo que ocurria con la simetria discreta Z/27Z,
pues precisaba que el volumen V tendiese a infinito para que la simetria se rompiese.
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Conclusiones

La introduccién de la Integral de Caminos en el contexto de la Mecanica Cuantica no
relativista pone explicitamente de manifiesto el papel que tiene la accién y el Lagrangiano
en la teoria cudntica, dificilmente observable mediante las formulaciones convencionales de
esta. Es mas, el postulado de Feynman exhibe la posibilidad de construir una Mecéanica
Cuéantica a partir de un tnico postulado, y que resulta totalmente equivalente al resto de
formulaciones histéricas, tal y como se ha demostrado. Dicho postulado también permite
relacionar directamente el limite cldsico de la Mecdnica Cudntica con el Principio de Accién
Estacionaria sin precisar ningiin calculo, simplemente utilizando argumentos elementales de
Mecéanica Clésica. Por otro lado, la inspeccién de lo que eran, a priori, ciertos problemas
formales de la Integral de Caminos han permitido la introduccion de las reglas de ordenacién,
que establecen una relacién de simetria entre el Hamiltoniano clasico y cudntico de un sistema
fisico, cuyas ideas han sido formalizadas con total rigor. El tratamiento de los ejemplos
iniciales ha permitido observar el enriquecimiento en la teoria que supone la introduccién de
la Integral de Caminos, pues se ha obtenido una teoria de perturbaciones de una manera
conceptualmente muy sencilla, y que no sélo se ha conseguido relacionar con la teoria de
scattering tratada en el grado, sino que también ha hecho aparecer de manera completamente
natural las reglas y diagramas de Feynman. La aproximacién WKB también se ha tratado en
el contexto de la Integral de Caminos, donde se ha observado la importancia de las sucesivas
variaciones de la accion. El enfoque algebraico del texto, junto con las técnicas de integracién
expuestas en el apéndice, han reducido el problema a la resolucién de un determinante,
culminandose el estudio con el ejemplo del oscilador armoénico, donde se ha observado que la
aproximacion WKB es, en realidad, exacta y se han obtenido los bien conocidos resultados.

A través de la Rotacion de Wick se ha demostrado la equivalencia entre una
colectividad candnica y un sistema cuantico unidimensional no relativista a través de la
continuacién analitica de la Integral de Caminos, recuperandose conceptos como la matriz
densidad o la funcién de particién mediante un tinico formalismo. También se han expuesto
varios métodos a través de los cuales se pueden obtener los espectros energéticos, en
particular, se ha demostrado la férmula de Feynman-Kac, que permite la obtenciéon de la
energia del estado fundamental a través de una expresion formalmente muy sencilla. Este
capitulo, por tanto, exhibe la gran importancia de la variable compleja en la Fisica Tedrica.

El estudio perturbativo de una teorfa A¢* ha permitido obtener los mismos resultados
que la teoria de perturbaciones independientes del tiempo a través de un formalismo que
admite una generalizaciéon inmediata a teorfas méas complicadas. Gran parte de los
problemas computacionales han podido ser evitados gracias al teorema de Wick, que reduce
parte del problema en uno de combinatoria, ademéas de permitir la introduccién de unos
nuevos diagramas de Feynman: los diagramas de vacio. La teoria de grupos finitos también
ha conseguido de manera muy satisfactoria simplificar ciertos calculos, pues permite la
obtencién de los factores de simetria mediante argumentos cualitativos. Por otro lado,
también se han aplicado técnicas de resolucidon de ecuaciones diferenciales, asi como la
teoria de funciones de Green y de céalculo de residuos.

El concepto de ruptura espontianea de simetria ha permitido introducir una manera
alternativa en la que se manifiestan las simetrias de un sistema fisico, més alla del Teorema
de Noether o la degeneracién de los niveles energéticos, que se han estudiado a lo largo del
grado. De esta manera, se establece una estrecha relacién entre el efecto tinel, el nimero de
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dimensiones del sistema y sus simetrias. En particular, en una dimensién, se ha demostrado
que el efecto tunel se produce gracias a la presencia de instantones y anti-instantones, que son
configuraciones especificas del sistema. Sin embargo, al aumentar el nimero de dimensiones,
el efecto tunel sélo aparece si la teoria estd definida en un conjunto compacto del espacio,
ademads de que el sistema admite diversas configuraciones alternativas, como son las paredes
de dominio. Finalmente, se ha observado que la ruptura espontdnea de simetria provoca
la apariciéon de nuevas excitaciones de los campos, llamados bosones de Goldstone, cuyo
nimero se puede predecir a través del Teorema de Goldstone, como se ha demostrado. En
este capitulo, tanto la teorfa de grupos finitos como la teoria de grupos de Lie han resultado
esenciales, poniendo de manifiesto el papel fundamental que juega la teoria de grupos en la
Fisica Teorica.

Debido a todo esto, la principal virtud de la Integral de Caminos, méas alla de enriquecer
la teoria cudntica, reside en la teoria de scattering, pues las reglas y diagramas de Feynman
permiten obtener de manera casi inmediata las expresiones concretas a calcular. Sin embargo,
no resulta tan 1util en problemas de estados ligados, como se ha podido comprobar en la
correccion de niveles energéticos del tercer capitulo. Es mas, la implicacion explicita de la
accién hace que el estudio de la Integral de Caminos en dominios acotados se complique
significativamente, pues la naturaleza de la teoria cudntica permite una gran cantidad de
condiciones de contorno, la mayoria sin andlogos clésicos [38].

Por dltimo, el limitado espacio del texto ha impedido tratar diversos conceptos de especial
importancia, que mencionaremos a continuacién. Primero, han aparecido divergencias en las
expresiones obtenidas al final del tercer capitulo, cuyo tratamiento requiere de la teoria de
la renormalizacién [12]. Segundo, no se ha abordado el caso fermidénico, donde se precisa la
introduccién de las variables de Grassman [12]. Finalmente, en los calculos realizados que
involucran integrales gaussianas, se han supuesto formas bilineales no degeneradas, relajar
dicha condicién permite que existan Orbitas criticas, apareciendo asi los campos fantasmas,
como los de Faddeev-Popov [34], cuyo estudio puede ser realizado con un enfoque algebraico
similar al utilizado a lo largo de este texto [39]. Todos los conceptos aqui mencionados seran
estudiados en un futuro.
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A. Fundamentos matematicos

A.1. Continuacidon analitica de funciones holomorfas

Sea U un abierto conexo de C y sea f : U — C una funcién holomorfa. Nos preguntamos
si es posible extender el dominio de definicién de f a un abierto conexo V tal que UNV # ()
y que dicha extensién siga siendo una funcién holomorfa, es decir, encontrar una funcién
g : V — C holomorfa que cumpla que f = g en U N V. Si logramos dicho cometido, entonces
diremos que g es la continuacion analitica de f en V' [30, 31].

Teorema A.1.1. Sea f una funcién holomorfa en un abierto conexo U de C, y sea zy € U.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) f™(z) = 0 para todo n > 0.
(b) f es idénticamente nula en un entorno de zg.

(c) f esidénticamente nula en U.

Demostracion. Empecemos notando que (c)=-(a) es trivial. Veamos (a)=-(b), como en un
entorno de zy se tiene que:

F@) =3 ™ o)z — )"
n=0

pero por (a) se tiene que f((zy) = 0 para todo n > 0, por lo que f(z) = 0 alrededor de z.

Falta ver (b)=-(c), basta ver que el conjunto S = {z € U : f(z) = 0} es cerrado y abierto,

pues S es no vacio por hipdtesis. S es abierto por construccion, para ver que es cerrado, sea

z1 € U un punto arbitrariamente cercano a S, entonces localmente f(z1) = 0, luego z; € S,

por lo que S es cerrado, pues coincide con su adherencia. ]

De este teorema se desprenden trivialmente los siguientes corolarios:

Corolario A.1.1 (Principio de los ceros aislados). Sea U un abierto conexo de C y sea
f U — C una funcién holomorfa. Si f no es idénticamente nula, entonces S es discreto.

Corolario A.1.2 (Principio de identidad). Sea U un abierto conexo de C y sean f,g: U — C
dos funciones holomorfas. Si f = g en un entorno de zy € U, entonces f = g en U.

Entonces, volviendo a nuestra pregunta inicial, hemos encontrado que si g existe, entonces es
la tnica funcién que satisface que g = fen UNYV.

Ejemplo A.1.1. Consideremos la siguiente integral en una dimensién:

dr e~ = il
R 7

si en vez de i consideramos cierto a € RT, tenemos una integral gaussiana usual. Por tanto,
las integrales gaussianas pueden ser extendidas analiticamente a los niimeros imaginarios con
parte imaginaria positiva.
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A.2. Integrales gaussianas

A.2.1. Evaluacion de integrales gaussianas

Es bien conocido el siguiente resultado para la integral gaussiana:

do e~ 297" = 2
R a

siendo @ € R™. También hemos visto que es posible extender analiticamente esta integral
para a imaginarios con Im(a) > 0. Buscamos, por tanto, generalizar la nocién de integral
gaussiana a R" y estudiar sus propiedades.

Sea S una matriz n X n simétrica y definida positiva, definimos una integral gaussiana
en R™ como:

Z(S):/nd":ve 3(x.S%) (A1)

donde (,) denota el producto escalar usual de R™. Nétese que (x, Sx) es una forma cuadratica
no negativa. Como toda matriz simétrica es diagonalizable mediante una transformacion
ortogonal, y los autovalores {si}izl,_._,n de una matriz definida positiva son estrictamente
positivos, haciendo el cambio de variables x — Ox se tiene que:

Z(S) :/ d"z 67%OSOTX

donde ya hemos usado que O~! = OT y que |det(O)| = 1. Al ser OSO” diagonal, entonces
(A.1) toma la siguiente forma:

= H/ dr e2%7% = H \/ 2 = (271')"/2(det(S))71/2
i=1 /R P

De manera completamente andloga a la gaussiana unidimensional, es posible extender
analiticamente Z(S) a matrices S = iS, siendo S una matriz simétrica y con autovalores no
nulos’, teniéndose asi:

Z(S) = (2mi)™/?(det S)~1/2

Generalicemos (A.1) atin més anadiendo un término lineal (b, x) con b € R”, definiendo
asi la siguiente integral:

Z(S,b) = / Az e~ 2(8x)+H(bx) (A.2)

Para calcular dicha integral, empecemos buscando un extremo de (x, Sx):

n

o) 1 =

i=1 =1

siendo A la matriz inversa de S2. A continuacién, definamos las variables y; como la diferencia
de x; respecto del valor que toma en el extremo, entonces en las nuevas coordenadas se tiene:

R = 1 o 1 1
3 Z ;S5 + Z b;x; = B Z bz‘Aijbj Zy’ Y5 = 5 (b, Ab) — B (x, Sx)
=1 =1 =1

INo es necesario que S sea definida positiva debido a las ramas de la raiz cuadrada.
2Nétese que el factor 1/2 desaparece al ser S;; simétrica.
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de esta manera, la integral resulta en:

Z(S,b) = e2(PA) [ gy o=3(¥:Sy) — 3(b.AB) (97y1/2(det(S)) 1/2
Rn

A.2.2. Valores medios y Teorema de Wick

Se define el valor medio (zg, g, - ... x,) de la manera usual:

(Tpy Ty - -+ - g, = 278, 0)/ d"r (T Thy = - - - - xk/_,)e_%<x’sx> (A.3)

n

X,Sx)

. _1 , Ny .
luego la gaussiana e~ 2¢ actia como funcién peso. De esta expresién, vemos que:

D 2(8.0)= [ @ ayemttessinon
Oby, .

por lo que el valor medio de un zj arbitrario se puede escribir como:

0 1 0 1
(2) = 271(S,0) [ / ' 62<x,sx>+<b,x>] _ <e2<b,Ab>>

Por tanto, repitiendo este mismo argumento para cada zy, que introduzcamos al valor medio,
obtendremos que, de manera general, ocurre que:

0\
(T Thy + -+ - Thy) = —— | e2(b.Ab)
=1 b=0

Podemos generalizar este resultado para una serie formal F'(zy). En efecto, supongamos
que los coeficientes de dicha serie son {a;};en, entonces derivando término a término, con
cada x se obtiene un 9/0by, y como el valor esperado es, por definicién lineal, acabamos
teniendo:

() = Y0y (5 ) e v (A.4)

J=0

_r (3> o~ L(b.Ab)
b=0 by

Ahora bien, las integrales involucradas en el calculo de valores medios no parecen, a priori,
faciles de resolver. La dificultad de su resolucién se puede reducir considerablemente
transformando gran parte del problema en un problema de combinatoria a través del
teorema de Wick.

b=0

Teorema A.2.1 (de Wick). Sea el valor medio (zy, g, - ... xy,). Entonces si £ es par, se
tiene que:

y4
0 _1
<xk1xk2 e $k5> = [(H Tbk ) e 2<b,Ab)] = Z AkPlkPQ e Akpl—lkpl
b=0

i=1 Emparejamientos
P de {ki,....ke}

Mientras que si £ es impar, entonces (T, g, - - .. - T,) = 0.
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Demostracion. Empecemos notando que antes de hacer b = 0, tenemos una expresién de la

1 . . . . . .,
forma P(b)e‘§<b’Ab>, siendo P(b) un polinomio, por lo que si derivamos esta expresién, se
tiene que:

;Z P(b)e —1(b,ab) _ (ip(b)>e 3 (b,Ab) +P(b <ZA”b>e 1(b,Ab)
J

9 —1(b,Ab
= (ab] + Zz:A”bl> P(b)e 2< )

donde se identifica una relacién de recurrencia que resulta en:

4
Pb)=]] (61 + ZAkmbn> 1

=1

por tanto, solo sobreviven a b = 0 los términos:

ﬁbk (;Aknz ), m<fyn>m

y entonces:

» Si/ es impar, los términos supervivientes Ay, acompanan a algo que se anula cuando
b = 0, luego P(0) = 0 y el valor esperado se anula.

= Si / es par, los términos supervivientes se multiplican entre si, dando lugar a la suma
de posibles parejas.

O]

A.3. Expansion perturbativa y contribuciones conexas

A.3.1. Teoria de perturbaciones

Vamos a perturbar nuestra forma cuadritica anadiendo un término AV (x). De esta
manera, definimos la siguiente la siguiente integral:

28,0 = [ e e Hxsove

Nétese que, salvo en casos muy concretos, anadir el término V' (x) hace que la integral diverja,
por lo que normalmente A\ se tratara de un parametro pequenio. Formalmente, si desarrollamos
AV podemos escribir la integral como:

X \W)\k X W\

k=0 k=0

en serie e

si ademés V(x) es un polinomio, podemos calcular los términos (V*(x)) usando el teorema
de Wick. Otra expresién formal equivalente de la integral Z(S, \) puede obtenerse mediante
(A.4). En efecto, llamando F = "V, entonces:

Z(S,)\) = Z(S,0) [exp ( AV (sz)) L, Aﬂ
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A.3.2. Contribuciones conexas

Analicemos en profundidad los coeficientes (V¥(x)) para el caso en el que V(x) es un
polinomio, pues en ese caso los términos pueden ser calculados con el teorema de Wick.
Cuando k = 2, al calcular las posibles parejas, aparece un término que coincide con (V(X)>2.
Al sumando restante le denominaremos contribucion conexa. De esta manera, usaremos la

siguiente notacion:

(V2(x)) = (V(x))o)* + (VZ(x)).
siendo (V(x)) = (V(x)),. Para el caso de k arbitrario, la contribucién conexa es (V*(x)), y
aparecen contribuciones disconexas de la forma:

(Vhk (%)), (Vh2(x)) ... (VP (x)), , kit+hke+...+k,=k

Cc

Si todos los k; son diferentes, entonces hay que multiplicar esta tltima expresién por un factor
combinatorio que corresponde a las diferentes formas de agrupar k elementos en subconjuntos
de k; elementos, es decir:

kkkk: (VB ), (V) (VE ()

C

Si se da el caso en el que m valores k; son iguales, a la expresiéon anterior hay que multiplicarle
un factor 1/m/!, pues si no se estarfa contando la misma contribucién m! veces. Para fijar ideas,

vemos que:
(V3(x)) = (V(x)).)* + 3 (V(x)) AV (%)), + (V?(x)).
(Vi) = (V(x))o)* + 4 (VZ(x)), (V(x)), + 6 (VZ(x)), (V(x)).)*+
+3((V2(x)).)* + (V).

Las contribuciones conexas estén relacionadas con los momentos centrales de V' (x). Para
ver esto, empecemos tomando el logaritmo de Z(\):
_ o Nk
log(Z(\)) =log(2(0)) +log [ 1+ o (VEi(x))
k=1 '

desarrollando en serie el segundo sumando alrededor de (V' (x)) = 0, se tiene que:

lo5(Z(A)) = lo&(2(0) + i S (i . <v’f<x>>>n
los primeros términos de esta serie son: _
lo5(2(3)) = log(Z(0)) ~ A (V(60) + SX(V2(x) — (V(x))*)+
— DNV ) - 3 (V) (V260) + 2V (%) + O

donde ya vemos que aparecen los momentos centrales de V(x). Denotemos al k-ésimo
momento central como (V*(x)),, entonces tenemos la siguiente serie formal:

00 \\k
W) = log @Egi) = Z( ,:!) (VF(x)),

k=1
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si ahora invertimos la relacién y damos los valores medios (V¥(x)) en funcién de los momentos
centrales, obtenemos para los cuatro primeros valores de k:

(V) = (V).
(V2(x) = (V(x))o)* + (VZ(x)),
(Vo) = (V(x))o)” + 3 (VZ(x)), (V(x)), + (VP (x)),
(VA)) = (V(x)))* + 4 (V(x)) (V(x)), + 6 (VZ(x), ((V(x)))*+
+3((V2(x))o)* + (Vi)

por tanto, la contribucién conexa (V*(x)),, es el k-6simo momento central de V (x).

A.4. Integrales gaussianas en dimensién infinita

Buscamos ahora traducir todos los conceptos que hemos ido desarrollando al lenguaje
de los espacios de dimensién infinita. Empecemos revisando el ejemplo de las ondas planas
{e?**} 1 cr en L2(C;R), sabemos que el operador 92 es un endomorfismo de dicho espacio y,
en particular, ocurre que:

e—zka:aiezkx — k‘2
tiene la misma estructura que (x,Sx): vector traspuesto multiplicado a un endomorfismo
actuando sobre un vector, salvo que ahora la matriz es infinita. Por lo tanto, el indice i =

1,2,...,n pasa a ser un indice continuo y los vectores x pasan a ser campos ¢(z). La matriz
simétrica S pasa a ser un operador autoadjunto S(z, '), donde ahora se tiene que:

(6,56) = (S6,6) = / drdz’ ¢*(2')S(2', 2)9(x)

Respecto a A, ocurre que:

S Sy = 0= [ de" S(a")AG ) = oo — )

J

es decir, A(z, ') es la funcién de Green del operador S(z,z’). De esta manera, la gaussiana
(A.2) se transforma en:

25— / D e—3(6.50)+(B.9) (A.6)

donde la medida D¢ denota que estamos integrando un funcional sobre el conjunto de
funciones ¢(z). A partir de aqui, la generalizacién es inmediata, pues podemos reescribir
(A.6) como:

ZB _ Zoe%(B,AB)

siendo Zj la traduccion de (A.1) al caso de dimensién infinita. Respecto a Zy debemos notar
lo siguiente. Primero, debe aparecer un factor de la forma (27)/2 con N — oco. Por tltimo,
debe aparecer algo andlogo a det(S), como ahora S es un operador autoadjunto con un
conjunto infinito de autovalores, este término debe entenderse como el producto de todos sus
autovalores. Ambos factores hacen que las integrales diverjan, pero aparecen incluso cuando
anadimos una perturbacion, por lo que juegan el papel de una constante de normalizacion.

La férmula del valor medio (A.3) se convierte en:
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(P(xh))p(Thy) - Bg,)) = 25 /qu =25 (G(ag,)b(ny) - - - Blan,)

Para trasladar el teorema de Wick, debemos convertir las derivadas parciales en derivadas
funcionales. Una derivada funcional §/0B(x) se define haciendo cumplir a dicho operador las
propiedades fundamentales de la derivada para funciones continuas, esto es:

0 N N 5
6B(m)B(:c)—5(x—x) 6 SB(0)

/ dz' B(z) (') = (z)

noétese que esto es equivalente a:

0 , 0
%xj = (52']‘ (0] 87331 Zl‘jkj = kl
J

Por lo tanto, de manera similar al caso de dimensién finita, se tiene que:

1 9 0
A = N == —Z
Teorema A.4.1 (de Wick, dimensién infinita). Sea el valor medio (¢(xg,) ... ¢(zk,)).
Entonces, si £ es par, se tiene que:
(D) .. dlan,)) = > A(@hp, s Thp,) - A(Tp, 5 Thp)

Emparejamientos
P de {ki,....,k¢}

Mientras que si £ es impar, entonces (¢p(zx, ) - ... - ¢(xg,)) = 0.

La demostracion es, en esencia la misma, con la sutileza de que hay que sustituir las
derivadas parciales por derivadas funcionales. Por ultimo, si una perturbacién AV (¢) a 2o,
tenemos la siguiente integral:

Zy = /ng o~ 3 (D50 AV (¢)

asi que, de manera completamente similar a (A.5), ocurre que:

o 1
_ _ 9 - 1(B,AB)
2= zafon (0 (55)) o]
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