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Abstract

Spin is an intrinsic property of particles, existent only in the context of
quantum mechanics. It’s effects were first discovered in 1922 in an expertiment
carried out by the scientists Otto Stern and Walther Gerlach, being firstly
introduced as an angular momentum associated to the rotation of the electrons,
until Wolfgang Pauli proposed a more abstract interpretation as a “classically non
describable two-valuedness”[10].

While the notion of the spin as an angular momentum associated to a spatial
rotation has long been disproved, spin is still often refered as an intrisic angular
momentum because of the similarities in their behavior. The objective of this thesis
is to provide a faithful representation of the behaviour of spin and orbital angular
momentum in relativistic and not relativistic situations, emphasizing the differences
between them and indicating the inconsistencies that arise from considering the spin
as an intrinsic angular momentum.
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1. Introduccion

El espin es una de las propiedades intrinsecas de las particulas elementales. Su
definicién a menudo viene dada cémo un momento angular intrinseco de valor fijo
y en un principio se plante6 como la rotacion de la particula, considerada esférica,
alrededor de un eje propio. Esta descripciéon no es posible debido a que las particulas
elementales son consideradas puntuales, y por tanto no es posible considerar su
rotacién sobre si mismas.

Desde la perspectiva de la mecanica cuédntica, la interpretaciéon y
comportamiento del espin se equipara a la del momento angular orbital,
permitiendo incluso definir el momento angular total como la suma de ambos. Esto
podria inducir a pensar en el espin se comporta como un momento angular
asociado a una rotacion espacial. No obstante, esto implicarfa que, al restringir la
particula a una tnica dimensién desapareceria el espin, al igual que lo hace el
momento angular orbital. Sin embargo, como propiedad intrinseca de las
particulas, el momento angular intrinseco asociado al espin sigue existiendo para
particulas cuyo movimiento estd restringido a una dimension.

Puesto que en una dimensién es imposible que la particula efecttie ningtin tipo
de rotacion, se tiene que el espin no puede ser considerado verdaderamente como
un momento angular. Se trata de una magnitud fisica cudntica, sin andlogo en la
mecdanica clasica.

En este trabajo de fin de grado se ha buscado ejemplificar y analizar la
naturaleza del espin, a partir del estudio de las propiedades del espin relativista de
una particula restringida a una dimensién desde la perspectiva de la teoria de
grupos.

1.1. Primeras evidencias de la existencia del espin

1.1.1. Espectroscopia

El concepto de espin fue introducido por primera vez en el contexto del espectro
de emisién de metales alcalinos.

Antes del descubrimiento de la existencia del espin, la estructura fina del
hidrégeno obtenida a partir de la espectroscopia no se correspondia con los
modelos tedricos desarrollados a partir de la idea de que las particulas elementales
estaban tnicamente bajo la influencia de un momento angular orbital. Es por eso
que surgié la necesidad de definir un nuevo numero cudntico, el espin, que
pudiese explicar el desdoblamiento de las lineas espectrales.

En el afio 1924, el fisico Wolfgang Pauli propuso la existencia de una nueva
propiedad cuéntica del electrén, con el fin de explicar el efecto Zeeman anémalo y
la multiplicidad de los espectros atémicos. Defini6é que esta propiedad tomaba dos
valores posibles, y no era describible clasicamente[10]. Mds tarde, en el afio 1925 el
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fisico Ralph Kronig plante6 la existencia de un momento angular intrinseco a los
electrones de valor fijo 1/2 de la constante de Plank producido por una
autorrotacion del electrén como explicacién fisica de esta propiedad. Sin embargo,
este razonamiento implica una violacién del principio de invarianza de la
velocidad de la Luz, como veremos mas adelante.

1.1.2. El experimento de Stern-Gerlach

La primera evidencia experimental de la existencia de espin se consigui6 a partir
de los descubrimientos de los fisicos Otto Stern y Walther Gerlach obtenidos en el
llamado experimento de Stern-Gerlach[11].

En el afio 1922, los cientificos Otto Stern y Walther Gerlach llevaron a cabo un
experimento que pretendia demostrar la cuantizacién de la direccién del momento
angular orbital teorizada por del modelo de Bohr-Sommerfield. Para ello,
utilizaron un haz de dtomos de plata que atravesase un campo magnético no
uniforme dispuesto perpendicularmente a la trayectoria del haz, de manera que
cada atomo se desviase de su trayectoria.

Desde el punto de vista del electromagnetismo, cada atomo estaria provisto de
un momento dipolar magnético ji que generase una energia de interaccién U de
valores

- ez - B

por lo que la desviacién de cada d&tomo dependeria de la posicién relativa del campo

magnético con respecto a su momento angular orbital L. En la creaciéon del momento
dipolar solo intervienen los electrones de la capa de valencia del dtomo, ya que
son los que determinan la distribucién de carga que lo generan, es por eso que se
utilizaron dtomos de plata, que solo tienen un electrén de valencia.

Desde un punto de vista clésico, los atomos tendrian sus momentos angulares
orbitales dispuestos de manera aleatoria y continua, provocando que cada atomo
se desviase en distintos angulos, en la direccién del campo magnético. Por eso, se
esperaba encontrar una distribucién continua de &dtomos en el detector. Sin
embargo, los resultados experimentales que se obtuvieron demostraron que todos
los 4tomos se agrupaban en dos lugares. Todos tomaban tnicamente dos posibles
trayectorias de deflexién, se veian desviados hacia arriba o hacia abajo con el
mismo angulo de desviacion. Esto se debe a que el efecto observado no fue
producido por un momento angular clésico, sino por el espin electrénico, el cual
toma, al ser proyectado sobre una direccién cualquiera, valores de —|—§ y —%, siendo
I la constante reducida de Plank, produciendo desviaciones discretas en dos
angulos iguales de sentidos opuestos.

A pesar de que inicialmente se desconocifa que esta desviacion era producida
por el espin, ni se conocia el significado fisico que este implica, y en su lugar se le
atribuia al momento angular orbital, este experimento implicé la primera
demostracién empirica inequivoca de la existencia de momentos angulares
cuantizados . De esta manera, el experimento de Stern-Gerlach se convirtié en una
de las bases fundamentales de la mecdnica cuéntica.
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1.2. Incongruencias del espin como momento angular

Uno de los primeros significados fisicos teorizados para explicar la existencia
del espin fue, como se ha mencionado anteriormente, que este fuese un momento
angular producido por una rotacién de los electrones sobre su propio eje. Sin
embargo, esta hipétesis es insostenible, ya que implica una serie de contradicciones
con las leyes fundamentales de la fisica.

Por un lado, la autorrotacién del electrén no estd bien definida, ya que este se
considera puntual en el modelo estdndar. La longitud de onda de Compton de una
particula representa la escala en la que los efectos cudnticos de una particula son
significativos. En el caso del electrén esta es de Ac = 2,43 x 10712 metros y se utiliza
para establecer la precision maxima con la que se puede conocer la posicién de un
electréon ,

Ax > SAc (1.2)

Mas atin, si bien no es posible considerar el “tamafio”de un electrén, ya que este no
estd localizado sino que tiene una cierta probabilidad de encontrarse en una cierta
region del espacio, se ha podido acotar su extensién como menor que una esfera de
didmetro del orden de 10~!8 metros, lo que equivale a un attémetro.

El momento angular cldsico asociado a una esfera rotando sobre un eje propio
se puede definir como

> 2
IL| = gmrzw (1.3)

Tomando la cota superior como una superficie hipotética del electrén, y
considerando la masa del electrén de m, = 9,1 x 10731 kilogramos, tenemos que
para producir un momento angular cldsico de valor %, siendo /i la constante

reducida de Plank de valor i = 1,054 - 10734, a partir de una rotacién alrededor de
un eje propio, la particula tendria que girar con una velocidad lineal més de cien
mil veces mayor que la velocidad de la luz.

Esto es una clara violacién del postulado de la invarianza de la velocidad de la
luz, que establece que ninguna particula puede moverse a velocidades mayores que
esta. Por tanto, podemos concluir que el espin es una nueva propiedad intrinseca de
la particula, la cual es independiente de su movimiento o posicién.

1.3. La teoria de grupos en la representacion del
momento angular

La teoria de grupos juega un papel fundamental en la descripciéon del momento
angular en la mecdnica cuantica. El grupo especial ortogonal SO(3), representa las
transformaciones de rotaciéon en un espacio tridimensional, por lo que se utiliza
para describir sistemas que presentan simetria esférica. En la mecénica cuéntica,
el momento angular orbital estd cuantizado, y viene caracterizado por el nimero
cudantico [, que toma valores enteros positivos y se utiliza para describir los posibles
estados cudnticos del electrén. Cuando un sistema presenta simetria esférica, los
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ANGULAR

autovalores del hamiltoniano cudntico estardn degenerados. Considerando n como
el niimero cudntico que indexa los diferentes autovalores de la energia, el espacio
de Hilbert H de estados del sistema puede escribirse como la suma directa

H = P W, + espectro continuo (1.4)
n

donde la suma directa de subespacios W, representan el espectro discreto de
estados ligados. En esta formula los W, son los distintos espacios de dimensién
finita cuyas bases componen conjuntos de autoestados de la misma energfa. De la
misma manera, cada uno de los subespacios W, se descompone en una suma

directa
n—1

Wy = P Wy (1.5)
1=0

donde cada W,,; es un espacio vectorial de dimensién finita que resulta ser una
representacion irreducible del grupo SO(3) de dimensién (21 + 1). Esta dimension
refleja la degeneraciéon del ntimero cudantico / debido a los distintos valores que
puede tomar el ntimero cudntico magnético m entre | y —I. Este proceso de
descomposicién en suma directa es también vélido cuando se trata con funciones
de onda del espectro continuo.

Uno de los ejemplos més sencillos que se puede estudiar como sistema de
simetria esférica es el dtomo de hidrégeno. El hamiltoniano del atomo de
hidrégeno se define como

o, e?

H=—

1.6
2m, 4rTegr (1.6)

y debido a su simetria esférica, se sabe que conmuta con los operadores de
momento angular, lo que permite diagonalizar simultdneamente los operadores H,
12 y L;, cada uno de los cuales se relaciona con un ntmero cudntico, n,l y m
respectivamente. Ademas, para el 4&tomo de hidrégeno se tiene que las soluciones
de la ecuacién de Schrodinger se pueden expresar en términos de armonicos
esféricos, los cuales se corresponden con los autoestados de las representaciones
del grupo SO(3). Los armoénicos esféricos son funciones ortogonales entre si
etiquetados por los valores [ y m como Y/ (6, $) y representan la parte angular de
las funciones de onda.

El objetivo llevado a cabo en este trabajo es extender y detallar el estudio del
momento angular orbital cudntico y el espin y su relacién con la teoria de grupos
para sefialar las diferencias en el comportamiento de ambos. Para ello se estudiara
su comportamiento en situaciones no relativistas y relativistas, y restringidos a una
tinica dimension.



2. Teoria de grupos

En este capitulo se pretenden definir algunas de las bases fundamentales de
la teorfa de grupos que se emplearan més adelante para la determinacién de las

representaciones irreducibles del espin. La bibliografia consultada para esta secciéon
han sido los libros [3] [7] [5] [2] [9] [6] [4]

2.1. Definiciéon y propiedades de los grupos

Definicién 2.1 Un grupo es un conjunto G dotado de una operacion interna

GxG—=G
(8h) —g-h
que cumpla las siguientes propiedades
» Asociativa: (f-g)-h=f-(g-h),Vf,gheG
» Elemento neutro: existe un elementoe € Gtalqueg-e =e-g=g,v¢ € G

» [nversa: Para cada elemento ¢ € G existe un elemento g~' € G tal que g- ¢! =
1

§ §=¢

Diremos que un grupo G es abeliano si para todo par de elementos g1,82 € G
secumple g1- 92 = g2 - §1-

Vamos a denotar el grupo de matrices complejas de dimensién m X n como
My «xn(C) y el grupo de matrices complejas invertibles de dimensién nxn como
grupo general lineal GL(n,C). Los grupos matriciales seran aquellos que se
pueden definir en términos de subgrupos del GL(n).

Definicién 2.2 Sean G y H dos grupos. Una aplicacion ¢ : G — H es un homomorfismo

de grupos si se cumple ¢(g1-g2) = ¢(g1) - ¢(g2) para todo g1,8> € G. Si ademds ¢ es
una aplicacién biyectiva, se dice que es un isomorfismo, y si es una aplicaciéon de un grupo
sobre si mismo ¢ : G — G se dice que es un automorfismo.

Para un homomorfismo dado ¢ : G — H podemos definir el nicleo de
homomorfismo ker(¢) como

ker(p) ={g€G | ¢(g) =e} (2.1)

2.1.1. Subgrupos

Definicién 2.3 Sea H un subconjunto del grupo G. Se dice que H es un subgrupo de G si
también forma un grupo junto a la operacion H x H — H.
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Un subgrupo H de G se considera un subgrupo normal de G si para cualquier
elemento ¢ € G se cumple

gHg ' =H (2.2)

Definicién 2.4 Sea H un subgrupo del grupo G y g un elemento de G. Una clase lateral
izquierda de H se define como el subconjunto

gH ={gh | heH}
Mientras que una clase lateral derecha se define como el subconjunto

Hg={hg | he€ H}

Para un subgrupo normal N de G, se tiene que las clases laterales izquierda
y derecha para un elemento ¢ € G son iguales, ya que se cumple gN = Ng. El
conjunto de las clases laterales de un subgrupo normal N del grupo G se denomina
el grupo cociente G/ N y se define como

G/N={gN | g€G} (2.3)

2.2. Grupos de Lie

Definicién 2.5 Un grupo G es un grupo de Lie si es una variedad diferenciable tal que la
operacién de grupo (a,b) € G x G — ab~! € G es una funcién diferenciable de G x G
sobre G.

Esta definicién implica que un grupo de Lie G es matricial si es un subgrupo
cerrado del grupo GL(n,C).

2.2.1. Algebra de Lie

Definicién 2.6 Un dlgebra de Lie g sobre un cuerpo K es un espacio vectorial junto a la
operacion interna [-,-] g X g — g conocida como corchete de Lie que cumple las propiedades:

» Bilinealidad: [aA + bB,C] = a|A,C] + b[B, C]
» Antisimetria: [A,B] = —[B,A] ,VA,B € g
= Identidad de Jacobi: [A, [B,C]] + [B,[C.A]] + [C,[B,A]] =0

Para todo a,b € Ky A,B,C € g Para un cuerpo K = C se dice que g es un dlgebra
compleja de Lie, y para K = R se dice que g es un dlgebra real de Lie.

Proposicién 2.7 Sean A, B € My,x,(C), entonces el conmutador de A y B
[A,B] = AB — BA

es un corchete de Lie
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Para definir un dlgebra de Lie matricial se usara el conmutador como corchete
de Lie. Dadas dos matrices A y B, diremos que estas conmutan si su conmutador es
nulo.

Proposicién 2.8 Sean Ay B dos matrices. Existe una base de autovectores comiin a ambas
matrices si y solo si estas conmutan.

El método general para construir el dlgebra de Lie asociado a un grupo de Lie
matricial serd a partir de las propiedades que caracterizan al grupo y de la aplicaciéon
exponencial de las matrices del grupo.

Definicién 2.9 Sea G un grupo de Lie matricial conexo'. Se define su dlgebra de Lie g como:
g={Xecgl(V) | éXcG VteR} (2.4)

Definiciéon 2.10 Sea A una matriz de dimension n x n, se tiene que la exponencial de una
matriz A es la aplicacion exp : Myxn(C) — GL(n,C).

er=Y" %Am (2.5)

Dada la definicion del dlgebra de Lie de un grupo, podemos ver que un método
general para determinar los generadores del dlgebra de Lie de un grupo serd a partir
de los elementos del grupo infinitesimalmente préximos a la identidad. Tenemos
que un elemento cercano a la identidad se puede expresar como

X = [+ 6tX 4 O(6t?) (2.6)

donde O(t?) es el resto de términos de orden en 6t mayor de 2. Expresado de esta
manera, podemos ver que los generadores del dlgebra de Lie de un grupo son

combinaciones lineales de los vectores que generan el espacio tangente a la
identidad.

Considerando un grupo de Lie G de dimensién n que dependa de los
parametros {x1,...x,}, una matriz de transformacién infinitesimal A € G es una
matriz cercana a la identidad que se puede expresar como

n
A(Jxl,...éxn) ~ 1+ Z(SxiXi ox; — 0 (2.7)
i

Y las matrices { Xy, ..., X, } formaran una base del dlgebra de Lie de G.

Definicién 2.11 Sea g un dlgebra de Lie y b un subconjunto de g. Se dice que b es un
subdlgebra de g si cumple
Y1, Y2] €

para todo Y1,Y, € b.

1Cuando el grupo de Lie no es conexo, la exponencial tinicamente genera la componente conexa
que contiene el elemento identidad. Esta componente conexa es siempre un subgrupo normal del

grupo.
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Un subdlgebra b se llama un ideal del dlgebra de Lie g si se cumple
v, X] b 2.8)

paratodoY € h, X € g.

Proposicién 2.12 Diremos que un dlgebra de Lie es simple si no es abeliana, y no tiene
ideales no triviales. Un dlgebra de Lie es semisimple si puede expresarse como suma directa
de dlgebras de Lie simples.

Se dice que un grupo de Lie es simple si su algebra de Lie es simple, y que es
semisimple si su dlgebra de Lie es semisimple.

Definicién 2.13 Sean g y b dos dlgebras de Lie. Un homomorfismo entre dlgebras de Lie es
una aplicacion ¢ : g — b tal que el corchete de Lie satisface

lp(81), #(82)] = (g1, 82])
Para todo par de elementos g1 y g2 de G

Diremos que dos grupos G y H tienen el mismo algebra de Lie si el
homomorfismo ¢ que relaciona sus dlgebras de Lie asociadas g y h es un
isomorfismo. Dos grupos de Lie no isomorfos pueden tener algebras de Lie
isomorfas. Esto implica que las representaciones del dlgebra de Lie de un grupo no
tienen correspondencia uno a uno con las representaciones del grupo. Como
veremos mdas adelante, uno de los ejemplos importantes para la fisica son los
grupos SO(3) y SU(2), los cuales sin ser isomorfos tienen &lgebras de Lie
isomorfas,

A continuacién plantearemos algunas de los conceptos necesarios para definir
las representaciones del dlgebra de de un grupo. Estos son el elemento de Casimir y
los coeficientes de estructura.

2.2.2. Constantes de estructura

Definicién 2.14 Sea G un grupo de Lie de dimension finita con un dlgebra de Lie asociada
g de dimension n. Dada una base de g denotada como {X1, Xo, ...Xy }, cada conmutador de
dos elementos X; y X; puede escribirse en la forma:

k
[Xi, Xj] = ) i Xk
i=1

donde los coeficientes c;j se conocen como constantes de estructura de g respecto de la base.

Las constantes de estructura definen la accién del corchete de Lie sobre el
algebra de Lie por lo que se puede caracterizar por completo el dlgebra de Lie de
un grupo, a partir de las constantes de estructura de su algebra.
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2.2.3. Operador de Casimir

Un operador de Casimir de un grupo, es aquel que conmuta con todos los demaés
elementos del grupo . Para representaciones irreducibles de algebras semisimples se
tiene que todo operador Casimir debe ser un operador proporcional a la identidad.

Esto quiere decir que cada representacion irreducible estd caracterizada por el
autovalor A del operador de Casimir C = Al

2.3. Teoria de representaciones

2.3.1. Representaciéon del dlgebra de un grupo

Definicién 2.15 Sea G un grupo matricial de Lie y V un espacio vectorial complejo. Una
representacion compleja de dimension finita de G es un homomorfismo

I1: G — GL(V)

Sea g un dlgebra de Lie y V un espacio vectorial complejo. Una representacion compleja del
dlgebra de Lie g, es un homomorfismo:

m: g— gl(V) (2.9)
donde gl(V') es el espacio de endomorfismos de V.
Se tiene que cualquier representacion 7t del dlgebra de un grupo,
mw: g—gl(V)
X — (X)

por ser un homomorfismo entre dlgebras de Lie (2.13) debe cumplir que para todo
par de elementos X, Y € g:

[(X), (V)] = 7 ([X,Y]) (2.10)

Diremos que dos representaciones 71, 71, son equivalentes si existe alguna matriz
de cambio de base P € gl(V) tal que para todo elemento X € g se cumple

m(X) = Pmy(X)P ! (2.11)

2.3.2. Representaciones irreducibles

Definiciéon 2.16 Sea 7t una representacion del dlgebra de Lie g de un grupo de Lie G sobre
un espacio vectorial V. Se dice que un subespacio W de V es invariante respecto a 7 si
nt(x)w € W para todow € W y x € g. Se dice que una representacion 7t es irreducible si
no tiene subespacios invariantes no triviales.

Se tiene que las representaciones de cualquier dlgebra de Lie semisimples
pueden expresarse como combinacién lineal de representaciones irreducibles.
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2.3.3. El producto tensorial de representaciones

Definicién 2.17 Sean my y mw dos representaciones de un grupo G sobre los espacios
vectoriales V' y W respectivamente. Puede definirse una nueva representacion 7t y ) sobre

el espacio vectorial V. @ W como

Miyew)(8) = (v@w) =Ty (g)v @ Iw(g)w

para todo elementov € V,w € W, g € G.

Para saber como generar una representacion tensorial de un grupo a partir de su
algebra de Lie, vamos a ver como es la representacion 7(ygy) que genera la
representacion Iy,

d
Tvew)(X)(v@w) = EH(V®W)(€D{)(U ® w) o

2 ([1y ()0 @ Iy (X)) = (X)) ©w+0e (w(X)o)

De manera que la representacion 7ty ) esta definida como

Tvew)(X) = mv(X) @ Iy + Iy @ mw (X) (212)

2.3.4. Caracter de una representacién

Definicién 2.18 Sea 7t un representacion del grupo matricial G. Se define el cardcter x de
la representacion como la funcion

x=(g) = Tr(m(g))

Se tiene que dos representaciones equivalentes 711 y 71, tienen el mismo carécter, ya
que la traza de una matriz no varia bajo cambios de base.

Proposicién 2.19 Sea G un grupo de Lie y p1, pa dos representaciones irreducibles de
caracteres X1 y xo respectivamente. Definiendo el producto interno de ambos caracteres
como

(alx) = [ 1(s) - xalg) du(g)

Siendo du el elemento de volumen del grupo, se tiene que

| 0 sipyy pason equivalentes
(alx2) = { 1 sip1y p2 no son equivalentes

Se dice que dos caracteres de representaciones irreducibles son ortogonales si estas no son
equivalentes.

A partir de las definicion de caracter, podemos concluir que para dos
representaciones I1y y Iy de un grupo G, el caracter de su producto tensorial sera

X(vew) = XVAW (2.13)
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3. Espin no relativista en tres dimensiones

En este capitulo se pretende demostrar que las representaciones del espin no
relativista en tres dimensiones vienen dadas por las representaciones irreducibles
del grupo SU(2) mientras que las representaciones del momento angular orbital
se relacionan con las representaciones irreducibles del grupo de rotaciones SO(3).
También se establecerdn las similitudes y diferencias entre ambas representaciones,
asi como sus implicaciones fisicas.

Los contenidos de este capitulo se han fundamentado en los libros [7] [9] [4] [2]

3.1. El grupo SU(2)

3.1.1. Definiciéon

El grupo unitario especial de segundo orden, SU(2), es el grupo formado por
las matrices unitarias de dimensién 2 x2 cuyo determinante es la unidad.

SUQR)={A€GL(2,C)| A-A' =1 det(A) =1}

Es un grupo de Lie real de dimensién 3, no abeliano, compacto, y simplemente
conexo. Se trata del espacio recubridor universal del grupo de rotaciones en tres
dimensiones, el grupo especial ortogonal SO(3), por lo cual ambos grupos tienen el
mismo algebra de Lie.

Las representaciones irreducibles de este grupo vienen indexadas por un
numero entero positivo m, de manera que la dimensién de las matrices sea m + 1.
Podemos distinguir entre valores de m pares e impares, definiendo el valor
j = m/2, el cual representard valores enteros de espin cuando m sea par, y
representar.a valores semienteros de espin cuando m sea impar.

Esta distincion entre valores enteros y semienteros de j es de gran importancia
en la correspondencia entre el grupo SU(2) y SO(3).

3.1.2. Algebra de Lie

Las matrices pertenecientes al grupo SU(2) son las matrices unitarias de
determinante 1 y dimensién 2x2. A partir de estas condiciones podemos expresar
las matrices del grupo en la forma

_ _ ([ rotirs rtin 2.2 022 ,
SLI(Z)-{A-(_ijLir1 To—i1’3) rgFri+rs+ry=1 rZEIR} (3.1)

2 2

Reescribiendo la componente rg como ryp = \/ 1— 12 — 3 — 13 se tiene que cada

matriz del grupo viene univocamente definida en funcién de los parametros reales

11
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(r1,72,73). Podemos definir un elemento infinitesimal cercano a la identidad en
funcién de los pardmetros ér; como

B 141idr3  Orp+1idrq '
A= (—5r2 +idr 1 ibrs ori =0 (3-2)

Las matrices del grupo, por ser matrices unitarias, son necesariamente
diagonalizables. Para matriz en SU(2) existe una base en la que puede ser

expresada como
e? 0
A= ( 0 ei@) (3.3)

Donde e son los autovalores de la matriz.

Denotaremos el dlgebra del grupo SU(2) como su(2). El dlgebra de Lie del grupo
debe cumplir

su(2) = {X € gl(2,C) | ¢X esSU?) VteR} (3.4)

A partir de las propiedades del grupo SU(2) tenemos que las matrices X deben
satisfacer las condiciones

e = ()71 det(eX) =1 (3.5)
Y puesto que el determinante de la aplicacién exponencial de una matriz tiene valor
det(e!X) = T (%) (3.6)

doénde Tr(tX) denota la traza de la matriz.

Podemos definir el dlgebra de Lie del grupo SU(2) como
su(2) = {X e€gl(2,C) | X'=-X Tr(X) =0} (3.7)

Es decir, como las matrices de dimension 2x2 antihermiticas y de traza nula.

. . ix3 Xy + ixq ‘
su(2) = {X = (—x2—|—ix1 _ixs ) x; € ]R} (3.8)

Si asociamos cada componente x; a una matriz hermitica de traza nula, se puede
definir una base del élgebra de Lie del grupo SU(2) como {ioy,i0y,i03} donde las
matrices 0; son las matrices de Pauli

a=(@0) w=(F) asG ) e

De esta manera, cada matriz del 4dlgebra de Lie puede ser expresada como

3
X =) ixo; x;€R (3.10)
k=1

12



CAPITULO 3. ESPIN NO RELATIVISTA EN TRES DIMENSIONES

Las matrices de esta base siguen las reglas de conmutacién
3
iy, ioj] = ), —2€ix0% (3.11)
k=1

Donde €;j es el simbolo de Levi-Civita.

Utilizando las matrices de Pauli, vemos que podemos expresar las matrices A €
SU(2) como A = rol + i2?21 r;0; bajo la restriccién 21.3:0 > = 1. Podemos entonces
redefinir la parametrizacion del grupo SU(2) como

A =cos(B)I +isen(B)n -7 (3.12)

donde se tiene B € [0, 7). En esta formula 7 representa un vector direccional unitario
y G es (01,09,03). Esta nueva parametrizacion serd de utilidad para establecer la
relacion entre los grupos SO(3) y SU(2).

3.1.3. Operador de Casimir

Un operador Casimir de un grupo, es aquel que conmuta con todos los demaés
elementos del grupo [5]. A partir de las relaciones de conmutacién definidas
anteriormente podemos establecer que un elemento de Casimir de este grupo es el
elemento cuadratico

C=0f+03+03 (3.13)

Asi como cualquier operador proporcional a este.

Proposicién 3.1 Sea 7t una representacion del dlgebra de Lie su(2), el operador cuadritico
Cr = 1t(01)* + 71(02)* + 71(03)*  [Cr, 72(07)] = 0 (3.14)

Es un operador de Casimir de la representacion.

La proposicién anterior es consecuencia directa de las propiedades de las
representaciones del dlgebra de un grupo (2.10)

En la mecédnica cudntica, este operador se corresponderd con el operador
cuadrético del momento angular J? y su autovalor (2j + 1) depende del valor del
numero cudntico j.

3.1.4. Representaciones irreducibles de SU(2)

Para obtener las representaciones irreducibles del algebra de lie su(2)
partiremos de las constantes de estructura definidas para los generadores del
algebra.

Se tiene que cualquier base de una representacién de su(2) formada por las
representaciones de los generadores {7t(icq), (icn), m(io3)} debe cumplir las
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mismas relaciones de conmutacién que la base del dlgebra {icy, ioy, io3}

3
[7e(iy), me(ioy)] = ) —2eqme(ioy) (3.15)
k=1

Redefinimos una nueva base de las representaciones irreducibles como

. = silnlion) +inlion)] |- = yilnlior) ~inlion)] Js = gomlios)  (3.16)

donde ]+ son los operadores escalera, los cuales también pueden verse en estudio
del oscilador arménico cudntico. Las constantes de estructura pasan a ser

U J-1=2] Us Jsl =T+ U-Js] =]~ (3.17)
Donde podemos definir un operador de Casimir de esta representacién como
P=JiJ-=h+B=]-J++l+]; (318)
Puesto que los generadores del dlgebra son antihermiticos las representaciones de
los generadores deben de cumplir la misma condicién 7t (io;)" = —7(ic;). Aplicando
estas condiciones a la nueva base de las representaciones se tienen las relaciones
fi=J-TE=Jv K= (319)

Como se ha mencionado anteriormente, cada representacion viene caracterizada por
un valor j tal que la dimensién de la representacion es igual a 2j + 1. Este valor se
denomina el peso de la representacién.

Dada una representaciéon de peso j , tenemos que el operador J; tiene 2j + 1
autovalores distintos de valores k = {j,j —1,..., —j + 1, —j}.

Utilizando las reglas de conmutacién que hemos determinado anteriormente
vamos a calcular la manera en la que acttian los operadores [, y J— al conjunto de
autovectores de 3.

Proposicién 3.2 Sea {|k)} el conjunto de autovectores normalizados del operador |3,
siendo k el autovalor de cada uno de ellos (J3k) = k|k)), los operadores ]+ |k) y J_|k) son
autovectores de J3 de autovalores k + 1y k — 1 respectivamente.

Para demostrarlo, partiendo de las reglas de conmutacion definidas
anteriormente tenemos

Us, Jellk) = (J3J0)1k) = (J+J3) k) = T+ |k) = (3.20)
B+ lk)) = (k+ 1)1 [k)
U Jsllk) = (J-J3) = (Js]-)lk) = ]-|k) = (3.21)

J3(J-1k)) = (k= 1)]- k)

A partir de estas relaciones podemos concluir que el vector ] |k) es proporcional al
vector |k + 1) y el vector J_|k) es proporcional al vector |k — 1). Esto quiere decir
que los operadores ] sube el indice k y J_ baja el indice k de los autovectores de J3.

Como tenemos que la base de vectores es finita, siendo j el valor maximo de k y
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—j el valor minimo, podemos afirmar

(=0 J|-j=0 (3.22)
Ya que no hay autovectores de J3 de autovalores (j + 1) ni (—j — 1).

Por otro lado, ya que el operador J> conmuta con J3 por ser un operador de
Casimir, tenemos que la base de autovectores de J3 es comtn a | 2 Puesto que | 2 es
un mdultiplo de la identidad, J? = ADjyq, solo tiene un tnico autovalor A de

degeneracién 2j + 1. Aplicando el operador J?> al autovector de J; de mayor
autovalor tenemos

i)y = -+ + B+ = G+ i) (3.23)

Por lo que podemos deducir que el autovalor de J? es A = j(j + 1).

Para saber la proporcionalidad entre ] |k) y |k + 1), a la que designaremos como
a;”, yentre J_|k) y |k — 1), designada como a;_, partiremos de la expresion dada para
el operador J? (3.18). Podemos concluir

J-Jclk) = (* = s — 3)|k) = (3.24)
wla = j(j+1) —k(k+1)

Por otro lado, teniendo en cuenta la expresiéon de los operadores conjugados
transpuestos |1 = J;, podemos deducir que la relacién entre los coeficientes o} y
., parak # jesde

af = (k+1]]|k) = (k+ 1|7 k) = ., (3.25)

Sustituyendo en la expresion anterior, tenemos que los coeficientes ;" y a; tienen
la forma

af =i+ —k(k+1)  a =/j(i+1) —k(k—1) (3.26)

De manera que, de forma general, podemos expresar una base de las
representaciones irreducibles del dlgebra de SU(2) de peso j en la base de
autovectores de J3 como

0 ajtl 0 .. 0 0 0
0 0 a].tz . 0 0 0
]SZ'): O O O O a+ 1 (3.27)
0 0 0 .. 0 7(])+ zxj].
0 0 0 .. 0 0 0
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0 0 0 0 0 0
oc]._ 0 0 0 0 0
; 0 a 0 0 0 0
](_])_ j—1 (328)
0 0 0 .oasy, 0 0
0 0 0 0 a7, 0
] 0 0 0
0 0 j—1 .. 0 0
B=1 . (3.29)
o 0 .. —j+1 0
0 0 .. 0 —j

Para recuperar la representacion de los generadores del algebra, bastaria con usar
las correspondencias

n(ion) =i(J4 + ) n(ion) = (J4 — J-) n(ios) = 23 (3.30)

Todas las representaciones construidas de esta manera son irreducibles. Para
demostrarlo bastaria con probar que no existen subespacios no triviales invariantes
respecto a 7t.

A partir de ahora denotaremos la representacion irreducible de peso j como 7;.
Podemos definir una nueva base de las representaciones irreducibles de peso j del
algebra de Lie como

=00+ =20 =10, (3:31)

la cual emplearemos més adelante en la construcciéon de las representaciones
irreducibles del grupo de Lorentz.

Proposicién 3.3 Todas las representaciones irreducibles de su(2) de la misma dimension
son equivalentes.

Podriamos obtener las representaciones del grupo SU(2) a partir de las
representaciones de su algebra de Lie como

I(eX) = WX X € su(2) (3.32)

3.2. El grupo SO(3)

3.2.1. Definicion

El grupo especial ortogonal SO(3) es el grupo de matrices reales ortogonales de
dimension 3 x3 y determinante unidad. Puede definirse formalmente como

SO(B3)={R e SL(3,R) | R-RT =1 det(R) =1} (3.33)

Es un grupo de Lie no abeliano compacto y doblemente conexo de dimensién 3.
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El grupo SO(3) representa el grupo de rotaciones en un espacio tridimensional
R3. Tomando las componentes espaciales como (x1, x3, x3) podemos diferenciar tres
tipos de rotaciones cada una restringida en un plano formado por dos ejes de
referencia (xq,x7), (x1,x3) y (%2, x3).

Tomando por ejemplo las rotaciones restringidas al plano (x2, x3) alrededor del
eje x1 y denotando el dngulo de rotaciéon como 6; podemos definir las rotaciones
alrededor del eje x; como

1 0 0
R1(0) = (0 cos(0) sen(@)) (3.34)
0 sen(f) cos(0)

Tomando una rotacién infinitesimal alrededor del eje x; tenemos el generador de

rotaciones infinitesimales:
0 0 1 0 0
cos(08) —sen(d0) | ~ [0 1 46 (3.35)
0

Ry (66) = (
sen(60) cos(96) -0 1

Andlogamente podemos definir los generadores de rotaciones infinitesimales
alrededor de los ejes x3, x3 como

cos(6) 0 sen(0) 1 0 —60
Ro() = ( 0 1 0 ) Ro(86) ~ (o 1 0 ) (3.36)
—sen(6) 0 cos(6) 00 0 1

OO

cos(0) —sen(6) 0

1 460 0
R3(0) = (sen(@) cos(0) O) R3(66) ~ (59 1 0) (3.37)
0 0 1 0 0 1

Con estos tres tipos de rotaciones pueden descomponerse cada elemento del grupo
SO(3) como el producto

R(61,62,63) = R3(03)R2(62)R1(61) (3.38)

O bien utilizando los dngulos de Euler («, B, v), cada rotacién puede descomponerse
como el producto de dos rotaciones alrededor del eje Z y de una rotacién alrededor

del eje X en la forma
R(a, B, 7) = Ra(@)R1(B)Rs(7) (339)

3.2.2. Algebra de Lie

El dlgebra de Lie s0(3) del grupo SO(3) puede definirse como
s0(3) = {X € gI(3,R) | ¢ €S0(3) Vtec R} (3.40)

A partir de las propiedades definidas para el grupo SO(3) podemos ver que las
matrices pertenecientes al dlgebra de Lie deben satisfacer las condiciones

det(eX) =1 X' .o X =1 (3.41)
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De manera que podemos definir que el algebra de Lie del grupo SO(3) como
s03) ={X cgl(V) | XT=—-X Tr(X) =0} (3.42)

Tenemos que una posible base del dlgebra de Lie s0(3) serian las matrices

00 0 0 01 0 -1 0
hn=(00 -1] p=|0 00| pB=[1 0 o (3.43)
01 0 ~100 0 0 0

Dadas por los generadores infinitesimales de rotaciones en el grupo SO(3). Cada
generador del algebra se relaciona con un generador de rotaciones uniparamétrico

en la forma R; = ¢,

Tenemos que los corchetes de Lie de los generadores cumplen la relaciones:
3
Ui Jil = Y il (3.44)
k=1

Es inmediato ver que las constantes de estructura de los grupos SU(2) y SO(3)
son proporcionales. Si cambidsemos la base del dlgebra de su(2) a la base {-50;}
tendriamos las mismas relaciones de conmutacion. Esto se debe a que las algebra de

Lie de ambos grupos son isomorfas, por lo que diremos tienen el mismo &dlgebra de
Lie.

3.2.3. Relacién entre el grupo SO(3) y SU(2)

Para ver que el grupo SU(2) es el doble recubridor del grupo SO(3),
demostraremos que se puede establecer un homomorfismo entre ambos grupos.
Para ello estableceremos la representacion unitaria del grupo SO(3) como matrices
de dimensién 2 x 2.

p:SO(3) = SU(2) (3.45)

Para hacer esta correspondencia, veremos que a cada matriz de rotacién alrededor
de uno de los ejes principales R;(0) se le pueden asignar dos matrices unitarias de
dimensién 2 x 2 en la forma

P(Ri(0)) = £ [I-cos(§) +ic; - sen(§)] (3.46)
Donde I, es la matriz identidad de dimensién 2 x 2 y el conjunto {I,ioy,i0,i03}
forma una base del grupo matricial SU(2).

Tenemos que las representaciones de las matrices R;(6) y R3(0) vienen dadas
por las expresiones

1Z

p(&(@))zi(e ig) pri0) =+ (220 @) )

0 e >

NI
[a)

Tomando la expresion de las rotaciones en funcién de los dngulos de Euler, tenemos

18



CAPITULO 3. ESPIN NO RELATIVISTA EN TRES DIMENSIONES

que la representacion de una matriz R € SO(3) cualquiera viene dada por

i cosé isené
(R, 8,7) = ( 0)( &) wen(h)

e—l

N|=

(3.48)

o(R(a, B,7)) = ( o

Donde los éngulos toman valores dentro de los limites « € [0,277), € [0,77), 0 <
v € [0,4m).

Una manera de ver que a cada elemento del grupo SO(3) necesariamente le
corresponden dos elementos del grupo SU(2) seria partiendo de la propiedad de
las rotaciones R(6 + 27) = R(#). Tomando p(R;(6)) = [I-cos(§) +io; - sen(§)]
como una representaciéon de R;(0), tenemos que la representacion del angulo
6 + 27 tiene la forma p(R;(6 + 2m)) = —p(R;(P)), por lo que ambas
representaciones corresponden a R;(6). Esta correspondencia dos a uno entre
elementos del grupo SU(2) y SO(3) demuestra que el grupo SU(2) es el doble
recubridor del grupo SO(3).

De manera inversa podemos ver que puede establecerse un homomorfismo ¢ :
SU(2) — SO(3) de nucleo {I, — I}, y por tanto el grupo cociente SU(2)/{=£1>} es
isomorfo al grupo SO(3).

3.2.4. Representaciones irreducibles de SO(3)

En las secciones anteriores hemos determinado las representaciones irreducibles
del grupo SU(2), y encontrado un homomorfismo p de SO(3) sobre SU(2). A partir
de ambas funciones, podemos afirmar que las representaciones del grupo SO(3)
vienen dadas por IT; = IT; o p.

Es decir, para cualquier elemento R € SO(3), una representacion irreducible de
peso j y dimensién 2j + 1 es

IT/(R) = I(o(R)) (3.49)

Sin embargo, puesto que p no es un isomorfismo, y cada representaciéon de SO(3)

en SU(2) tiene dos imdgenes posibles, la representacién H;. no estd siempre

univaluada. Denotando las dos representaciones posibles como p y p— de manera
que p— = —I - p+ podemos deducir

[L(R) = (£ - p4 (R)) = (D) - ILj(p (R)) (3.50)

Donde tenemos que solo las representaciones en las que tengamos
I1;(=L) = IIj(I) = I son verdaderas representaciones. Las representaciones
verdaderas serdn aquellas en las que j sea un ntimero entero, mientras que las de j
semientero estdn bivaluadas.
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3.3. Representaciéon matricial del espin

Habiendo definido los grupos SU(2) y SO(3) y sus respectivas algebras de Lie,
vamos a ver su relacién con el espin, y el momento angular orbital.

3.3.1. Representacion del espin no relativista

En el caso del espin, su descripciéon vendrd dada por las representaciones
irreducibles del dlgebra del grupo SU(2). Tendremos que para una particula de
espin s, los operadores de espin vienen dados por la representacion de su(2) de
peso j = s. En la base de autoestados de S; { |ms) : ms = s,5s —1,...,—s } los
operadores de espin vienen dados por

h h
szz(h‘l-]—) Sy:Z(]-i-_]—) S;="hJs (3.51)
S=S5:&+Sy9+S.2 S*=5(s+1)hss1 (3.52)

Los valores posibles de s pueden ser niimeros enteros o semienteros positivos.
En el caso de que s sea entero, se tratard de una particula bosénica, mientras que
un s semientero se corresponde a una particula fermiénica. Las diferencias entre
ambos tipos de particulas se encuentran en la estadistica de Fermi-Dirac, la cual
exige que las funciones de onda de los fermiones sean antisimétricas, mientras que
las funciones de onda de los bosones son completamente simétricas. Puesto que las
representaciones de espin entero tienen la misma forma que las representaciones del
momento angular orbital, se tiene que el espin de los bosones se comporta como un
momento angular orbital.

3.3.2. Representacion del momento angular orbital

La descripcion del momento angular orbital L, vendra dada por las
representaciones irreducibles del grupo SO(3). El significado fisico de esta
correlacién es mds intuitivo que en el caso el espin, ya que el momento angular
orbital de una particula estéd asociado a las rotaciones espaciales.

Al igual que en el caso del espin, los operadores de una particula de ntimero
cudntico orbital ! vienen dados por las representaciones irreducibles de so(3) de

peso j = I. En la base de autoestados de L, { |m;) : m; = 1,1 —1,...,—I } vienen
dados por
h h
Ly=3(Ls+ L) Ly= (L — L) L:=HhLs (3.53)
L=Lf+Lyg+ L2 L*=1(+1)Iy (3.54)

A diferencia de las representaciones del espin, para que una representacion del
grupo SO(3) sea verdadera los valores de ! deben ser enteros positivos. En
situaciones no relativistas, esta es la diferencia principal entre el momento angular
orbital y el espin.
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4. Espin relativista en tres dimensiones

Al pasar a situaciones relativistas, las representaciones irreducibles del espin
no vienen dadas por el grupo SU(2) sino por uno de los grupos que lo contiene, el
grupo SL(2,C). El grupo especial lineal SL(2,C) es el grupo de recubrimiento del
subgrupo del grupo de Lorentz SO"(1,3) que genera las representaciones
irreducibles del momento angular orbital relativista en tres dimensiones. En este
capitulo se pretenden estudiar las representaciones irreducibles de ambos grupos y
resaltar las similitudes y diferencias entre el momento angular y el espin
relativistas.

Para redactar este capitulo, se han consultado los libros [7], [4], [9] y [8].

4.1. El grupo SO*(1,3)

4.1.1. El grupo de Lorentz

Para poder estudiar el grupo de Lorentz, es necesario primero plantear las bases
de la teorfa de la relatividad especial de Einstein.

Tenemos que los primeros postulados de la relatividad especial son

» Las leyes de la fisica son las mismas en todos los marcos de referencia
inerciales.

n [a velocidad de la luz es la misma en todos los sistemas de referencia
inerciales.

La posicién de una particula viene definida por un cuadrivector contravariante x*
al que llamaremos evento. Este se expresa, utilizando el convenio de indices de
Einstein, como

= (20 xt, x%, %) = (ct,x) 4.1)

donde el indice p toma valores 0,1,2,3. Para que se cumpla el segundo principio,
tenemos que toda pareja de eventos debe cumplir

(ct)? = ()% = (ct')* = (X)? (4.2)

Definiendo el cuadrivector covariante como x, = (x%, —x!, —x?, —x3) = (ct, —x)

podemos expresar de manera mds compacta la condicién anterior como
N
xpxl = x,xt 4.3)

Definicién 4.1 El espacio de Minkowski es el espacio de curvatura nula de cuatro
dimensiones cuya métrica viene dada por la matriz diagonal

n = diag(1,-1,-1,-1) (4.4)
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4.1. EL GRUPO SO*(1,3)

El grupo de Lorentz, O(1,3), es el grupo formado por las transformaciones
lineales que preservan la métrica del espacio de Minkowski.

0(1,3) = {A € GL(4,R) | ATyA =1y}

Proposicién 4.2 EIl grupo Lorentz O(1,3) es un grupo de Lie real, no conexo, no compacto
y no abeliano de seis dimensiones.

El grupo SO™(1,3) es el subgrupo normal conexo del grupo de Lorentz que
genera el algebra de Lie del grupo. Esta formado por las transformaciones de
Lorentz propias y ortocronas. Las condiciones necesarias para que una
transformacién de Lorentz pertenezca a este grupo es que su determinante sea +1
y que no impliquen ninguna inversién temporal o espacial.

SO™(1,3) = {A € GL(4,R) | ATyA =15 det(A) =1 AJ>1}  (45)
Donde A;'- es el elemento de la fila i columna j de la matriz A.

Definiendo los operadores de paridad P e inversiéon temporal 7 como los
operadores
P =diag(1,—-1,—-1,-1) 7T =diag(—1,1,1,1) (4.6)

es posible obtener el grupo de Lorentz como el producto del grupo SO (1,3) con
el grupo discreto de las matrices de inversiéon temporal y espacial {I,P,T,PT},
donde I representa el elemento de la identidad.

Podemos ver que el grupo de Lorentz estd compuesto por cuatro componentes
conexas disjuntas entre si, cada una de las cuales se puede expresar como el
producto del grupo de transformaciones propias SO*(1,3) con una de las
componentes del subgrupo { I,P,7,PT }. Las cuatro componentes conexas de

O(1,3) pueden renombrarse como { ch, o, ot Eﬁ } y estan definidas como
. [,1: SO™(1,3): Transformaciones ortocronas propias de Lorentz detA = 1y
AJ>0
= £l =P.sOt (1,3): Transformaciones ortocronas impropias de Lorentz det A =

~1yAJ>0

n LP =T SO™(1,3): Transformaciones no ortocronas impropias de Lorentz
detA = -1y A} <0

. Ei = PT - SO*(1,3): Transformaciones no ortocronas propias de Lorentz
detA =1y AJ <0

4.1.2. Popiedades del grupo propio de Lorentz SO"(1,3)

A partir de la definicién del grupo SO™(1,3), podemos interpretar las
transformaciones propias de Lorentz como las rotaciones espacio-temporales de un
campo vectorial de dimensién R!?. De esta manera podriamos definir cada
transformacién a partir de los d&ngulos de giro que caracterizan las rotaciones en los
planos formados por los ejes de referencia. Tomando la componente espacial
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CAPITULO 4. ESPIN RELATIVISTA EN TRES DIMENSIONES

asociada al eje de referencia temporal como xo = ct, y las componentes x1, X, y x3
como las componentes espaciales pertenecientes a los ejes X, Y, y Z, puede
definirse un plano de rotacién distinto para cada pareja de ejes de coordenadas

espaciales (x1,x2) , (x1,x3), (%2,%3) , (x0,x1) , (X0, %2) ¥ (%0, X3)-

Cada transformacién de Lorentz estard univocamente caracterizada por los seis
angulos de rotacién correspondientes a cada uno de los seis planos, por lo cual se
puede afirmar que existen seis grados de libertad para cada rotacioén, y el dlgebra de
Lie del grupo tiene dimension seis.

Diferenciando entre las rotaciones puras espaciales y las rotaciones
espacio-temporales, tenemos que existen dos tipos de transformaciones del grupo
SO™(1,3).

= Rotaciones espaciales: Son las rotaciones restringidas a planos formados por
dos coordenadas espaciales. Vienen definidas por tres pardmetros libres
reales (01, 6>, 03). Designaremos como Ag;(0) a la rotacién espacial alrededor
del eje x;. Las rotaciones espaciales forman un subgrupo del grupo de Lorentz
isomorfo al grupo especial ortogonal SO(3).

= Boosts de Lorentz: Son las rotaciones espacio-temporales correspondientes a
un cambio entre sistemas de referencia inerciales. Vienen caracterizadas por
las tres componentes de la velocidad relativa entre los sistemas
v = (vx,vy, v;). Denotaremos como Ap; al boost en la direccion x;, que
conforma las rotaciones espacio temporales restringidas al plano (xo,x;)
siendo i = 1,2,3. No forman un subgrupo, ya que la multiplicacién de boosts
no lineales implica una rotacién espacial.

Se tiene que las matrices generadoras de rotaciones espaciales vienen dadas por
las expresiones

Ag(8) = ( (1) Rl(zg) ) Ara(8) = ( (1) Rz(ZQ) ) Ar3(0) = ( g) R3(29) )(47

Donde R; € SO(3) es el generador de las rotaciones tridimensionales alrededor del
eje x;.

Por otro lado, las matrices generadoras de boosts en las direcciones de los ejes
X1, X2, x3 se pueden expresan en funcién de cosenos y senos hiperbélicos como

cosh(¢) senh(¢p) 0 0 cosh(¢) 0 senh(¢) 0
| senh(¢p) cosh(¢) 0 0 _ 0 1 0 0
Api(¢) = 0 0 10 Ap(¢) = senh(¢) 0 cosh(¢p) 0
0 0 01 o 0 0o 1
cosh(¢) 0 0 senh(¢p)
Ap3(p) = 8 (1) (1) 8 *8)
senh(¢) 0 0 cosh(¢p)

donde el pardmetro ¢ se relaciona con la velocidad relativa del cambio de referencia
como ~
tanh(¢p) = p = 9 (4.9)

c
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4.1. EL GRUPO SO*(1,3)

Proposicién 4.3 Sea A un boost de Lorentz en una direccion fi, existe una base en la que
la que A tiene la forma de un boost Ags en la direccion x3. Dado el vector i1 en coordenadas
esféricas como 1 = (sen(8)cos(¢),sen(8)sen(p),cos(0)), el cambio del sistema de
referencia dado por la rotacion Ars(@)Ar2(0) alinea el eje x5 con el vector 71, de manera
que se tiene

Apa(¢) = (Ars(@)Ara(6)) - Aps(¢) - (Ars(@)Ara(6))" (4.10)

Podemos ver que las matrices de rotacién cumplen la condicién AT = A~! mientras
que los boosts puros cumplen la condicién AT = A.

4.1.3. El algebra de Lie de SO*(1,3)

Como grupo de Lie, el grupo SO (1, 3) es un grupo simple, doblemente conexo
y no compacto. El dlgebra de Lie del grupo viene definido como

s07(1,3) = {X € gl(4,R) | X €SOT(1,3) VteR} (4.11)

A partir de las matrices infinitesimales de rotaciones espaciales Ag; definimos los
generadores L;, y a partir de las matrices infinitesimales de los boosts puros Ap;
definimos los generadores K; como

000 O 0 0 0O 00 0 O
000 O 0 0 01 00 -10
b= 0001)'142 00 00| B=lo1 o o @12
001 0 0 -1 00 00 0 O
0100 0010 0001
1000 0 00O 0 00O
Ki=loooo] ®=l1000] %=loo00o0 (4.13)
0 00O 0 00O 1 000
Tenemos que las relaciones de conmutacién de esta base son
[Li, Lj] = eiply , [Ki, Kj] = =€l [Li, Kj] = €Ky (4.14)

En estas expresiones se ha utilizado el convenio de suma de Einstein en el que se
sobreentiende el sumatorio sobre k para simplificar la forma de las relaciones. Si
quisiéramos expresar los generadores anteriores de manera mds compacta, los
renombraremos como M, donde se tiene

Mij = €ijkLk MOi = Ki (415)

4.1.4. Representaciones irreducibles del grupo SO*(1,3)

En el capitulo anterior hemos construido las representaciones irreducibles del
grupo SU(2). Para determinar las representaciones de so™(1,3) veremos que
podemos utilizar los resultados obtenidos anteriormente y construirlas mediante
productos tensoriales de representaciones de su(2).
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CAPITULO 4. ESPIN RELATIVISTA EN TRES DIMENSIONES

Consideremos una representacion genérica 7 de so(1,3) de base de
representaciones {7(L;), t(K;)}, las cuales cumplen las mismas relaciones de
conmutacién que los generadores {L;, K;}.

Si elegimos una base de las representaciones de so™(1,3) como los operadores
Nl.jE con las relaciones de conmutacién siguientes

N = 2 (n(L) +in(K)) Ny = 3 (r(L) — in(K;)) (4.16)
[N, NT=euN," [N, N ]=epN, [N, N]=0 (4.17)

Donde vemos que cada conjunto de operadores {N;"} y {N.;"} sigue las reglas de
conmutacién de la base del 4lgebra su(2) {50;} y ademés conmutan entre ellos.
Esto quiere decir que el dlgebra so™(1,3) estd generado por dos subélgebras su(2) y
podemos definir sus representaciones a partir de dos representaciones 77/ y ' de
su(2) como

-/

]\Il.Jr = ]1(]) & 1(2]'/_|_1) N; = 1(2j+1) ® ]i(]) (4.18)

1

donde | Z.(j ) es la base de las representaciones irreducibles definida en el capitulo
anterior (ver 3.31). Los pesos j y j’ de las representaciones pueden tomar valores
enteros o semienteros positivos.

De esta manera podemos expresar las representaciones irreducibles matrices de
la base del algebra de Lie de so™(1,3) como

7L = N + N~ U (K;) = —i(N;F — N.7) (4.19)

1 1

donde la representacion irreducible 7707 viene caracterizada por el par de valores
jyj y tiene dimension (2j + 1)(2j" +1).

Revisitando la definicién de producto tensorial de representaciones, podemos
ver que (/) esla representacion de so™(1,3) que genera la representacion del grupo
de Lorentz IV ® I/’ donde IT/ y I son representaciones del grupo SU(2).

Si quisiéramos recuperar las representaciones 1107) del grupo SO™(1,3)
bastaria con tomar el elemento del dlgebra de Lie que lo genera y tomar la
exponencial de su representacién. Suponiendo un elemento A de SO™(1,3) tal que

A = elOiLi+¢iKi) (4.20)
tenemos que una representacion irreducible de pesos (j, /') toma la forma

H(],]’) (A) — en(f,f)(el’,Lﬁ(])iK,-) — e((Gi_iqji)N;—Jf‘(Gi"‘i‘Pi)Ni_ —

/

. ' iV s () A .
e<(9i_l¢")]i(])®1<2j’+l))e((9’+1¢1)l<2’+1)®]i ) — e(ei_i(Pi)]i(]) ® e(9i+i¢i)],-(]) (4.21)

.2 il .2 . . .
Para que la representacion I107') sea una representacién de SO (1,3) bien definida,
la suma de los indices j , j debe ser un ntimero entero.
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4.2. EL GRUPO SL(2,C)

4.1.5. Operadores de Casimir

Habiendo determinado la forma de las representaciones irreducibles del dlgebra
s07(1,3), podemos definir los operadores de Casimir de las representaciones. Estos
operadores caracterizan las representaciones a través de sus autovalores.

El grupo de Lorentz SO™ (1,3) es un grupo de Lie de rango 2, por lo que tiene
dos operadores de Casimir independientes. A partir de las relaciones de
conmutacién que hemos dado para los operadores N;" y N tenemos que los
operadores de Casimir de las representaciones de so™(1,3) son

(N*)? = (N] )2+ (N7 )2 + (N5 )? (4.22)

(N7)? = (N; )+ (N; )2+ (N5 )? (4.23)
Cuyos autovalores son j(j + 1) para (N)?y j'(j' 4+ 1) para (N*+)2. Podemos ver que
estos autovalores caracterizan por completo cada representacion i),

4.2. El grupo SL(2,C)

4.2.1. Definicion

El grupo especial lineal SL(2,C) es el grupo formado por las matrices complejas
de dimensién 2x2 y determinante 1.

SL(2,C) ={A € GL(2,C) | det(A)=1} (4.24)
Es el grupo de doble recubrimiento del grupo restringido de Lorentz SO (1, 3) por
lo que ambos grupos tienen el mismo algebra de Lie.

A partir de la definicién del grupo, podemos deducir que las matrices de este
grupo tienen la forma

AZ(Z Z) ad—cb=1 a,b,c,d e C (4.25)

Podemos expresar la matriz anterior en funcion de 6 parametros libres
reescribiendo uno de los pardmetros en funcién de los otros 3. Para determinar las
matrices infinitesimales consideremos una matriz de SL(2,C) perteneciente a un
entorno cercano a la identidad

_(1+éa 6b
A= ( se 1 +§d> da,db,éc,6d — 0 (4.26)

Calculando el determinante de la matriz y despreciando términos de segundo orden
de los diferenciales se tiene
|A| ~1+da+od (4.27)

Es decir, para pertenecer al grupo SL(2,C) se debe cumplir da = —dd.
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4.2.2. Algebra de Lie de SL(2,C)

El grupo SL(2,C) es un grupo de Lie de dimensién 6 simple, no compacto y
simplemente conexo. Se define su dlgebra de Lie sl(2, C) como

s[(2,C) = {X € gl(2,C) | X e€SL(2,C) VteR} (4.28)

Aplicando las propiedades del grupo se tiene que las matrices del 4lgebra deben
tener traza nula
sl(2,C) = {X €gl(2,C) | Tr(X) =0} (4.29)

A partir del elemento diferencial del grupo puede definirse una base del dlgebra de

Lie como
0 01 00
n=(o %) m=(50) =15
iT3:( f’i) | iT, = (8 6) T — (? 8) (4.30)

Comparando estas matrices con la base del dlgebra de Lie de SU(2) podemos
fijarnos en que se puede tomar una base de sl(2,C) como

O ~. O =

T_|_+T_:0'1 ’ i(T+—T_):0'2 , T3:(7'3
i(T++T_):i0'1 , T+ —T_=iop , iTz3 =103 (4.31)

Lo que nos indica que el dlgebra de Lie s[(2, C) es isomorfa a la complexificacién del
algebra su(2). Esto quiere decir que todo elemento X perteneciente a s[(2,C) puede
expresarse COmo

X=A+iB A,B € su(2) (4.32)

Tomando la base de generadores del dlgebra de Lie como {l1, 15,13, k1, k2, k3 } donde
los operadores [; y k; vienen dados por

! ki = 1(Ti (4.33)

= 5 2

Podemos ver que esta base tiene las mismas constantes de estructura que la base
{L;,K;} del grupo SO*(1,3)

[l,‘, l]] = eijklk , [ki, k]] = —ei]'klk , [ll’, k]] = eijkkk (4.34)

4.2.3. Relacién entre el grupo SO(1,3) y SL(2,C)

Como hemos mencionado anteriormente, el grupo SL(2,C) es el doble
recubridor del grupo SO(1,3). Esto quiere decir, que al igual que entre los grupos
SO(3) y SU(2), podemos establecer un homomorfismo ¢ que envie los elementos
de SL(2,C) a SO(1,3) con nucleo ker(¢)= +I,. Puesto que tenemos que el grupo
SU(2) esta contenido en SL(2,C) y el grupo SO(3) esta contenido en SO(1,3), el
homomorfismo ¢ debe cumplir p(SU(2)) = SO (1,3)
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4.3. REPRESENTACION DEL ESPIN RELATIVISTA

Para definir la aplicacion p que envia los elementos de SO™(1,3) a SL(2,C)
p:S07(1,3) — SL(2,C) (4.35)

Tenemos que cada generador de rotaciones espaciales se corresponde con dos
matrices de SL(2,C) como

P(ARi(0)) = £ [I - cos(§) +io; - sen(§)] (4.36)
Mientras que cada generador de boosts se corresponde con dos matrices de SL(2,C)

o(Agi(¢)) = £ [I - cosh(§) + 0; - senh(§)] (4.37)

4.2.4. Representaciones irreducibles del grupo SL(2,C)

Al igual que hemos hecho para el grupo SO™(1,3), las representaciones
irreducibles del grupo SL(2,C) vienen dadas por el producto tensorial de
representaciones del grupo SU(2). Ambos grupos tienen dlgebras de Lie isomorfas,
por lo que las representaciones de sus dlgebras se construyen de la misma manera.

Dadas dos representaciones 77/ y 7/’ del grupo SU(2), tenemos que el producto

tensorial 77/ @ 7/, donde 7 es la representacion conjugada de la representacién 7,
es una representacion del grupo SL(2,C) de dimension (2 + 1) (2] + 1).

A diferencia de las representaciones del grupo SO* (1,3), los indices j y j' de las

representaciones irreducibles 1104 de SL(2,C) pueden sumar tanto valores enteros
como semienteros.

4.3. Representacion del espin relativista

En el capitulo anterior pudimos establecer la relacién intrinseca entre el grupo
SU(2) y las representaciones del espin no relativista. En el caso del espin relativista
en tres dimensiones, vamos a ver que sus representaciones se relacionan con las
representaciones del grupo SL(2,C).

Para caracterizar las representaciones irreducibles del espin relativista
definiremos unos nuevos operadores de Casimir que relacionen los estados de la
particula con su espin. Para definir estos operadores es necesario definir primero el
cuadrimomento y el pseudovector de Pauli-Lubanski. Para simplificar las
expresiones, utilizaremos el sistema de unidades naturales, en el que se tiene ¢ = 1.

El cuadrimomento contravariante p# viene definido como el cuadrivector

= (" p'p%p’) = (Ep) (4.38)
y el cuadrimomento covariante como
pu= (P, —p',=p" —p’) = (E,—p) (439)
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Tenemos que las transformaciones de Lorentz preservan las leyes fundamentales

de la fisica, por lo que la energia de una particula es E? = p%c? + m?c* donde m
representa la masa de la particula. Por lo tanto el operador cuadratico dado por

p* = pup" = B2 —p* =m? (4.40)

es un elemento de Casimir de autovalor m?.

Habiendo definido el cuadrimomento, vamos a ver un ejemplo de ecuacion

invariante bajo transformaciones de Lorentz, la ecuacién de Dirac. La ecuacion de

Dirac es la ecuacién que describe la dindmica de las particulas de espin % en

situaciones relativistas[1]. Partiendo de la ecuacién de Schrodinger dependiente
del tiempo

Hy(x,£) = iaq)g’ t) (4.41)
puede llegarse a la ecuacién de Dirac tomando el hamiltoniano como
Hp = yo(—iy -V +m) (4.42)

donde ¥ = (71,72, 73) y las matrices 7; son las matrices de gamma, o matrices de
Dirac. Estas matrices pueden representarse en distintas formas, bajo la condicién de
que cumplan la relaciones

w=L vi=-L  yvj+vri=0 Vi#]j (4.43)
parai,j=1,2,3.

Sustituyendo el hamiltoniano que hemos definido en la ecuacién de onda de
Schrodinger y utilizando las propiedades de las matrices gamma, se llega a la
ecuacion de Dirac

0.
(z'y()§ +iy-V—m)p =0 (4.44)

Por otro lado, trabajando en el espacio de momentos podemos considerar la
transformada de Fourier de la ecuacién de onda y los autovalores del hamiltoniano
como

70(7- P+ m)(p) = Ep(p) (4.45)
de manera que tomando el cuadrado del operador del hamiltoniano y utilizando las
propiedades de las matrices gamma, se llega a

(0(F-P+m)* =0T F+m)y(7-F+m)= (4.46)
(=7 P+m)(¥-F+m)= (Y- ) +m*=|p] +m?

con lo que tenemos que las energias asociadas a las soluciones de la ecuacién de
Dirac tienen el valor que hemos definido anteriormente para la energia en
situaciones relativistas. El hamiltoniano de la ecuacién de Dirac tiene simetria
rotacional, por lo que sabemos que conmuta con los operadores del momento
angular J;. Esto implica que podemos clasificar los estados cuanticos del sistema en
el espacio de Hilbert indexdndolos con los niimeros cuanticos n y I.

Por otra parte, el pseudovector de Pauli-Lubanski viene definido a partir de los
generadores del algebra de Lie de SO (1,3) y de las componentes del
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cuadrimomento como 1
Wy — EGI/IV‘D(TMVPPU (4.47)

donde €, representa el simbolo de levi civita en cuatro dimensiones. Puesto que
este es antisimétrico, podemos establecer que el cuadrimomento y el pseudovector
de Pauli-Lubanski cumplen la condicién

W,p* =0 (4.48)

De manera que podemos definir un segundo operador de Casimir independiente
del anterior dado por

W2 = W, W* (4.49)

A partir del valor del primer elemento de Casimir, podremos diferenciar entre
tres tipos de particulas.

4.3.1. Particulas masivas

Se trata de particulas para las cuales se tenga m # 0y p> > 0. Puesto que son
particulas con masa, podemos considerar el sistema de referencia de la particula
en reposo p* = (m,0,0,0), teniendo en cuenta que cualquier transformacién de
Lorentz del cuadrimomento debe preserva la relaciéon

pup" = pup't = m? (4.50)

Utilizando la ecuacion 4.47 tenemos que los operadores W), tendrén la forma
m
W() =0 ’ Wi = Eei]-ijk (451)

Y sus corchetes de Lie seran
[Wi, W]] = —imeijka (4.52)

A partir de las relaciones de conmutacién, podemos ver que estos operadores estan
relacionados con los operadores de espin en la forma

1. .

Si = EWZ (4.53)
de manera que el operador de Casimir W, W¥ tendrd un autovalor igual a m?s(s +1).
Esto implica que el nimero cuantico del espin es una propiedad intrinseca de las
particulas, y permanecerd constante independientemente del sistema de referencia
en el que se encuentre.

4.3.2. Particulas sin masa

Para particulas sin masa, podemos considerar un cuadrimomento cualquiera
tal que el invariante p? sea nulo. Por simplicidad de los calculos elegiremos p* =
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(w,0,0,w) donde w representa un nimero real no nulo cualquiera. Puesto que se
trata de una particula sin masa, no podemos llevarla a un sistema de referencia en
la que se encuentre en reposo. Tenemos que los operadores de Pauli Lubanski serdn

W = wLs (4.54)
Wy = w(Ka + Ly) (4.55)
Wy = w(—K1 + Lz) (4.56)
W3 = —CL)L3 (457)

En el caso de las particulas sin masas, como no se puede considerar el sistema de
referencia de reposo de la particula, no se pueden definir el operador de espin como
una cantidad vectorial. En su lugar, consideraremos una nueva propiedad de las
particulas denominada helicidad.

Podemos definir el operador de la helicidad /» como la proyeccién del operador
del espin en la direccién del momento lineal 7
_S-p

7l
de manera que la helicidad representa los autovalores de este operadores. Los

estados de helicidad bien definida, se representaran como |p, A), de manera que se
tenga

h

(4.58)

hlp,A) = Alp, A) (4.59)
Puesto que el operador de la helicidad es una proyeccién del operador de espin,
sus autovalores tomardn valores A = s,5s —1,..., —s + 1, —s, lo que nos permite

determinar el valor del espin de una particula a partir de la helicidad. En el caso de
las particulas sin masa, los tnicos estados de helicidad aceptables son los estados
A = s, ya que el espin de una particula moviéndose a la velocidad de la luz debe
estar siempre orientado paralelo o antiparalelo a la direccién del momento lineal.

Para particulas sin masa, existen dos tipos de representaciones irreducibles en
funcién del valor del Casimir W?. Cuando este toma un valor no nulo, implicaria
que la particula tiene infinitos estado de helicidad, es decir, que se tratard de
representaciones de espin continuo, las cuales tienen infinitas dimensiones. Estas
representaciones se corresponderian con las representaciones inducidas por grupo
Euclideo en dos dimensiones E(2), el cual estd formado por las traslaciones
espaciales y rotaciones en un espacio bidimensional. Cuando el Casimir es nulo, se
trataria de las representaciones de la helicidad, las cuales vienen caracterizadas por
la helicidad A. Algunas de particulas que se representan mediante estados de
helicidad son los fermiones de Weyl, que toman valores de helicidad de A = £3 o
los fotones de helicidad A = =£1. Se corresponderian exclusivamente con las
representaciones inducidas por el grupo SO(2), el cual estd contenido en el grupo
E(2).

El grupo euclideo E(2) es el grupo de rotaciones y traslaciones en dos
dimensiones por lo que los generadores de su dlgebra de Lie son

0 -1 0 0 01 00O
J=1(1 0 O Pp={0 00 P=10 01 (4.60)
0 0 O 0 00 000



4.3. REPRESENTACION DEL ESPIN RELATIVISTA

Con las reglas de conmutacién
[P, P,] =0 [J, Pi] = €i;P; (4.61)
El operador de Casimir del grupo es
P? = P} + P} = p? (4.62)

Las representaciones irreducibles del grupo E(2) actuando sobre los estados |p, m)
tienen la forma !

(p,m'|]|p, m) = mo}" (4.63)

P ip
(po|Prlp,m) = Lon Lo (.64)
(p, o |Palp,m) = =Ean s — B oty (4.65)

4.3.3. Particulas superluminicas

Los taquiones o particulas superluminicas son particulas hipotéticas que se
desplacen a velocidades superiores a la velocidad de la luz. Serian particulas cuyo
Casimir p?> tome valores negativos, lo que implicarfa un valor de la masa
imaginario.

Podriamos considerar cuadrimomentos para estas particulas p* = (0,0,0,u) o
bien en el sistema de referencia de reposo de la particula p* = (im,0,0,0). Para el
primer caso, se tiene que los operadores de Pauli-Lubanski son

WO = }ng (466)
Wi = uks (4.67)
W, = —uK; (4.68)
Ws =0 (4.69)

Estas representaciones no se corresponden con ninguna particula observada
experimentalmente.

4.3.4. Representacion del vacio

Se trata del caso trivial en el que el cuadrimomento sea p# = 0y por tanto, los
pseudovectores de Pauli-Lubanski son todos nulos. Se corresponde de la ausencia
de particulas, también conocido como estado de vacio.

4.3.5. Ejemplos de representaciones de espin

Vamos a ver algunos ejemplos de representaciones de estados de espin y
algunas de las particulas fisicas que pueden representar.

!Las representaciones irreducibles del grupo E(2) se han tomado del capitulo 9 del libro [7]
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Espinores de Weyl

Son representaciones del grupo SL(2,C) de particulas sin masa y espin %

Etiquetando las representaciones irreducibles como (j,j'), se tiene que la
representaciéon (3,0) actda sobre los espinores de Weyl levogiros (left-handed)

donde los elementos vienen designados como ¥ y la representacién (0, %) sobre
los espinores de Weyl dextrégiro (right-handed) donde los elementos vienen
designados como .

Los espinores de Weyl se utilizan para describir particulas de masa nula y espin
% como pueden ser los neutrinos. El espinor levégiro representa estados de helicidad
- %, mientras que el espinor dextrégiro representa estados de helicidad %

La ecuacion de onda relativista asociada a un fermién de Weyl viene dada por
la ecuacion de Weyl, la cual toma la forma

P} d
(205 m=o  (Geov)u-o  wm

siendo ¢ el vector de Pauli ¢ = (04, 03, 03).

Espinores de Dirac

Se trata de la representacién reducible (3,0) @ (0, 1) de SL(2,C) que acttia sobre

los espinores de Dirac. Se utilizan para describir particulas de espin 3 y masa no
nula, como pueden ser los electrones.

Los espinores de Dirac ¥ son biespinores de cuatro componentes formados por
un espinor de Weyl levégiro, y un espinor de Weyl dextrégiro. En la representacion

de Weyl, vienen dados por
¥ — ("”L) 4.71)

YR

La ecuacién de onda relativista asociada un fermién de Dirac viene dada por la
ecuacion de Dirac que hemos visto anteriormente (ver 4.44). En la representacion de
Weyl vamos a definir las matrices y como

@) (59 e

para j = 1,2,3. Estas matrices permiten escribir las representaciones de los
generadores del dlgebra de Lie de SL(2,C) como

1 1
m(l;) = €KY Tk m(l;) = 5707i (4.73)

Para recuperar los espinores de Weyl que componen el espinor de Dirac, podemos
definir una quinta matriz gamma como

Y5 = iY0Y17273 (4.74)
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4.3. REPRESENTACION DEL ESPIN RELATIVISTA

La cual permite proyectar los espinores de Dirac en espinores de Weyl aplicando

1-— 1
Vog — Y5y — g 4.75)
2 2
Definiendo en operador de Dirac como
a ud
dJ :’ma-l-’y-v (4.76)

Puede reescribirse la ecuacién de Dirac como

(id —m)p =0 (4.77)

4.3.6. Representacién del momento angular relativista

Habiendo descrito las caracteristicas de las representaciones del momento
angular y el espin relativistas podemos ver que las diferencias entres ambos se
acenttian respecto de su comportamiento en situaciones no relativistas.

Tenemos que el momento angular orbital, al ser una funcién que representa
solamente el movimiento espacial de la particula, sus autoestados no dependeran de
la masa o velocidad de la particula, mientras que las propiedades de los estados de
espin dependen explicitamente de su masa. Para particulas masivas, los estados de
espin solo estdn bien definidos en el sistema de referencia de la particula en reposo
y llegan a mezclarse bajo la accién de boosts de Lorentz, mientras que los estados
que describen el momento angular, los esféricos harmonicos, no llegan a mezclarse.
Para particulas sin masa, el momento angular orbital se sigue caracterizando por
el nimero cudntico /, mientras que el espin deja de ser un buen ntimero cudntico,
pasando a usarse la helicidad.

Ademas, como hemos mencionado anteriormente, las diferencias entre el
momento angular orbital y el espin no son iguales para fermiones y bosones. En el
caso de los bosones, al tener un espin entero pueden ser descritos por
representaciones simétricas. Esto implica que puede haber mds de un bosén en el
mismo estado cudntico, y que su funcién de onda es simétrica bajo intercambio de
particulas. Sin embargo, las representaciones de espin semientero son siempre
antisimétricas. Esto implica que, por el principio de exclusién de Pauli, no pueden
existir dos fermiones en el mismo estado cuanticoextens y su funcién de onda es
antisimétrica bajo intercambio de particulas. El comportamiento de los bosones se
rige por la estadistica de Bose-Einstein, mientras que el comportamiento de los
fermiones viene determinado por la estadistica de Fermi-Dirac.

Como ya hemos visto, las representaciones del momento angular orbital son
simétricas bajo rotaciones, por lo que podria decirse que el espin de sistemas
bosonicos se asemeja mas al momento angular orbital que el espin de sistemas
fermionicos.

34



5. Espin relativista en una dimensidn

Tras haber definido las propiedades del espin y el momento angular orbital en
situaciones relativistas en el capitulo anterior, vamos a estudiar el resultado de
restringir el movimiento la particula a una tnica dimensién. Para estudiar las
caracteristicas del espin relativista en una dimensién, pasaremos de utilizar las
representaciones irreducibles del grupo SO*(1,3) a las representaciones
irreducibles del grupo SO™(1,1). Para encontrar las representaciones irreducibles
del grupo SO(2) se partird de las representaciones irreducibles del grupo SO(2).

Para desarrollar esta seccién se han utilizado los resultados de los apartados
anteriores, y se ha consultado los libros [7] y [13].

5.1. El grupo SO(2)

El grupo SO(2) es el grupo formado por las matrices reales ortogonales de
dimensién 2 x 2 de determinante unidad.

SO(2) = {R e SL(2,R) | RT =R det(R) = 1}] (5.1)

Representa el grupo de rotaciones en un espacio bidimensional. Se trata de un grupo
de Lie uniparamétrico, compacto y conexo.

Podemos representar cualquier matriz del grupo SO(2) en funcién de un tinico
parametro 0 en la forma

_ (cos(0) —sen(0)
R(6) = <sen(9) cos(0) ) (5-2)

Puesto que el grupo es abeliano, podemos ver que la multiplicacién de rotaciones
cumple R(61) - R(62) = R(61 + 602).

Tomando un elemento infinitesimal del grupo cercano a la identidad

R(80) ~ I, + ( 5 _(fe) (5.3)

De manera que el 4dlgebra de Lie del grupo viene dada por el generador

0 -1
= (1 . ) (5.4)
Puesto que el grupo SO(2) es un grupo abeliano uniparamétrico, veremos que sus
representaciones irreducibles no triviales son relativamente sencillas.
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5.2. EL GRUPO S0O(1,1)

5.1.1. Representaciones irreducibles de SO(2)

Puesto que el grupo SO(2) es abeliano, sabemos que todas sus
representaciones irreducibles son necesariamente unidimensionales. Nombrando
las representaciones irreducibles de una rotacion como U(6), podemos imponer la
condicién U (0 + 27r) = U(P). Ademads, el elemento asignado a 6 = 0 debe cumplir
u() =1.

Esto implica que las representaciones deben ser periddicas, con la forma
IT,(R(6)) = e (5.5)

donde el nimero n que indexa las representaciones es la representacion irreducible
del generador |
n(]) = n (5.6)

Podemos relacionar los grupos SO(2) y SO(1,1) considerando el grupo que
preserva la métrica de la identidad I»

R(O)TLR(A) = I, (5.7)

5.2. El grupo SO(1,1)

El grupo SO(1,1) es el grupo formado por las matrices de dimensién 2x2 que

preservan la métrica
1 0
8= <0 _1) (5.8)

Se trata de un grupo de Lie uniparamétrico, no compacto y no conexo formado
por los boost en una misma direccioén. Su doble recubridor es el grupo GL(1,R) =

R\ {0}.

Podemos definir formalmente el grupo como
SO(1,1) = {M € GL(2,R) | MI'gM =g det(M) =1} (5.9)

A partir de la definicién dada, y teniendo en cuenta las propiedades de la métrica
¢, tenemos que las matrices M deben cumplir la condicion M~! = ¢MTg. Es
inmediato ver que las matrices que cumplen esta condicién y tienen determinante
unidad pueden tener dos formas distintas

cosh(6) senh(0 —cosh(0) senh(0
M (9) = (senhEG)) costhS) M_(9) = (senh(é)) —cos}g((g)) (5.10)

El grupo SO™(1,1) sera el comprendido por las matrices M (6), las cuales tienen

autovalores e y e=?.

Podemos relacionar las matrices del rgupo SO"(1,1) con boosts de Lorentz
utilizando la correspondencia
|

=

tanh(6) = (5.11)

o

36



CAPITULO 5. ESPIN RELATIVISTA EN UNA DIMENSION

Podemos ver que al multiplicar las matrices expresadas en funciones hiperbélicas,
la matriz resultante es

My (6) - My (@) = My (6 + ¢) (5.12)

sin embargo al expresarlas en funcién de las velocidades v y w, tenemos que la
composicion de boosts resulta en un boost de velocidad

|H| v+ cw

— 5.13
2 + vw (5-13)

5.2.1. El algebra de Lie de SO™(1,1)

Puesto que se trata de un grupo uniparamétrico, es evidente que su élgebra de
Lie tiene un tnico generador. El dlgebra de Lie so(1,1) puede expresarse como

s0(1,1) = {X €s0(1,1) | X €SO"(1,1) VtcR (5.14)

Tomando un elemento de SO (1,1) infinitesimal en un entorno cercano a al
identidad tenemos

M(68) ~ I + ( 509 ‘509> (5.15)

Es decir que el generador del dlgebra de Lie es la matriz

K= ((1) é) (5.16)

de manera que cualquier elemento del dlgebra de Lie es directamente proporcional
a esta matriz. El operador de Casimir del grupo serd C = K.

Veremos que al igual que para el espin relativista en tres dimensiones, se pueden
diferenciar distintos tipos de representaciones irreducibles unitarias no triviales.

5.2.2. Representaciones de serie principal

Las representaciones de series principales son representaciones irreducibles de
dimensioén infinita caracterizada por un pardmetro continuo v € IR. en especifico,
las representaciones de series principales del grupo SO(1,1) se construyen como
representaciones unitarias en la recta de los ntimeros reales.

Denotando la representacion del dlgebra de Lie so(1,1) indexada por v como 7y,
tenemos que esta acttia sobre funciones genéricas f(x) como

o (K)f(x) = v- f(e°x) (5.17)

de manera que las representaciones IT, de las matrices del grupo SO (1,1) se
expresarian como la exponencial

IT,(M+(6)) = e” (5.18)
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DIMENSION

Y el operador de Casimir descrito anteriormente tendria el valor C = v2.

Estas representaciones se corresponderian con las representaciones de espin
continuo o infinito, las cuales como se vio anteriormente corresponden a particulas
sin masa.

5.2.3. Representaciones de serie discreta

Al contrario que las representaciones de series principales, las representaciones
de series discretas vienen caracterizadas por un conjunto discreto de pardmetros. En
el caso del grupo SO(1,1), se tiene que el pardmetro n toma valores enteros. Las
representaciones de serie discreta se construyen considerando como actta el grupo
SO™(1,1) en espacios vectoriales finitos .

La expresién matricial para una representacion de serie discreta es

h(n) senh(nd
Dy = (Somning) sonming)) (519)

donde el operador de Casimir toma el valor 12

Estas representaciones pueden relacionarse con las representaciones de espin
de particulas masivas en una dimension, siendo que las representaciones de valores
de n enteros se relacionan con la representacion escalar de particulas de espin 0,
o campos escalares mientras que las representaciones de n semientero se pueden
relacionar con fermiones, o campos fermiénicos de espin n.

5.2.4. Representaciones de serie complementaria

Las representaciones complementarias son representaciones unitarias
caracterizadas por un pardmetro continuo A en el intervalo (0,1). Estas
representaciones abarcan las representaciones irreducibles de SO(1,1) que no
cubren las series principal y discreta.

Representan un espectro continuo de estados no asociados ni a particulas sin
masa, ni masivas. El operador de Casimir tiene el autovalor A?

5.3. Representacion del espin relativista restringido a
una dimensién

En los capitulos anteriores, hemos podido ver que las representaciones del
espin son similares a las representaciones del momento angular. Para espacios
tridimensionales, tanto en situaciones relativistas como no relativista, los grupos a
partir de los cuales se representan tienen algebras de Lie isomorfas. Sin embargo, al
estudiar el caso de particulas relativistas restringidas a una dimensién hemos
podido comprobar que el espin sigue existiendo, mientras que el momento angular

38
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orbital, puesto que describe rotaciones espaciales, necesita de al menos dos
dimensiones espaciales para poder definir un plano de rotacién.

Esta diferencia fundamental radica en la naturaleza de ambas propiedades. El
momento angular es una propiedad asociada al movimiento y rotaciéon de una
particula, la cual depende su posiciéon y momento. El espin es una propiedad
intrinseca de las particulas, y no proviene ni depende del movimiento de la
particula en el espacio, por lo que puede existir en espacios unidimensionales.

Otra caracteristica del espin que lo diferencia del momento angular orbital es su
interaccién con el campo eléctrico. Calculando el tensor electromagnético F#¥ para
el espacio de dimension 1+1 tenemos el tensor antisimétrico

P — (2 _oE> (5.20)

donde podemos ver que solo acttia el campo eléctrico. Esto se debe a que, al igual
que el momento angular, el campo magnético necesita de al menos un plano de
rotacion para poder definirse. No obstante, en situaciones relativistas el
acoplamiento de los campos espinoriales al campo electromagnético! implica una
importante interaccion entre el campo eléctrico y el espin.

A partir de las diferencias observadas entre el momento angular y el espin en
situaciones relativistas y no relativistas puede concluirse que, si bien el espin es
una propiedad de caracteristicas similares a las de un momento angular intrinseco
de la particula, se trata de un fenémeno existente tinicamente en el contexto de la
mecénica cudntica que no depende ni de la posicién, ni del movimiento de la
particula.

Para ver en mayor detalle la interaccién entre el campo eléctrico y el campo de Dirac se puede
ver en el capitulo 4 del libro [12]
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6. Conclusiones

El objetivo de este trabajo de fin de grado ha sido estudiar el significado del
espin desde una perspectiva grupo tedrica, demostrando e ilustrando las
caracteristicas que lo diferencian del momento angular cuadntico. Tras el estudio del
momento angular, el espin y de los grupos de Lie que los representan llevado a
cabo, se ha llegado a las siguientes conclusiones.

Los espines enteros y semienteros se comportan de maneras distintas. El
comportamiento de las particulas de espin entero (bosones) lo define la estadistica
de Bose-Einstein, segtin la cual su funcién de onda es simétrica bajo rotaciones. El
espin entero, se comporta esencialmente como el momento angular orbital, el cual
también toma valores enteros y es simétrico bajo rotaciones. Ambos tienen también
las mismas representaciones irreducibles. Por otro lado el comportamiento de las
particulas de espin semientero (fermiones) lo define la estadistica de Fermi-Dirac,
segun la cual su funcién de onda es antisimétrica. Sus representaciones irreducibles
no se corresponden con la representaciéon de ningtin momento angular orbital, ya
que estos ultimos vienen indexados tinicamente por nliimeros enteros

En el contexto relativista, para las particulas de masa nula se redefine el
concepto de espin. Puede diferenciarse entre dos tipos de particulas, las particulas
de espin continuo y las particulas de espin discreto, como los fotones. Para las
particulas de espin discreto, en vez del operador de espin, el cual no estd bien
definido, se utiliza su proyeccion en la direcciéon del cuadrimomento, la helicidad.
La diferencia principal entre el operador de espin y el operador de la helicidad, es
que este dltimo solo toma dos autovalores posibles, A = =5, mientras que el
operador de espin no relativista tiene (2s + 1) degeneraciones. El autovalor A se
denomina la polarizacién de la particula. Por otro lado, el momento angular orbital
se sigue definiendo de la misma manera que en el contexto no relativista.

En el caso de las particulas masivas relativistas, los estados de espin solo estan
bien definidos en el sistema de referencia de la particula en reposo. Bajo la acciéon
de boosts de Lorentz, los estados de espin se mezclan, lo cual no ocurre con los
autoestados del momento angular orbital.

El espin en una caracteristica intrinseca de las particulas. Al contrario que el
momento angular orbital, el espin no estd asociado a un movimiento espacial real,
y por tanto es independiente de la posicién o movimiento de la particula. Esto
permite que el espin pueda ser no nulo en particulas cuyo movimiento se vea
restringido, como podria ser una particula en un espacio unidimensional, sin
capacidad de rotar. Ademds, para particulas relativistas en un espacio
unidimensional el tensor electromagnético solo tiene componentes de campo
eléctrico, lo que implica la posibilidad de el campo eléctrico se acople a los campos
espinoriales. Sin embargo, el momento angular orbital solo estard relacionado con
las componentes de campo magnético, las cuales son rotacionales.

Las conclusiones a las que se ha llegado en este trabajo de fin de grado
demuestran que el espin debe considerarse como una magnitud cudntica
independiente del momento angular. Se trata de wuna propiedad fisica
esencialmente diferente, sin andlogo en la mecénica clésica.
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