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Resumen

Se analizan dos teorias en 141 dimensiones para introducir el concepto de de-
fecto topolégico: el modelo A¢* y el modelo de Sine-Gordon. En teorfas de 1+1
dimensiones, estos defectos topoldgicos se conocen bajo el nombre de kinks. Se
examinara su importancia y su establidad, introduciendo las fluctuaciones cuanti-
cas en torno a los vacios cldsicos. También se calculara su energia sustituyendo los
campos por osciladores armonicos desacoplados y mediante el uso de funciones
zeta espectrales.

Ademsds, como consecuencia del Teorema de Derrick, se utilizan teorias gauge
para calcular estos defectos topolégicos en més dimensiones. En 241 dimensiones
se les conoce con el nombre de vértices y se comprobard que estos no tienen so-
lucién analitica. En 341 dimensiones es el monopolo magnético. De este ultimo,
se discutirdn los motivos que impulsan la esperanza de poder observar monopolos
magnéticos en la naturaleza y los experimentos llevados a cabo hoy en dia.

Abstract

Two theories in 1+1 dimensions are analyzed to introduce the concept of topo-
logical defect: the A¢* model and the Sine-Gordon model. In 141 dimensional
theories, these topological defects are known as kinks. Their importance and sta-
bility will be examined by introducing quantum fluctuations around the classical
vacua. Their energy will also be calculated by replacing the fields with decoupled
harmonic oscillators and by using spectral zeta functions.

Furthermore, as a consequence of Derrick’s Theorem, gauge theories are used to
calculate these topological defects in higher dimensions. In 2+1 dimensions, they
are known as vortices, and it will be shown that they have no analytical solution.
In 341 dimensions, the topological defect is the magnetic monopole. For the lat-
ter, the reasons that support the hope of observing magnetic monopoles in nature
and the experiments carried out today will be discussed.
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Introduccion.

En su aspecto méas fundamental para la fisica, la teoria clasica de campos describe las interaccio-
nes fundamentales de la naturaleza. Hasta bien entrado el siglo XX, las dos teorias fundamentales
eran la electrodindmica clasica y la gravedad (newtoniana y, posteriormente, einsteniana).

Tras el establecimiento de la teoria cudntica, los trabajos seminales de Schwinger ([24]), Tomonaga
([28]) y Feynman ([11]) permitieron construir una teoria cudntica del campo electromagnético y su
interaccién con los electrones relativistas (descritos a través de la teoria de Dirac (ver [7])). Estos
enormes progresos conllevaron la necesidad de la reinterpretacion de las interacciones fundamen-
tales a distancia: la interaccién electromagnética entre dos particulas cargadas ocurre mediante un
intercambio de fotones entre ambas. Asi, el fotén, entendido como el cuanto fundamental del campo
electromagnético cuantico, juega el rol de mediador de las interacciones electromanéticas.
Posteriormente, tras el descubrimiento de las otras interacciones fundamentales (débil y fuerte),
pudo comprobarse que todas podian, en analogia a la electrodinamica cuantica, describirse median-
te teorias de gauge con sus respectivas particulas mediadoras (bosones W y Z para la interaccién
débil y gluones para la fuerte).

Los solitones son soluciones propagantes de ecuaciones de onda no lineales atenuadas. Se en-
cuentran en teorias como el modelo de Korteweg de Vries o los modelos clasicos en 141 dimensiones
espacio-temporales expuestos en esta memoria, que son el modelo A\¢* y el modelo Sine-Gordon
(ver [8]). Estas dos ultimas teorias tienen mayor importancia puesto que los solitones son defectos
topolégicos llamados kinks, al igual que en modelos de 2+1 dimensiones donde aparece el vortice
o en modelos de 341 dimensiones, el monopolo magnético.

Un defecto topoldgico es una configuracion del campo que no puede decaer sin romper alguna
simetria o aportarle al sistema una energia infinita, que es lo que se conoce como la ruptura es-
pontanea de simetria, también expuesta a lo largo de la memoria.

A pesar de ser los kinks, los vértices y los monopolos todos defectos topoldgicos, no es vali-
do el mismo desarrollo para los 3 casos puesto que, al tratar teorias de mas de 1+1 dimensiones
espacio-temporales es necesario introducir teorias gauge, como consecuencia del Teorema de Derrick.

Un campo cuantico surge de la cuantizacion de los campos clasicos a través de la cuantizacion
candnica. Esto consiste en sustituir los campos por una colectividad gran canoénica de oscilado-
res armonicos desacoplados, cada uno de los cuales representa una colectividad de particulas con
mismo momento y energia. La cuantizaciéon candnica implica promocionar las magnitudes clasicas
a operadores en el espacio de Hilbert que, ademas, deben satisfacer las respectivas relaciones de
conmutacién establecidas en la mecéanica cudntica.

La cuantizacion de un campo clasico conduce a la aparicién de particulas asociadas a dicho campo,
como por ejemplo el fotén en el campo electromagnético o el electrén en el campo de Dirac.

Se encuentran campos cudnticos acoplados a campos clasicos en todas las ramas de la fisica:



fisica nuclear, fisica de particulas, fisica de la materia condensada, electrodindmica, gravedad... y
también en el estudio de las pequenas fluctuaciones alrededor de vacios clasicos, lo que da infor-
macién de si un vacio es estable o no (pudiendo en este caso producir una generacién de pares
particula-antiparticula en cascada que da lugar al efecto Schwinger (véase [25])) y de si pueden
aparecer fuerzas, como es el caso del efecto Casimir ([4]), en el que, dadas dos placas dieléctricas
y debido a las fluctuaciones cuanticas del vacio del campo electromagnético, aparece una fuerza
atractiva entre ambas placas. Debido a esto, la teoria cuantica de campos resulta fundamental ya
no solo en fisica tedrica, si no en el resto de areas.

Finalmente, cabe destacar el estudio del monopolo magnético. Es importante porque no se han
observado monopolos en la naturaleza pero hay evidencias tedricas de que existen como la cuan-
tizacién de la carga eléctrica (como concluyé Dirac en 1931, ver [20]) o los monopolos de 't Hooft
([14]) y Polyakov ([22]), aunque sean inestables bajo ciertas condiciones de momento angular desde
un punto de vista clasico. Ademads, la condicién de cuantizacion de Dirac surge de acoplar el campo
cuantico asociado a una particula como el electrén al campo clasico generado por un hipotético
monopolo magnético.

El trabajo esta estructurado en 3 capitulos bien diferenciados. En el primer capitulo, se estu-
diaran las teorias de campos en dimensién 141, en cuyos casos pueden tenerse soluciones clasicas
topoldgicas sin necesidad de introducir un campo gauge. Seguidamente, el capitulo 2 esta dedicado
al estudio de la teoria mas relevante con soluciones topoldgicas en dimensién 2+1: el modelo de
Higgs abeliano, y los vértices de Abrikosov-Nielsen-Olesen. Finalmente el capitulo 3 estd dedicado
al estudio clasico de la solucién de monopolo descubierta por 't Hooft y Polyakov.

A lo largo de toda la memoria, se tomard un sistema de unidades en el cual c =1y h # 1 con
el objetivo de estudiar las correcciones cuanticas al orden de un lazo de magnitudes clasicas. Con
esta eleccién de sistema de unidades se tiene L = T # M por lo que tdnicamente habra unidades
de longitud (o tiempo) y masa. De igual forma, a lo largo de todo este trabajo se tomara para el
espacio-tiempo el tensor métrico de Minkowski 7, = diag(+, —, ..., —), como es usual en el ambito
de la teoria cuantica de campos.



Capitulo 1

Teorias en una dimension.

1.1. Teorias clasicas.

1.1.1. Modelo \¢*.

En teorfa de campos escalares reales, la densidad lagrangiana del modelo A\¢* es la siguiente:

A

L) = (@) — S0 — o) (1.11)

donde A > 0 y v € R. El término de masa del campo en términos de las constantes es —%/\?}2.

Anilisis dimensional. Las dimensiones de la accién son [E]T que, en caso de tomar ¢ = 1y
h # 1, estas quedan como MT. Al tener el espacio-tiempo de dimensién 1+1, las dimensiones de
la densidad lagrangiana son: [£] = M L1,

Partiendo de esto, es sencillo deducir las dimensiones de los elementos que componen L:

» Dimensiones de los campos. De la parte cinética de la densidad lagrangiana, se deduce
que: [0py]* = [Y]*L7? = [L] = ML~
De este razonamiento se sigue que: [¢)] = M 3L,

» Dimensiones de v. Sin méas que observar la densidad lagr?imgliana, se comprueba que las
dimenciones de v son las mismas que las de ¥: [v] = [¢)] = M2 L2

= Dimensiones de ). Basta con darse cuenta de que [£] = [A][¢)]*. Por tanto, las dimensiones

de A son: [\] = M~1L73

En virtud de lo anterior, es facil ver que:
M = [v3A?]
L =[vrz]?

y, por tanto, las combinaciones entre corchetes anteriores definen una escala de energia y longitud
tipicas asociadas a la teoria de campos.

Para poder realizar desarrollos perturbativos, es necesario escribir la densidad lagrangiana en
términos de cantidades sin dimensiones. Para ello, se expresan las variables con dimensiones en
otras sin dimensiones,



Yyt = 2()\%1))*130“
Y =g
derivando, se obtiene que:
dyt = Q(A%v)_ldx“

9 _ A2y

8yu 2 8$H

Introduciendo estos cambios, se llega a la expresién de la densidad lagrangiana en términos sin
dimensiones: .
vEA |1 1
L(¢) = —~ | 5(0u0)* — 5(¢* — 1)? (1.1.2)
4 |2 2
En esta lagrangiana, la constante de acoplamiento sin dimensiones es 1. Ahora, la expresién de la
accién y de la energia cambiaran, escribiéndose como la integral de la densidad lagrangiana descrita
en la Ecuacién 1.1.2 sobre las variables espacio-temporales sin dimensiones:

1 1
S = v2/d2x {Q(BMqﬁ)Q — 5(¢>2 - 1)2] (1.1.3)
De igual forma, para el funcional de la energia:
vIN/2 1 1 1
B= 50 [ae| 5007+ J002 + 567 17 (114

siendo la parte entre corchetes la densidad de energia £.

Ecuaciones de campo. La densidad lagrangiana adimensional (omitiendo constantes) es la si-

guiente:
1

£(6) = (0 — 5(6 17 (1.15)

Partiendo de la accion, se comprueba fiacilmente que la energia del campo viene dada por la expre-
sién:

E = ;/dx [(0:9)? + (09)* + (¢* — 1)?] = /de (1.1.6)

siendo £ la densidad de energia y 0 la derivada sobre la componente espacial x. Se observa que el
primer término es el correspondiente a la energia cinética y el resto a la energia potencial:

T = ;/dm (016)? (1.1.7)

V= ;/ [(06)2 + (¢° — 1)?] (1.1.8)

La ecuaciéon de campo correspondiente a la densidad lagrangiana descrita en la Ecuacién 1.1.5
se obtienen sin mas que aplicar Euler-Lagrange:

00" + 20(¢* — 1) =0 (1.1.9)
En el caso de 141 dimensiones, resulta:

Ofp — 0% +2¢(¢* — 1) =0



Soluciones estaticas. Para el caso estatico 0;¢ = 0, por lo que la ecuacién del campo es:
¢+ 20(* —1) =0 (1.1.10)

La solucién de esta ecuacién diferencial es la funcién eliptica de Jacobi sn(x) dependiente de cons-
tantes de integracién. Esta funcion es oscilatoria, pero para el caso estatico eso no puede suceder.
Observando el comportamiento de la funcién solucién, se observa que, para la mayor parte de los
valores de su argumento, la funcién eliptica de Jacobi sn(z) tiene un comportamiento oscilatorio
excepto si el argumento es igual a 1, lo que permite hallar el valor de una de las constantes de
integracion, que es la unidad. La solucién es:

¢+ = £tanh(z — C)

Como las soluciones estaticas son invariantes bajo traslaciones, puede asumirse, sin pérdida de
generalidad, que la segunda constante de integracién es nula. La solucion final es:

¢+ = + tanh(z) (1.1.11)

De esta forma y tomando el valor positivo de la solucion, se obtiene la féormula para los lumps
(también llamados kinks) de la teorfa A¢*. Tomando el signo negativo de la solucién, se obtienen
los antikinks.

Representacion de la densidad de energia. Las soluciones estaticas no tienen energia cinéti-
ca, por lo que la energia serd tnicamente potencial. La densidad de energia para este caso es:

1,9 1 2
= - —(6—1
£(@) = 206+ 5(6—1)
Teniendo en cuenta la solucién obtenida en 1.1.11:
1 1
E(x) = B sech(z — C)? + §[tanh(ac —C)? -1 (1.1.12)

Representando la densidad de energia de las soluciones estaticas en funcién de la posicién, se
obtiene:

— C=0
— C=2

Figura 1.1: Densidad de la energia para soluciones estédticas en funcién de la posicién y distintos valores de la
constante para el modelo \¢?.

De la Figura 1.1, se observa que la densidad de energia no estd concentrada en un punto, si no
que es similar a una particula clasica extensa.
En el caso de no tomar C' = 0 y que C sea un valor real arbitrario, se produce una traslacién en la
representacion de la densidad de energia del kink, como queda ilustrado en la Figura 1.1.
Adem4s, también puede tomarse x = x — vt donde v es constante y t es el tiempo. La representacion
de la densidad de energia se interpretaria como una particula clésica extensa desplazandose en el
tiempo, es decir, el kink se desplazaria a velocidad constante.



1.1.2. Modelo Sine-Gordon.

La densidad lagrangiana para el modelo de Sine-Gordon tiene la siguiente expresion:

—_

L)) = 5((‘§,ﬂp)2 - ”;4 [1 — cos <‘T/nxw>] (1.1.13)

donde A > 0 y m > 0. El término de masas en este modelo es m.

Analisis dimensional. Una vez hecho el andlisis dimensiones de la teorfa A¢? es muy sencillo
realizarlo para este modelo. Al no cambiar las dimensiones espacio-temporales, las dimensiones
de la densidad lagrangiana y del campo son las mismas que para el otro modelo: [£] = M L1y

[] = M3 L2,
Para poder deducir cudles son las dimensiones de m y A, es necesario ver que: [m]4[\]7! = [£] y
N2 [m] ™t = [y,

Teniendo esto en cuenta, las dimensiones de m y de A son: [m] = L~' y [\] = M~1L73.
Para adimensionalizar ficilmente, imitando lo que se ha hecho con el modelo A\¢*, se obtienen M
y L en términos de las constantes m y A:

En este caso, para adimensionalizar la densidad lagrangiana, se realizan estos cambios:

y:u — m_l $.“‘
=%

Igual que para el modelo A¢?, derivando se obtienen los elementos de volumen.

Introduciendo estos cambios, se llega a la expresiéon de la densidad lagrangiana en términos sin
dimensiones: X

m* |1
Tl
Ahora, la expresion de la accién y de la energia cambiardn, escribiéndose como la integral de la
lagrangiana 1.1.14 sobre las variables espacio-temporales sin dimensiones:

£(6) = <mW—uﬂm@ﬂ (1.1.14)

m? 2 |1 2
s="" /d v | 5(06)” — (1 — cos(9)) (1.1.15)
De igual forma, para el funcional de la energia:
m3 1 5 1 5
E= 5% dx 5(5)@) + 5(8:505) + (1 — cos(¢)) (1.1.16)

siendo de nuevo la parte entre corchetes la densidad de energia £. El primer término es el corres-
pondiente a la energia cinética y el resto a la energia potencial:

T = ;/dx (019)? (1.1.17)



v [ B@w (1 - cos(d)) (1.1.18)

donde 0 vuelve a ser la derivada sobre la componente espacial x. Haciendo una aproximacién a
angulos pequenos a segundo orden y simplificando, la expresién que se obtiene es:

1
2.24

3

5@ -6 ]

£(6) = 50,0 + :

Esta expresién, salvo constantes, coincide con la del modelo A¢?.

Ecuaciones de campo. Las ecuaciones de campo a que da lugar la densidad lagrangiana anterior
son:

0,0"¢ +sin(¢) =0 (1.1.19)

En el caso de 1+1 dimensiones, resulta:
026 — 92¢ +sin(¢) = 0
Soluciones estaticas. Para el caso estatico 0;¢ = 0, por lo que la ecuacién del campo es:
92¢ —sin(¢) = 0 (1.1.20)
En este caso, la energfa potencial (salvo constantes) corresponde a:

U(¢) =1 — cos(¢)

Para la resolucion de esta ecuacién se sigue el libro [23].

El modelo Sine-Gordon tiene mas de un nivel fundamental de la energia potencial, pues U(¢)
tiene més de un cero. En estos casos, siempre existiran soluciones no triviales independientes del
tiempo que tengan una energia finita porque, de no ser asi, la integral de la energia no converge.
Para estas soluciones, ¢ se desplaza monétonamente desde un cero de U(2n7) en © — —o0 a otro
cuando x — o0. Si ese desplazamiento monétono de ¢ es creciente, se le conoce por el nombre
de ‘lumps’ mientras que, si es decreciente, por ‘antilumps’. El ntimero de ceros que haya entre los
dos, corresponden al nimero de kinks que se tendran en ese espacio topolégico. Por este motivo,
pueden hallarse las soluciones del problema haciendo que la energia de las particulas sea nula, lo que
corresponderd a hallar las ecuaciones del campo. De esta forma, para hallar las soluciones estéticas:

S (06 ~U(9) = £ (96)° + (cos() —1) =0

Las condiciones de frontera exigen que las trayectorias sean de energia nula en 4o0o. La energia se
puede escribir como lo siguiente, de donde se deducen los solitones y antisolitones:

T 1 O 1 0¢
E= —— —\/U d
[ (e = v7@) (G35~ V0@ o
Las ecuaciones para los solitones y antisolitones se obtienen igualando cada paréntesis a cero, donde,

integrando, se obtiene la expresién para hallar la dependencia de ¢ con z:

xxo_/o A= cos@))




Esta integral puede simplificarse aiin mas si se usa la siguiente relacién trigonométrica:

sin?(¢) = 5[1 — cos(26)]
Por tanto:

@ do
T /¢O 2sin($/2)

Resolviento la integral y despejando ¢ se obtiene, para valores positivos, los lumps (o solitones para
esta teoria) y, para los valores negativos, los antilumps (o antisolitones):

¢(x) = £4 arctan[exp(x — x¢)] (1.1.21)

Este razonamiento podrfa haberse usado para resolver la teorfa A¢* y se habria obtenido el mismo
resultado. El hecho de tener una solucién positiva y otra negativa se debe, en ambas teorias, a la
simetria ¢ <> —¢.

Representacion de la densidad de energia. Para todas aquellas configuraciones en las que la
energia es finita, como es el caso de las soluciones estaticas, estas se pueden dividir en un nimero
infinito de sectores topolégicos caracterizados por los nimeros enteros que hacen que la energia
potencial se anule en mas o menos infinito.

La expresion de la densidad de energia para el modelo Sine-Gordon es:
E(x) = 2 sech?(z — 2¢) + 1 — cos(4 arctan[exp(z — x¢))]) (1.1.22)

Representando la densidad de energia en funcién de x:

— Xo=0

— Xp=2

Figura 1.2: Densidad de energia para soluciones estdticas en funcién de la posicién y distintos valores de la constante
para el modelo Sine-Gordon.

En la Figura 1.2 se observa la representacion de la densidad de energia para dos valores distintos
de la constante de integraciéon. Como en el modelo A\¢*, la energfa no esta concentrada en un punto,
si no que es como la energia de particulas clasicas extensas.

De la misma forma que se observa en el modelo A¢?*, el cambio del valor de la constante g tnica-
mente produce un desplazamiento en la representaciéon de la densidad de energia. La interpretacién
es la misma que para el modelo \¢?.



1.1.3. Indices topologicos.

Es posible definir un indice topoldgico que se conserva a lo largo del tiempo y que, a diferencia
de otras leyes de conservacion como la de la energia, no es consecuencia de una simetria, si no que
se debe a que, al tener una degeneracién en el minimo de energia para soluciones constantes (va-
riedad de vacio, dada por el conjunto de los posibles minimos), el espacio de configuraciones de la
teoria cldsica (dado por el conjunto de posibles campos con energfa finita) resulta no ser un espacio
conexo. Puede demostrarse que el nimero de componentes conexas del espacio de configuraciones
estd determinado por el primer grupo de homotopia de la variedad de vacio (ver [5]). Para discutir
el significado y la importancia de estos indices, siguiendo [23], se toma un campo escalar ¢(z,t) en
141 dimensiones y un potencial U(¢) con un nimero discreto de minimos absolutos degenerados
donde U(¢) se anula.

El estudio se centra en las soluciones no singulares de energia finita, que es el caso de los soli-
tones. Estos campos deben tender a un minimo de U(¢) en cualquier punto del infinito espacial, es
decir, cuando = — +o0o, para que la energia sea finita.

Se realiza el razonamiento para x — oo pero, para el caso x — —oo es analogo, pudiendo ser
distinto el valor del campo en ambos limites. En un instante de tiempo t,

ach;nolo ¢($,t0) = QS(OO,to) = gf)l (1.1.23)
siendo ¢ un minimo de U(¢). En cualquier otro instante de tiempo, ¢(oco,t) es una funcién con-
tinua en t y, como la energia se conserva y es finita, ¢(oo,t) es un minimo de U(¢) para todo t.
¢(00,t) se mantiene estacionario en ¢ puesto que, como el campo en el infinito varfa de forma
continua con ¢, no se puede realizar un salto desde ¢; hacia otro minimo discreto del potencial. En
definitiva, el valor del campo en el limite © — oo es independiente del tiempo y un minimo de U(¢).

Debido a esto, se puede dividir el espacio de todas las soluciones no singulares de energia finita
en sectores no conexos, caracterizados por dos indices que son los valores del campo en los limites
x — F00. Como los sectores no son conexos, los campos de uno de los sectores no pueden transfor-
marse en los de otro sector sin que dejen de tener energia finita. En el caso especial en el que U(¢)
Unicamente tenga un minimo, solo existird un valor posible e igual para ¢(oco0) y para ¢(—o0), por
lo que dnicamente existiria un sector.

Como ejemplo, se toma el modelo A\¢* por simplicidad. También serfa posible aplicarlo al mo-

delo Sine-Gordon pero, a diferencia del modelo A\¢* que solo tiene dos minimos degenerados del
potencial, el modelo Sine-Gordon tiene infinitos minimos.
Como ya se ha mencionado, el modelo A\¢* cuenta con dos minimos degenerados en el potencial,
que son ¢ = +1 (en el caso de tomar las ecuaciones adimensionalizadas). Existen cuatro sectores
topoldgicos cuyos indices son (—1,1), (1,—1), (=1,—1) y (1,1), que representan los valores de los
campos en el infinito espacial. Los dos ltimos sectores corresponden a la variedad de vacio, las
soluciones constantes.

Se define la carga topolégica como:

Q = ¢(z = 00) — p(xr = —00) (1.1.24)

que tiene una corriente asociada:
kF =0, (1.1.25)



donde ¢, es el tensor antisimétrico. Se cumple:
Okt =0 (1.1.26)

y también puede darse una relacién entre la carga y la corriente topoldgicas:

62=/+0o dz ko (1.1.27)

La definicion de la carga topoldgica y de su corriente asociada tiene importancia en teorias gauge
de més dimensiones por su relacién con el flujo magnético, y es el andlogo de los indices topoldgicos.
Para definir un sector topolégico, es necesario conocer los valores del campo en los infinitos espa-
ciales pero, si las cantidades fisicas inicamente dependen de diferencias de ¢ y no de sus valores
absolutos, la carga topoldgica es el tnico indice topoldgico relevante.

El término ‘topolégico’ es usado en ondas solitarias con @ # 0, que es el caso de los kinks
y los antikinks. Si las ondas tienen = 0, entonces son ‘no topoldgicas’, como es el caso de las
soluciones triviales. Para un campo escalar en 1+1 dimensiones, que es el caso estudiado hasta
ahora, las soluciones estaticas no triviales son necesariamente topoldgicas.
Es decir, aparecen soluciones topoldgicas cuando existe degeneracion en el vacio cldsico y estas unen
asintéticamente dos vacios. Como se ha mencionado antes, el espacio de configuraciones tendra di-
ferentes componentes conexas donde E < oo.

En muchos casos, estos indices estan relacionados con la ruptura de alguna simetria (cuando
exista degeneracién en el vacio cldsico). Tomando el caso en el que hay sectores topolégicos no
triviales (es decir, necesariamente hay dos o mas minimos degenerados), permanece invariante el
conjunto completo de minimos bajo una transformacién de simetria, pero cada minimo no tiene por
qué permanecer invariante y, ademas, cada uno estéd relacionado con las propiedades topoldgicas
de la variedad de vacio. Un ejemplo de ello es el cambio ¢ <— —¢, donde U(¢) permanece
invariante pero los minimos se intercambian entre ellos. Esto se conoce como la ruptura espontanea
de simetria. En el caso en el que la teoria no posea esta ruptura espontanea de simetria, el espacio
de configuraciones con E < oo Unicamente tendra una componente.

1.2. Introduccion de las fluctuaciones cuanticas.

Para realizar un estudio de las fluctuaciones alrededor de soluciones clasicas, se parte de la
accién:

5(0) = [ aPx| 3002 - v)

La ecuacion de las fluctuaciones se halla haciendo el desarrollo a orden 2 en 7, siendo 7 la fluctuacion
de una solucién clasica conocida ,,.

Swotn) = [aPx B@wo ) - U+ )] =
/dD-H |: qu) _ :| /dD—H T/Joaun—U'(@Z)o)n] +
+5 /dD“ [(0un)* = U" (Wo)n?] + o(n®)
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Finalmente:

1

S +1n) = S(1o) + /dD+1x [0u60"n — U’ (1ho)n] + 5 /dD+1X [(aw)z _ U"(%)ﬂ

Se analiza cada uno de los sumandos.

1. Primer sumando. Corresponde a la accién de la solucion clésica conocida, es una constante.

2. Segundo sumando. Es necesario desarrollar més la expresion.

/ % P [9,0000% — U (o))

De esta integral, se integra por partes el primer término:

+o00 +o0
— / dDHx((?H@“wO)n

—00

+o00
/ dD“X(awoa“n) = NOuto

—00

El primer término es nulo puesto que las fluctuaciones en —oc y +oo se deben anular para
asi asegurar que la energia del sistema sea una cantidad finita. Por tanto, la integral inicial
queda como:

/+oo dD+1X [—(%3”% - U’(%)} n

o
El argumento de esta integral corresponde con las ecuaciones de Euler-Lagrange para la
solucién estatica conocida multiplicada por 7, por tanto, como v, es solucién, este término
es nulo.

. Tercer sumando. Es el término que rige la dindmica de las fluctuaciones al orden mas bajo

(cuadrético).

Finalmente, la accion correspondiente a las fluctuaciones a orden cuadratico es la suma de una

constante y una funcién de 7, de la cual se deduce la ecuaciéon dindmica de las fluctuaciones.

S(ho +m) = S(1ho) + ;/dD“x [(0um)? = U" (ho)n?] + 0(n®) (1.2.1)

1.2.1. Accioén de las fluctuaciones.

Para poder hallar la ecuacion de las fluctuaciones, es necesario que la variacién de la accién

S(1o+n) se anule. Para ello, se realiza el siguiente cdlculo, donde tinicamente se manipula el término
de la integral de la Ecuacion 1.2.1, ya que el resto de términos se desprecian o son constantes.

+0o0
58 = /_ AP [(0,m)(9u0n) — U” (1ho)n 1]

Integrando por partes el primer término:

400 +00 “+o00
| arxi@m@dn =mom| - [ " aPtix@.0m)

El primer sumando de esta integral por partes se anula porque las fluctuaciones en —oo y 400 son
nulas (este argumento ya se usé para hallar la accién S(i,+n)). Por tanto, la variacién de la accién

es:

—+o0
5S — _/ dP+1x [3”8”77 + U”(#’o)n} Ui

11



Finalmente, se halla la ecuacion de las fluctuaciones aplicando el principio de Hamilton, es decir,

: 6S __
haciendo 5= 0.

0,00+ U" (o) =0 (1.2.2)

Para seguir con el estudio de las fluctuaciones, 1 puede escribirse de la siguiente forma:

n= Zawei“tfw(:v) (1.2.3)

En caso de que no sea una suma discreta, 7 puede escribirse como una integral en lugar de una suma.
Al sustituir 7 por esta expresion en la Ecuacion 1.2.2 y, tentiendo en cuenta que los coeficientes y
funciones en los que se escribe 7 son lineales, resulta:

—fo(@) + U" (o) fur() = * fuo(2)

que es una ecuacién en autovalores. Renombrando V(xz) = U"(1),), la ecuacién anterior puede
escribirse como una ecuacién de Schrodinger.

da?

2
-+ V)| o) =P L) (1.2.4)

Esta ecuacién en autovalores, que puede tener como solucién un espectro discreto o continuo, es
la que hay que resolver para cada potencial y, asi, llevar a cabo el estudio de las fluctuaciones. Se
estudian las fluctuaciones para los dos modelos estudiados hasta ahora: el modelo A\¢* y el modelo
Sine-Gordon. En ambos casos, para las soluciones estaticas se toman constantes nulas sin pérdida
de generalidad.

Potencial de Poschl-Teller modificado.
El potencial de Poschl-Teller es de la forma:

2 _
V(z) = —2% o’ if:h?(;; (1.2.5)

La resolucién de la ecuacion de Schrodinger en una dimensién para este potencial es conocida, y se
encuentra explicada detalladamente en [3].

Se escribe la ecuacién de Schrédinger como:

V" (x) + ey(z) = g sech®(x)y(x)

donde g es una constante. Puede relacionarse e = k2, para obtener el valor de k usado en las
soluciones. Deben estudiarse las soluciones de la ecuacién para energias positivas (scattering) y
para energias negativas (estados ligados).

Para energias positivas, las soluciones de scattering son:

ik + tanh(x)
ik +1

ikx

P(r) =

Para energias negativas, estas estan cuantizadas. Denotando k = ik, los autoestados son:

—k £ tanh
b(x) = —rEtanh(z) (1.2.6)
1—k
Los autovalores para energias negativas son:
h2 K2
En:—2m()\—1—n)2; n<A-1 (1.2.7)
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1.2.2. Modelo \¢*.

En primer lugar, se halla la expresién de V(x). Como ya se ha realizado el estudio para los casos
estaticos del modelo, esta expresién serd la derivada segunda de la energia potencial evaluada en
las soluciones estaticas.

V(z) = 6tanh? (z) — 2

La funciéon queda representada en la Figura 1.3.

4 -2

Figura 1.3: V(z) del modelo A¢*.

Reescribiendo la expresion de V (z), se llega a un potencial de Poschl-Teller modificado:

6

V(z) = 6 tanh? () —2=4+6(-1 —i—tanh?(;p)) =4 - m

(1.2.8)

Una vez expresado el potencial V' (z) de esta forma, pueden calcularse los autovalores y autofun-
ciones para la Ecuacién 1.2.4, basdndose en el cdlculo del potencial de Poschl-Teller. En este caso,
en la Ecuacién 1.2.5, se toma o = 1, A = 3 y k% = w? — 22,

Los autoestados para energias negativas son los expresados en la FEcuacién 1.2.6 y, adaptando
el célculo del potencial de Poschl-Teller al potencial del modelo A¢?, los autovalores de la energia
son: 5 5

h°k
En:me(an)z; n<2

por lo que se tendran tres autovalores para n=0, 1, 2.

Como ya se ha explicado en el desarrollo del potencial de Poschl-Teller, también aparecen
estados de energia positiva que son ondas de scattering, pero lo que interesa son los autoestados
para energias negativas que seran los que presenten estados ligados de energia. Lo mismo ocurre
para el modelo de Sine-Gordon.

1.2.3. Modelo Sine-Gordon.

Siguiendo los mismos pasos que para el modelo A¢*, se halla la expresién de V (z) para el modelo
Sine-Gordon.
V(z) = cos[4 arctan(e”)] (1.2.9)

La funciéon queda representada en la Figura 1.4.
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1.0[

-4 -2

Figura 1.4: V(z) del modelo Sine-Gordon.

Se demuestra en el Apéndice A que este potencial V(x) puede reescribirse como un potencial

de Poschl-Teller modificado: 5

Vig)=1- cosh? ()

(1.2.10)
Como en el caso del modelo A\¢?, las autofunciones y autovalores se calculan de la misma forma,
donde solo cambian los coeficientes. Ahora en la Ecuacién 1.2.5 se toma o = 1, A = 2y k? = w?—12.
Los valores de la energia son:
h?k?

E, = 2m(2—n)2; n <2

por lo que se tendran dos autovalores para n=0, 1.

1.3. Correccién cuantica a la masa al orden de un lazo.

Dada una accion cuadratica de la forma:
S@y:/¢”&¢@%+km (1.3.1)

donde K es el operador hallado al calcular la accién de las fluctuaciones (es decir, un operador de
tipo hamiltoniano de Schrédinger no relativista), cuya expresién es:

K = —8;0; + V(z) (1.3.2)

En este tipo de acciones, el campo no interacciona consigo mismo, si no que tnicamente in-
teractiia con el potencial V(x). Bajo esta condicién, el campo cudntico es una colectividad gran
candnica de osciladores cuanticos desacoplados donde sus frecuencias son el espectro de K , que
debera calcularse para cada modelo puesto que varia el potencial en cada uno. Un sistema gran
candnico corresponde a un sistema abierto isotermo con volumen fijo que permite intercambiar
energia en forma de calor y masa. La justificacién de por qué se puede realizar esta equivalencia se
encuentra en [26] y, en resumen, es porque se puede realizar un cambio de base ortonormal para
transformar el hamiltoniano en uno de la forma del oscilador arménico. Esto se conoce como la
cuantizacién canénica de acciones cuadraticas (ver [5]).
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Al sustituirse por osciladores cuanticos desacoplados, cada uno representa una colectividad de
particulas con la misma energia y momento. La energia esta dada por el siguiente hamiltoniano,
expresado como una suma a las diferentes frecuencias para cada oscilador cuantico:

H=> hw <Nw + ;) (1.3.3)

Teniendo en cuenta que puede haber una parte del espectro que sea discreta (estados ligados), el
hamiltoniano puede escribirse como una suma de los osciladores arménicos desacoplados con las
frecuencias de los estados ligados y el resto de frecuencias. Si se denota wy para las frecuencias de
los estados discretos y w para el resto de frecuencias, el hamiltoniano puede reescribirse como:

H=>"hw, <wa+ >+Zhw(N + > (1.3.4)
Wh
La segunda suma de la Ecuacién 1.3.4 puede ser sustituida por una integral dependiendo del siste-
ma que se estudie.

La interpretacién fisica de este cambio es similar al de los fonones, donde también se realiza la
misma operacién pero con coordenadas en lugar de campos. Dado el estado del sistema | 1wy, 2wo, ...),
cada nimero indica el nimero de particulas que vibran a frecuencia w; y tienen una energia de hw;.
La energia total del sistema viene dada por el valor esperado del hamiltoniano de la Ecuacién 1.3.4
en el estado en el que se encuentre, caracterizado cada uno por una frecuencia. Las particulas de
cada estado siguen la estadistica de Bose puesto que son capaces de coexistir en el mismo estado
cuantico.

El estado fundamental en teoria cuantica de campos, también denominado vacio cudntico, no
cuenta con particulas reales al igual que en teoria clasica de campos pero, a diferencia de esta, el
principio de incertidumbre energia-tiempo permite la existencia de pares de baja energia (debido
a las fluctuaciones cudnticas) credndose y destruyéndose, que son particulas virtuales. Este estado
se denota como:

lvo) = |0) (1.3.5)

La energia del sistema para el estado fundamental se calcula de la siguiente formas:

Eo = (0|H|0) = Zhwb—i— Zhw szr (K1/?%) (1.3.6)

Al igual que en la Ecuacién 1.3.4, la segunda suma se puede sustituir por una integral dependiendo
del sistema. Como las frecuencias vienen dadas por el espectro de K , si se diagonaliza la matriz
de dicho operador, en su diagonal aparecera el cuadradado de cada frecuencias y, como la traza
no depende de la base, se puede calcular la ultima igualdad de la Ecuacion 1.3.6. Este espectro
puede o no ser finito, lo que haria que la energia del estado fundamental sea infinita también por
tener una suma infinita de frecuencias positivas. Para evitar esta divergencia, es necesario elegir un
punto cero de la energia que, como definicién, se toma el siguiente:

<0 ( H© )o> =) (1.3.7)

donde H® representa el hamiltoniano de ese punto cero de energfa. Por tanto, la energia finita del
estado fundamental se escribe como:

1 . .
Bfin = SHT(RY? — (KO)1/2) (1.3.8)

Se debe elegir un punto cero de energias y medir las energias respecto de ese punto cero ya que no
se pueden medir las energias internas absolutas de un sistema, si no el cambio de dicha energia.
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1.4. Correccién al orden de un lazo. Funciones zeta espectrales.

En la seccién anterior se ha comprobado que se puede escribir la energia del estado fundamental
como:

Ey = %hTr(K1/2) (1.4.1)

Realmente, lo que tiene significado fisico es la diferencia de energias entre la energia de un estado
y un punto cero fijado. Para hallar esa energia, se recurre a las funciones zeta espectrales para
poder regularizar la solucién, es decir, estudiar la divergencia que se produce; y la renormalizacién,
eliminar dicha divergencia. Todo este desarrollo se encuentra explicado en [17], [23], [19], [12] y [18].

Como se conoce el espectro de forma analitica en teorias de 1+1 dimensiones, se desarrollarian
los célculos para este caso por simplicidad. En 241 dimensiones también se puede calcular la correc-
cién al orden de un lazo a pesar de no conocer de forma analitica el espectro (como se comprueba
en la seccién 2.1). El conocimiento explicito del espectro de fluctuaciones cudnticas no es necesario,
en general, cuando se usa la regularizacién por funciones zeta. En el caso de solo conocer la ecua-
cion trascendente del espectro, el uso de la derivada logaritmica permite sumar a todo el espectro
usando teoremas fundamentales de variable compleja.

El operador K es conocido porque se hall6 al calcular la accién de las fluctuaciones:

. d?
K=-——g+ U" () (1.4.2)

Ademsds, también se dedujo su espectro para el modelo A¢* y el modelo Sine-Gordon, puesto que
es un potencial de Poschl-Teller modificado para estos casos.

También se discutio la expresion de la variacién de energia, que es lo que tiene significado fisico,
en la seccién anterior:

AEy = %hTr(K’l/Z _(ROY2) (1.4.3)

Para estudiar las correciones al orden de un lazo, lo primero que hay que realizar es escribir las
trazas de los operadores como funciones zeta espectrales:

Ex(s) = (wa(K))~* (1.4.4)

Wn

Con el fin de recuperar la igual de la Ecuaciéon 1.4.3 con las funciones zeta, basta con tomar
s — —1/2, por lo que este valor para s serd el que tenga singificado fisico. A continuacién, se
presenta la definicién de las funciones zeta en términos de las funciones gamma de Euler.

£p(s) = F(ls) /dﬁ BTy e—PK (1.4.5)

Esta es la transformada de Mellin de Tr(e*ﬁf( ). Se utiliza esta definicién puesto que, al ser K
definido positivo, se introduce la definicién general de nicleo de calor G (Z,; 3) (a partir de la
ecuacién de calor generalizada) para hallar explicitamente la funcién zeta.

(2104 ] Gyt =0 149

Gy (&,7; 8 = 0) = Ino" (7 — 7)) (1.4.7)
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donde K es la accién de K en #. Cumple la siguiente igualdad:
Tr(e PK) = Tr / d'x G (T, B) (1.4.8)
Para 1+1 dimensiones, la funcion zeta espectral en términos del nticleo de calor es:

TOE 1“(13) Tr/d,a: dB G (z,x;8)8°" (1.4.9)

En estos célculos, es necesario introducir el sistema en un intervalo de longitud finita L sin
dimensiones, lo que proporciona una ecuacién que fija los momentos (o el niimero de onda) discretos:

L
2 —omn nez (1.4.10)

V2

Se debe multiplicar cada integral por la densidad espectral del operador Ky para normalizarlo, que

es:
dn 1 mL

Piy (k) = 51 = CEo (1.4.11)

Cuando se calculan las integrales para el operador K , es necesario anadir el desfasaje §(k) sumando
en la Ecuacién 1.4.10, que se tomaran de [12] para cada teorfa.

Por tanto, se expresa la dependencia de la energia regularizada con las funciones zeta espectrales.

AV By = 2 [E4(s) ~ Egn(s)] (14.12)

Debe tenerse en cuenta que esta ecuacién estd dada en magnitudes sin dimensiones (a excepcién
de h), en acuerdo con lo desarrollado hasta ahora.

Para calcular la diferencia de enegias en el punto cero, basta con conocer el espectro de K y luego
tomar el limite s — —1/2.

Finalmente, para eliminar el ultimo polo que aparece, debe anadirse la contribucién de la la-
grangiana de contratérminos resultantes de la renormalizacién al orden de un lazo, cuya expresién
es la siguiente multiplicada por una constante dada por las reglas de Feynman:

_L D41

I =-7 T(s)

g (s+1) (1.4.13)

1.4.1. Modelo \¢*.

Primero se calcula la funcién zeta espectral del operador Ky usando las ecuaciones deducidas
antes con las correspondientes condiciones de normalizacién.

° L +oo 2 mL
Tr(e BKoy — m dk e~ B(E+4) _ .48
(e ) 21v2 J oo ¢ V87p ¢

1t s mL 1 T(s—1/2)
. s=3/2,-a5 _ ML 1
/0 e N A V5
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En el calculo de la funcién zeta del operador K, se eliminan las contribuciones de los modos cero

del operador K y se tiene en cuenta el desfasaje 0(K) = —2arctan [%}
; L [t 2 1 [t dé(k) 2
Te(e—BKY) — =38 4 ™ e o~ BU+4) / e —B(k2+4) _
r(e )=e "+ 7271\/5 . e + o] o ©
mL

= %5 e~ 4 e730(1 — Erfe(\/B)) — Erfe(24/5)

s 1 D(s+1/2) 1+2F(1/2,1,s+1,-3)
fk(s)_§K0(8>+§ 1—\(5) 455ﬁ

donde 2 F son las funciones hipergeométricas (ver [21]) y Erfc(x) es la funcién error complementaria

(=1—Erf(x)).

Para calcular AE, basta con restar las dos funciones zeta obtenidas y tomar el limite s — —1/2.
Para ello, se calcula la serie de Laurent alrededor de s = —1/2 a orden 0.

h[1 T(s+1/2) 1+2F(1/2,1,5+1,-3)
[35_ T(s) 4osy/m }

h 3 (0,0,1,0)

_ _ +[\/§—4F”’ 1/2,1,1 2,—3}
27‘(\@[ (s +1/2) 2 (1/2,1,1/2,=3)

Esta expresion sigue teniendo un polo, por lo que todavia presenta una divergencia. Para eliminarla,

se calcula la contribucién de la lagrangiana de los contratérminos, de la cual también interesa la

misma serie de Laurent.

AE = -
2

- L L Te+1/2) 1 1
© /Br 2%t I'(s) B 4rV2(s+1/2)  2m/2
La contribucién obtenida debe multiplicarse por 64 (ver [17]). Finalmente, se obtiene la correccién
para la masa del kink al orden de un lazo:

AE + 6hI(4) = —0,0142535 A (1.4.14)

1.4.2. Modelo Sine-Gordon.

Se hace el mismo desarrollo que para el modelo \¢?.
Primero se calcula la funcion zeta espectral del operador K usando las ecuaciones explicadas antes
(Ecuaciones 1.4.8 y 1.4.9) con las correspondientes condiciones de normalizacién, al igual que se
hizo para el modelo A¢?.
mL -8
—_ . e
V8rf
mL T(s—1/2)
iy (8) = :
Ver  T(s)

En el calculo de la funcién zeta del operador K , se eliminan las contribuciones de los modos cero
del operador K, y se tiene en cuenta el desfasaje §(K) = —2arctan [%]

Tr(e PKo) =

. +o0 +oo
8Ky _ 26 4 ML —B(k>+1) 1/ do(k) _pr2+1) _
Tr(e ™) =e +27rﬁ . dke +27T . dk T €
mL

= =" e P + e 2 4 Erfe(\/B)
Y

g
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1 T(s+1/2)

2 Ve (s)

Para calcular AFE, basta con restar las dos funciones zeta obtenidas y tomar el limite s — —1/2.

§i(s) = Ei (s) +

Para ello, se calcula la serie de Laurent alrededor de s = —1/2 a orden 0.
AE—E 1 D(s+1/2) 1+2,F1(1/2,1,s+1,-3)] _
2|38 L' (s) 455/ B

h 1
= — +v2+1n(4
212 [ (s+1/2) ( )}
Esta expresion, sigue teniendo un polo, por lo que se tiene una divergencia. La misma proviene
de los diagramas divergentes de un lazo de la teoria de campos. La lagrangiana de contratérminos
obtenida de la renormalizacién al orden de un lazo produce una contribucién a la traza funcional
de la forma:
1(4) = 1 T(s+1/2) 1 1—1n(2)
V8T ['(s) 2mv/2(s +1/2) 2m/2

Esta contribucién debe multiplicarse por % (ver [17]). Finalmente, se obtiene la correccién final para
la masa del kink al orden de un lazo:

h
22

AE + hI(4) = V21— 1n(2)} — —0,403464 k1 (1.4.15)

1.5. Teorema de Derrick.

Para enunciar el Teorema de Derrick, se sigue el libro [5].
Teorema de Derrick. Sea ¢ un conjunto de campos escalares en el espacio-tiempo D+1 (siendo 1
la dimensién temporal y D las dimensiones espaciales). La dindmica de estos campos estd definida
por:

L= 30,096~ U(9)

y sea U(¢) no negativa e igual a cero en los niveles fundamentales. Entonces, para D > 2 las tnicas
soluciones de energia finita independientes del tiempo son los estados fundamentales.

Demostracion. Se define la energia potencial como la suma de los dos siguientes términos:

Vi= ;/de(VqS)Z

V= [ PxU()

donde tanto V; como V5 son no negativos e iguales a cero inicamente para los estados fundamentales.
Se considera ¢(x) una solucién independiente del tiempo y se toma una parametrizacién de dicha
solucién:

P(x;A) = ¢(Ax)

con A > 0. Para esta familia, la energia potencial total es:

VO = [ x| 5800%7 + U0 = [ XPaP ) | 5030600 + U(60)

V(A) =2 7PV + 2P,
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El valor de A para el cual es estacionario se calcula por el principio de Hamilton. Imponiendo que
se cumplan las ecuaciones de Euler-Lagrange para la parametrizacion, el inico valor posible para
que sea estacionario es que A =1

oL oL
= a0 Z=) =
96 0 <8<8¢>> !

Se calculan los extremos de la funcién energia potencial tomando A = 1, puesto que corresponderan
con las posibles soluciones.

d‘;g\)\):O:(D—%Vl%—DVQ

Si D > 2, tanto V4 como V5 deberdn anularse (estados fundamentales) y quedard demostrado el
teorema. Para D = 2, V5 debe anularse y, aplicando el principio de Hamilton, V; también debe
anularse. El teorema queda demostrado.

Este teorema prohibe la existencia de soluciones independientes del tiempo que no sean las
soluciones constantes, pero no afirma nada sobre las soluciones dependientes del tiempo.

Para poder construir teorias de campos que posean soluciones topolégicas en mas de una di-
mension, es necesaria la introduccion del campo de gauge. Esto es, como se explica mas adelante
y en el marco del trabajo desarrollado, imponer que la densidad lagrangiana sea invariante bajo
transformaciones locales de distintos grupos, entre ellos el grupo U(1), que es el grupo de los nime-
ros complejos de médulo unidad. Para mantener la invariancia local, hay que introducir fuerzas
reales.
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Capitulo 2

Teorias en dos dimensiones.

2.1. Teorias gauge: caso abeliano y caso no abeliano.

Con el fin de poder seguir desarrollando el trabajo en mas dimensiones, como se comprueba en
el Teorema de Derrick, es necesaria la introduccién de la teoria de los campos de gauge.

La introduccién de las teorias gauge es esencial para conseguir invariancia ante transformaciones
de simetria locales. Al igual que ocurre en la gravitacién einsteniana, la imposicién de la invariancia
local requiere de la introduccién de nuevos campos mediadores de interacciones fundamentales: los
campos de gauge. Las teorias gauge y el Principio de Invariancia de Einstein (todas las leyes fisicas
son las mismas para todos los observadores localmente inerciales) guardan relacién, puesto que
en ambos se tiene una invariancia local de las teorias fisicas introduciendo fuerzas adicionales; del
mismo modo, se establece una relacién similar con el Principio de Equivalencia de Einstein, que
exige que, localmente, exista un sistema de referencia en el que todas las leyes de la fisica sean las
del espacio de Minkowski.

Para entender la introducciéon de la teoria de los campos gauge, se considera por simplicidad
un multiplete de campos escalares ® en un C—espacio vectorial V' de dimensién n:

1
o= | : | R 5V

Pn
La accién que gobierna la dinamica de los campos es:

S(®) = /dD+1x L(D)

Existe un grupo de Lie compacto y conexo G, al que se le llama grupo gauge (véase [17], [5] y [10])
tal que V' es una representacién irreducible de G. La transformacion gauge es una transformacién
de campos escalares definida como:

9(x) : ¢ — g(x)g(x) (2.1.1)

donde g(z) es una funcién que relaciona elementos del espacio-tiempo con los de G. A su vez, g(x)
se entiende como una representacion unitaria de n dimensiones de G, ya que se identifica al grupo
G con la representacién. Se cumple que S(g®) = S(®), es decir, G deja invariante la accién.
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Los generadores de la representacién T son un conjunto de matrices hermiticas ortonormales
de n X n dimensiones. Estas matrices cumplen las siguientes propiedades:

[T%, T = ic™eTe (2.1.2)
tr(TT?) = —2i5% (2.1.3)

b

En la Ecuacion 2.1.2, las constantes ¢®°¢ son las constantes de estructura del algebra de Lie.

En analogia con la gravedad einsteniana, que aparece naturalmente al exigir invariancia pa-
ra todo observador localmente inercial (en caida libre) y no solo globalmente, aparece el campo
de gauge Aj; al exigir que la accién sea invariante bajo transformaciones locales de Ggauge =
{maps g(z) R G}. En concreto, las derivadas parciales pasan a ser derivadas covariantes
(descritas posteriormente). La transformacién de gauge del campo vectorial Af, es:

A ()T — g(2) A (a)Tg(2) ™! +ie™ Bug(a)g(a) ™ (2.1.4)

donde e es la constante (real) de acoplamiento gauge que, en el caso en el que G no sea simple
(no tiene subgrupos normales propios excepto los triviales y no son abelianas) pueden existir varias
constantes de acoplamiento, pero el desarrollo de la teoria se realizard ignorando esta existencia.
Estos campos vectoriales toman valores de la representacién g y operan con la representacién esco-
gida sobre ®. En si mismos operan por la adjunta, por lo que su transformacion de gauge también
es a través de la adjunta (por eso aparecen g(x) y g(x)~! en su transformacién).

Se define la derivada covariante del campo escalar como:
D¢ = 0ud +1e AT (2.1.5)
y los campos de fuerzas como:
FS, = 0,A5 — 0,A% — ec™™ Ab A (2.1.6)
Las propiedades de las transformaciones gauge son:
D, — g(x)D, (2.1.7)

B, (2)T — g(:c)F/‘jV(x)Tag(x)_l (2.1.8)

Teniendo en cuenta todo lo definido para la teoria gauge, la densidad lagrangiana, que es un
invariante gauge, tiene la siguiente forma:

]‘ a aur
Lo=— FoF" + D,¢'DF¢ — U(¢) (2.1.9)

donde U(¢) es una funcién invariante bajo el grupo rigido de simetrias y, como se ha definido hasta
ahora, es igual o mayor que cero (e igual a cero para los estados fundamentales).

Para expresar de forma sencilla la energia, se impone la condicién del gauge temporal (ver [5]),
que indica que siempre es posible elegir una transformacién gauge tal que:

A =0 (2.1.10)
Con esta eleccién del gauge, el campo de fuerzas y la derivada covariante del campo escalar resultan:

Fg; = oA} (2.1.11)
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Do = do¢p (2.1.12)

La energia es:

E=T+V (2.1.13)
donde

T= /de B(@oAg)Z + 9" - 8()(;5] (2.1.14)

V= /de B(F;;)Q + Di¢' - Digp + U(gb)} (2.1.15)

No importa la eleccion del gauge para la definicién de la energia puesto que esta debe permanecer
invariante independientemente de la eleccién hecha, es decir, es un invariante gauge.

2.1.1. Caso abeliano: U(1).

El caso abeliano mas sencillo es tomando G = U(1), donde los campos escalares ¢(z) son los
potenciales eléctricos que deben tranformarse como

$(x) — ¢ g(x) (2.1.16)

En este caso, el campo de gauge es el vector potencial magnético Ay (x)T* =iA,(z) y la transfor-
macién gauge es la transformacion gradiente:

iA,(x) = i0u0(x) +iA,(x) (2.1.17)
Entonces V¢ se transforma como
(O — iAu)p — eia(x[au —iAu(z)]o(z) (2.1.18)

Al cambiar la fase local de ¢, aparece un potencial vector magnético. Esto es analogo al prin-

cipio de equilavencia débil en la teoria de la gravedad de Einstein (ver [10]) donde, al cambiar de
sistema de referencia, aparece un campo gravitatorio adicional.
Para que los campos descritos anteriormente para el electromagnetismo describan una misma situa-
cién fisica, las ecuaciones de campo con derivadas covariantes son las tinicas posibles por el principio
de relatividad en el espacio de las cargas de Weyl (véase [10]), cuya generalizacién conduce a la
teoria de Yang-Mills, que es una teoria gauge no abeliana.

2.1.2. Caso no abeliano: SU(2).

El desarrollo de las teorfas gauge para grupos G no abelianos como SU(2) o SU(3) conducen a
las teorias de Yang-Mills. La accién de los campos de Yang-Mills es:

1
§=-7 /de Tr(FwFuw) (2.1.19)

A continuacién, se realiza la deduccién de las ecuaciones del campo de Yang-Mills. Para ello, resulta
conveniente expresar la accidon en términos de la representacién, para lo que se utiliza la Ecuacién

2.1.3: ,
_ !

=3 / dPx (FS, F*)
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Se quiere aplicar el Principio de Minima Accién, por lo que se reescribe la accién como una suma
de la accién inicial de la Ecuacién 2.1.19 y su variacién, que se calcula realizando el cambio

A4 — A% 4 6d,

Este cambio hace que los campos de fuerza se escriban de la misma forma, que, despreciando
variaciones a orden superior a uno, es:

Fo, = Fo, +0f8, = F%, + [0,0a8 — 9,0a% — ec™™(Abda, + ASdal,)]

La nueva accion es:
§— [arxiEppomy =5 [aPx(En oy i [ aPx (e, 00 = 5 468

Por el Principio de Hamilton, la segunda integral debe anularse. Desarrollando el producto, §.5 es
la suma de tres integrales.

0S=0= /deFﬁyﬁ“éaa” - /deFﬁ,/(‘)”&a““ — /deF;fyec“bc(Ab“(Sac“ + A% §a)

Haciendo una integracién por partes del primer sumando, y de forma andloga con el segundo:

= / OHFS, 5a™

El primer término de esta integral por partes se anula porque las fluctuaciones en —oco y 400 son
nulas.

Usando la propiedad de antisimetria del campo de fuerzas y las relaciones entre las constantes de
acoplamiento ¢ (véase [6]):

+o0
/deFﬁV(‘)“éa“” = Fj, 0a™

—0o0

N — D a abc Ab c av
55—0—2/61 x[0MFy, — ec™ AP E [0a

El integrando debe anularse. Teniendo en cuenta de nuevo las relaciones entre las constantes de
acoplamiento y la Ecuacién 2.1.2 de la representacién, y recordando la definicion de derivada
covariante (aplicado en este caso a un campo de fuerzas y no a un campo escalar):

O F,, + ie[A", F,,) = D"F,, =0 (2.1.20)

En el caso de que los campos de fuerzas se encuentren acoplados con campos escalares, la accién
es

1
S = /de [—4F§VF““" + D¢ DFp — U () (2.1.21)
Al aplicar el principio de minima accién, aparece una corriente .J,, en las ecuaciones de campo.
(D" Fy)* = Jji = ie[(Dug) T — T¢ (D)) (21.22)
Las ecuaciones del campo escalar son:
ou
D'D,¢ + 8;@ =0 (2.1.23)

El ejemplo mas comin del caso no abeliano es el grupo SU(2), también por su importancia en
la descripcién de la interaccion débil del Modelo Estandar. Para este grupo, los generadores de las
representaciones fundamentales son las matrices de Pauli normalizadas para que se cumplan las
relaciones 2.1.2 y 2.1.3.

24



2.2. El modelo de Higgs abeliano en 241 dimensiones.

En el caso de 2+1 dimensiones espacio-temporales, aparecen los defectos topoldgicos llamados
vortices. Estos son similares a los defectos en 141 dimensiones; consisten en soluciones de los cam-
pos que no coinciden con el vacio y no decaen a él mediante una evolucion temporal.

Se tratan dos tipos de teorias de campos (ver [17]):
= Teorias de campos escalares reales sin campos de gauge.
= Teorias de campos escalares reales con acoplamiento a campos de gauge.

Las expresiones generales de ambas teorias se han ido escribiendo a lo largo de todo el documen-
to. En ambas, aparece el término de autointeracciéon U(¢). Este debe cumplir que sea una funcién
sobre los reales y que esté inferiormente acotada. Por esto, puede suponerse siempre que Up,;n = 0.
También se supone que U(¢) es polinémica en ¢, lo que obliga, junto con el requerimiento anterior,
a que sea de grado par y que el término de grado mayor tenga un coeficiente positivo (véase [17]).
En las teorias de campos escalares reales con acoplamiento a campos gauge, también debe impo-
nerse que U(¢) sea invariante bajo las transformaciones del grupo gauge.

Al igual que en el caso de 1+1 dimensiones, las soluciones de los campos son las que hacen
que el funcional de la energia sea estacionario y finito. Y, siguiendo lo mismo, si el espacio de
configuraciones donde estan contenidas las soluciones tiene varias componentes conexas donde en
cada una hay al menos una solucién, estas seran distintas al vacio y estables (no pueden decaer a
él), son los defectos topolégicos.

Como, ademas, la energia debe ser finita, aparecen nuevas condiciones que restringen ain mas
las teorias de campos en el marco del acoplamiento a campos de gauge:

quf)’m =0= zeAz(oo) = 61¢|oo (2.2.1)

FijFijloc = 0= Aj(c0) = (919(x))g(%) o (2.2.2)

Reescribiendo las condiciones en coordenadas esféricas y eligiendo el gauge radial (A, = 0), resulta:

Orloc =0 (2.2.3)
0pdloo = ie[rlirgo(rAg)]gb(oo) (2.2.4)

donde ¢(c0) es una aplicacién continua de S' en G/H por la condicién de finitud de la energia
para soluciones. De estas expresiones se deduce que ¢|o no depende de r y la dependencia de 6
con ¢(o0) no es trivial.

2.2.1. Caso abeliano: U(1).

En este caso, las configuraciones de vacio para el campo escalar vienen dadas por la condiciéon
¢*¢p =1 (ver [17]). Ademads, 1 € U(1) es la tnica transformacién del grupo que deja invariante un
vacio, por lo que G/H = U(1) = S*. Con esto, la aplicacién ¢(co) es:

p(c0) : ST — St

ei@ N 6io'(@)
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Por esta definicién, debe cumplirse también que la aplicacién de los reales sobre los reales o cumpla:
o(0+2m) =2mn+o(0)

para n € Z. Por tanto, el espacio de configuraciones tiene infinitas componentes conexas que
cumplen que:

= Para n = 0 se tiene el vacio.
= Para n # 0 se tienen componentes conexas con estados estables que no son el vacio, pero que
estan dotados de naturaleza topoldgica.
2.2.2. Carga topoldgica.
La condicién de finitud de la energia da lugar a una discretizacion clésica del flujo magnético

(ver [17] y [5]).

La definicién de flujo magnético es:

b = /RQ d?x Fo (2.2.5)

Usando el teorema de Stokes, reescribiendo en coordenadas polares y eligiendo el gauge radial, la

integral resultante es:
2

opm = lim R df Ap(o0)
R—o0 0

Para el caso de U(1) donde se cumple que ¢*¢ = 1 y teniendo en cuenta la relacién 2.2.2, la integral
anterior puede reescribirse como:

2
ons =i [ a9 (o)

Esta integral es facil de resolver puesto que, por las relaciones vistas para el caso abeliano, por como
es la aplicacién ¢(o0), podemos tomar que este sea igual a e con n € Z. Teniendo en cuenta las
unidades y resolviendo la integral, se obtiene que:

2m™n

oM =—— (2.2.6)

e

siendo e la constante de acoplamiento entre el campo escalar y el campo gauge que, debido a la
dualidad onda-particula de la mecdnica cuantica (haciendo un tratamiento cldsico no se puede
llegar a esta conclusién) se relaciona con la carga eléctrica (ver [5])

heacoplamiento = €carga (2.2.7)

Al flujo magnético se le llama también carga topoldgica porque, como puede observarse de la
Ecuacién 2.2.6, este es constante para cada n € Z, es decir, en cada componente conexa donde se
defina ¢(0).
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2.2.3. Ecuaciones de Bogomolnyi.

Para estudiar los minimos locales de las componentes conexas, se hallan las ecuaciones de Bo-
gomolnyi. Esto se hace a partir de la primera variacién del funcional de la energia. Por el mismo
razonamiento que se usé para encontrar las soluciones estaticas en el modelo de Sine-Gordon basado
en la finitud de la energia, se puede escribir un sistema de ecuaciones de primer orden a partir del
sistema de ecuaciones de segundo orden que se obtiene de hacer la primera variacién de la energia.
Esto se podra hacer para un valor concreto de la constante de acoplamiento sin dimensiones del
potencial con el campo.

La densidad lagragangiana de partida es:

1

L) =~

L 1 A

BB + (D) (DF9) = Sl — o) (2.2.8)
Donde el potencial es el potencial de Higgs. Como ya se hizo para las teorias cldsicas, es nece-
sario expresar esta lagrangiana en términos sin dimensiones. Para ello, primero realiza el analisis
dimensional.

Anilisis dimensional. Las dimensiones de la accién son [E]T que, en caso de tomar ¢ = 1y
h # 1, estas quedan como M T, donde ademés ya se sabe que L = T'. Al tener el espacio-tiempo de
dimensién 2-+1, las dimensiones de la densidad lagrangiana son: [£] = M L2,

Partiendo de esto, es sencillo deducir las dimensiones de los elementos que componen L:

» Dimensiones de los campos. De la parte cinética de la densidad lagrangiana, se deduce:
[0,AY]? = (0] = WP L% = [AJPL™2 = [£] = ML™>.

De este razonamiento se sigue que: [¢)] = [4,] = M 3

= Dimensiones de v. Sin méas que observar la densidad lagraimgiana, se comprueba que las
dimensiones de v son las mismas que las de ¢: [v] = [¢)] = M2

» Dimensiones de ). Basta con darse cuenta de que [£] = [A][¢)]*. Por tanto, las dimensiones

de A son: [\ = M~1L~2

» Dimensiones de e. Si se desarolla el primer sumando de la densidad lagrangiana en términos
de A, y la constante de acoplamiento, se observa que [eQAﬁ] = [£], de lo que se deduce que:

] = M—2L~!

Se pueden definir las dimensiones M y L en términos de las dimensiones de las constantes v y
e (se escribe en términos de estas dos constantes porque las dimensiones de A son las mismas que
las de e?):

M = [v?]

Para expresar las variables con dimensiones en otras sin dimensiones, se realizan los siguientes
cambios:

y' = (ev)"lak

Y =vo
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A, =vA,

Introduciendo estos cambios, se llega a la expresién de la densidad lagrangiana en términos sin
dimensiones: 8

8
En esta lagrangiana, la constante de acoplamiento sin dimensiones es 5. Ahora, la expresién de
la accién y de la energia cambiaran, reescribiéndose como la integral de la densidad lagrangiana
descrita en la Ecuacion 2.2.9 sobre las variables espacio-temporales sin dimensiones. Como ya se

hizo al presentar las teorias gauge, se elige el gauge temporal o gauge de Weyl (4y = 0) para
simplificar las expresiones.

L) = 2 |~ P + (D) DV0) -

[po" — 1) (2.2.9)

1
S = ev/dt T — V] (2.2.10)
donde
T =2 / d*x [(80AL)? + Dod* - Do) (2.2.11)
V=[x [{F + LDy (D) + Slow — 17 (2.2.12)

siendo E =T+ V.

Ecuaciones de campo. Las ecuaciones de campo en el gauge temporal se hallan aplicando el
principio de minima accién.

S IDiDio — 9] = 966" ~ 1) (2213)
03F — B Ai = 516" (Di6) — (Di@)’] (2.2.14)

Si se restringe el calculo al caso estético, el cambio que hay que hacer es que las Jy se anulan.

Como se ha mencionado anteriormente, reescribiendo el funcional de la energia que, para las
soluciones estaticas es £ = V simplemente, el sistema de ecuaciones que se obtendra es de primer
orden (ver [17]).

Para ello, primero hay que tener en cuenta lo siguiente.

S(Di0) (Did) = 2| D16 % iDs0f = Im{(D16)" (D2o)

donde 1
Im[(D1¢)"(D29)] = Z(iFw + 0;(€jk¢" Di¢))

siendo €;; el simnolo de Levi-Civita. Si se sustituyen estos términos en la Ecuacién 2.2.12 y se
anulan los sumandos correspondientes debido a la condicién de finitud de energia (Dgp|oo = 0), se
obtiene la expresion del funcional de la energia en la forma de Bogomolnyi:

2
v 1 . 5—1 .
E=< /d2X [|D1¢> + Dagp|? + [Fia + §(¢>¢ — 1P+ Fa+ T(¢¢> - 1)? (2.2.15)
El caracter topoldgico lo posee el tercer sumando, tal y como se vio en el célculo de la carga
topoldgica. De esta expresién, también puede observarse que, en funcién del valor de (3, se pueden

dar tres casos diferentes.
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= Caso 3 < 1. La contribucion del dltimo término es negativa, por lo que aparece un potencial
atractivo. Los vértices se atraen.

= Caso 8 > 1. La contribucién del ultimo término es positivo, por lo que aparece un potencial
repulsivo, al contrario del caso anterior. Los vértices se repelen.

= Caso § = 1. La contribucién del tltimo término es nulo, por lo que los vértices se encuentran
en equilibrio neutro. En este caso, la energia de Bogomolnyi es:

1}2

E= 2/d2x [|D1¢ + Dag|? + [Fia £ %(ms* — )2 £ Fio (2.2.16)
Los dos primeros términos son siempre positivos, por lo que el minimo de energia estd dado
por el ultimo término que es el que tiene caracter topoldgico y, al ser 8 = 1 y eliminar la
contribucién atractiva o repulsiva entre los vortices, el término dominante es la fuerza cudntica
de vacio en régimen BPS debido a que no hay fuerza clésica. El término topoldgico es una
etiqueta que clasifica el niimero de vortices del sistema. Los estados BPS son aquellos en los
que las fuerzas clasicas se anulan y los objetos se encuentran en equilibrio; al estudiar sus
fluctuaciones cudnticas, podra observarse si ese equilibrio permanece o, por el contrario, se
vuelven inestables. Un ejemplo de los estados BPS es el efecto Aharonov-Bohm (véase [1])
donde, a pesar no existir fuerzas clasicas, se produce una modificacién en la fase de la funcién
de onda que describe una particula que no estd inmersa en un campo electromagnético;
este efecto puede observarse como un desplazamiento del patréon de difraccion de electrones.
La solucién de la integral del primer término es la expresién 2.2.5. Teniendo en cuenta las
constantes del funcional de la energfa, el minimo se encuentra en e 'v?7|N| con N € Z. Para
que sea un minimo, también debe cumplirse que los dos primeros sumandos sean cero:

Dy +iDyd =0 (2.2.17)

Fio + %(gbgb* 1) =0 (2.2.18)

donde, por analogia con las teorias cldsicas en 1+1 dimensiones, el término positivo hace
referencia a las componentes topolégicas dadas por los enteros positivos, y los signos negativos
a las componentes topolégicas dadas por los enteros negativos. Estas ecuaciones anteriores
obtenidas de anular los cuadrados, son las ecuaciones de primer orden de Bogomolnyi y sus
soluciones seran las soluciones de los campos para los cuales la energia es minima en cada
componente topolégica (véase [17])

El caso a estudiar serd el § = 1 puesto que es el dnico caso en el que se tienen soluciones de N
vortices estaticos, en los otros dos casos se atraeran o repelerdn.
2.2.4. Soluciones de las ecuaciones de Bogomolnyi.

Para resolver las ecuaciones de Bogomolnyi, debe hacerse de forma numeérica debido a que
las soluciones no tienen forma analitica. El método numérico para llevar a cabo su resolucién se
encuentra en [17] y [30]. Para la hallar las soluciones, se distinguen dos casos:

s Caso con simetria esférica. Todos los vértices tienen el mismo centro.

= Caso sin simetria esférica. Se proporciona una solucién general a partir del método varia-
cional de Jacobs y Rebbi descrito en [15]. Este método cuenta con dos pasos: proponer como
solucién campos de prueba dependientes de un pardametro variacional y la deformacion de los
mismos. Un ejemplo de estos es el caso de dos vortices no superpuestos.
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Unicamente se realizard el desarrollo para hallar soluciones con simetria esférica.
Tomando coordenadas esféricas y teniendo en cuenta que F,g = rFis, las ecuaciones de primer
orden de Bogomolnyi pueden reescribirse como:

D@iépm:o (2.2.19)
1 1
“Et (66" —1) =0 (2.2.20)
donde
D, = 0, —iA,

Dy = 00 —irAy

Como este sistema de ecuaciones es invariante bajo transformaciones de gauge indepentiendes del
tiempo (véase [17]) se puede tomar el gauge radial (4, = 0) para simplificar el problema. Este
gauge se puede escoger siempre que exista regularidad en el origen, es decir, siempre que se cumpla
que ¢(r = 0) = A.(r = 0) = 0. Con esta eleccién, la derivada covariante de la coordenada r y el
campo de fuerzas resultan:

D, = 8,
Fg = Ag+10:Ap

Por tanto, trabajando en el gauge radial, se pueden volver a reescribir las ecuaciones de Bogomolnyi
en términos de los campos de la siguiente manera:

0,0 % (g + -009) =0 (2.2.21)

@@+%Mi%@w—n:o (2.2.22)

Basta con estudiar las soluciones para las componentes topoldgicas con N > 0 puesto que las
soluciones para N < 0 pueden obtenerse a partir de la componente topoldgica caracterizada por
|IN| > 0, tal y como se demuestra en [17]. Por tanto, solo se tomardn los signos positivos de las
ecuaciones.

01+ (Ag + ~0p) = 0
1 I
Ordg + —Ag + 5 (90" —1) =0

Como se estdn estudiando unicamente las soluciones con simetria esférica y Ag es real, no puede
depender de 6, por lo que Ay = Ay(r). Por el mismo motivo, inicamente tendré sentido fisico el
moédulo de ¢, asi que el campo escalar puede depender de 6 por una fase.

Teniendo en cuenta el comportamiento de los campos en S1 bajo estas condiciones (ver [27]),
estos se reescriben como:

¢(r,0) = f(r)e™ (2.2.23)
rAg(r) = na(r) (2.2.24)

con n € N. Estas funciones deben cumplir las condiciones para aplicar el gauge radial y, ademas,
condiciones de SL , por lo que deben verificar (ver [17] y [2]):

lim f(r) = lim a(r) =1 (2.2.25)

7—00 7—00
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lim f(r) = lima(r) =0 (2.2.26)

r—0 r—0

Reescribiendo las ecuaciones de Bogomolnyi en términos de f(r) y «a(r) puesto que son conocidas
sus condiciones tanto en el infinito como en el origen:

F1r) + ; F(r)(alr) —1) =0 (2.2.27)
R (r) + (70— 1) (2228)

“’7” para denotar la derivada respecto de r. Estas ecuaciones pueden desacoplarse

Se ha usado
facilmente si se despeja () o f(r) en una de las ecuaciones y se sustituye en la otra. A continuacion,
se presentan las ecuaciones desacopladas donde, para simplificar la ecuacién de «(r) se ha tomado

la igualdad h(r) = a(r) — 1.

acs 2
7o)+ 1100 = L = S re e - (22.29)
W)+ (R () = )+ ) (2.2.30)

Ambas son ecuaciones diferenciales de segundo orden que se resuelven a partir de los métodos
analitico-numéricos descritos en [17] y [30]. En ambas referencias también se muestra el comporta-
miento de las soluciones para f(r) y a(r).

1 f (r) ’,;—'T'FF
rd .
0.8 RS
/ .
¢
0.6 v/
I / .
0.4 /7 -
¢ /o
TV
0.2 ) ./.-'
vt /-
I/:‘o' r
2 4 6 8 10

Figura 2.1: f(r) en funcién de r para distintos n. Imagen tomada de [2].

En la Figura 2.1, se muestra el comportamiento de f(r) para distintos n. El comportamiento
de a(r) es muy similar a este, pero con las funciones para los distintos n méas concentradas entre
ellas. Las representaciones son para n=1 (linea continua), n=2 (trazo discontinuo), n=3 (trazo
discontinuo-punteado) y n=4 (trazo punteado).

Sin mas que sustituir las expresiones 2.2.23 y 2.2.24 en el funcional de la energia, también se

puede observar el comportamiento de la densidad de energia en funcién de su distancia al origen,
para lo que es necesario resolverlo también por el método numérico.
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Figura 2.2: ¢(r) en funcién de r para distintos n. Imagen tomada de [2].
En la Figura 2.2 se representa la densidad de la energia para distintos valores de n. Las represen-

taciones son para n=1 (linea continua), n=2 (trazo discontinuo), n=3 (trazo discontinuo-punteado)
y n=4 (trazo punteado).

Figura 2.3: ¢(r) en funcién de r para n=1, n=2, n=3 y n=4. Imagen tomada de [2].

En la Figura 2.3 se representa la densidad de la energia para distintos valores de n en 3D
con el fin de observar con mayor claridad su distribucién espacial y poder deducir las siguientes
conclusiones.

Se extraen dos conclusiones de las soluciones de los vértices en el caso de tener simetria esférica.

= La distribucién energética en el espacio esta concentrada entorno al origen, lo que conduce a
que las soluciones de los vértices se interpreten como particulas extensas al igual que pasaba
en 141 dimensiones con los kinks. Si la solucién se halla para n > 0, se interpreta como n
vortices centrados en el origen.

» En el caso de tener un dnico vértice (n=1), se obtiene un maximo en la distribucién energética
en el origen. Si se tiene mas de un vértice, se obtiene un minimo local en el origen de la
distribucién energética.

2.3. Cuantizacion.

En el caso del vértice, no se puede conocer el espectro del operador K (distinto que para 141
dimensiones) de forma analitica, pues no se conocen analiticamente sus soluciones y, por tanto,
tampoco es posible calcular el potencial de las fluctuaciones. Por ello, no es trivial realizar la nor-
malizacién al orden de un lazo del M.H.As1, y se requiere de fantasmas de Faddeev y Popov para
no perder la invariancia gauge (ver [9]).

En esta seccién, inicamente se calculara la forma del operador K al introducir las teorias gauge
para el caso mas sencillo, que es el de la teoria de Yang-Mills sin un campo acoplado.
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Interesa expresar la segunda variacién de la accién al anadir una fluctuacién a un campo cono-
cido.

i D
S = 3 /d x (£, F*H)
Posteriormente, se anade una variaciéon al campo gauge:
Aa a a
A — A+ day,
Esta vez interesa calcular las variaciones de orden 2, por lo que Fjj, toma la forma:
Fo, — Fo, +6f0, +0@ fo, =
= F, + [040a8 — 9,6a% — ec™™ (AL sa, + ASdal,)] + [—ef*Sal,6al]
Se puede reescribir § f, usando la derivada covariante:
8 fp = (Duda, — Dyday,)”
La accion resultante, teniendo en cuenta la segunda variacion es:

7

S=3 /de (Fg Fom) =

LN

Q - a a v Z a a v a a uv
:2/de(ngF‘“‘”)—H/de(FWch " )+2/de(2FW6(2)f WS fa, 8 f) =

=S5+05+0%s

El primer sumando es un término constante y el segundo sumando da lugar a las ecuaciones
de campo al aplicar el principio de minima accién y, como se estan estudiando las fluctuaciones
alrededor de una solucién, serda un término nulo. Por tanto, solo es necesario aplicar el principio de
minima accién al tercer sumando para hallar el operador de las fluctuaciones para una teoria de
Yang-Mills. Esto es lo que se hace a continuacion.

2 7 D a 2) ra puv a a puv
5 >5:2/d x (2F5, 6@ forv 4§ fa,6f*") =0

Al estar igualado a cero, se eliminan las constantes y se escribe explicitamente el valor de cada
término. El primer sumando, volviendo a usar las relaciones de las constantes de acoplamiento de
(6], es muy fécil de reescribir puesto que f¢ = feab

5(2)S/dDX(2F5V5(2)faMV_i_(sfsy(sfayu) _
_ D abc e as b a a pv
—/d x (=2ef"F;, 6aj,0a, + 6 f,0 f*1)

Estudiando el segundo término por separado, si se realiza el producto de las derivadas covariantes
y se renombran los indices, resulta:

/ dPx s fh, 6 f4 1 = / d’x (D,éa, — D,da,)"(D*éa” — D"§ak)* =
—9 / dPx [—(D,6a2)(D"*5a®") + (D,da%) (D" §a*))]

Solo falta integrar por partes para hallar la ecuacion deseada. Juntando esta expresién con el primer
término ya calculado, el operador K para las fluctuaciones de campos con teorias gauge es:

K = 6%1,,D, D" — §°DHDY + e frbeperv (2.3.1)
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Capitulo 3

Caso de tres dimensiones: el
monopolo.

3.1. Estudio clasico.

Dirac establece la teoria de los monopolos magnéticos en 1931 (véase [20]) pero nunca se ha
llegado a observar un monopolo experimentalmente. No se introducian en el desarrollo de teorias
hasta que ’t Hooft y Polyakov probaron que los monopolos aparecen de forma natural en algunas
teorias de campos gauge como las teorias de Yang-Mills cargadas, en particular, para las Teorias de
Gran Unificacién en las que se intenta unificar las interacciones que gobiernan el Modelo Estéandar.
En esta seccién se desarrollara el cdlculo de la solucién de los monopolos magnéticos (ver [23]).

Lo que se pretende es encontrar soluciones estaticas para teorias de 34+1 dimensiones, que son
las que reciben el nombre de monopolos magnéticos.

Las soluciones de las ecuaciones del campo electromagnético libre, que son teorias gauge del
grupo U(1), no dan lugar a solitones, puesto que estas soluciones se disipan. Para que aparezcan,
el campo electromagnético debe estar acoplado a campos escalares cargados. Este es el caso de los
campos de Yang-Mills acoplados a campos escalares. Como ya se menciond en secciones anteriores,
los campos de Yang-Mills son invariantes gauge bajo el grupo SU(2) y, sus soluciones estéticas
(estudiadas por 't Hooft y Polyakov en 1974) son los monopolos magnéticos.

Se toma un conjunto de campos escalares ¢®(x,t) (llamados campos de Higgs) y vectoriales
Af(x,t) (lamados campos gauge) en 3+1 dimensiones, donde a = 1,2, 3. La densidad lagrangiana
a estudiar es:

1 1 A
Lix,t) = = Go,GU + (Do) (D) — 5 (676" — W)? (3.1.1)

donde Gjv es el campo de fuerza descrito en la Ecuacién 2.1.6 (no se nombra como Fjj, para
diferenciarlo del campo de fuerza para el campo electromagnético) y g, A > 0 y W? pardmetros de
este modelo.

La densidad lagrangiana descrita en 3.1.1 es invariante bajo transformaciones gauge del grupo
SU(2) que son:

¢* = [U(x,t)]ap0” (3.1.2)
(L*A%)pe — Upg[L* A% + (i/€)10]ae (U™ )ee (3.1.3)
[U(x,t)]pe = exp (—iL0(x,1)),, (3.1.4)
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Siendo los generadores de SU(2) matrices 3 X 3y (L*)pe = @ fape- Al estar trabajando en 3+1 di-
mensiones, habra 15 ecuaciones no lineales de campos acoplados.

Las ecuaciones de campo son:

DG = ef®(DY¢b)p* (3.1.5)
D, D"¢" = —\(@’¢) " + AW 2¢? (3.1.6)

Las ecuaciones de campo de las soluciones estéticas fijado el gauge de Weyl (A% = 0) son:

DG = e fa¢(DI %) ¢ (3.1.7)
D; D¢ = —\(¢°¢°) % + AW 2 (3.1.8)

donde %, j = 1, 2,3 que son indices puramente espaciales.

Como interesan las soluciones estédticas de energia finitas (se pueden conseguir soluciones que
no sean estaticas a partir de las que lo son mediante transformaciones gauge, se tiene la misma
energia y carga topoldgica), primero es necesario calcular los vacios clasicos de energia nula, ya que
estos proporcionan las condiciones de frontera de las soluciones de energia finita. La ecuacion de la
energia para el caso estdtico y fijado el gauge de Weyl es:

1 | , A
E= / d’x LG%G“” + 5(Dig")(D'6") — 7 (676" — W*)? (3.1.9)
Si se impone que F = 0, el minimo se da si:

A%(x) = 0 (3.1.10)
¢ (%) ¢ (x) = W? (3.1.11)

Juntando las expresiones 3.1.8 y 3.1.10, se deduce que D;¢® = 0 — 0;¢* = 0. Debido a las transfor-
maciones gauge, existe una familia de soluciones degenerada con F = 0. En cada una, {¢*} fija la
magnitud W, que puede apuntar a cualquier direccién del espacio que sea independiente de x. Como
consecuencia de la simetria gauge local del grupo SU(2), aparece una simetria interna rotacional
para los campos escalares ¢. Esta hace que la familia de soluciones con E = 0 esté relacionada con
cualquier otra familia, al igual que ocurre con el vortice.

Para encontrar soluciones de energia finita y no nula, es necesario que la energia se anule cuando
r = |x| — oo. De esto se sigue que:
2D — 0 (3.1.12)
¢-¢— W? (3.1.13)
Al reescribir estas condiciones en coordenadas esféricas, se comprueba que los valores permitidos

de ¢ son aquellos que se encuentran en la superficie de una esfera de radio W2, por lo que debe
introducirse la carga y la corriente topoldgica al igual que se hizo para el vértice.

La corriente topolégica viene dada en este caso por:

1 f abc

B T g

¥ prOP P07 ¢° (3.1.14)
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Como €0 €s antisimétrico, 9#k, = 0.
Se define la carga topoldgica como:

Q= /d3x ko (3.1.15)

En las ecuaciones de Maxwell que se derivan de las teorias gauge U(1), la corriente magnética
se introduce ad hoc:

O, F™ = dmj¥ (3.1.16)
1

5 Curpo 77 =0 (3.1.17)

Pero, si se trabaja en teorias gauge del grupo SU(2), se ha comprobado que aparece naturalmente.
Como U(1) es subgrupo de SU(2), 't Hooft se dio cuenta de que, definiendo:
¢a 1 abc
g — a —_ —
el elof

que, cuando ¢* = (0,0, 1) entonces la Ecuacién 3.1.18 resulta ser un campo electromagnético, ya
que F,, = 8uA‘3 - &,Az del electromagnetismo.

F# ¢aDu¢bDl/¢c (3.1.18)

Operando, se tiene que:

1 " 4m
iem,poa Fro = ?kﬂ (3119)

Resolviendo esta ecuacién, se obtiene el monopolo. Si se compara esta con la Ecuacién 3.1.16, la
corriente magnética viene dada por k,/e.

El campo magnético resulta:
1

B; = ieiijﬂ"f (3.1.20)
y su divergencia es:
47
V-B=—k, (3.1.21)
e
La solucién del monopolo resulta ser:
5 gr
B = 3 (3.1.22)

siendo g un numero real que se denomina carga magnética. Esta ecuacién resulta familiar puesto
que es andloga a la del monopolo eléctrico. La expresién para el monopolo eléctrico o el magnético
también pueden obtenerse de hacer un desarrollo multipolar y quedarse con el primer término de
este desarrollo. En electromagnetismo, el término monopolar del campo magnético es nulo al ser
su divergencia cero (no tiene ni fuentes ni sumideros) pero, en este caso, aparece de forma natural.

Finalmente, se puede escribir la carga total del monopolo magnético como:

g= /d3x ko _Q (3.1.23)
e e
Que es muy similar a la condicién de cuantizacién de Schwinger ge = hn, siendo en este caso e la
carga del electréon que, debido a la dualidad onda-particula de la mecanica cudntica, heqcoplamiento =
€carga- En la seccién siguiente se tratard mejor el tema de las condiciones de cuantizacién que surgen
del monopolo magnético.
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3.2. Problema de la cuantizacién.

Los monopolos magnéticos tienen importancia por proporcionar informacién sobre el universo
temprano y/o los fenénemos fisicos a escalas subatémicas. Ademads, algunos de los monopolos que
surgen de las teorias de gran unificacion poseen campos de gluones, es decir, campos de mediadores
de la interaccion fuerte que poseen cargas de color. También se conocen las condiciones en las que
los monopolos pueden cuantizarse sin encontrar ninguna singularidad.

La condicién de cuantizacion de Dirac es:
eg =0, £1/2, £1... (3.2.1)

y surge de exigir que la funcién de onda de una particula cuantica cargada siga siendo tnica y
bien definida en presencia de un monopolo magnético. Es decir, de imponer que un campo cuéantico
generado por una particula como el electrén pueda acoplarse al campo cldsico generado por un
monopolo magnético. Tanto g como e no pueden hacerse arbitrariamente pequenas debido a esta
condicién.

El mismo resultado se obtiene partiendo de una teoria gauge abeliana, donde no se puede encon-
trar un campo generado por un monopolo magnético debido a las divergencias de este a menos
que se defina el potencial que si sea capaz de hacerlo excepto por una linea que se extiende desde
el monopolo hasta el infinito conocida como la cuerda de Dirac (ver [20]). Haciendo el desarrollo
calculistico pertinente, si se cumple la relacién descrita en 3.2.1, la cuerda de Dirac no se puede
observar y, por tanto, desaparece la divergencia del campo del monopolo magnético.

De igual forma, si se realiza la construccién de Wu-Yang en la que se usan potenciales vector para
las distintas regiones del espacio y se exige que ambos describan la misma situacion fisica bajo la
transformacion gauge, se obtiene de nuevo la condicién de cuantizacion de Dirac.

Es decir, la condiciéon de cuantizacion de Dirac surge de imponer que las singularidades del
monopolo no sean observables.

Esta condiciéon de cuantizacién proporciona varias conclusiones. En primer lugar, si que se ha
observado que la carga eléctrica posee cuantizacion, es decir, cualquier carga eléctrica es un multi-
plo entero de e. Esto se explica con la existencia del monopolo magnético puesto que, de existir
al menos uno, cualquier carga eléctrica debe estar cuantizada (el grupo U(1) que describe la elec-
trodindmica debe estar contenido en otro grupo semisimple que sufra una ruptura espontanea de
simetria). Tanto la cuantizacién de la carga eléctrica como la existencia de monopolos magnéticos
son consecuencia de una ruptura espontdnea de una simetria semisimple.

A su vez, se puede demostrar que la condicién de cuantizacién obliga a que cualquier particula
cargada magnéticamente tenga carga eléctrica fraccionaria.

La condicion de cuantizaciéon de Dirac puede ser también consecuencia de los campos de las
teorias de Yang-Mills, que son teorias gauge no abelianas.

A dfa de hoy, los monopolos magnéticos (como objetos fundamentales) no han sido observados,
y se siguen esperando observar. Los motivos principales son las altisimas energias requeridas en los
aceleradores para su produccion. Actualmente hay en CERN un experimento activo, el experimen-
to MoEDAL (Monopole and Exotics Detector at the LHC), que trata de buscar la observacién de
monopolos magnéticos a través del efecto Schwinger: se espera que si se produce una ruptura de
vacio a muy altas energias (colisiones entre fotones e iones pesados), pueda observarse la creacién
de pares de monopolos (en analogia con los pares particula antiparticula que se crean en cascada

37



en el efecto Schwinger) en el correspondiente efecto Schwinger. Desde un punto de vista tedrico se
intuye que estos objetos deben existir necesariamente, ya que la minima unidad de carga observada
en la naturaleza es e (la magnitud de carga del electrén, ya sea con signo positivo o negativo) y esta
condiciéon de cuantizacién sélo puede explicarse desde primeros principios mediante la existencia
de monopolos magnéticos. No obstante, estos objetos son atin hoy en dia un problema abierto en
muchos aspectos, también tedricos.

En el caso que nos ocupa, un aspecto de importancia central ain no resuelto es la correccién
cuantica al orden de un lazo de la masa del monopolo de “t Hooft-Polyakov. Desde un punto de
vista tedrico, este cémputo ha podido llevarse a cabo en el caso de generalizaciones supersimétricas
de la teoria. En estas teorias no existen divergencias en la teoria al orden de un lazo ya que
las divergencias de los sectores bosénicos de la teoria son cancelados por sus andlogos del sector
fermionico, lo que hace que el calculo pueda incluso llevarse a cabo de forma analitica. No obstante;
como es bien sabido, los resultados obtenidos por CERN en las ultimas décadas parecen indicar
que la naturaleza no es supersimétrica y, por tanto, el modelo mas realista de monopolo sigue
siendo el descubierto por 't Hooft y Polyakov en la teoria gauge no abeliana con grupo SU(3).
En este caso las correcciones cuanticas a la masa al orden de un lazo ain no han sido calculadas
ni numérica y ni analiticamente, esto por tanto es un problema abierto. La cuestién clave en esta
teoria, cuya lagrangiana de partida es formalmente la misma que la del vértice en el caso 2D, es que
la renormalizacién al orden de un lazo de la teoria al incluir los fantasmas de Faddeev y Popov no se
pueden introducir de forma tan sencilla como en los casos presentados en este trabajo. Mas atn, las
cancelaciones que producen en el caso del vértice tanto la lagrangiana de contratérminos al orden
de un lazo como la de los campos de los fantasmas parecen no ocurrir en el caso del monopolo. Ello
hace que el desarrollo computacional andlogo al ya hecho para el vértice no sea factible en el caso
del monopolo, a pesar de que la solucién del monopolo es conocida de forma analitica. El interés
en conocer la correccién cuantica al orden de un lazo para la masa del monopolo es claro: permite
establecer un umbral de energia para la posible observaciéon de éstos en aceleradores. Debe tenerse
en cuenta, que en los grandes aceleradores como CERN las contribuciones cuanticas no pueden ser
obviadas.
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Capitulo 4

Conclusiones.

El estudio entre campos clasicos y cudnticos permite elucidar muchos fenémenos fisicos relevan-
tes a escalas inusualmente altas para la fisica cuantica. Unos ejemplos de esto son:

= KEfecto Schwinger: creacién de pares electrén-positron debido a la presencia de un campo
eléctrico intenso.

= Efecto Casimir: aparicion de una fuerza atractiva entre dos placas dieléctricas debido a las
fluctuaciones cuanticas del vacio del campo electromagnético.

= Monopolos de 't Hooft y Polyakov.

» Radiacién de Hawking (ver [13]): emisién de particulas por un agujero negro debido a efectos
cuanticos en las proximidades del horizonte de eventos.

El papel que juegan los objetos extensos de naturaleza topoldgica en la fisica fundamental esta
aun por explorar puesto que no se han observado (como es el caso del monopolo). Esto se debe a
que en los experimentos realizados, como los experimentos de choque en aceleradores de particulas,
se observan las interacciones entre las fluctuaciones cudnticas de los campos (las particulas), pero
no se puede predecir con exactitud la teoria cldsica de la que provienen. Otra de las complicaciones
de estos experimentos es lograr la energia suficiente para que puedan producirse lo que, sumado a la
dificultad de conocer la teoria clasica de la que provienen, hace que sea extremadamente complicado
poder observar estos objetos extensos en la naturaleza.

El estudio de las fluctuaciones cuanticas acopladas a lumps permite estudiar la estabilidad de
estos a nivel cudntico. Uno de los ejemplos presentados en la memoria son los estados BPS de
los vértices, donde se anulan las fuerzas clésicas y el cardcter topolégico de la solucién toma un
valor importante. En este caso, al anularse las fuerzas clasicas, el sistema se encuentra en equilibrio
pero el estudio de las fluctuaciones cuanticas alrededor de estas soluciones permite conocer si estos
objetos son realmente estables.

Todavia existen muchos aspectos sobre los objetos extensos en teoria cldsica y cuédntica de
campos sin desarrollar como por ejemplo:

= Cuantizacién del monopolo en caso de que este no sea supersimétrico.

= Estudio de los skyrmiones, que son objetos topoldgicos importantes en la fisica del estado
sélido y en superconductores.

= Estudio de las fuerzas cudnticas de vacio entre los lumps.
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Apéndice A

Demostracion

cos [4 arctan(e®)] = 1 — —2

cosh?(z)’

Se define § = arctg(e®). Entonces tan(f) = e®. Se deduce que el cateto opuesto es e® y el cateto
contiguo es 1. De esta forma, se define la hipotenusa h? = 1 + 2.

Mediante el uso de la siguiente férmula y manipulando la Expresion 1.2.9, se obtiene el potencial

descrito en la Ecuaciéon 1.2.10.
cos(2a) = 2cos?(a) — 1

Con esta férmula, se calcula cos(46) y, con el uso de la misma férmula, se caclula cos(26), resultado
necesario para hallar cos(46).
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Apéndice B
Cuantizacion del campo escalar libre.

La accién del campo escalar libre es:

1 1
So(¢) = /d4x£ = /d4x (2(6#@2 - 2m2¢2> (B.0.1)
Para calcular el hamiltoniano, es necesario hallar el momento conjugado 7(x):
oL

T(X) = = = 0po(x
™) = Bansta) ~ )
Una vez calculado 7(x) es inmediato conocer el hamiltoniado, que es la integral de la densidad
lagrangiana. Se obtiene la siguiente expresion:

H= /d3x’H = /d3x (8o — L) = /d3x <;((50¢)2 +(Ve)?) + ;m2¢2> (B.0.2)

A partir de este momento, se realizard un tratamiendo en 141 por simplicidad en los céalculos,
pero para realizarlo en mas dimensiones se sigue el mismo procedimiento. La acciéon y el hamil-
toniano anterior se adaptardn a estas dimensiones. Ademads, como es un céalculo realizado dentro
del marco de la mecanica cuantica, es necesario cambiar las magnitudes por operadores, tanto el
campo y el momento como también los operadores de aniquilacién y creacién que se usaran en el
desarrollo de la seccién. Los cambios a realizar son:

¢7 ¢7 a, (I* — ¢7ﬁ-7a7aT

Dado el operador de campo escalar ¢(x) y su operador momento conjugado #(z), se establecen
las siguientes relaciones de conmutacién, dadas por los postulados fundamentales de la mecanica
cudntica:

[¢(z), (y)] = [r(z), 7(y)] =0 (B.0.3)
[¢(z), m(y)] = ihé(x —y) (B.0.4)

Puede verse que tanto qg como 7 no dependen del tiempo ya que se estd trabajando en la imagen
de Schrédinger, por lo que su evoluciéon temporal vendra dada por la ecuacion de Schrodinger.

Calcular el espectro de energia resulta dificil porque hay infinitos grados de libertad. Pero para
las teorias libres se puede escribir la dindmica como si cada grado de libertad evolucionara indepen-
dientemente del resto. En las teorias de campos libres, las densidades lagrangianas son cuadraticas,
por lo que las ecuaciones de campo son lineales.
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Escrita la ecuacién de Klein-Gordon:

2
(;2 + (0 + m2)> o(p,t) =0

se define
wp = \/p? + m? (B.0.5)

Para cuantizar el campo escalar libre, se aplica la misma cuantizaciéon que para el oscilador
armoénico con los operadores creacién y aniquilacién, por ello es necesaria la expresién de wp, ya
que se incluye en la definicion de dichos operadores. Como solo hay una dimensién espacial, solo
habra un momento asociado. Tanto el campo como el momento pueden escribirse de la siguiente
forma usando la descripcién de la transformada de Fourier:

/ wr 2w (ape™” + afe~ ) (B.0.6)
p

R dq hwq gz _ ot oiqe
7(x) = \/ﬂ( i)\ —— (aqe’ J ) (B.0.7)

El indice p se usa para indexar el campo y el momento del campo asociado al momento p. Se siguen
manteniendo las relaciones de conmutaciéon de la Ecuacién B.0.3 y de la Ecuacién B.0.4 ya que,
como se ha comentado anteriormente, son un postulado fundamental de la mecénica cuatnica.

Se definen los operadores aniquilacién (a,) y creacion (a};):

ap = /dx 26\/1:% (fr(:v) - zquS(ac)) (B.0.8)

a,ZT7 = /da: 2?% (fr(a:) + zcﬁ(m)) (B.0.9)

Las relaciones de conmutaciéon que siguen estos operadores son las siguientes:

[ap, ag) = la}, al] = 0 (B.0.10)
[ap, af] = 6(p — q) (B.0.11)

Para probar que es correcta la descripcién de los operadores de esta forma, se realiza el siguiente
calculo, comprobando que se cumplen las relaciones de conmutacién definidas anteriormente. El
calculo se hace para la relaciéon de conmutacién B.0.11, puesto que la otra es un calculo mas
sencillo y practicamente idéntico al que se realiza a continuacién:

[ap, a j} ap =

o dy PP [y i) () + i) — () + 19w) () — i6(w)] =

g: :p qy p‘/‘l
/

AP (10(@), ) + (@), /()] — ild(y), 7(2)] — (@), 7(y)]) =

exp (i(qy — px)) (—i[2ihd(z — )]} = L 5(p—q)
Ak 21
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Una vez descritos los operadores y sus relaciones de conmutacién, se escribe el hamiltoniano del
sistema para el campo escalar libre en funcién de los operadores a, y aIT,:

1 R N N
H=3 /dm [71'(:6)2 + (Vo(2))? +m2d?| =
h [dxdpd N , A . _
_ 5 / X 2]7 q _ 2? q (apezp:c B a;[)e—sz)(aqequ o Cl:;e_qu)-F
s
+ JZ}MI(CLP‘@ZW + a;;e_lm)(aqequ + a:;e—qu) _ 21('):1%](&1)621956 _ a;;e_lpx)(aqequ _ aj]e_“”)]

Al hacer el producto e integrar en la variable z, aparecen §(p £ ¢) multiplicando cada término,
por lo que se puede resolver también la integral en la variable ¢q. Ademads, teniendo en cuenta que
wp = W_p, la expresién anterior puede escribirse como:

h dp 2 2 2 2 2 2
H = i / o [(—wp +m? 4+ p?)(apa_p + af, + al ) + (w2 +m? + p*) (apal, + a;ap)}
Usando la expresion de wp, el primer término es nulo y el segundo puede reescribirse como 2w§.
Se puede manipular el dltimo paréntesis teniendo en cuenta las relaciones de conmutacién de los
operadores creacién y aniquilacion.

Finalmente, se llega a la expresién:

H = Z/ pwp (a;f,ap+5(0)) (B.0.12)

Pero esta expresion cuenta con divergencias necesarias de eliminar, para lo cual se usa la renorma-
lizacion.

Siguiendo el mismo desarrollo que hasta ahora que es el del oscilador arménico (ver [29]), se
define el vacio |0) como:
a,|0) =0Vp (B.0.13)

Por esta definicién, la energia H |0) en este vacio es infinita debido a la delta evaluada en 0. La
aparicion de esta divergencia es porque el espacio es infinitamente largo, por lo que se puede extraer
este infinito suponiendo que todo se encuentra contenido en una caja con lados de longitud L para
imponer condiciones periddicas a los campos (véase [29]) y, posteriormente, se hace el limite donde
L — oo. Otra forma mas practica de eliminar este infinito es definiendo la diferencia de energias
en lugar de la energia absoluta, lo cual es méas practico porque es lo que tiene significado fisico. Si
se sigue esta forma de eliminar la divergencia, basta con redefinir el hamiltoniano como:

H=h / % wpalap (B.0.14)

De esta manera, se eliminan las divergencias.
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