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Abstract

Black holes in the Schwarzschild geometry have been widely studied in detail, as well as
particle orbits around them. However, there is no complete classification of these orbits based on
the effective potential produced by the black hole and the orbit’s energy, which would be more
intuitive and result in an overall better understanding of the orbits as a whole.

Also, there exists a set of geometries that give rise to black holes with no essential singularities,
called regular black holes. In particular, the Simpson-Visser geometry stands out as a simple
and elegant variation of Schwarzschild’s, which also incorporates the description of traversable
wormholes. Yet, orbits in this geometry lack any proper classification, on top of massive particle
orbits being underrepresented in research, compared to massless particle orbits.

The objective of this thesis is to create a comprehensive and intuitive classification of massive
and massless particle orbits, and give a qualitative description of their movement along said
orbits, both in the Schwarzschild and Simpson-Visser geometries.
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1. Introducciéon

En 1915, Albert Einstein presenté la Relatividad General, una nueva teoria fruto de su bus-
queda por introducir el campo gravitatorio al marco tedrico de la Relatividad Especial. Esta
teoria resulté en un cambio de paradigma en la forma de entender la Gravedad, pasando de
ser vista como una fuerza entre objetos con masa, a ser la manifestaciéon de la curvatura del
espacio-tiempo producida por la presencia de masa y energia.

Unos meses mas tarde, en 1916, el fisico y matemético aleman Karl Schwarzschild presento la
primera solucién exacta y no trivial de las ecuaciones de campo de Einstein, la cual describe el
espacio-tiempo en el exterior de un objeto masivo con simetria esférica, estatico y sin carga, al
cual se le dio el nombre de espacio-tiempo de Schwarzschild.

Resulté que esta solucidén permite la existencia de unos objetos extraordinariamente densos,
capaces de generar una gravedad tan extrema que ni siquiera la luz es capaz de escapar de los
mismos. Hoy en dia se conoce a estos objetos por el nombre de agujeros negros, usado por primera
vez por el astronomo John Wheeler en 1967.

En un inicio se pensaba que los agujeros negros solo eran un resultado matemaético y que no
podian formarse en el universo. Sin embargo, en 1964 se encontré un objeto desconocido al que
llamaron Cygnus X-1 (Cyg X-1 de forma abreviada), el cual es una de las fuentes méas brillantes
de rayos X en el cielo, pero su posicién no coincidia con ninguna fuente brillante de luz visible ni
infrarroja en particular. La naturaleza de Cyg X-1 fue un enigma, hasta que en 1970 la NASA
lanz6 su satélite Uhuru, con el cual en 1971 se logré localizar Cyg X-1 en un sistema binario
formado por una estrella y un objeto que no emite luz visible, el cual se calculé6 que poseia 15
veces la masa solar, solo posible si fuera un agujero negro, consolidando a Cyg X-1 como el primer
agujero negro detectado.

Desde entonces, la evidencia de que existen los agujeros negros no ha dejado de crecer, y en la
actualidad, se sabe que los agujeros negros son extremadamente comunes, ademas de necesarios
para la formacion galdctica, existiendo un agujero negro supermasivo en el centro de la gran
mayoria de galaxias. Finalmente, de todas las detecciones de agujeros negros, caben destacar
la primera deteccién de ondas gravitacionales por el observatorio LIGO en 2016, habiendo sido
producidas por una colisiéon de dos agujeros negros, y la obtencién de imagenes directas por
el proyecto EHT, primero del agujero negro en el centro de la galaxia Messier 87, en 2019 y
posteriormente, en 2022, de Sagitario A* | el agujero negro localizado en el centro de la Via
Lactea.

Una de las caracteristicas de los agujeros negros de Schwarzschild es que poseen una singula-
ridad de curvatura en su centro, la cual estd cubierta por un horizonte de sucesos.
Sin embargo, la existencia de esta singularidad no es deseada, ya que en la misma no se cumplen
las leyes de la fisica. Esto result6 en la bisqueda de geometrias que produjeran objetos sin nin-
guna singularidad, los llamados agujeros negros regulares.
De todas las geometrias regulares que existen, en este TFG se estudiaré la presentada por Alex
Simpson y Matt Visser en 2019 [1], la cual modifica la geometria de Schwarzschild anadiendo un
parametro que dicta la naturaleza del agujero negro regular producido. Teniendo una cualidad
especial, para ciertos valores del pardmetro la geometria describe un agujero de gusano tran-
sitable de Thorne-Morris [2|. Estos son objetos que no poseen singularidades, ni horizontes de
sucesos, pero que presentan una garganta la cual conecta dos espacio-tiempos asintéticamente
planos.



Este trabajo tendra como foco central el concepto de las geodésicas, las cuales son la generali-
zacion de las lineas rectas en una geometria no euclidiana, haciendo que estas mismas describan
las trayectorias de las particulas libres, es decir, sus 6rbitas, en un espacio-tiempo curvo.
Ademas, el estudio de las geodésicas es de gran importancia en la Relatividad General por dos
razones principales: primero, permite deducir la mayoria de caracteristicas de un espacio-tiempo
dado, y segundo, el estudio de las geodésicas forma un pilar fundamental en el desarrollo de
temas més complejos, como los sistemas binarios y colisiones de objetos masivos, los discos de
acrecion o las lentes gravitacionales.

La geometria de Schwarzschild ha sido estudiada de forma extensiva durante este ultimo siglo,
sin embargo, en la bibliografia sobre la Relatividad General no es comtn encontrar una clasifica-
cion detallada de las geodésicas, exceptuando la ideada por Subrahmanyan Chandrasekhar [3],
siendo esta la clasificacién mas completa, centrandose en las raices polinémicas de la ecuacion
del movimiento radial para permitir la resolucién exacta de las ecuaciones geodésicas, resultando
en una presentacién poco intuitiva y que deja de lado el estudio de los diferentes fenémenos.
En el caso de la geometria de Simpson-Visser no existe ninguna clasificaciéon equivalente en el
momento de escritura de este TFG, y algunos detalles de las geodésicas no han sido estudiados
en profundidad, principalmente para las particulas con masa.

Entonces, el objetivo de este trabajo de fin de grado es construir una clasificaciéon que, usando
la de Chandrasekhar como base, tome el potencial efectivo, la energia de las 6rbitas y los efectos
de precesion del periastro y deflexion de la trayectoria como las herramientas centrales para
catalogar los distintos tipos de orbitas de una forma rigurosa a la vez que intuitiva. Y explicar
el movimiento de las particulas en dichas geodésicas de forma cualitativa, sin recurrir a las
soluciones exactas. Esto se hara para las geometrias de Schwarzschild y Simpson-Visser, ademés
de completar el estudio de las geodésicas de Simpson-Visser en un nivel fundamental.

El procedimiento del estudio de la geometria de Schwarzschild sera el siguiente: primero se
obtendran las ecuaciones relevantes. Entonces, se estudiardn en detalle las geodésicas mas sim-
ples (radiales y circulares), para seguidamente clasificar los casos mas generales y deducir su
comportamiento de forma cualitativa, haciendo uso, principalmente, del potencial efectivo y de
las representaciones de dichas orbitas, explicando a su vez los fendmenos mas relevantes para
esta clasificacion.

Para la geometria de Simpson-Visser se encontrard que admite los mismos tipos de geodésicas
que en Schwarzschild, por lo que se seguird un procedimiento similar, pero con un espiritu mas
comparativo, en el que se estudiardn las diferencias en la clasificacién y en el comportamiento
de las geodésicas en esta nueva geometria respecto a las de Schwarzschild.

En ambas geometrias seré necesaria la distincion entre particulas masivas y sin masa, realizando
estudios similares para ambos tipos de particulas.

En especial, se ha elegido estudiar agujeros negros en lugar de otro tipo de objetos debido
a que su alta densidad les confiere un tamano lo suficientemente pequeno para que se permita
la existencia de todo tipo de érbitas, al contrario que objetos de densidades menores, para los
cuales una particula colisionaria con el objeto antes de experimentar ciertos tipos de érbita.
Por ejemplo, para un agujero negro de Schwarzschild de masa M, cuyas dimensiones (por unidad
de masa, 7 = r/M) son 7s = 2G/c* = 1,49 x 102" m/kg (r siendo la coordenada radial
esférica), la esfera de fotones (region del espacio donde la luz sigue orbitas circulares) ocurre en
7 = 3G/c® = 2,23 x 1072" m/kg, encontrandose en el exterior del agujero negro. En cambio,
teniendo ahora en cuenta el Sol, sus dimensiones son rg = 3,49 X 10722 m/kg, las cuales son
5 ordenes de magnitud mayores que las dimensiones de la esfera de fotones, localizandose en el
interior de la estrella, resultando en que este no posea una esfera de fotones.



2. Conceptos introductorios

Para esta seccion se han consultado los libros [4], [5] v [6].
2.1 Orbitas keplerianas

En la teoria de la gravitaciéon de Newton, el problema de los dos cuerpos se puede reducir a un
problema unidimensional equivalente descrito por un potencial efectivo, llamando M a la masa
del objeto central, m a la masa de la particula de prueba y tomando M > m:

GMm L?
Ves == r +2M7“2

(2.1)

Este potencial produce las orbitas keplerianas. Si E < 0, las érbitas son elipses con el objeto
masivo central en uno de los focos, degenerando en una circunferencia en el minimo, E = V(7).
Si E > 0, las orbitas vienen descritas por hipérbolas, excepto en el caso EF = 0 que son parabolas.

Figura 2.1: Potencial efectivo de Newton.

2.2 Geometria Riemanniana

Una geometria Riemanniana se define mediante su métrica, la cual representa la distancia entre
dos puntos infinitesimalmente separados. Dados dos puntos P y () con coordenadas x* y x*+dx*,
respectivamente, la distancia entre ambos puntos es:

ds?® = g, (x)dz"dz” (2.2)

Esta es la forma general de una métrica de Riemann, donde g,,(x) son las componentes del
llamado tensor métrico g, y ds? el intervalo invariante, el cual puede ser mayor, igual o menor
que cero.

Mediante el tensor métrico, se define la conexién Riemanniana de la métrica:

1
790'0(6/19;71/ + 31/9;4) - 3,091/#) (2.3)

%, =3



En este tipo de geometrias aparece el tensor de curvatura de Riemann, el cual determina la
curvatura de la variedad, y viene definido en funcién del tensor métrico y sus primeras y segundas
derivadas:
o _ o o A 1o A 1o
Ry, =017, — 0,17, + 1, IS, — 1,5, (2.4)
Si el tensor de Riemann es nulo en alguna regiéon de la variedad, entonces esa region tiene que
ser plana.
Ademas, el tensor de curvatura acepta dos contracciones independientes:

1. Contrayendo el primer y ultimo indice se obtiene el tensor de Ricci:

R, = R}, (2.5)

uvo
2. Contrayendo una vez mas se obtiene el escalar de Ricci, o de curvatura:

R=¢"R,, = R! (2.6)

2.3 Relatividad General

La Relatividad General de Einstein es una teoria geométrica que explica la interacciéon gravi-
tatoria. Esta teorfa surge de la idea de que todos los objetos se comportan de la misma forma
bajo la influencia de un campo gravitatorio. Idea que Einstein generalizo, llevandole a obtener
el Principio de Equivalencia: en una region pequena del espacio-tiempo, todas las leyes fisicas
toman la misma forma que en la relatividad especial.

La primera consecuencia de este principio es que la tnica métrica posible es la Riemanniana.
Ademas, este principio implica que la gravedad no es una fuerza, sino la manifestacion de la
curvatura del espacio-tiempo, la cual es producida por la presencia de masa. Esta afirmacion
lleva a las ecuaciones de Einstein:

Grv = ST pur (2.7)

Donde T el tensor energia-momento, y G*” es el tensor de Einstein, el cual se define de la
siguiente forma:

1
G = R — Sg"R (2.8)

En este trabajo se van a estudiar exclusivamente regiones del espacio-tiempo vacio, siendo
T, = 0, lo cual reduce 2.7 a las ecuaciones de campo en el vacio:

Ry =0 (2.9)

2.4 Movimiento geodésico

Otra consecuencia del Principio de Equivalencia es que toda particula en caida libre seguira una

geodésica, esto es una curva, con componentes z*(\), que extremizan la longitud medida por la
vil/2
|

métrica entre dos puntos, L = | g |Gt dA. Donde A es un pardmetro afin, el cual asegura

que % = 0, siendo t el vector tangente a x*()\). Ademés, cualquier combinacion lineal de un

parametro afin también lo sera. La eleccién de un parametro afin simplifica la ecuaciéon de las
geodésicas, obteniendo:
d%zH dz” dx®
+Th, 0
d\? dA dA

=0 (2.10)



Existen tres tipos de curvas geodésicas:
o Geodésicas de tipo tiempo: son curvas de longitud positiva, cumplen que ’ L?| = gz’ >
0. Las particulas masivas siguen este tipo de geodésicas debido a que su velocidad tiene que
ser menor que la de la luz, c. En este caso la longitud s es un parametro afin, sin embargo,
es usual tomar el tiempo propio, c2dr? = ds?, como parametro afin.

e Geodésicas nulas: son curvas de longitud nula, cumplen que ‘f | = gwitz” = 0. Las
particulas de masa nula seguirédn este tipo de geodésicas debido a que su velocidad tiene
que ser ¢. Como ahora s = 0 no se puede usar como parametro, y se toma un pardmetro
afin cualquiera, A, cuya tnica condicién es que su valor varie a lo largo de la curva, no
siendo necesario especificarlo.

o Geodésicas de tipo espacio: son curvas de longitud negativa, cumplen que ’ t | = G’ <
0. Toda particula que siga este tipo de geodésica lo hace con una velocidad mayor a ¢, por
lo que no seran objeto de estudio en este trabajo.

Ademaés, estas geodésicas se pueden describir segtn su relacion con el cono de luz, el cual esta
definido para cada observador, teniendo que todo evento en el espacio-tiempo que se encuentre
en el interior del cono estara causalmente conectado con el observador.

Las geodésicas nulas son las que generan el propio cono, las de tipo tiempo son las que se
encuentran en su interior, y las de tipo espacio son las que estan en el exterior del cono.

Para el calculo de las ecuaciones geodésicas es mas conveniente el uso del formalismo Lagran-
giano. Tomando el siguiente Lagrangiano para una particula en caida libre:

L = guxhz’ (2.11)
Aplicando las ecuaciones de Lagrange,
d (oL oL
o (w) “ o (2.12)

Se recupera la ecuaciéon 2.10.

Ademas, se haré uso de las cantidades conservadas para la obtencion de las ecuaciones geodé-
sicas. La mas importante de estas es la conservacion de la cuadrivelocidad:

§* = guit'i’ = a (2.13)

Donde a = ¢? para las particulas masivas, y o = 0 para las particulas de masa nula.

Otra forma de obtener cantidades conservadas es mediante la dependencia del Lagrangiano
con las variables,

oL _ 8—£ = cte (2.14)

Si oxh = ozt



3. Meétrica de Schwarzschild

Para el desarrollo de esta seccion se ha consultado la bibliografia: 3], [5], [6], [7], [8], [9], [10],
[11], [12], [13] y [14].

3.1 Descripcion de la métrica

En todo el documento se va a tomar el convenio de signos usado en [5] , siendo este (4, —, —, —).

La métrica de Schwarzschild describe el espacio-tiempo en el exterior de un objeto compacto,
con simetria esférica y masa M. Lo cual genera una métrica estatica e isotropica, dada por la
siguiente expresion:

-1
ds® = ¢ (1 - 2G2M> dt* — <1 — 2G2M) dr® —1* (d6” + sin” 0 d¢”) (3.1)
c?r c?r
El tiempo coordenado, t, representa el tiempo medido por un observador en el infinito. Las
coordenadas angulares ¢ y 6 representan los dngulos sobre una esfera, de forma similar a un
espacio plano. Y la coordenada radial r mide el area de una esfera, r = (A/ 47r)1/ 2; sin embargo,
r en general no representa el radio de dicha esfera en un espacio-tiempo curvo.

Se van a utilizar las unidades geométricas, de forma que la constante gravitatoria y la velocidad
de la luz sean igual a la unidad G =1 , ¢ = 1, simplificando 3.1:

-1
ds® = (1 — Qfaw) dt* — (1 — 21”) dr? — r? (6 + sin® 0 d¢?) (3.2)
Esta métrica presenta dos singularidades, una en el denominado radio de Schwarzschild rg = 2M,
la cual es una consecuencia de la eleccidon de las coordenadas, y denota la posicién del horizonte
de sucesos del agujero negro. La otra singularidad se encuentra en r = 0, siendo esta una
singularidad real, y seria necesario excluir dicho punto en el estudio de la métrica, sin embargo,
vamos a estudiar las geodésicas exteriores al horizonte de sucesos, por lo que la singularidad real
no consta ninguna complicacién.

También es importante remarcar que la métrica de Schwarzschild es asintoticamente plana, es
decir, cuando r — oo la métrica tiende a la de Minkowski expresada en coordenadas esféricas,
dicho de otra forma, tiende a un espacio-tiempo plano:

ds* = dt* — dr® — r* (d6” + sin® 0 d¢?)
3.2 Ecuaciones geodésicas en Schwarzschild

Para obtener las geodésicas en la métrica Schwarzschild se aplica el formalismo Lagrangiano,
usando 2.11 se encuentra el Lagrangiano:

oM\ . oM\ ! . :
L— <1 - > 2 <1 - > 72 g2 (92 +sin20 ¢2> (3.3)
r r
Primero, se encuentra que el Lagrangiano cumple las condiciones:
oL oL
ot — Y og

6



A partir de las cuales se obtienen las ecuaciones relacionadas a t y 6:

8E.:<1—W>£:k (3.4)
ot r

9L _ 220 ¢’ =h (3.5)
ol

Donde k y h son las cantidades conservadas. k se relaciona con la energia por unidad de masa,
y h con el momento angular por unidad de masa.

Aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange 2.12, para las otras dos coordenadas:

oM M. oM\ > M : .
Ecuacion de r: <1 — ) 7+ —2252 — (1 — > —27'“2 -7 <02 + sin? ¢2> (3.6)
T T T T
.9 . .
Ecuacion de 0: 6 + =76 —sinfcosf ¢* =0 (3.7)
T

Mediante la conservacion de la cuadrivelocidad se obtiene la integral primera:
2M oM\ ! : :
< —> 2 — (1—) 72 — 2 (92+sin29¢2) =a (3.8)
r r

Donde o = 0, 1, dependiendo del tipo de particula con el que se trabaje. Esta ecuacion reempla-
zara 3.6, simplificando el estudio, obteniendo finalmente las ecuaciones geodésicas:

<1 - W) P—h (3.9)

.
r2sin?6 ¢ = h (3.10)
IM\ oM\ : _
<1—) 2 <1—> 72— 2 (92+sin29 ¢2) = a (3.11)
T r
.9 . .
0+ =7 —sinfcosf ¢ =0 (3.12)
T

Ahora, teniendo en cuenta las condiciones iniciales p = 7, 0y = 0, e introduciéndolas en 3.12 se
encuentra que 6 = 0, causando que la particula se encuentre restringida en el plano ecuatorial.
Debido a la simetria esférica de la métrica, mediante una rotaciéon, toda érbita es equivalente a
una 6rbita en el plano ecuatorial, pudiendo afirmar que las érbitas siempre van a estar confinadas
en un mismo plano. Pudiendo entonces simplificar las ecuaciones geodésicas:

(1 - 2M> i=k (3.13)

.
2 =h (3.14)
1
< _ 2M> 2 <1 _ 2M> 22 = g (3.15)
T T

Ahora se van a introducir las ecuaciones que se van a usar en este estudio, derivadas de las
ecuaciones geodésicas.
Primero se busca una ecuacién que relacione la coordenada radial con las cantidades conservadas,
para ello se sustituyen 3.13 y 3.14 en 3.15 para eliminar las primeras derivadas de ¢t y 6:

2 (1 - 2M> <a + :i) = k2 (3.16)

r



Desarrollando los términos multiplicados y reorganizando, se obtiene:

1o M h2 Mh? k2 —
-2 7 R 3.17
2T r @ 272 rd 2 ( )

Siendo esta la ecuaciéon que describe el movimiento equivalente a una particula con energia orbital
% (k‘2 — a), dentro de un potencial efectivo dado por:

M h? B Mh?

Vepp(r) = ——a+

- 3.18
r 212 r3 ( )

Este potencial presenta un término adicional, comparado con el Newtoniano 2.1, proporcional
- : . 2 .

a T%, el cual, para valores pequenos de r domina sobre la barrera centrifuga 2’%, cambiando de

signo la energia centrifuga y atrayendo a la particula hacia el agujero negro, en vez de repelerla.

Ahora derivando 3.17 respecto al parametro afin:

. M N hZ  3MAh?
r=—-——a+ = = —F
r2 r3 P4

(3.19)

Esta ecuacion sera ttil para las simulaciones de las érbitas.

Ahora se busca la ecuacion que relaciona las coordenadas radial y angular; para ello, es nece-
sario tener en cuenta que:

s_dr_drdé drh
T AN dedh der?

Sustituyendo en 3.17 y reorganizando:

dr\T_rt Mk 2MR?
d¢)  h?

Tomando la raiz y el reciproco de 3.20:

+ (k* - a)> (3.20)

o
r r2 3

dé  h [2M  h® 2Mh? —1/2
4
dr 72

—a- Gt + (k* — a)) (3.21)

r rd

El signo positivo describe el movimiento si la particula se aleja del agujero negro, y el signo
negativo si se acerca.

Definiendo v = 1/r, de forma analoga al estudio Newtoniano de las drbitas, y aplicando el
cambio de variable en 3.20:

du\? 2M k2 —
((ﬁ;) _ h2ua — 4 2M c (3.22)

Derivando esta ecuacién respecto a ¢ se obtiene, finalmente, la ecuacién de la forma:

d? M
d7>g +u = za+3Mu (3.23)

Esta ecuacion determina la geometria de las geodésicas en el plano. La soluciéon completa de la
geodésica se consigue anadiendo las siguientes ecuaciones:

dA 1

- e (3:24)
dt k

a@ (3.25)

A\~ hu2(1 - 2Mu)



3.3 Orbitas de particulas masivas

3.3.1 Ecuaciones para particulas masivas

Las particulas masivas representan el caso a = 1, entonces las ecuaciones toman las siguientes
formas.

Ecuaciones geodésicas:

<1 - 2M> t=k (3.26)

r
r2¢=nh (3.27)
2M\ oM\ ! :
<1 — > 2 — (1 - ) 72— r2? =1 (3.28)
r r
Ecuaciones 3.17 y 3.18:
1 k?—1
57'“2 + Vegp(r) = 5 (3.29)
M h*  Mh?
Vers(r) ==+ 55~ — 5 (3.30)
Ademas, sera util definir la energia de la 6rbita en el potencial como:
k?—1
Eory = (331)
2
Ecuacion 3.19: YT A2
.. 3
T:_ﬁ—i_ﬁ_ or (3.32)
Ecuaciones 3.21 y 3.23:
do ho(2M R oMK -1z
— =4+ |—=-—+—+ (k-1 3.33
Toah (B 2 o) 339
d%u M 9

Estas seréan las ecuaciones necesarias para el estudio de una particula masiva en caida libre
alrededor de un agujero negro.

3.3.2 El potencial efectivo

El potencial efectivo es la magnitud que explica el movimiento radial de la particula para cada
valor de E,,;, de forma que la particula no podra tomar valores de la coordenada radial para los
cuales Eynp, < Veps(r); estas son las denominadas zonas prohibidas.

Los puntos de retorno son aquellos en los que la velocidad radial de la particula es nula, 7 = 0,
siendo entonces solucion de Ves¢(r) = Eqrp. Y representando los limites de las zonas prohibidas.
Estos puntos reciben el nombre de periastro, 7,, y apoastro, r,. El periastro es el punto de
acercamiento maximo, en el cual el signo de la velocidad radial cambia de negativo a positivo. Y
el apoastro es el punto de alejamiento méaximo, en el cual el signo de la velocidad radial cambia
de positivo a negativo.



Primero se estudian los extremos de 3.30, para ello se calculan la primera y segunda derivada
del potencial:

dVesy _ M h® 3Mh?

dr 2T T (3.85)
d*Vess 2M  3h*  12Mh?
R (3:36)

Tomando 3.35 e igualdndolo a 0 se encuentran dos extremos:

ry = % (h + 2 = 12M2) (3.37)

Sustituyendo 3.37 en 3.36 se encuentra que 7y se corresponde con un minimo y r— con un
méximo. Renombrandolos, 71 = ryin ¥ 7— = Tmaz-

Estudiando 3.37 se puede observar que el potencial no tiene extremos para valores del momento
angular tales que h? < 12M?2. Para el valor limite h? = 12M?, o de forma equivalente h =
2v/3M =~ 3,464M, ambos extremos se vuelven el mismo, siendo ahora un punto de inflexion
situado en 7 = 6 M.

Para el caso h? > 12M? se encuentra que la posicién del minimo cumple que 7,5, > 6M, y el
valor del potencial en el minimo siempre cumple que V¢ ¢(7min) < 0.

En el mismo caso, el méximo solo puede tomar va-

lores en el intervalo 3M < 1y < 6M, y el valor vi(r)
del potencial en este punto cumple las siguientes g,
condiciones:

1. Veff(T_) >0sih>4M
0.02

2. Vegp(r—) =0si h=4M

3. Veff(r,) <0sih<4M

0.00

Entonces, se llega a la conclusion de que existen
5 casos para el potencial efectivo en funcion del

momento angular: -0.02

Caso 1: h > 4M, este es el caso mas general, per-
mitiendo la existencia de todos los tipos de 6rbitas, -o.0a
y al que se haré referencia en la mayoria del texto.

Existen ambos extremos y V¢ ¢(7maz) > 0.

-0.06
Caso 2: h = 4M, existen ambos extremos y

‘/;ff(rmax) =0.

Caso 3: 2/3M < h < 4M , existen ambos extremos 008
y Véff("”ma:v) < 0.

Caso 4: h = 2\/§M solo existe un extremo en » = Figura 3.1: Representacion de los 5 casos de
6M. Vesg(r). Los puntos marcan la posicion de los

extremos. La linea vertical denota la posicion
Caso 5: h < 2v/3M no existe ningin extremo. del horizonte de sucesos, rs = 2M.
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3.3.3 Clasificacion de las geodésicas

Ahora se van a estudiar, de forma cualitativa, los distintos tipos de geodésicas que pueden
aparecer debido al potencial efectivo 3.30.

Antes de comenzar, es necesario introducir unas definiciones importantes para la clasificacion
de las geodésicas:

e Acotadas: Una oOrbita es acotada si k < 1, o de forma equivalente E,,; < 0.
e No acotadas: Una o6rbita es no acotada si k > 1, o de forma equivalente F,.; > 0.

e Primer tipo: Las geodésicas del primer tipo son aquellas para las que existe un periastro,
este siempre cumple 7, > 7,44, siendo imposible que una particula siguiendo este tipo de
geodésicas caiga en el agujero negro. Ademaés, solo existen para Eyp < V(rmaz)-

e Segundo tipo: Las geodésicas del segundo tipo son aquellas en las que no existe un perias-
tro, pero si un apoastro. Provocando que toda particula siguiendo estas geodésicas caiga
inevitablemente al agujero negro.

e De captura: Las geodésicas de captura son aquellas en las que no existe ningin punto de
retorno.

0.10

0.08

0.06

0.04

v(r)

Tipo ll
-0.02}

=0.04Tipo ll
2 34 6 10 20 3040 60 200300 600 1000
riM

Figura 3.2: Clasificacion de las geodésicas en funcion de la energia de la 6rbita, para h = 4,5M. El area
de color gris representa la zona prohibida, el resto de areas de colores representan las diferentes zonas
energéticas para cada tipo de orbita, en el area roja orbitas de captura, en las areas azules para orbitas
no acotadas, las areas verdes y amarilla para orbitas acotadas, siendo esta tltima una zona donde solo
existen o6rbitas de segundo tipo.
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a) Radiales

Las geodésicas radiales cumplen que ¢ = cte, lo cual implica que A = 0 mediante 3.14. Reduciendo

3.29 a: Y
2= (K —1) + — (3.38)

Tomando una particula que cae al agujero negro desde un radio inicial R, con una velocidad
inicial nula, se encuentra que:

B =1- "
R

Por simplicidad, se supone que R — oo, entonces k = 1, obteniendo las ecuaciones que determi-
nan la geodésica:

dr __(2M\'? at (. 2M\~

dr r dr r

Reorganizando ecuaciones anteriores, y expresando el tiempo coordenado y el tiempo propio
como funciones de la coordenada radial:

% _ (L)”Z (3.39)

dt r \1/2 oM\
o= (1) <1‘r> (3.40)

Integrando 3.39, tomando que 7 = 0 en r = r;, se obtiene:
2 3 [ r3

_“ ) A1

3 ( 2M 2M (3:41)

Se encuentra que la particula atravesara el horizonte de sucesos y llegard a la singularidad en
cantidades de tiempo propio finitas. Las cuales son:

2 3 1 2 [
Th = = — ==
=3\ Vaum Y03\ on

De forma equivalente, se integra 3.40 tomando t = 0 en r = ry,
2( | r3 [ r3
-z Y S 2M In
3 ( 2M 2M +d +

A partir de esta ecuacion se encuentra que t — oo cuando r — 2M . Este es un comportamiento
muy diferente al observado para el tiempo propio, e implica que para un observador en el infinito,
una particula que describe una geodésica de tipo tiempo nunca alcanzara el horizonte de sucesos.

V2M+1 \/27}\24_1
1 g1

(3.42)

Finalmente, cabe debtacar que estos comportamientos también se pueden encontrar en 3.39 y
3.40, teniendo que —> 0 cuando r — 2M, mientras que g dr ~ # 0 para todo r # 0.
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b) Circulares

Las geodésicas circulares se caracterizan por tener una coordenada radial constante, r = r. = cte,

entonces 7 = 7 = 0. Y tomando u = % = cte en la ecuaciéon de la forma 3.34 se obtiene:

Mr?
R 3.43
re — 3M ( )

Ahora se consigue la expresion del radio de la 6rbita circular en funcién del momento angular

despejando en 3.43:
re = % (h + /R 12M2) (3.44)

La expresion obtenida es igual a 3.37, por lo que las 6rbitas circulares ocurren en los extremos del
potencial efectivo. Esto implica que las 6rbitas seran estables si ocurren en el minimo, r. = ryn,
e inestables si ocurren en el maximo, 1. = Tmaee. Ademas, teniendo en cuenta las caracteristicas
de los extremos vistas en 3.3.2, se encuentra que no existen érbitas circulares para r. < 3M, y
que no puede haber 6rbitas estables para r. < 6M.

A partir de la ecuaciéon 3.29, y utilizando la expresion anterior para el momento angular 3.43,

se obtiene: Lo
oo L=2M/re (3.45)
(1= 3M/re)Y?

Como se ha visto, una oOrbita es acotada si k < 1, o de forma equivalente E,,;, < 0. Entonces,
mediante 3.45, o teniendo en cuenta que en este caso Eop = Veff(re) y comparando con los
valores del potencial en los extremos, se encuentra que las érbitas circulares son acotadas si
re > 4M.

Manipulando las ecuaciones 3.26 y 3.27, e introduciendo los resultados 3.43 y 3.45, se obtienen
las ecuaciones que relacionan ¢t y 7 con ¢:

(if)z _ 4 (3.47)

3
TC

Integrando la primera ecuacién para una revolucién completa, se encuentra el periodo medido
en el sistema de referencia propio de la particula:

3 M 1/2
Te =2 TM <1 - 3T ) (3.48)

Integrando ahora la segunda ecuacién para una revolucién completa, se encuentra el periodo
medido por un observador en el infinito:

3
te =27 Mc (3.49)

Esta ultima expresion tiene la misma forma que su equivalente Newtoniano; sin embargo, no se
puede asegurar que r sea el radio del circulo, como se ha explicado antes.

Finalmente, se introduce la orbita circular estable mas interna, o ISCO (Innermost Stable
Circular Orbit) por sus siglas en inglés. Esta se da solamente en el caso 7. = 6M y h? = 12M?,
es decir, cuando el potencial solo contiene un extremo, en el cual se situara la particula. Para
este caso se obtiene:

2v2

; (3.50)

krsco =

13



c) Orbitas homoclinicas

Las o6rbitas homoclinicas existen siempre que h > 24/3, y su constante k siempre coincide con la
orbita circular inestable.

Este tipo de 6rbitas puede ser tanto del primer como del segundo tipo. Una particula siguiendo
una trayectoria homoclinica del primer tipo cae desde el infinito si es no acotada, o desde un
apoastro si es acotada, hasta alcanzar el radio de la érbita circular inestable, a la cual tiende de
forma asintotica, describiendo un ntmero infinito de giros alrededor del circulo con r. = ez,
causando que nunca vuelva al infinito, o al apoastro, respectivamente.

Las orbitas del segundo tipo aceptan dos clases
de movimientos. La particula tiende de forma asin- g
totica al circulo desde su interior. O como 7. repre-
senta el periastro para las o6rbitas del primer tipo,

y el apoastro para las del segundo tipo, se puede 10
considerar que estas tltimas son una continuacién
de las del primer tipo, girando un ntimero finito de
veces cerca del circulo en r. para, finalmente, caer 5
hacia el agujero negro.

El estudio de este tipo de d6rbitas va a ser esen-
cial para entender algunas caracteristicas del resto
de geodésicas, debido a que representan la érbita
de mayor energia para la cual existen orbitas del
primer y segundo tipo simultaneamente.

5 10 15 20M

Figura 3.3: Dos orbitas homoclinicas con pa-

Para h > 4M estas seran las orbitas no acotadas rametros h = 42M y Eopp = 0,0261954M. La
orbita azul es del primer tipo, y la érbita verde

con mayor energia. De forma equivalente, seran las i
es del segundo tipo.

orbitas acotadas de mayor energia para h < 4M.

d) Primer tipo

i. Acotadas

Las orbitas acotadas del primer tipo existen solamente si h > 2v/3 M. En este tipo de 6rbitas,
las particulas se encuentran dentro del pozo de potencial, describiendo un movimiento radial
periddico delimitado por el periastro y el apoastro.

Antes de empezar con la descripcion de estas orbitas, es importante introducir el concepto
de la precesion del periastro; esto se refiere al desplazamiento angular que sufre la posicion del
periastro al completar una rotaciéon. Este fenomeno se estudiaré con més detalle en Sec.3.3.5.

Para obtener una descripcién més completa de estos tipos de 6rbitas se distinguen tres casos
de valores de h, dependiendo de los posibles valores que puede tomar la precesion.

Orbitas con precisiones del orden de minutos de arco, este tipo corresponde con valores altos del
momento angular, h 2 35M. Las particulas describen érbitas keplerianas, es decir, elipses, que
precesan, esto es, que la posicién angular del eje mayor de la elipse se desplaza junto al periastro
al completar una rotaciéon. La magnitud de las precesiones serd, como maximo, del orden de
minutos. Las érbitas planetarias, generalmente, son de este tipo.

Orbitas con precesiones tales que 1° > §¢ > 360°, tomando valores de momento angular inter-
medios, 4M 2 h 2 35M. En este caso, las particulas describen cuasi-elipses, que precesan.

14



El dltimo caso viene definido por valores pequenos del momento angular, h < 4M, existiendo
orbitas con una precesion d¢ > 360°. Las particulas son capaces de describir uno o mas giros
completos cerca del agujero negro, llamados whirls, describiendo trayectorias cuasi-circulares,
antes de volver al apoastro. El nimero de whirls aumenta cuanto mayor sea k, debido a que la
orbita tiende a la homoclinica, la cual presenta un niimero infinito de whirls.

Ahora no existen orbitas del tipo kepleriano, imposibilitando una descripcién basada en elipses.
La caracterizaciéon mas completa de estas 6rbitas se da mediante tres parametros. La cantidad de
hojas descritas por la particula, esto es, la parte de la trayectoria en la que se aleja hasta llegar
al apoastro y volver. El nimero de whirls, es decir, giros completos que describen las particulas
cerca del periastro. Y los vértices, el orden en el que se trazan las hojas. La descripcion en detalle
de este sistema es mucho maés extensa, y viene explicada [12].

La existencia de precesiones mayores a 360° se interpreta como una precesion entre 0 y 360 grados,
més un multiplo entero de 360, cuya proporciéon con 360 indica el nimero de whirls realizados
por la particula.

Finalmente, cabe destacar que las o6rbitas circulares con r. > 4M estudiadas en 3.4.3.b son
casos especiales de las orbitas acotadas de primer tipo.

yiMm yiMm
n° vueltas 5. n° vueltas 36. =

Precesién 39.1392° Precesion 450.311°

40 60 E
-60
Figura 3.4: Orbita acotada del primer tipo con Figura 3.5: Orbita acotada del primer tipo con
parametros h = 6M y E,., = —0,01M, caso de parametros h = 3,85M y E,p = —0,0189M,
momento angular intermedio. caso de momento angular bajo. Presenta 4 hojas

que precesan, y describe 1 whirl.

ii. No acotadas

Este tipo de geodésicas solo existen para h > 4M, y son el equivalente de las 6rbitas keplerianas
hiperbolicas, tendiendo a éstas cuando r, > M.

En general, una particula siguiendo este tipo de orbitas llega desde el infinito, alcanza el
periastro, y es dispersada por el agujero negro, volviendo al infinito. Ademas, el angulo de
dispersién puede tomar cualquier valor, incluso haciendo que la particula vuelva en la direccién
inicial.

Igual que ocurre con las 6rbitas acotadas del primer tipo, una particula en una 6rbita no
acotada del primer tipo también puede describir uno o més whirls antes de volver al infini-
to, aumentando el nimero de los mismos cuanto mas cercana sea la energia de la érbita a la
homoclinica.
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Finalmente, las 6rbitas circulares inestables, con r. < 4M, son casos especiales de estas 6rbitas.

y/M yiM
10 4

n°vueltas 1.76422
-40 -4

Figura 3.6: Orbita no acotada del primer tipo Figura 3.7: Dos orbitas del segundo tipo con

con pardmetros h = 4,7M y E,., = 0,1M. Des- h = 42M. La o6rbita azul es no acotada, con

cribe 1 whirl antes de volver al infinito. FE,p = 0,026 M. La 6rbita verde es acotada con
E,, =—-0,01M.

e) Segundo tipo

Este tipo de oOrbitas no tiene ningtn analogo kepleriano y aparecen debido a que la barrera
cinética del potencial tiene una altura finita.

Las particulas siguiendo una 6rbita del segundo tipo comienzan en un apoastro, para segui-
damente caer de forma inevitable al agujero negro, describiendo espirales que terminan en el
centro r = (. Este tipo de érbita existe para todo valor de h; sin embargo, para h < 4M solo
serdn acotadas. Ademas, la tnica diferencia entre las érbitas del segundo tipo acotadas y las no
acotadas es el valor de su energia.

f) Orbitas de captura

Existen dos posibilidades para las particulas que siguen este tipo de 6rbitas: comienzan en el
infinito y caen al agujero negro, o se generan cerca del agujero negro y escapan al infinito; un
ejemplo de las tdltimas es la radiacion de Hawking. En ambos casos, las particulas describen
espirales en las inmediaciones del agujero negro y siguen trayectorias rectilineas en las regiones
alejadas del mismo.

Si la energia de la érbita es cercana a la homoclinica, las particulas pueden realizar varios giros
mientras caen o se alejan.

Estas orbitas son no acotadas, y ocurren para valores de k tales que 0 > &k > Vet (Tmaz)-

Se puede definir el parametro de impacto aparente,

h2 h2k2

v k*—1
el cual representa la distancia entre la direccion inicial de la particula en el infinito y una recta
paralela a esta direccién que cruza por el centro del agujero negro.

El parametro de impacto critico, b., se corresponde con el parametro de impacto de la homo-
clinica, y cualquier particula con un b < b, seguird una 6rbita de captura. Usando 3.44, 3.45 y
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3.51, se expresa el parametro de impacto critico en funciéon de h:

3/2
p2_ 2l (h? 4+ 36M?) + (h* — 12M?) (3:52)
‘ h(h? — 18M2) + (h2 — 12M2)%/
Finalmente, se define la seccién eficaz,
h (b2 + 36M2) + (b2 — 12M2)%/?
o =nb? = wh? ( )+ ( ) (3.53)

h(h? —18M2) + (h2 — 12M2)3/2

Para h = 4M, b, — oo, y para valores h < 4M, b. es imaginario, debido a que el valor del
mAXimo es menor que cero, o no existe; sin embargo, esto no representa un problema si se toma
b. — oo para estos valores, representando que toda particula no acotada con h < 4M seguird
una orbita de captura.

1%IM 1%IM

5 10 15 20m

Figura 3.8: Orbita de captura con h = 4,5M y E,., = 0,09M. Los puntos rojos en la imagen de la
izquierda se corresponden con intervalos de tiempo propio A7 = 1,5M, y los puntos negros en la imagen
de la derecha se corresponden con intervalos de tiempo coordenado At = 1,5M.

3.3.4 Orbitas permitidas en los casos especiales del potencial efectivo
i. Caso 2
Este caso, h = 4M, representa el valor del momento angular mas bajo para el que existe, al

menos, una 6rbita no acotada del primer o segundo tipo, siendo la homoclinica con E,.; = 0. El
resto de 6rbitas no acotadas son de captura.

ii. Caso 3

Para 2v/3M < h < 4M, no existe ninguna 6rbita no acotada del primer o segundo tipo, causando
que cualquier particula que venga del infinito caiga inevitablemente en el agujero negro.

Ahora el potencial en el maximo siempre es menor que cero, permitiendo la existencia de
orbitas del segundo tipo con E,.p > V(rpaz). La tnica diferencia con el resto de orbitas del
segundo tipo es que la distancia del apoastro siempre es mayor que 4M.
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Captura
0.00
Tipo i
-0.02}
; Tipo Il Tipo | Acotada
-0.041
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™

Figura 3.9: Clasificacion de las geodésicas en funcion de la energia de la orbita en el caso 3, para
h = 3,75M. Los colores tienen la misma interpretacion que en Fig.3.2.
iii. Caso 4

En el caso h = 2v/3M, la tnica orbita del primer tipo permitida es el ISCO, el cual también
tiene su o6rbita del segundo tipo correspondiente, la cual resulta ser una homoclinica.

iv. Caso 5

Para h < 2v/3M, el potencial no posee ningtn extremo, causando que no existan orbitas del
primer tipo, causando que toda particula caiga de forma irremediable al agujero negro.

0.05

Captura
0.00

-0.05

-0.10

Vi)

-0.15

=0.20

-0.25

-0.30

2 3 4 &6 10 20 30 40 60 200 300
/M

Figura 3.10: Clasificacion de las geodésicas en funcion de la energia de la oérbita en el caso 5, para
h = 3M. Los colores tienen la misma interpretacion que en Fig.3.2.
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3.3.5 Precesion del Periastro

Siguiendo la breve descripcién vista en 3.3.3.d.1, se define la precesion del periastro,

Donde A¢ es el angulo total recorrido entre los puntos de retorno, se obtiene integrando 3.33

SPper = 2|A¢| — 27

desde el periastro al apoastro:

Bbyer = 6(00) = o) = [

se simplifica:

r2
P

2
(e 2

Oper = 3mM (1 + 1>

Tp Ta

l

—-1/2
_ 2M>> dr
T

Tomando la aproximacion de grandes distancias, M /r < 1, la expresion del angulo de precesion

Recuperando las constantes, y definiendo el semilatus rectum + = % (i + i):

5¢per =

6mrGM
c?l

Tabla de precesiones para algunos objetos del Sistema Solar:

Tp Ta

Revoluciones | Precesion teodrica | Precesion medida
Objetos l (au) Siglo (arcseg/siglo) (arcseg/siglo)
Mercurio 0.37 416 43.03 43,1+ 0,5
Venus 0.72 161 8.6 8,0£5,0
Tierra 1 100 3.8 5,0+ 1,0
(1566) Icaro | 0.34 89 10.3 10,0+ 1,0

Tabla 3.1: Valores de la precesion del perihelio para algunos objetos del sistema solar. Datos provenientes

de [5] y [8].
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3.4 Orbitas de particulas sin masa (luz)

3.4.1 Ecuaciones para particulas con masa nula

Las particulas de masa nula representan el caso a = 0; sin embargo, la energia y el momento
angular por unidad de masa no estdn bien definidos, k y h, respectivamente, por lo que es
necesario introducir el parametro de impacto aparente:

b=~ (3.58)

También es necesario reescalar el parametro afin para poder expresar todas las ecuaciones en
funcién de b, A — hA. Teniendo todo esto en cuenta, se obtienen las siguientes ecuaciones.

Ecuaciones geodésicas:

<1 - 2M> . (3.59)

r b
r2¢ = (3.60)
IM\ . oM\ :
<1 - > % — (1 - > i?—r?¢% =0 (3.61)
r r
Ecuaciones 3.17 y 3.18:
1
Pt Vers(r) = 43 (3.62)
1 2M 1 2M
Vers(r) = 3 (1 - r) e R o (3.63)
Ecuacion 3.19: . A
Ecuaciones 3.21 y 3.23:
dé 1/1 1 oM\ \ 2
— == |- (1-— 3.65
dr r2 (b2 r2 ( r >> (3.65)
d%u 9

Estas seran las ecuaciones necesarias para el estudio de una particula de masa nula en caida
libre alrededor de un agujero negro.

3.4.2 El potencial efectivo

En este caso, el potencial efectivo viene dado por 3.63, definiendo el movimiento radial para cada
valor del parametro de impacto, siendo las zonas prohibidas tales que b=2 < Vers(r). En este
caso, es més util hablar en términos del pardmetro de impacto, en vez de definir una energia de
la 6rbita como se hacia para las particulas masivas.

Los puntos de retorno cumplen 7 = 0, por lo que trabajando con 3.62 se obtiene la ecuaciéon
de los mismos:

S — b2 (rpeg — 2M) =0 (3.67)

ret
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Cuya solucioén es:
2b 1 3V3M 2
Tret = % cos [3 arc cos (— \/; > + gﬂ]; n=0,1,2 (3.68)

Antes de explicar en mas detalle los puntos de retorno, es necesario estudiar los extremos de
3.63 como se hizo previamente para las particulas masivas,

AV ¢ 2 3M
_ 22 3.69
dr 73 ( r ) (3.69)
d*Vegr 6 12M
2 A <1 - ) (3.70)

Igualando 3.69 a 0 se encuentra un tnico extremo:
Text = 3M (371)

Mediante 3.70 se encuentra que re,+ €S un maximo.

Como V¢ no depende del parametro de impacto, su forma no varia para los distintos valores
de b, al contrario del caso de las particulas masivas. Haciendo que la altura del maximo también
sea constante, Vi (3M) = (27M2)_1. Ademaés, se encuentra que para r > 2M, Vegs(r) > 0,
siendo exactamente cero en el horizonte de sucesos.

Volviendo a los puntos de retorno, estos solo existiran si b=2 < V. #£(8M), sin embargo, para
n = 1 siempre tiene un valor negativo, por lo que no serd un punto de retorno. En el caso n = 0,
el punto de retorno se identifica con un periastro, y si n = 2 se identifica con un apoastro.

M2v(n)
0.04
127

0.03

0.02

0.01

-0.01

-0.02

Figura 3.11: Representacion de V.z¢(r). El punto marca la posicion del méximo, y su valor esté repre-
sentado en la ordenada. La linea vertical denota la posicién del horizonte de sucesos, rs = 2M.
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3.4.3 Clasificacion de las orbitas

a) Radiales

Para particulas sin masa, el pardmetro afin A no tiene significado fisico. Asi que solo se estudiara
el comportamiento del tiempo coordenado.
Como se vio antes, las geodésicas radiales cumplen ¢ = cte, mediante 3.61 se obtiene:

dr 2M
—=4(1-— 3.72
dt ( r > (372)
Integrando, se encuentra la relaciéon entre el tiempo coordenado y el radio:
t:j:rj:QMln)ﬁ—l‘%—cte (3.73)

El signo positivo representa una particula entrante, que cae hacia el agujero negro, y el signo
negativo, una particula saliente, la cual se aleja.

t

"
i

r
r=0 rs=2M

Figura 3.12: Diagrama (t,r) del espacio-tiempo de Schwarzschild. Las curvas representan geodésicas
nulas radiales entrantes (azules) y salientes (verdes). La linea vertical negra en rg = 2M representa el
horizonte de sucesos.

b) Circulares

Para las geodésicas circulares, r = r. = cte, y r = 7 = 0. Tomando u = % en 3.66, se encuentra:

re =3M (3.74)
Llegando a la conclusién de que las geodésicas circulares ocurren en el méximo, haciéndolas
inestables.

Ahora se puede definir la esfera de fotones, siendo esta la region donde las particulas sin masa
pueden seguir 6rbitas circulares, en la esfera con r = 3M.

El parametro de impacto de este tipo de érbitas se le llama parametro de impacto critico, y
se obtiene sustituyendo r. = 3M en 3.62:

be =3V3 M (3.75)
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c) Orbitas criticas

Estas orbitas las siguen particulas cuyo parametro de impacto es el parametro de impacto critico

b=b,=3vV3 M.

Son el equivalente a las 6rbitas homoclini-
cas, con la principal diferencia de que el circu-
lo al que tienden las érbitas criticas siempre
esta situado en r. = 3M, la esfera de fotones.

Las particulas siguiendo 6rbitas criticas del

primer tipo siempre caen desde el infinito, y
tienden al circulo en r. = 3M, describiendo
un nimero infinito de whirls.
Las orbitas criticas del segundo tipo también
admiten dos tipos de movimiento. La particula
comienza cerca del horizonte de sucesos y tien-
de a la esfera de fotones desde su interior. O, la
particula comienza en un apoastro y describe
un nimero finito de giros cerca de r. = 3M,
para seguidamente caer al agujero negro.

d) Primer tipo

5 10 1SE

Figura 3.13: Dos orbitas criticas con b = b.. La
orbita azul es del primer tipo, y la érbita verde es
del segundo tipo.

Como se ha visto antes, el potencial siempre es positivo en el exterior del horizonte de sucesos,
por lo que solo existen 6rbitas no acotadas. Ademaés, este tipo de érbitas las seguiré toda particula
que provenga del infinito con un parametro de impacto b > b.

Es necesario introducir el concepto de defle-
xion de la trayectoria. Siendo esta la desvia-
cién angular que sufre la trayectoria, respec-
to a aquella en la ausencia del objeto masivo.
Este concepto se estudia con mas detalles en
Sec.3.4.4.

Entonces, una particula que sigue una geo-
désica del primer tipo cae desde el infinito
hasta alcanzar el periastro, para seguidamen-
te volver al infinito, en la direccién dada por
la deflexién. El valor del periastro viene dado
por 3.68 con n = 0, el cual cumple r, > 3M.
Ademas, las particulas también pueden descri-
bir whirls, apareciendo para valores del angulo
de deflexiéon mayores a 360°, de forma equiva-
lente a las particulas masivas. Aumentando el
namero de estos cuanto mas cercano sea el pa-
rametro de impacto al pardmetro critico, apro-
ximandose a la orbita critica.

yiM
10

— b=8761M
— b =6.896M

— b =5.869M
~— b =56.19676M

10 20m

Figura 3.14: Cuatro 6rbitas del primer tipo con pa-
rametros, b = 5,19676 M, 5,869M, 6,896 M, 8,761 M,
respectivamente.
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e) Segundo tipo

Al igual que las orbitas del primer tipo, las del segundo tipo ocurren para b > b,.

Las particulas que describen 6rbitas del segundo tipo comienzan en un punto cerca del horizonte
de sucesos, se alejan hasta alcanzar el apoastro y finalmente caen en el agujero negro siguiendo
una espiral. El valor del apoastro viene dado por 3.68 con n = 2, el cual cumple r, < 3M.

ym
4,

-4

Figura 3.15: Dos o6rbitas del segundo Figura 3.16: Tres 6rbitas de captura, con parametros
tipo. La orbita azul con b = 5,1964M . b=>5,196M, 3,5M, 2M, respectivamente.
La orbita verde con b = 6M.

f) Orbitas de captura

Este tipo de orbitas las sigue toda particula con b < b,, existiendo dos posibilidades. La particula
parte del infinito y cae en el agujero negro, describiendo una espiral en las inmediaciones del
mismo. O la particula se genera cerca del horizonte de sucesos y escapa al infinito.

Ahora, mediante el parametro de impacto critico b, = 3v/3, se puede calcular la seccion eficaz,

o = mwh? = 27nM? (3.76)

0.05

Captura
0.04

N B

0.03

0.02 Tipol

M2 V()

0.01

0.00 B8 - TR

-0.01

-0.02

4 6 10 20 30 40 60 200
M

Figura 3.17: Clasificaciéon de las geodésicas en funcion del parametro impacto aparente de la érbita para
particulas de masa nula. Los colores tienen la misma interpretacion que en Fig.3.2.
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3.4.4 Deflexion de la trayectoria

Siguiendo la definicién de deflexion de la trayectoria dada en el apartado 3.4.3.d), se define el
angulo de deflexion:
0Qdef = AP — T (3.77)

Donde A¢ es el angulo total recorrido por la particula, es decir, dos veces el angulo recorrido

desde el infinito hasta el periastro:
/001 11/, _2M 172
,oT2 02 2 r
p

Tomando la aproximacion de distancias grandes, M /r < 1, la expresion del angulo de deflexion
se simplifica:

Ap = 2[d(rp) — doo| =2 (3.78)

4M
OPdef = —— (3.79)
Tp

Recuperando las constantes, y teniendo en cuenta que en la aproximacién tomada b ~ 7,

4GM
c2b

0Qdef = (3.80)

Este fendémeno es la base de las lentes gravitacionales, permitiendo que las trayectorias de la
luz generada detras de objetos muy masivos se curven y sean capaces de llegar a la Tierra.

Spger (grad)
700

600
500
400
300
200

100

b
b, 6 8 10 12 14 16m

Figura 3.18: Representacion del angulo de deflexion en funcién del pardmetro de impacto. Se observa
que diverge cuando b — b., como se esperaba, ya que se aproxima a la orbita critica.
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4. Meétrica de Simpson-Visser

Para el desarrollo de esta seccion se han consultado los papers [1], [15], [16] y [17].
4.1 Descripcion de la métrica

Esta métrica es una generalizaciéon de la métrica de Schwarzschild 3.2, y es introducida por Alex
Simpson y Matt Visser con el fin de describir agujeros negros regulares, aquellos en los que
no existe ninguna singularidad real. Para ello, se modifican los componentes del tensor métrico
)

de Schwarzschild, realizando el cambio de variable r — p(r) = (r? + a? 2, donde a es un

parametro, obteniendo la siguiente métrica:

ds* = <1 - 2M> dt* — <1 — 2M> 1 dr* — (r* +a®) (d6® +sin® 0 d¢?)  (4.1)
Se puede observar que para a = 0 se recupera la métrica de Schwarzschild, la cual ya ha sido
estudiada, y ademas es el tnico valor de a en el que la métrica no es regular. Esta métrica también
posee las simetrias r — —r y a — —a. Por estas razones, y para simplificar la exposicién, se
impone la restriccion a > 0, y el estudio se centrard en valores positivos de r. Ademés, esta
métrica sigue teniendo simetria esférica, pudiendo restringir el estudio al plano ecuatorial, igual
que en Schwarzschild.

La regularidad de la métrica permite que las particulas puedan cruzar a valores negativos
de la coordenada radial, teniendo ahora r € (—o00,00). Las consecuencias de esta propiedad se
explicaran mas adelante.

Dependiendo del valor del parametro, la métrica puede representar:

1. Para a < 2M, un agujero negro regular, con una garganta unidireccional, llamada rebote,
de tipo espacio en el origen (d52|T:0 < 0). Ademaés, aparecen dos horizontes de sucesos en

las coordenadas 73 = ++/(2M)2? — a2.

2. Para a = 2M, un agujero de gusano unidireccional con una garganta nula en el origen
(ds?],—o = 0).
3. Para a > 2M, un agujero de gusano transitable bidireccional con una garganta de tipo
tiempo en el origen (d32|r:0 > 0).
Teniendo que la garganta se encontrard en r = 0.

La mayoria de las ecuaciones geodésicas para la métrica de Simpson-Visser toman la misma
forma que las obtenidas para la métrica de Schwarzschild, Sec.3.2, haciendo la sustitucion r —

p(r) = (7“2 + a2)1/ 2, Excepto las ecuaciones 3.19 y 3.23, transforméandose, respectivamente, a:

r M N h? 3Mh? (4.2)
= — « — .
(7"2 + CL2)1/2 r2 4+ a2 (7"2 + a2)3/2 (7’2 + a2)2
d? M 3M k% —
dd:;—l—u:hQa—i—?)Mu2—a2u[ h2a —2u? + 5Mu® + % a] (4.3)

Donde u = p~t = (r? + a2)_1/2.

Finalmente, es necesario remarcar que el drea de una esfera localizada en r sera A(r) = 4w p?(r),
teniendo que el radio minimo que se puede medir para cualquier esfera es p = a, siendo este el
radio de la garganta.

26



4.2 Orbitas de particulas masivas

4.2.1 El potencial efectivo

El estudio del potencial efectivo es similar al caso de Schwarzschild Sec.3.3.2. En este caso, el
potencial viene dado por:

M h?2 Mh?

Vers(r) = = (r2 + a2)1/2 + 2(r2 +a?) B (r2 4+ CL2)3/2

(4.4)

La energia de la é6rbita sigue estando definida por 3.31, y los puntos de retorno siguen siendo
aquellos que V,rr = E,p. Sin embargo, debido a la simetria de cambio de signo en r, por cada
punto de retorno mayor que cero, también existira otro punto de retorno con el mismo valor en
negativo.

Para el estudio de los extremos se obtienen las derivadas del potencial:
dVerr r

dr (42 4 g2)1/?

d2Veff _ 1dVeyy n 2

M h? N 3Mh?
(r2+a%) (12 4a2)%% (12 4 a2)?

(4.5)

2M 3h2 12Mh?
o 32 T 2 572 (4.6)
(r2 + a2) / (r? + a?) (r2 + a2) /

dr2 r dr (r2 +a?)

Igualando 4.5 a 0 se encuentran 5 extremos, los cuales mediante 4.6 se identifica si son maximos
o minimos:

) 1/2
h++Vh2 —12M?2
r:t. =4 h2 t — CL2 (47)
min M
1/2
h—+vVh? —12M? ? !
rE e =+ | h? —a? (4.8)
2M
Tezto = 0 (49)

El extremo en el origen de coordenadas 7.+ puede ser un maximo o un minimo dependiendo
de los valores de h y a, y siempre sera un extremo. Para valores de momento angular h < 2v/3M el
potencial solo tendra un extremo, .. El comportamiento de los extremos respecto al pardmetro
a viene recogido en la siguiente tabla:

a<3M 3M <a<6M a>6M
. . . . . 2
Minimos Siempre existen Existen si h? > aa_é\]/{/[
P . . . . 2 .
Maximos | Siempre existen Existen si h? < aa_é\]@ Nunca existen
. . 2 . ] 2
Ori B . Es un minimo si h? < a“_é\]/&, Es un minimo si h% < a“_é‘]/&,
rigen s un minimo . ) 3 o ) 3
es un maximo si h? > a“_é‘fv[ es un maximo si h? > aa_é\]/{/‘,

Tabla 4.1: Comportamiento de los extremos de 4.4 en funciéon del parametro a, tomando h > 2v/3M.
Debido a la simetria en r, ambos minimos tienen las mismas condiciones de existencia, al igual que los
dos maximos.
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Se encuentra que el valor del potencial en los maximos y minimos, cuando existen, solamente
depende del momento angular y son iguales que en el potencial de Schwarzschild. Teniendo que
Vers (Pmin) < 0,5 Vers (1inae) < 05t h < 4M.

El valor del potencial en el origen, re;;0 = 0, en general depende tanto de h como de a,
cumpliendo que Verf (rexto = 0) < 0 si a < 2M, en especial, para el valor a = 2M se tiene que

Very (Fexto) = —%, independientemente del valor que tome el momento angular. Finalmente, para
a > 2M se tiene que Vegs (Texo) < 0 si h? < 3%‘}5[, y Vers (Texto) > 0 si h? > 3%‘}3[
V(r)
0.4
] I
1 ]
1 I
] 1
I : r
1 I : 1 —
-20 '= ! 20M
] ]
- a=0M E f
— a=15M =pRr [ |
1
1 1
—a=2M H I,'
1
— a=3M : i
maillE
a = 4M ! :
—— a=5M i i
] []
40.6- '

Figura 4.1: Potenciales efectivos con momento angular h = 4,95M , y parametros a = 0 (Schwarzschild),
a=15M,a=2M,a=3M,a=4M y a = 5M, respectivamente.

4.2.2 Geodésicas radiales

Haciendo la sustitucion r — p(r) en 3.39 y 3.40, se obtienen las ecuaciones de una particula
masiva que cae al agujero negro siguiendo una geodésica radial:

2 2\1/4
dr _ (P +a) " (4.10)

dr VoM

at (2 +a)"" L 2M B (4.11)
dr VoM (r2 + a2)1/2 '

Como la solucion de estas ecuaciones es demasiado complicada, se observa directamente el
comportamiento de las ecuaciones diferenciales, encontrandose que cuando existe el horizonte
de sucesos, si (7"2 + a2)1/2 — 2M entonces % — 0, mientras que ‘é—; = 0 para todo valor de 7,
teniendo un comportamiento similar al de Schwarzschild, en el cual un observador en el infinito
observara que la particula nunca cruza el horizonte de sucesos, mientras que en un sistema de
referencia que se mueve junto a la particula si verd cruzar el horizonte. Si no existe ningin

horizonte, todo observador vera a la particula caer hasta la garganta del agujero de gusano.
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-4 -2

Figura 4.2: Representacion del tiempo propio (lineas discontinuas) y del tiempo coordenado (lineas
continuas), frente a la coordenada radial para geodésicas radiales de particulas masivas. Con parametros
a = 0 (Negro, Schwarzschild), a = 1M (Azul), a = 2M (Verde) y a = 3M (Rojo), respectivamente.

4.2.3 Geodésicas circulares y el ISCO

Las orbitas circulares ocurren en los extremos, siendo inestables en r. = ri vy estables en
Te = Tim, teniendo las mismas condiciones de existencia que los respectivos extremos. Ademas,
existira otra orbita circular en el extremo de r. = re10 = 0, la cual seré estable cuando 7.+ sea
un minimo, e inestable cuando 7.9 Sea un maximo.

Sustituyendo r. — /72 + a? en 3.43 y 3.45 se encuentra que las cantidades conservadas para
estas geodésicas vienen dadas por:

M 2 2
o Mg+ (4.12)

Vri+a?—3M
_ PRI
L 1—-2M/\/r2+a (4.13)

(1- 3M/¢m)” ?

Haciendo la misma sustitucion en 3.48 y 3.49 se encuentran los periodos en tiempo propio y
coordenado:

2 4 ,2)3/2 1/2
1. =27 M (rg +a2)"" 1 _ M (4.14)
M VT2 +a?
M (r2 + q2)3/?
b, — oy | Mre +a2)7" (4.15)

M

Finalmente, se encuentra que existen dos ISCOs, que ocurren en r. = ++/(6M)? — a2, siempre
que h? = 12M? y a < 6M. Obteniendo que krsco = 2v/2/3, igual que en Schwarzschild.
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4.2.4 Diferencias en las o6rbitas

La clasificacion de las geodésicas es la misma que en el caso de Schwarzschild, siendo muy
similares las geodésicas en ambas métricas. Sin embargo, existen ligeras diferencias, las cuales se
estudiaran en este apartado.

Las geodésicas homoclinicas tienen el mismo comportamiento siempre que existan los maximos.
Sin embargo, cuando estos no existen, las homoclinicas coincidiran con la garganta, describiendo
un nimero infinito de giros sobre la misma sin llegar a atravesarla.

En las geodésicas del primer tipo acotadas, se encuentra que para los mismos valores de h
v k el valor de la precesién del periastro aumenta con a. Esto es debido a dos fendémenos, el
primero siendo que la distancia entre periastro y apoastro es proporcional al valor de a. El
segundo ocurre para valores de a > 3M cuando no exista el méximo, en estos casos, la altura
del potencial en 7., es inversamente proporcional al parametro a, haciendo que al aumentar a
la 6rbita se acerque mas a la homoclinica, aumentando el valor de la precesion.
Ademas, estas dejaran de existir cuando el minimo no exista.

ym

n°vueltas 36.
Precesién 531.658°

(a) Orbita con parametro a = 1,5M (b) Orbita con parametro a = 2,5M

Figura 4.3: Dos ¢rbitas acotadas del primer tipo, con los mismos parametros h y E,., que Fig.3.5,
cambiando el parametro a. La circunferencias en el centro de la segunda imagen representan la garganta
del agujero de gusano, el circulo negro de la primera imagen representa el agujero negro. Se utiliza p
como coordenada radial.

Para las geodésicas del primer tipo no acotadas, aumenta la desviacion de la 6rbita cuanto
mayor sea a, y dejaran de existir cuando el valor maximo del potencial (en 7,4, 0 en el origen,
respectivamente) sea negativo.

La principal diferencia en las érbitas del segundo tipo es que para ciertos valores de a y h
dejarian de existir, cuando el méaximo no exista y el potencial en el origen sea un maximo.
Ademas, si estas orbitas existen para a > 2M, las particulas oscilaran entre los dos apoastros,
atravesando la garganta del agujero de gusano un niimero infinito de veces.
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y/Mm
n°vueltas 5.
Precesion 41.2022°

(a) Orbita acotada del primer tipo, con los mismos
pardmetros h y Eorp que Fig.3.4, y a = 3M. Se pue-
de apreciar el aumento en el dngulo de precesiéon de
39,14° a 41, 20°.

ym
n® vueltas 6.20551 4

-4

-4

(b) Orbita del segundo tipo con h = 4,3M, Eomp =
0,037M, a = 2,2M. Las curvas discontinuas repre-
sentan cuando la particula toma valores negativos de
r, y las continuas valores positivos. Las curvas azules
representan la particula antes de cruzar la garganta
por segunda vez, y las verdes después de cruzarla por
segunda vez.

Figura 4.4: Orbita del primer tipo acotada y oérbita del segundo tipo, respectivamente.

Finalmente, en las 6rbitas de captura, la principal diferencia es que para a > 2M la particula
alcanza la garganta, atravesdndola y alcanzando valores negativos de r. Ademaés, se encuentra
que la seccion eficaz es la misma que en Schwarzschild, 3.53, si existe el maximo. En los casos en
los que el maximo no existe, la seccidon eficaz serd no nula si el potencial en el origen es mayor

que cero, y vendra dada por:

o = wh? (1 —a?[2Ma® — h* (a — M)]A) (4.16)

n°® vueltas 2.10234

(a) Orbita del primer tipo no acotada, con los mismos
pardmetros h y Forp que Fig.3.6, y a = 2,5M.

e \\\ *
-20 -10 \K‘J 10 20m

n° vueltas 2.53702

=10

(b) Orbita de captura con los mismos parametros h
y Eorp que Fig.3.8, y a = 2,5M. La curva discontinua
representa la orbita en valores negativos de r.

Figura 4.5: Orbita del primer tipo no acotada y érbita de captura, respectivamente.



4.3 Orbitas de particulas sin masa

En esta métrica también es necesario definir el parametro de impacto aparente, siendo definido de
la misma forma que en Schwarzschild b = h/k, y reescalar el parametro afin A — h\. Obteniendo
ecuaciones con la misma forma que en Sec.3.4.1 aplicando la sustitucion r — p(r), exceptuando
las ecuaciones 3.64 y 3.66,

r 1 3M
7= — 4.17
(r2 —|—a2)1/2 (r2 —|—a2)3/2 (r2 + a2)? (4.17)
d? 1
dT;L +u = 3Mu? — a®u [5Mu3 —2u? + bQ} (4.18)

4.3.1 El potencial efectivo

El estudio es también similar al caso de Schwarzschild Sec.3.4.2. Ahora, el potencial efectivo

viene dado por:
1 2M
Vepr=——— 11— —— 4.19
Cff ,,,,2 +a2 ( /7"2 +a2> ( )

Los puntos de retorno cumplen 7 = 0, obteniendo la siguiente ecuacion:
2 203/2 27/ 2 2\ _
(rie +a”) b [(rre +a°) —2M] =0 (4.20)

Cuya solucién es:

4bh? 1 3vV3M onm 12
Tq:ﬂl:et ==+ <3 COS2 [3 arc cos <— b ) + 3 ] - CL2> ;o = 07 17 2 (421)

Donde n = 0 se identifica con dos periastros y n = 2 con dos apoastros. Para el caso n = 1 el
interior de la raiz siempre es negativo, por lo que no serd un punto de retorno.

Para el estudio de los extremos se obtienen las derivadas primera y segunda del potencial

efectivo:
dV, 2 M
Vepp 20y 3 (4.22)
dr (r? + a?) (r2 + a2)1/2
d?v, 1dV, 2r? 15M
R AT A (4.23)
dr2 r dr (r2 4 a?) (r2 + a2)1/2

Igualando 4.22 a 0 se encuentran tres extremos, usando 4.23 se identifica que dos de ellos siempre
son maximos:

rE e = £V (3M)2 — a2 (4.24)
Textd = 0 (425)

Los méaximos encontrados solo existen para valores de a < 3M. El extremo en el origen siempre
existe y sera: un minimo si ¢ < 3M o un maximo si a > 3M.

Se encuentra que el valor del potencial en los méximos es Vegs (rih,,) = (27TM 2)_1, igual que
en Schwarzschild, como era de esperar. En el origen se tiene que Vesf (reqo) < 0sia < 2M,y
Verf (Texto) > 0 si a > 2M, en especial se tiene que el valor del potencial alcanza un maximo

Verf (Texto) = (27]\42)_1 para a = 3M, disminuyendo la altura del potencial para a > 3M.
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Ademés, Verr(r) > 0 en el exterior del horizonte de sucesos, y es exactamente 0 en el propio
horizonte, para a < 2M, y para a > 2M se tiene que V.s¢(r) es positivo para todo valor de r.

Ahora se puede estudiar la existencia de los puntos de retorno. Los periastros existen para
todo valor de a si b2 < 27TM?, para a < 3M, 0 b2 < Vesf (Texto), para a > 3M. Los apoastros
solo existiran si a < 3M y Vegs (Tewto) < b=2 < 27TM?2.
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Figura 4.6: Potenciales efectivos con pardmetros a = 0 (Schwarzschild), a = 1,5M, a = 2M, a = 3M,
a=4M, a = 5M, respectivamente. Se puede observar, como los maximos se aproximan el uno al otro al
aumentar a, hasta que se juntan en el origen para a = 3M, y como disminuye el valor del potencial en el
origen al aumentar a para a > 3M.

4.3.2 Geodésicas radiales

Haciendo la sustitucion r — p(r) en 3.72, se obtienen las ecuaciones del movimiento radial de

una particula sin masa:
d oM
S (P (4.26)
dt (r2 + a2)'/?

Donde, al igual que antes, el signo positivo es para particulas entrantes y el negativo para
particulas salientes.

Integrando estas ecuaciones se obtienen las siguientes soluciones, dependiendo del valor de a:
T+ Vr? + a? 4M?
a i 4M? — a?
Sia<2M : 3 5 3 3
rvV4M= —a (2M+\/r +a )
-arctanh
(4M? — a?) V12 + a? 4 2Mr?

t=xr=+2Mlog

(4.27)

+ cte
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M (Vi + 407 + 2M) I
Sta=2M: t=xrF + 2M log TV +cte  (4.28)
T 2M
A/ 7r2 2 AM?
t:iriQMlog<r+ ! +“>i :
a —4M?
Sia>2M : (4.29)

r

< ) 2Mr
arctan | ——= ] + arctan
a? — AM? \/(a2—4M2)(r2+a2)

Encontrandose que para a < 2M si r — +v4M?2 — a2 entonces t — oo y % — 0, y para un
observador en el infinito, la particula nunca atravesara el horizonte de eventos. En cambio, para
a > 2M el tiempo coordenado no diverge en ningtn punto, y para un observador en el infinito,
la particula llegara a la garganta del agujero de gusano en un tiempo finito.

KK

+ cte

- =) = «ﬁ [

(a) Diagrama (t,r) con a = 1M,y (b) Diagrama (t r) con a = 2M,y  (c) Diagrama (t,r) con a = 3M.
dos horizontes en 7 = ++/3M un horizonte de sucesos en r = 0.

Figura 4.7: Diagramas (t,r) del espacio-tiempo de Simpson-Visser para distintos valores del pardmetro a.
Las curvas representan geodésicas radiales entrantes (azules) y salientes (verdes), respecto a un observador
en valores positivos de r.

4.3.3 Geodésicas circulares

Como las érbitas circulares ocurren en los extremos, se tendran orbitas inestables en r. = rit = =
(3M)?% — a? siempre que a < 3M. Ademas, aparece otra orbita circular en 1. = rego = 0,
coincidiendo con la garganta, y que sera estable para a < 3M, e inestable para a > 3M.

Ahora, la esfera de fotones se encuentra en r = /(3M)? — a? siempre que a < 3M, coinci-
diendo con la garganta en r = 0 para a > 3M. Por lo que se denomina que para r = 3M ocurre
la altima esfera de fotones.

En este caso, el parametro de impacto critico sera el de las érbitas circulares inestables, obte-
niendo que:

{3\/§M si a<3M
C:

4.30
\/a_a% si a>3M ( )

4.3.4 Diferencias en las 6rbitas
Siendo la clasificacion similar al caso de Schwarzschild, se encuentra que existen diferencias sutiles
entre ambos tipos de geodésicas, siendo estas las que se presentan a continuacion.

Las orbitas criticas siguen el mismo comportamiento que en Schwarzschild para a < 3M, en
cambio, para a > 3M el circulo al que tienden las érbitas criticas coincide con la garganta,
describiendo un namero infinito de giros sin llegar a atravesarla.
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En las geodésicas del primer tipo se observa que el angulo de deflexién, para un mismo para-
metro de impacto, es proporcional al pardmetro a, siendo siempre superior a la deflexiéon en la
métrica de Schwarzschild.

Las geodésicas del segundo tipo solo existiran para valores de a < 3M. Ademas, para 2M <
a < 3M las particulas oscilaran entre los dos apoastros, atravesando la garganta del agujero de
gusano un numero infinito de veces, de forma similar a las particulas masivas.

La mayor diferencia para las 6rbitas de captura es que si a > 2M la particula atravesara la
garganta alcanzando valores negativos de r. Ademas, el valor de la seccion eficaz dependeré de
a, siendo o = wb?, donde el pardmetro de impacto critico es el dado por 4.30.

ymM
101

— b =6.895M
— b=6.32M

— b=5.868M
— b =5.502M

— b=5.1961M
— b=4936M /\
X
5 &// 5, 10 15 20M

— b=6.895M sl
— b=6.32M
— b=5.868M
— b=5.502M
— b=5.1961M
— b=4.936M

200
(a) Orbitas con parametro a = 1,7M. (b) Orbitas con parametro a = 3M.
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(c) Orbitas con parametro a = 3,6M. (d) Orbita del segundo tipo con parametros b = 5,3M
ya=21M.

Figura 4.8: Orbitas de particulas sin masa en la métrica de Simpson-Visser. Las figuras (a), (b) y (c)

presentan Orbitas del primer tipo y de captura para distintos valores de a. Ademas, en (a) y (b) aparece
una orbita critica (curva azul). La figura (d) representa una orbita del segundo tipo.
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4.3.5 Deflexion de la trayectoria

Haciendo la sustitucion r — p(r) en 3.78, se obtiene la formula de la deflexion de la trayectoria
de una particula de masa nula en el espacio-tiempo de Simpson-Visser:

© 1 1 1 oM\
Ap =2|p(rp) — =2 - |5 — 1- 4.31
¢ [#(rp) = docl /Tp” r? 4 a? [bz r? 4 a? ( 7‘2+a2>} 31
Tomando las aproximaciones M/r < 1y a/r < 1 se obtiene la férmula calculada en [17]:
4M  a*rm
=— 4+ — 4.32
Obdef b + A2 (4.32)

Se puede observar que el primer término es el mismo que en el caso de Schwarzschild 3.79, por
lo que la deflexion siempre sera mayor que en dicho caso. Sin embargo, como el segundo término
depende de a? y b~2, la diferencia sera imperceptible a efectos practicos.

Opyeg(grados)
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Figura 4.9: Angulo de deflexion de la trayectoria en funcion de los parametros a y b. La zona sin color
se corresponde con valores de b < b., para los cuales no hay deflexién. Se puede observar que para un
mismo valor de b el &ngulo de deflexion es proporcional al parametro a, como se habia dicho antes. No se
puede apreciar en el grafico, sin embargo, cuando b — b, el angulo d¢4ey — 0.
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5. Conclusiones

El objetivo principal de este TFG era construir una clasificaciéon que explicara de forma in-
tuitiva, basandose en el potencial efectivo y la energia de las 6rbitas, el comportamiento que
presenta el movimiento de particulas en caida libre, en las geometrias de Schwarzschild y de
Simpson-Visser, lo cual ha llevado a la siguiente definiciéon de los tipos de 6rbita més generales:
Orbitas acotadas del primer tipo, donde las particulas se encuentran en el pozo del potencial,
oscilan entre el apoastro y el periastro, y ademaés se pueden clasificar con mas detalle en funcion
de los valores que puede tomar la precesion del periastro, dependiendo del momento angular.
Orbitas no acotadas del primer tipo, en las cuales las particulas provenientes del infinito llegan
al periastro y vuelven al infinito, teniendo que el movimiento estd definido por la deflexién de
la trayectoria. Orbitas del segundo tipo, las cuales poseen un apoastro y cualquier particula con
este tipo de trayectoria deberé caer al agujero negro. Orbitas de captura, en las cuales las parti-
culas que provienen del infinito caen al agujero negro, para las cuales se ha encontrado la seccion
eficaz. Y finalmente, las 6rbitas homoclinicas, las cuales representan la frontera entre las 6rbitas
del primer tipo y las érbitas que terminan dentro del agujero negro.

Ademas, esta clasificaciéon funciona tanto para particulas masivas como sin masa, con la pecu-
liaridad de que para particulas sin masa no pueden existir é6rbitas acotadas del primer tipo.

Se ha encontrado que esta clasificacion funciona en las dos geometrias estudiadas, variando
ligeramente el comportamiento tanto del potencial como del movimiento de las particulas entre
ambas geometrias.

En Schwarzschild el potencial efectivo para las particulas masivas depende tinicamente del mo-
mento angular h, teniendo que para valores de h < 4M desaparecen las 6rbitas del primer tipo
no acotadas, y para h < 2v/3M no existen las acotadas del primer tipo. Y en el caso de las
particulas sin masa, el potencial es independiente de cualquier pardmetro.

Para el caso de Simpson-Visser al potencial de los dos tipos de particulas se le anade una de-
pendencia en el parametro a. Teniendo que para particulas masivas, en ciertos casos, ademas de
poder no existir las 6rbitas del primer tipo, acotadas y no acotadas respectivamente, pueden no
existir las orbitas del segundo tipo.

También se ha observado que los valores, tanto de la precesion del periastro como de la deflexion
de la trayectoria, siempre van a ser mayores en la geometria de Simpson-Visser que en la de
Schwarzschild, para orbitas con los mismos parametros h y k, o b, respectivamente. Y que sus
valores también aumentan proporcionalmente al pardmetro a.

Como parte de esta clasificacion también se ha obtenido una explicacion detallada de los
potenciales efectivos en cada caso, en funcion de la existencia, posiciéon y altura de los maximos.
Ademas, se ha obtenido una formula explicita de la posicion de los puntos de retorno para
particulas sin masa, en ambas geometrias.

Mediante el uso de las 6rbitas radiales se ha podido explicar el efecto que tienen los horizontes
de eventos sobre el movimiento de las particulas, evitando que escapen una vez que hayan atra-
vesado el horizonte, y causando que un observador en el infinito nunca pueda ver a la particula
atravesar el horizonte. También se ha obtenido la estructura que forman las geodésicas radiales
de las particulas sin masa en todo el espacio-tiempo de ambas geometrias.

En el estudio de las érbitas circulares se ha encontrado la existencia, en las dos geometrias, de
la 6rbita estable mas interna (ISCO) para las particulas masivas, que ocurre para el momento
angular mas pequeiio en el que existen orbitas del primer tipo. Y de la esfera de fotones para
las particulas sin masa, representando la tnica regién del espacio donde estas particulas pueden
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seguir una oOrbita estable (no caen en el agujero negro ni escapan al infinito).

También se ha descrito cémo varia la deflexién de la trayectoria en funciéon del parametro de
impacto aparente b, y el parametro a en el espacio-tiempo de Simpson-Visser. Haciendo uso de
la resolucién grafica de las integrales para valores bajos de b, y obteniendo las férmulas para
grandes distancias. Ademas, solo en Schwarzschild, se ha calculado la formula de la precesion del
periastro para grandes distancias.

Finalmente, se ha construido un programa en Mathematica para el calculo y representaciéon
de las é6rbitas para los dos tipos de particulas y ambas geometrias, basdndose en las ecuaciones
de 7, 3.32, 3.64, 4.2 y 4.17, y las ecuaciones geodésicas para las variables t y ¢. Este ha sido el
programa usado para generar todas las imagenes de las distintas érbitas. El enlace para descargar
el programa y la explicacién de su uso se encuentra en el apéndice A.2.
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A. Apéndice

A.1 Conversion unidades geométricas

A continuacién, se presenta una tabla con el analisis dimensional de las magnitudes relevantes en
este documento, sin geometrizar y geometrizadas. Ademés de la conversion entre las Unidades
Geométricas, UG, y el Sistema Internacional, SI.

Dimensiones sin | Dimensiones
Magnitud geometrizar geometrizadas | Conversion UG — SI
Longitud L L 1
Masa M L yte
Tiempo T L ¢!
Energia L2T?M 1 ze
Velocidad LT ! 1 c
Momento angular L2T-'M L2 2/a

Tabla A.1: Comparacion de magnitudes entre el Sistema Internacional y las Unidades Geométricas

A.2 Programa para el cilculo de las 6rbitas

El acceso al programa esta en este enlace.
Este programa contiene diferentes secciones divididas por geometria, tipo de particula y si el
calculo es de orbitas individuales o de un conjunto de las mismas.

Sera necesario tener instalado el programa Wolfram Mathematica. Para usar los programas,
solo hay que editar el valor de los pardmetros y las condiciones iniciales de la érbita, que se
encuentran en la parte superior de cada seccién junto a una breve explicaciéon del significado de
cada variable, y evaluar la seccion del programa que se esté usando, pulsando Shift + Enter.
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