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Resumen

El trabajo aborda el estudio de los sistemas complejos desde una perspectiva cientifica, con
especial énfasis en su relacién con la entropia, el orden, el desorden y la informacién. En con-
creto, se profundiza en qué es un sistema complejo, como se define, qué caracteristicas presenta
y qué herramientas existen para su estudio.

En primer lugar, se presenta el concepto de complejidad, abordando su origen interdisciplinar
(matemadticas, filosoffa, fisica) y senalando que no existe una definicién dinica aceptada univer-
salmente. Los sistemas complejos se caracterizan por estar formados por multiples elementos
interconectados que generan comportamientos colectivos no predecibles a partir del comporta-
miento individual de sus partes. Se destacan conceptos clave (propios de la complejidad) como
fenémenos emergentes, redes y leyes de potencia.

En el segundo capitulo del trabajo se inspeccionan algunos tratamientos cuantitativos de los
sistemas complejos, tratando de extender herramientas de la fisica estadistica y la termodinami-
ca. Para ello, se revisan los tres papeles distintos que juega la entropia de Boltzmann-Gibbs-
Shannon en sistemas simples (como entropia termodindmica, como entropia de informacién y
como herramienta para inferencia estadistica). Ademds, se expone el modelo de orden, desorden
y complejidad propuesto por Landsberg. En la segunda parte del capitulo, se estudia cémo en
sistemas complejos puede convenir usar otras entropias para representar cada uno de los tres
papeles anteriores.

Por dltimo, el trabajo explora el campo de la econofisica, hablando sobre la posibilidad de
aplicar los métodos y enfoques desarrollados al estudio de sistemas econdémicos, que también
pueden entenderse como sistemas complejos debido a sus multiples elementos, interacciones y
fenémenos emergentes.

Es importante dejar claro que el objetivo de este trabajo no es clarificar qué debe enten-
derse universalmente por sistema complejo o realizar una revisiéon completa y exhaustiva de la
ciencia de la complejidad (pues serfa inabordable), sino sélo presentar algunas de las propuestas
existentes analizando la coherencia de las mismas desde el punto de vista de la fisica estadistica
conocida. En conjunto, el trabajo muestra cémo la fisica, y en particular la fisica estadistica,
proporciona herramientas que, adecuadamente adaptadas, son tiles para describir, cuantificar
y analizar sistemas complejos, desde fenémenos naturales hasta sistemas sociales y econémicos.
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Introduccion

Muchas disciplinas cientificas, y muy particularmente la fisica, suelen abordar los problemas
dividiéndolos en sus componentes més pequenios y, a partir del anéalisis del comportamiento de
estos y de las interacciones entre ellos, intentan comprender y describir el sistema en su totalidad.
Esto es lo que se conoce como hipdtesis reduccionista. Un ejemplo de este enfoque es el uso de
la fisica estadistica para estudiar un gas ideal o un cristal, pero el ejemplo més bésico es la tabla
periddica, que es el reflejo mas extremo de esta forma de proceder. Pero, podemos plantearnos,
json estos tipos de procedimientos aplicables a todos los fenémenos de interés existentes en el
mundo, o hay casos en los que esto no funciona?

El 4 de agosto de 1972 se publico en la revista Science un articulo titulado “More Is Diffe-
rent” escrito por Philip W. Anderson, fisico estadounidense que gané el premio Nobel de Fisica
en 1977. En el mismo, Anderson criticé la hipétesis reduccionista basada en subdividir un pro-
blema. El articulo comienza como sigue [1]:

“La hipdtesis reduccionista puede sequir siendo un tema de controversia entre los fildsofos,
pero entre la gran mayoria de los cientificos activos, creo que es aceptada sin cuestionamiento...”

Y maés adelante continta:

“La principal falacia en este tipo de pensamiento es que la hipdtesis reduccionista no implica
de ninguna manera una hipdtesis construccionista: la capacidad de reducir todo o leyes funda-
mentales simples no implica la capacidad de partir de esas leyes y reconstruir el universo...”

En otras palabras, en el articulo se criticaba que la comunidad cientifica estaba descomponiendo
en exceso los problemas y que reconstruirlos posteriormente seria una tarea sumamente compli-
cada, dado que en algunos sistemas aparecen nuevas cualidades que surgen cuando las partes
interactian en conjunto (propiedades emergentes) y, en general, las propiedades dependen del
tamario del sistema (no invariancia de escala).

Resulta que, en muchos casos, las interacciones dentro de un sistema son demasiado com-
plejas para que esta metodologia criticada por Anderson sea efectiva. Esto ocurre, por ejemplo,
en sistemas alejados del equilibrio, donde hay propiedades que no pueden explicarse tinicamente
a partir del conocimiento de la estructura del sistema y de las relaciones entre sus elementos
individuales. Si analizar la naturaleza hasta sus leyes fundamentales no nos lleva a comprender
algunos fendmenos, ;qué opcién nos queda? La soluciéon parece evidente: en lugar de descom-
poner, debemos enfocarnos en “el todo”, observando el sistema en su totalidad. Es aqui donde
encontramos la motivacién para buscar un nuevo campo que englobe todos esos sistemas no
estudiables a partir de entes més bésicos, y este es el de los sistemas complejos.

Los sistemas complejos estdn presentes en numerosos aspectos de la vida cotidiana, desde
el trafico en una ciudad hasta el comportamiento de los ecosistemas o los mercados financieros.
Un ejemplo claro de un sistema complejo es una colonia de hormigas [2]. Aunque cada hormiga
sigue reglas simples y no tiene una visién global del sistema, el comportamiento colectivo de la
colonia da lugar a la organizacién del hormiguero, la bisqueda eficiente de alimento y la defensa
ante amenazas. Este tipo de organizacién espontdnea (un sistema adquiere una estructura o
patrén organizado sin intervencién externa o control centralizado) es una caracteristica clave de
los sistemas complejos, los cuales se estudian en diversos campos como la biologia, la economia
y la inteligencia artificial.

Todo esto muestra que en los sistemas complejos el todo es mas que la suma de las partes

ADRIAN PENA DE LA FUENTE



[1] [3] o dicho en términos del filésofo aleman G.W.F. Hegel, en su dialéctica:

“La cantidad se transforma en cualidad y los cambios se interconectan y provocan los unos
con los otros. Las matemdaticas no han logrado justificar estas operaciones que se basan en la
transicion, porque la transicion no es de naturaleza matemdtica o formal, sino dialéctica”.

La complejidad es un concepto amplio y diverso, sin una tnica definicién aceptada univer-
salmente. Surge en varias disciplinas y, normalmente, tiene una definicién concreta dentro de
cada campo, aunque tiene raices profundas en la fisica y en las matematicas, y su desarrollo se
vincula con el estudio de sistemas dindamicos y la teoria del caos. Existen miltiples enfoques para
describir y cuantificar tanto la complejidad como el orden y la organizacién, y todos ellos estan
relacionados con la nocién de informacioén, y por tanto, con las distintas entropias propuestas
para cuantificarla.

Cabe destacar que, en este trabajo, nos limitaremos a la idea de complejidad con la que se
trabaja en ciencia, sin entrar en lo religioso, lo artistico o lo emocional. Es decir, seguiremos
la linea de Jorge Wagensberg en los primeros capitulos de su libro “Ideas sobre la complejidad
del mundo” [4]. Aunque, inevitablemente, nos encontraremos muy cerca de la frontera entre lo
cientifico y lo filoséfico, por lo que surgiran complicaciones interesantes [4]:

“La investigacion en los limites compartidos por la ciencia y la filosofia es apasionante por
arriesgada, y en este dominio, en severa y delicada tension, el conocimiento, en alguna de sus
formas, avanza.”

Si no nos limitdsemos a la descripcién cientifica de la complejidad, abrirfamos la puerta a una
serie de potenciales confusiones. E, incluso bajo esta limitacién, debemos ejercer la precaucion,
ya que diferentes autores usan la misma palabra con significados muy diferentes. En este sentido,
es importante recordar que

“las palabras son simbolos que postulan una memoria compartida”
segin Borges en su relato “El congreso”, de “El libro de arena” (1975) y que

“hay que convertir la informacion (dato objetivo y ajeno) en conocimiento (dato subjetivo y
propio)”

segin Ramoén Buenaventura en “Revista El Semanal, domingo 30 enero 2000”. Estas dos citas
resumen bastante bien lo que se acaba de comentar y aparecen en los apuntes de fisica estadistica
del Prof. Dr. J.C. Cobos.

El marco teérico desarrollado por Claude Elwood Shannon [5] explica cémo la informacién
contribuye de manera impredecible y creativa a la formacién de estructuras organizadas. No
obstante, ain no se comprende completamente la relacién entre la informacién, la estructura y
el orden; en parte porque los conceptos de orden y desorden estan sin definir. El estudio de estos
aspectos puede fortalecer la base tedrica de la ciencia de la informacion y fomentar conexiones
valiosas con otras disciplinas que analizan la informacién y la complejidad.

En la actualidad, la complejidad y los sistemas complejos estdn en auge. En el ano 2000, el
periédico The Mercury News entrevistd al famoso fisico tedrico Stephen Hawking. Tras pregun-
tarle si pensaba que el siglo XXI iba a ser el siglo de la biologia, Hawking respondio:
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“Creo que el proximo siglo serd el siglo de la complejidad. Ya hemos descubierto las leyes
bdsicas que gobiernan la materia... No existe un limite a la complejidad que podemos construir
con estas leyes bdsicas.”

Esta frase da cuenta de la gran importancia de estudiar todo lo relacionado con la com-
plejidad. La investigacién en sistemas complejos estd avanzando muy rapido, y el enfoque no
reduccionista defendido por Anderson se aplica hoy en dia en practicamente todas las disciplinas
del conocimiento. Prueba de que este tema estd de moda es que en 2021 el premio Nobel de
Fisica fue concedido a tres cientificos por “sus innovadoras contribuciones a nuestra comprension
de los sistemas fisicos complejos” segun la Real Academia Sueca de Ciencias.

Este trabajo se centra en aclarar y resumir todo aquello afin a los sistemas complejos aplica-
dos a distintos d&mbitos (incluyendo en ocasiones métodos y herramientas teéricas). En concreto,
se estudiard el surgimiento de la complejidad desde el punto de vista de la fisica y, ademas,
se tratardn algunos sistemas complejos especificos, como, por ejemplo, los presentes en la eco-
nomia, observando las diferencias existentes (por ejemplo, en la definicién), lo cual sirve como
una base concreta para motivar el estudio tedrico. Todo esto, con el objetivo de dar a conocer
la importancia de la fisica estadistica y “la otra fisica” como la llama el fisico Adrian Garcia en
su libro [6].

ADRIAN PENA DE LA FUENTE
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CAPITULO 1
LA COMPLEJIDAD

En este primer capitulo vamos a hablar de la ciencia de la complejidad, enfocandolo en de-
sarrollar herramientas matemaéticas generales que luego pueden aplicarse alld donde haga falta.
Cabe destacar que “complejo” no significa “complicado”. Es facil darse cuenta de que la comple-
jidad es parte de nuestra vida diaria y participamos en procesos complejos de manera continua.

Resaltaremos el hecho de que no existe una tinica definicién de sistema complejo universal-
mente aceptada, y que, dependiendo del ambito de estudio y de los autores, se tiene una gran
variedad de definiciones.

Tras tratar el origen de la complejidad y los sistemas complejos, hablaremos de algunas de sus
caracteristicas més importantes (aunque no entraremos en mucho detalle): fenémenos emergen-
tes, leyes de potencia y redes.

1.1. Origen del concepto

El concepto de complejidad en la ciencia proviene de multiples campos que han explorado
como surgen patrones y dindmicas a partir de la interaccién de numerosos elementos. Desde
un punto de vista etimoldgico, el término “complejidad” tiene raices en el latin, derivando de
complectere, cuyo componente plectere significa “trenzar” o “enlazar”. El prefijo com- aporta
la idea de la unién de dos elementos opuestos que se entrelazan estrechamente sin perder su
dualidad. Sus bases se han desarrollado en diversas disciplinas durante los dos Ultimos siglos:

1. Filosofia y Matematicas (Siglos XIX y XX): La nocién de complejidad surge inicialmente
en la filosofia y las matematicas a través del estudio de los sistemas dinamicos no lineales
y la teorfa del caos. Un ejemplo destacado es Henri Poincaré (junto a Jacques Hadamard)
[7], quien analizé6 cémo pequenas variaciones en las condiciones iniciales pueden influir
significativamente en la evolucién de un sistema, sentando asi las bases de la teoria del
caos, un pilar fundamental en el estudio de la complejidad. De este modo, desde el punto
de vista matematico, el concepto aparece debido a que existen horizontes espaciales y
temporales (de Lyapunov) que son limites de la teorfa de la estabilidad. En cuanto a
lo filosdfico, Hegel profundiza en la idea aristotélica de complejidad indicando que “la
cantidad se transforma en cualidad”.

2. Cibernética y Teorfa de Sistemas (mediados del Siglo XX): Norbert Wiener, a través de
la cibernética, y Ludwig von Bertalanffy, con la teoria general de sistemas, promovieron
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1.2. SISTEMAS COMPLEJOS 1

un enfoque integral para el estudio de los sistemas, destacando cémo las interacciones
entre sus componentes dan lugar a comportamientos que no pueden explicarse a partir de
las propiedades de las partes individuales del sistema. Podemos considerarlos como unos
pioneros del pensamiento complejo.

3. Teoria del Caos (décadas de 1960 a 1980): En la linea con lo descubierto por Poincaré unos
cuantos anos antes, las investigaciones de Edward Lorenz en meteorologia y de Benoit
Mandelbrot en geometria fractal revelaron que incluso los sistemas dindmicos més simples
pueden dar lugar a patrones de comportamiento impredecibles y de gran complejidad.

4. Ciencia de la Complejidad y Sistemas Adaptativos (décadas de 1980 a 2000): A principios
de la década de los 80, se cre un centro de investigacién llamado Santa Fe Institute (si-
tuado en Santa Fe, estado de Nuevo México, Estados Unidos de América) con el objetivo
de crear una comunidad de cientificos que “busquen el orden en la complejidad de los mun-
dos en evolucion” segun sus propias palabras. Cientificos como Stuart Kauffman y John
Holland desarrollaron modelos de sistemas adaptativos complejos, aplicados en biologia,
economia y redes sociales para potenciar esa nueva area de investigacion llamada “siste-
mas complejos” e ir contra la enorme especializacion que estaba viviendo la comunidad
cientifica.

De todo esto se desprende que el origen del concepto de complejidad es muy reciente y, cuanto
menos, borroso. No fue hasta 1980 cuando por fin se comenz6 a tratar todo lo relacionado con la
complejidad de forma seria y se empez6 a considerar la importancia de los sistemas complejos.

1.2. Sistemas complejos

La pregunta fundamental que vamos a tratar de responder en este epigrafe es: jqué es
un sistema complejo? Es obvio que la complejidad es una propiedad intrinseca de los sistemas
complejos, pero ain no hemos dado una definicién explicita. Al consultar abundante bibliografia
sobre sistemas complejos, rara vez se encuentra una definicion puramente tedrica sin el apoyo de
un ejemplo. Parece que existe cierta resistencia a ofrecer una explicacion precisa y rigurosa, como
las que suelen aparecer en los diccionarios. No existe una tinica definicién clara y universalmente
aceptada dentro de la comunidad sobre qué constituye un sistema complejo o lo que es la
complejidad. Prueba de ello, tenemos los siguientes ejemplos:

= En una conferencia de sistemas complejos, el fisico Nigel Goldenfeld dijé que “la comple-
Jtdad comienza cuando se rompe la causalidad”.

= Kl cientifico de la NASA David Grin afirmé que “un sistema complejo es literalmente aquel
en el que existen maltiples interacciones entre muchos componentes diferentes”.

= Desde otras disciplinas, el economista W. Brian Arthur escribié “comunes a todos los
estudios sobre la complejidad son los sistemas con multiples elementos que se adaptan o
reaccionan al patron que estos elementos crean”.

Ademsds de estos 3 puntos de vista, existen muchos otros; algunos similares y otros mas
distintos. Es importante destacar el articulo “Resource Letter CS—1: Complex Systems” de M.
E. J. Newman [8], donde se hace un repaso de los distintos &mbitos en los que se pueden tratar
los sistemas complejos, proporcionando mucha bibliografia en cada caso y la cual usaremos a
lo largo del trabajo. Ademas de todo lo anterior, creo que es conveniente destacar la definicién
dada en el libro de referencia de este trabajo para el segundo capitulo llamado Introduction to
the Theory of Complex Systems de los cientificos Stefan Thurner, Rudolf Hanel y Peter Klimek

14



1 1.2. SISTEMAS COMPLEJOS

“Los sistemas complejos son redes multicapa que coevolucionan.”

Analicemos un poco esta definicién: por red entendemos un conjunto de elementos que se
relacionan de algiin modo (hablaremos un poco mas de ello mas adelante); por evolucién en-
tendemos variacion a lo largo del tiempo y esas variaciones suelen deberse a influencias mutuas
(de ahi el término coevolucién). Por 1ltimo, el término multicapa significa que pueden coexistir
diversas redes con diferentes clases de conexiones simultaneamente. Otra caracteristica dentro
de esta definicién es que los sistemas complejos pueden tener memoria.

Subject Complexity
Sciences | . Science -
Sociology m m m , /,_7 0,
A E 'Y":-:'. ' \ 0g
Psychol @ /© e < "
sychology _\@ o
. / 6
e \95 $95
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B s ~
Atoms @ ;&75 ,\@"@ ( s %
I P e e 91
Particles © -‘9""\0 v \\9 Ps
’ 1

Figura 1.1: Este esquema ilustra cémo la ciencia de la complejidad centra su atencién en los
patrones generales de interaccién entre distintos componentes, y busca, a partir de estas interac-
ciones, reconocer principios comunes que se repiten en diversos sistemas y niveles de organizacion.
Por ejemplo, mientras que la psicologia estudia al individuo, la sociologia surge al analizar cémo
interactian esos individuos entre si. La ciencia de la complejidad explora si es posible detec-
tar dindmicas similares y fenémenos emergentes en niveles diferentes. Asi, es factible comparar
comportamientos sociolégicos con los que ocurren a nivel molecular. Aunque los seres humanos
y las moléculas sean muy distintos, si se considera de manera abstracta, las interacciones entre
ellos pueden presentar caracteristicas comunes [10].

El concepto de sistema complejo no tiene una tunica definiciéon universalmente aceptada, y
esta diversidad refleja justamente la dificultad de capturar su esencia con precision. Se trata
de un término amplio y multifacético, que ha sido abordado desde distintas disciplinas como la
fisica, la biologia, la sociologia o la economia, cada una con sus propias perspectivas y enfoques.
Algunos lo definen por su capacidad de presentar comportamientos emergentes, otros por su
sensibilidad a las condiciones iniciales, su no linealidad, o la multiplicidad de elementos inter-
conectados que lo componen. Esta variedad de definiciones no es una debilidad, sino una senal
de la riqueza y complejidad del fenémeno en si: los sistemas complejos escapan a las categorias
tradicionales de andlisis, y su estudio exige herramientas nuevas, enfoques interdisciplinarios y
una mirada integradora.

ADRIAN PENA DE LA FUENTE 15



1.2. SISTEMAS COMPLEJOS 1

Finalmente, es importante comentar todo lo que surge a partir de los sistemas complejos,
asi como las herramientas de utilidad para su estudio. En primer lugar, destaca la apariciéon de
ciertas propiedades y comportamientos que solo pueden explicarse a través de la colectividad;
la clave de todo esto es la aparicién de nuevos “niveles” en la descripciéon de la realidad al unir
muchas “partes individuales” de una misma escala. Un nuevo nivel quedaria definido si al pasar
a su escala caracteristica aparecen propiedades de la colectividad que se pueden describir con
una serie de nuevas leyes en las que no “afectan” las propiedades de sus partes individuales.
Esas propiedades recibirian el nombre de “emergentes” si no son consecuencia solamente de las
propiedades de cada constituyente en el nivel inferior, sino que es necesario tener en cuenta las
interacciones entre estas partes. Incidiremos mas sobre ello en un epigrafe posterior.

Por otro lado, en los sistemas complejos se observa en numerosas ocasiones una relacién entre
dos cantidades que cumple una condicién: que una cantidad varie como una potencia de la otra.
De ahi la importancia de las llamadas leyes de potencia. También es interesante el concepto de
red desde un punto de vista matematico, pues, como hemos visto antes, esta palabra aparece en
la definicién dada en [9].

Sobre todo esto de lo que hemos hablado en este ultimo parrafo es lo que trataremos en los
epigrafes restantes de este capitulo. Antes de entrar en mas detalle, vamos a hacer un pequeno
resumen de todas las ramas o enfoques de la teoria de la complejidad.

1.2.1. Enfoques de la teoria de la complejidad

La teoria de sistemas complejos no es un conjunto de ideas unificado o completamente estruc-
turado. Més bien, es un campo formado por muchas ideas distintas que proceden de diferentes
enfoques y no siempre encajan perfectamente entre si. A continuacién, se procede a hablar de
las distintas ramas en teorfa de la complejidad [8].

1. Teoria de escalado: los patrones o regularidades abarcan multiples érdenes de magnitud
diferentes en el espacio y el tiempo.

2. Teoria de redes: ayuda a tratar las dindmicas colectivas de los sistemas complejos. Pa-
ra medir con precisién los detalles del sistema, primero es necesario definir su topologia
(es decir, quién se conecta o interactia con quién) y después su dindmica (como actian
los agentes individuales y de qué manera se relacionan entre ellos). La topologia suele
representarse mediante reticulos o redes, siendo esta una de las areas mas avanzadas y
consolidadas dentro de la teoria de sistemas complejos.

3. Modelos basados en agentes: la finalidad de estos modelos computacionales, también co-
nocidos como “basados en individuos”, es representar de manera individual y separada a
cada agente de un sistema complejo junto con sus interacciones, de modo que los com-
portamientos que emergen del sistema aparezcan de forma espontanea, en lugar de ser
programados directamente. Esos comportamientos tienen un propdsito, una funcion.

4. Teoria de los sistemas dinamicos: en ella, los comportamientos de los agentes a lo largo del
tiempo se representan individual o colectivamente mediante modelos matemaéticos simples,
acoplados entre si para representar las interacciones.

5. Teorfa de la complejidad computacional: trata sobre la dificultad de realizar ciertas tareas,
como calcular un nimero especifico o resolver un problema cuantitativo. Aunque general-
mente se discute en términos de algoritmos y ciencias de la computacion, esta teoria tiene
aplicaciones mucho méas amplias, como en biologia evolutiva, biologia molecular, fisica
estadistica, teoria de juegos, ingenieria y otras disciplinas.
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6. Teoria de la informacién: generalmente no se incluye dentro de la teoria de sistemas com-
plejos, pero es una de las herramientas mas utilizadas para estudiar y entender estos
sistemas. En los ultimos tiempos se ha utilizado en muchos otros ambitos, como en el
estudio y analisis de diferentes tipos de patrones.

En resumen, la teoria de la complejidad constituye un campo amplio, que abarca una gran
variedad de métodos, muchos de ellos provenientes de la fisica, y que tiene una gama igualmente
amplia de aplicaciones, tanto dentro de la fisica como en muchas otras areas. Ademas, la ciencia
apenas ha comenzado a responder a las preguntas planteadas por el estudio de los sistemas
complejos, y las dreas en las que somos ignorantes superan con creces a aquellas en las que
tenemos experiencia.

1.3. Fenomenos emergentes

Como se ha dejado entrever previamente, los fenémenos emergentes pueden entenderse como
comportamientos, propiedades o patrones de un sistema cuya existencia necesita, de manera
fundamental, de interaccién y conexion entre sus elementos. Por supuesto, esto de la emergencia
no es nuevo. En fisica, por ejemplo, el hecho de que el agua adopte su estado liquido es una
propiedad emergente que resulta de la interacciéon entre miltiples moléculas de HoO cuando
se encuentran bajo determinadas condiciones de temperatura y presiéon. En otras palabras, los
estados de la materia no pueden describirse a partir de un solo 4tomo o molécula; es necesario
que haya interacciones colectivas entre un gran nimero de ellos para que tenga sentido hablar
de fases como el liquido o el sélido.

Sin embargo, existen diferentes formas de entender la emergencia. Por ejemplo, tal como la
presentan Keating et al. en [11], “emergencia” no es necesariamente un concepto absoluto. En
fisica, existen distintos autores que defienden que la emergencia puede situarse en un continuo
que va de “débil” a “fuerte”:

= Emergencia débil: Refiere a cuando es posible establecer alguna conexién rastreable entre
la actividad de los componentes y la conducta global del sistema. En otras palabras, las
“leyes” del nivel superior deben ser consecuencias de las “leyes” del nivel inferior, aunque,
en la préactica, no es posible computar las propiedades de un sistema en el nivel superior
a partir de las de sus partes y de las interacciones entre sus partes en el nivel inferior.

= Emergencia fuerte: Refiere a cuando no hay ninguna teorfa, concepto o principio capaz de
justificar o inferir el comportamiento del sistema a partir de las caracteristicas o dinamicas
de sus elementos a nivel micro. Esto es, las “leyes” del nivel superior no son consecuencia
de las “leyes” del nivel inferior por principio, es decir, aunque se conozcan las propiedades
de cada parte de un sistema y las interacciones entre ellas, las propiedades “fuertemente
emergentes” no se pueden obtener a partir de éstas.

Desde el punto de vista de los sistemas complejos, es de mayor importancia la emergencia
“fuerte”. Existen diferentes opiniones acerca de estos 2 tipos de emergencia en fisica. Philip W.
Anderson parece insinuar que la emergencia es fuerte (“More is Different” ), pero otros defienden
que el reduccionismo no es incorrecto en principio, pero si irrelevante en la préctica.

Por otro lado, en el limite entre la ciencia y la filosofia, a la emergencia se le puede dar tanto
un sentido ontoldgico como epistemolégico [12]:

» Enfoque ontolégico (es decir, una cualidad inherente al sistema): Desde esta perspectiva,
la emergencia se identifica con la incapacidad de descomponer completamente el sistema
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en sus partes individuales. Esto implica que no es posible trasladar conocimientos, meto-
dologias, relaciones causales o interpretaciones desde el nivel superior del sistema hacia
sus elementos del nivel inferior, ni en la direccién opuesta. Con todo esto, la emergencia
es algo intrinseco al sistema, no a la descripcién que hagamos de él mediante un modelo

de realidad.

= Enfoque epistemoldgico: Desde este punto de vista, la emergencia aparece al describir un
sistema mediante un modelo, pero no es necesariamente algo intrinseco a él. En este caso,
la emergencia se relaciona con la incapacidad del observador para anticipar la apariciéon
de nuevas propiedades en el sistema que analiza.

Podemos notar que, a diferencia de lo que ocurre con el término “complejidad”, el significado
comun de la palabra “emergencia” se aproxima bastante a la manera en que es concebida dentro
del ambito de la ciencia de la complejidad.

Una caracteristica a destacar de los sistemas complejos y relacionada con los comportamien-
tos emergentes es el fenémeno de autoorganizacién. En muchas ocasiones, un sistema complejo
se autoorganiza de forma espontanea. El movimiento coordinado de un gran grupo de elementos
individuales puede autoorganizarse para lograr objetivos colectivos, dando lugar a las propieda-
des emergentes. Todo esto es importante, pues podemos entender que aparece “orden” de forma
natural en los sistemas (orden a partir de caos, segun Ilya Prigogine, Premio Nobel de Quimica
en 1977). Un ejemplo es el de la criticalidad autoorganizada [13], que es una caracteristica que
tienen algunos sistemas que se mantienen muy cerca de un punto critico (se reorganizan cons-
tantemente para estar siempre cercanos a él).

Los fenémenos emergentes se manifiestan en una gran cantidad de sistemas naturales, sean
vivos o no. Pueden darse tanto en escalas diminutas como en sistemas cotidianos donde predo-
minan las leyes de la fisica clasica. Hay emergencia a nuestro alrededor.

1.4. Redes

Comprender las interacciones entre los componentes de un sistema es clave para entenderlo
de manera cuantitativa y predictiva. En los sistemas complejos, las interacciones suelen no ser
uniformes, isotropicas ni homogéneas: las interacciones entre elementos pueden ser especificas
(cada elemento del sistema no se relaciona igual con todos los demds, sino que sus interaccio-
nes dependen de con quién esté interactuando, en qué contexto, con qué intensidad y de qué
manera). Las redes son esenciales para comprender la coevoluciéon y los diagramas de fase de
los sistemas complejos. También son ttiles para describir estructuras de objetos, flujos y datos.
Practicamente todo lo que puede almacenarse en una base de datos es una red. Este tipo de ob-
jeto matematico es muy util para descubrir fendmenos dentro de los sistemas e incluso predecir
comportamientos futuros.

Después de presentar el concepto de red, podemos proceder a definir sus componentes y ana-
lizar qué caracteristicas pueden resultar de interés para su estudio. Comenzamos con el elemento
principal: cada uno de los integrantes de la red es un nodo. Los nodos constituyen la unidad
bésica de una red, siendo los elementos individuales que establecen conexiones entre si. Por otro
lado, como acabamos de decir, es posible establecer relaciones o enlaces entre los nodos. Links
se suelen llamar en ciencia de redes y esta es la otra parte fundamental de una red.

Cabe destacar que cada enlace posee diversas propiedades como, por ejemplo, tener un peso
determinado (grado de importancia) o tener direccionalidad. Adem&s, podemos caracterizar los
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nodos con su grado: una propiedad de cada nodo, que es el nimero de enlaces que tiene. En la
inmensa mayoria de redes, hay nodos que son mucho mas importantes que otros y esa impor-
tancia no tiene un origen arbitrario. La distancia entre dos nodos es el menor nimero de enlaces
que hay que recorrer para pasar de uno a otro, mientras que la distancia mas grande que se
encuentre es el didmetro de la red.

Para un mismo sistema podemos tener dos o mas tipos de interacciones. Este fenémeno, de
tener varios tipos de interaccién que se aplican sobre los mismos elementos, se conoce como red
multicapa. Cada tipo de interaccion constituye una red por si sola y nos puede interesar, o no,
tener varias de estas interacciones en cuenta a la hora de estudiar un sistema complejo.

(@) (b)

Figura 1.2: Una poblacién puede representarse mediante diferentes redes, dependiendo del as-
pecto que se esté investigando. En el panel (a), los enlaces indican, por ejemplo, un lugar de
trabajo compartido; en el panel (b), por otro lado, los enlaces representan relaciones de amistad
[10].

Ademss, las redes reales pueden tener dindmicas temporales e ir cambiando a medida que
pasa el tiempo. El estudio de las redes reales tiene dos claros padres: Paul Erdés y Alfréd Rényi.
Dentro de las redes reales, destacan las redes aleatorias y las redes de mundo pequeno.

En el ambito de las redes aleatorias, el modelo de Erd&s-Rényi es uno de los méas destacados,
yva que parte de la idea de que las redes se forman de manera completamente aleatoria, sin seguir
ninguna regla especifica, solo guiadas por el azar. Dado que la complejidad de las redes puede
parecer un obstéculo insalvable, este enfoque permite simplificar su estudio al asumir que su
estructura es aleatoria. Sin embargo, cuando una red cuenta con un gran ntimero de nodos, este
modelo presenta una caracteristica particular: la distribucién de grado sigue una distribucién
de Poisson. Esto significa que la mayoria de los nodos tendra un ntimero similar de conexiones,
mientras que solo unos pocos tendran significativamente més o menos enlaces.

No obstante, al analizar redes reales, se observa que este comportamiento no se cumple. Algo
debe estar organizando la estructura de las redes en el mundo real, generando dindmicas que
las diferencian de las redes puramente aleatorias. Las redes reales no solo reflejan la estructura
del sistema al que pertenecen, sino que también nos ofrecen informacién sobre su evolucién, su
proceso de formacion y la naturaleza de las conexiones entre los nodos.

Watts y Strogatz estudiaron las llamadas redes de mundo pequeno. Se ha observado que
algunas redes exhiben un alto grado de agrupamiento, lo que significa que sus nodos tienden a
formar grupos densamente conectados. A primera vista, esto sugiere que desplazarse a través de
estas redes deberia requerir muchos pasos, ya que un individuo que se desplace dentro de ellas
probablemente quedara confinado dentro de estos grupos locales. Sin embargo, en la realidad,
muchas de ellas pueden recorrerse en solo unos pocos pasos. Watts y Strogatz demostraron que,
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si se parte de una red con una gran cohesién interna y largas distancias entre nodos, es suficiente
introducir un nimero reducido de conexiones aleatorias (o atajos) para dar lugar al denominado
“efecto de mundo pequenio”.

Las redes aleatorias y de mundo pequeno no logran describir completamente la estructura
de las redes reales, aunque representan un excelente punto de partida para desarrollar modelos
méas complejos y realistas. Por ello, es relevante mencionar el modelo de Barabasi-Albert, cuyos
progenitores son el fisico hingaro Albert-Laszlé Barabasi y la fisica rumana Réka Albert. En
1999, estos investigadores publicaron un estudio en el que planteaban una nueva perspectiva
sobre la formacién de redes, basada en la observacién de que, en el mundo real, el nimero de
nodos no permanece constante. A partir de esta idea, se desarrollé el modelo Barabési-Albert,
que permite generar las llamadas redes libres de escala. Este modelo comienza con una red
inicial de N nodos interconectados, a la cual se le va anadiendo un nuevo nodo en cada paso.
Las conexiones de estos nuevos nodos no se establecen de manera aleatoria, sino siguiendo un
principio de “preferencia por los més conectados”: la probabilidad de que un nodo nuevo se
conecte a uno existente es proporcional a la cantidad de enlaces que dicho nodo ya posee. Como
resultado, los nodos con muchas conexiones tienden a seguir acumulando enlaces a un ritmo
acelerado, mientras que los nodos con pocas conexiones tienen menos oportunidades de recibir
nuevos enlaces. Entonces, estas redes libres de escala se caracterizan por la aparicién de una
distribucién en la que tenemos muchos elementos con pocas conexiones y pocos elementos con
muchas conexiones, lo cual es bastante habitual en redes del mundo real. Esa distribucién tiene
una intima relacién con las denominadas leyes de potencia.

A lo largo del tiempo y con el auge de la ciencia de redes, se han desarrollado cada vez
m&s herramientas para su andlisis. Sin embargo, desde sus inicios, esta disciplina ya tuvo un
impacto notable. Por ello, sigue siendo un referente de cémo el estudio de la realidad desde
esta perspectiva (que la concibe como un conjunto de puntos interconectados) puede ofrecernos
valiosos conocimientos. Las redes proporcionan una nueva forma de interpretar el mundo que nos
rodea, un mundo més interconectado de lo que jamés habiamos imaginado. Algunos expertos
predicen que el estudio de las redes serda fundamental para los avances cientificos y tecnoldgicos
en las proximas décadas.

1.5. Leyes de potencia

Una ley de potencia es una relacién matematica que describe la proporcién entre dos magni-
tudes en la cual una varia de manera proporcional a una potencia de la otra. El caso es que hay
potencias en muchos més fenémenos de los que puede parecer en principio: el nimero de célu-
las, el crecimiento de la deuda en un interés compuesto, las estafas piramidales, las reacciones
nucleares en cadena... Las leyes de potencia poseen una relevancia crucial, ya que suelen revelar
simetrias fundamentales en los principios fisicos subyacentes. Aunque han sido conocidas desde
hace bastante tiempo [14], su estudio cobré gran impulso hace unas décadas [15], especialmente
durante el auge del analisis de los fenémenos criticos en equilibrio. En los tltimos afios, la aten-
cion de los fisicos se ha centrado cada vez més en las relaciones de tipo ley de potencia, debido
a su aparicién recurrente en casi todas las ramas de la fisica.

;,Coémo surgen matematicamente las leyes de potencia? Un objeto se dice que es escalable
si permanece igual o “invariante” (salvo un factor) bajo transformaciones del tipo x — Az
(estiramiento o compresién). A menudo, estos objetos de escala estdn dados por funciones f(x).

Una relacion de escala esta presente si existen funciones f y g continuas y reales, tales que,
bajo una transformacién de escala x — Az, se cumple lo siguiente:
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fx) = g(A) f(=),

donde A\ es un numero real positivo. Esta ecuacién de escala tiene una solucién real que se
expresa como:

f(z) = bg(x) con g(x)=a*,

donde b y ¢ son constantes reales y g se denomina la funcidon de escala.

Las soluciones a ecuaciones de escala son siempre leyes de potencia. Esto es evidente porque
la solucién a la ecuacién f(xy) = f(x)f(y) es siempre una ley de potencia, f(z) = bx€. Siempre
que existe una relacién de escala, esto se refleja en la existencia de una ley de potencia o, equi-
valentemente, las funciones de escala son leyes de potencia [9].

Las leyes de potencia descubiertas hasta ahora indican que, en ciertos rangos, existen fenéme-
nos que ocurren sin una escala definida o caracteristica. Segun el fisico Philip Anderson (ya citado
con su articulo “More is Different”), las leyes de potencias “destruyen” los limites de las cam-
panas de Gauss (Figura 1.3), a los cuales estamos mds acostumbrados en nuestra cotidianidad.
El escalamiento aparece en las funciones de distribucién de cantidades observables en sistemas
dindmicos o procesos, y es aqui donde se ve su gran relacién con los sistemas complejos. Algunos
de los mecanismos mas importantes a través de los cuales surge el escalamiento en sistemas
complejos son la criticalidad, la criticalidad autoorganizada y los procesos multiplicativos sobre
los cuales se habla en [9)].

= Ley de potencia
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Figura 1.3: Esquema que ilustra las principales diferencias entre una distribucién normal y una
ley de potencia. En la distribucién normal hay un valor pico (donde se concentra la mayoria
de probabilidad) mientras que el resto son desviaciones, menos probables cuanto mas lejos se
estd de ese valor central. A grandes distancias la probabilidad es muy pequenia. En una ley de
potencia los valores se acumulan en un lado de la grafica, y es mas probable encontrar medidas
alejadas que en una distribucién normal [6].

En definitiva, el escalado aparece en muchos contextos diferentes. El objeto de escalado puede
ser una funcién, una estructura, una ley fisica o una funciéon de distribucién que describe las
estadisticas de un sistema o un proceso temporal. Las estructuras que exhiben escalado suelen
llamarse fractales. Los fractales son una caracteristica esencial de la naturaleza y se encuentran
en practicamente cualquier lugar que observemos. Su presencia generalizada los convierte en
herramientas valiosas para modelar y comprender una amplia variedad de sistemas complejos,
cuyo estudio ha impulsado avances tecnolégicos. Un referente clave en este campo es Benoit
Mandelbrot, quien en 1982 publicé The Fractal Geometry of Nature, un libro en el que defendia
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su idea de que la naturaleza no era geometria pura y elegante, sino fractal y compleja [16]. Se
pueden observar muchos ejemplos de fractales en el libro [6] [2].
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CAPITULO 2
SISTEMAS COMPLEJOS EN FISICA

En este capitulo se van a estudiar los sistemas complejos con las herramientas propias de
la fisica. Previamente, se repasaran los sistemas simples, incluyendo las ideas de Landsberg de
orden, desorden y complejidad. Como ejemplo, se mostrara el problema de los 2 niveles con dege-
neracion posterior. Se definird una entropia general para los sistemas complejos, y se destacaran
algunos casos particulares. Finalmente, se discutird brevemente la validez de estas entropias.

En resumen, exploramos un marco matematico conceptualmente coherente para la entropia
de sistemas complejos.

2.1. Sistemas complejos desde el punto de vista fisico

La fisica se basa principalmente en un enfoque analitico. Los fenémenos se describen me-
diante ecuaciones matematicas que posibilitan la realizaciéon de predicciones. Esto es factible
porque las interacciones en la fisica son uniformes, simétricas y de una unica naturaleza. En
la mayoria de los casos, estas interacciones permanecen constantes a lo largo del tiempo, ya
que estan predefinidas y no varian. El desafio radica en determinar soluciones concretas para la
evolucién del sistema, considerando un conjunto especifico de condiciones iniciales y limites.

A diferencia de los sistemas fisicos tradicionales, en los sistemas complejos las interacciones
no son fijas, sino que pueden modificarse con el tiempo como resultado de la propia dindamica
del sistema. En otras palabras, la estructura interna de sus interacciones evoluciona conforme el
sistema cambia. Por esta razon, se vuelve fundamental una representacién basada en algoritmos,
es decir, un conjunto de reglas que define cémo se actualizan los estados del sistema y sus inter-
acciones futuras, lo que a su vez introduce nuevas restricciones en la evolucién del sistema en el
siguiente instante temporal. Este tipo de descripcion no solo permite modelar la transformacion
de los estados individuales de los componentes, sino también la manera en que cambian las rela-
ciones entre ellos, determinando asi las actualizaciones sucesivas. En muchos sistemas complejos,
estos procesos ocurren de manera simultanea, lo que introduce enormes desafios matematicos y
dificulta considerablemente su comprension y analisis.

Los sistemas complejos son algoritmicos. Se pueden hacer predicciones cuantitativas que
pueden ser probadas experimentalmente dentro del paradigma analitico o algoritmico. Desde
el punto de vista fisico, se podria intentar caracterizar los sistemas complejos mediante las
siguientes ampliaciones de la tipica descripcién fisica [9]:
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= Los sistemas complejos estan compuestos por muchos elementos, componentes o particulas.
Los elementos no se limitan a formas fisicas de la materia; cualquier cosa que pueda
interactuar y describirse mediante estados puede considerarse como materia generalizada.
Cada una de estas unidades se caracteriza por su estado, que puede incluir atributos como
velocidad, ubicacion, edad, rotacién, color, nivel de riqueza, masa, forma, entre otros.
Ademsds, algunos de estos elementos pueden presentar caracteristicas aleatorias.

= Las interacciones entre los elementos pueden ser especificas de los elementos involucrados y
depender de la dindmica, hablandose entonces de interacciones generalizadas. Son interac-
ciones en un nivel de descripcion que es diferente del de las cuatro fuerzas fundamentales,
es decir, no se limitan al intercambio de bosones de gauge (actian como portadores de
una interaccién fundamental de la naturaleza), sino que también pueden ocurrir a través
de la transmisién de mensajes, la transferencia de objetos, el flujo de informacién... Las
conexiones entre los elementos, incluyendo quién se relaciona con quién, en qué momento,
de qué manera y con qué fuerza; se representan a través de redes de interaccién.

= Los sistemas complejos tienden a mostrar un comportamiento cadtico, ya que su evolucién
estd fuertemente influenciada por las condiciones iniciales y las particularidades del siste-
ma. Las ecuaciones que modelan su dindmica de manera algoritmica suelen presentar una
naturaleza no lineal, pues el mundo es no lineal.

» Los sistemas complejos suelen ser “driven systems” (impulsados por una “fuerza” externa).
Algunos obedecen leyes de conservacion, otros no.

= Los sistemas complejos pueden mostrar una rica estructura de fases y tener una amplia
gama de macroestados que, frecuentemente, no se pueden deducir solo de las propiedades
de los elementos. A esto se le llama, en ocasiones, emergencia. Las formas mas simples de
emergencia ya se encuentran en la fisica.

Con estas ampliaciones, podemos enunciar una posible definicién para la teoria de los sistemas
complejos: la teoria de los sistemas complejos es la ciencia cuantitativa, predictiva y comprobable
experimentalmente de la materia generalizada que interactia a través de interacciones genera-
lizadas. Las interacciones generalizadas se describen por el tipo de interaccion, quién interactia
con quién, en qué momento y con qué intensidad.

Debido a interacciones més especificas y variables en el tiempo, asi como a una mayor di-
versidad de tipos de interaccion, la variedad de estados macroscépicos y propiedades sistémicas
aumenta drasticamente en los sistemas complejos. Esta mayor diversidad de macrostados y
fenémenos surge tanto de las propiedades de los componentes del sistema como de sus interac-
ciones. En este sentido, hay que destacar la importancia de los aspectos evolutivos, pues son
esenciales para muchos sistemas complejos y no pueden ser ignorados. La dindmica evolutiva es
radicalmente diferente de la fisica por dos razones principales:

1. En los sistemas evolutivos, las condiciones frontera generalmente no pueden fijarse ar-
bitrariamente. Esto significa que es imposible descomponer el sistema y separarlo de su
contexto sin alterarlo masivamente e incluso quizés destruirlo. El concepto de reduccionis-
mo es inadecuado para describir los procesos evolutivos. Los sistemas complejos evolutivos
cambian sus condiciones de frontera a medida que se desarrollan en el tiempo. Coevolu-
cionan con sus condiciones de frontera.

2. En los sistemas evolutivos, el espacio de fases no esta bien definido; cambia con el tiempo.
Pueden surgir nuevos elementos que cambian el entorno y, por lo tanto, también la dindmica
para todos los elementos existentes del sistema.
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Todo esto nos hace llegar a la definicién dada en el primer capitulo para los sistemas com-
plejos.

2.1.1. Definicién fisica de sistema complejo

Como ya se mencioné en el capitulo 1, los sistemas complejos son redes multicapa que coevo-
lucionan. Con esta afirmacion, se tiene en cuenta todo lo comentado hasta ahora, y también se
resumen los siguientes nueve hechos sobre los sistemas complejos, ofreciendo una vision intuitiva
de la esencia de los sistemas complejos:

1. Los elementos se relacionan entre si mediante uno o varios tipos de interaccién. Estas
interacciones suelen ser especificas para cada par de elementos. Para registrar qué elemen-
tos estan conectados, empleamos redes. En estas redes, las interacciones se representan
como enlaces, mientras que los elementos involucrados actian como nodos. Cada tipo de
interaccion puede considerarse una capa dentro de una red multicapa. Una red multicapa
consiste en un conjunto de redes que conectan el mismo grupo de nodos. Si estas redes
operan de manera independiente, la red multicapa no es mas que una superposicién de
redes. No obstante, en muchos casos, también existen conexiones entre las distintas capas
de interaccion.

2. Las interacciones pueden tener un caracter fisico, quimico, social o simbdlico. En la ma-
yoria de los casos, estas interacciones ocurren a través de un proceso de intercambio entre
los nodos. Asi, la intensidad de la interaccion suele depender de la cantidad de objetos
intercambiados. Las interacciones pueden ser deterministas o estocasticas.

3. Los elementos se definen por sus estados, los cuales pueden ser escalares. Si un elemento
tiene multiples estados independientes, se representard mediante un vector o un tensor
de estado. De nuevo, estos estados no permanecen fijos, sino que varian con el tiempo.
Pueden describir propiedades como la velocidad de un planeta, el espin de un electrén o la
capitalizacién de un banco. Los cambios en el estado pueden ocurrir de manera determinista
o aleatoria y pueden originarse a partir de una dinamica interna o de factores externos.

4. Los sistemas complejos se caracterizan porque los estados y las interacciones no suelen ser
independientes, sino que cambian simultdneamente al afectarse entre si. En otras palabras,
los estados y las interacciones evolucionan de manera conjunta.

5. La dinamica de las redes multicapa que coevolucionan suele ser altamente no lineal.

6. Los sistemas complejos dependen del contexto. Las redes multicapa proporcionan ese con-
texto y, por lo tanto, ofrecen la posibilidad de una descripcién auto-consistente de los
sistemas complejos. Especificamente, para cualquier proceso dindmico que ocurra en una
capa de red determinada, las otras capas actiian como el “contexto”, ya que representan
las tnicas formas en que los elementos de la capa inicial pueden ser afectados. Las redes
multicapa, en ocasiones, permiten ver los sistemas complejos como “sistemas cerrados”.
Sin embargo, estos sistemas pueden ser impulsados por factores externos y, por lo general,
son disipativos y no hamiltonianos. En este sentido, describir los sistemas complejos de
manera analitica resulta complicado.

7. Los sistemas complejos son algoritmicos, y es una consecuencia directa de las interacciones
discretas entre las redes de interaccién y los estados.

8. Los sistemas complejos estan condicionados por su evolucién pasada (dependen del camino
o trayectoria) y, por lo tanto, suelen ser no ergédicos. Cuando la dindmica de la red es lo
suficientemente lenta, las redes en las distintas capas pueden verse como una memoria que
conserva y registra la historia dindmica reciente del sistema.
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9. Los sistemas complejos a menudo tienen memoria. La informacién sobre el pasado puede
almacenarse en los nodos, si estos tienen memoria, o en la estructura de la red de las
distintas capas.

2.2. Fisica estadistica en sistemas simples

En muchas ocasiones, nuestra falta de conocimiento nos obliga a describir la dindmica de
un sistema de manera probabilistica y simplificada. Esto implica asignar probabilidades a la
aparicion de ciertos estados, interacciones y cambios entre estados. Segin la naturaleza del
sistema en cuestién, existen tres enfoques principales para analizarlo a partir de informacion
probabilistica. Cada uno de estos enfoques incorpora la idea de entropia, una funciéon que depende
de las probabilidades asociadas a los estados y sus transiciones. Si estudiamos sistemas fisicos,
recurrimos a la fisica estadistica para comprender sus propiedades globales; si nuestro interés
estd en medir la cantidad de informacion generada por el sistema, aplicamos la teoria de la
informacién; y si buscamos deducir funciones de distribucién a partir de datos estadisticos,
utilizamos el Principio de Maxima Entropia. Por sistema simple nos referimos a aquel sistema
estacionario, markoviano (aquel en el que el estado futuro del sistema depende unicamente del
estado actual y no de cémo se llegd a ese estado) y ergddico (aquel cuya evolucién cubre todas
las configuraciones posibles de manera estadisticamente uniforme).

2.2.1. Sobre la entropia. Axiomas de Shannon-Khinchin.

Hay que tener en cuenta que en fisica se suele trabajar con la llamada entropia de Boltzmann-
Gibbs-Shannon, cuya expresién matematica es:

Q
S = —k‘B Zpi In Di (21)
=1

donde €2 representa el nimero de estados del sistema, kg la constante de Boltzmann y p; la pro-
babilidad del estado i-ésimo. En fisica estadistica, comenz6 llamandose entropia de Boltzmann,
pero se observé que era equivalente a las proposiciones de Gibbs y Shannon.

Existen argumentos probabilisticos [17] [18] [19] que justifican inequivocamente que, en las
condiciones adecuadas, el uso de esta entropia para inferir probabilidades a partir del Principio
de Méxima Entropia. Esas condiciones son [20]:

1. La informacién es correcta (esto es, las frecuencias relativas obtenidas se adectian a la
informacién inicial, pues de lo contrario dicha informacion seria incorrecta o el experimento
se habria realizado de forma incompatible con ella).

2. La informacién es suficiente (es decir, incluye todas las ligaduras fisicas relevantes del
experimento).

3. Cuando se utiliza dicha informacién para hallar el maximo condicionado de la entropia,
dicho méximo es unico.

Ademss, esta expresion de la entropia se justifica como buena medida de la falta de informa-
cion o incertidumbre sobre un sistema probabilistico simple y finito (interpretacién de Jaynes) a
partir de los axiomas de Shannon-Khinchin. En efecto, segin el teorema de unicidad de Shannon
[9] [5], cualquier funcional S(p) que dependa de la distribucion de probabilidad p = (p1,...,pq),
asociada a un sistema probabilistico para el cual se cumplen los cuatro axiomas de Shannon-
Khinchin, solo puede tener la forma S(p) = —k 2?21 pilnp;, donde k > 0 es una constante
multiplicativa. Los axiomas de Shannon-Khinchin son:

26



2 2.2. FISICA ESTADISTICA EN SISTEMAS SIMPLES

1. Primer axioma de Shannon-Khinchin (SK1): establece que la entropia S(p1, p2, . . ., pa)
es una funcién continua de todos sus argumentos p; y no depende de nada mas que de las
probabilidades de los 2 estados.

2. Segundo axioma de Shannon-Khinchin (SK2): afirma que, para un sistema con
Q) estados, cada uno con una probabilidad p; > 0 y donde 2?21 p; = 1, la entropia
S(p1,p2,---,pq) toma su valor méximo en el equilibrio, es decir, cuando p; = 1/Q para
todo 7. Si todos los estados son igualmente probables, la entropia es maxima.

3. Tercer axioma de Shannon-Khinchin (SK3): indica que la entropia debe permanecer
igual cuando se anaden estados que nunca ocurren o que tienen una probabilidad cero.
Agregar un estado 2 4+ 1 donde poy1 = 0 no cambia el valor numérico de la entropia, es
decir,

S(p1,---,pa,0) = S(p1,....pa)

Este axioma fue realmente anadido por Khinchin.

4. Cuarto axioma de Shannon-Khinchin (SK4): establece que la composicién de dos
sistemas probabilisticos (esquemas) A y B, si los sistemas son independientes entre si, la
entropia debe ser aditiva, lo que significa que la entropia del sistema combinado (AB) debe
ser la suma de las entropias individuales,

S(AB) = S(A) + S(B)

Si los dos sistemas dependen el uno del otro, la entropia del sistema combinado, es decir, la
informacién proporcionada por la ocurrencia de los dos esquemas finitos A y B, S(AB), es
igual a la informacién obtenida por la ocurrencia del sistema A, S(A), més la expectativa
de la informacion obtenida por la ocurrencia del sistema B, condicionada a la ocurrencia

del sistema A:
S(AB) = S(A) + S(B|A)

S(B|A) es la entropia condicional. Por razones obvias, SK4 también se llama el axioma de
composicién.

Los fisicos generalmente asocian el concepto de entropia con sistemas termodinamicos en
equilibrio debido a la segunda ley de la termodindmica, que establece que la entropia de un
sistema fisico aislado alcanza su valor maximo cuando se aproxima al equilibrio. En sistemas
termodinamicos fuera del equilibrio, la entropia deja de depender unicamente de las variables
de estado macroscopicas y su valor comienza a estar determinado por los detalles especificos de
como se alcanzé ese estado. La entropia se vuelve entonces dependiente del camino seguido, lo
que reduce en gran medida su utilidad practica. Cuando el sistema es complejo en el sentido
antes mencionado, esto también ocurre. A pesar de esto, en situaciones fuera del equilibrio, una
funcién entropia adecuada puede seguir siendo 1til en cierto grado, como se verd mas adelante.

2.2.2. Orden, desorden y complejidad segin Landsberg

Landsberg propuso una medida de la complejidad en términos de desorden y orden, por lo
que primero debemos presentar como definié estos ultimos conceptos. A menudo, se considera
que la entropia es una medida adecuada del desorden. Sin embargo, esto supone implicitamente
que el tamanio del sistema, medido por el nimero de estados disponibles, no cambia. De hecho,
si el nimero de estados del sistema aumenta, entonces la entropia y, por lo tanto, el desorden
del sistema también aumentaran, debido al incremento en el nimero de estados. Para evitar
este problema, considerando un sistema fisico que posee un nimero total de €2 microestados, se
define su desorden D(£2) de acuerdo con la siguiente expresién matematica:
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)
Sma;t(Q)
donde S(2) es la entropia de Boltzmann-Gibbs-Shannon (BGS) y Sy,4.(€2) es la entropia maxi-

ma, que para un sistema aislado se corresponde con el caso equiprobable. De este modo, la
definicién del desorden del sistema queda:

D(Q) = (2.2)

Q
—kp Y pilnp;

Q
_S5® i=1 _ A ,

Esta definicion es coherente con que el desorden sea una magnitud intensiva: si se combinan
dos sistemas idénticos e independientes que poseen el mismo nivel de desorden, el sistema resul-
tante debe conservar dicho desorden. Para describir de manera adecuada su estructura interna,
el desorden no deberia estar influenciado por el tamano del sistema.

Dado que la entropia es ignorancia (falta de informacién), puede decirse que el desorden es la
fracciéon de ignorancia que se tiene del microestado del sistema en relacién a la maxima igno-
rancia que se puede tener de él [21]. Claramente, se verifica que 0 < S(2) < Spaz(92), luego
0 < D(2) < 1. El caso D(2) = 0 (de menor desorden) se da cuando no hay ninguna incerti-
dumbre, mientras que D(£2) = 1 ocurre cuando la ignorancia alcanza su nivel méximo, es decir,
cuando todos los estados son igualmente probables.

Todo lo anterior sugiere una definicién de orden del sistema dada por:

0(Q) =1 - D(Q) (2.4)

y se interpreta como la fraccion de informaciéon que se tiene sobre un sistema en relacién a la
méxima informacién que se puede tener de él [21]. Tanto orden como desorden toman valores
entre 0 y 1 y estan libres de efectos de tamano. Se trata de variables complementarias.

A continuacién vamos a hablar de dos propiedades del desorden [21]:

1. Unién de 2 sistemas con distinto orden:
Si se tienen dos sistemas diferentes e independientes 1 y 2 (con ; y €9 microestados
respectivamente) tales que:

St So
Di=——— Dy=-—2=_ 2.
"TkpnQy 7 kphn(y (2:5)
entonces el desorden del sistema formado por ambos se puede calcular como:
D— S B S1+ 5o B DikpInQq + Dokpln Qs
N k‘B InQ - kB ln(Qlﬁg) N kB ln(ngg)

InQ InQ
noo 2 p, (2.6)

- 111(91(22) 1t IH(Q192)

Se ve claramente que en el caso de que los dos sistemas tengan el mismo desorden (D; =
Dy) se obtiene D = Dy = Ds.

2. Evolucion temporal:
Consideremos un sistema termodinamico que experimenta un proceso en el cual su nimero
de microestados, representado por €(t), varia con el tiempo. Aceptando que la entropfia,
originalmente definida solo en equilibrio, puede extenderse a estados intermedios, aplicando
logaritmos a la ecuacién (2.2) y derivando respecto al tiempo, se obtiene:
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D S Spna
D2 (2.7)

Reescribiendo la ecuacion sustituyendo la expresion de Sy,q. v de su derivada respecto del
tiempo, se obtiene:

D= S QlnQ (2:8)

sonde se sabe que S > 0y que Q > 1. La ecuacién (2.7) describe la tasa de cambio del
desorden en funcién de la variacién de la entropia y del nimero de microestados.

Un aspecto interesante de la ecuacién (2.8) es que, si S > 0y 2 > 0 (lo cual es caracteristico
de sistemas biolégicos en crecimiento), entonces puede ocurrir que estemos ante un sistema
en el que la entropfa aumenta mientras el desorden disminuye siempre y cuando:

s 9
S QlnQ

Tras esto podemos preguntarnos, ;bajo que condiciones se cumple la ecuacién (2.9) consi-
derando que S > 0y > 07 Trabajando con esta ecuacion llegamos a:

0 (2.9)

S _ S _ S _ DSwa _ Dkp _kp _d(kgnQ) _ dS _ dSma
aQ Q0  QhQ  QmQ QT Q40 aQ = dQ

(2.10)

Para que el desorden disminuya mientras la entropia sigue aumentando en un sistema
biolégico en crecimiento, es necesario que la variacién de la entropia ocurra a un ritmo
menor que el crecimiento de kp In €2 en funcién del nimero de microestados. Esto se expresa
matematicamente como:

@ < dSmax
ds} dQ2

(2.11)

Dependiendo de cémo evolucionen los microestados y el desorden, se pueden identificar
distintos escenarios en el comportamiento del sistema:

= Caso de “equilibrio biolégico”: Si N=0s Smax = 0, entonces la relacién entre
la entropia y el desorden se expresa como:

S = SmazD (2.12)
En este escenario, la entropia varia en proporcién al desorden sin que haya cambios
en el nimero de microestados.

= Caso de “evolucién biolégica”: Si Q>0 Sy > 0, pueden surgir dos situa-
ciones distintas:

e Cuando el desorden permanece constante, D = 0, se tiene:

S = DSz (2.13)

Es decir, la variacion de la entropia se debe tinicamente a la evolucion del nimero
de microestados sin alterar el desorden.

ADRIAN PENA DE LA FUENTE 29



2.2. FISICA ESTADISTICA EN SISTEMAS SIMPLES 2

e Cuando el desorden varia, D # 0, se obtiene la ecuacién general:

S = DSpaz + DSmax (2.14)

En este caso, existe la posibilidad de que la entropia aumente incluso si el creci-
miento del desorden es negativo, es decir, si D < 0.

Para definir cuantitativamente la complejidad, es razonable exigir que sea cero en situaciones
de orden o desorden absolutos y que crezca conforme el sistema se aparta de estos casos limite.
Un sistema en el que D = 1y O = 0 representa un estado de maximo desorden, lo que implica que
su entropia alcanza el valor mas alto posible, caracterizdndolo como completamente aleatorio.
En contraste, un sistema donde D = 0 y O = 1 es totalmente ordenado y posee entropia
nula. Estos dos extremos son los casos mas sencillos de describir, ya que representan los limites
de aleatoriedad méaxima y minima. Sin embargo, cuando un sistema se aleja de estos estados
extremos, su comportamiento se vuelve progresivamente més complejo de analizar. Esto va muy
en la linea de lo que explican Solé y Manrubia en [2], ya que nos ofrece una imagen de lo que es
un sistema complejo: uno que no es completamente aleatorio ni totalmente determinista.

Segiin Landsberg [22], una forma natural de medir la complejidad consiste en considerar el
producto del orden y el desorden del sistema:

C(Q) = D(Q)O(Q) = D(Q) [ — D(Q)] (2.15)

Esta funciéon cumple con la condicién de anularse cuando el sistema es completamente orde-
nado (D = 0) o totalmente desordenado (D = 1). Su valor méximo ocurre cuando D = O = 1/2,
es decir, cuando el sistema se encuentra en un estado intermedio, alejado tanto del orden absoluto
como del caos total.

2.2.2.1. Ejemplo: el problema de los 2 niveles con degeneracién

Presentamos aqui el ejemplo 1 de Landsberg en [23], que ilustra que la informacién puede
aumentar la entropia y también que puede cambiar la entropia y el desorden en direcciones
opuestas. Consideremos un sistema fisico formado por entidades elementales idénticas e inde-
pendientes, distribuidas en dos niveles de energia €1 y €2 (€1 < €2). Ambos niveles estan ocupados
con igual probabilidad: p; = ps = % La entropia por entidad es:

Sl = ]fB In 2.

Dado que el sistema es homogéneo, y el desorden es intensivo, se verifica que:

S

Sma:c,l

D = =1.

Por tanto, la complejidad resulta ser nula:

C=D(1-D)=0.

Un experimento posterior desvela que el nivel superior es doble en realidad, y que consiste
en otros dos niveles de energia muy préximos entre si &) y 5 (con &) < £5). ;Qué ocurre con
las probabilidades de ocupacién de los niveles, con la entropia y con el desorden del sistema?
Sean p, ph y ph las nuevas probabilidades de ocupacién respectivas de los niveles 1, €, y &.
Para ser coherentes con la informacién de la que se disponia antes, la poblaciéon del nivel €; ha
de ser la mitad de la poblacién total. Es decir: pj = p1 = % Por tanto, p} no es una incégnita
en este problema. Esta ecuacién, junto a la condicién de normalizacién p) + p), + ps = 1, da la
condicion:
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P+ vk =
2 3 2

Maximizando con esta ligadura la entropia por entidad elemental (es decir, aplicando el
Principio de Méxima Entropia) se llega a que

1
.
p2 - p3 4
La nueva entropia por entidad elemental de esta distribucién de probabilidad resulta ser:
3 3
Si=-kgln2=-85; > 9.
1 2 B 2 1 1
La entropia maxima por entidad elemental es en este caso S),,,; = kpIn3, y el desorden del
sistema:
3
! In3

max,l

D' =

~ 0,9464 < D

Y la complejidad es:
C'=D'(1-D")=0,0507 > C.

Se llega, por tanto, al hecho de que el conocimiento de la nueva informacién (la existencia de
dos niveles en lugar de uno) hace que la entropia aumente (porque el nimero de microestados
aumenta y, por tanto, el sistema puede contener més informacién), el desorden disminuya y la
complejidad aumente (porque el sistema deja de ser completamente aleatorio).

Cabe destacar la gran similitud de este problema con la paradoja de Monty Hall: un concur-
sante debe elegir una puerta entre tres (todas cerradas); el premio consiste en llevarse lo que se
encuentra detras de la elegida. Se sabe con certeza que tras una de ellas se oculta un coche, y
tras las otras dos hay cabras. Una vez que el concursante haya elegido una puerta y comunicado
su eleccion a los presentes, el presentador, que sabe lo que hay detras de cada puerta, abrira
una de las otras dos, en la que habra una cabra. A continuacién, le da la opcién al concursante
de cambiar, si lo desea, de puerta (tiene dos opciones). Teniendo en cuenta la informacién ante-
rior (detrds de qué puerta hay una cabra) para actualizar nuestro estado de conocimiento (qué
puerta elige el concursante), se llega a la conclusién de que es més probable llevarse el premio
cambiando de puerta.

Ante todo esto, nos podemos plantear, jes posible usar la complejidad de Landsberg en
sistemas méas complejos? Observemos que con la complejidad de Landsberg hemos conseguido
abordar un ejemplo fisico muy sencillo que en nada se parece a los sistemas complejos que
pretendemos abordar. Por ello, todo dependerd de si es posible generalizar la idea de Landsberg
para que sea aplicable de forma similar a un sistema complejo. Todavia no se ha propuesto
ninguna idea en esta linea, y podria ser objetivo de un trabajo posterior explorar si es viable o
no.

2.3. Sobre sistemas simples y sistemas complejos

En este epigrafe se van a comentar algunos aspectos fisicos clave sobre las diferencias entre
los sistemas simples y los sistemas complejos que nos van a servir de “enlace” para comprender
mejor lo que resta del capitulo.
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Para sistemas simples, tenemos 3 enfoques de entropia a priori distintos pero que dege-
neran en uno solo. Esos tres enfoques son los de la entropia termodindmica (una magnitud
macroscopica dependiente de las variables de estado termodindmicas), el de la entropia asocia-
da a la inferencia (se utiliza como un método estadistico para inferir funciones de distribucién
estadistica a partir de datos) y el de la entropia ligada a la informacién (utilizada para cuan-
tificar la cantidad de informacién que los sistemas producen a medida que evolucionan). Los 2
primeros enfoques se encuentran muy relacionados en la fisica estadistica de sistemas simples
y son los méas importantes. Estas entropias, desde el punto de vista de la fisica estadistica y la
termodindmica de sistemas en ausencia de interacciones y/o correlaciones a larga distancia y
en equilibrio, se corresponden con la expresiéon S = —kp Z?Zl p; In p; (entropia de Shannon)
y no dependen de las paredes ni del entorno. Ademas, las distribuciones de probabilidad de las
magnitudes con sentido a nivel macro y micro (energia E, volumen V', nimero de particulas
N...) son muy estrechas (poca dispersion, valores cercanos a la media). Este hecho es de vital
importancia y es el que permite identificar el valor macroscopico de las variables extensivas en el
equilibrio con su valor medio de acuerdo con la distribucién de probabilidad de los microestados
del sistema. Bajo estas condiciones, todas las entropias BGS calculadas con distintas ligaduras
coinciden numéricamente con:

kg In Q(< E>,<V > <N >)

Es decir, no hay dependencia con el conjunto (microcanénico, canénico,...) utilizado para el
estudio (en el limite termodindmico) y esto es lo que identificamos con la entropia termodindmica.
Desde el punto de vista macroscépico, esta entropia esta justificada por hechos experimentales
y desde el punto de vista microscépico aparece de forma natural usando todo el formalismo que
acabamos de comentar.

Para sistemas complejos, nos estamos saliendo de todo este marco de la fisica estadistica

tradicional. Algunas desviaciones son los sistemas pequenos [24] o las interacciones/correlaciones
a larga distancia, que son campos en desarrollo y en los que si se intenta aplicar lo mencionado
anteriormente. Aqui, la entropia dependera de las paredes (la entropia depende del conjunto y
cada conjunto tendrd su propia ley) y el entorno. Ademds, dejard de ser extensiva en muchas
ocasiones. Quizas no tiene sentido usar la entropia para los sistemas complejos en el mismo
sentido que para los sistemas simples, pues no esté claro que se pueda definir el concepto de
microestado como un suceso que tiene cierta probabilidad independiente del tiempo. La cuestion
es que se estd intentando resolver un problema diferente imponiendo la misma metodologia que
para los sistemas simples por analogia, pero realmente ain no estd ni siquiera claro cudl es el
problema que se quiere resolver. Por tanto, todo el formalismo de usar una entropia e inferir
queda en entredicho.
Es importante dejar claro que todo este tema de los sistemas complejos no estd bien hilado
por nadie y que la intencién de este trabajo no es clarificarlo, sino sélo presentar algunas de
las propuestas existentes analizando la coherencia de las mismas desde el punto de vista de la
fisica estadistica conocida. Esto es lo que se realizara en los epigrafes restantes de este tema, en
los cuales nos saldremos de los conocimientos correspondientes al Grado en Fisica, explorando
un ambito que estd evolucionando rapidamente, ampliando sus horizontes, y generando nuevas
oportunidades o desafios.

2.4. Fisica estadistica en sistemas complejos

Todo lo expuesto anteriormente refiere mayoritariamente a sistemas en equilibrio. En sis-
temas fuera del equilibrio, la entropia ya no depende unicamente de las variables de estado
macroscépicas (macroestado), sino que su valor se ve influenciado por el proceso mediante el
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cual se alcanzé ese estado. Esto hace que se reduzca significativamente la utilidad préactica de
la entropia. No obstante, en contextos de no equilibrio, aiin puede conservar cierta relevancia,
siempre que se diferencien claramente las distintas formas en que se define esta magnitud.

Los sistemas complejos son, por naturaleza, dependientes del camino y la historia (no mar-
kovianos) y no ergédicos. En muchos sistemas complejos, la funcién entropia elegida respeta los
axiomas de Shannon-Khinchin SK1-SK3. Sin embargo, lo que distingue verdaderamente a los
sistemas complejos es si la funcién entropia escogida para su estudio cumple el cuarto axioma, el
de composicién, que estd relacionado con la ergodicidad. Cuando estos sistemas se unen, crecen
o se dividen, el modo en que esto sucede influye en las propiedades del sistema o sistemas resul-
tantes. La razén de esto es que, al fusionarse o separarse, surgen interacciones entre los elementos
de los subsistemas que afectan su comportamiento. La hipotesis de trabajo habitual a la hora de
escoger una funcién entropia que sea adecuada o 1til en sistemas complejos es sustituir el axioma
SK4 por reglas de composicién més generales. A todo esto se llega a raiz de intentar hacer un
tratamiento de estos sistemas similar al de los sistemas simples, encontrandose que el uso de
la entropia tradicional presenta ciertas limitaciones a la hora de cuantificar la informacion y de
realizar inferencia estadistica. De este modo, si se abandona SK4, es claro que la férmula de la
entropia debe ser méas general que la férmula de Boltzmann-Gibbs-Shannon. Se busca entonces
una nueva “funcién entropia”’ que va a tener un sentido diferente al que tenia hasta ahora y que
permite cuantificar la informacién de manera mas adecuada.

La fisica estadistica de los sistemas complejos sera fundamental para la comprensién, gestion
y control de estos sistemas. Sin embargo, atin no existe una teoria completamente desarrollada,
aunque esta en proceso de construccion. Dado todo esto, no es una tarea sencilla alcanzar un
concepto significativo y una definicién clara de lo que deberia ser la entropia de un sistema
complejo, en parte porque ademas el problema “general” a resolver tampoco esta claro. En este
contexto, necesitamos una nocién de entropia que permita establecer una conexién significativa
entre las propiedades microscépicas y macroscopicas de un sistema. Para aplicar la entropia de
manera efectiva en sistemas complejos, existen solo dos enfoques posibles:

= El primero consiste en descomponer el sistema en partes que, individualmente, no sean
complejas, es decir, que se mantengan cerca del equilibrio, sean independientes, ergdédicas
y no dependan del proceso que las llevé a su estado actual. Si esto fuera factible (lo cual,
en la mayoria de los casos, no lo es, al existir interacciones de larga distancia) se podrian
emplear sin problemas los conceptos tradicionales de entropia. El verdadero desafio radica
en integrar nuevamente los resultados de manera que las propiedades globales del sistema
sigan siendo predictivas y coherentes.

= La segunda alternativa es trabajar con el sistema en su totalidad y ajustar las formulaciones
matematicas de la entropia para garantizar que las predicciones a nivel sistémico sigan
siendo precisas y teéricamente consistentes.

En este trabajo, nos centraremos exclusivamente en este segundo enfoque. Vamos a desarro-
llar un marco coherente para una entropia que sea significativa para al menos varios sistemas
complejos.

2.4.1. Axiomas de Shannon-Khinchin para sistemas complejos

Consideramos aquellos sistemas complejos para los cuales la entropia usada cumple los si-
guientes axiomas.

» Cumplen SK1: la entropia S(pi,p2,---,pq) es una funcién continua de todos sus argu-
mentos p;. No depende de ninguna otra variable.

ADRIAN PENA DE LA FUENTE 33



2.4. FISICA ESTADISTICA EN SISTEMAS COMPLEJOS 2

» Cumplen SK2: la entropia S(p1, p2, - - -, pa) asume un valor maximo en el caso en que todos
los 2 estados sean igualmente probables (equidistribucién), lo que significa que p; = 1/.

= Cumplen SK3: agregar un estado 2+ 1 al sistema que nunca ocurre, pos+1 = 0, no cambia
la entropl'a, S(p17p27 to 7PQ> = S(plap27 to 7PQ,0)'

= La entropia tiene forma de “traza”. Significa que asumimos que la entropia resultante es
de la forma Sy, = 3", g(p;) (con g una funcién matemética), lo cual no es la suposicién mas
general. Esta suposicion no es esencial, pero simplifica el andlisis matematico.

2.4.2. Entropia y sistemas complejos

Ahora podemos establecer una generalizacién del teorema de unicidad de Shannon para sis-
temas complejos en los cuales la entropia utilizada viola el axioma SK4, pero SK1, SK2 y SK3
siguen siendo vélidos. Enunciamos a continuacién un teorema de clasificacion de los sistemas
complejos:

Teorema de clasificacién de sistemas complejos. Todos los sistemas para los cuales se
cumplen los axiomas SK1, SK2 y SK3 pueden ser:

1. Clasificados de manera tnica por dos numeros, ¢y d.

2. Representados por una entropia de dos parametros,

Q
Z[ AT (1 +d, A — clnp;) — rp; | (2.16)
i=1

donde T'(a, b) fb dtt*le~t es la funcién Gamma incompleta, 7 es una constante com-
puesta por cy d, A = Pcflifc)r, y e es la base del logaritmo. La constante r > 0 puede

elegirse libremente, pero, dependiendo de los valores de d, debe satisfacer:

d>0 r<ﬁ,
d=0 r:ﬁ,
d<0: r>L.

La entropia de la ecuacién (2.16) se llama entropia (c,d), entropia de sistemas com-
plejos, o simplemente S, 4. Los pardmetros ¢ y d son caracteristicos, pues intervienen en dos
leyes de escala para todos los sistemas estadisticos para los cuales la entropia cumple SK1, SK2
y SK3. Estas leyes de escala, considerando S. g = Sy = Z?Zl g(pi) son:

S(2N)

QIE\I;OW:)\PC, con0<c<1

) S(Ql+a)
lim ————
Q—o0 S(Q)Qa(l c)
donde A es un escalar. Todos los sistemas pueden clasificarse de manera tinica mediante dos ex-
ponentes de escala, ¢ y d, que caracterizan el cambio en la entropia al afiadir o eliminar estados
del sistema. Los sistemas que tienen los mismos exponentes se dice que pertenecen a la misma
clase de equivalencia (c,d). La demostracién de todo esto puede encontrarse en [9].

= (14 a)? con dreal

Sc,a depende de los exponentes de escala tnicos ¢ y d, que caracterizan completamente el
comportamiento de escala de la entropia. Diferentes sistemas, en general, tendran diferentes
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exponentes de escala para su entropia. Mencionamos que r en la ecuacién (2.16) puede elegirse
de manera relativamente libre. Para d > 0, una eleccién préactica para r es:

1
r=—-—-
1—c+cd
d—2L
para la cual la constante A = 1—(cldic)'r =  Toefed C—g = 1, y la ecuacién (2.16) se
17(170)m C
simplifica a:
e & 1
S, =—— N'T(1+d 1—clup) - ———— 2.17
wlP) 0(1_C+Cd); (+ clnz) l—c+ecd (2.17)
Para d < 0, una eleccién conveniente es
_ exp(=d)

(1-¢)

Cada eleccion de r nos proporciona un representante equivalente de la clase de equivalencia
(¢,d), es decir, r no afecta las propiedades de la entropia en el limite de {2 grande. Sin embargo,
la eleccién de r codifica caracteristicas de tamano finito del sistema.

Es importante notar que S; 4 en la ecuacién (2.16) no es tnica, y que existen otras funcio-
nes que también satisfacen las dos relaciones de escala mencionadas anteriormente. Quizas la
posibilidad més simple sea:

Q 1 d
Sc,d ~ szc (ln )
i=1 b

Esta funcion nos da las propiedades asintéticas correctas, pero no funciona para todos los
valores posibles de ¢ y d.

2.4.2.1. Casos especiales

A partir de la expresién de la entropia dada en la ecuacién (2.16), ahora podemos discutir
algunos casos especiales importantes:

1. Entropia clasica de Boltzmann, Gibbs, Shannon y Jaynes:
Usando la expresion (2.17), sustituyendo ¢ = 1 y d = 1 y teniendo en cuenta que la funcién
Gamma incompleta es I'(d + 1,x) = f;o te~tdt = e~*(z + 1) recuperamos la férmula de
la entropia de Boltzmann-Gibbs-Shannon:

Q Q Q
Sii(p)=e Z(F(Q, 1—Inp;)) — 1] = ez (&(2 — lnpi)) —-1= Z(Qpi —pilnp;) — 1,
i=1 i-1 ¢ i=1
Q Q
Siilp)=2—-1+ Z —pilnp; = Z —pilnp; + 1.
i=1 i=1

(se ha usado que 2?21 2p; = 2), donde la constante irrelevante 1 aparece como consecuencia
de la relajacién de SK4. No afecta ninguna de las propiedades de la entropia y no altera
la validez de SK1, SK2 y SK3.
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2. Entropia de Tsallis:
En este caso, c = ¢y d =0y la funcién Gamma incompleta se convierte en I'(1,x) = e
Usando esto en la ecuacién (2.16), obtenemos:

—T

S0 = e i(r(n—qlnp-)) D ]
g | ' 1 (I—a)q |& )

Q g4 Q
P _ 1 a| 1
Sq,O ———¢€ [ZZ; e] — (1_q)q [ pZ] 1_q7

}1—2?:1173_1_ 1 :} 1_2?:11)?_ 1 q
q q—1 l1—q ¢ ’

qu0p1—< sz )

Este caso especial es ampliamente conocido como la entropia de Tsallis, salvo por un
factor. La entropia de Tsallis desempena un papel importante en la fisica estadistica de
sistemas complejos, principalmente porque esta estrechamente relacionada con las leyes
de potencias. Esto es, si se maximiza bajo ciertas restricciones, se obtienen funciones de
distribucion con leyes de potencias.

q,0 —

3. Entropia de Anteonodo—Plastino:
Poniendo ¢ =1, d > 0 en la ecuacién (2.16), se obtiene:

Sld>0—zgldpz _dzr (14+d,1—-Inp;) —
=1 i=1

Si se maximiza bajo ciertas restricciones, las funciones de distribuciéon correspondientes
son exponenciales generalizadas.

2.4.2.2. Otros casos

Durante las ultimas cinco décadas se han propuesto una serie de funcionales de entropia. La
mayoria de ellos fueron introducidos en un contexto especifico, como la relatividad especial, la
computacion cuantica o por razones puramente matematicas. En la tabla 2.1, se pueden observar
algunas de ellas.

Ante esta cantidad de expresiones diferentes, podemos preguntarnos: json todas estas en-
tropias igual de vélidas que la entropia BGS? Las entropias de la tabla 2.1, como la de Tsallis
o la de Rényi, son generalizaciones de esta ltima. Al aplicar el Principio de Maxima Entropia
con estas generalizaciones, se obtienen distribuciones diferentes, las cuales pueden ser ttiles en
ciertos contextos, pero no siempre son compatibles con algunos aspectos como las leyes termo-
dindmicas estandar, las predicciones de la fisica estadistica convencional y la mecanica cudntica
(en ciertos casos).

;,Dénde puede surgir la contradiccién? Por ejemplo, con la segunda ley de la termodindmica
(si la entropia no crece como se espera), con las ecuaciones de movimiento (si las distribuciones
resultantes predicen comportamientos fisicos no observados) o con el equilibrio termodindmico
(si el estado de equilibrio predicho no coincide con el que se observa experimentalmente). Penrose
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Entropia c d
BGS Spas = 2_; piln(1/pi) 1 1
Rényi Sa = ﬁ In), pf 1 1
Tsallis 1 Sg<1 = Pg:filp? (g<1) qg<1 0
Kaniadakis Se=—2,0iPF—p;")/(2kr) (0 <Kk <1) 1-k 0
Abe Saq=—X:! —p'"/(a—1/q) 0<g<l 0
Sharma—Mittal SsMrr=—2; p{% r—kK 0
Landsberg—Vedral Stvg = % 2—q 0
Tsallis 2 Ses1=1-=>,pH(g—-1) (¢>1) 1 0
Curado Sp=>,(1—eP)+e?—1(b>0) 1 0
Exponential Sg=>,Di <1 — epi’il> 1 0
Anoteondo—Plastino S, =3, (F ("TH, — lnpi> —pil (”TH)> (n>0) 1 1/n
Ubriaco S, =3 piInt7(1/p;) 1 1/v
Shafee Sg =07 In(1/p;) 3 1
Hanel-Thurner 1 Sea=71Y; (ST(d+1,1—clnp;) — p;) c d
Hanel-Thurner 2 Sea =3, p¢Int(1/p;) c d#0

Tabla 2.1: Disitintas expresiones para la entropia [9]. Excepto por la entropia de Rényi y la
entropia de Landsberg—Vedral, que no tienen forma de traza, todas las entropias listadas son
casos particulares de la entropia S 4 dada en la ecuacién (2.16).

[25] y otros autores clésicos de fisica estadistica [17] [18] [26] [19] generalmente trabajan con la
entropia BGS y son cautelosos respecto a otras formas, precisamente porque la consistencia de
los resultados obtenidos de su uso no esta garantizada en cualquier situacién.

;,Cuando no hay contradiccion? Pues cuando se justifica el uso de una entropia distinta por
propiedades especificas del sistema (como no extensividad, fractalidad, memoria), cuando se
revisan y adaptan las leyes termodindmicas o dindmicas a la nueva definicién de entropia, y
cuando se verifica que la nueva entropia representa correctamente los aspectos que se quieren
cuantificar de los fenémenos observados. Pero, de hecho, este planteamiento depende del sistema
concreto estudiado y resulta bastante complicado [9].

En conclusién, si nos planteamos hasta qué punto se puede realizar inferencia con estas
entropias, es claro que no se puede aplicar el Principio de Méaxima Entropia tal y como lo
conocemos para sistemas simples. El lector puede consultar el libro de Thurner, Hanel y Klimek
[9] si desea detalles acerca de una nueva linea de razonamiento propuesta para un Principio de
Miéxima Entropia generalizado para sistemas complejos, méds complicado matematicamente y
con una filosofia de trabajo algo diferente.
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2.4.3. Consecuencias para la entropia al abandonar los sistemas simples

Al renunciar al cuarto axioma de Shannon-Khinchin (SK4), la entropia deja de ser de la
forma tradicional de Boltzmann—-Gibbs—Shannon:

S=-kg) pilnp,

y pasa a ser una funcién mas general, estando determinada por la manera en que se distribuyen
las probabilidades sobre el conjunto de estados accesibles.

Se descubrieron dos leyes de escala generales que controlan el comportamiento de la entropia
al modificar el numero de estados. En sistemas con muchos estados, estas leyes de escala deter-
minan de manera tnica una familia general de entropias S, 4, caracterizada por dos exponentes
de escala, c y d.

Esta forma general puede considerarse como la entropia de sistemas complejos que no cumple
con el axioma de composicién (SK4), pero si satisfacen los axiomas SK1, SK2 y SK3. Estas leyes
también se extienden a entropias que no tienen forma de traza.

Resumimos con lo siguiente las consecuencias de trabajar con sistemas complejos:

= Se puede clasificar diferentes sistemas complejos segiin el comportamiento de escala de su
entropia generalizada. Esto da lugar a clases de equivalencia (c,d) caracterizadas por dos
exponentes.

» La entropia (¢, d) explica de forma natural el origen de muchas entropias propuestas an-
teriormente. Muchos sistemas dentro de una clase (¢, d) comparten comportamiento es-
tadistico, en especial colas idénticas en sus funciones de distribuciéon. No obstante, existen
otras entropias cuyo origen es distinto al de la entropia S 4.

» La entropia (c,d) permite explicar la existencia de una amplia gama de funciones de
distribucién en sistemas estocdasticos complejos, como leyes de potencias y exponenciales.
La distribucién de Boltzmann también aparece como caso particular.

= Esta entropifa también permite dar una interpretacién al hecho de que sean tan comunes
las leyes de potencias.

» Finalmente, la entropia (c,d) ayuda a entender la estadistica de procesos con memoria o
dependencia del camino.

= Se puede plantear la existencia de un Principio de Maxima Entropia generalizado para
sistemas complejos.

Finalmente, cabe destacar que existen sistemas complejos en los que, ademas de que la fun-
cién entropia no cumpla el axioma SK4, tampoco cumple alguno de los otros axiomas. Estos
sistemas no pueden ser tratados a partir de S 4, sino que es necesario definir nuevas entropias
para trabajar. Esto pone de manifiesto que el estudio de la entropia en sistemas complejos es
un campo en constante evolucion, donde aiin quedan numerosos desafios conceptuales y técni-
cos por resolver, lo que hace imprescindible continuar investigando para comprender mejor la
diversidad de comportamientos que estos sistemas pueden exhibir.

En este contexto, profundizar en la comprensién y extension de las entropias generalizadas
no solo es relevante desde un punto de vista tedrico, sino que resulta fundamental para abordar
problemas reales en fisica, biologia, economia y otras disciplinas donde la complejidad y la no
ergodicidad juegan un papel central.
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CAPITULO 3

SISTEMAS COMPLEJOS EN ECONOMIA
Y ECONOFISICA

En este tercer y ultimo capitulo vamos a hablar de un ambito tan importante a nivel mundial
como es la economia. Los sistemas econémicos, y en particular los mercados financieros, presen-
tan una complejidad inherente que desafia los modelos tradicionales de la economia clasica. A
diferencia de los casos de racionalidad perfecta y equilibrio constante, los mercados reales estan
compuestos por miles o millones de agentes que interactiian de forma no lineal, adaptativa vy,
muchas veces, impredecible. Es por ello que todo lo que tiene que ver con la economia puede
considerarse un muy buen ejemplo de sistema complejo.

Ante esta realidad, surge la econofisica como una alternativa para modelar estos sistemas
desde una perspectiva basada en los métodos y teorias de la fisica estadistica.

3.1. ;Qué es un sistema complejo en economia?

En el 4&mbito econdémico, un sistema complejo no puede entenderse simplemente como la
suma de sus componentes. Estd compuesto por multiples actores (como consumidores, empresas,
instituciones financieras y entes reguladores) que interactian de manera no lineal. Esto implica
que una accién puede generar consecuencias desproporcionadas o impredecibles.

Dentro de este tipo de sistemas, se observan ciertas caracteristicas clave:

= El comportamiento global no se deduce directamente de las partes individuales:
analizar un solo agente no basta para comprender el funcionamiento del conjunto del
mercado.

= Emergen dinamicas colectivas inesperadas: como el estallido de una crisis que ningin
actor anticipé ni provocé de forma aislada.

= Existe una fuerte interdependencia entre los elementos: destacan los mecanismos
de retroalimentacion; las acciones de los agentes afectan al sistema, y las reacciones del
sistema influyen de nuevo en los agentes, produciendo dindmicas que pueden intensificarse
o amortiguarse. Esto ocurre, por ejemplo, durante episodios de panico financiero.

Por tanto, un sistema complejo en economia es un entramado dindmico donde multiples
agentes interactian de forma interdependiente, dando lugar a comportamientos colectivos que
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no pueden anticiparse mediante el analisis de cada parte por separado. En estos sistemas, pe-
quenas variaciones pueden desencadenar efectos significativos, lo que los vuelve sensibles al
contexto y a las condiciones iniciales.

Como vemos, es una definicién muy en la linea de lo visto para los sistemas complejos en
fisica. Este suceso motiva la aparicion del término “econofisica”’. Los sistemas complejos en
economia poseen varias caracteristicas distintivas que los diferencian de los modelos lineales
tradicionales:

= Comportamiento no lineal: pequenas perturbaciones pueden generar efectos amplifi-
cados, muy alejados de lo esperado.

= Fenédmenos emergentes: aparecen comportamientos consecuencia del todo, sin que
ningin agente los haya provocado directamente.

= Capacidad de adaptacion: los actores dentro del sistema ajustan sus decisiones segiin
los cambios del entorno, lo que modifica la evolucién global del sistema.

= Autoorganizacién espontanea: sin una autoridad central, se generan estructuras com-
plejas como jerarquias, agrupamientos o burbujas de precios.

3.2. Origen de la econofisica

Tras su aparicion, el Instituto de Santa Fe buscé el apoyo de expertos para definir su agenda
cientifica. En una de sus primeras reuniones, se propuso explorar cémo los avances recientes
en ciencias naturales y tecnologia informética podrian aplicarse para entender mejor el flujo de
capital y la deuda a nivel global. Estaban interesados en ampliar los horizontes de la teoria
econdmica convencional para que eventualmente pudiera abordar problemas macroeconémicos
complejos como la economia global, en lugar de aplicar teorias econémicas preexistentes a este
problema y convertirse asi en un foro de opiniones enfrentadas sobre las causas o soluciones,
basadas en teorias claramente incompletas.

En una conferencia a la que acudieron cientificos y economistas, se fijaron los siguientes
temas a tratar para la econofisica [27]:

1. Aprendizaje de los agentes econémicos sobre la economia (informacién con rui-
do). Optimizacién ruidosa. ;Se pueden aplicar modelos complejos de aprendizaje? Adap-
tacién en juegos secuenciales (como el dilema del prisionero). {Es la biologia lo mismo que
la economia o esta tltima se diferencia porque tiene en cuenta la previsién? (El truco de
evitar la historia en economia). Cémo modelar diferentes tipos de interacciones en biologia
y economia, como depredacién, simbiosis, infraestructura u otros tipos de relaciones.

2. Innovaciones y coevolucién. Cémo el desarrollo de un organismo limita los cambios
posibles. ; El espacio disponible para el crecimiento es finito o abierto? ;Qué pasa con los
recursos?

3. El desarrollo econémico como un sistema complejo. ;Existen muchos caminos si-
milares para llegar al mismo lugar? ;Podemos ver el desarrollo como un proceso que se
difunde de una forma parecida a cémo se propagan las reacciones? El papel de la politica
en frenar o acelerar el desarrollo.

4. Diferencias econdmicas entre regiones. ;Hay una tendencia a que se generen des-
igualdades? ;Pueden los modelos econémicos explicar esta tendencia? ;Pasa lo mismo a
nivel internacional?
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5. Problemas de bloqueo o estancamiento econémico. ;Métodos como el temple (se
utiliza para modelar situaciones en las que se busca optimizar un resultado (como el
beneficio o la eficiencia) en condiciones de incertidumbre o complejidad) pueden ayudar a
la economia a liberarse de un estancamiento danino?

6. Relacion entre modelos deterministas y aleatorios en economia. El papel de la
previsiéon para evitar sistemas inestables. ;Es posible predecir los comportamientos en
sistemas econdémicos sin tener una previsiéon perfecta?

7. Mercados financieros. Teorias econémicas, modelos de probabilidades, volatilidad ex-
cesiva, explicaciones de los volumenes de transacciones. jAyuda el analisis de sistemas
no lineales? Componentes psicolégicos (exceso de confianza; formacién de expectativas no
basadas en probabilidad).

8. La economia global. Conexiones entre paises y a lo largo del tiempo. ;Cémo afectan los
cambios de divisa y los tipos de cambio (fijos o flotantes) en los flujos internacionales de
dinero?

9. Ciclos econdémicos. Modelos que explican los ciclos econémicos, como los estocésticos y
los deterministas no lineales, con muchas variables que afectan de forma diferente. ;Hay
cambios significativos en los sistemas, como las grandes guerras, la Gran Depresién o la
aparicién de ciclos econémicos?

3.3. Fundamentos de la econofisica

La econofisica comenzé a consolidarse como disciplina en la década de 1990, cuando investiga-
dores provenientes de la fisica de sistemas complejos, la estadistica y la fisica tedrica comenzaron
a transferir herramientas matematicas y modelos cuantitativos del dmbito fisico al andlisis de
fenémenos econdémicos y financieros. Es un enfoque interdisciplinar que aplica herramientas de
la fisica estadistica al andlisis de sistemas econémicos, especialmente en los mercados financieros.

Este nuevo enfoque fue impulsado por varios factores clave:

= Kl acceso creciente a grandes volimenes de datos financieros de alta resolucién temporal,
especialmente en el contexto de los mercados bursatiles.

= La evidencia de que muchos comportamientos observados en economia no podian ser ex-
plicados bajo las suposiciones de la teoria econdémica tradicional, como la distribucién
normal de retornos, usada para modelar como se comportan los rendimientos de un activo
financiero.

= Kl interés creciente por parte de los fisicos en explorar sistemas fuera del ambito conven-
cional, caracterizados por interacciones no lineales y dinamicas emergentes.

Dentro de este movimiento, H. Eugene Stanley y Rosario N. Mantegna destacaron como
figuras centrales al aplicar herramientas de la fisica estadistica al estudio de series temporales
financieras, identificando regularidades como leyes de escala, correlaciones de largo alcance y
distribuciones con colas gruesas, tipicas de leyes de potencia [28].

La econofisica ofrece la posibilidad de:

1. Trabajar con mucha informacién sin necesidad de conocer con exactitud el razona-
miento individual que hay detras de cada decision econdémica.
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2. Identificar patrones escondidos aplicando herramientas propias de las matematicas,
como por ejemplo:

= El uso de espacios métricos para calcular qué tan similares son diferentes activos.

= El estudio de correlaciones en multiples dimensiones para entender relaciones com-
plejas entre variables.

3. Recrear comportamientos colectivos, como crisis financieras o la evolucion de precios
en el mercado, utilizando modelos matemaéticos inspirados en la fisica de particulas o de
fluidos.

4. Adoptar una perspectiva probabilistica, mas adecuada para enfrentar la incertidum-
bre inherente a los mercados, en lugar de suponer que todos los agentes actiian con total
racionalidad y de manera predecible.

En resumen, la econofisica constituye un enfoque metodolégico novedoso para analizar los
sistemas financieros. Al considerar los mercados como sistemas complejos y abiertos, proporciona
una manera mas adaptable, realista y basada en datos para entender fenémenos como la inesta-
bilidad, los eventos extremos y las dindmicas no lineales presentes en la economia. No pretende
sustituir a la economia tradicional, sino complementarla, aportando herramientas innovadoras
que permiten captar mejor la complejidad que caracteriza a los mercados actuales.

3.3.1. Similitudes con la fisica

Stanley y Mantegna proponen que los mercados financieros pueden analizarse de manera
efectiva si se consideran como sistemas fisicos complejos. Desde esta perspectiva, el comporta-
miento de los precios y de los agentes econémicos presenta notables similitudes con fenémenos
estudiados en fisica [28].

Por ejemplo:

= Fluidos turbulentos: El comportamiento erratico y aparentemente cadtico de los pre-
cios financieros se asemeja a los patrones impredecibles del flujo turbulento en un fluido.
Al igual que en la turbulencia, pequenias perturbaciones pueden amplificarse, generando
movimientos bruscos e inesperados.

» Transiciones de fase: Los cambios drasticos en los mercados (como el paso de una fase
de estabilidad a una de crisis) guardan paralelismo con las transiciones de fase en la fisica,
como el cambio de agua liquida a vapor. Estas transformaciones, aunque puedan parecer
subitas, responden a condiciones criticas acumuladas en el sistema.

= Redes neuronales: Los participantes del mercado, al interactuar entre si, forman estruc-
turas en red que recuerdan a las conexiones neuronales del cerebro. Estas redes pueden
dar lugar a comportamientos emergentes complejos.

Estas analogias permiten aplicar herramientas desarrolladas en la fisica (como las ecuaciones
de difusién para modelar la propagacién de precios, la teoria de redes para estudiar la interco-
nexién entre activos y agentes, o el andlisis espectral para identificar patrones ocultos en series
de tiempo financieras) al estudio riguroso de los mercados. De esta forma, la econofisica abre
nuevas vias para comprender fenémenos que escapan a los enfoques tradicionales de la economia.

La tabla 3.1 muestra una comparativa entre la fisica estadistica y la econofisica.
Por otro lado, la econofisica y la fisica comparten un enfoque fundamental: la idealizacion
de sistemas para desarrollar modelos y teorias. En fisica, se utilizan modelos idealizados, como
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Fisica estadistica Econofisica

Atomos o espines Agentes econdémicos

Energia Coste / utilidad / beneficio
Temperatura Ruido / incertidumbre en decisiones
Interacciones locales Influencia entre agentes

Transiciones de fase Cambios subitos de mercado (crash)
Leyes de potencias Distribucion de rendimientos financieros
Movimiento browniano Movimiento de precios

Tabla 3.1: Analogfas entre fisica estadistica y econofisica.

el movimiento sin friccién o los sistemas infinitos, para entender fenémenos complejos en un
contexto controlado y simplificado. Estas idealizaciones permiten a los fisicos desarrollar teorias
precisas y realizar experimentos disenados para probar estas teorias, aunque siempre con la
conciencia de que los sistemas reales, aunque aproximados, presentan comportamientos que se
desvian de los modelos idealizados. De manera similar, en econofisica, los mercados financieros
se modelan como sistemas ideales, como el de un mercado perfectamente eficiente. Este enfoque
permite a los investigadores crear teorias sobre la dinamica de los mercados financieros y rea-
lizar pruebas empiricas dentro de un marco controlado. Sin embargo, al igual que en fisica, los
economistas y fisicos que estudian los mercados reconocen que estos modelos idealizados solo
ofrecen una aproximacién a la realidad y que el comportamiento de los mercados reales se desvia
inevitablemente de los modelos ideales.

Al igual que los fisicos, los econofisicos utilizan idealizaciones no solo para simplificar los
problemas, sino también para obtener una comprensiéon més clara de las propiedades estadisticas
fundamentales que rigen los sistemas econdémicos. Estos modelos idealizados sirven como base
para explorar patrones, identificar correlaciones y simular comportamientos dentro de un sistema
econémico. No obstante, el desafio, tanto en la fisica como en la econofisica, radica en aplicar
estas abstracciones de manera que sigan siendo ttiles para describir y prever el comportamiento
de sistemas reales. Asi, al igual que la fisica ha avanzado mediante el uso de idealizaciones,
la econofisica también ha logrado avances significativos al adoptar enfoques similares, siempre
con la conciencia de que, aunque los modelos pueden ser ttiles, nunca representaran de manera
perfecta los sistemas complejos del mundo real [28].
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Conclusiones

En este trabajo se ha realizado una revisién general del concepto de sistema complejo y
de las herramientas disponibles para estudiarlos, analizando su relacién con la fisica estadistica
tradicional. Cabe destacar que el objetivo no ha sido ofrecer una version definitiva del concepto
de sistema complejo ni un andlisis exhaustivo de la ciencia de la complejidad, pues tal tarea
excederia con creces la dificultad y la extensién de este documento.

Se ha visto que existen determinados sistemas, llamados sistemas complejos, para los cuales el
enfoque reduccionista no resulta adecuado, debido a la imposibilidad de entender sus propiedades
de conjunto (en un nivel superior de descripcién) tnicamente a partir de las propiedades de sus
elementos por separado (en un nivel inferior de descripcién). Se destaca que:

= No existe una definicién clara de lo que es un sistema complejo y existen diversas pro-
puestas de definicién dependiendo del ambito en el que se trabaje. Se ha trabajado con
una definicién propuesta por Thurner, Hamel y Klimek [9] (“redes multicapa que coevolu-
cionan”), que pretende capturar la mayoria de sus caracteristicas generales, entre las que
destacan que sus elementos pueden no ser entes materiales, que sus interacciones pueden
depender del tiempo y de los elementos concretos que interaccionan y que su dinamica
es no lineal, con histéresis o memoria y correlacionada con la dindmica de las condiciones
limite.

= Debido a su naturaleza diversa, es necesario para su estudio introducir nuevas herramien-
tas (como las redes y las leyes de potencia) y nuevos conceptos (como los fenémenos
emergentes).

Se han inspeccionado algunos tratamientos cuantitativos de los sistemas complejos, tra-
tando de extender herramientas de la fisica estadistica y la termodindmica. Para ello, se re-
visan los tres papeles distintos que juega la entropia de Boltzmann-Gibbs-Shannon (BGS)
Spas = —kp Y, pilnp; en sistemas simples (como entropia termodindmica, como entropia de
informacién y como herramienta para inferencia estadistica). Ademads, en el caso de estos sis-
temas es posible dar una medida del orden, del desorden y de la complejidad, de acuerdo con
lo propuesto por Landsberg. Prueba de ello es el problema de los dos niveles con degeneracion
posterior, donde se ha visto que, de acuerdo con estas definiciones, aumentan la entropia y la
complejidad mientras que disminuye el desorden.

La entropia BGS, usada en fisica estadistica de sistemas simples, cumple los 4 axiomas
de Shannon-Khinchin. Se ha estudiado cémo puede convenir usar otras entropias para cuan-
tificar distintos aspectos de un sistema complejo. Para ello, se ha estudiado una familia de
entropias que incumplen el cuarto axioma (de composicién), cuya expresion general es S 4(p) =
Z?:l [%A‘deAF(l +d,A—clnp;) — rpi] , donde ¢ y d representan exponentes de escala propios
de cada sistema. Algunos ejemplos son la propia entropia de BGS, la entropia de Tsallis y la
entropia de Rényi. En este caso, también se ha propuesto un Principio de Méxima Entropia
generalizado [9)].

Cabe destacar que los sistemas complejos aparecen en miltiples fenémenos de la naturaleza
y de la vida y que el estudio de la complejidad no es exclusivo de la fisica, sino que la fisica
ofrece herramientas ttiles que se estdan extendiendo a otras disciplinas (biologia, economia, so-
ciologia, inteligencia artificial). Como ejemplo, se ha tratado el punto de vista de la econofisica.
Aplicar la perspectiva de sistemas complejos a la economia permite revelar patrones universales
y emergentes, aportando una visién alternativa y cuantitativa de dindmicas econémicas que, de
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otro modo, serian impredecibles.

En definitiva, para abordar los sistemas complejos es indispensable ir més alla de lo tradicio-
nal y de la fisica clésica, ajustando o reinventando los marcos tedricos preexistentes. La teoria de
la complejidad, desde el punto de vista de la ciencia, se encuentra en pleno desarrollo y atin no se
conoce exactamente qué problema general se quiere resolver y, por tanto, tampoco su solucién.
De este modo, se trata de uno de los campos con més futuro de cara a la investigacion en este
siglo. Es decir, pese a los avances, ain hay grandes retos abiertos, especialmente sobre:

= Como formalizar una teoria unificada de complejidad.
» La dificultad de definir una entropia generalizada adecuada para sistemas complejos.

= La relacién precisa entre complejidad e informacién.

Definir y tratar lo complejo nunca va a ser trivial, independientemente de la rama de conoci-
miento en la que se trabaje.
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