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1. Resumen

Este trabajo estudia la dindmica de sistemas binarios de agujeros negros en el marco de la re-
latividad general, con especial atencién a su aplicacién en la modelizaciéon de senales de ondas
gravitatorias. Se introduce el formalismo "Effective One Body"(EOB), que permite describir de
manera unificada las fases principales de una coalescencia de agujeros negros: inspiral, plunge,
merger y ringdown. A partir de la dindmica de una particula de prueba en la métrica de Schwarzs-
child, se construye un modelo efectivo para el problema de dos cuerpos que incorpora correcciones
postnewtonianas y efectos relativistas fuertes. Ademés, se analiza la emision de radiacién gra-
vitatoria mediante funciones de onda factorizadas y se estudia la fase de relajaciéon del sistema
mediante los modos cuasinormales. El trabajo combina herramientas analiticas y perturbativas
con fundamentos geométricos para ofrecer una vision coherente del proceso completo de fusion
binaria.

2. Abstract

This work studies the dynamics of compact binary systems within the framework of general
relativity, with a special focus on their application in modeling gravitational wave signals. The
Effective One Body (EOB) formalism is introduced as a unified framework to describe the phases
of black hole coalescence: inspiral, plunge, merger, and ringdown. Starting from the dynamics
of a test particle in the Schwarzschild metric, an effective model for the two-body problem is
constructed, incorporating post-Newtonian corrections and strong-field relativistic effects. Addi-
tionally, the emission of gravitational radiation is analyzed through factorized waveform models,
and the system’s relaxation is studied using quasinormal modes. This work combines analytical
and perturbative tools with geometric foundations to provide a consistent description of the full
binary merger process.



3. Introduccién a la gravitacion

A lo largo de este apartado voy a desarrollar los conceptos fundamentales necesarios para com-
prender la formulacién geométrica de la gravitacion en el marco de la relatividad general. Para
ello, seguiré de forma estructurada las ideas y el enfoque expuesto en el libro de S.M.Carroll [4],
introduciré de manera progresiva los elementos matematicos esenciales que construyen la teoria
gravitatoria que seran necesarios para presentar el modelo EOB.

Una variedad es el escenario en el que se desarrolla la fisica del espacio-tiempo, proporcionando
la estructura matematica para describir la geometria y la curvatura inducida por la gravedad.
Toda esta informacion viene intrinsecamente en la métrica, un tensor 2 veces covariante y 0 veces
contravariante definido como g,,,,. Es un tensor no degenerado, lo que implica que su determinante
es distinto de cero y por tanto existe una métrica inversa g’\", que cumple

9" 9o = Gaw 9" = 55' (1)

La métrica es un elemento fundamental en la teoria ya que nos aporta la nocién de pasado y
futuro, nos da la capacidad de definir distancias y tiempo propio, determina la distancia maés
corta entre dos puntos y por tanto el movimiento de las particulas de prueba, remplaza al campo
gravitatorio newtoniano ¢, proporciona una nocién de sistema de referencia localmente inercial,
determina la causalidad imponiendo que las sefiales no pueden viajar mas rapido que la velocidad
de la luz, remplaza el producto escalar y ademas se utiliza para subir y bajar indices.

El elemento diferencial de linea en relatividad general se expresa utilizando la métrica de la
siguiente manera:

ds® = g datdz” . (2)

Es necesario definir una nueva derivada capaz de derivar tensores de forma coherente con la
curvatura del espacio tiempo. Esta derivada se denomina derivada covariante y esd definida
como

V,=0,+T7,. (3)

La derivada covariante es una aplicaciéon de un campo tensorial k veces covariante y 1 veces
contravariante a otro campo tensorial k+1 veces covariante y 1 veces contravariante. Mejora a la
derivada parcial 9, ya que pasa a transformarse correctamente como un tensor.

Cumple la propiedad de linealidad y la regla del producto de Leibniz

V(T +8)=VT+VS, (4)

V(T xS)=(VT)x S+Tx (VS). (5)

La existencia de la métrica define una tinica conexiéon compatible. Una conexién es una estructura
mateméatica que permite definir como se transportan los vectores sobre la variedad de forma
coherente. La unica conexién compatible con la métrica es la de Christoffel, representada con los
simbolos de Christoffel I';, y definida como

1
F});V = EgAU (31/90# + 8#901/ - 809;”/) . (6)

De la conexiéon de Christoffel deducimos que

Voguw = 0. (7)

La torsién de una conexiéon mide la falta de simetria del operador de derivacién covariante al
intercambiar dos objetos. El simbolo de Christoffel, al ser simétrico en sus dos indices inferiores,



define una conexién sin torsion.

A A
T, =T, (8)
Un objeto, por ejemplo, un tensor, se transporta paralelamente cuando su derivada direccional
covariante se anula. Esto se interpreta como que se mantiene constante a lo largo de un camino

especifico.
En particular, la derivada direccional covariante dada una curva x#(\) es

D dx*
= Vi (9)
dA dA
De esta forma, una geodésica es una curva en la que su vector tangente se transporta paralela-
mente, por lo que cumple

D dz*
AN 0, (10)
lo que conduce a la ecuacién de las geodésicas
REE dz? dx°
T g, (11)

d\2 e dX d\
El principal uso de las geodésicas en relatividad general se debe a que son las curvas por las
que se mueven las particulas de prueba, siendo estas, cuerpos que se mueven sin interferir en la
geometria del sistema. En el espacio plano las curvas que cumplen la ecuaciéon de las geodésicas
son las rectas.
El tensor de curvatura de Riemann ofrece una descripcion local de la curvatura. Voy a obtenerlo
realizando el conmutador de dos derivadas covariantes, es decir la diferencia entre transportar
paralelamente a lo largo de una curva cerrada un objeto en una direccién y posteriormente
transportarlo en la misma curva en el orden inverso, para demostrarlo lo haré actuar en este caso
sobre un vector, es decir

[V, VoV =V, YV, VP =V, YV, VP = 0,(V, V) —T),VaVP + T8 V, V7 — (u 4 v) =
:@@W+@mmﬂﬂmmw—m@wum;%W+mﬂMwmggw—mHm:

= (0uL0, — 0T, + 10,10, = T4, T0, )V — 217, VaAV?. (12)

Del resultado anterior obtenido renombrando indices y eliminando los términos que se anulan al
antisimetrizar, reconozco que el segundo término es el tensor de torsion, que para la conexién de
Christoffel se anula

A XA
T, = F[W] =0. (13)
LLego por lo tanto a la conclusiéon que el término entre paréntesis debe ser un tensor y es

precisamente el tensor de Riemann

RS, = Oulfy — 0,00, + 10 I0, —T0, T (14)

El tensor de Riemann cumple las siguientes propiedades:

Rpa'/.u/ = _Rap,uz/, (15)
Rpo,uu = _Rpm/;u (16)
Rpa,uzz = R,uzxpa ’ (17)



Rpo/u/ + Rp/uza + Rpl/au = 07 (18)

Ripoy) = 0. (19)

De las que se puede deducir la segunda identidad de Bianchi:

VixRpoluw = 0. (20)

poluv
El tensor de Riemann contraido en dos de sus indices es el tensor de Ricci
R;w = Rﬁpu ) (21)

mientras que la traza del tensor de Ricci es el escalar de Ricci o tambien denominada curvatura
escalar:

R=¢""Ru =Ry, (22)
La contracciéon de la segunda Identidad de Bianchi permite obtener la siguiente expresion
Ry~ SV,R=0, (23)
la que me permite definir convenientemente el tensor de Einstein.
1
G,uz/ =R, — §gWR’ (24)
que es simétrico sin divergencia, es decir
VHGL, = 0. (25)

Una vez definido el tensor de Einstein, que encapsula de forma geométrica la curvatura del
espacio-tiempo y su divergencia nula, estaré en condiciones de abordar su papel en la formulacion
dindmica de la relatividad general. A partir de este objeto tensorial, se establece el vinculo
profundo entre la geometria y la materia, por medio de la ecuacién de Einstein, permitiendo
interpretar la gravedad como la manifestacion de la curvatura del espacio-tiempo inducida por la
presencia de energfa y momento. La concepcién de la gravedad como una fuerza queda descartada
por el principio de equivalencia de Einstein que explica como los efectos de un campo gravitatorio
pueden eliminarse localmente si elegimos correctamente un sistema de referencia inercial.

Mi objetivo a continuacién seréd obtener la ecuaciéon de Einstein. Voy a utilizar dos métodos
diferentes para definirla.

En el primer analisis, reflejaré en el limite Newtoniano una descripcién de la gravedad a partir
de las ecuaciones de Einstein utilizando unicamente argumentos de geometria diferencial.

El primer paso es escribir las leyes fisicas en el espacio plano, a continuacién, las escribiremos de
forma tensorial, para que se comporten adecuadamente al hacer transformaciones entre sistemas
de referencia. Finalmente probaremos que son validas para el espacio curvo y que describen
correctamente la gravedad.

Empezaré analizando una particula libre que cumple la ecuaciéon de las geodésicas, junto con la
conservacion del tensor Energia momento

vV, T =0, (26)

En el limite Newtoniano las particulas se mueven despacio con respecto a la velocidad de la luz,
es decir



oz < ot

or or’
Estas consideraciones permiten escribir la métrica como una perturbacién del espacio plano, de
la forma

(27)

G = N + v (28)
Junto con su inversa

gh =" —h, (29)
siendo 7, la métrica del espacio de Minkowski y la perturbacién débil

By < 1. (30)

Con estas suposiciones, si ademés considero que el campo es estatico, es decir

(909W = 07 (31)

la ecuacién de las geodésicas, tomando de parametro afin el tiempo propio, queda

d?at dt >zt 1 dt
LT TR ()2 = — — g9 )2 =0 32
dr? + OO(dT) dr? 29 Agoo(dT) ’ (32)
Quedandome a primer orden en la perturbacién
1 HA 1 HA
59" 0xg00 = 51" Oxhoo , (33)
Por lo tanto, obtengo
Fot Lo (34)
drz 2 ATH00 -
Usando dghgg = 0 la componente temporal queda
d*t
— =0. 35
dr? (35)

Las componentes espaciales, volviendo al tiempo coordenado t van a ser

Pzt 1
— = —0;h 36
dt2 2 1 00 b ( )
comparando el resultado con la aceleracion Newtoniana llegamos a

hoo = —2¢, (37)

Por tanto la componente "00"de la métrica es

goo = —(1+2¢), (38)

siendo ¢ el campo escalar gravitatorio, encontrando por consiguiente una relacién entre el campo
escalar gravitatorio y la métrica. Ahora deduciré la ecuacion de Einstein por analogia con la
ecuacion de Poisson en el limite Newtoniano, es decir

V3¢ = —4nGp, (39)

En la parte izquierda tengo segundas derivadas de la métrica y en la parte derecha se encuentra



la distribucién de masa. Ya que el tensor de Einstein esté descrito con segundas derivadas de la
métrica y el tensor energia momento define precisamente la distribucion de masa, se propone la
siguiente ecuacion

GMV — k;Tp,y, (40)

Conociendo que las trazas son
"G = —R, (41)
kg""' T, = kT, (42)

Obtengo

R=—kT, (43)

llegando a la siguiente relacion

1

RMV = k(TMV - iTgul/> (44)

Veamos ahora como se comporta para un fluido perfecto que cumple

™ = (p+p)U*U" + pg""”. (45)

Cuando las particulas se mueven despacio en comparacion a la velocidad de la luz, p = 0 y si
nos encontramos en el sistema de referencia centro de masas, deducimos que

Uk =0°, (46)

Sustituyendo en la ecuacién anterior tenemos que

Too = p, (47)
T'=—p, (48)
Ro[) =p. (49)

Recuperando el tensor de Riemann que se expresa de la siguiente manera en funciéon de las
componentes de la métrica a primer orden en la perturbaciéon

: 1
Roo = Rjyo = Rbip = —§V2h007 (50)

Comparando el resultado con la ecuacion de Poisson (39)), obtengo el siguiente valor para la
constante

k= 8rG. (51)
De los resultados anteriores surge la ecuacién de Einstein
1
R, — §gw,R =81GT), . (52)
La otra alternativa para obtener la ecuacion de Einstein sera a partir del principio de minima

accion.
La accion de Hilbert—Einstein surge como la formulacién més simple y natural para una teoria



de gravedad que conduce a las ecuaciones de Einstein en el vacio. Requiere que la accion sea
invariante bajo transformaciones generales de coordenadas, lo cual impone que el volumen de
integracion adopte la forma invariante /—gd"z. La informacion sobre la curvatura del espacio-
tiempo se introduce mediante el escalar de Ricci R, un escalar adecuado ya que se transforma
covariantemente y depende de la métrica y sus derivadas hasta segundo orden. Este caracter
de segundo orden es esencial, ya que las derivadas primeras de la métrica pueden anularse en
un punto mediante una transformacién de coordenadas por el principio de equivalencia, sin
embargo, las derivadas segundas contienen la informacion fisica sobre la curvatura. Asi, la accion
de Hilbert-Einstein estd dada por

Sy = / d"zR/—g. (53)

Como resultado, la accién construida es la méas sencilla que respeta la covariancia general y que,
al ser variada con respecto a la métrica, conduce directamente a las ecuaciones de campo de la
relatividad general.

Voy a demostrarlo variando la accion.

Sy = /d”m\/—gg“%RW—|—/d"x\/—gRW5gW+/d"azRéx/—g. (54)

Quedéndome a primer orden en las perturbaciones, la primera integral es proporcional a la
variacion del tensor de Ricci y toma la forma

/ /=39 Ry — / 2 =GV o [0V (56™) — V(367)] (55)

Asi, usando el teorema de Stokes observo que esta integral es un término de borde. Para este
analisis voy a considerar que las variaciones de la métrica tienden a cero lo suficientemente rapido
en el infinito por lo que la integral se anula.

Es importante remarcar que esta aproximacién impone que en el infinito los términos de borde
no dependen de las derivadas de las variaciones de la métrica, en general, esto no es cierto por
lo que para un estudio mas preciso seria necesario anadir terminos de superficie a la accién de
Hilbert que cancelen exactamente los términos de frontera.

La segunda integral ya esté en la forma deseada, en funcién de la variacion de nuestra variable
dindmica, la métrica.

Para la tercera integral voy a utilizar la siguiente propiedad de las matrices:

1 _
W&(det(M)) = Tr(M~'6M). (56)

Por lo tanto, conociendo que 0., = gupgor09”7 , queda

1
/d”:L‘R(S\/—g = —2/d”xR\/—ggW69“”. (57)

Finalmente la variacion total de la accién es

1
05y = /d”:m/—g[RW — iRgW]égW, (58)
por lo tanto utilizando el principio de minima accién obtengo la ecuacién de Einstein en el vacio

1 6Sy

V=g g

Fuera del vacio sera necesaria anadir un nuevo término a la acciéon Spy; que de cuenta de la masa
y normalizar la accién de Hilbert.

1
= Ry — 5 Rguw = 0. (59)



1
- 167G
Donde utilizando el principio de minima accién obtengo.

SH—i-SM. (60)

1 65 1 1 1 0Snm
/909" 167G (R — iRguu] + ﬁéguy =0. (61)

Siendo el tensor energia momento:

1 0Sum
T,=-2—— . 62
T =gag (02
Finalmente tengo la ecuacién de Einstein en presencia de materia.
1
R, — ing, =81GT), . (63)

4. Ondas gravitatorias

En esta seccion introduciré una de las soluciones mas interesantes de la teoria de Relatividad
General, llamada, ondas gravitacionales y sus propiedades mas importantes.

Las ondas gravitatorias son perturbaciones dinamicas del espacio-tiempo, por lo que voy a inter-
pretar la métrica g,,, en su forma perturbativa. En este andlisis consideraré que la perturbacion
es débil, pero no estatica. Ademas no pondré limite a la velocidad de las particulas de prueba.
Asi, bajo las anteriores condiciones, los simbolos de Christoffel, el tensor de Riemann, asi como
también el tensor y el escalar de Ricci toman la forma

I, = %n’”(@uhm + Ohay — Oahyuw) (64)

Ryvpo = %(apavh/w + 05 0phvp — 050 hyp — 050, hus) (65)
R = (00005, + 000,05 — 0,00 — D), (66)

R = 8,0,k — Oh. (67)

La descripcion de la métrica no es tnica, esto es debido a la simetria gauge presente en la teoria,
tal que

hfw = h,LLI/ + €£X77,uz/ s (68)

siendo Lx la derivada de Lie a a lo largo de un campo vectorial X,. Bajo estas transformaciones
infinitesimales de coordenadas, la curvatura se mantiene invariante 0 R, s = 0

Si analizo los grados de libertad puedo ver que el tensor simétrico h, tiene 10 componentes
independientes, aunque no todas se van a corresponder con grados de libertad efectivos debido a
la simetria gauge. Para deducir cuales van a ser estos grados de libertad voy a estudiar el tensor
descomponiendolo de acuerdo con las propiedades de transformacién bajo rotaciones espaciales.
La componente 00 se transforma como un escalar bajo rotaciones

hoo = —2¢, (69)

en cambio, la componente 0i se transforma respectivamente como un 3-vector

hoi = hio = w; , (70)

10



y las componentes ij como un tensor espacial.

hij = 255 — 2Ué;5 , (71)
siendo U la traza
U= —éaijhij , (72)
y s;j la parte libre de traza
517 = 5 (hig — 50" hudig). (73)

De esta forma considerando el caso en el vacio, en déonde no tengo tensor energia-momento, la
componente 00 del tensor de Eistein es

Goo = 2V + 9,9, = 0, (74)

por lo que

ViU = —%akals’d, (75)

En esta ecuacion se puede observar que no hay grados de libertad propagantes ya que no hay
derivadas segundas con respecto del tiempo, el potencial ¥ se puede determinar completamente
conociendo la forma del tensor s y los términos de borde.
Por otra parte, las componentes i0 quedan

1

1
Goj = —§v2w]’ + §6j6kwk + 26()8]"11 + aoaksé? =0. (76)

En esta ecuaciéon deduzco de la misma manera, que tampoco hay grados de libertad propagandose.
Por tltimo para las componentes ij tengo

Gij = (5,~jV2—8,~8j)(¢—ﬂl)+6ij806kwk—8o8(iwj)+25ij8§\IJ—Dsij+28k8(iwj)’“—5ij8kalsk’. (77)

El término Us;; esta gobernado por la funcién de onda, lo que indica que tiene grados de libertad
propagantes. Con el fin de encontrar la solucion a esta ecuacion, se puede seleccionar el gauge
Transverse-Traceless (TT) para eliminar todas las componentes no fisicas del tensor de pertur-
bacion h,,,, dejando asi solo las partes que realmente se propagan como ondas gravitatorias.
Las condiciones que definen este gauge son:

Oh.l =0, (78)

la condicién para que sea un tensor espacial

Wl =o, (79)

la condiciéon que implica que sea libre de traza

" hiy =0, (80)
v la de transversalidad
O'hly =0. (81)

Una vez fijado el gauge, propongo la siguiente soluciéon de onda

11



hiy = Chue’®o™, (82)

siendo C),,, un tensor (0,2) espacial,transverso y libre de traza.
Si a continuacion le aplico el operador D’ Alambertiano O = VHV,, me queda

Ohl) = —kok“hL =0. (83)

Con este resultado llego a que k,k° = 0, lo que me permite saber que el vector de onda es de
tipo nulo, es decir las ondas gravitatorias se mueven a la velocidad de la luz.
Voy a considerar el vector de onda

k= (w, kY B R, (84)
en el cual w es la frecuancia de la onda. De la condicion de transversalidad
Dbl = iC* ket =0, (85)

puedo deducir que C*k,, = 0, lo que implica que el vector de onda y la amplitud son ortogonales,
por lo tanto, si considero que el vector de onda se mueve en la direccién z, el tensor amplitud
sera:

0 O 0 0

T O h+ h/X O
h’u,y - O h>< —h+ 0 ) (86)

0 0 0 0

Las componentes hy y hyx son los dos grados de libertad fisicos de la perturbacion del espa-
ciotiempo. Estas representan cémo una onda gravitatoria deforma el espacio perpendicular a su
direccién de propagacion, hy produce elongaciones y compresiones alternadas a lo largo de dos
ejes X e y, mientras hy genera deformaciones rotadas 45 grados respecto a las anteriores.

Puedo relacionar las propiedades de transformacion del campo bajo rotaciones con el espin de las
particulas que se espera obtener cuantizando el campo. Los grados de libertad fisicos que acabo
de describir son invariantes bajo rotaciones de 180°, lo que determina que la particula que media
la interaccién gravitatoria tendria que tener espin 2. Esta particula se llama gravitén y aun no
se ha detectado.

La deteccion directa de ondas gravitatorias se realiza mediante interferémetros laser de muy alta
precisiéon, como LIGO y Virgo, que operan bajo el principio de medir diferencias infimas en la
distancia entre dos puntos debido a la perturbaciéon del espacio-tiempo que provocan las ondas
gravitatorias.

Los detectores funcionan con un interferémetro de Michelson. El interfer6metro de Michelson
dividide un haz laser coherente en dos haces perpendiculares mediante un divisor de haz. Estos
haces recorren dos brazos del interferémetro, rebotan en espejos suspendidos y luego se recom-
binan en el punto de origen. Si ambos brazos tienen la misma longitud, los haces vuelven en
fase y producen interferencia constructiva o destructiva dependiendo de la diferencia de camino
optico. Cuando una onda gravitatoria pasa por el detector, deforma el espacio-tiempo de forma
diferente en los dos brazos. Uno se alarga y el otro se acorta alternativamente, modificando la
fase relativa entre los haces. Este cambio produce un patrén de interferencia variable que puede
ser detectado con extrema precisiéon, permitiendo inferir la presencia de la onda y extraer su
amplitud y frecuencia.

Puedo aproximar la siguiente expresion integrando las distancias a primer orden en la perturba-
cion

— = h, (87)

12



por lo que la deteccién de ondas gravitatorias exige una sensibilidad extrema, ya que las senales
esperadas en la Tierra tienen amplitudes del orden de

ha~1072, (88)

Por lo tanto, para un interferémetro con brazos de L = 4km como los de LIGO, implica medir
variaciones en la longitud de los brazos del interferémetro del orden

AL ~1078m, (89)

una distancia menor que la del radio de un protén.

Para lograr esta precision, los interferometros como LIGO y Virgo emplean tecnologias avanzadas
que mitigan diversas fuentes de ruido. El ruido sismico se reduce mediante suspensiones en
miltiples etapas de aislamiento, como péndulos y sistemas de amortiguaciéon activa. El ruido
térmico se controla con materiales de baja disipacién y sistemas criogénicos, mientras que el
ruido cuantico, como el disparo de fotones y la presion de radiacion, se atenta utilizando laseres
de alta potencia, cavidades Opticas resonantes y técnicas como la luz exprimida. Ademas, se
implementan sistemas 6pticos como las cavidades de Fabry—Pérot en los brazos para aumentar
la longitud efectiva del trayecto 6ptico, junto con esquemas de reciclaje de potencia y de senal
que optimizan la respuesta del detector.

Cuando una onda gravitatoria incide sobre un detector interferométrico, no se mide directamente
el tensor de perturbacion hy,, sino su efecto proyectado sobre la geometria del interferometro.
En el gauge transversal y libre de traza (TT), las tnicas componentes fisicas de la onda son
las polarizaciones hy y hyx, que describen deformaciones en direcciones ortogonales al eje de
propagacion. El interferémetro responde a estas perturbaciones mediante una combinacion lineal
de ambas, ponderadas con funciones de respuesta o de antena F.y(0,¢,¢) v Fx(0,¢,¢) que
dependen de la direccion de llegada de la onda 6, ¢ y la orientacién del detector .

Este formalismo, introducido originalmente en [I8], permite describir como los patrones de antena
determinan la sensibilidad del detector a ondas provenientes de distintas regiones del cielo y
con diferentes orientaciones de polarizacion. Gracias a esta caracterizacion, es posible combinar
la informacién de miltiples detectores para reconstruir la ubicacion y geometria de la fuente
gravitacional.

5. Limite Post-Newtoniano

Ya habiendo introducido las soluciones de ondas gravitatorias y antes de describir el formalismo
EOB en detalle, resulta util presentar brevemente el enfoque post-newtoniano sobre el que se
apoya en sus primeras fases, en concreto en la fase denominada inspiral en el que tenemos un
sistema binario de dos agujeros negros que rotan entre si.

El método de aproximacion Post-Newtoniano (PN) permite describir la dindmica gravitacional,
como una expansion en serie de potencias de parametro u. Este parametro se puede expresar de
diferentes maneras.

w=M_ Y ()i, (91)

r C

siendo M la masa total del sistema, r la distancia entre los dos cuerpos del sistema binario y v la
velocidad tipica del sistema. Obtengo la tercera igualdad mediante la tercera Ley de Kepler en
la cual w es la frecuencia angular. El limite PN es valido bajo ciertas condiciones, si expreso la
métrica como una perturbacién de la métrica de Minkowski
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uv = Nuv + h‘/JJ/ ) (92)

la perturbacion es pequena por lo que estamos en el limite de campo débil h,, < 1 en donde la
velocidad del sistema es pequena con respecto a la velocidad de la luz.

%<<1. (93)

Estas dos condiciones no son independientes. En el ejemplo de dos agujeros negros rotantes,
mientras permanecen lo suficientemente alejados, el campo gravitatorio es débil y la aproximacion
postnewtoniana resulta valida. Sin embargo, a medida que se aproximan, la intensidad del campo
gravitatorio aumenta significativamente, lo que provoca una aceleracion progresiva del sistema
justo antes del colapso. En ese régimen, la aproximaciéon postnewtoniana pierde precision, al
quedar fuera de su dominio de validez.

Otra condicién para una buena aproximacién PN es la separacion de las escalas. El tamano
de los cuerpos debe ser mucho menor que el tamafio de la 6rbita, ademas la escala donde se
propagan las ondas gravitatorias fuera de la 6rbita esta desacoplada con la escala orbital, esta
aproximacion es valida cuando la longitud de onda de las ondas gravitatorias es mucho mayor
que la escala orbital. Al ser la velocidad del sistema lenta con respecto a la velocidad de la luz
se puede expresar la siguiente desigualdad con respecto a las variaciones de la perturbaciéon

1
Eath,w <L Ophy - (94)

Bajo las anteriores condiciones podré utilizar la expansion PN en la escala orbital, lo que definiré
como limite de zona cercana.

En el apéndice A voy a analizar la aproximacion Post-Newtoniana para sistemas binarios con algo
més de profundidad, concretamente para el primer orden del desarrollo, en la que ya veré efectos
fisicos reseniables como es el caso de la precesion del perihelio de Mercurio. Con el objetivo de
no desvertebrar el hilo argumentativo que estoy siguiendo para presentar el modelo EOB, llevaré
la explicacién a un apéndice y en las siguientes secciones presentaré directamente los resultados
correctamente referenciados.

6. De la dinamica relativista al modelo EOB

En esta seccién se construyen los elementos fundamentales que permiten transitar desde la des-
cripcion relativista de una particula de prueba en un espacio-tiempo curvado hasta la formulacion
efectiva del problema de dos cuerpos en relatividad general. Este desarrollo sirve como base con-
ceptual para entender como el formalismo EOB reinterpreta la dindmica orbital.

6.1. Dinamica de la particula de prueba

Para comprender el origen del modelo EOB, comenzaré revisando la dindmica relativista de una
particula de prueba en un fondo gravitatorio fijo.

Empezaré aproximando la masa como puntual y no rotante. La accién para una masa puntual
esta dada por

S = —m/dT = —/d)\m\/—gWU“U”. (95)

siendo 7 el tiempo propio, A una parametrizacién cualquiera , U* la cuadrivelocidad

Ut = = 96
=y (96)

y L el Lagrangiano que viene dado por
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L = —my/—g,, UrU" (97)

El principio de minima accién, S = 0, me permite obtener las ecuaciones de movimiento

2( mU,
d\" /=g, UrTU"

El cuatrimomento de la masa puntual que se transporta paralelamente a lo largo de las geodésica
viene dado por

)=0. (98)

dL mU,
P = = = (99)

avr /=g, UFO"

Observo que con esta definicion el lagrangiano toma la forma

L=pU, (100)

lo que permite obtener el Hamiltoniano por medio de una transformaciéon de Legendre

H=p,U"—L=0. (101)

El sistema es invariante bajo reparametrizaciones del parametro A por lo que tiene una libertad
gauge. Ademaés toda la dindmica del sistema queda recogida en la restriccion que impone el
Hamiltoniano.

De [99] vemos como hemos obtenido la siguiente aplicacion no invertible

Ut —s p, (102)

La utilidad de esta aplicaciéon subyace en el hecho de que el cuadrimomento se puede contraer
usando cualquier paramétro, sin embargo para la cuadrivelocidad solo conozco el resultado para
el tiempo propio

pupt = —m? (103)

Esta restriccion se denomina cascarén de masa y queda descrita en ella toda la dindmica del
sistema.

6.2. Movimiento particula de prueba en la métrica de Schwarzschild

Como primer paso hacia la formulacion efectiva, analizaré el movimiento de una particula de
prueba en un fondo de Schwarzschild, lo que me permitira identificar estructuras dinamicas
relevantes que més adelante seran reinterpretadas en el contexto de un sistema gravitatorio de
dos cuerpos. Las soluciones relevantes sobre agujeros negros, entre ellos los de Schwarzschild se
encuentran en el Apéndice B y las demostraciones detalladas en la referencia [4]

La particula que voy a considerar tiene una masa p y coordenadas z* = (t,r,0,¢). Supondré
que se mueve en torno al agujero negro en el plano 6 = 7, la elecciéon de gauge escogida seré tal
que A = t, donde t es el tiempo coordenado.

Con estas consideraciones las magnitudes relevantes quedan de la forma

dt
0
_ a4ty 104
vy, (104)
L =p,U" = pi + pyd + po .- (105)

Dado que el lagrangiano no depende explicitamente de la coordenada temporal t, esta es ciclica.
Por tanto, su momento conjugado se conserva. En particular, en el caso de la métrica de Sch-
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warzschild, este momento se identifica con la energia conservada del sistema y por tanto con el

Hamiltoniano.

H = —po

La condicion del cascarén de masa queda

9" pupy = —pi”.
El elemento diferencial de camino de la métrica de Schwarzschild esta dado por

dr?

ds? = —gudride” = Adt* — o r2dg?

donde A es (para G=c=1)
2M

A=(1-—).
a-=5)
Ahora, si llamo L = pg al momento angular, puedo reescribir el cascarén de masa como
Lo ,  L? 2
—g At g =,

y despejando obtengo el Hamiltoniano

72
H= A(/LQJrAp%ﬁLﬁ).

Por consiguiente, la accién del sistema es

S:/dt(prf+L<;5—H),

y sus ecuaciones de movimiento estan dadas por

dr dH
dt  dp,’
_d¢ _dH
YT @ T 4L’
o __an
dat  dr’
a_an_,
dt  dr

(106)

(107)

(108)

(109)

(110)

(111)

(112)

(113)

(114)

(115)

(116)

La ultima igualdad me dice que el momento angular es una constante del movimiento, por lo que
podemos afirmar que, hasta ahora, estoy en un sistema conservativo sin perdidas por emisién de

ondas gravitatorias.
En el caso particular en el que considero que las 6rbitas son circulares, tengo que

pr =0,
r = cte,
dH

Y
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El Hamiltoniano toma su valor minimo en el caso de una 6rbita circular, lo que equivale a

dH?
= 0 (120)
cuando H = 0, ya que en ese caso el minimo del Hamiltoniano se corresponde con el minimo de su
cuadrado. No obstante, incluso cuando H # 0, estoy multiplicando la derivada del Hamiltoniano
por H por lo que la forma funcional de la condicién no se altera. En mi caso particular, trabajar
con H? resulta conveniente porque elimina la raiz cuadrada y simplifica la expresién de manera

que
2M L?
H? = (1 — > <u2 + 2> : (121)
T T
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Figura 1: Potencial efectivo V2(r) para diferentes valores de momento angular L. Adaptado de
[12].

De la ecuacién anterior puedo ver que cuando r tiende a infinito H? tiende a u?.

Tengo un punto de equilibrio estable que equivale al radio para la 6rbita circular.

Existe una barrera de potencial en la que la altura depende del momento angular. A diferencia
del caso Newtoniano el efecto relativista implica que la barrera tiene un méaximo y la funcién
desciende hasta hacerse cero en r=2M, es decir en el horizonte de sucesos del agujero negro.
Para r menor que 2M la particula se encontraria dentro del agujero negro causalmente desco-
nectada del exterior, por lo que aunque la funcién se hace menos infinito ya no describe ningun
escenario fisico. En este caso ya no tengo un sistema conservativo, ya que L va disminuyendo
debido a la emisiéon de ondas gravitatorias. Se observa como la barrera pierde altura y el maximo
se desplaza hacia la derecha. Simultaneamente la 6rbita circular estable lo hace hacia la izquierda
adiabaticamente.

Ambos puntos coinciden en un valor de r = 6M en lo que se denomina Ultima 6rbita estable
(LSO). Posteriormente la particula cae en el agujero negro puesto que la gravedad vence al
momento angular.

En la figura se representa el potencial efectivo habitual en el analisis de las geodésicas en la
métrica de Schwarzschild. En este trabajo hemos utilizado una notacién alternativa basada en el
formalismo hamiltoniano, en la que H? cumple un papel analogo. Ambas funciones describen la
energia total cuadrada del sistema en funcion del radio y del momento angular, y comparten los
mismos puntos criticos, los minimos corresponden a Orbitas circulares estables, los méximos a
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orbitas inestables, y la coalescencia de ambos en un punto, marca la altima érbita circular estable
(LSO). Por lo tanto, el analisis cualitativo y dinamico extraido de la figura es directamente
aplicable a mi descripcion.

Si se estudia el comportamiento de los fotones, con masa igual a cero, veremos como solo hay una
orbita circular conocida como anillo de luz, la que se encuentra en r = 3M y es inestable. Para
valores del radio menores los fotones caen al agujero negro y para valores mayores tenemos un
fendémeno de scattering en el que la presencia del agujero negro cambia la trayectoria del foton
pero este no cae en él.

6.3. El problema efectivo de dos cuerpos

A partir de la dinamica de una particula en un fondo fijo, estoy en condiciones de reinterpretar el
problema de dos cuerpos en relatividad general como un sistema efectivo equivalente, en el que
una particula de masa reducida se mueve en una métrica modificada que incorpora los efectos
mutuos de interaccién gravitatoria.

En el sistema binario que estamos describiendo tenemos que para un observador inercial, ambos
cuerpos de masa mq y meo orbitan en torno al centro de masas con momentos p; y p2. Mi
objetivo consiste en realizar una transformacion de las variables, que describan un nuevo sistema
equivalente, en el que tenga una masa total definida como M que crea un campo gravitatorio fijo
y una masa efectiva u para la particula de prueba que orbita en torno a M

M =m; +ma, (122)
y
mims
= 123
i (123)

. Respectivamente el momento de la masa total sera

—

P =pi + p3 = cte, (124)
tal que en el sistema de referencia centro de masas

—

P=0, (125)

por otro parte, el momento relativo, que se corresponde al de la masa efectiva en funcién de los
momentos individuales es

P=pi=-D3. (126)

Tal como he descrito en secciones anteriores, toda la dinaAmica del sistema esta encapsulada en
la contraccién de masa

9" pupy = —m?, (127)
por lo que voy a mapear la contraccién de masa desde el sistema de dos cuerpos al equivalente
de un cuerpo. Asumiré de momento que estamos en un espacio-tiempo plano y en el sistema de
referencia centro de masas. La contraccién de masa para los momentos individuales es

2 2

b1 =—m, (128)
2 2

Dy = —Mmy. (129)

A continuacion, introduciré una definiciéon para el momento de la masa efectiva.
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1

plt = Vi (=p1 - p2, P°B1) . (130)

con lo que se puede demostrar que al contraerlo se obtiene la masa efectiva al cuadrado, cum-
pliendo por tanto con la condicién del cascarén de masa.

2
pup" = —p”, (131)
Con esta definicion voy a calcular ahora la contraccién de masa para el momento del cento de
masas PV

PrP, = —M2[1+ M—% —1)] (132)

Observo que para describir correctamente la dinamica, es necesario corregir la masa invariante
M con un paramétro v definido como ratio de simetria de masas.

W
= 1
v (133)

Conociendo ya las restricciones de masa para el sistema de un cuerpo vamos a analizar ahora la
energia. Conozco que el Hamiltoniano real del sistema binario es

H=-P, (134)

ya que sale de sumar las componentes temporales de las masas individuales

Po = po1 + poz (135)
por otro lado tendré que la energia efectiva sera
He=—po. (136)
Mi objetivo es mapear la energia total a la energia efectiva utilizando

H, -
H:\/M2[1+21/(e—1)]+P2. (137)
7
Aqui,se han despreciado los efectos de retroceso los cuales surgen debido a que la emisiéon de
ondas gravitatorias no son necesariamente simétricas bajo ciertas condiciones y pueden provocar
un movimiento total del sistema que no anularia P.

7. Modelo EOB

El modelo Effective One Body (EOB) surge para describir de forma unificada y coherente todas
las fases de la coalescencia de un sistema binario compacto, en nuestro caso nos centraremos
en la coalescencia de dos agujeros negros. La espiralalizacion inicial (inspiral),el colapso de la
orbita (plunge), la fusion (merger) y la relajacion final del agujero negro resultante hasta su
fase estacionaria (ringdown). El modelo nos permite obtener predicciones precisas del sistema a
partir de las ondas gravitatoria emitidas. Este enfoque fue desarrollado inicialmente por [?]), y
perfeccionado en trabajos posteriores|6], [7],[8],[13],[14]

7.1. Inspiral-plunge-merger

En las anteriores secciones he obtenido cual es el Hamiltoniano del sistema binario y el Hamilto-
niano efectivo de la particula de prueba pasando de un problema de dos cuerpos a un problema
efectivo de un cuerpo. Mi objetivo ahora es relacionar el sistema descrito con los resultados PN.
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Con el siguiente fin voy a centrarme en H, de la particula de prueba y voy a proponer una
deformacion en la métrica y en la contraccion de masa. Seguire considerando que la métrica
deformada o efectiva gy, es diagonal y la haré dependiente de las funciones A,D,C y Q, que a su
vez dependen tnicamente der , v y p;.

1 72
e v __ 2 2 2 2 2
g '+ Q= —p?. (139)

Es posible realizar una transformaciéon canénica de coordenadas que me permite fijar C' =1, y
que Q solo dependa de p,, que en la aproximaciéon de Orbitas circulares va a ser muy pequeno.
Cabe mencionar que cuando v tiende a cero, es decir, una masa es mucho mas grande que la
otra, se recupera la métrica de Schwarzschild

El Hamiltoniano efectivo con la nueva métrica sera:

12
He = —pg = \/A(M2 + ADp? + o) +Q) (140)

Que posteriormente lo introducimos en la expresiéon para el Hamiltoniano total del sistema binario
137

Primero veré la forma de las funciones de la métrica, que llamaré potenciales EOB, con su
desarrollo Post-Newtoniano obtenido en los trabajos de [5][2][6]. Para la funcién A(r,v), que
controla la parte temporal de la métrica tengo

94  41rx?
A=1 —2u+2uu3+(§ - 37; ywut, (141)

de donde veo como el primer término corresponde a la métrica de Schwarzschild, la correccion a
2PN refleja el efecto de la interaccion entre las dos masas, el término 3PN se obtiene comparando
la expansion PN completa de la energia orbital con la energia efectiva EOB.

La funcién D afecta a la parte radial de la métrica y tiene el siguiente desarrollo

D =1+ 6vu® + (52v — 6v)u? (142)

donde aqui, el término 2PN corrige la dindmica radial y el término 3PN se obtiene para asegurar
que las orbitas elipticas en el modelo EOB coincidan con los resultados de relatividad general
hasta ese orden.

La funcién Q introduce corrrecciones dependientes del momento radial necesarias para describir
la dindmica de dos cuerpos mas alld del movimiento geodésico.

Q = 2(4 — 3v)vu’p?, (143)

donde el primer término no trivial aparece a orden 3PN y ajusta la dindmica cuando las érbitas
no son circulares.

Para los tres potenciales el orden 4PN contiene terminos logaritmicos complicados
y describen los efectos de cola que surgen cuando las ondas gravitatorias emitidas vuelven a
interaccionar con el sistema.

Por otra parte, si las érbitas son circulares deduzco que Q = 0 y D es despreciable, por lo tanto
el tnico potencial relevante que determina la dinamica sera A(r,v)

El formalismo EOB descrito hasta ahora es completamente conservativo porque su Hamiltoniano
describe la dinamica orbital de dos cuerpos bajo interaccién gravitatoria, sin considerar la pérdida
de energia y momento angular debida a la emisién de ondas gravitatorias.

Para extender este modelo y capturar la evolucién realista de sistemas binarios compactos, es
necesario introducir fuerzas de reacciéon radiativa en las ecuaciones de movimiento.
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A partir de las ecuaciones de Hamilton deduciré la nueva forma de las ecuaciones de movimiento.

= (144)
w=¢= ‘fl—lz : (145)
b= g, (146)
L= Cﬁg + f5 - (147)

siendo f, y fy las fuerzas de reacciéon

La pérdida de energia y de momento angular se describen mediante ecuaciones de balance que
relacionan las derivadas temporales de la energia y del momento angular del sistema con los
correspondientes flujos radiativos de las ondas hacia el infinito

Sin embargo, este balance no es exacto en cada instante de tiempo. La razén fundamental es que la
radiacién gravitatoria esta ligada tanto a los cambios del sistema binario como al comportamiento
del campo gravitacional cercano (no radiativo), que también almacena y libera energia durante la
evoluciéon orbital. Por este motivo, el balance de energia y momento angular se cumple tinicamente
en promedio sobre escalas temporales largas,por ejemplo un periodo orbital, mientras que a nivel
instantaneo se introducen oscilaciones adicionales que deben ser correctamente identificadas.
Estos términos adicionales son los denominados términos de Schott, descritos en el trabajo de [1]
y representan la energia y momento angular asociados al campo gravitacional cercano al sistema
binario. Aunque no corresponden a radiacion real que escapa al infinito, si influyen en el balance
instantaneo, ya que oscilan periédicamente durante la érbita.

De esta forma las ecuaciones de balance de energia y de momento quedan

E+ Esehott + Fr =0, (148)

L+ Lsehor + Fr, =0. (149)
Asi, utilizando las ecuaciones de Hamilton [T44] [145], [T46] [T47] obtengo

dH dH _ dH dH : ;

La energia de enlace e, es un parametro adlmensmnal que mide cuanta energia se ha utilizado
para formar el sistema ligado respecto a las masas separadas en reposo.
E-M
e~ ) (151)
7

siendo E la energia total del sistema, M la masa total y u la masa reducida. Su evoluciéon esta
directamente relacionada con la emisiéon de ondas gravitatorias.
El flujo de energia Fg, también llamado luminosidad, describe la tasa de pérdida de energia del
sistema debida a dicha emision. La relacion entre el flujo y la variaciéon temporal de la energia
de enlace es:

de

Ma =

De manera analoga, el sistema binario también pierde momento angular como consecuencia de la

emision de ondas gravitatorias. Esta pérdida se caracteriza mediante el flujo F7, que representa
la cantidad de momento angular radiado por unidad de tiempo.

—Fg (152)
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Previamente he asumido en diferentes momento que la orbita es circular, esta suposicién tiene
una explicacion fisica adecuada. La emision de ondas gravitatorias hace perder momento angular
al sitema tal y como he visto. Esta pérdida es mas eficiente cuanta mayor excentricidad tiene la
orbita eliptica por lo que en un intervalo corto de tiempo en comparacién con los tiempos tipicos
de la fase inspiral la 6rbita tiende a circularizarse, ver [I5] para més detalles. Por lo tanto puedo
concluir que para este modelo considerar 6rbitas sin excentricidad es una buena aproximacion.
Las ecuaciones de balance quedan de la siguiente manera

P fr + fs0 + Eschon + F =0, (153)

fo+ Lschott + Fr, = 0. (154)

Debido a que la orbita es circular puedo observar que las fuerzas de reaccién no son indepen-
dientes, ya que la pérdida de momento angular provoca una disminucién de la érbita y por tanto
una disminucion de la energia, de la misma forma que si hago el razonamiento inverso.
Las soluciones para estas fuerzas no son tnicas si no que van a depender de la eleccién de gauge.
En este caso vamos a considera f, = 0 para que sigan siendo consistentes las ecuaciones de
balance y los flujos no sean cero.
Si se realiza el promedio sobre una o6rbita completa veo como los términosde Schott tienen
derivada nula por lo que los puedo despreciar, obteniendo

—fy=FL= Zf . (155)
La soluciéon de esta ecuacion se puede obtener del desarrollo PN, pero seria necesario una resu-
macioén, es decir una reorganizaciéon de los términos de la perturbacién con el objetivo de que siga
teniendo un buen comportamiento fuera del limite de campo débil. Es necesario utilizar datos
numéricos para ajustar los resultados
Debido a la dificultad de este proceso seguiré un camino alternativo que consiste en analizar como
son las ondas gravitatorias obtenidas y de sus propiedades fisicas obtener informacion sobre el
sistema binario.
Las dos polarizaciones de las ondas gravitacionales se pueden expresar como un campo complejo
de la siguiente forma

h=h, +ihy (156)

. Dado que en la zona lejana (region de ondas) las ondas gravitatorias se propagan sobre un
fondo plano, su dependencia angular puede separarse de su dependencia temporal y radial. Para
ello, es natural expandir h en una base de funciones que reflejen tanto la simetria esférica como
la naturaleza tensorial del campo gravitatorio. Esta base estd dada por los armoénicos esféricos
de espin 2, donde el signo nos indica que son ondas salientes. Cada modo hj,, se asocia a una
componente especifica del momento angular radiado, y los armoénicos _oY '™ (6, ¢) describen la
distribucién angular de la onda

hy +ih = hum(t) 2Y"™(0,9). (157)

m,l
Relacionando el flujo de energia con la amplitud de las ondas gravitatiorias se llega a que

7.2

_ P2 | 52
Fp = [ do (h++hx) . (158)

Esta expresion refleja que la energia transportada por las ondas gravitatorias es proporcional al
cuadrado de la velocidad de deformacién del espacio-tiempo, y se suma sobre todas las direcciones
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del espacio
1 . 2
Fp = = |hum(t) (159)
16m
m,l
Por tanto para obtener el flujo y las fuerzas de reacciéon que me permiten describir el sistema
binario, es necesario conocer los modos hj,,. Estos se pueden escribir en forma de expansiéon PN,
sin embargo, es necesario una resumacion para que las series converjan en la espiral tardia, en el
plunge y merger. La resumacion la voy a realizar por el método de factorizacion. En la que los
modos van a tener la siguiente forma

hlm = hZ]\rfnile> (160)

en donde el primer término lo voy a llamar Newtoniano y es la contibucién principal, sin resumar.
El segundo termino es el que contiene los factores que resuman la serie y esta dado por

him = S Thmem pf, (161)

A continuacién voy a dar una breve explicacién sobre cada factor y expondre los resultados
obtenidos de los trabajos de [7], [8], [13]

S é’}"”f es la fuente efectiva, actia como un puente entre la dindmica y la radiacién, permitiendo que
el modo refleje adecuadamente el comportamiento relativista del sistema binario relacionandolo
con el Hamiltoniano efectivo. Su forma depende de si el modo es par o impar. Asi,

Si [ 4+ m es par, entonces

H
SéTfnf = 767 (162)
W
en cambio, si [ +m es impar
L
S = —— 163
eff \/EMM ( )

T es conocido como factor de cola gravitacional. Este término encapsula los efectos heredados
de la dispersion de las ondas gravitatorias por la curvatura del espacio-tiempo, generada por la
masa total del sistema. Su origen esta en la necesidad de resumar logaritmos que aparecen en
los desarrollos postnewtonianos. Su forma explicita esta dada por

I'l+1-2imHuw)

T, — mmHw omH 2imHw 164
en la que H es la masa ADM o la energia real del sistema y rg = %

El término e®m viene dominado por la correccion de fase 8y, que se introduce para capturar
desfases residuales que no estéan explicados por otros factores. Su origen esta en el ajuste entre la
senal calculada analiticamente y la onda obtenida a través de métodos numéricos o perturbativos,
especialmente es importante en regimenes de campo fuerte. El desfase se expresa como una serie
en torno al pardmetro postnewtoniano y resulta esencial para una reconstruccién precisa de la
senal de onda gravitatoria en fase.

La funcién py,, representa una correccion a la amplitud de la onda gravitatoria. Esta funcion
captura los efectos postnewtonianos que modifican la amplitud respecto a la prediccién en el
limite newtoniano. Se introduce para mejorar la convergencia del desarrollo postnewtoniano de
la amplitud mediante resumaciones logaritmicas y racionales.

En la fase temprana del inspiral", la dindmica binaria puede describirse con buena precision
bajo la suposicion de érbitas cuasi-circulares, lo que permite tomar p, = 0. Sin embargo, esta
aproximacion deja de ser valida en las etapas finales del inspiral, donde la pérdida acelerada de
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energia provoca un aumento significativo del momento radial haciendo que la 6rbita se desvie
de la circularidad. Para capturar con precisiéon estas desviaciones en los modos, se introduce
un factor correctivo conocido como Non-Quasi-Circular (NQCg, que modifica las expresiones
factorizadas estandar mediante un término multiplicativo flJ;;Q Esta correccién incorpora de-
pendencias explicitas con el momento radial , la aceleracién radial y la derivada temporal del
momento angular. Se ajusta generalmente por comparacioén con resultados de relatividad numé-
rica. El uso del término NQC permite modelar con mayor fidelidad la senal gravitatoria en las
fases finales del inspiral y durante el plunge en la transiciéon hacia el merger, es decir cuando

supera la ultima orbita circular estable y el sistema colapsa.

7.2. Ringdown

Tras la fusiéon de dos cuerpos compactos y la formacién de un agujero negro final, el sistema
entra en la fase denominada ringdown. En este régimen, el agujero negro recién formado se en-
cuentra fuera de equilibrio y emite ondas gravitatorias mientras se relaja hacia una configuracion
estacionaria. Esta relajacion se describe de forma precisa mediante la teoria de perturbaciones
de agujeros negros (Black Hole Perturbation Theory), que consiste en estudiar pequenias desvia-
ciones métricas sobre el fondo exacto de un agujero negro de Schwarsdchild, es decir

Guw = o™ + hyuw (165)
donde sigo considerando que la perturbacién f,, es débil. Debido a la simetria esférica de fondo,
que es la métrica de Schwarzschild, la perturbacion de la métrica se puede descomponer de
forma multipolar en armoénicos esféricos. Esto me permite distinguir entre los modos de paridad
impar (axiales) y los modes de paridad par (polares). Para cada tipo de paridad y para cada
multipolo existe una combinacién de las componentes de h,, que da lugar a una funcién escalar
que llamaré funcion maestra Q(r*). Esta funcion satisface una ecuacion diferencial ordinaria de
segundo orden, es decir una ecuaciéon de onda de tipo Schrédinger, que representa el grado de
libertad fisico de la perturbacién para ese modo.

d2
a0 = Vo] @6%) =o. (166)

La funcién maestra esta expresada en coordenadas tortuga r* definidas por

dr” (1 - 2M> - (167)

dr r
Esta reparametrizaciéon radial extiende la regién cercana al horizonte r = 2M permitiendo un
tratamiento regular del comportamiento de las ondas en el horizonte y hasta el infinito.

El potencial efectivo Vgzyy/z depende de la perturbacion y del primer modo, cuando la paridad
es impar utilizamos el potencial de Regge-Wheeler Virp definido como

2M N\ [l(l+1) 6M
- (-2 502
y cuando los modos son de paridad par el potencial de Zerilli Vz viene dado por
2M\ 2n? 1)r? 2Mr? +18nM?r + 18 M3
vy=(1-M n(n+ 1)r° 4+ 6n°Mr* + 18nM=r + 18 7 (169)
r r3(nr + 3M)?2
donde
2n=(1-1)(1+2) (170)

El parametro w representa la frecuencia compleja de oscilacion de la perturbacion. Los resultados
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estan recogidos en la referencia [10]

Las soluciones fisicamente relevantes para Q(r) corresponden a aquellas que satisfacen condiciones
de contorno puramente entrantes en el horizonte r* — 0o y puramente salientes en el infinito r* —
+00. Estas condiciones definen los denominados modos cuasinormales (QNM), que caracterizan
la emisién de ondas gravitatorias durante la fase de ringdown.

Cada modo cuasinormal esta asociado con la frecuencia compleja

w = wgr + wr, (171)

dondewpr determina la frecuencia de oscilacién y w; su amortiguamiento. Defino wgrp como la
frecuencia del modo cuasinormal fundamental del agujero negro final, es decir la que domina la
senal gravitatoria tras la fusion, es la frecuencia con menor amortiguamiento.

Para estimar el valor de la parte real de wgrp voy a utilizar el siguiente razonamiento, tras la fusion
de los dos agujeros negros, surge un agujero negro final y una perturbacion del espacio-tiempo
en torno a él, gobernada por los modos cuasinormales de las ondas gravitatorias.

Supondré que esta perturbacién se encuentra localizada en el anillo de luz a una distancia r=3M
del agujero negro, debido a que el potencial ya sea RH o Z, tiene un méximo en torno a r=
3M, el maximo actiia como una barrera que refleja ondas ya que las perturbaciones se acumulan
temporalmente en esa regiéon antes de escapar al infinito o ser absorbidas por el agujero negro, es
decir, es el lugar donde las oscilaciones cuasinormales en especial la fundamental esta concentrada
espacialmente.

En este analisis las perturbaciones rotan en una 6rbita circular de radio 3M con una frecuencia
w. Debido a que las ondas gravitatorias se comportan como campos de espin 2, la relacién entre
la frecuencia angular de la 6rbita y la frecuencia angular del modo fundamental es

Re(wgp) ~ 2w (172)
Utilizando la 3° Ley de Kepler.
w?r® = M, (173)
llego al siguiente resultado,
2
Re(Mwprp) = —= ~0,38. (174)

3V3

Esta aproximacion concuerda notablemente bien con el resultado exacto, por lo que puedo con-
cluir que midiendo la frecuencia del modo cuasinormal fundamental puedo conocer la masa del
agujero negro de Schwarzschild.

No lo demostraré en esta seccién pero es posible extender este analisis a un agujero negro rotante
en la métrica de Kerr. En este caso la posicién del anillo de luz va a depender del momento angular
del agujero negro, y por lo tanto la frecuencia angular wgp.

Tras la fusion de dos agujeros negros, he explicado que las perturbaciones tienden a concentrarse
en torno al anillo de luz, que se corresponde a la tnica 6rbita circular inestable. Para continuar
este andlisis voy a utilizar una teoria de perturbaciones sobre geodésicas nulas.

Considero una familia de rayos de luz que pasan cerca del anillo de luz de radio rpg. Dado
que esta Orbita es inestable, cualquier pequena perturbacién radial crecera exponencialmente
con el tiempo. Este crecimiento se describe por el exponente de Lyapunov -, que cuantifica la
inestabilidad dindmica de estas érbitas|3].

La evolucion radial de un rayo ligeramente desviado del anillo de luz toma la forma:

r(t) = ror[l + esenh(y(t — tp)) + 0(62)] , (175)
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donde € representa una pequena perturbacién radial y ¢, es el tiempo en el cual los rayos se
encuentran més proximos al anillo de luz, es decir cuando se crea la perturbacién y la amplitud
de las ondas gravitatorias es maxima. Si extrapolo hacia el pasado ¢t < ¢, los rayos convergen
al anillo de luz. Por el contrario, si extrapola hacia el futuro ¢ > ¢, los rayos se dispersan
exponencialmente hacia el horizonte o hacia el infinito.

El resto de componentes toman la forma

b = wt + O(?), (176)
0= g +O(e). (177)

El escalar de Weyl Wy, extraido mediante el formalismo de Newman-Penrose del tensor de Weyl
Coouv en [17], representa la parte radiativa del campo gravitacional en regiones alejadas de la
fuente, en la zona de ondas, donde estan los observatorios como LIGO, codifica la curvatura
que se propaga como onda gravitatoria y se relaciona directamente con las polarizaciones fisicas
observables a través de

Wy = hy —ihy. (178)
U, es la fuente inmediata de la sefial detectada por los observatorios y por tanto contiene toda la
informacion relevante sobre la dindmica del sistema tras la fusién. Durante la fase de ringdown,
refleja la disipaciéon de la perturbacién gravitatoria generada en las cercanias del anillo de luz y
su estructura temporal descrita estd dada en [9]

Uy = Apsech(y(t —tp)), (179)

donde la amplitud méaxima de la sefial es Ap. Mientras que la desviacion radial de las trayectorias
luminosas se describe mediante una funcién hiperbélica creciente, la amplitud de la senal se
modela con una secante hiperbolica, que refleja una emision transitoria localizada en el tiempo.
Esta funcion alcanza su maximo en ¢t = t,, , y decae exponencialmente hacia el pasado y el futuro,
capturando el comportamiento fisico de la radiacién gravitacional.

Analizando ahora el comportamiento del momento angular L, se puede observar que su parte no
estacionaria decae exponencialmente con el tiempo, reflejando la disipacion de la perturbacion
gravitacional generada tras la fusiéon. Este comportamiento puede modelarse como

L ~ e " + constante . (180)

Esta forma indica que la emisiéon de momento angular en forma de ondas gravitatorias disminuye
progresivamente, hasta que el sistema alcanza una configuracién estacionaria, correspondiente
al agujero negro final. Si se incorpora la rotacion del campo, debida al espin 2 de la onda, esta
evolucion se describe en general como una perturbaciéon compleja que decae en amplitud con e~7¢
y gira en fase con e"*E! unificando la emisiéon de momento angular y la frecuencia de oscilacion
del ringdown en una sola estructura.
La potencia emitida en forma de ondas gravitatorias durante el ringdown es proporcional a [h2]
Voy a interpretar esta potencia por analogia con un sistema rotacional clasico en el cual la energia
cinética es

L. 9

E=—-Tw*. (181)

2
En este caso tengo una perturbacion gravitacional rotante que corresponde a la deformacion
del espacio-tiempo en torno al anillo de luz. Por lo tanto, la potencia emitida en forma de
ondas gravitacionales va a ser proporcional a Jw?. El momento de inercia efectivo del sistema se
corresponde con
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dL
dw’
que fisicamente describe como el sistema responde rotacionalmente a una oscilaciéon de frecuencia
dada, es decir cuén costoso es angularmente emitir a una frecuencia w. Puedo considerar como
una buena aproximacion que I es constante debido a que la emisién gravitatoria estd dominada
por la frecuencia fundamental, y el momento angular varia linealmente con la frecuencia, lo que
lleva a

I (182)

%(mﬂ) = 2Twi. (183)

Debido a que la frecuencia w varia mucho mas rapido que el resto de magnitudes como la amplitud
o la fase, puedo considerar

7] o«

. h W
bl 24 7 (184)
w w
y agrupando todos los resultados previos obtengo
. Uy 1 _
b oc [h]? o< [—]% o< —5cos 2 (y(t —t 185
ww o [h] oc[w] o 508 (( ) (185)
cuya solucién esta dada por
w(t) o [tanh(y(t —t,)) + cte] . (186)

La fase ¢ de la onda gravitatoria surge de volver a integrar w. Aunque esta integral no tiene una
forma cerrada elemental, puede evaluarse numéricamente o ajustarse con funciones especiales
o interpolaciones suaves. El resultado es una fase que crece mondétonamente, empezando con
una curvatura lenta (en el entorno del punto ¢, , donde la frecuencia cambia mas rapido) y
que luego se asienta de forma adiabética hacia una evolucién lineal, en linea con una frecuencia
asintdticamente constante. Se ajusta el resultado numérico para que conecte de forma natural
con la fase del inspiral", que también se obtiene integrando una frecuencia angular creciente,
aunque en ese caso el crecimiento es impulsado por la pérdida de energia gravitacional.

o(t) = / w(t)dt + ¢y, (187)
quedando la expresion completa del Ringdown

h(t)rin9down — Ao cos™H(y(t —t,))e M) (188)

En este analisis, en el cual el modo fundamental de oscilacién es el tinico que contribuye signi-
ficativamente a la senal observada, puedo expresar la onda gravitatoria en términos del modo
dominante. De este modo, la senal se escribe en la base de armoénicos esféricos, lo que permite
una conexion natural con la evolucién previa durante la fase de inspiral-merger—plunge

h(t) ~ by (t) . (189)
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8. Conclusiones

En esta seccion voy a resumir el comportamiento fisico tanto de los cuerpos como de la senal de
la onda detectada.

En la fase de inspiral, los dos cuerpos compactos, orbitan lentamente uno alrededor de otro en
orbitas cuasicirculares. Debida a la pérdida de energia y momento producida por la emision
de ondas gravitacionales las 6rbitas se van contrayendo adiabaticamente y la velocidad de los
cuerpos va aumentando. La transicion critica ocurre en la tltima érbita circular estable LSO, que
si estoy teniendo en cuenta la métrica de Schwarzschild de fondo, se encuentra en r = 6M. Una
vez superado este punto ya no existe equilibrio estable y el sistema llega a un colapso dinamico
en el que la particula entra en caida libre hacia el horizonte, en una fase que denominamos plunge
donde ya no hay suposicién adiabatica.

Posteriormente ambos cuerpos se fusionan en la fase de merger, puedo definir ¢,,, como el instante
en el que se forma un horizonte de sucesos comun.

En instantes posteriores a t,, puedo describir el sistema como un tnico agujero negro de Kerr o
Schwarzschild deformado que vibra. Estas vibraciones se van relajando hasta llegar a un agujero
negro estacionario.

Debido a que la emision de ondas gravitatorias no es uniforme en todas las direcciones del espacio,
la emisiéon de momento lineal genera una reaccién sobre el agujero negro final que lo impulsa en
el otro sentido provocando que el nuevo agujero negro se desplace por el espacio a una cierta
velocidad.

La onda gravitatoria completa en el modelo Effective One Body (EOB) se expresa como:

ringdown

By (£) = Ot — £) P99 (1) 4 Ot — tn) B (8), (190)

donde O(t) es la funcion escalon de Heaviside, h;ﬁfp Hunge (1) representa la sefial durante el inspiral

y plunge, h;;,? gdow"(t) en el ringdown.
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Figura 2: Forma de onda hga(t) obtenida con el formalismo EOB comparada con resultados de
relatividad numeérica, mostrando la evolucion desde el inspiral hasta el ringdown.|[14]).

En la fase de inspiral observo una disminucién progresiva del radio de la 6rbita lo que deriva en
un aumento tanto en la velocidad como en la aceleracion del sistema lo que afecta directamente
a la forma de las ondas emitidas, las cuales crecen progresivamente en amplitud y en frecuencia
en un proceso que denominamos chirp.
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En el instante t,,, la onda alcanza el méximo en amplitud y frecuencia. En el instante posterior te-
nemos el agujero negro deformado recien formado que vibra emitiendo ondas que se van apagando
progresivamente hasta relajarse completamente dando lugar al agujero negro estacionario.

El significado fisico entre ¢, y t,,es distinto ya que ¢, es el tiempo para el cual la perturbacion en
el ringdown esta més proxima al anillo de luz y ¢, es el tiempo en el que la amplitud de la onda
es méxima y se produce la transiciéon entre el modelo binario y el ringdown. Sin embargo, en este
analisis he considerado buena la siguiente aproximacion ¢, =~ t,, ya que en sistemas binarios con
masas comparables y 6rbitas cuasi-circulares, ambas condiciones ocurren casi simultaneamente.
Ademas esta eleccion facilita el empalme entre las fases de plunge y ringdown permitiendo una
transiciéon continua en frecuencia y fase.

El modelo Effective One Body (EOB) no solo representa un desarrollo tedrico sofisticado dentro
de la relatividad general, sino que también constituye una herramienta esencial para la inter-
pretacion de datos experimentales en la era de la astronomia de ondas gravitatorias. Gracias a
su capacidad para describir de forma unificada todas las fases de un sistema binario compac-
to, el formalismo EOB proporciona formas de onda teéricas precisas que se pueden comparar
directamente con las senales medidas por detectores como LIGO y Virgo.

Estas predicciones son utilizadas en el anélisis de datos a través de técnicas de correlacién por
filtrado adaptado (matched filtering), donde las senales registradas se comparan con miles de
plantillas generadas con distintos parametros utilizando el EOB. Al maximizar esta correlacion,
somos capaces de detectar senales débiles ocultas en el ruido, ademés de extraer los parametros
fisicos del sistema con alta precision.

El modelo EOB, al incorporar tanto los efectos post-newtonianos en la fase inicial como el
comportamiento durante la fusion y el posterior ringdown, se convierte en uno de los marcos mas
fiables y flexibles para generar estas plantillas.

Ademas, la estructura modular del EOB permite ajustes calibrados con simulaciones numéricas y
la inclusion de correcciones por efectos de espin, modos subdominantes y dinamica de radiacion.
Esto refuerza su valor como modelo intermedio entre los calculos analiticos post-newtonianos
y las simulaciones de relatividad numérica completa. En este sentido, el EOB actiia como un
puente que conecta la teoria gravitacional fundamental con las senales astrofisicas observables,
permitiendo asi convertir ondas gravitatorias en herramientas precisas para estudiar el universo.
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11. Apendice A: Desarrollo del limite Post-Newtoniano

En este apéndice se presenta un resumen estructurado del formalismo post-newtoniano aplicado
al problema relativista de dos cuerpos. El desarrollo teérico y las aproximaciones utilizadas siguen
principalmente el tratamiento expuesto en el trabajo de Dominik Ziircher [21]

Para describir como afectan las correcciones post-newtonianas a las ecuaciones de movimiento
de un sistema binario voy a analizar en primer lugar el caso newtoniano.

El sistema que estoy analizando tiene como lagrangiano

Gmm/
=7
Realizando un cambio de coordenadas desde las posiciones y velocidades individuales de las
particulas, hacia coordenadas relativas. Se define el vector de posiciéon relativa como

1
Ly = §(mv2 +m/v"?) + (191)

—

R=7—1l, (192)
y la velocidad relativa como

—

V=01, (193)

siendo p la masa reducida y M la masa total. En el centro de masa, las posiciones individuales
se reescriben como

R, (194)

P=

3=

—

,u,—»
7=-R, (195)

y de forma analoga para las velocidades. El lagrangiano en este nuevo sistema de coordenadas
tiene la forma

1 Gmm
Ly =-uV?4+——. 1
N 2,LLV -+ R ( 96)

La simetria del nuevo lagrangiano bajo traslaciones espaciales y bajo transformaciones de Lorentz
me dejan dos cantidades conservadas. El momento total y el momento del centro de masas
relativista Py y K, que en el sistema de referencia del centro de masas se anulan. Ademas las
simetrias bajo traslaciones temporales y bajo rotaciones espaciales, me dan otras dos cantidades
conservadas. La energia E y el momento angular J

1 GM
E=-V?-—— 1
VT (197)
J=RxV. (198)

La ecuacién de movimiento utilizando el principio de minima accién es

Vv GM -
=2 1
dt R (199)

. —’_E
siendo N = o

Por otra parte, la conservaciéon del momento angular implica que el movimiento se produce en
un plano. Si a partir de ahora utilizo coordenadas polares obtengo

dR\? do\ 2
2 _ [ @it 2 (2
V’-—(dt)-+R (ﬁ> , (200)
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[é x 17} - RZ% . (201)

Manipulando las ecuaciones anteriores se obtiene

dR 2B C

(&) =4+t F t (202)
a9 H
& "R (203)

=

siendo A=2E, B=GM, C = —J?,, H = [J].El signo de A va a definir si el movimiento del sistema
es hiperbolico A>0, paraboélico A=0 o eliptico para A<0.
Para el caso eliptico las solucines a las ecuaciones son

R =a(l — ecos(u)), (204)

0 — 0y = Ac(u) = 2arctan(y/ 1 i_ Ztan(%)) . (205)

Utilizando la anomalia excentrica u, que corresponde al angulo de la circunferencia auxiliar, el

semieje mayor |al, la excentricidad |e] y n = \/a% que encapsula el periodo orbital T = 27 /n,
llego a la ecuacion de Kepler.

n(t —tg) = u — esen(u) . (206)
Las solucion es

a(l —e?)

= 1+ ecos(0 — 6)

(207)

La conclusion principal que se obtiene es que en un movimiento completo de la érbita Af = 27,
el perihelio no se desplaza. Veremos mas adelante como al introducir la primera correccién post-
newtoniana esta conclusiéon ya no es correcta.

Para describir como afectan las correcciones post-newtonianas a las ecuaciones de movimiento,
partiré de la siguiente accién

1 1
S:ZSz :/dt(Lo+c2L1—|—C4L2—|—), (208)

donde el Lagrangiano lo he dividido en sus diferentes érdenes y la accién es la suma de las
acciones de cada particula.

dxt dxv
S = —m. dtr] —a, —— 2 209
i mzc/ Guv At dt ( )
El tensor de la métrica expresado de forma expandida seré
_qqpLtpoen 1oy 1 opn 210
goo = —1+ 2900 + 4900 + 6900 +o (210)
1
goi = C—gg(%{fN + ggng .., (211)
S SN0 S e 3 212
9ij = 0ij + 29ij + i) T (212)

Es importante destacar que la potencia de % con la que aparece un término en el desarrollo de
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la métrica no se corresponde directamente con su orden post-newtoniano (PN). Esto se debe a
que las ecuaciones de campo de Einstein contienen derivadas de la métrica, y estas derivadas
pueden modificar el orden efectivo de los términos.Por esta razon, el orden PN de un término
no se determina simplemente por su exponente ¢, sino por el efecto fisico que produce en las
ecuaciones de movimiento, lo que requiere analizar su contribucién completa dentro del sistema.
La expresion del tensor energia momento de una particula puntual se puede escribir

H v
L S L 1C)

dr; dzt dzv
o= A dry 214
R =g "t (214)

En esta expresion voy a introducir los términos de la métrica hasta orden 1PN y voy a resolver
la ecuacion de campo de Einstein. Una vez resuelta la ecuaciéon voy a intoducir las componenetes
del tensor métrico en la accién para poder obtener el Lagrangiano a primer orden. De esta
forma estoy teniendo en cuenta toda la interacciéon entre las dos particulas ya que la métrica
que utilizamos en la accién de una particula es la que he obtenido resolviendo las ecuaciones de
FEinstein con el tensor energia.momento generado por la otra. El resultado obtenido seré

(Z — ), (213)

siendo

1
Lipy = Ly + ch2 ; (215)
siendo Lo el lagrangiano a primer orden llamado lagrangiano de Einstein-Infeld-Hoffmann.
1 4 1 /14 Gmml 2 92 — = —»_4 m+m/
ngémv —i-gmv + °R (3v* 4 3v"™* — TUT —(Nv)(Nv)—GT). (216)

La simetria del nuevo lagrangiano bajo traslaciones espaciales y bajo transformaciones de Lorentz
deja dos cantidades conservadas, el momento total y el momento del centro de masas relativista
Pipy v K1pn, que no coinciden con las cantidades Py y K para el lagrangiano Newtoniano. Si
hago una transformacién de coordenadas al centro de masas para que se anulen Pipy v Kipn.
Las posiciones relativas r y r” cambian. Sin embargo, debido a que las correcciones son de orden
c% al introducirlas en el Lagrangiano, este va a quedar a orden superior a 1PN. Por lo tanto
para este analisis puedo utilizar las coordenadas relativas que habia utilizado previamente para
el caso Newtoniano.

Queda por tanto el siguiente lagrangiano

4
Lipy = %Vz + GTM - é(l - 31/)‘6/—2 + %((3 +v)Vi+ (NV)? - G?M
siendo v = 7 el ratio de masa. Utilizando el principio de minima accién obtengo las ecuaciones
de movimiento. He reemplazado los terminos con potencias de ¢2 por las soluciones del caso
newtoniano ‘fi—‘t/ = —%‘”\7 . Finalmente obtengo

), (217)

@V GM . GM

- TNt e

GM
R

. 3 .. e
(N[ (4 +2v) = V(1 + 3v) + 5u(NV)2] + (4 —2)(NV)V). (218)
Usando el teorema de Noether y debido a las simetrias bajo traslaciones temporales y bajo
rotaciones espaciales, tengo otras dos cantidades conservadas. La energia E y el momento angular
J que a primer orden en el desarrollo PN toman la siguiente forma.

GM 3 vVt GM e
_ —(1 — - o 2 N 2
7 +8( 31/)C2 +2R62((3+1/)V + (NV)* +

GM

1
E=-V?2_ 21
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v? GM

— +B+v)==). 220
B+ ) (220)
Al igual que hice para el caso newtoniano, utilizando coordenadas polares y manipulando las
ecuaciones anteriores se obtienen las siguientes ecuaciones con los coeficientes dependientes de

E,J M.

. L1
J=RxV(1+5(1-3v)

dR\? 2B C D
— =A4+ —4 — + — 221
<dt> TRTR TR (221)
do H I
e H 222
dt R2 + R3’ (222)
cuyas soluciones esta dada en [21]
Gm?m 1-— 63 Gm?m
r=(a, — 55) + 55 (223)
2M?c 1 + egeos((6 — 90)\/J2—6§2M2/c2) 2M><c
G*M?
AfG = 67T7JQC2 . (224)

En conclusion, el desarrollo post-newtoniano a primer orden modifica de forma significativa la
estructura de la 6rbita respecto al caso newtoniano. Esta correccién se manifiesta directamente
en la solucién radial obtenida en la ecuacién anterior, donde el argumento del coseno incorpo-
ra un factor multiplicativo que implica que el angulo correspondiente al perihelio se desplaza
ligeramente en cada revolucién. Es decir, la 6rbita no se cierra exactamente. Esta diferencia
angular acumulativa da lugar a la precesion del perihelio, un fenémeno ausente en la dindmica
newtoniana. El resultado obtenido muestra que esta precesiéon es una consecuencia directa de
la geometria curva del espacio-tiempo en el régimen de campos gravitatorios débiles, y justifica
observacionalmente efectos como la anomalia del perihelio de Mercurio.

En los 6rdenes superiores, concretamente 2PN y 3PN, se conserva la estructura funcional de la
ecuacion radial de Kepler, pero aparecen correcciones adicionales en la evolucién angular que
afectan la precision del modelado orbital. Estos érdenes describen autointeracciones del campo
gravitatorio y aportan correcciones tanto a la energia cinética como al potencial gravitatorio. Son
especialmente relevantes en la fase de inspiral tardio, cuando las velocidades relativas aumentan
y el sistema se acerca a la fusion.

A partir del orden 2.5PN, el sistema deja de ser conservativo: aparece una fuerza de reaccién
asociada a la emisiéon de ondas gravitacionales, responsable de la pérdida de energia orbital. Esta
fuerza produce un decaimiento secular del semieje mayor, observable en la espiralizacion de las
orbitas.

En el orden 3.5PN se introduce una nueva correcciéon disipativa que mejora la descripciéon del
flujo radiado. En este punto también comienzan a aparecer efectos de cola en la parte disipativa:
parte de la radiacién gravitacional se dispersa en la curvatura del espacio-tiempo generada por
el propio sistema, y regresa influyendo de forma retardada sobre su evolucion. Estos efectos no
pueden describirse mediante una dependencia puramente local en el tiempo.

Finalmente, a partir del orden 4PN, emergen contribuciones conservativas no locales: efectos
de memoria gravitacional, interacciones retardadas mas complejas y términos integrales sobre la
historia pasada del sistema. En conjunto, estos efectos reflejan la naturaleza no lineal y retardada
de la interaccién gravitatoria en relatividad general, més alla de los regimenes perturbativos
simples.

Aunque en principio el desarrollo post-newtoniano se basa en la suposiciéon de campos débiles y
velocidades pequenas respecto a la velocidad de la luz, en la practica ha demostrado ser robusto
hasta 6rdenes altos, como 3.5PN, en la descripciéon de la fase de inspiral de sistemas binarios
compactos. A ordenes més altos la expansion empieza a perder precision en la fase final del inspiral
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cuando las velocidades son comparables con la velocidad de la luz. Sin embargo, esta pérdida
de convergencia no representa un obstaculo fundamental, sino mas bien una indicaciéon de que
deben utilizarse formulaciones resummadas o relatividad numérica, que reorganizan y amplian
la validez de los términos PN. Asi, los 6rdenes altos del desarrollo post-newtoniano siguen siendo
fundamentales, ya que proporcionan la base perturbativa sobre la cual se construyen descripciones
mas completas del fenémeno gravitacional.

12. Apéndice B: Soluciones de agujeros negros

En esta seccién se revisan las principales soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein que
describen agujeros negros. El desarrollo tedrico se apoya fundamentalmente en la exposicién clara
y rigurosa presentada en [4], donde se analizan en detalle las geometrias de Schwarzschild y Kerr,
asi como las propiedades fisicas asociadas a los horizontes, las singularidades y las geodésicas en
estos espacios.

La métrica de Schwarzschild es la soluciéon para agujeros negros estaticos en el vacio y con perfecta
simetria esférica. Tiene la siguiente forma

2GM
ds? = —(1 — i)dtQ -

7 dr® 4 r2d6* 4 r’sen? () d¢? (225)

(1 2G)
|IR=2GM]| corresponde a la posicion del horizonte de sucesos, es una singularidad aparente que se
puede evitar cambiando de sistema de referencia. Representa que cualquier senal que se acerca al
agujero negro a una distancia menor a esa cantidad queda desconectada causalmente del exterior.
La métrica de Kerr es otra solucién para agujeros negros rotantes en el vacio. Tiene la siguiente
forma

2GM AGMar sin® 2 in’
ds? = —(1= 2GMry o AGMarsin0 o P2y 2 gge S 02 e o n G2 0102
p? p? A p?
(226)
Siendo
A=7r?—-2GMR + da*, (227)
p=1r?+a*cos®0, (228)
Y |a| es el momento angular por unidad de masa
J
= —. 229
0= (229)
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