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RESUMEN
En este trabajo se ha estudiado el comportamiento cadtico de circuitos electronicos
mediante el analisis y la modificacion de un oscilador sencillo. Inicialmente se comprobo,
a través de simulaciones en LTspice, la dindmica cadtica de un circuito basado en
transistores. No obstante, su elevada sensibilidad a la temperatura y la complejidad de
sus ecuaciones matematicas, dificultaba su caracterizacion. Para superar estas
limitaciones, se propuso un nuevo diseno en el que uno de los transistores fue sustituido
por un comparador con amplificador operacional, lo que permitié simplificar el modelo
matemaético y reducir parcialmente la dependencia con la temperatura. El circuito
modificado fue caracterizado tanto mediante simulaciones en MicroCap como a través de
experimentos en el laboratorio con un osciloscopio, obteniendo asi diagramas de
bifurcaciones mediante el barrido de parametros y series temporales que evidencian
cascadas de duplicacion de periodo, apariciéon de atractores extranos y alternancia entre
ventanas cadticas y periodicas. Los resultados confirman que el comparador actia como
un interruptor que reproduce cualitativamente el comportamiento no lineal del transistor
original, confirmando asi que hemos encontrado una alternativa robusta para el estudio
del caos electromico.

Palabras clave: sistemas dindmicos, caos, osciladores electrénicos, bifurcaciones, atractor.

ABSTRACT
In this project, the chaotic behavior of electronic circuits has been studied through the
analysis and modification of a simple oscillator. The chaotic dynamics of a
transistor-based circuit were initially verified using LTspice simulations. However, its high
sensitivity to temperature and the complexity of its mathematical equations made its
characterization difficult. To overcome these limitations, a new design was proposed in
which one of the transistors was replaced by an op-amp comparator, simplifying the
mathematical and partially reducing the dependence on temperature. The modified
circuit was characterized both through MicroCap simulations and laboratory experiments
with an oscilloscope. Bifurcation diagrams from parameter sweeps and time series were
obtained. They revealed period-doubling cascades, the emergence of strange attractors,
and the alternation between chaotic and periodic states. The results confirm that the
op-amp comparator acts as a switch that qualitatively reproduces the nonlinear behavior
of the original transistor, thus providing a robust alternative for the study of electronic
chaos.

Keywords: dynamical systems, chaos, electronic oscillators, bifurcations, attractors.
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INTRODUCCION

Aunque la dinamica es, a dia de hoy, una materia interdisciplinar, originalmente se
trataba de una rama de la fisica. El concepto de la dindmica comenzo6 a mediados del siglo
XVII, cuando Newton introdujo las ecuaciones diferenciales, sus leyes del movimiento y la
gravitacion universal. Newton combiné todos estos temas para explicar las leyes del movi-
miento planetario de Kepler y resolvié el problema de los dos cuerpos.

Mas adelante, a finales del siglo XIX, Poincaré introdujo un nuevo punto de vista en el
estudio de los sistemas dindmicos, el cual se centraba en analizarlos desde un enfoque cuali-
tativo mas que cuantitativo. Por ejemplo, en lugar de tratar de hallar la posicion exacta de
los planetas en todo momento, se pregunto si el sistema solar seria estable indefinidamente
o si, por el contrario, algunos planetas acabarian desplazandose hasta el infinito. Poincaré
desarroll6 un enfoque geométrico muy potente para plantearse estas cuestiones, el cual ha
dado lugar a la actual disciplina de la dinamica.

Ademas, fue Poincaré el primero que introdujo el concepto de caos, por el cual sis-
temas deterministas exhiben comportamientos no periddicos y extremadamente sensibles
a perturbaciones de las condiciones iniciales, lo que imposibilita su prediccién a largo plazo.

No obstante, el estudio del caos pasdé a un segundo plano y, en la primera mitad del
siglo XX, los investigadores interesados en la dinamica se centraron en el estudio de las
oscilaciones no lineales y sus aplicaciones en fisica e ingenieria. Esto impulsé el desarrollo
de nuevas técnicas matematicas por pioneros como van der Pol o Levinson. En parale-
lo, los métodos geométricos de Poincaré se continuaron perfeccionando para profundizar
en la mecanica clasica gracias a las contribuciones de Birkhoff, Kolmogorov y otros autores.

El caos volvio a ponerse en el centro de atencion cuando Edward Norton Lorenz des-
cubrié en 1963 el movimiento cadtico en un atractor extrano mientras estudiaba modelos
de conveccion del calor en la atmosfera para entender su impredecibilidad. Lorenz observo
que las soluciones de sus ecuaciones no convergian ni a un tnico punto ni a un estado
periddico, sino que permanecian oscilando de manera irregular y no peridédica. Ademés,
encontré que pequenas variaciones en las condiciones iniciales del sistema daban lugar,
tras cierto tiempo, a trayectorias completamente diferentes. La implicacion fundamental
de este estudio es que el sistema de Lorenz era impredecible: un error minimo en la medida
del estado actual de la atmosfera, o de cualquier sistema cadtico, conduce inevitablemente



a predicciones futuras erroneas.

Poco después, los fendmenos cadticos comenzaron a observarse también en el campo de
la electronica. El ejemplo mas influyente en este &mbito fue el circuito de Chua, presentado
a finales del siglo XX, que constituy6 el primer circuito electrénico capaz de generar caos de
manera controlada. El oscilador de Chua, basado en una sencilla red de elementos lineales
combinados con una no linealidad introducida, abri6 un nuevo campo de experimentacion
en el estudio del caos aplicado a circuitos electronicos.

En esta misma linea, en este trabajo nos centramos en un diseno atn més simple de
circuito caotico, presentado en [1], que consiste en un oscilador con alimentacion tnica, dos
transistores y una red RC. Este circuito, pese a su sencillez, es capaz de generar dindmicas
cadticas para determinados valores de sus parametros.

La historia de este oscilador resulta especialmente interesante, pues en él se observan
tanto oscilaciones biestables como comportamiento cadtico, reproducibles tanto en simula-
ciones como en experimentos de laboratorio. Sin embargo, presenta una notable sensibilidad
a la temperatura, lo que dificulta su uso practico. Desde un punto de vista tedrico, el siste-
ma se modela mediante un conjunto de cuatro ecuaciones diferenciales no lineales de gran
complejidad, que hacen del analisis matemético un reto considerable.

Con el objetivo de reducir la dependencia con la temperatura y, al mismo tiempo, sim-
plificar las ecuaciones matematicas asociadas, en este trabajo hemos modificado el diseno
original. En particular, se ha sustituido el segundo transistor —responsable de introducir
la no linealidad en el circuito— por un comparador, cuyos dos posibles estados imitan las
oscilaciones biestables producidas originalmente por el transistor. De esta manera, se com-
plica el circuito desde el punto de vista electrénico, pero se obtiene un modelo matematico
mas manejable.

Este nuevo diseno se ha estudiado tanto mediante simulaciones como experimentalmen-
te en el laboratorio con ayuda de un osciloscopio. Se han realizado barridos de diferentes
parametros para comprobar la aparicién de dinamicas cadticas y atractores extranos, com-
parando los resultados obtenidos con los del circuito original y discutiendo las similitudes
y diferencias mas relevantes.



CAPITULO 1
SISTEMAS DINAMICOS

La teoria de sistemas dinadmicos, esto es, de sistemas cuyo estado evoluciona con el
tiempo, constituye un area de estudio amplia y atin en pleno desarrollo. Partimos en este
primer capitulo con el objetivo de introducir los conceptos fundamentales de esta teoria,
los cuales estaran presentes a lo largo de este trabajo.

De manera general, la evoluciéon de un sistema dindmico puede describirse mediante
ecuaciones diferenciales, para el caso continuo, o mediante ecuaciones en diferencias, para
el caso discreto. En este trabajo nos vamos a centrar principalmente en los sistemas di-
namicos continuos, es decir, en aquellos que podemos describir mediante un conjunto de
ecuaciones diferenciales ordinarias.

No obstante, en la practica, en muchas ocasiones, estas ecuaciones resultan complejas,
o incluso imposibles, de resolver. Es por ello que se suelen investigar de manera cualitativa
o de manera geométrica con el fin de hallar propiedades de sus soluciones, o de ser capaces
de describir el modo en el que estas evolucionan, sin necesidad de resolver las ecuaciones
de forma exacta. Por lo tanto, presentaremos también algunos conceptos sobre estabilidad
y sobre el comportamiento de las soluciones de un sistema dinamico.

En este trabajo nos centraremos en sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales
autonomos de primer orden:

% = f(x) (1.1)

donde x : I — R", con I un intervalo de R, es una funcién real, y f : A — R" es una
aplicacion de clase C¥(A), con k > 1y A un abierto de R". Si la funcién f depende también
del tiempo, hablaremos de sistemas no auténomos:

% = £(x, 1) (1.2)

De todas maneras, cualquier sistema no auténomo con x € R” puede escribirse como
uno auténomo (1.1) con x € R"™! poniendo z,,; =ty #,,1 = 1. En lo que sigue, nos
limitaremos a comentar de manera intuitiva cada seccién que introduzcamos. Un desarrollo
més formal viene incluido en el Apéndice A.
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1.1 Soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales
no lineales

Cuando hablamos de soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales de
la forma (1.1), lo que queremos es describir como evoluciona el estado del sistema que viene
descrito por dichas ecuaciones a lo largo del tiempo, partiendo de unas ciertas condiciones
iniciales. Esto es, si suponemos que en un cierto instante tq, el sistema se encuentra en
una posicion xo, estamos interesados en hallar la curva x(t) que describe la evolucion del
sistema en el espacio de fases; esto es, en el espacio donde se mueve el sistema.

En la practica, dicho problema es el llamado problema de valor inicial de Cauchy:

X = f(x)
{X(to) = Xp- (13)

La idea es que, a partir de esta condiciéon inicial, el sistema quede completamente
determinado. No obstante, hay que asegurarse de que la solucion esté bien definida; esto
es, hay que garantizar lo siguiente:

= Existencia: hay una trayectoria que parte de dicho punto inicial.

» Unicidad: dicha trayectoria esta completamente determinada y no hay soluciones
diferentes que partan del mismo punto.

Para asegurar esto, se pide que la funcion f verifique la condicion de Lipschitz (ver
Apéndice A, Definicion A.2). Esta condicion exige que la funcion f no varie de forma
brusca, y que puntos cercanos del espacio de fases produzcan variaciones cercanas en su
evolucion. Esta condicion evita que trayectorias diferentes salgan de un mismo punto. No
obstante, basta con pedir que la funcion f sea derivable para que esta cumpla la condicién
de Lipschitz.

Ahora, el resultado central en el contexto de las soluciones de la ecuacion (1.1) es el
Teorema de Existencia y Unicidad de soluciones (ver Apéndice A, Teorema A.3).
Este Teorema nos garantiza que si la funciéon f verifica la condicion de Lipschitz, el proble-
ma de Cauchy (1.3) tiene una tnica solucion definida en un cierto intervalo alrededor del
instante inicial ¢,.

Ademés, existe una version més fuerte de este Teorema que asegura la existencia de una
solucion tnica en un intervalo maximal («, 3) que depende de la condicion inicial xq. Es de-
cir, la trayectoria x(t) va a estar bien definida mientras no se salga del dominio considerado.

En lo que sigue, sin pérdida de generalidad, supondremos que t; = 0 dado que la
mayoria de los fenémenos dindmicos son invariantes frente a traslaciones temporales. El
comportamiento del sistema no depende del instante exacto en que comencemos a obser-
varlo, siempre que mantengamos constantes las condiciones iniciales.

1.2 Flujo de una ecuacién diferencial

Fijemos ahora una cierta condicion inicial x¢. Vamos a denotar por ¢(t,xg) a la solu-
cion del problema de valor inicial (A.2) definida en su intervalo maximal de definicién, de
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manera que ¢(0,xg) = Xq. Es decir, fijando una condicion inicial xg, si dejamos evolucionar
el sistema, obtenemos la trayectoria ¢(t,xo) que describe como se mueve el sistema en el
espacio de fases a medida que avanza el tiempo.

Si repetimos este procedimiento con distintas condiciones iniciales, cada punto genera
una curva en el espacio, y todas ellas juntas forman un campo de trayectorias que nos per-
mite visualizar la dinamica del sistema. Este conjunto de trayectorias es lo que conocemos
como flujo del sistema.

Entonces, vamos a denominar, para cada t € J(xg), flujo de la ecuacion diferencial
(1.1) al conjunto de aplicaciones ¢, dadas por:

Pu(x) = o(t,x) = x(t; 0, %q). (1.4)

Para cada instante de tiempo, el flujo ¢, nos dice en donde se encuentra el sistema si
partimos de un cierto punto xq en el instante inicial.

El conjunto de puntos del espacio que recorre una solucién concreta lo denominaremos
orbita o trayectoria, y la denotamos por y(Xo); es decir,

v(x0) = {¢(t,%0), Vt}.

Geométricamente, la trayectoria es una curva en el espacio de fases que traza el camino
que sigue el sistema partiendo de xg. Si se cumplen las condiciones de unicidad, estas
trayectorias no se cruzan nunca, lo que refleja que la evolucion del sistema esta determinada
de manera univoca por las condiciones iniciales.

1.2.1 Sistemas dinamicos

Un sistema dindmico no es mas que una regla que nos dice como se transforma con el
tiempo cualquier punto del espacio de fases. En la practica, esto se materializa a través del
flujo que acabamos de definir. Dado un punto inicial xg, el sistema dindmico nos indica
cuél sera su posicion en el instante ¢, a la cual vamos a denotar por ¢;(Xg), como en el caso
del flujo.

Un sistema dinamico ha de cumplir las siguientes dos propiedades:

1. Sifijamos el instante de tiempo en t = 0, esto es, no dejamos pasar el tiempo, entonces
el sistema no evoluciona y se queda donde empieza: ¢y(x0) = Xo.

2. Avanzar un tiempo t; y posteriormente, un tiempo to, equivale a avanzar directamente
un tiempo igual a t; + ts.

Es decir, un sistema dindmico transporta todos los puntos del espacio de fases a lo largo
de sus trayectorias.

Por otra parte, f(x) es un campo de vectores, es decir, una regla que asigna a cada pun-
to x del espacio una direccion y una velocidad de movimiento. Entonces, se tiene que esta
funcién también genera un sistema dinamico. Cada vector nos dice hacia donde se despla-
za el punto en ese instante, y el flujo ¢; es el mapeo temporal que nos da dichas trayectorias.

GUILLERMO MUNOZ HERNANDEZ
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De este modo, cuando hablamos de un sistema dinamico, podemos referirnos, sin pér-
dida de generalidad, tanto al sistema de ecuaciones diferenciales que lo define, x = f(x),
como al flujo ¢; que describe la evolucién del mismo. Ambos enfoques son equivalentes y
complementarios: las ecuaciones nos dan la ley local de movimiento, mientras que el flujo
nos proporciona la vision global de como cambian los estados a lo largo del tiempo (ver

Apéndice A.2).

1.3 Linealizacién y puntos de equilibrio

Hay sistemas dinamicos en los que existen unos puntos de manera que si colocamos al
sistema en uno de estos estados, este no se moverda més. A estos puntos se los llama puntos
de equilibrio. Matematicamente, son aquellos puntos donde el campo de vectores f(xg) se
anula, es decir, donde no hay ninguna fuerza ni tendencia a cambiar su estado. En otras
palabras, x es un punto de equilibrio del sistema (1.1) si

f(x) = 0.

Para entender como se comporta el sistema alrededor de un punto de equilibrio, se
aproxima la dinamica del sistema no lineal por la del siguiente sistema lineal:

x = Df(x¢)x,
con xo un punto de equilibrio y Df(xg) la matriz Jacobiana de f evaluada en dicho punto.

Se va a tener entonces que los autovalores de la matriz Jacobiana nos van a dar el tipo
de punto de equilibrio que tenemos, y va a caracterizar la geometria local del flujo cerca
de este punto:

= Si todos los autovalores tienen parte real negativa, las trayectorias cercanas se sienten
atraidas hacia el equilibrio y se comporta como un sumzidero.

= Si todos los autovalores tienen parte real positiva, se tiene que cualquier perturbacion
hara que el sistema se aleje de este punto, y tendremos, por lo tanto, una fuente.

= Si existen dos autovalores de disinto signo, unas direcciones atraen hacia el punto y
otras repelen. En este caso, hablaremos de que el punto de equilibrio es un punto de
silla. Las trayectorias llegan al equilibrio en una direccién, y salen de este en otra.

El resultado mas importante en este contexto es el Teorema de Hartman-Grobman, el
cual garantiza que, cerca de un punto de equilibrio hiperbolico (todos los autovalores de la
matriz jacobiana tienen parte real no nula), el comportamiento cualitativo del sistema no
lineal es equivalente a la del sistema lineal. En otras palabras, si el sistema lineal tiene la
estructura de un sumidero, una fuente, o un punto de silla, el sistema original se comportara
de forma analoga cerca del punto de equilibrio (ver Apéndice A.3).

1.4 Orbitas periodicas y conjuntos limite

En la evoluciéon de un sistema dinamico, hay trayectorias que no solo dependen de lo que
ocurre en un instante concreto, sino también de lo que pasa a largo plazo. Para describir
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este comportamiento, se introducen los llamados conjuntos limite (descritos con detalle en
el Apéndice A .4).

A priori, distinguimos dos tipos de conjuntos limite de una trayectoria: de tipo w y
de tipo a. Basicamente, los conjuntos del primer tipo son aquellos que recogen todos los
puntos hacia los que se acerca una determinada orbita del sistema a medida que el tiempo
avanza (t — oo); por otro lado, los de tipo « son los opuestos: forman parte de un conjunto
limite de tipo a todos aquellos puntos de los que proviene la trayectoria si miramos hacia
atras en el tiempo (t — —o0).

En algunos casos concretos, puede darse que una 6rbita no vaya a parar a un cierto
estado de equilibrio, sino que recorre una curva cerrada de manera indefinida. En este ca-
so, hablaremos de drbita periddica o ciclo. Se tendréa entonces que existe un cierto periodo
T de manera que, tras transcurrir ese tiempo, la trayectoria vuelve a ese mismo punto

(op(t +T,%0) = ¢(t,%0).

Un caso de interés, y que nos encontraremos en este trabajo, es el de los ciclos limite.
Estos tienen lugar cuando el comportamiento peridédico se convierte en el lugar al que van
a parar distintas trayectorias cercanas. Distinguimos dos tipos: estable, cuando cualquier
estado proximo al ciclo limite acaba por acercarse a €l, de forma que el movimiento periédico
acttla como atractor; e inestable, cuando las trayectorias cercanas se alejan.

1.5 Sistemas cadticos

En el estudio de sistemas dindmicos no lineales, nos encontraremos, en muchas ocasio-
nes, comportamientos que van mucho mas alla de las 6rbitas periddicas o de la convergencia
a un equilibrio. Aparecen movimientos irregulares, aparentemente impredecibles que, sin
embargo, estan completamente determinados por las ecuaciones que describen el sistema.
A este fendmeno lo llamamos caos.

Geométricamente, el caos da lugar a 6rbitas que no llegan a estabilizarse en un punto
fijo, o que se repiten, pero que tampoco se dispersan hacia el infinito. En lugar de eso,
permanecen confinadas en una regién del espacio de fases, trazando patrones complejos, a
menudo con forma fractal. Estas regiones reciben el nombre de atractores extranos.

En general, un sistema se denomina cadtico si dos trayectorias que comienzan muy cer-
ca una de otra, es decir, con condiciones iniciales muy cercanas, terminan separandose de
forma exponencial con el tiempo. Esto implica que pequenas imprecisiones al medir estas
condiciones iniciales crecen y se propagan de manera exponencial con el tiempo hasta hacer
imposible una predicciéon fiable a largo plazo, debido a la diferencia de trayectorias. Todo
esto tiene lugar a pesar de que el comportamiento sea completamente determinista.

En este contexto, conviene introducir primero la nocién de conjunto invariante: se dice
que un cierto conjunto del espacio es invariante si, una vez que la trayectoria de un punto
entra en este conjunto, esta nunca sale, para cualquier instante de tiempo. Por ejemplo,
una orbita periédica (un ciclo) constituye un conjunto invariante sencillo (véase Apéndice
A5 para una definicion mas formal).

GUILLERMO MUNOZ HERNANDEZ
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Mas interesante atin es el caso de los atractores, que son conjuntos invariantes capaces
de atraer a todas las trayectorias cercanas. Es decir, aunque distintas condiciones iniciales
den lugar a orbitas distintas, todas acaban acercandose a la misma region del espacio de
fases. Esta propiedad hace que los atractores sean una herramienta clave para entender el
caos.

En general, vamos a considerar las siguientes condiciones esenciales del caos:

1. Sensibilidad a las condiciones iniciales: Trayectorias casi idénticas inicialmente se
separan de manera exponencial con el tiempo.

2. Densidad de orbitas periddicas: En el atractor, siempre hay oérbitas periddicas muy
proximas a cualquier otra trayectoria.

3. Transitividad topoloégica: Dada cualquier region del atractor, siempre hay una érbita
que, tras cierto tiempo, pasa arbitrariamente cerca de otra region.

Un atractor que cumple estas propiedades, es decir, que es cadtico, es lo que llamamos
atractor extrano. La palabra extrano refleja precisamente que su geometria no es regular
como un ciclo o un punto de equilibrio, sino que presenta estructuras fractales que combinan
orden y desorden.

1.5.1 El atractor de Lorenz

Uno de los ejemplos mas emblematicos de atractor extrano es el atractor de Lorenz,
descubierto por Edward Lorenz en 1963 en el contexto de la modelizaciéon de convecciéon
atmosférica. El sistema de Lorenz es un sistema dindmico tridimensional definido por las
ecuaciones diferenciales

T =0y — ),
y=ux(p—2)—vy, (1.5)
z=uwy— Pz,

donde o, p y B son parametros positivos.

Lorenz observo que, para ciertos valores de los parametros (por ejemplo, o = 10, p = 28
y B = 8/3, véase Figura 1.1), las soluciones no convergen ni a un punto fijo ni a un ciclo
limite, sino que se mantienen en un conjunto compacto con estructura aparentemente irre-
gular. Este conjunto, posteriormente denominado atractor de Lorenz, exhibe sensibilidad
a las condiciones iniciales y una geometria de tipo fractal.

1.6 Estabilidad de soluciones

La nocién de estabilidad resulta esencial para comprender el comportamiento cuali-
tativo de sistemas dindmicos. No basta con determinar la existencia de una soluciéon: es
igualmente importante analizar si las trayectorias proximas a ella permanecen cercanas



1.6. ESTABILIDAD DE SOLUCIONES 9

Figura 1.1: Atractor de Lorenz (la "mariposa") para o = 10, p = 28 y = 8/3. Figuras obtenidas
con MATLAB, resolviendo numeéricamente las ecuaciones con la funcién ode45.

o, por el contrario, se alejan con el tiempo. En este contexto, se han desarrollado dis-
tintas nociones de estabilidad que permiten caracterizar la respuesta del sistema frente a
perturbaciones en las condiciones iniciales y describir la posible convergencia hacia solucio-
nes concretas. En este apartado presentamos de manera intuitiva los tipos de estabilidad,
mientras que en el Apéndice A.6 pueden encontrarse las definiciones formales.

Estabilidad en el sentido de Lyapunov

La idea de estabilidad en el sentido de Lyapunov es sencilla: una cierta soluciéon del
sistema (1.1) es estable si, al modificar ligeramente las condiciones iniciales, es decir, el
punto de partida, la trayectoria resultante permanece cercana a la original a medida que
transcurre el tiempo. Desde el punto de vista geométrico, existe una region del espacio
cercana a una solucion estable dentro de la cual permanecen confinadas las trayectorias
con condiciones iniciales perturbadas.

1.6.1 Estabilidad uniforme

En ocasiones, nos va a interesar que esta cercania no dependa del instante en el que se
produzca la perturbacion. En tal caso, hablaremos de estabilidad uniforme, de forma que
el comportamiento cercano a la solucion de referencia va a ser el mismo, con independencia
del instante de tiempo en el que conozcamos sus condiciones iniciales.

Soluciones atractivas

En el caso de que, con el paso del tiempo, las trayectorias no solo permanecen cerca de la
solucion de referencia, sino que acaban acercindose a esta con el paso del tiempo, diremos
entonces que la solucion es atractiva. En otras palabras, trayectorias lo suficientemente
cercanas a una solucion atractiva convergen a esta cuando t tiende a infinito.

Estabilidad asintética y uniformemente asintotica

Una solucion del sistema (1.1) es asintdticamente estable cuando combina ambos com-
portamientos: las trayectorias cercanas no se alejan (estabilidad de Lyapunov) y, ademas,

GUILLERMO MUNOZ HERNANDEZ
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terminan convergiendo hacia ella (atractividad). Si, ademaés, esta propiedad se mantiene
con independencia del instante inicial, hablamos de estabilidad uniformemente asintdtica.

Soluciones globalmente atractivas

Finalmente, en el caso méas fuerte posible, una solucion es globalmente atractiva si cual-
quier condicién inicial del sistema, sin importar lo alejada que esté, termina aproximandose
a ella con el tiempo. En este escenario, todo el espacio de fases constituye su dominio de
atraccion, lo que convierte a la soluciéon en el destino inevitable de toda la dinamica.

1.7 Introduccidn a la teoria de bifurcaciones

Pasamos a continuacion a realizar una breve introduccion a la teoria de las bifurcacio-
nes. Es de gran interés el estudio de la dependencia de sistemas dinamicos con parédmetros.
La estructura cualitativa del flujo de nuestro sistema puede variar con los parametros;
en particular, se pueden crear o destruir puntos fijos, o incluso puede llegar a cambiar
su estabilidad. Estos cambios cualitativos que se producen en la dindmica se denominan
bifurcaciones, y los valores de los parametros a los que tienen lugar se denominan pun-
tos de bifurcacion. Estas bifurcaciones resultan de gran importancia ya que dan lugar a
modelos de transiciones e inestabilidades a medida que se varia un parametro de control [2].

En este trabajo nos limitaremos a comentar el caso de bifurcaciones en una dimension,
y empezaremos comentando la bifurcacion méas fundamental: la de tipo saddle-node.

1.7.1 Bifurcaciéon de tipo Saddle-Node

La bifurcacion de tipo saddle-node es el mecanismo basico mediante el cual se crean y
destruyen puntos de equilibrio. A medida que se varia un cierto parametro, dos puntos fijos
se acercan, colisionan y desaparecen. El ejemplo més basico viene dado por la siguiente
ecuacion diferencial de primer orden:

& =1+ a2’ (1.6)

donde 7 es un cierto pardmetro. Si r es negativo, hay dos puntos de equilibrio, x = +7r, uno
estable y otro inestable; a medida que r tiende a cero, estos dos puntos se van acercando
hasta que, cuando r = 0, se tiene un tnico punto de equilibrio en x = 0, que es estable; no
obstante, este punto de equilibrio desaparece en cuanto r toma un valor positivo, quedan-
donos asi sin puntos de equilibrio. Decimos en este caso que ha tenido lugar una bifurcacion
en r = 0, pues los campos de vectores para r positivo y r negativo son cualitativamente
diferentes.

1.7.2 Bifurcacién de duplicacién de periodo

Una ruta hacia el caos es un mecanismo a través del que un sistema dinamico que
depende de un parametro pasa de un estado no caédtico a un estado cadtico determinista a
medida que se varia este parametro. Uno de los mecanismos més universales en la transicion
hacia el caos es la bifurcacion de duplicacion de periodo. Este tipo de bifurcaciéon se produce
cuando, al variar un pardmetro de control en un sistema dinamico, una 6rbita periddica
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de periodo tnico pierde estabilidad y da lugar a una nueva orbita periddica de periodo
doble. Si se contintia variando el parametro, puede que se sigan dando mas bifurcaciones,
de manera que sobre las dos trayectorias anteriores, aparecerian ahora cuatro.

La repeticion indefinida de este proceso se conoce como cascada de duplicacion de pe-
riodo. En el limite, los valores de los parametros en los que ocurren las bifurcaciones se
acumulan en un valor finito. A partir de este punto, el sistema exhibe comportamiento
caltico, caracterizado por la coexistencia de infinitas érbitas periédicas inestables y tra-
yectorias sensibles a las condiciones iniciales.

La cascada de duplicacion de periodo constituye, junto con las bifurcaciones de tipo
Hopf y las érbitas homoclinicas, una de las principales rutas al caos. Sander y Yorke [3] de-
mostraron que en sistemas unidimensionales y bidimensionales que dependen suavemente
de un parametro, la transicion de un régimen no cadtico a uno caédtico implica la existencia
de infinitas cascadas de duplicacion de periodo bajo hipotesis genéricas. Esto implica que
la bifurcacion de duplicaciéon de periodo no es un fenémeno aislado, sino una caracteristica
estructural de amplias clases de sistemas dinamicos.

Este tipo de cascadas se ha observado en numerosos sistemas fisicos: desde osciladores de

Van der Pol hasta péndulos forzados y ecuaciones de Duffing. Asi se confirma la relevancia
de la duplicaciéon de periodo como mecanismo universal de transicion al caos [2].

GUILLERMO MUNOZ HERNANDEZ
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CAPITULO 2
OSCILADORES CAOTICOS

Una vez realizada una introduccién sobre sistemas caoticos, en este trabajo vamos a co-
menzar estudiando el comportamiento de un oscilador cadtico formado por dos transistores,
una tnica fuente de alimentacion, resistencias y condensadores, utilizando [1| como prin-
cipal referencia. En este articulo se presenta un sencillo circuito oscilante formado por dos
transistores que, para determinados valores de sus parametros, presenta dinamicas cadticas.

Este oscilador cadtico se obtiene modificando un oscilador RC de desfase (RC' phase-
shift oscillator), de un solo transistor y auto-polarizado (el punto de operacion se establece
por si mismo sin necesidad de una fuente de polarizacién externa adicional), con el fin de
inducir el caos. Para ello, se anade a este un subcircuito que interacttia con una escalera
RC, dando lugar a dinamicas caoticas. El circuito emplea tinicamente dos transistores, no
requiere inductores y funciona con una tnica fuente de alimentacion. Por todo esto, resulta
atractivo al tratarse de una fuente de oscilaciones caodticas simple, de bajo coste y que
utiliza pocas componentes.

2.1 El circuito

Elwakil y Kennedy plantean la hipotesis de que todo oscilador cadtico auténomo con-
tiene en su nicleo un oscilador sinusoidal o de relajacion [4]. En consecuencia, es posible
obtener un oscilador cadtico a partir de cualquier oscilador de este tipo. Motivados por
esta idea, en [1| se modifica el conocido oscilador RC de desplazamiento de fase con el fin
de generar caos.

En el enfoque de [1], se emplea un oscilador RC basado en transistores al que se le anade
un pequeno circuito que interacttia directamente con la propia red RC, cuyo objetivo es
introducir una parte no lineal en dicha red. Ademas, ni los valores de los componentes, ni
la tension de alimentacion, son criticos, y el funcionamiento del circuito no depende de las
propiedades dindmicas de los elementos activos, como ocurre a menudo en otros circuitos
cadticos mas simples que emplean un tnico transistor. La frecuencia principal de oscilaciéon
abarca desde menos de 1 Hz hasta varios cientos de kilohercios, rango que puede alcanzarse
ajustando las capacidades y/o resistencias.
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| VBEI

Figura 2.1: Oscilador cadtico RC de desplazamiento de fase con dos transistores. Los componentes
situados dentro del recuadro de linea discontinua son los responsables de generar la dindmica
cadtica en un oscilador RC con polarizacién automatica, que por lo demés es de disefio convencional

[1]-
Se tiene también que el circuito presenta la interesante caracteristica de que el oscilador

central subyacente es claramente identificable en su estructura, lo que lo convierte en una
excelente herramienta pedagogica introductoria para el estudio del caos.

2.1.1 El oscilador RC

Vp

R,

I - My e
R, R R

I W
Q |
L

Figura 2.2: Circuito oscilador formado por una red de escalera RC y un transistor que funciona
como amplificador.

Partimos de un oscilador RC basado en transistores al que se aniade un pequeno sub-
circuito que interactiia directamente con la escalera RC, introduciendo una no linealidad.
Para comprender céomo influye esta modificacion, es fundamental analizar primero la es-
calera RC original, obtenida al eliminar el subcircuito que contiene al segundo transistor
(véase la Figura 2.2), estudiando su comportamiento dindmico y su respuesta en frecuencia.
Este analisis permite entender por qué el circuito es oscilante incluso antes de considerar
fenémenos cadticos, sentando las bases para explicar la aparicion de oscilaciones no lineales.
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El oscilador RC esta formado por un amplificador inversor, el transistor Q1 en confi-
guracion emisor de comun, cuya salida a través del colector entrega una version invertida
y amplificada de la tension de entrada en la base; y por una escalera de tres secciones RC
que devuelve parte de la salida a la entrada con un desplazamiento de fase dependiente
de la frecuencia. Para una frecuencia concreta, la red RC aporta, aproximadamente, 180°
de desfase, y la retroalimentacion del transistor Q1, otros 180° (inversion), con lo que la
realimentacion esta en fase. Por ultimo, el criterio de Barkhausen [5] nos dice que si el
modulo del producto de la ganancia de la retroalimentacion por la atenuacion producida
por la red RC es igual a 1, entonces, el circuito es capaz de mantener las oscilaciones.

La escalera RC es una red pasiva que toma la senal de salida del colector, la atentia
y le aplica un desplazamiento de fase dependiente de w = 27 f. Ahora, tanto la primera
resistencia de la escalera RC como la resistencia del colector del transistor ), se han elegido
iguales a R/2 ya que, como la resistencia de salida de un amplificador de emisor comun
es casi igual a la resistencia del colector, la resistencia combinada es igual a R, dando asi
lugar a la primera resistencia de la escalera RC' [1].

Con esta consideracion, obtenemos para este circuito las siguientes ecuaciones para los

diferentes nodos:

( U1 — UC’El V1 — U2

+ jwCvy + = 0,
R TUTTR
e +ijv2+U2_—;BE1 ~ 0, (2.1)
UBgp, — V2 | . _
L ———j§———-+-jam7v3 = 0.
Este sistema lineal se resuelve para la relacion B(jw) = 221 siendo estos voltajes los

voE;
de salida y entrada de la red, respectivamente, y se obtiene lo siguiente tras simplificar:
1

Blw) = (jwRC)? + 5(jwRC)? + 6(JwRC) + 1~

(2.2)

Queremos entonces hallar la frecuencia w para la que la red suministra un desfase de
1809; esto es, el valor para el que [(jw) es real y negativo [6]. Si ponemos z = wRC, el
denominador queda como sigue:

D = (jx)* +5(jz)* + 6(jx) + 1.

Teniendo en cuenta que j* = —1y que j° = —j,
D = (1 —52%) + j(6z — 2%).

Entonces, para que la ganancia (jw) sea real, ha de ser que la parte imaginaria de D
sea nula; esto es,

6r —2° = 0= z(6 — 2%) = 0.
Por lo tanto, la solucién no trivial es z = v/6, luego la frecuencia de oscilacién es la

siguiente:
— @ —_— f — ﬁ
"~ RC -~ 27RC”

w
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Evaluando ahora la parte real para = = /6, se obtiene el siguiente valor para la ate-
nuacion:

1
5(]&1) = _2_97

el cual es, efectivamente, real y negativo. De este modo, la red entrega un desfase de —180°
y una atenuacion de modulo 1/29.

Ahora, el transistor en emisor comun proporciona una inversion de fase aproximada de
1802, con ganancia negativa, y la red RC aporta otros 180°, luego la fase total del lazo es de
360°. Como la atenuacion es de —1/29, la ganancia ha de ser, en modulo, al menos igual a
29 para que pequenas perturbaciones se amplifiquen y la oscilacién arranque. Finalmente,
la amplitud se estabiliza debido a las no linealidades del transistor, ya que cuando la senal
crece, la ganancia efectiva baja hasta alcanzarse un régimen estacionario.

En el circuito se han utilizado los valores de R = 10 k2 y C' = 1 nF, por lo que la
frecuencia a la que la escalera RC tiene un desfase de 180° necesario para las oscilaciones
viene dada por

V6

/= 2rRC
No obstante, la influencia de la base del transistor ()1 sobre la tltima etapa RC provoca
que la frecuencia de oscilacion libre se desplace a 54 kHz [1].

~ 39 kHz.

2.1.2 Caos en el circuito

En esta seccion vamos a analizar las caracteristicas que debe reunir un circuito para
que este pueda presentar un comportamiento cadtico. En primer lugar, si vamos a estu-
diar un circuito como un sistema dinamico auténomo, es necesario que las variables que
lo describen evolucionen segiin un conjunto de ecuaciones diferenciales. Es necesario para
que haya caos que dichas ecuaciones no sean puramente algebraicas; para ello, necesitamos
que el circuito incluya elementos capaces de almacenar energia, como condensadores o in-
ductancias. En nuestro caso, este requisito se satisface gracias a la red RC que forma parte
esencial del oscilador.

En cuanto al nimero de variables de estado, se tiene que para que un sistema pueda
mostrar caos, su dimension ha de ser, por lo menos, igual a tres [7]. Esto es una consecuen-
cia directa del Teorema de Poincaré-Bendixon [8, pp. 117-121], el cual no vamos a enunciar
dada su complejidad, y debido a que tnicamente nos interesa el resultado que acabamos
de mencionar.

La complejidad de un circuito, en términos dinamicos, depende de los componentes
que almacenan energia. Como se comenta en [9], cada condensador o inductor introduce
una nueva variable de estado en la descripcion matematica del circuito. Por lo tanto, co-
mo nuestro circuito bajo estudio incluye cuatro condensadores, es susceptible a que pueda
mostrar caos.

Finalmente, para que el sistema presente caos no basta con tener almacenamiento de
energia: también debe introducirse una no linealidad. En nuestro caso, esta funciéon la
desempena el transistor adicional acoplado a la red RC. Este componente es el responsable



2.2. MODELO MATEMATICO DEL CIRCUITO 17

de que el sistema pueda abandonar un régimen puramente oscilatorio y pasar a mostrar
dindmica cadtica para determinados valores de los diferentes parametros.

2.2 Modelo matematico del circuito

A continuacién, vamos a presentar las ecuaciones que rigen la dinamica del circuito,
obtenidas aplicando las leyes de Kirchoff:

d R RR RR V
RCﬂ:—v1(1+———3)>+U2+—3 (_p_iC1+UBE2),

dt Ry  Ri(2R;+ R, 2R3+ Ry \ Ry Rs

d
RC% = —2?}2 + v+ UBE, — iCQR,

d
RC UBE1 = —UBE; + vy — iBlR,

dt
dvgg, 2R3 + R ‘ .

(2R3 + Rl)CQ diE = —UBE, (2 + %) + U1 + ‘/p — 101R1 — 232(2R3 + Rl)

(2.3)

Las corrientes ip,, ip,, icy ¥ o, estan determinadas por el modelo del transistor, y

son todas ellas funcion de los potenciales de base-emisor y de colector, vgp,, VBEg,, Vo, ¥

Vop,- Estas corrientes son las encargadas de introducir la parte no lineal en las ecuaciones

(2.3). Notese que, aunque la resistencia Ry no aparece en (2.3), como vog, = Vs — ic, Ra,
la corriente i¢, esta influenciada por esta resistencia.

2.3 Simulaciones en LTspice

Para investigar el comportamiento caoético del circuito y verificar la dependencia de este
con diferentes parametros, se han realizado simulaciones con el programa LTspice. Salvo
indicacion contraria, los valores de los componentes utilizados son los siguientes:

R=10KkQ, Ry =5kQ Ry=15kQ, Rs= 30Kk,

C=1nF, Cy=360pF, V,=5V.

(a) Crecimiento de las oscilaciones desde el instante

inicial. (b) Oscilaciones estables.

Figura 2.3: Simulacién en LTspice de la escalera RC. Evolucion temporal de vep, (rojo), v (azul),
va (negro) y vpg, (verde).

GUILLERMO MUNOZ HERNANDEZ
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(a) Evolucion temporal de vo g, (rojo) y vcg, (azul). (b) Evolucion temporal de vpg, (rojo) y vog, (azul).

Figura 2.4: Evolucion temporal de distintos voltajes para Ry = 44 kQ y V,, = 5 V en régimen
cabtico para una serie de 0.7 ms con incrementos de 1 ns obtenida con LTspice.

Para el modelo de los transistores se han seleccionado los de tipo BC547C, pues son
los que se han empleado en [1|; no obstante, el funcionamiento del circuito no depende
de forma critica de este modelo. Por tltimo, la resistencia R4 va a ser un parametro que
vamos a variar con el fin de observar como el oscilador pasa de régimen no caético a cadtico.

En primer lugar, para poner de manifiesto el comportamiento oscilatorio de la escalera
RC, se ha modelado el circuito de la Figura 2.2 y se ha simulado. Para los valores de los
diferentes parametros indicados anteriormente se han obtenido las graficas que se muestran
en la Figura 2.3. En ellas podemos ver, en primer lugar, que las oscilaciones comienzan a
crecer hasta que alcanzan un régimen estacionario en que el sistema permanece oscilando
de manera indefinida.

Pasemos ahora al estudio del circuito completo. Como se ha comentado anteriormen-
te, el subcircuito formado por @)y, Ry, R3, R4 v C5 es el responsable del comportamiento
caotico observado. Este bloque altera el equilibrio del circuito de forma que ), puede per-
manecer polarizado como amplificador activo y, por tanto, mantener las oscilaciones que
ya hemos visto que produce la escalera RC. Para valores pequenos de R4 o de la tension
de alimentacion V), el transistor ()2 deja de conducir y recuperamos el circuito oscilador
formado por la escalera RC.

W e

frequency frequency

(a) Rango completo de frecuencias. (b) Zoom sobre los valores mas grandes.

Figura 2.5: Transformada rapida de Fourier para la senal de vcop, en régimen cadtico para Ry = 44
kQ) y V,, =5V, obtenida con LTspice.
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Como se menciona en [1], el valor del parametro R = 44 k{2 da lugar a un régimen cad-
tico. Utilizando este valor en las simulaciones de LTspice obtenemos, en primer lugar, las
graficas de la Figura 2.4. En la Figura 2.4a se muestran las evoluciones temporales de las
tensiones de colector vog, v vog,. En esta se observa que el comportamiento dinamico de la
tension de colector de () consiste en saltos entre dos niveles, los cuales se corresponden a
los estados de saturacion y de corte del transistor. Entre estos saltos vemos que vep, oscila
de manera creciente. Se tiene entonces que la tension de colector de ()5 presenta una distri-
bucién casi binaria, donde se tienen oscilaciones entre dos estados claramente diferenciados.

Por otro lado, en la Figura 2.4b, se muestra de nuevo la evolucién temporal de vog,,
pero esta vez, junto a la evolucion de vpg,. Aqui se ve claramente céomo, cuando vgg,
supera un cierto valor umbral de unos 500 mV, el transistor () cambia de estado y pasa a
oscilar en torno a los 0 V. Ademas, utilizando la transformada rapida de Fourier de LTspice,
obtenemos que la frecuencia béasica de oscilacion de vop, se sitia en torno a los 48 kHz
(véase la Figura 2.5).

VVVVVVVV

(a) Evolucion temporal de vog, para los 3 voltajes. (b) Evolucién temporal de vpg, para los 3 voltajes.

Figura 2.6: Variacion de las condiciones iniciales para 3 valores del voltaje de alimentacion V),: 4.9

V,5Vy5.1V.

(a) Tiempos cortos. (b) Tiempos largos.

Figura 2.7: Evolucion temporal de vog, para 3 valores de la temperatura: 20.9 °C (azul), 21 °C
(rojo) y 22 °C (negro).

Queremos ilustrar también con el simulador tanto la sensibilidad a las condiciones ini-
ciales de la dinamica caotica, como la sensibilidad a la temperatura del circuito. El primer
caso se muestra en la Figura 2.6, y el segundo, en la Figura 2.7. En ambos casos vemos
como las trayectorias comienzan siendo similares y, pasado un cierto tiempo, estas se se-
paran hasta ser completamente diferentes.

GUILLERMO MUNOZ HERNANDEZ
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Figura 2.8: Proyecciones del atractor del circuito para V,, = 5 V y R4 = 44 k(). Datos obtenidos
de LTspice. La escala de color indica la transicién durante la simulacién, desde rojo al inicio, hasta
amarillo al final de la simulacion.

A | —

0.0
0.5

1.0

I 1.5

RIVAV 2.0 0.4

Figura 2.9: Vista tridimensional del atractor para V, = 5V y Ry = 44 k(). La escala de color indica
la transicién durante la simulacion, desde rojo al inicio, hasta amarillo al final de la simulacién.
Los datos se han obtenido simulando el circuito en LTspice, y la Figura se ha hecho con Python.

Por tdltimo, se han representado proyecciones bidimensionales del atractor en la Figura
2.8, y una proyeccion tridimensional (el sistema es de dimension 4) en la Figura 2.9, con
codigo de color todas ellas representando el tiempo que pasa desde el inicio de la simulacion
(rojo) hasta el final (amarillo). La naturaleza del circuito, cuya dinamica oscila entre dos
estados claramente diferenciados, se pone de manifiesto en la Figura 2.9, asi como los
atractores.



CAPITULO 3
EL NUEVO CIRCUITO MODIFICADO

Como hemos comentado anteriormente, el circuito con los dos transistores es extre-
madamente sensible a la temperatura, y con apenas tocarlo, cambia completamente su
comportamiento. Si bien podria resultar interesante estudiar su dependencia con la tempe-
ratura, en este trabajo hemos tratado de reducir esta dependencia con la temperatura con
el fin, a su vez, de simplificar las ecuaciones matematicas que lo describen. Para ello, hemos
sustituido el segundo transistor (Js, el cual era el encargado de introducir la no linealidad
en el circuito, y el mas sensible a la temperatura, por un comparador. De este modo, redu-
cimos la sensibilidad del circuito a la temperatura, aunque sin eliminarla por completo ya
que el primer transistor, aunque actiia como amplificador, sigue siendo también sensible,
aunque en menor medida.

yiE:E
Vi
3 | 10n
[~ C3
@ +
* > }Lout
/ X1
v2 —
529m

Figura 3.1: Esquema en MicroCap del nuevo circuito que sustituye el transistor )2 por un com-
parador.
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El esquema del nuevo circuito se puede observar en la Figura 3.1, donde vienen especi-
ficados los nuevos valores de los diferentes componentes del circuito.

3.1 Funcionamiento del comparador

Un comparador es un dispositivo electrénico cuya funcién consiste en contrastar los
valores de dos senales de entrada y entregar una senal de salida en funciéon de cuéal de ellas
sea mayor. En este trabajo, el comparador se ha incluido en el circuito sustituyendo al
transistor ()3 (ver Figura 3.1).

El esquema béasico de un comparador consta de dos terminales de entrada, la no inver-
sora, designada como V., y la inversora, designada como V_, asi como de una salida. Su
principio de funcionamiento es el siguiente:

= Si el potencial en la entrada no inversora es mayor que el de la entrada inversora,
es decir, si Vi, > V_, el dispositivo conmuta a un estado en el que la salida alcanza
el nivel alto definido por la alimentacion. En este régimen, la corriente de salida 74yt
puede considerarse nula y el comparador actiia como un interruptor abierto.

= En el caso contrario, cuando V. < V_, la salida conmuta al nivel bajo, de modo que
el potencial de salida se aproxima a cero, Vo, ~ 0 V.

En esencia, el comparador se comporta como un dispositivo con dos estados estables
bien diferenciados, dependiendo del signo de la diferencia de potencial entre sus entradas;
luego, variar el parametro V. modifica cuando salta el comparador. Esta caracteristica
lo convierte en un sustituto natural del transistor que, en el circuito original, actuaba de
forma semejante a un disparador Schmitt: proporciona una transiciéon brusca entre estados
y constituye el origen de la no linealidad necesaria para la aparicion de un comportamiento
caodtico.

> 0m
~
(] >
> ~
. o
650.00m >
o g 1.00 1.50 2.00 250
Vv.CE/V 350.00m %0 0.50 100 1.50
v.CE/V
(a) Trayectoria del sistema desde el instante inicial de la si-
mulacién. (b) Trayectoria del sistema para tiempos largos.

Figura 3.2: Representacion de vy (eje y) frente a vop (eje x) de los datos obtenidos mediante
simulacién del circuito en régimen no caético con MicroCap para el valor V. = 425 mV.
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3.2 Simulacién del circuito

En primer lugar, hemos utilizado el simulador de circuitos MicroCap para comprobar
el funcionamiento del nuevo circuito con comparador y ver si su comportamiento es similar
al circuito original. Los valores utilizados se muestran en la Figura 3.1. Cabe destacar que
en el programa se ha fijado la temperatura a 21 °C (recordemos la dependencia con la
temperatura del transistor).

Para ello, en este caso, hemos seleccionado como parametro el voltaje del terminal
positivo del comparador V., y hemos realizado un barrido de este para comprobar si el
sistema presenta régimen caotico para determinados valores de este parametro. En la Figura
3.2 se muestra la evolucion del sistema en régimen no caético para V, = 425 mV, tanto
desde el instante inicial (Figura 3.2a), como para tiempos largos (Figura 3.2b). Comparando
ambas graficas se puede ver como el sistema empieza en un punto con unas determinadas
condiciones iniciales, y su trayectoria evoluciona con el tiempo hasta alcanzar un ciclo
limite, en el cual se queda oscilando de manera indefinida, siempre y cuando no perturbemos
el sistema.

3.2.1 Barrido del parametro V.,

En la Figura 3.3 se muestran las diferentes gréaficas obtenidas al realizar un barrido
sobre el parametro V., la tension en el terminal positivo del comparador, comenzando con
Vi =476 mV, llegando hasta V. = 545 mV. En estas observamos cémo el sistema comienza
mostrando un ciclo limite, el cual se duplica y acaba dando lugar a una dinamica caoética.
Al seguir aumentando el parametro, observamos la aparicion de un segundo atractor. Mas
adelante, veremos cémo este comportamiento es similar al obtenido mediante medidas ex-
perimentales del circuito real.

Ademas, en la Figura 3.4 se muestra el diagrama de bifurcaciones obtenido al variar el
parametro V, en el rango comprendido entre 450 y 600 mV. En el eje vertical se representa
la frecuencia dominante de la 6rbita del sistema, mientras que el eje horizontal corresponde
al valor de V..

Para la construccion del diagrama de bifurcaciones se realizaron simulaciones en el soft-
ware Micro-Cap, efectuando un barrido de 400 valores equiespaciados del pardmetro V, en
el rango ya comentado. Para cada uno de estos valores se calcul6 la transformada réapida
de Fourier (FFT) de la senal con MicroCap, obteniendo 300 coeficientes que recogen la
intensidad de las distintas frecuencias de oscilacion presentes en la 6rbita. Estos resultados
se organizaron en una matriz de datos que fue posteriormente procesada en MATLAB
para generar un diagrama de intensidades. Con el fin de representar de manera adecuada
la contribucién relativa de cada frecuencia, las columnas de la matriz, correspondientes a
cada valor de V., se normalizaron entre 0 y 1, asignando asi una escala de grises en la que
las regiones mas oscuras indican frecuencias dominantes en la dindmica del sistema.

En cuanto al diagrama, se observa como el sistema parte de un régimen periédico con
una frecuencia bien definida, en torno a los f ~ 5.5 kHz, que se mantiene estable hasta
aproximadamente V, &~ 475 mV. A partir de este valor comienzan a apreciarse las primeras
bifurcaciones de periodo, manifestadas en la apariciéon de nuevas ramas en el diagrama. En

GUILLERMO MUNOZ HERNANDEZ



24

CAPITULO 3. EL NUEVO CIRCUITO MODIFICADO
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(e) Vi =533 mV.

Figura 3.3: Representacion grafica de V, frente a vop para diferentes valores de V.

(f) V4 =545 mV.
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Diagrama de bifurcaciones

f/kHz

450 500 550 600
V+ /I mv

Figura 3.4: Diagrama de bifurcaciones unidimensional generado con datos de MicroCap al variar
el parametro V.

particular, alrededor de V., ~ 476 mV, la ¢6rbita principal duplica su periodo, lo cual se
puede observar en la Figura 3.3a. Por otro lado, la linea de un gris mas claro que se observa
en torno a los 11 kHz se corresponde con el primer armoénico de la frecuencia fundamental
de oscilacion.

En torno a los 490 mV se observa una zona mas difuminada, correspondiente a una
ventana caotica. Un ejemplo del comportamiento de esta zona es el de la Figura 3.3c.

Al incrementar V, hacia valores cercanos a V, ~ 500-520 mV, el sistema entra en
una zona claramente cadtica: el espectro de frecuencias se densifica y aparecen miltiples
componentes. En este intervalo, la Figura 3.3d. El régimen caotico persiste en un rango
amplio, aproximadamente entre V., &~ 495 mV y 540 mV, con frecuencias distribuidas entre
0y 8 kHz.

Mas alla de V. ~ 550 mV, el sistema abandona el régimen cadtico a través de una suce-
sion inversa de bifurcaciones. Asi, el diagrama de bifurcaciones no solo permite identificar
con precision los intervalos de periodicidad y caos, sino que, al compararse con las gréaficas
del espacio de fases, proporciona una vision méas completa de la dindmica: desde 6rbitas
periddicas simples hasta atractores caodticos, y de nuevo, hacia regimenes con ciclos limite.

3.2.2 Otras medidas

Hemos observado entonces que para el valor del parametro V, = 529 mV el circuito
muestra un comportamiento caoético.

En la Figura 3.5 se muestra la evolucion temporal del voltaje en el terminal negativo de
entrada del comparador, v_, y en el de salida, v,,;. Ademés, hemos dibujado una recta en
el valor de V; = 529 mV. Vemos entonces que, efectivamente, cuando V_ > Vel potencial
de salida es nulo, mientras que si V_ < V., entonces, si que se tiene un voltaje que oscila en
el terminal de salida. Logramos entonces imitar el comportamiento de las oscilaciones bies-
tables que tenfa el circuito original para el potencial colector-emisor del segundo transistor.

GUILLERMO MUNOZ HERNANDEZ
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Figura 3.5: Evolucién temporal de los voltajes del comparador V_ y V,ut con Vi = 529 mV en
régimen cadtico.

3.3 Resultados experimentales

Por ultimo, este nuevo circuito se ha disenado sobre una placa. Se han tomado medidas
con el osciloscopio y, con ayuda de programas como Excel o VEE, se han obtenido estos
datos, se han representado en graficas y se han realizado barridos de diferentes parametros.
En esta tltima seccién comentaremos como hemos llevado a cabo este proceso, presenta-
remos los resultados obtenidos y comentaremos las similitudes y diferencias que hemos
encontrado respecto al circuito original.

3.3.1 DMontaje

El montaje realizado para las medidas experimentales se puede observar en la Figura
3.6. Conviene comentar los componentes que se han anadido con respecto al esquema de la
simulaciéon para mejorar el funcionamiento del circuito. En primer lugar, se ha colocado un
condensador en paralelo con la entrada de la fuente de alimentacion (3) con el fin de filtrar
el ruido de entrada; por otro lado, si bien se tiene que el generador (1) es el encargado de
alimentar el terminal V, del comparador, se ha colocado en la tabla un potenciémetro que
divide entre 10 el potencial de entrada, permitiendo asi obtener una mayor precision, lo
cual es aconsejable debido a la sensibilidad frente al pardmetro V., que presenta el circuito.
Por lo tanto, es el voltimetro (2) el que muestra el voltaje real V. del terminal positivo del
comparador.

3.3.2 Variacion del potencial V,

El primer pardmetro que hemos variado es el del potencial de entrada del terminal
positivo del comparador. Para ello, hemos representado en el canal 1 del osciloscopio el
potencial de colector-emisor del transistor, vcg, v en el canal 2, el potencial del nodo del
segundo condensador de la escalera, vo. Lo hemos representado en modo XY y se ha variado
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Figura 3.6: Montaje experimental del circuito con comparador.

la tension del generador desde 3,2 V hasta 4.1 V con el programa de VEE que se muestra
en la Figura 3.7, produciendo una variaciéon en el valor real de V. de entre 0,48824 V y
0,60261 V. El sexto decimal se ha despreciado, pues variaba bastante. Recordamos que
podemos obtener esta precision en V. gracias a la introduccion de un potencidémetro en el
circuito.

Hemos obtenido las gréaficas para algunos valores concretos del potencial del generador,
parando el osciloscopio y leyendo los valores con ayuda de EXCEL. Todas las graficas ob-
tenidas en el barrido del parametro V., se pueden observar en la Figura 3.8, y el valor del
pardmetro V, usado se muestra encima de cada una de ellas.

La dinamica del circuito comienza siendo no caética, alcanzando un ciclo limite de
periodo tunico y duplicindose este para V), = (488,24 + 0,01) mV (ver Figura 3.8a. A
medida que variamos el potencial V, se tiene otra duplicacion de periodo, pasando a tener
un ciclo limite de cuatro periodos (Figura 3.8b, y se alcanza una dindmica cadtica para
Vi, = (516,76 + 0,01) mV (Figura 3.8¢c). Aqui observamos que la dinamica sigue siendo
periddica y que la oérbita gira en torno a un atractor extrano, moviéndose en un conjunto
compacto y sin salir de este, llenando todo el espacio.

Al seguir aumentando el parametro V., desaparece el caos y aparece de nuevo un ciclo
limite de triple periodo, o en otras palabras, el ciclo limite da tres vueltas alrededor del
atractor (Figura 3.8d). Este se vuelve a duplicar en la Figura 3.8e, y pasan a darse seis
vueltas. Entre las Figuras 3.8f y 3.8 vemos de nuevo alternancia entre presencia de caos
y ausencia con duplicacion de periodo. En la Figura 3.8 no tenemos caos, y se observa
como el ciclo limite de periodo tres describe una especie de ciclo, el cual evoluciona, como
se observa en las Figuras 3.8k y 3.81, a un segundo atractor extrafio.
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Figura 3.7: Esquema del programa utilizado en VEE para realizar barridos sobre el parametro V.
con lectura de datos del osciloscopio.

Este nuevo segundo atractor se observa de manera mas clara en la Figura 3.8m, donde
tenemos caos pero en un area delimitada. En las Figuras 3.8n y 3.8n, donde no hay caos,
observamos que el ciclo limite da un ntimero distinto de vueltas alrededor de cada atractor.

El sistema sigue evolucionando al variar el pardmetro y cabe destacar que, en la Figura
3.8q, para un valor de aproximadamente V; ~ (588,56 + 0,01) mV, es cuando se observa
con mayor claridad la dinamica caotica del sistema con dos atractores extranos, y se ob-
serva como la orbita llena préacticamente todo el espacio.

Por ultimo, en las Figuras 3.8r, 3.8s y 3.8t, vemos cémo el caos ha desaparecido y de
nuevo la trayectoria del sistema alcanza un ciclo limite. Por mucho que se aumente el valor
de V., el sistema permanece en un estado similar al de la Figura 3.8t; esto se debe a que el
valor del potencial v_ no supera los 0.6 V, y como tendriamos el valor de V; por encima de
este, desapareceria la no linealidad producida por el comparador, ya que este permaneceria
en el mismo estado.

Hemos visto entonces con este barrido que el sistema es muy sensible al parametro V. y

que se puede obtener un comportamiento similar al circuito con dos transistores presentado
en [1].

Por otro lado, para reafirmar el parecido con el otro circuito, se ha representado también
el potencial v; frente al potencial de colector vog para distintos valores de V. del barrido
(ver Figura 3.9). Vemos de nuevo que, aunque el trazado de la orbita es diferente, el
comportamiento cualitativo es el mismo: se tienen cascadas de duplicaciéon de periodo para
llegar a régimen cadtico. Se alternan ventanas en las que el sistema alcanza ciclos limite
con situaciones en las que el sistema presenta caos. También, inicialmente se tiene un tnico
atractor, y posteriormente, aparece un segundo.
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(a) V = (488,24 + 0,01) mV (b) V = (513,27 £ 0,01) mV (c) V = (516,76 £ 0,01) mV (d) V = (521,09 £ 0,01) mV

(e) V = (52\8i78\i 0,01) mV () v = (53087 +0,01) mV (g) V= (535\,31% 0,01) mV (h) V = (535,033% 0,01) mV
() V= (54?13,:.’:\i 0,01) mV (J) v —“(57“5:A4:1§j\[ko, 0‘41) r;V (k) V = (577 59 & 0,01) ) v = (57:\3},70%?“& 0,01) mV
(m) V = (57513 +0,01) mV (n) V= (57?,%% 0,01) mV (7) V = (57\77,(3?% 0,01) mV (o) V = (571?136?% 0,01) mV
(p) V = (579,22 4 0,01) mV (q) V = (580,56 & 0,01) mV ) (r) V = (582,19 £ 0,01) mV (s) V = (586,23 £ 0,01) mV

(t) V = (586,23 £ 0,01) mV

Figura 3.8: Barrido del parametro V. : representacion del voltaje vy (eje y) frente al voltaje vog
(eje x), medidos con el osciloscopio, para distintos valores del parametro.
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Figura 3.9: Barrido del parametro V. : representacion del voltaje vy (eje y) frente al voltaje vog

(eje x), medidos con el osciloscopio, para distintos valores del parametro.
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Figura 3.10: Diagrama de bifurcaciones para el pardmetro V. en el rango 510 — 582 mV con
datos obtenidos con el osciloscopio.
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Figura 3.11: Zoom sobre el diagrama de bifurcaciones en el rango 548 — 581 mV.

Una vez mas, hemos obtenido el diagrama de bifurcaciones del sistema al barrer el pa-
rametro V. (ver Fig. 3.10). En este caso, los datos provienen directamente de las medidas
realizadas con el osciloscopio. Con ayuda del programa VEE, para cada valor de V, se cal-
cul6 la transformada réapida de Fourier (FFT) y se almacenaron las intensidades de cada
frecuencia en un archivo de texto. Posteriormente, el procesamiento con Python gener6 una
matriz de alrededor de 1000 x 1000 puntos, a partir de la cual se construy6 el diagrama de
intensidades con MATLAB.
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Este tipo de representacion tiene una ventaja clara: permite explorar de un vistazo la
evolucion global del sistema y visualizar las transiciones entre distintos regimenes dina-
micos sin necesidad de elaborar una gréafica individual para cada caso. Asi se obtiene una
representacion mucho més completa de los cambios de comportamiento.

En el rango de 510-550 mV se distinguen claramente ventanas en las que el sistema
alterna entre regimenes peridédicos y caodticos. Esto concuerda con las senales registradas
en las Figuras 3.8b, 3.8¢, 3.8d y 3.8e. Por ejemplo, en la Figura 3.8b se aprecia un ciclo de
cuatro oscilaciones, lo cual se corresponde con las cuatro lineas més marcadas en el diagra-
ma alrededor de 510-515 mV. En cambio, en la Figura 3.8c el sistema recorre tnicamente
tres vueltas, pero en el diagrama aparecen méas componentes debido a la presencia de ar-
monicos de las frecuencias principales. Esto ilustra bien cémo los diagramas de bifurcacion
en el dominio de la frecuencia no solo reflejan las oscilaciones fundamentales, sino también
el espectro asociado.

Para el intervalo de 550-580 mV realizamos un zoom especifico (ver Fig. 3.11), ya que
las ventanas de periodicidad se vuelven més estrechas y la dindmica cambia con gran sen-
sibilidad. Aunque el aspecto general resulta méas borroso, todavia se pueden identificar
regiones de comportamiento periédico, por ejemplo cerca de 552, 554, 555, 556 y 560 mV.
En estas zonas aparecen lineas espectrales méas definidas, que contrastan con las regiones
cadticas cercanas. El desenfoque refleja tanto el ruido experimental del circuito como la
sensibilidad extrema del sistema en las proximidades del caos, donde pequenas perturba-
ciones externas o fluctuaciones internas bastan para modificar el espectro.

En conjunto, los diagramas muestran no solo la alternancia entre estados periodicos y
caodticos, sino también la coexistencia de armoénicos y subarmonicos, la fragmentacion de
las ventanas periodicas y las consecuencias de la sensibilidad del sistema, y, como hemos
comentado, si bien las graficas dan una idea de la trayectoria del sistema, estos diagramas
dan una vision general desde el punto de vista cualitativo de la evolucion del comporta-
miento del circuito.
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Figura 3.12: Evolucion temporal de la tension de colector vop (azul) y de la tension de salida del
comparador v, (rojo) obtenida con el osciloscopio.
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Figura 3.13: Evolucion temporal de la tension v_ (azul) y de la tension de salida del comparador
Vout (r0jo) en régimen caodtico, obtenida con el osciloscopio.

3.3.3 Otras medidas

Con el barrido que hemos realizado, hemos podido saber en torno a qué valores de la
tension V., el circuito presenta un comportamiento cadtico. Por ello, hemos realizado me-
didas de otros valores en régimen cadtico para ver el comportamiento del resto de variables
del circuito.

Primeramente, se muestran en la Figura 3.12 las evoluciones temporales del potencial
de colector del transistor y del potencial de salida del comparador, tanto en régimen cao-
tico como no cadtico. Vemos que, cualitativamente, el comportamiento es muy similar al
obtenido en las simulaciones para el circuito con los dos transistores (Figura 2.4). Se ob-
servan dos estados claramente diferenciados de v,,; donde se producen oscilaciones, que se
corresponden con el caso de V. > v_, y de V, < v_. Asimismo, el potencial de colector
también se mueve en dos estados de mayor y menor potencial, donde se presentan oscila-
ciones crecientes.

Por otro lado, en la Figura 3.13 hemos representado el potencial de entrada del termi-
nal negativo del comparador, y el de salida, para probar que, como habiamos visto en las
simulaciones, en el momento en el que v_ cruza el valor umbral fijado para v, , el potencial
de salida salta de un estado a otro.

Asimismo, también para visualizar mejor estos dos estados diferenciados, hemos repre-
sentado el voltaje vy frente a la tension de salida v, en la Figura 3.14. Vemos de nuevo
como el sistema salta entre dos estados. Cuando se tiene caos (Figura 3.14a), vemos coémo,
en el estado superior, se tiene un atractor extrano, y en el inferior, que las oscilaciones son
practicamente horizontales ya que, la mayoria del tiempo, el valor de v,,; es casi cero y
apenas oscila. Cabe destacar también que hay puntos intermedios entre los estados superior
e inferior, lo que evidencia que, en la practica, el cambio de estado del comparador no se
produce de manera brusca.

En la Figura 3.14b se representa una situacion sin caos, y podemos ver claramente como
el sistema alcanza un ciclo limite que da cuatro vueltas tanto en el estado superior como

en el inferior. Ademas, estas cuatro vueltas se pueden observar también en forma de los
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Figura 3.14: Representacion de voy: (eje y) frente a vop (eje x) para los valores medidos con el
osciloscopio.

cuatro caminos perfectamente determinados que sigue la trayectoria al pasar de un estado
a otro.

El voltaje de alimentacién como paradmetro

Para terminar esta seccion, se ha realizado también un barrido sobre el voltaje de ali-
mentacion del circuito, V), fijando en este caso el valor de V, = (580 £ 3) mV. El error
se debe a que variar V, influye en la propia tension de entrada del comparador, V.. Las
graficas obtenidas para el barrido completo se muestran en el Apéndice B, en la Figura
B.1, mientras que en la Figura 3.15 hemos incluido tinicamente algunas de las graficas més
relevantes.

Este barrido se ha hecho con el fin de mostrar que también se puede elegir este valor
como parametro y obtener, de nuevo, un comportamiento similar al obtenido variando V.
(Figura 3.8). El sistema comienza con ciclo limite que da una tnica vuelta (no se muestra)
y sufre duplicaciones de periodo (Figura 3.15a) hasta alcanzar el caos (Figura 3.15b). A
partir de ahi, se alternan ventanas perioédicas con regimenes completamente caoticos (Fi-
gura 3.15¢e), hasta recuperar el estado de un tunico ciclo limite (Figura 3.15f).

Vemos también que, si bien inicialmente se tienen dos atractores, al aumentar el volta-
je de alimentacion, pasamos a tener solamente uno. Se puede observar también cémo, en
muchas ocasiones, las transiciones entre regimenes periédicos y cadticos no son bruscas;
las 6rbitas dejan de ser periddicas pero, inicialmente, la dindmica caotica tiene lugar en un
entorno de los ciclos limite que se tenfan (ver Figuras 3.15¢ y 3.15d).
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Figura 3.15: Barrido del voltaje de alimentacion V}, como pardmetro: representacion del voltaje
vy (eje y) frente al voltaje vop (eje x), medidos con el osciloscopio, para distintos valores del
pardmetro, con V. = 529 mV.
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CAPITULO 4
CONCLUSIONES

En este capitulo final se presenta una sintesis del trabajo realizado, destacando los prin-
cipales logros alcanzados, las dificultades encontradas y las posibles lineas de continuacion.
El estudio comenzo6 con una revision de los conceptos matematicos fundamentales rela-
cionados con los sistemas dindmicos y el caos, que sirvi6 como base tedrica para abordar
posteriormente el analisis de oscilaciones cadticas en circuitos electronicos.

Hemos presentado un circuito especialmente simple desde el punto de vista electréonico
que es capaz de generar oscilaciones cadticas para determinados valores de sus parame-
tros. Mediante simulaciones en LTspice se verific la presencia de comportamiento cadtico,
obteniendo resultados acordes con los presentados en el articulo de Keuninckx y sus co-
laboradores [1]. Sin embargo, este circuito original presentaba una alta sensibilidad a la
temperatura y un modelo matemético de gran complejidad, lo que dificultaba tanto su
caracterizacion experimental como su analisis teérico.

Con el fin de superar estas limitaciones, se propuso una modificacién que consistia en
sustituir uno de los transistores del circuito original por un comparador. Esta sustitucion
permitio simplificar las ecuaciones que gobiernan el sistema, ya que se paso de corrientes
dependientes del modelo de transistor a un dispositivo con dos estados claramente dife-
renciados. En otras palabras, se complicé el diseno electréonico para lograr simplificarlo
matematicamente.

El nuevo circuito fue caracterizado tanto mediante simulaciones en MicroCap como ex-
perimentalmente en el laboratorio, utilizando un osciloscopio y programas de adquisicion
de datos. Se observo que su dinamica reproduce cualitativamente la del circuito original:
el comparador actiia como un interruptor, imitando el comportamiento no lineal del tran-
sistor en saturacion y corte. Ademas, al variar el parametro de control V., se observaron
cascadas de duplicaciéon de periodo que dan lugar a regimenes caéticos, asi como la apari-
cion de atractores adicionales, es decir, comportamientos similares a los del circuito original.

El analisis se completé con la obtencion de diagramas de bifurcaciones, con datos da-
tos de simulaciones y experimentales, que mostraron de forma clara la transiciéon entre
regimenes periddicos y cadticos, asi como la alternancia de ventanas con y sin caos. Estos
resultados ponen de manifiesto la caracteristica esencial de los sistemas caéticos: la extrema
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sensibilidad a las condiciones iniciales y a variaciones minimas de parametros, lo que en la
préactica se tradujo en una gran inestabilidad del sistema incluso frente a perturbaciones
externas muy pequenas.

Quiero destacar también que durante la realizacion de este trabajo se han utilizado
distintos programas, como LTspice y MicroCap, para la simulacién de circuitos; VEE y
Excel, para realizar barridos de parametros y lecturas con el osciloscopio en el laboratorio;
y Python y MATLAB, para el tratamiento y procesamiento de datos obtenidos de simu-
laciones y del osciloscopio, y para la construccion de gréaficas y de diagramas de bifurcacion.

Entre las ventajas del circuito estudiado destaca su simplicidad de implementacion y la
posibilidad de ajustar el rango de frecuencias de operaciéon variando los valores de los con-
densadores y de las resistencias. Estas caracteristicas lo convierten en un sistema versatil,
con potencial aplicaciéon en areas como la generaciéon de nimeros aleatorios, criptografia
basada en caos, robotica y sincronizacion de sistemas cadticos. Adicionalmente, la ausencia
de inductores reduce el riesgo de acoplamientos magnéticos no deseados, lo que refuerza su
interés para el estudio de redes cadticas en electronica.

Por tltimo, cabe senalar el valor pedagogico del circuito propuesto, ya que su diseno
sencillo y su capacidad de reproducir fenémenos cadticos complejos lo convierten en una
herramienta didactica 1til para introducir conceptos de caos y sistemas dindmicos en el &m-
bito universitario. Como continuaciéon natural de este trabajo, seria de interés profundizar
en otros métodos para caracterizar el caos del sistema, como los exponentes de Lyapunov,
explorar la sincronizacion entre varios osciladores de este tipo y analizar la robustez del
diseno frente a diferentes condiciones de ruido y variabilidad de componentes.



APENDICE A

FORMALISMO MATEMATICO SOBRE
SISTEMAS DINAMICOS

A.1 Soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales
no lineales

Definicion A.1. Supongamos que la funcién f es continua en un abierto A de R". Entonces,
diremos que la funcion x(t) es solucion del sistema autéonomo (1.1) en un intervalo I C R
si es diferenciable en I y para cada t € I, x(t) € A y verifica que

x(t) = f(x(t)). (A.1)
Sean ahora ty € [ y xg € R". Entonces, llamaremos problema de valor inicial de Cauchy
x = f(x
) (A.2)
X(to) = X

Para poder establecer la existencia de soluciones de este problema, vamos a definir el
concepto de condiciéon de Lipschitz.

Definicion A.2. Se dice que una funcion f : A — R” es uniformemente lipschitziana en
A si existe una constante positiva L tal que para cada par x,y € A se tiene que

1f(x) = £(y)ll < L{x =yl (A.3)

Diremos que f es localmente lipschitziana si para cada xo € A existe un entorno U, (x¢) C
R™ de x¢ y una constante L tal que para cada x,y € U.(xy),

1£60) = £(y)ll < Lollx = vl; (A.4)

es decir, f es uniformemente lipschitziana en el entorno de xy. Tomaremos por simplicidad
que

Uc(xg) = {x e R" | [|[x — x| < &} . (A.5)

Vamos a tener que toda aplicacion f de clase C*(A) es localmente lipschitziana. Veamos
entonces la existencia y unicidad de soluciones para el problema de Cauchy no lineal.

39
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Teorema A.3 (Teorema fundamental de existencia y unicidad de soluciones). Sean A un
abierto de R™ y f : A — R” una aplicacién localmente lipschitziana. Sean también ¢y € R
y Xo € R"™. Entonces, existe un a > 0 tal que el problema de valor inicial (A.2) tiene una
tnica solucion x(t) definida en el intervalo [ty — a,ty + al.

Una prueba de este tltimo resultado puede encontrarse en [11, pp. 74-76]. En lo que
sigue, consideraremos, sin pérdida de generalidad, que ty = 0 dado que la mayoria de los
fendémenos dindmicos son invariantes frente a traslaciones temporales. El comportamiento
del sistema no depende del instante exacto en que comencemos a observarlo, siempre que
mantengamos constantes las condiciones iniciales.

El teorema anterior tiene una versiéon més fuerte que nos dice que para cada xo € R",
existe un intervalo maximal J(x¢) € R en el que el problema de valor inicial tiene una
tnica solucion, x(t), con x(0) = x¢. Ademas, el intervalo va a ser abierto, luego se tendra

J(x0) = (a, ). Llamaremos a J(x¢) intervalo maximal de existencia del problema de valor
inicial (A.2).

A.2 Sistemas dinamicos

En relacion con el flujo de una ecuaciéon diferencial, diremos que un sistema dindmico
en R” es una funcion diferenciable

¢:RxR" 5 R" (A.6)
de manera que ¢(t,x) = ¢(x) verifica las siguientes propiedades:
L. ¢o: R™ — R" es la funcion identidad, ¢o(x9) = ¢(0,x0) = Xo.

2. La composicion de funciones se comporta de la siguiente manera:

¢t © ¢s - ¢t+s7
para cada t,s € R.

Notese entonces que esta definicion esta intimamente relacionada con el sistema de
ecuaciones diferenciales que hemos introducido anteriormente; esto es, un sistema dinédmico
(A.6) siempre da lugar a un campo de vectores en R" de la siguiente manera: dada la
aplicacion ¢y, sea

f(x) = % qut(x).

Entonces, ¢; es el mapa temporal asociado al flujo del sistema no lineal x = f(x).

De manera analoga, el sistema de ecuaciones diferenciales no lineales
x = f(x) (A.7)

da lugar a un sistema dinamico suave siempre y cuando el mapa temporal del flujo esté
bien definido y sea diferenciable para todo instante de tiempo t. No obstante, este no sera
siempre el caso. De todas formas, en lo que sigue, usaremos el término sistema dinédmico
para referirnos indistintamente a la aplicacion (A.6) y al sistema (A.7).
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A.3 Linealizaciéon y puntos de equilibrio

Definiciéon A.4. Diremos que x3 € R" es un punto de equilibrio del sistema auténomo
(1.1) si f(x) = 0. Diremos que un punto de equilibrio xo € R™ es hiperbolico si todos los
autovalores de la matriz jacobiana de f evaluada en xq, Df(x(), tienen parte real no nula.

Diremos entonces que el sistema lineal
x = Df(x¢) x (A.8)
es la linealizacion de (1.1) en xo.

Supongamos que xo = 0 es un punto de equilibrio. Entonces, f(0) = 0, luego, por el
Teorema de Taylor,

f(x) = Df(0)x + %DQf(O)(x, X)+ ... (A.9)

Se tiene entonces que el sistema lineal Df(0)x es una buena primera aproximacion de
la funcion no lineal f(x)) cerca de x = 0; luego cabria esperar que el comportamiento del
sistema no lineal (1.1) cerca de x = 0 se aproxime por el comportamiento de su linealizacion
en x = 0.

Definiciéon A.5. Diremos que un punto de equilibrio x es un sumzidero si todos los auto-
valores de la matriz jacobiana Df(xg) tienen parte real negativa; diremos que el punto de
equilibrio es una fuente si tienen parte real positiva; y por tltimo, diremos que el punto de
equilibrio es un punto de silla si se tiene que X es un punto hiperbélico, y que la matriz
jacobiana tiene al menos un autovalor con parte real positiva, y al menos otro con parte
real negativa.

A.3.1 El Teorema de Hartman-Grobman

El Teorema de Hartman-Grobman es un importante resultado dentro de la teoria local
cualitativa de ecuaciones diferenciales ordinarias. Este Teorema nos dice que cerca de un
punto de equilibrio hiperbélico, xg, el sistema no lineal

x = f(x)
tiene la misma estructura cualitativa que el sistema lineal

x = Df(x¢)x.

A.4 Orbitas periddicas y conjuntos limite

Vamos a seguir [12] para introducir algunas nociones sobre conjuntos limite y orbitas
periodicas, los cuales van a estar presentes en el circuito que estudiaremos en este trabajo.

Definiciéon A.6. Diremos que un punto z de R" esta en el conjunto limite w de la curva
solucion ¢(t,xg), al cual denotamos por w(xp), si existe una sucesion creciente de puntos
de la orbita (esto es, a medida que t — +00)) que converge al punto z. Mas concretamente,
. . ., . P oo
2 € w(xo) si existe una sucesion creciente no acotada de nimeros reales, {t,} ~, de forma
que
lim ¢(tn7X0) =z

n—oo

GUILLERMO MUNOZ HERNANDEZ
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Definicion A.7. Diremos que un punto z de R™ esta en el conjunto limite a de la curva
solucion ¢(t,xp), al cual denotamos por «(xg), si existe una sucesion decreciente no acotada
de nameros reales, {t,} -, con t, — —oo, tal que

lim ¢(t,,x0) = z.
n—oo
Se tiene que si xg es un punto de equilibrio, entonces, w(xy) = a(x¢) = {Xo}. Notese
ademas que, para cada xy € R", el conjunto limite « de la ecuacion x = f(x) es el conjunto
limite w de la ecuacion x = f(x).

Definicion A.8. Diremos que una solucion ¢(t,xg) del sistema auténomo (1.1) es una
orbita periodica, o que es un ciclo, si se verifica que Xy no es un punto de equilibrio y que
existe un cierto niimero real 7" > 0 de manera que

¢(t + T? XU) = (b(t? XO) ’ V.
El menor valor T que verifica lo anterior se denomina periodo de la orbita.

Definicion A.9. Diremos que un conjunto limite es un ciclo limite si este forma una
trayectoria cerrada, un ciclo.

1. Diremos que el ciclo limite es estable si todas las trayectorias lo suficientemente
cercanas convergen al ciclo limite cuando ¢ tiende a oo.

2. En caso contrario, diremos que es inestable si las trayectorias lo suficientemente
cercanas se alejan de este.

Por 1ltimo, queremos introducir los conceptos de 6rbitas homoclinicas y heteroclinicas.
Una orbita homoclinica es aquella cuyos conjuntos limite o y w son exactamente el mismo
punto de equilibrio; por otro lado, la 6rbita sera heteroclinica si los conjuntos limite o y w
son dos puntos de equilibrio distintos.

Por ultimo, si se tiene un ciclo que estda formado por la unién de dos o mas orbitas
heteroclinicas que forman un ciclo cerrado, diremos que se tiene un ciclo heteroclinico.

Veamos ahora una serie de conceptos que nos van a llevar a definir formalmente lo que
entendemos por un sistema cadtico.

A.5 Sistemas caodticos

Consideremos de nuevo un sistema dindmico dado por un sistema de ecuaciones dife-
renciales no lineales,

% = £(x),

donde habiamos denotado por ¢(t,x) a la solucion del sistema anterior que en ¢ = 0 pasa
por xq. Entonces, diremos que un conjunto M C A C R" es invariante si para cada xy € M
se tiene que @(t,xg) € M, para todo t; es decir, el flujo de cada punto de M permanece en
M, para todo t.



A.6. ESTABILIDAD DE SOLUCIONES 43

Definicién A.10. Diremos que un conjunto I' C A es un conjunto atractor si verifica las
siguientes propiedades:

1. T' es compacto e invariante.

2. Existe un conjunto abierto U que contiene a I' de manera que para cada xq € U, se
tiene que ¢(t,xg) € U y que N>op(t,U) =T

3. (Transitividad) Para cada par de puntos x;,x5 € I y dos entornos Uy y Us de cada
punto en U, respectivamente, existe una curva solucién que comienza en U; y que
posteriormente pasa por Us.

La condiciéon de transitividad se incluye para asegurarse de que tenemos un tinico atrac-
tor, y no una colecciéon de atractores dinamicamente diferentes. No obstante, no hay una
definicién universalmente aceptada de atractor; en matematicas, algunos textos llaman
atractor a un conjunto I' que verifica las dos primeras propiedades, y atractor transitivo si
verifica también la tercera [13].

El estudio de los atractores nos lleva a introducir la nociéon de caos en los sistemas
dindmicos. Intuitivamente, decimos que un sistema es cadtico cuando, a pesar de que el
sistema de ecuaciones diferenciales que lo rige sea determinista, presenta una dinamica
altamente irregular y sensible a las condiciones iniciales. Asi, trayectorias que comienzan
con condiciones iniciales arbitrariamente proximas se separan de manera exponencial en el
tiempo, imposibilitando la prediccion a largo plazo.

Definiciéon A.11. Un sistema dindmico continuo se dice cadtico si cumple, sobre algin
conjunto invariante I, las siguientes propiedades fundamentales 2], [13]:

1. Sensibilidad a las condiciones iniciales: Existen 6 > 0 y € > 0 tales que, para todo
Xy € [' y todo entorno U de x(, se puede encontrar y, € U y un instante ¢t > 0 tal

que [[¢(t,%0) = ¢(Z, yo)|| > 0.

2. Densidad de o6rbitas periddicas: El conjunto de soluciones periédicas es denso en I'.

3. Transitividad topologica: Para cualesquiera dos abiertos U, V' que intersequen I'; exis-
te un tiempo ¢t > 0 tal que ¢(t,U) NV # 0.

De acuerdo con esta definicién, un atractor que exhibe comportamiento cadtico se
denomina atractor extrano. El término extrano refleja que, a diferencia de los ciclos limite
o los puntos fijos, este tipo de atractores presenta una geometria compleja, tipicamente
fractal.

A.6 Estabilidad de soluciones

El estudio de la estabilidad de soluciones ocupa un lugar central en la teoria de sistemas
dindmicos. En particular, resulta fundamental analizar como se comportan las trayectorias
cercanas a una soluciéon cuando evolucionan en el tiempo. Para formalizar esta nocién se
introducen diferentes conceptos de estabilidad, que recogen tanto la persistencia frente a
perturbaciones iniciales como la tendencia de las trayectorias a acercarse a la soluciéon de
referencia.

GUILLERMO MUNOZ HERNANDEZ
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A.6.1 Estabilidad en el sentido de Lyapunov

Sea ¢(t,Xo) la solucion del sistema dinamico
x = f(t,x), x(to) = Xo,

y sea y(t) otra solucion que verifica que y(0) = yo. Decimos que y(t) es estable en el
sentido de Lyapunov si, para todo € > 0, existe § > 0 tal que, si ||xo — yo|| < 0, entonces

lo(t,x0) —y(@)| <e,  Vt>0.

En otras palabras, perturbaciones suficientemente pequenas en las condiciones iniciales
generan trayectorias que permanecen arbitrariamente cerca [11].

A.6.2 Estabilidad uniforme

Una soluciéon y(t) se denomina uniformemente estable si la definicion anterior puede
hacerse independiente del instante inicial. Es decir, el mismo ¢ asociado a cada & sirve
para todo tg € R. Esta propiedad refuerza la nociéon de estabilidad, pues garantiza que el
comportamiento cercano no depende de cuando se inicia la perturbacion.

A.6.3 Soluciones atractivas

Decimos que una solucion y(t) es atractiva si existe un cierto § > 0 tal que, para
cualquier condicion inicial xg con ||xo — y(0)|| < J, se verifica que

1 [|6(t, x0) — y(8)] = 0.

En este caso, las trayectorias que comienzan suficientemente cerca de Z(t) no solo per-
manecen proximas, sino que tienden a ella para tiempos suficientemente largos.

A.6.4 Estabilidad asintética y uniformemente asintética

Una solucion y(t) es asintdticamente estable si es estable en el sentido de Lyapunov y,
ademas, es atractiva. Es decir, se combinan la persistencia frente a perturbaciones peque-
nas y la convergencia asintotica de las trayectorias vecinas.

Por otra parte, y(t) es uniformemente asintdticamente estable si es uniformemente
estable en el sentido de Lyapunov y atractiva.

A.6.5 Soluciones globalmente atractivas

Finalmente, se dice que una solucion y(t) es globalmente atractiva si, para toda condi-
cion inicial xy € R™ y todo instante inicial ¢, € R, se tiene que

Jim (|6 (2, to,x0) = y ()] = 0,

con ¢(to, to,Xg) = Xo. En este caso, el dominio de atraccion de la solucion coincide con todo
el espacio de fases, lo que garantiza que cualquier condicién inicial conduce a trayectorias
que tienden a y(t).
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Figura B.1: Barrido del voltaje de alimentaciéon V), como paradmetro: representacion del voltaje
vy (eje y) frente al voltaje vor (eje x), medidos con el osciloscopio, para distintos valores del
pardmetro, con V. = 529 mV.
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