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RESUMEN

La teoria fenomenolégica de Ginzburg-Landau es un modelo que permite estudiar desde un pun-
to de vista tedrico los superconductores, tanto convencionales, a los que se les puede aplicar
la teoria BCS como no convencionales, a los que no se les puede aplicar. En este trabajo se
propone un estudio de la teoria de Ginzburg-Landau, con especial atencién en el estudio del
efecto Josephson. Se plantea ademas el estudio de una unién de Josephson con una esquina
entre un superconductor convencional y uno no convencional, y se obtiene una ecuacién de tipo
Sine-Gordon para la descripcién de las diferencias de fase invariantes gauge a lo largo de la unién.

ABSTRACT

The phenomenological Ginzburg-Landau theory is a model that describes superconductors from
a theoretical point of view. It can be used to study both conventional, those for which BCS
theory is valid, and unconventional superconductors, those for which BCS is not valid. In this
thesis we give an overview of the Ginzburg-Landau theory, with special attention to the Jo-
sephson effect. We also explore a Josephson junction with a corner between a conventional and
an unconventional superconductor, and we obtain a Sine-Gordon-like equation for the gauge-
invariant phase difference along the junction.
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Introduccion.

Desde que Heike Kamerlingh Onnes los descubriera en 1911, los materiales superconductores
han sido objeto de fascinacién e investigacién constante por parte de la comunidad cientifica.
Estos materiales presentan, entre otras propiedades, superconductividad, siempre que su tem-
peratura esté por debajo de una temperatura critica, T, y que no estén sometidos a un campo
magnético demasiado intenso. La superconductividad es la capacidad que poseen ciertos mate-
riales de conducir corriente sin presentar resistencia eléctrica. Esta propiedad por su cuenta ya
hace que estos materiales merezcan ser estudiados, por la gran cantidad de aplicaciones practicas
que se les puede dar: desde la resonancia magnética nuclear en el ambito de la sanidad, hasta
la fabricacion de magnetémetros de alta precisién mediante uniones de Josephson en ambitos
puramente cientificos. Ahora bien, en estos materiales hay otro efecto igual de interesante a nivel
tedrico: el efecto Meissner, por el cual los superconductores son capaces de expulsar el campo
magnético de su interior atn si habia un flujo neto antes de que se volvieran superconductores.

En la actualidad hay dos teorias principales que permiten estudiar este tipo de materiales:
la teorfa fenomenolégica de Ginzburg-Landau (en adelante, GL), y la teoria BCS (siglas de
Bardeen—Cooper—Schrieffer, apellidos de los cientificos que la desarrollaron). La primera es una
teoria basada en la teoria de transiciones de fase de Landau, y describe el cambio de fase a partir
de un parametro de orden, que es una funciéon compleja definida en el cuerpo del superconductor,
que toma el valor 0 cuando el material se encuentra en la fase normal, y un valor no nulo en
la fase superconductora, y que se interpreta como la densidad de portadores de supercorriente
[11]. Este serd el marco teérico en el que se desarrollard el trabajo. La segunda, la teoria BCS
[4] es una teorfa microscépica que explica la superconduccion a partir de la formacién de pares
de electrones, llamados pares de Cooper mediante interacciones electrén-fonén. No vamos a de-
sarrollar esta teoria con detalle en este trabajo, aunque si que haremos algunas observaciones
relativas a su conexién con la teoria de GL cuando resulte oportuno. En cualquier caso, esta
teoria permite estudiar solamente los superconductores convencionales, no los no convencionales,
para los cuales se recurre a la formulacion de la teoria de GL que introducimos en el capitulo 3.

Este trabajo se organiza en 3 capitulos. En el primero se dan unos preliminares matemati-
cos; se habla sobre el grupo fundamental, solitones y vértices, aunque en un contexto general,
y sin hablar de manera explicita de los superconductores. Se trata de un capitulo mucho mas
matematico que el resto del trabajo, donde se insiste mucho maés en la fisica. El segundo capitulo
se dedica integramente al estudio de los superconductores convencionales. Se comienza presen-
tando el modelo de London, e inmediatamente después se introduce la que sera la herramienta
fundamental del resto del trabajo: la teoria fenomenoldgica de Ginzburg-Landau. Se presenta
un estudio relativamente detallado de esta teoria, obteniendo de un principio de accién estacio-
naria las ecuaciones diferenciales del pardmetro de orden y la corriente en un superconductor
convencional, y se estudian las propiedades de simetria del funcional de Ginzburg-Landau. En
el marco de esta teoria se muestra que en los superconductores de tipo II aparecen vortices, a
través de los cuales el flujo magnético (o los fluxones, segin el caso) resultan ser multiplos de
un valor fijo @, es decir, estan cuantizados. Una vez desarrollada toda esta teoria, se presentan
las uniones de Josephson que son uniones de dos materiales superconductores separados por una
region aislante (o simplemente no superconductora), y se introduce el concepto de diferencia de
fase invariante gauge. El estudio contintia con el efecto Josephson de corriente continua [18], que
consiste en la aparicién de corriente en una uniéon de Josephson atin cuando no se polariza ex-
ternamente, y que depende de la diferencia de fase invariante gauge entre los superconductores.
Se presenta en este capitulo el cdlculo explicito que permite obtener la expresion de la corriente
de Josephson. Por tltimo, el capitulo 3 contiene la parte original de este trabajo. Tras hacer una
breve introduccion a la adaptacién de la teoria de GL a los superconductores no convencionales,
se parte del estudio de una uniéon de Josephson en zigzag entre dos superconductores conven-
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cionales realizado en [12], y se aplican las ideas de [9] para estudiar una unién de Josephson
con una esquina entre un superconductor convencional y uno no convencional, obteniéndose una
ecuacion de tipo Sine-Gordon, y ddndose una primera tentativa de resolucion aproximada.

Destacamos finalmente que a lo largo del texto se van a utilizar tanto notaciéon covariante,
como en términos de operadores diferenciales segiin conveniencia. Puesto que no se va a trabajar
en un contexto relativista, no se prestara particular atencién a la posicién de los indices al aplicar
el convenio de sumacién de Einstein.
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Capitulo 1

Preliminares

Dedicamos este capitulo al estudio de los vértices, que son unas soluciones particulares de
las ecuaciones de campo obtenidas a partir de la aplicacién del método variacional a la energia
de Ginzburg-Landau. También introducimos el concepto matematico de grupo fundamental, que
aparece de manera natural en el estudio de los solitones, asi como el concepto de ruptura es-
pontdnea de simetria. Algunos de los conceptos que aqui se presentan son muy utiles cuando
quiero estudiar los solitones desde un punto de vista fundamentalmente tedrico y abstracto. Es
un tema un tanto abstracto y matematico, que vamos a tratar de presentar de manera intuitiva.
En cualquier caso, en los siguientes capitulos, que es donde pondremos en practica estos concep-
tos, vamos a lidiar siempre con un problema fisico concreto, y estudiaremos campos que tienen
una interpretacién fisica clara. Este capitulo estd principalmente basado en [24]. A lo largo del
mismo, denotamos S* ! :={x € R" : ||z||> =23 + ... + 22 =1}, e [ = [0,1]. Nétese que S! es
la circunferencia usual.

1.1. Grupos de homotopia

1.1 Definicion. Sean X e Y dos espacios topologicos, y f,g : X — Y aplicaciones continuas.
Sea A C X tal que f(a) = g(a) para cada a € A. Diremos que son homdtopas relativamente a
A si existe otra aplicacién F': X x I — Y continua cumpliendo F'(z,0) = f(x), F(z,1) = g(x)
para todo z € X,y F(a,t) = f(a) = g(a) para todos t € I,a € A escribimos en ese caso f ~ g.

Esta definicion engloba la idea de que dos aplicaciones son homodtopas cuando una puede
transformarse en la otra de manera continua, pues la aplicacion F' puede entenderse como una
deformacién de f en g en la que t € [0, 1] parametriza un intervalo de tiempo, y en todo momento
los valores correspondientes a f(a) permanecen fijos. La relacién de homotopia relativa a A es de
equivalencia, es decir, f ~ f,si f ~ g entonces g ~ f y si ademds g ~ h, entonces f ~ h (propie-
dades reflexiva, simétrica y transitiva respectivamente). Estas propiedades permiten identificar
todas las aplicaciones homoétopas como una sola, trabajando con clases de equivalencia. Es decir,
definimos [f] como el conjunto de todas aplicaciones que son hométopas a f, y lo llamamos clase
de equivalencia de f. La idea es que si f ~ g, entonces en términos de clases de equivalencia,
[g] = [f], y podemos considerarlas, a efectos de los grupos de homotopia que vamos a introducir,
como la misma aplicacién. Un ejemplo de aplicaciones homotopas puede verse en la figura 1.1.
Las aplicaciones f y g tienen dos extremos fijos, y una se va deformando continuamente en la
otra, que es lo que muestran las lineas de puntos. Cada linea de puntos representa una de las
F(x,t) para cierto t € I. Por tltimo, para lo que vamos a considerar, X e Y serdan R" y R™
(o subespacios suyos), asi que no es necesario entrar en la definicién precisa de espacio topolégico.

Estamos interesados en el caso X = I y A = {0, 1}, es decir, nos interesan aplicaciones
continuas « : I — Y que llamaremos caminos, pues son curvas que se recorren en el espacio Y.



1 1.1. GRUPOS DE HOMOTOPIA

Figura 1.1: Dos aplicaciones f y g homdétopas.

Dados dos caminos a y 3 tales que (1) = £(0), es decir, uno termina donde empieza el otro,
se define su concatenacién como

B a(2t)  si tel0,1/2]
(aB)(t) = { Bt—1) si te1/2,1],

es decir, como el camino obtenido al recorrer primero « y después 5. Aquellos caminos que cum-
plen a(0) = a(1) = yg para cierto yp € Y se llaman lazos en y, pues son caminos que empiezan
y terminan en el mismo punto. Se define entonces 71 (Y, y0) como el conjunto de las clases de
homotopia de lazos en yy relativamente a {0, 1}. Es decir, el conjunto de los [a] tales que o es un
lazo en yy. Puede probarse entonces que la clase de la concatenacién de lazos [af] (obsérvese que
dos lazos siempre se pueden concatenar) no depende de los representantes de [a] y [5] elegidos,
de modo que podemos definir un producto [a] - [8] := [af]. Este producto estd bien definido
y dota a m(Y, o) de estructura de grupo. Dado un camino «, se define a='(t) := a(l —t),
de manera que el inverso de [a] es [a!]. El elemento neutro de dicho grupo es simplemente el
camino « : I — Y, t — yo, es decir, el camino constantemente igual a yg. Si ademés Y es conexo
por caminos (todo par de puntos de Y puede unirse mediante un camino), entonces 71 (Y, y9) no
depende de yp y se denota simplemente 71 (Y).

La teoria de homotopias tiene aplicaciones directas en las teorias de campos escalares donde
los campos pueden verse como aplicaciones continuas ¢ : X X R — Y, donde R parametriza el
tiempo, y X e Y son variedades diferenciables (conjuntos que, localmente, son iguales a R™). Una
de las propiedades interesantes de las clases de homotopia es que son invariantes topoldgicos, en
el sentido de que se preservan por homeomorfismos (aplicaciones continuas de inversa continua),
es decir, no cambian cuando se consideran espacios topoldgicos que son “en esencia iguales”.

1.2 Definicién. Sea X un espacio topoldgico, diremos que X es simplemente conexo cuando es
conexo por caminos, y 71 (X) = {0}.

Fijémonos en que, el hecho de que un espacio topoldgico sea simplemente conexo, quiere
decir que todo lazo puede deformarse de manera continua hasta convertirse en un punto. A
efectos préacticos, que un espacio sea simplemente conexo quiere decir que no tiene agujeros
(v asi es como lo utilizaremos en el estudio de la teorfa de Ginzburg-Landau). Un ejemplo de
espacio simplemente conexo es R? para todo p € N, pues cualquier lazo en RP se puede deformar
de manera continua en un punto. Por el contrario R?\{0} no es simplemente conexo, ya que
cualquier lazo con base en, por ejemplo, (1,0) que de una vuelta alrededor del origen no puede
deformarse en un punto de manera continua, pues cualquier intento de deformarlo choca con
el agujero que hay en el origen. Otro espacio no simplemente conexo es S', para el que se
puede probar que 71(S') = Z, donde el simbolo 2 significa que son isomorfos, pero se debe
interpretar como que ambos grupos en esencia son el mismo. Intuitivamente, lo anterior quiere
decir que todo camino en la circunferencia es, salvo deformacion, un camino circular que dara
una o varias vueltas alrededor del origen en uno u otro sentido, y las clases de homotopia quedan
determinadas una vez se especifica el namero de vueltas que ha dado el camino, y su sentido, lo
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1.2. EL VACIO Y LA RUPTURA ESPONTANEA DE SIMETRIA 1

cual puede a su vez especificarse mediante un niimero entero. Una construccién més detallada
de este concepto puede verse en [26, Cap. 9].

1.3 Ejemplo. Consideremos el caso concreto que S'. Una aplicacién f : S! — S! puede verse
como una aplicacién f : [0,27] — R tal que f(27) — f(0) = 27wk (esta condicién es necesaria para
la continuidad). El valor de k correspondiente se llama winding number o indice de f. Nos da el
nimero de veces que f da vueltas a S' cuando 6 recorre [0, 271]. Aunque esto no es argumento
completamente riguroso, como se trata de un entero, no puede cambiar de manera continua al
deformar f de manera continua. Se concluye asi que k caracteriza toda la clase de homotopia
de f,y que m(S!) = Z.

1.2. El vacio y la ruptura espontanea de simetria

Desarrollamos esta primera seccién en el contexto de la teoria de campos. Por no perder
generalidad, si que vamos a considerar en esta seccion el espacio-tiempo de Minkowski asociado
a un espacio k-dimensional, R x R¥ con su métrica asociada 1 := diag(1,—1,...,—1). Los puntos
del espacio-tiempo se denotaran mediante z := (¢,2) € R x R¥. Tomamos unidades en las que
¢ = h = 1 salvo que se indique lo contrario, y denotamos 0, := %,O < p < k. Un campo
es una aplicacién ¥ : R x R¥ — R” (o0 C") y puede entenderse como la representacién de una
cantidad infinita y continua de grados de libertad. En este contexto, se trabaja con densidades
lagrangianas, que se denotan L, y que suponemos que dependen de ¥ y de sus derivadas de

manera polinomial y sin términos mayores que cuadréticos.

Definiendo la accién para un caso general con n campos S[)] := ttf dt [, d*xL(y, 001, Vi)
y aplicando el principio de accién estacionaria, se obtienen las ecuaciones de los campos:

oL oL oL oL oL
% () * (orwm) ~9m =0 % (o) T =0 1<i<n 0

donde ambas ecuaciones son la misma pero en la segunda expresién simplemente se ha utilizado
notacién relativista.

Consideremos una densidad lagrangiana £ que depende de m campos que agrupamos en
un vector ¢ = (31,...%,)T, y con un potencial U : R® — R (de manera que en la densidad
lagrangiana aparece U(1))). Suponemos que U estd acotado inferiormente (lo cual es importante
para obtener campos sin singularidades al resolver las ecuaciones 1.1), suponemos que alcanza
su minimo, y que dicho minimo es 0.

1.4 Definicién. En las condiciones anteriores, supongamos que U alcanza su minimo en una
subvariedad V C R”. Llamamos a V variedad de vacio de la teoria. Si los campos estan definidos
en cierto D C R¥, y toman valores en V (esto es (¢, D) C V para todo instante), entonces
decimos que v es la configuracion de vacio.

En la definicién anterior, la palabra subvariedad es un tecnicismo matemadtico que se debe
entender como la generalizacién a varias dimensiones del concepto de superficie en R3.

Supongamos ahora que £ tiene una simetria continua que representamos mediante la accién
de un grupo de Lie, G. Matematicamente, la existencia de esta simetria continua quiere decir
que todas las configuraciones que estdn en una misma 6rbita de G tienen la misma energia (si G
actia sobre un conjunto X, la érbita de un elemento z € X es el conjunto Gz := {g-z : g € G}).
Por ejemplo, si L tiene simetria SO(3), entonces es invariante bajo rotaciones de los campos,
y la érbita de una configuracién de campos ¥ es el conjunto de todas las posibles rotaciones
actuando sobre 1.
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1 1.3. TEORIAS GAUGE

1.5 Definiciéon. Supongamos que £ tiene una simetria continua descrita por un grupo G, y que
el minimo de la energia se alcanza en una sola 6rbita de G. Si la érbita es un conjunto con un
solo elemento, entonces decimos que la simetria no se rompe en el vacio. En caso contrario, el
vacio no esta determinado de manera univoca, y se produce una eleccion aleatoria de uno de los
puntos de la érbita. Decimos que hay una ruptura espontdnea de simetria.

Como ejemplo, si consideramos que L tiene simetria SO(n), y el potencial U(v) := (¢ +
Yir)? — % para ¢ > 0, entonces el minimo se produce para ¢ = 0 y no hay ruptura de simetria.
Para el potencial U(t) = (¢ — y3);)? el vacio es la eleccién de un campo 1 en el que v; = §;j1/c
para cierto 1 < j < n. En general, todos los elementos de SO(n)vy producen energia nula.

1.3. Teorias gauge

Una teoria de gauge es aquella en que hay una simetria descrita por un grupo de Lie G que
actia de manera local, esto es, independientemente en cada punto del espacio-tiempo. Configu-
raciones de los campos que difieren solamente en una transformacion de gauge se deben entender
como iguales a nivel fisico, y diremos que son equivalentes gauge. Como ejemplo sencillo, pode-
mos considerar una teorfa de gauge basada en G = U(1) = S' C C, que es abeliano. Es por ello
que esta teoria se llama teoria de gauge abeliana. Consideremos una teoria con un solo campo
escalar complejo ¥ (cuyo conjugado se denota ¥*), y la densidad lagrangiana siguiente

£= 50070~ U(lu).

Claramente, £ es invariante bajo la simetria global 1) — e‘®¢. Ahora bien, si consideramos una
accion local de G, entonces la fase a es una funcién del punto del espacio-tiempo. U sigue siendo
invariante bajo esta transformacién, pero el término 9,1*9"1 ya no lo es. Para remediar este
problema, se introduce el potencial electromagnético (Ap, A). Se postula que si se realiza una
transformacién de gauge () +— '@ (x), el potencial se transforma segin A, + A, + J .
Se define entonces la derivada covariante de ¥ como

Dy = 0 — 1A,

Observemos que en ese caso D, se transforma como 1 (de forma covariante)
D,y — ﬁu(eiaw) — (A, + 8ua)ei°‘w :W—I— e ) — ieiO‘Auw —W: eiO‘Dlﬂ/).

Puesto que (D ¥)* = (9,9)* + iA,1*, se concluye de lo anterior que (D, ¥)* — e "D, "
Del mismo modo, D) = 0"p — iAM1), que transforma segin D +— e'“DHp. Con esto, el
término D" D tiene invarianza de gauge local. El campo electromagnético se introduce en
el Lagrangiano mediante el tensor electromagnético F},,, que es invariante bajo transformaciones
de gauge. Asi, podemos construir una densidad lagrangiana con simetria local U(1) e invariante
Lorentz como sigue .
4
Separando en la densidad anterior los términos que involucran partes “temporales” (los que
contienen dy y Ag) y observando que E = —0yA — V Ay (luego E; = Fy;) y que las componentes
de B son Fj; se obtiene:

L=~ 1P + (D) Dy — U( ).

1 o1
P [ (§RiF+ 0wy Db+ V(P ) e

F se llama energia de Ginzburg-Landau. Esta energia es la misma que se utilizard en el siguiente
capitulo, aunque se expresaréd de una forma algo diferente. De hecho, en el capitulo siguiente, se
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1.4. VORTICES 1

obtendra esta misma expresién para el caso particular de la densidad de pares de Cooper en un
superconductor, pero no partiendo de una densidad lagrangiana, sino de la teoria termodinami-
ca de cambio de fase de Landau. En cualquier caso, en el siguiente capitulo también es posible
utilizar una densidad lagrangiana, tal y como se muestra en [30, Cap. 1].

1.4. Vortices

Un soliton para una teoria de campos descrita por una densidad Lagrangiana £ es una so-
lucién diferenciable de las ecuaciones de movimiento asociadas a la densidad, que es estable,
localizada, y que da lugar a una energia total finita. Ademads, topolégicamente hablando, los
solitones se caracterizan porque son soluciones no homotépicamente equivalentes al vacio, tal y
como lo hemos definido antes. Es decir, son soluciones que no se pueden deformar de manera
continua en la solucién del vacio.

Los conceptos relativos al grupo fundamental que se han introducido al principio del capitulo
pueden resultar utiles para saber si una teoria de campos concreta admite o no soluciones en
forma de solitén, y en su caso, clasificarlos segin las simetrias que pudieran tener. Comencemos
considerando teorfas de campos en R?, con una energia E[¥], que se obtiene integrando cierta
densidad de energia que depende de los campos, y que tiene un término potencial U(¥). Se su-
pone ademds que dicha densidad tiende a 0 rapidamente cuando ||z|| — co. Si V es la variedad
de vacio de la teoria, entonces ¥ debe tomar valores en V cuando ||z|| — oo. Vamos a suponer
que para cada direccién fija en R?, que identificamos con S9!, los campos toman un valor limite
cuando ||z|| — oo. Esto permite definir una aplicacién de S~! en V, que asigna a cada direc-
cion el valor de dicho limite. Decimos entonces que podemos definir una aplicacién en la esfera
del infinito: ¥*° : SI1 — V. Consideremos el caso d = 2. TEn ese caso, toda la informacién
necesaria para clasificar la solucién estd contenida en ¥, que define un elemento de (V).
Ademds, SL se identifica simplemente con la circunferencia en el plano, > define un elemen-
to del grupo fundamental, 71()). Esto tltimo se sigue de que dar una aplicacién continua de I
en un espacio tal que f(0) = f(1) es lo mismo que dar una aplicacién de S! en ese mismo espacio.

1.6 Definicién. Un wvdrtice es un solitén en R? cuya variedad de vacio tiene grupo fundamental
m1 (V) = Z y tal que su forma limite en la esfera del infinito tiene indice N = 1. Un antivortice
se define igual, pero con indice N = —1. Las soluciones con |N| > 1 se llaman multivortices.

Por el momento, no vamos a entrar a dar una descripcion del significado fisico que tiene un
vortice, pues depende del contexto en que aparezca. En nuestro caso, los vortices apareceran
de manera natural cuando estudiemos los superconductores de tipo II en el capitulo siguiente,
y ahi daremos una interpretacién fisica clara de lo que representan. Ademds, nosotros vamos a
trabajar en R3, pues necesitamos trabajar con campos magnéticos en el espacio. Atn asf, vamos
a seguir llamando vértices a soluciones de las ecuaciones de los campos que cumplan las propie-
dades anteriores. Por otro lado, cuando trabajemos con superconductores reales, estos nunca van
a ser finitos. La condicién de que en oo los campos deben tomar valores en la variedad de vacio
va a interpretarse como que infinito es suficientemente lejos de los bordes del superconductor.

12 m



Capitulo 2

Teoria de Ginzburg Landau y
SQUIDs

Si bien el objetivo de este trabajo es el estudio de los superconductores no convenciona-
les, vamos a comenzar introduciendo las ideas basicas de la teoria de Ginzburg-Landau en el
contexto de los superconductores convencionales de baja temperatura. Estos superconductores
pueden estudiarse, como ya hemos comentado, a partir de la teoria microscépica BCS. De ma-
nera muy resumida, esta teoria muestra que, en los materiales superconductores, dos electrones
interactian dando lugar a un estado ligado, formando lo que se denomina un par de Cooper.
Estos pares de Cooper son portadores de carga que dan lugar a la superconduccion. Mas detalles
pueden encontrarse en [34, Cap. 3] y [23, Cap. 8]. El modelo que vamos a estudiar es un modelo
fenomenologico, llamado modelo de Ginzburg-Landau. Este modelo esta estrechamente relacio-
nado con la teoria de las transiciones de fase desarrollada por Lev Landau en términos de un
parametro de orden, que cambia de valor cuando se produce un cambio de fase termodinamico.
En nuestro caso, estudiamos el cambio de fase conductor-superconductor. A lo largo de todo el
texto, nos referiremos a la fase que no es superconductora como fase normal. También vamos
a introducir la teoria de London de la superconductividad, pues serd relevante en el estudio
del campo magnético en el interior de los superconductores. A lo largo de todo el capitulo, e
denota la carga del electrén con su signo, es decir, e = —1.602-107!? C (seguimos la convencién
adoptada en [34]). Esto no es demasiado importante, pues en la mayoria de expresiones la carga
del electrén entra elevada al cuadrado.

2.1. La teoria de London

Una de las propiedades de los superconductores es el diamagnetismo perfecto, es decir, el
campo magnético en el interior de un superconductor siempre es nulo. Merece la pena destacar
que el hecho de que los superconductores presenten resistencia nula, permite explicar que el
campo no penetre en ellos, pero no permite explicar otro fenémeno experimental: si se introduce
un material superconductor que se encuentra por encima de su temperatura critica en una regién
con campo magnético, y se enfria el material por debajo de T, el material expulsa el campo
magnético de su interior. Este fenémeno se conoce como efecto Meissner, y una descripcion del
mismo estd dado por la segunda ecuacién de London

V’B = —%23.
L
Llamamos a A\, = y/m/puonse? longitud de penetracion de London, un pardmetro con dimensio-
nes de longitud, que suele ser del orden de nm. ngs denota la densidad de electrones supercon-
ductores (que es el doble de la densidad de pares de Cooper que introduciremos en la seccién
siguiente). Para el caso unidimensional, las soluciones de esta ecuacién en el interior de un su-
perconductor son proporcionales a e~*2% donde x es la distancia al interior del superconductor.
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2.1. LA TEORIA DE LONDON 2

Extrapolando esta idea al caso general, observamos que en un material superconductor, el campo
magnético solo puede penetrar en una pequena regién de espesor Ay en el superconductor, lo
cual justifica el nombre elegido para el pardmetro. Esta ecuaciéon no es una ecuacién de movi-
miento de las obtenidas a partir del funcional de GL (esto es importante tenerlo en cuenta para
las secciones siguientes). Podemos dar una derivacién de esta expresién tal y como la dieron
los hermanos London (que estd basada en [32, Cap. 26]). Para ello, partiendo de la observacién
experimental del efecto Meissner, supusieron que, en los superconductores, ademés de existir
electrones usuales, existian electrones superconductores, de masa m*, carga e*, y densidad nj.
En el momento en que se propuso esta hipdtesis, no se sabia de la existencia de los pares de
Cooper, que resultaron ser, en un andlisis un tanto simplista, los electrones superconductores
buscados. El desarrollo que vamos a ver no es perfectamente riguroso, en el sentido de que llega-
do un momento, los hermanos London tuvieron que hacer una suposicién a priori no justificada.
Esto se debe a que las ecuaciones de London no pueden obtenerse de manera rigurosa de las
ecuaciones de Maxwell y razonamientos clasicos. Fue necesaria la introduccion de la teoria BCS
para dar una justificacién sélida a esta ecuacion. En cualquier caso, trabajando bajo la hipdtesis
de que estos electrones no experimentan resistencia, su densidad de corriente se puede expresar
como J = e*njvs donde vs denota su velocidad. Suponiendo que no hay resistencia, se puede
plantear la ecuacién de Newton

dvg . dJ  nie?
* —c'E= - = _5_E. 2.1
w T T R T T (21)
Ahora bien, de las ecuaciones de Maxwell, sabemos también que V x E = —9,B. Tomando

rotacionales en (2.1), y sustituyendo, se obtiene

d m* 0B d nte*?
— [ —— J)=—=— J S B =0
dt <n§e*2v . > ot di (V O )

Aqui es donde es necesario hacer una suposiciéon no del todo justificada: los hermanos London
supusieron que el término entre paréntesis no solo era constante en el tiempo, sino directamente
nulo. Esto es, V x J = —nie”?/m~B. Puesto que, suponiendo campos eléctricos constantes, la
ley de Ampere-Maxwell toma la forma siguiente V x B = puod, sustituyendo, y notando que
V -B =0, se tiene

m*

Vx(VxB)=V’B-V-B=—-———
€ Nglho

Teniendo en cuenta que si se da a los “electrones superconductores” los pardmetros correspon-
dientes a dos electrones, es decir, e* = 2e,m* = 2m, y se tiene en cuenta que ng = 2n}, se
obtiene en el miembro derecho )\Z2B, que es la ecuacién de London, tal y como la habiamos
enunciado antes. Algo parecido ocurre con la corriente en el cuerpo de los superconductores, que
también responde a una ecuacién similar

1
VA J—
A2

Esta ecuacion se obtiene sin més que tomar rotacionales a ambos lados de la igualdad V x J =
—”:e*z/m*Bi

* %2 * k2
Vx (VxJ) =V -V J=-"" VxB=-"20J
m m” o

y observando que V -J = 0, pues en una situacion estacionaria siempre se supone que no se
acumulan cargas (se utiliza la ecuacién de continuidad V - J + 0yp = 0, siendo p la densidad
volumétrica de carga).

La aparicion de corrientes esta estrechamente ligada con el efecto Meissner. En efecto, el
campo magnético B se anula en el interior de un superconductor gracias a la aparicién de
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2 2.2. LA TEORIA DE LANDAU DE LOS CAMBIOS DE FASE

corrientes apantalladoras (screening currents en inglés) que producen un campo magnético en
el interior de la muestra opuesto al externo, de manera que la superposicién de ambos es nula.
De acuerdo con la ecuacion anterior, estas corrientes fluyen en la superficie del superconductor,
en una regién de espesor A\r. Ademads, hay un gauge particular, llamado gauge de London, que
se obtiene imponiendo V - A = 0 en el cuerpo del superconductor y A - n = 0 en su superficie
(matemdaticamente hablando, en el borde del conjunto). Esta eleccién de gauge conduce a una
ecuacién analoga para el potencial A:

1
VA = A
L
Las condiciones anteriores definen un gauge univocamente cuando el superconductor es simple-
mente conexo, es decir, cuando no tiene agujeros.

Cabe estacar que, en realidad, la longitud de penetracién depende de la temperatura, y se
puede denotar A(7). Es comun en la literatura denotar por Az, el valor A(0), y la dependencia
de X con la temperatura puede aproximarse por A(T) ~ Ar(1 — (T/T.)*)~1/2.

2.2. La teoria de Landau de los cambios de fase

En 1937, Lev Landau introdujo esta teoria buscando una manera de modelizar las transicio-
nes de fase continuas [22]. Una transicién de fase continua o de segundo orden aparece cuando
un nuevo estado de menor simetria (habitualmente llamado ordenado) emerge de manera con-
tinua a partir de un estado de mayor simetria (habitualmente llamado desordenado) cuando se
reduce la temperatura por debajo de cierto valor critico, T,. Se habla entonces de una ruptura
de simetria. Esta pérdida de simetria se modeliza utilizando un pardmetro de orden, que de-
notaremos 1, es decir, un parametro fenomenolégico que se elige de manera especifica en cada
situacién, y que, en equilibrio, se anula por encima de T, (en la fase ordenada), y toma un valor
no nulo por debajo de T, (en la fase desordenada). La teoria de Landau se basa entonces en la
suposicion de que el potencial de Helmholtz, F, que es minimo en el equilibrio, es una funcién
analitica de dicho pardmetro de orden, al menos cerca de la temperatura critica. De este modo,
puede desarrollarse en serie de Taylor F (¢, T) = 2  Fo(T)¥™ [29]. En la mayor parte de los
casos, se considera el desarrollo solamente hasta orden 4. Por encima de la temperatura critica,
el pardmetro de orden que minimiza F' es ¢ = 0, y por debajo, sera un valor concreto, diferente
para cada situacién. En algunos casos, el pardmetro de orden v no toma un valor inico en todo
el sistema, sino que es una funcién que depende del espacio, ¥ (x). En esos casos se considera la
densidad de energia libre F', y que ahora es un funcional de ¢(x) [17]. Esto es precisamente lo
que sucede en el caso de la transicién conductor-superconductor que nos ocupa. Merece la pena
destacar que el hecho de utilizar un formalismo de origen termodindmico como es la teoria de
Landau para el estudio de los superconductores, se fundamenta en el hecho de que la transicién
conductor-superconductor verdaderamente es una transicién de fase perfectamente reversible,
es decir, el estado superconductor es una fase en el sentido termodindmico. En cualquier caso, el
estado superconductor es de origen cuantico, y como tal, puede verse como un estado cuantico
macroscopico [5]. Esta eleccién de un pardmetro de orden que es a la vez una funcién, surgié de
la intuicién fisica de Ginzburg y Landau, que intuyeron que el pardmetro de orden debia repre-
sentar algin tipo de funcién de onda de electrones superconductores. La teoria asi definida se
llama teoria de Ginzburg-Landau. Aunque nosotros mantendremos la notacién v para referirnos
al pardametro de orden, es también comin encontrar el simbolo A en la literatura, especialmente
cuando se relaciona con la teoria BCS [6].

Ginzburg y Landau, introdujeron como parametro de orden una pseudofuncién de onda
compleja, 1 (x), tal que |[t(x)|? = n¥(z) es la densidad local de pares de Cooper, es decir, de
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2.2. LA TEORIA DE LANDAU DE LOS CAMBIOS DE FASE 2

particulas superconductoras. F' ahora puede depender no solamente de v, sino también de sus
derivadas V), y en caso de haber un campo magnético externo, también del potencial A. Se
postula entonces que si 1 es pequeno, y su variacién en el espacio es lenta, entonces la densidad
del potencial de Helmholtz se puede expandir del siguiente modo

. o 2 (VXA)Z
2m*|( ihV — e*A) | —1—72“0 )

F(b,A) = Fao(T) + ol + Dl + (22)

En la siguiente seccién se muestra escrita en términos de las derivadas covariantes (ecuacién

(2.4)).

Hagamos algunas observaciones iniciales. En primer lugar, tiene perfecto sentido considerar 1
como parametro de orden, pues por encima de la temperatura critica, no hay superconductividad,
y por tanto, la densidad de pares de Cooper es nula. El valor F,g representa aqui el potencial de
Helmholtz en la fase normal (no superconductora) cuando el campo aplicado es nulo. Por otro
lado, m* y e* son pardmetros del modelo, y suelen elegirse e* = 2e y m* = 2m (siendo m y e la
masa y carga del electrén respectivamente). Ginzburg y Landau sugirieron que el término iAV1)
estaba relacionado con la energia cinética de los pares, y en particular con el momento lineal
(que recordemos, en mecénica cudntica se representa como —ihV). Esto les llevé a considerar
que en el caso de haber un campo magnético descrito por un potencial A, debian incluir un
término —iAV — e*A (esto es, efectuar minimal coupling). Esto tiene sentido, pues al final |1|?
es la densidad de pares de Cooper, que son estados ligados de dos electrones. Ademads, puesto
que v es una funcién compleja, podremos escribir ¢ = |1)|e’? para cierta funcién ¢(z). Teniendo
esto en cuenta, puede verse que (2.2) es invariante bajo la transformacién de gauge

p(x) = () + az) Au(x) = Au(z) + (h/2e) - Gpa(). (2.3)

Obsérvese que la primera transformacién equivale a 1h(x) — '*®)q) (). Salvo constantes debidas
a las unidades, esta es la transformacion de las teorias de gauge abelianas que veiamos en el
primer capitulo. El tinico término que no es obviamente invariante bajo esta transformacién es
el cuarto sumando de (2.2). Para ver que efectivamente lo es, se puede desarrollar (no incluimos
los detalles, son manipulaciones algebraicas sencillas) hasta obtener la expresién siguiente

1
2m*

[fﬂ(vyw\)? + (Vg — 2¢A)? IW]

y aqui es el segundo sumando el tnico que no es evidentemente invariante gauge. Ahora bien,
sin méas que desarrollar

2
(Ve — 2eA)* — (th& + hVa — 2eA — 2e - iVoz) = (V¢ — 2eA)?.

En particular, tomando a como una constante, se puede fijar un valor concreto y arbitrario de
la fase en un punto al fijar el gauge. Nos centramos ahora en el estudio de los parametros a(T") y
B(T), que en principio dependen de la temperatura tinicamente. Consideremos el caso en que no
hay campos externos, de modo que puede fijarse A = 0. Entonces F = Fy,0 + a|y|> + 3/2 - [¢|*.
Por construccién de F', en el equilibrio debe tomar su valor minimo (ver [29, Cap. 8]). Si § < 0,
entonces I’ no estd acotada inferiormente, por ello no tiene minimos absolutos, de modo que
B > 0, y en primera aproximacién, se toma como constante. Respecto al valor de «, para
estudiarlo se calculan los extremos relativos de F'. Derivando respecto de |¢| de la manera usual,

oF —a

oo = 2009 + 281 =0 = [¢[ =0y |9 = —-.

Y| 8
Cuando a > 0, 1| = 0 es un minimo, y la otra solucién implicarfa |¢)|> < 0, lo cual directamente
no puede ocurrir porque || es el médulo de un nimero complejo. Cuando a < 0, [¢p| = 0 es
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2 2.2. LA TEORIA DE LANDAU DE LOS CAMBIOS DE FASE

un méximo, y |1|> = —a/B define un minimo. En este segundo caso, si se dibuja el potencial
en el plano complejo, se obtiene el potencial de sombrero mezxicano (ver figura 2.1), y toda
una circunferencia corresponde a un minimo. En términos de lo expuesto el capitulo anterior,
si en lugar de hablar de una densidad lagrangiana, hablamos de una densidad de potencial de
Helmholtz, F', podemos decir que S' (vista dentro de C) es la variedad de vacio de la teorfa,
y que cualquier campo con médulo constante e igual a |i)| = \/—a/[ es una configuracién de
vacio. En particular, el vacio no estd determinado de manera tnica, pues cualquier solucién con
el médulo anterior es una soluciéon de vacio. Este es uno de los casos en que decimos que hay
ruptura esponténea de simetria. Ademads, aqui no le hemos pedido ninguna propiedad topoldgi-
ca al superconductor atin. Eso quiere decir que, las soluciones de las ecuaciones diferenciales de
movimiento que vamos a derivar de un principio de accién estacionaria en la seccién siguiente
van a ser solitones, y como su variedad de vacio es S', podran ser vértices.

En cualquier caso, el signo de « tiene que cambiar
en T, para que |¢| verdaderamente sea un pardmetro
de orden, pues recordemos que para 1T > T, el siste-
ma se encuentra en fase normal. Es por ello que, cer-
ca de T, se puede aproximar o = a(T — T.). Es-
ta solucién particular proporciona la densidad de pa-
res de Cooper que hay en el material cuando esta
en estado superconductor en ausencia de campos exter-
nos: —a(7T)/B(T"). Obsérvese que dicha densidad depen-
de de la temperatura. Cabe destacar que la teoria GL
no proporciona ninguna forma de calcular los pardme-
tros a y [, y estos deben obtenerse o bien experi- Figura 2.1: Potencial sombrero
mentalmente, o bien a partir de la teorfa microscépi- mexicano. Imagen graficada con
ca. Geogebra.

Analicemos con detalle la expresién de la energia libre. Podemos escribirla como

1
2m*

(V x A)?

P(T,) = U () + -

RV D)2 + (1 - 2¢A) [f2] +

donde el primer sumando es un potencial (concretamente el potencial de la figura 2.1, U(|¢|?) =
Foo + alh]? + B[4, y el dltimo, la energfa asociada al campo magnético. El segundo sumando
tiene a su vez dos sumandos. El primer término es la energia asociada a los gradientes en la
distribucién de pares de Cooper. El segundo sumando es una densidad de energia cinética.
En efecto, dicha densidad se puede escribir como n*(1/2 - m*v?) donde vy denota la velocidad
promedio de un par. Observando que el momento candnico conjugado de una particula en un
campo magnético es p = mv + e*A, se sigue que

(p— e"‘A)2 = 1 (hVp — e"‘A)2

* * 1 *
2= V) = e

2°° 2m

2m*

de modo que realmente ese término es una densidad de energia cinética.

2.2.1. Las ecuaciones diferenciales de Ginzburg-Landau

En primer lugar, utilizando notacién covariante, D, = h0,, —ie*A,, y la densidad de energia
libre de Ginzburg-Landau se puede escribir como

F = UWw") + 5 (D) Dy - (P F). (24)

m*
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2.2. LA TEORIA DE LANDAU DE LOS CAMBIOS DE FASE 2

La energfa libre total (del sistema superconductor y entorno) es F[T, ¢, A] = [p5 F(T,%, A)d3z
Puesto que en el equilibrio F' debe ser minimo, tiene sentido obtener ecuaciones para el campo
aplicando el método variacional a este funcional.

2.1 Proposicion. Las ecuaciones de GL, obtenidas al aplicar el principio variacional a F', son:

1
o) + Bl b =0 0 5 (—ilV = e*A)2 =0, (2.5)
% = B (@) — 7 (Bk)) — S
Mo Py k k e ks
que escrito en forma vectorial se transforma en

e*h , . e 1
= (VY — 9V — gyt A = —V x B. (2.6)

Ko

Demostracion. La demostracién que vamos a incluir es una versién simplificada de [7], donde
se puede encontrar una discusién muy detallada, asi como una justificacién de todos los pa-
SOS. Denotemos Q al superconductor y 09 a su borde (es decir, la superficie que lo limita).
Sea F[¢,A] := fR3 Aldx. Se considera la integral a todo el espacio, pues la energia libre
Contendra en pr1n01p10 termmos de la energia del campo magnético también fuera del super-
conductor. Las ecuaciones se obtienen imponiendo que las variaciones de F al variar ¢, ¥* (que
se toman como independientes) y A sean nulas. Es decir, 0F = 0. La diferencia con el pro-
cedimiento usual de aplicacién del principio variacional que permite, por ejemplo, obtener las
ecuaciones de Euler-Lagrange a partir de la accién, es que aqui en general no sera cierto que 01
y 01* se anulen en 0f2. La condicién frontera que se impone es 1o+ (—ihV — e*A)1|pn = 0 donde
7 es el vector normal exterior a 2. Teniendo esto en cuenta, imponiendo variaciones respecto
de ¥*, se obtiene (la integral aqui se toma sobre Q2 porque ¢ y ¥* se anulan fuera):

o

= / apdy* + Blo Pyt dia +y§ %w* (—ihVy — e*Ayp) dS
Q a0 2m

2;* (—ihV) — e*AD) - (—ihV o™ — e*Ady™) | dx

i&p* (—ihV — e*A)? ¢ d*x

Q 2m

donde se ha integrado por partes el término en Vd1*. De la condicién de borde, la integral de
superficie se anula, mientras que imponiendo que las variaciones d1* sean arbitrarias, se obtiene
la primera ecuacién. En rigor, habria que hacer lo mismo variando 1, pero se obtiene la conju-
gada compleja de la ecuacion anterior.

Se consideran ahora variaciones respecto de A. Esto puede resultar probleméatico, pues en
principio A no es una variable interna del sistema que se pueda variar sin restricciones. En
cualquier caso, cuando no se conecta el superconductor a corrientes externas, si que es cierto
que las variaciones de A llevan a 6F = 0 (ver [7]). Con esto

(VxA) (VxJ§A) 1

6F = + §[(—ihV) — e*AY) - (iIhVY* — e* Ay*)] Pz
R3 2p0 2m*
A)- 0A) | .c"hoA *25A
- [ AL OO R v 0w+ SR A
R3 Ko m*

e* *2
:/ oA [ f (=YVY* + V) + v XB ¢ |¢]2A] d3:13+/ ——V (B x 0A)d*x
R3 2m 240 T RS 2o
el dltimo término se sigue de la identidad vectorial V- (F x G) = G- (VxF) -F - (V x G)
aplicada a F =V x A = B y G = JA. Aplicando el teorema de la divergencia, y suponiendo
que el integrando decrece suficientemente rapido, el segundo término se anula. Igualando a 0 el
término que multiplica a JA en la segunda ecuacién, se obtiene la ecuacién buscada. ]
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2 2.2. LA TEORIA DE LANDAU DE LOS CAMBIOS DE FASE

2.2 Observacion. Hagamos algunas observaciones relativas a las ecuaciones anteriores.

1. La ecuacién (2.5) es casi igual a la de Schrodinger, con autovalor —a, salvo por el término
cuadratico.

2. La ecuacién (2.6), define una corriente cuya forma es la de una corriente de probabilidad
usual en mecanica cuantica para una particula de masa m*, carga e* y funciéon de densidad
de probabilidad 1 (x). Ademds, esta corriente es de hecho la corriente de Noether que se
corresponde con la simetria global U(1) de la densidad de energia de Ginzburg-Landau. En
efecto, el grupo de Lie U(1) acttia sobre el conjunto de campos mediante la transformacién
¥ — %9, que es una simetria de (2.2). Esta simetria tiene asociada la corriente Noether

siguiente
oF d ; oF d ; 1he* e*h
(L - 0 e v =i % Tk . xy & 10 * A
J 8(6}[1#) d@ 9—0 € w—i_ 8(8“#*) d9 —0 € 1/} 2m* (w (auw) 1/}<8M¢) ) m* ww 73]

que coincide con la corriente anterior salvo un factor e* /A, que no afecta a su conservacion.

3. De acuerdo con la interpretacion de |¢|? como densidad de pares de Cooper, esta corriente
es una corriente en el sentido usual de la palabra, es decir, refleja el movimiento de cargas
en el superconductor, y en particular, se trata de una cantidad que se puede medir, y
por consiguiente, tiene que ser invariante gauge. Esta corriente suele denominarse super-
corriente. Esto es relevante, pues permite obtener la manera en que al hacer un cambio
de gauge sobre el potencial electromagnético debe variar la fase compleja ¢. Para verlo,
desarrollando la expresién de J se obtiene

e'h —i i . i i —i . —i e*?
I=5- ([le™ - (V[gle? +iVelple?) — [¢]er? - (V]|e ™ — iVip|ple 7)) — %WIZA
e*h ' 9 6*2 9 6* 9 .
= —— (2iVe[Y]* + [Y|IVIY] — [¢|V[Y]) — —<[Y°A = —[9]? ("W — " A)
2m m m

(2.7)

En particular, esta expresiéon proporciona una corriente fisica que se puede medir, luego
debe ser invariante gauge. Esto es consistente con las transformaciones A, — A,+h/e*0,q,
v ¢ — p+ . De aqui se sigue que la fase no puede ser una cantidad directamente medible,
pues no es invariante gauge.

4. Esto justifica la eleccién de solamente las potencias pares de |1| en (2.2). Més concreta-
mente, en principio F' se podria expandir en serie de Taylor en términos de Re(v) e Im(v)),
o equivalentemente, de ¢ y 9*. Ahora bien, la energia libre no debe depender del gauge
elegido, y hemos visto que al cambiar de gauge, se modifica la fase. Es por ello que los
términos incompatibles con la invarianza gauge deben rechazarse, y no aparecen términos
de 6rdenes 1 o 3, o términos del tipo ¥*1*. Ademds, no se anaden més términos, pues las
correcciones debidas a estos comienzan a ser despreciables [6].

Consideremos ademas el resultado siguiente.

2.3 Proposicion. Sien un superconductor simplemente conexo se considera el gauge de London,
entonces ¢ es constante.

Demostracion. La suposicion de que el superconductor sea simplemente conexo se utiliza para
que el gauge de London esté bien definido. Por otro lado, en condiciones generales, la densidad
de carga serd uniforme y constante en el cuerpo del superconductor. La justificacién es que en
la red atémica hay una distribucién uniforme de iones positivos, que son los que han cedido
electrones al material. Si los electrones no estuvieran distribuidos de manera uniforme, habria
una distribucién no uniforme de carga, y por consiguiente un campo eléctrico que llevaria a
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los electrones a distribuirse uniformemente [10, Cap. 21]. En resumen, se puede suponer que
ni(x,t) = |1(x,t)| es constante. Como ademads ns y J representan cargas y corrientes usuales,
debe cumplirse la ecuacién de continuidad, luego utilizando la expresién (2.7)

ong(x,t)

0= ot

— V- I= - |g> (V- Ve —e'V - A).

m
Por la eleccién de gauge, V- A = 0, luego V - Vo = V2¢ = 0. Esto implica que V¢ = 0 en el
superconductor (utilizando la descomposicién de Helmholtz, ver [14, Apéndice B]). Se concluye
asi que ¢ es constante. O

En particular, eligiendo este gauge, se puede expresar la supercorriente como J = —e*2/m* -
[9|? - A (expresién que claramente no es invariante gauge). Asi, siempre que se considere un
superconductor sin agujeros, se puede tomar una fase constante.

2.2.2. Validez de la teoria de Ginzburg-Landau

En muchos superconductores, la electrodindmica es no local. A grandes rasgos, esto quiere
decir que la supercorriente en un punto no depende solamente de A en ese punto (en el gauge de
London), sino que depende del promedio espacial de A multiplicado por un factor exponencial.

I=- m (47750 /// : _|ww— sc’\4(w,) (- wl)e_‘mg:ll dSm,) (28)

&o denota la distancia promedio entre dos pares de Cooper, y si £ denota el camino libre medio
de los electrones, entonces &, 1y & L— g1, &p se denomina longitud de coherencia de Pippard.
Todas estas magnitudes dependen del superconductor estudiado. La justificacion de que deba
promediarse el valor de A en toda una regién, es que la conduccion se produce gracias a pares
de electrones ligados, pero a cierta distancia unos de otros. Sienten por tanto valores distintos
de A. La expresién (2.8) es la expresion general para superconductores con impurezas (llamados
superconductores sucios). Para los que son puros, la misma expresién es valida, pero tomando
&p = &o. Para mds detalles, ver [23, Cap. 2].

En cualquier caso, lo méas relevante es que la teoria de Ginzburg-Landau es valida sola-
mente cerca de T, y para superconductores con A(T') > &y si son puros, y A(T) > &, si son
sucios. Aun con estas restricciones, muchos casos importantes, como los superconductores de
alta temperatura pueden describirse mediante la teoria de Ginzburg-Landau [34]. En particu-
lar, los superconductores de tipo II, que son los que resultan de interés para nuestro estudio,
pueden describirse sin necesidad de recurrir a la teoria no local, estudiando la penetracién del
campo magnético a partir de la teoria de London. Detallaremos algo mas la clasificacién de los
superconductores en tipos I y II en la seccion siguiente.

Destaquemos de nuevo que esta teoria es completamente fenomenoldgica, en el sentido de que
se trata de una teoria que no busca, y no puede proporcionar una explicacion microscopica del
fenémeno de la superconductividad, como si que hace la teoria BCS. Simplemente toma como
punto de partida el hecho de que el parametro de orden es una funcién compleja, y a partir de
esta hipédtesis, describe las propiedades fisicas de los superconductores. En cualquier caso, es una
teoria de gran utilidad, pues nos va a permitir deducir de manera tedrica, a partir de las premisas
sencillas bajo las que la hemos construido, una gran variedad de fenémenos experimentales.
Ademis, su validez no solo se justifica a partir del acuerdo con los resultados experimentales, sino
que ademas, casi inmediatamente después de la aparicion de la teoria BCS, Gor’kov probé que las
ecuaciones de Ginzburg-Landau, que ya se conocian, pueden deducirse de la teoria BCS [13]. De
hecho, uno de los puntos fuertes de esta teoria es que, aunque se trata de una teoria consistente
con la teoria BCS, no se basa en ella. En particular, esto permite utilizarla para materiales que
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2.3. LONGITUD DE COHERENCIA DE GL Y CLASIFICACION DE LOS
2 SUPERCONDUCTORES

tienen propiedades de superconductor, como los superconductores no convencionales, para los
que no se conoce una explicaciéon microscopica de su superconductividad.

2.3. Longitud de coherencia de GL y clasificacion de los super-
conductores

Consideremos un superconductor no sometido a campos externos. Despreciando cualquier
campo magnético que vayan a producir las cargas del superconductor, puede tomarse A = 0.
Suponiendo 7' < T, definimos 92 := —a/B > 0, y consideramos una funcién normalizada
f =1 /1. La ecuacién para f en una dimensién (2.5) se transforma en

h? d?
Yoot f + ﬁ|f|2f’w00|2¢oo - 7*1#00721" =0.
2m dx
Puesto que todos los coeficientes de la ecuacion son reales, puede tomarse f real. Multiplicando
por ¥ ta~t, y notando que 92, = —a/B se obtiene
R d? 3
— —f°=0 2.9
2m*|a|dx2f+f !/ (2.9)

y se define la longitud caracteristica o longitud de coherencia de Ginzburg-Landau

h

S0 =

La interpretacién de esta longitud de coherencia es la siguiente: si se produce una variaciéon de
con respecto de 1), esta decae en la longitud caracteristica del orden de &(T"). Para justificarlo
con algo mds de detalle, si se supone que f(z) =~ 1+ g(x) con ||g(z)|| < 1, entonces la ecuacién,
a primer orden en g se transforma en

0=E¢"+(1+9)—(1+9)°=€¢"+1+g)— (1+39+3¢° +¢°) = 2" — 2g.

Se obtiene asi g” = (2/&%)g, ecuacién cuya solucién es una combinacién de exponenciales
etV2/62 De ahf la interpretacion anterior.

Esta longitud caracteristica permite ademas clasificar los superconductores en tipo I y tipo
II. Para esta clasificacién, se define el pardmetro de Ginzburg-Landau, k := \/§. Se trabaja a
temperaturas cercanas a T, y en esos casos, teniendo en cuenta las dependencias de A y & con
T., las velocidades de divergencia de ambas se compensan, y se obtiene un valor finito para k.
Antes de comentar la clasificacién, recordemos que la respuesta magnética de un material se
caracteriza mediante un vector M llamado magnetizacion, y se define H := 1/ - B — M.

1. Si k < 1, entonces el superconductor es de tipo I. En estos materiales, por debajo de la
temperatura critica existe un campo H.(T') tal que, si se supera, devuelve al superconductor
al estado no conductor. De este modo, por debajo de H, se tiene M = —H, y por ello,
B = 0. Ademas, en este tipo de superconductores, se puede producir coexistencia de fases
conductora y superconductora para una misma muestra de material. Esto ocurre cuando
las densidades volumétricas de energia libre de Gibbs de ambas fases coinciden (ver [23,
Caps. 4 y 5]). Hemos de destacar que las fases que coexisten tienen escalas del orden de
milimetros.

2. Si k> 1, entonces el superconductor es de tipo II. A diferencia de los de tipo I, en estos
superconductores, existen dos campos criticos He, (T') y He,(T) tales que si H < H,,, el
material estd en fase superconductora, si H > H,, esta en fase normal, y si H,, < H < H,,,
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entonces el material estd en una fase mixta, también llamada fase de Shubnikov, en la que
sigue siendo diamagnético, pero ya no perfecto, de modo que B no es nulo en el interior,
aunque esta apantallado. Son estos superconductores en los que nos centraremos. Es en
estos materiales, y concretamente en la region intermedia, en los que pueden aparecer vérti-
ces. De manera simplificada, estos vértices son como hilos de fase normal que atraviesan
la muestra, y que tienen escalas mucho menores que las regiones normales que aparecen
en los superconductores de tipo I.

De hecho, la clasificacién que se suele hacer de los superconductores es més precisa en lo que
respecta al pardmetro k. Los superconductores se llaman de tipo I cuando k < 1/v2, y de tipo
IT cuando k > 1/v53.

2.4 Observacién. En el parrafo anterior, nos hemos limitado a describir el comportamiento
de los superconductores segiin su valor de k, pero no hemos hecho ningin comentario sobre
por qué el valor k = A/{ estd relacionado con que un material sea de tipo I o de tipo II.
Un anadlisis detallado de la relacién de x con el comportamiento de los superconductores se
sale de los objetivos de este trabajo, pero puede encontrase en [34, Cap. 4]. La idea resumida
consiste en hacer un estudio de tipo termodindamico de la energia libre de Gibbs, que resulta ser el
potencial termodindmico adecuado, y el que debe tratarse de minimizar. Cuando se considera un
superconductor en que coexisten una regién de fase normal y una region de fase superconductora,
aparece una energia de pared, o energia superficial de interaccion entre las dos fases. Lo que
ocurre entonces es que la energia de Gibbs de interaccién es positiva cuando x < 1/v2, y negativa
cuando k > 1/v/2. Como el estado de equilibrio se alcanza minimizando la energia de libre Gibbs,
el superconductor de tipo II va a tender a tener la mayor superficie de interaccién posible. De
este modo, cuando se aplica un campo externo, en un superconductor de tipo I habra regiones
grandes (del orden de mm) que pasaran a la fase no superconductora, mientras que en uno de
tipo II, habra muchas regiones microscépicas mas pequenas que cambiaran de fase, dando lugar
a los voértices. Es decir, para un mismo volumen de superconductor que pasa a la fase normal,
el superconductor de tipo I tratard que la superficie de contacto entre las dos fases sea minima,
y el de tipo II, que sea maxima.

2.4. Fluxones

Consideremos un superconductor con agujeros. Estos agujeros se deberan, en su mayor parte,
a regiones en las que el superconductor ha pasado a la fase normal. Por consiguiente, 1 se anula
en todas ellas. Tomemos un agujero, y sea C un lazo alrededor del mismo, es decir, un camino
que empieza en un punto y da una vuelta alrededor del agujero hasta regresar al punto original.
Se tiene entonces la definicién siguiente, dada por London.

2.5 Definicion. En las condiciones anteriores, se define, para cada agujero el fluxén asociado

=0+ (—— ) Jida
C 6*2n5

donde ¢ = SBC A;dz’ es el flujo magnético usual alrededor de cualquier superficie con borde y
cuyo borde sea C, y J; son las componentes del vector corriente J.

Observemos que el fluxén estd cuantizado. Para ello, notemos que h/e*-9;¢0 = A;+m* /e*?n*-
Ji (ver ecuacién (2.7)), de modo que para cualquier curva C, no necesariamente alrededor de
una regién normal, se tiene

* . A . i h h
<I>'—§I§<< 17; *>J¢—|—Ai>dw’—*¢6¢gpdw’—*¢V<p-d3ac—27m-*—n*.
c (S e C e C e e
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En el dltimo paso se ha utilizado que el pardmetro de orden 1 debe ser univaluado, de modo que
alrededor de un ciclo completo, la fase debe cambiar en miltiplos enteros de 2x. En particular,
se concluye que ®' toma valores que son miltiplos enteros de ®y = h/|2e| = 2.068 - 101> Wh,
cantidad que recibe el nombre de cuanto de flujo magnético. El haber definido ®¢ como positivo
es una convencién, el signo de ® dependera de la orientaciéon de la superficie y del sentido del
campo magnético.

2.6 Observacion.

1. Tal y como lo hemos definido, el fluxén depende del camino elegido. Vamos a ver que
no es asi. Lo primero que hemos de observar es que si el camino C es homotépicamente
equivalente a un punto (es decir, puede deformarse de manera continua en un punto),
entonces Eﬁc O;pdx' = 0. Una justificacién de esto es que segiin se modifica C de manera
continua, el valor de la integral deberia variar de manera continua también. Sin embargo,
los valores de ®' son discretos, tal y como hemos visto. Por consiguiente, ' no puede variar
cuando se deforma el camino de manera continua. Como en el caso en que el camino es un
punto, la integral es nula, se concluye el resultado buscado. Ese mismo argumento permite
probar que si C; y Cy son dos caminos no necesariamente contractiles, pero homotopos,
entonces el fluxén toma el mismo valor cuando se calcula a lo largo de cualquiera de ellos.

2. Consideremos ahora un camino C en un superconductor no necesariamente simplemente
CONExo, Pero que no se acerca a las superficies a una distancia inferior a A. En particular, en
todos los puntos de este camino J puede tomarse como nula (recordemos que se apantalla
exponencialmente desde la superficie de acuerdo con la ecuacién de London). En ese caso,
se sigue del teorema de Stokes que

n<I>0:<I>’:§£Aidxi:// Aidxi:#VxA-dS:#B-dS:Q,
C oS S S

donde el borde de S es C (esto se denota 9S = C). Es decir, & = n®(, de modo que el flujo
magnético que atraviesa un agujero en un superconductor estd cuantizado y solamente
puede tomar multiplos enteros del cuanto de flujo magnético.

2.5. Vortices

Ya hemos presentado los vértices en un contexto algo mas abstracto en el capitulo anterior y
hemos visto cémo surgian como soluciones que hacen estacionaria la energia de Ginzburg-Landau
para una densidad lagrangiana £. En dicho capitulo, no se buscé dar una interpretacion fisica
del campo que se utilizaba. En esta seccion, vamos a estudiar los vortices que surgen a partir de
las ecuaciones de Ginzburg-Landau. Observemos que, salvo constantes (que se deben a los siste-
mas de unidades utilizados), la energia de Ginzburg-Landau del tema anterior es la densidad de
potencial de Helmholtz, F', y el campo considerado ahora es la pseudofuncion de onda 1, cuyo
cuadrado si que tiene una interpretacién fisica clara: la densidad volumétrica de pares de Cooper.

Los vértices aparecen en superconductores de tipo II, cuando H., < |H| < H,,, es decir, en
la fase mixta. De manera resumida, lo que ocurre es que el campo magnético comienza a penetrar
en el material, y en lugar de distribuirse de manera uniforme en una regién macroscépica, como
ocurre en los superconductores de tipo I, se concentra en una curva (o en un punto, si consi-
deramos una placa bidimensional de superconductor) que se denomina nicleo (core en inglés).
Alrededor de este nticleo aparece una supercorriente, que da a su vez lugar a un campo magnéti-
co alrededor del nicleo mucho mayor que H.,, que produce que, cerca del nicleo, el material
regrese a la fase normal. Podemos establecer aqui una conexién con lo visto sobre vértices en
el caso genérico, pues en los nicleos de los vortices, el material pasa a la fase normal, y por
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consiguiente ¢ () = 0. Fijémonos ademads en que, de acuerdo con lo anterior, se produce cuan-
tizacion del flujo magnético a través de cada vértice. Esto se justifica directamente a partir de
la discusién anterior, teniendo en cuenta que los agujeros del superconductor son precisamente
los nucleos de los vortices, y considerando caminos que se adentren en el superconductor a una
distancia de las regiones normales mayor que A.

Cuando el flujo magnético penetra inicialmente en el material, puede hacerlo creando va-
rios vortices diferentes. Vamos a suponer que estos vértices estan separados por una distancia
mucho mayor que A, de manera que su interaccién se podra despreciar. La justificacion de es-
ta afirmacién es que la energia de interaccién entre dos vértices decae exponencialmente con
longitud caracteristica A (ver [32, eq. 26.4.61]). Esto permite estudiar la solucién para un tni-
co vortice. En ese caso, si se considera un superconductor isétropo, que esta sometido a un
campo H y una direccion fija, se tiene simetria cilindrica, y se puede trabajar en coordenadas
cilindricas. Suponiendo que la solucién no depende de la coordenada z, puede buscarse de la
forma (x) = b f(r)eX(?) donde r y 6 son las coordenadas polares, y f(0) = 0. Una primera
observacién es que el indice de la aplicacién x (que puede verse como una aplicacién de S' en St)
es quien determina los cuantos de flujo magnético que hay asociados a la solucién (ver ejemplo
1.3). En efecto,

= 2 V(0o = 5 - (x2m) — X(0))

De acuerdo con nuestra definicién, para tener vértices el indice debe ser 1. Podemos por tan-
to buscar soluciones de las ecuaciones de Ginzburg-Landau del tipo ¢(r,0) = s f(r)e?, que
claramente tienen indice 1. En el caso general, no se pueden obtener soluciones analiticas para
un tnico vortice. Si que puede hacerse en algunos casos particulares, como por ejemplo, si se
desprecia el término B|y|*y en la ecuacién de GL (en cuyo caso se obtiene una ecuacién de
Schrodinger para un oscilador arménico) o si se supone que A >> &, en cuyo caso se puede supo-
ner que ¥ pasa a su valor de equilibrio ¥« en una distancia del orden de &, de modo que se hace
constante en una distancia mucho menor que la de variaciéon de B. El célculo explicito puede
encontrarse en [32, Sec. 24.4.6], y da lugar a un campo B dirigido a lo largo de una recta, que
decae exponencialmente lejos del nicleo, y a una corriente en direccién 6 a su alrededor que
también decae exponencialmente. En la figura 2.2 se muestra como varian el campo magnético
y el médulo del pardmetro de orden en un vortice aislado. Merece la pena observar que las
variaciones se producen en las longitudes propias de variacién de B y |9, que son A y £ respec-
tivamente. Dentro de que el estudio de un vortice aislado puede ser interesante, en la realidad,
lo mas habitual es observar una red de vortices, cada uno de ellos conteniendo un cuanto de
flujo magnético. El flujo magnético total a través del superconductor debe ser n®q para cierto
n € Z. Ademas, un estudio energético permite deducir que es més favorable, energéticamente
hablando, tener muchas regiones en fase normal mas pequenas, en lugar de una muy grande.
Por ello, es mas favorable que aparezcan varios vortices, cada uno aportando un flujo magnético
igual a @, a un solo vértice que contenga el flujo magnético total n®q. Por otro lado, los vortices
interactian entre si mediante una fuerza que es atractiva o repulsiva segtin su sentido de giro
(ver figura 2.3a). Cuando hay un flujo magnético total n®, y cada vértice aporta un flujo ®¢, los
n vortices tienen el mismo sentido de giro, y aparecen fuerzas repulsivas entre ellos, que hacen
que se repelan tanto como sea posible.

De hecho, Alekséi Alekséyevich Abrikdsov recibié el Premio Nobel en 2003 por predecir este
fenémeno tedricamente. Su idea fue partir de la ecuacién (2.5), despreciando el término S|v|%,
para lo cual debe suponerse que |¢| es pequeno. Esta aproximacién es valida cerca de T, pues
en ese caso ¥ — 0. Suponiendo un campo B = B2, y tomando A = x By, se obtiene la ecuacién

—h2 82 82
D" (8362 8z2) ¢+ ( ihdy — e Bx) = |al1.
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Figura 2.2: Variacién del campo magnético y el médulo del pardmetro de orden en un vértice.
Imagen tomada de [32].

Falta el factor d,, en el laplaciano porque se simplifica al escribir la ecuacién de esta forma. La

forma de la ecuacién, y méas concretamente la invarianza traslacional en las direcciones y, z nos
Y : Y,

puede llevar a plantear el ansatz siguiente () = e?(Fv¥+522) f(z). Sustituyendo en la ecuacién,

se obtiene 2 . p22
g @) 4 gy = B (@) = (Jal - 5 ) flo)

2m* 2m

que es la ecuacién de un oscilador arménico cudntico centrado en zg = hk,/(e*B), de masa m*,
y frecuencia w* = |e*|B/m*. El término de la derecha hace las veces de energia. Las soluciones
son proporcionales a exp(—(z — )% /2¢?) donde ¢ = \/h/m*w*. Teniendo ademés en cuenta que
las energias del oscilador son hw*(n + 1/2) para n € N, se obtiene que esta solucién es posible

cuando af ) 2/
m* ol — h7kZ /2m*
B = . z ) 2.1

hle*| ( n+1/2 > (2.10)

En particular, hay un campo méximo a partir del cual esta solucién comienza a ser valida,
B, que se corresponde con el valor He.o que ya hemos mencionado. Se obtiene al imponer
n==%k =0,yes H, = 2m*|a|/(hle*|uo) = ®o/27&3uy. Nétese que para ese valor de B,
¢ = £ Dicho esto, observemos que en esa situacion, cualquier combinacién de soluciones en estas
condiciones vuelve a ser una solucién. Asi, se describe la presencia de varios vortices (idealmente
una cantidad infinita) como

bla) =Y " exp <_<w—za>2> |

ne”L 2§

donde se toma g = na para cierto pardmetro a, y ky, = nb = nae*B/h para que la ecuacién
del oscilador esté centrada en na. Vemos que esta solucion es periddica en x e y, y describe una
disposicion periddica rectangular de los vortices. Por cuestién de simetria, es de esperar que el
periodo en ambos ejes sea el mismo. Como en el eje y el periodo estd dado por 27 /b (por tener
una exponencial compleja), al imponer a = 27 /b, se obtiene ab = 27, luego a?|e*|B/h = 27, de
modo que el flujo magnético en cada cuadrado de lado a, centrado en cada vértice, es Ba? =
2nh/|e*| = ®g, como habiamos anticipado. Observemos que realmente estamos describiendo
vortices, notando que en los nicleos de cada vértice, v verdaderamente se anula. En efecto,
tomando puntos (zm,yp) =a-(m+1/2,p+ 1/2), y sustituyendo, se obtiene:

2min 1 a’(m + i n)? . 2x 1 2
W(amyp) =y e o P exp (‘ 2 = (~)"exp | (”” 2" ”>

nez neL

donde hemos utilizado que a = v/27&, lo cual se deduce despejando de (2.10). La suma anterior
es nula, pues el sumando n-ésimo se cancela con el sumando n/-ésimo, siendo n’ = —(2m+1+n).
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Figura 2.3: Interaccién de vortices en un superconductor de tipo II.

2.7 Observacién. Desde un punto de vista algo mas cualitativo, al penetrar el campo magnéti-
co en un superconductor, se forman vértices de corriente alrededor de las regiones en que ha
penetrado, cuya direccién de giro se determina imponiendo la regla de la mano derecha. Estos
vortices se comportan ahora como dipolos, ejerciéndose una fuerza de atracciéon o repulsion,
seglin el sentido de giro, con longitud caracteristica A. Cuando todos los vértices giran en el
mismo sentido en una muestra macroscépica, su fuerza es repulsiva, y se disponen en el plano
separandose tanto como les sea posible. Esto se muestra en la figura 2.3a. En la figura 2.3b se
muestra una red de vortices en una muestra real de material superconductor.

2.6. El efecto Josephson

El efecto Josephson es un efecto predicho originalmente por el fisico teérico Brian Joseph-
son en 1962 [18], y comprobado experimentalmente por John Martin Rowell y Philip Warren
Anderson en 1963 [1]. Basdndose en la teoria microscépica de los pares de Cooper, Josephson
predijo que al colocar dos materiales superconductores separados por una barrera aislante del-
gada (configuracién denominada unidn de Josephson), apareceria una supercorriente entre ellos,
aun si no se les imponia una diferencia de potencial externamente. Este efecto se conoce como el
efecto Josephson DC, pues Josephson predijo otro efecto: si se mantiene una diferencia de poten-
cial constante entre los superconductores, entonces aparece una corriente alterna de frecuencia
2eV/h donde V es la diferencia de potencial aplicada. Vamos a centrarnos en el efecto Josephson
DC, y en adelante nos referiremos a él simplemente como efecto Josephson. Si bien es cierto que
Josephson lo predijo inicialmente a partir de la teoria microscépica, vamos a ver que el enfoque
fenomenologico de Ginzburg-Landau permite explicarlo también. Para poder observar el efecto,
no es necesario que los superconductores estén separados por una capa aislante, también son
validas las configuraciones en las que se introduce una muestra de un metal no superconduc-
tor entre los electrodos superconductores. Esto da lugar a uniones de Josephson llamadas S-I-S
(superconductor-aislante-superconductor) o S-N-S (superconductor-normal-superconductor). A
nivel microscépico, lo que ocurre es que pares de Cooper atraviesan la unién por efecto tunel. El
calculo que vamos a hacer es un calculo simplificado que requiere de una serie de aproximaciones
que iremos detallando conforme vayamos necesitdndolo. En adelante, utilizaremos la expresién
JJ para referirnos a la unién de Josephson (del inglés, Josephson junction).

Comenzamos la discusion para el caso particular de una unién de Josephson formada por
dos muestras del mismo material en ausencia de campos magnéticos. Puesto que la corriente
que se quiere calcular es una cantidad fisica, sera invariante gauge, de modo que al no haber
campos magnéticos, vamos a fijar el gauge A; = 0. Vamos a considerar una misma funcién 1,
que estara definida en ambos superconductores, y también en la unién. Observemos que en cada
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superconductor, la fase p(x) es constante. Para justificar esto, basta observar que si A; = 0,
entonces V - A = (0, de modo que el razonamiento de la proposicién 2.3 es valido, y nos dice
que Ve = 0 en cada electrodo (que se asume conexo), y por consiguiente, la fase es constante
en cada uno. Buscando hacer un analisis mas cuantitativo, consideremos que los dos electrodos
estan separados por un aislante de anchura d, todo colocado a lo largo del eje z, y de manera
que los superconductores comienzan en las posiciones = +d/2 [32, Cap. 26]. Vamos a suponer
también que d < &, y que los superconductores estan en equilibrio. En ese caso, la pseudofuncién

de onda toma la forma ‘
[Voo|e®E si x < —d/2

V() = { [Voo|€¥R si x> d/2,

para ciertas ¢, ppr constantes. En adelante, los subindices L y R indican izquierda y derecha
respectivamente. El hecho de que el médulo en ambos casos sea || se debe a la hip6tesis de
que los superconductores se encuentran en equilibrio y a que en ausencia de campo magnético
la densidad de pares de Cooper estéd dada por |9, que es el valor que minimiza el funcional
de Ginzburg-Landau. Definiendo f = /|t)|, se impone la ecuacién (2.9). Se utiliza ahora la
hipétesis £/d > 1 para aproximar la ecuacién a f”(x) = 0, ecuacién para la que se conoce
solucién analitica f(z) = a + bx. Cabe destacar que en principio, en la regién aislante entre
los superconductores no tendria sentido tener un valor no nulo del parametro de orden, pues
el aislante no es superconductor y el parametro de orden esta definido originalmente solamente
en los superconductores. La manera de justificar que no sea idénticamente nulo parte de las
observaciones experimentales: si se observa una corriente, debe haber portadores de carga atra-
vesando el aislante, cuya densidad estard determinada por el médulo del parametro de orden. Se
impone entonces que f sea continua en los bordes del superconductor, es decir, f(—d/2) = e,
y f(d/2) = e*¥R. Esto lleva a

f(z) = (; — 2) e"PL + (; + 2) PR

de modo que ¥ (z) = |Yso| - f(x). La corriente asociada se obtiene directamente de la ecuacién
(2.6),

7= E0 (@) — o (@) = el [(; + 2) + (; - 2)} sin(or = 1)

C2m* m*d

Althoo|?
= % sin(er — ¢r) = Jesin(er — ¢r).

(2.11)

Concluimos asi que se establece una corriente entre los electrodos que depende del seno de la
diferencia de fase entre los superconductores. La corriente es simplemente I = I.sin(¢pr — 1)

donde I, = %A se denomina corriente critica, y A es el area de la seccién normal del aislan-
te. Fijémonos en que este pardmetro depende de la anchura de la unién. Otra forma de obtener
esta ecuacién, que también aparece con frecuencia en la literatura, pero que solamente citamos
aqui, es la propuesta por Feynman [10], en la que se resuelven dos ecuaciones de Schrodinger
acopladas. Si no hubiéramos supuesto que ambas muestras eran iguales, la expresién obtenida
serfa la misma, salvo sustituir |{oo| POr |¢oo 1| - |¥oo,r|- La densidad de corriente asi obtenida
es constante. Como vamos a ver a continuacién, si hay un campo magnético externo, se obtiene
una corriente que varia espacialmente.

Vamos a considerar ahora el caso en que hay un campo magnético, para el que no se puede
elegir A = 0. Ademsds, puesto que el superconductor considerado ya no es simplemente conexo
(de hecho no es ni conexo), no se puede elegir el gauge de London, y no se puede asegurar que
© sea constante en cada electrodo. En cualquier caso, el efecto Josephson se sigue produciendo,
y vamos a obtener la expresién de la corriente mostrando que ademads es invariante gauge.
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Figura 2.4: Esquema de la unién de Josephson.

Consideramos entonces una disposicién de la unién de Josephson igual que en el caso anterior.
La corriente de Josephson se va a expresar en términos de una diferencia de fase invariante
gauge.

2.8 Definicién. Llamamos diferencia de fase invariante gauge entre dos puntos con las mismas
coordenadas y, z al valor

0(y, z) := @(r2,y,2) — p(r1,9,2) — / Az‘dxi
C(y,2)
donde C(y, z) es la curva que une los puntos (z1,y, 2) y (z2,y, z) mediante una linea recta (a lo

largo de la direccién de la corriente). [25]

Se obtiene entonces 0(y, z), y como vamos a ver, esto conduce a una densidad de corriente
que depende del punto estudiado en el plano de la unién. Observemos, eso si, que esta diferencia
de fase es verdaderamente invariante gauge, pues aplicando la transformacién (2.3) se tiene

2me*

h .
0" = (p2+ az) — (p1 + 1) — / (A; + —0;a)dx’
h C(y,z) 2e

s — oy — / diadz'| =6,
C(y,z)

donde hemos denotado ¢; y «; los valores de estas magnitudes en un punto (x;,y, 2).

2 .
0 J/C(y,2)

A efectos de hacer un célculo analitico, vamos a suponer que los electrodos son infinitos
en las direcciones y, z, y que hay un campo magnético externo en la direccién B(x)Z, es decir,
perpendicular al plano de la unién. A lo largo de todo este desarrollo vamos a considerar sola-
mente el campo externo aplicado, despreciando el campo magnético que producird la corriente
de Josephson. Por el momento, vamos a asumir como vélida esta aproximacién, suponiendo que
estamos trabajando en una unién corta, y posponemos hasta la seccién 2.8 una justificacién mas
detallada. Aparece entonces una corriente dada por la expresién (2.7). Suficientemente lejos de
la unién, Vo = e*/h- A = 21/Pp - A, pues alli no fluye corriente, y podemos tomar J ~ 0
en la ecuacion (2.7). Notemos que esta relacién implica que, suficientemente lejos de la unién,
© solo varfa en la direccién y, luego 6 también. Tomemos dos puntos a; y a2 en el supercon-
ductor izquierdo, ambos con la misma coordenada z, es decir, a la misma profundidad en el
superconductor, y puntos by y by con las mismas coordenadas y, z que a1 y as como se muestra
en la figura 2.4. Sea D el rectdngulo que recorre los puntos as — a; — by — by — az (sentido
horario). Con esta configuracién, aplicando el teorema de Stokes (nétese que por la orientacién
elegida, dS lleva direccién Z, de modo que ¢ = ﬁs B - dS)

. ai . bl . b2 . az .
o= # B.dS = 515 Ada' = [ Ada'+ [ Ada' + [ Ada' + [ Ada
S D as a; b1 b2

electrodo izq. unién inf. electrodo der. unién sup.
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A lo largo de los electrodos, de acuerdo con la suposicién anterior

2 [ . o (b2 )
— Aidz" = p(a1) — p(az) — Aidz" = @(ba) — ¢(b1).
q)o a (I)O bl

Por otro lado, a lo largo de las uniones, teniendo en cuenta la definicién de 6, se tiene

27T by . 27'(' @2
- Aidz' = p(by) — p(a1) — 0(y1)

% Aidz" = p(az) — (bg) + 0(y2).
0 Ja;

(b() bo
En esta expresion, 6 denota la diferencia de fase invariante gauge del lado derecho respecto del
izquierdo. Ademds, el flujo magnético se puede aproximar como ® = B(d + A\, + Ar)(y2 — v1)
donde estamos suponiendo que B es aproximadamente constante. Esta aproximacién es necesaria
para poder continuar con el cdlculo analitico, aunque no es particularmente fiel a la realidad, ya
que como se vio al estudiar la ecuacién de London, el campo magnético en el superconductor
decae con una longitud caracteristica igual a la longitud de London. En la expresién anterior,
AL Y Ar denotan las longitudes de London en los lados izquierdo y derecho de la unién. Estamos
haciendo algo de abuso de notacién con respecto a la introducida al principio del capitulo, pues
Az denota la longitud de penetracion de London en el lado izquierdo para la temperatura a la
que se encuentre la unién. En cualquier caso, tomando esta aproximacién se sigue que

® = B+ A+ M)~ ) = P Aude’ = 5L002) — 6(),

y al reorganizar y tomar limites, se obtiene

21 P - lim O0(y2) —0(y1) _ Po db

B = -— = -
(d+ A, +AR) vi=v2 Y2 — 1 2D dy

(y2). (2.12)

Consideramos ahora una unién finita, de dimensiones L. y L. En ese caso, el flujo magnético
total a través de la unién es simplemente ® = B(d + A\;, + Ag)L,. De cara a futuras referencias,
definimos D := d 4+ A\, + Ag. Por consiguiente, de la expresién anterior se puede obtener (6 es
simplemente una constante de integracién que depende de la diferencia de fase en y = 0):

dd  B-21DL,

g Oy) =0+ ——  — 2.1
W= L =W =0t (2.13)

Para obtener la corriente de Josephson, hacemos la suposicion de que los campos son débiles.
Entonces podemos seguir tomando la ecuacién aproximada (siempre que mantengamos la su-
posicién d < &) f” = 0, y asumimos que el efecto de los campos es simplemente hacer que las
fases dependan de la posicién. Se puede entonces tomar la misma expresion para la corriente
de Josephson que en el desarrollo en ausencia de campo, pero poniendo la fase invariante gauge
[19, Cap. 15]. Ademéds de este argumento, la demostracién de Feynman que se comenté en el
caso anterior puede adaptarse al caso en que hay campo magnético, y proporciona la misma
expresién de la corriente en funcién de la diferencia de fase invariante gauge [5, Sec. 1.5]. De

este modo,
. . ) 2rd oy \ .
J(y) = Jesin(0(y))z = Jesin | g + — - — | T. (2.14)
oy Ly,
Esta expresion es valida para situaciones con geometrias mas generales, en las que se tendra
simplemente J(x) = J.sin(6(x)).

Por otro lado, se puede obtener la corriente total integrando la densidad de corriente. Esto
nos lleva a una relacion de dependencia de la corriente con el flujo magnético que se asemeja
notablemente al patron de interferencias de Fraunhofer que aparece en 6ptica cuando se estudia
la difraccién de la luz a través de una rendija. Ademads, para un flujo magnético dado, segin
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la fase 6y, la unién transportard cualquier valor de corriente, en cualquier sentido, entre 0 y el
valor maximo, I,, = |sin(n®/®q)/(7®/Pg)| [23, Cap. 12]. En efecto, integrando la densidad de
corriente,

Lz/2 Ly/2 27 dy sin(m®/®Pg)
I:/ dz/ Jo sin <9 + >d = JoLyL,sin(fy) - ———=. 2.15
“L.j2  JoL, ’ ° T @L, vt (60) TP/ (2.15)

Los minimos de esta funcién aparecen justamente en los multiplos enteros del cuanto de
flujo, ®¢. Esto tiene sentido fisico, pues en ese caso, de la expresién (2.7) se sigue que caben
longitudes de onda enteras en la unién, de modo que la densidad de corriente en un sentido se
cancela con la densidad de corriente igual en el otro, y la corriente neta es nula. Es decir, la
corriente de Josephson se cancela en cada ciclo completo, estos ciclos completos se denominan
en ocasiones wvortices de Josephson como detallaremos més adelante.

2.7. SQUIDs

Los SQUIDs (Superconducting QUantum Interference Devices) son circuitos superconduc-
tores cerrados que contienen una o varias uniones de Josephson. Hay dos tipos principales, los
SQUIDs-dc, que se insertan en circuitos o dispositivos electrénicos, y los SQUIDs-rf, que estan
aislados fisicamente, y solamente interactian con el exterior mediante acoplamiento electro-
magnético [23]. Los SQUIDs pueden tener ademds una o varias uniones de Josephson. En la
figura 2.5 se muestran dos SQUIDs-rf en forma de anillo, una de ellas con una sola unién (figura
2.5a), y la otra con dos (figura 2.5b). En ambos casos se trata de SQUIDs-rf porque los anillos
no estan conectados a ningun circuito externo, y solamente tienen interacciones con el exterior
mediante el campo magnético. En los SQUIDs mostrados en la figura, los anillos estan compues-
tos de material superconductor, y hay solamente una pequena cufia (o dos) de material aislante
(o en general, material no superconductor). Por otro lado, la figura 2.5¢ muestra un SQUID-dc.
Se trata de un bucle superconductor con dos ramas que contienen uniones de Josephson, y que
se introduce en un circuito externo, de manera que se puede introducir una corriente a través de
las uniones. Esta corriente se divide en dos para atravesar el SQUID-dc, y en cada rama se suma
con una corriente ¢ que aparece siempre que haya un flujo magnético externo como consecuencia
del efecto Josephson. Los SQUIDs son dispositivos muy interesantes en si mismos, pues tienen
numerosas aplicaciones practicas. Por ejemplo, se pueden utilizar para crear magnetémetros,
amplificadores, y voltimetros de alta sensibilidad (ver [34, Sec. 6.5.3]).

Los SQUIDs-dc se utilizan en experimentos de interferencias de corrientes. En efecto, con-
siderando el dispositivo de la figura 2.5¢, se tienen dos uniones, HG y EF' en el dibujo. Los
extremos de la unién se pueden conectar, por ejemplo, a un amperimetro. La corriente total
se podra escribir como la suma Iy + Igr. En el caso mas sencillo de superconductores con-
vencionales, las dos corrientes interfieren, y la corriente maxima que se puede obtener resulta
ser proporcional a |cos(2r®/®g)| (ver por ejemplo [10] o [34]). De hecho, estas interferencias
permiten estudiar también uniones de Josephson en las que uno de los superconductores es no
convencional. Esto es lo que se hace en [9], articulo que tomaremos como punto de partida en el
capitulo siguiente, en el que estudiaremos este tipo de materiales. Aun asi, nuestro estudio del
capitulo siguiente no va a basarse en un SQUID, sino directamente en una unién de Josephson.
Haremos algunos breves comentarios sobre una posible disposiciéon experimental cuando deta-
llemos el problema que vamos a estudiar.
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(a) SQUID-rf con una sola JJ.  (b) SQUID-rf con dos JJ. (¢) SQUID-dc.

Figura 2.5: Diagramas de los diferentes tipos de SQUIDs. Imégenes tomadas de [23].

2.8. Vortices de Josephson

En el estudio que hemos realizado sobre el efecto Josephson en presencia de un campo
magnético, hemos supuesto que B era constante en la unién, y aunque no lo hemos explicitado
en dicha seccién, no hemos considerado ninguna interaccion entre las corrientes apantalladoras
y la corriente de Josephson que hemos calculado. Esto es lo que se denomina una unién corta.
Aquellas uniones en las que esta aproximacién no es valida, es decir, en las que B no puede
tomarse como constante y la interaccién entre las corrientes apantalladoras y de Josephson debe
estudiarse detenidamente, se llaman uniones largas. Como vamos a ver, esta clasificaciéon depen-
de de la relacién entre la longitud de la unién, que denotamos a (la longitud de la direccién a lo
largo de la que varie B, es decir, la longitud a lo largo de la direccién y en la figura 2.4) y una
nueva longitud caracteristica, llamada longitud de penetracion de Josephson.

Volvamos al caso de la unién corta ya estudiada. La densidad de corriente en la unién tiene
la forma dada en (2.14). Ahora bien, en el interior de la unién hay un campo magnético, que
vamos a suponer que depende solamente de y, es decir, B(y) 2. De acuerdo con la ley de Ampere-
Maxwell, V x B = poJ. Por consiguiente, 0, B, (y) = 10J(y). Ahora bien, de (2.12), se sigue que
O0yB, = ®9/(2nD)#"(y). Uniendo ambas expresiones, se obtiene

oy d?6

21D dy? = poJesin(0(y)).

Esto motiva definir la longitud de penetracion de Josephson como

Ay = %o
T\ 2rpede(d + AL + AR)

Con este nuevo parametro, que suele ser del orden de milimetros, mucho mayor que la longitud
de penetracién de London [23, Sec. 12.4.1], la ecuacién para 6 se transforma en la ecuacién de

Ferrell-Prange
d*0  sin(f(y)) 020 . 9%0 _ siné

dy> A% oy? 922 A% (2.16)
donde la segunda ecuacion es la que obtiene si se permite a B variar en las direcciones v, z
[5, Sec. 1.7]. Si se incluye también un campo eléctrico, que puede aparecer, por ejemplo, si se
polariza externamente la union, entonces la ecuacion de la fase pasa a ser la ecuacién de Sine-
Gordon, 850 + 020 — v72020 = A;Q sinf. Es claro que la ecuacién de Ferrell-Prange es el caso
particular obtenido a partir de este cuando no se considera dependencia temporal. En cualquier
caso, vamos a estudiar situaciones estacionarias, de modo que nos centraremos en la ecuacion
(2.16), a la que vamos a llamar ecuacién de Sine-Gordon.
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2.9 Observacion. Merece la pena destacar algunos aspectos de la relaciéon anterior.

1. Cuando § — 0, sinf ~ 6, y la ecuacién se reduce a 6”(y) = A;?0(y). De la ecuacién

(2.12), se sigue que 8§BZ = A;QB,Z7 y de la ley de Ampere-Maxwell y esta relacién, se
obtiene 8§J = A;QJ . Para el campo magnético, se impone la condicién de que en el borde
de la unién (esto es, para y = +a/2), debe coincidir con el campo externo. Se obtiene
entonces una ecuacién de apantallamiento para B y J con longitud caracteristica Ay. En
las uniones cortas, se tiene a < Ay. En esos casos, las corrientes de Josephson a través de
la unién son muy pequenas comparadas con las corrientes apantalladoras del interior de
los superconductores, y en las regiones superconductoras no hay campo magnético, pero
en la regién aislante entre ellas, el campo magnético es practicamente constante y coincide
con el campo externo aplicado (ver [23, Cap. 12]). En la regién aislante aparecen corrientes
de Josephson sinusoidales, y hay un flujo magnético a través del aislante (ver figura 2.6a).
Por el contrario, si a > A j, entonces el tratamiento anterior no es valido, y B y J decrecen
exponencialmente con respecto al borde de la unién (en la direccién que se adentra en el
superconductor). Para campos débiles, las corrientes de London que aparecen lateralmente
en los electrodos son las que acaban transformandose en las corrientes de Josephson en la
unién (ver figura 2.6b). Es decir, el campo magnético no solamente queda apantallado en
el interior de los superconductores, sino también en la capa aislante.

. La ecuacién (2.16) es la ecuacién de movimiento de un péndulo para el que 6 denota el

angulo medido con respecto a la vertical superior, identificando la coordenada y con el
tiempo t, la fase 6(y) con el desplazamiento angular del péndulo, «(t), el campo magnético
(que es proporcional a la derivada de la fase) con la velocidad angular, y A; con el inverso
de la frecuencia de oscilacién Q=1 = |/¢/g (ver [23, Tabla 12.1]). En cualquier caso, es
importante recalcar que aunque el movimiento del péndulo sea periédico en el tiempo, la
fase 0 es periédica en el espacio, y concretamente, en la direccion y. En estos términos,
la ecuacién (2.13), que nos lleva a una fase lineal, se corresponde con un péndulo que
se mueve con velocidad angular constante, es decir, uno que tiene tanta energia cinética
que los efectos de la gravedad son despreciables. Para que esto ocurra en un péndulo, la
frecuencia debe ser muy elevada, lo cual se corresponde con Aj; — oo, y de la ecuacién
(2.16), se sigue #'(y) es constante, de modo que J varfa de manera sinusoidal.

O BEX‘
. . . . y
screening currents in S S S screening currents in Sy screening currents in Sy
5 <
_/b

2

B=0

JOSEPHSON x

currents

Sy

(a) Unién corta. (b) Unién larga.

Figura 2.6: Esquemas de los dos tipos de uniones de Josephson. Imégenes tomadas de [23].

Para continuar con el estudio de los vortices de Josephson, vamos a continuar con la ana-

logia del péndulo. Puesto que las uniones reales son finitas, en el péndulo deben considerarse
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solamente movimientos con —7/2 <t < 7/2 (esto equivale a considerar —a/2 < y < a/2). De-
notemos wy la velocidad angular inicial del péndulo, que suponemos que comienza en t = —7/2
en el punto inferior de su trayectoria. Si wg > 2€), entonces el péndulo puede dar una vuelta
completa. Se tiene entonces una velocidad angular periédica, aunque no sinusoidal, y que oscila
entorno a un valor positivo. Esta situacién, en términos de campo magnético, se correspon-
de con un campo externo mayor que un valor critico B.y = 2ugJ:.Aj. Para ver que el campo
critico toma este valor, basta escribir la condicién &|—_, /2 > 22, sustituyendo = A;l, y
ali=o = 0'|y=_q/2 = 2rDPoB(—a/2), y operar, teniendo en cuenta que el campo externo es jus-
tamente B(—a/2). De este modo, cuando el campo externo supera B.j, 6 es periddica, aunque
no necesariamente arménica, y se obtiene una distribucién de corriente también periddica en la
direccién y [34]. Concretamente, los vortices aparecen cuando las corrientes que atraviesan la
unién aislante se cierran dentro de las regiones de London de los electrodos, dando lugar a una red
de remolinos de corriente. Estos remolinos son los vdrtices de Josephson. Estas estructuras vuel-
ven a ser vortices tal y como los vimos en el primer capitulo, lo tinico que cambia es la geometria.

Algunas de las afirmaciones anteriores se pueden comprobar resolviendo analiticamente la
ecuacién (2.16). Para un tnico voértice de Josephson aislado que se encuentra en una unién
infinita en la direccion y, se puede comprobar que

0(y) = 4arctan(e¥/*V) (2.17)

es una solucién que cumple las condiciones de contorno f(y — —o0) = 0,0(y — o0) = 27, y
lim, 1 0'(y) = 0. Utilizando ahora la ecuacién (2.13), se sigue que B,(y) = ®o/27D - 0'(y).
Observamos asi que, efectivamente, el flujo contenido en el vértice es @,

o 0

d=D B.(y)dy = —2 0 () dy = -2 . 21 = By,
/_oo (y)dy 52D | (y)dy 5 27 =20
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Capitulo 3

JJ en una unién con una esquina
entre un superconductor usual y uno
no convencional

Dedicamos este 1ltimo capitulo al estudio de una JJ dispuesta de una forma més concreta:
una unién entre dos superconductores, uno no convencional, y otro convencional con onda de
tipo d, dispuestos tal y como se muestra en la figura 3.1. La geometria del problema a estudiar,
asi como gran parte de las técnicas que se van a utilizar en este capitulo estan recogidas en los
articulos [9] y [12]. En caso de consultarse, debe tenerse en cuenta que muchas de las notaciones
que se utilizan en estos difieren significativamente de las nuestras. De hecho, este aviso es valido
para cualquiera de las referencias utilizadas para este texto: en general, no hay un convenio
mayoritario en la notacién utilizada para las fases y las fases invariantes gauge, por ejemplo, en
[12], 6 denota la diferencia de fase entre los pardmetros de orden, en [9], ¢ denota la diferencia
de fase invariante gauge. A diferencia de los demds casos que hemos tratado en el trabajo,
los superconductores no convencionales son materiales aiin no completamente conocidos, y son
sujeto de investigacién atin a dia de hoy. Es por ello que el caso que vamos a estudiar es
relativamente novedoso, y puede abrir las puertas a realizar investigaciones mas detalladas e
interesantes en un futuro. Comenzamos el capitulo exponiendo aquello que si que se conoce
sobre los superconductores no convencionales y viendo la manera en que la teoria de Ginzburg-
Landau se puede adaptar para trabajar con ellos.

3.1. Conceptos previos

Los superconductores no convencionales son aquellos materiales que presentan superconduc-
tividad, pero a los que no se les puede aplicar satisfactoriamente la teoria BCS. Entre ellos,
destacan los superconductores con varios gaps. Aplicando las técnicas habituales de la fisica del
estado sélido (ver, por ejemplo, [31]), se concluye que, cuando los electrones estdn sometidos a
un potencial periédico (que es justamente lo que ocurre en un material sélido cristalino, como
son los superconductores que manejamos), aparecen huecos (gaps) en su relaciéon de disper-
sion en los bordes de su zona de Brillouin. Esto lleva a que el espectro electrénico, es decir,
los posibles niveles de energia que pueden ser ocupados por los electrones, se divida en ban-
das, que contienen los estados que pueden estar ocupados, y que estdn separados por regiones
prohibidas. Estas regiones prohibidas contienen niveles de energia que no pueden estar ocupados.

A grandes rasgos, en la teorfa BCS se considera tinicamente una banda, en el sentido de que
solamente se consideran los electrones en esa banda, y se ignoran todas las demas. En ella, una
interaccion atractiva entre pares de electrones puede llevar a un estado fundamental que queda
separado de los estados excitados mediante un gap [20, Cap. 10]. En los materiales en los que
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3 3.1. CONCEPTOS PREVIOS

debe considerarse més de una banda, y por ende, més de un gap, no se puede aplicar directamente
la teoria BCS. Consideremos el caso mas sencillo, constituido por un superconductor con dos
gaps, el cual tiene dos bandas superconductoras. En ese caso, al igual que Ginzburg y Landau
postulaban que la energia libre se podia expandir en potencias del parametro de orden, ahora se
postula que el sistema puede describirse mediante dos pardmetros de orden 91 (x) y ¥2(x) (de
nuevo funciones complejas), y que, siempre que los pardmetros de orden sean suficientemente
pequenos, vy la temperatura sea proxima a 7., la densidad de energia de Ginzburg-Landau se
puede expandir del siguiente modo (ver [27] y [3])

Flip1, ¢, Al = ar(T)n|* + %\1/11\4 + 2;* |(—ihV — e* A)in |* + aa(T)|1ha]* + %\1/12\4
1
V x A)?
gl (0 = e AP+ COEL v+ vi0) (3.1)
(V x A)?

= FWlypy, A] + FOpa, Al + 1 (12 + ¥31) — 2o

donde cada F' (j)[@/)j, A] es el funcional de GL de un superconductor con una sola banda en un
campo magnético. Restamos el factor (VQXM?)Q en la dltima expresion porque en caso contrario lo
estarfamos sumando dos veces. Fijémonos en que esta expresion es practicamente idéntica a la
suma de los funcionales de GL para dos parametros de orden diferentes, al que se le ha anadido
un término de interaccién (el dltimo sumando). En un material con n bandas, se considerarian
n parametros de orden 1;, 1 < ¢ < n. Cabe ahora preguntarse cudl es la interpretaciéon fisi-
ca de estos parametros. Aunque en los superconductores no convencionales la teoria BCS no
se pueda aplicar, se siguen formando pares de Cooper. La diferencia con los convencionales, y
la justificacién de que la teoria BCS deje de ser aplicable, es que los mecanismos que llevan
a la formacién de estos pares son distintos a los que hay en los convencionales (interaccién
electrén-fonén) [33]. En cualquier caso, para la aplicacién de la teoria de GL, nos es indiferente
el mecanismo microscépico que haya producido los pares de Cooper, pues se trata de un modelo
fenomenoldgico. De este modo, ahora se forman pares de Cooper en cada una de las bandas,
y se tiene un parametro de orden diferente en cada banda, cuya interpretacion fisica vuelve a
ser la misma; |;(x)|? proporciona la densidad de pares de Cooper en la banda i-ésima, y en la
posicién @ del superconductor. Los pardmetros m; denotan la masa efectiva de los portadores
de carga en la i-ésima banda [2].

Al igual que sucede en los superconductores con una sola banda, los valores de 1 y 12 en el
equilibrio se pueden obtener minimizando el funcional de GL (3.1), pero esta vez con respecto
a los dos parametros de orden. Esto lleva, tal y como puede verse en [21], a dos ecuaciones
diferenciales acopladas

arpr + Brgr|hr] +n - e — py— (ihV — e*A)p1 =0
1

a2 + Patba|the| + 1 b1 — (ihV — e*A)thy = 0.

2ms}
Ecuaciones muy similares a las obtenidas en la proposicién 2.1, salvo por el término 7 - ; que
aparece en la ecuacién de v¥; (i # j). De hecho, si no fuera por el el término de interaccién
n(15 + Yia), se tendria que las bandas se comportarian como las de dos superconductores

convencionales independientes.

Es interesante también estudiar las simetrias del nuevo funcional de GL. A partir de lo
visto en el capitulo anterior, es obvio que las transformaciones v; elewj son simetrias de los
sumandos FY) por separado (j = 1,2). Ahora bien, como en el término de interaccién aparecen
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3.2. DESCRIPCION DEL PROBLEMA A ESTUDIAR 3

siempre productos de un parametro de orden y el conjugado del otro, el término de interaccién
también queda invariante bajo esta transformacién. Si concluye asi que F' tiene simetria U(1).
Tiene entonces sentido aplicar el teorema de Noether para obtener la correspondiente corriente
conservada asociada. Siguiendo entonces el procedimiento de la observacién 2.2 obtenemos

-
oF : OF ,
JH = o 67'9'(7D~—|—7*7 6_7’91#".‘
jzz:l 0(0u) dblgy 7 O(0u) dO ey j
2 [ in2 2 4
— ; _ﬁ;(%’ Wb — i (Oub)) | —e hA”j;mijj'

O escrito en notacién vectorial,

. . 9 9
3= 1 o G170~ 0n(T0)") + o (559 — (V)| — e | 2L
Por otro lado, cabe destacar que es muy comun en la literatura encontrar una clasificacion

de los superconductores en tipos s,st,s;4,p,d, f... Esta clasificacion se fundamenta en las
posibles simetrias que presente el cristal, pues estas estdn estrechamente relacionadas con las
simetrias del gap en la teoria BCS. Para nuestros propésitos, no va a ser necesaria una descripcion
mas detallada de este fenémeno, pero si que utilizaremos el tipo de superconductor a la hora de
determinar cudl es el salto de fase en diferentes puntos de la unién.

3.2. Descripciéon del problema a estudiar

SC convencional SC no convencio-
de tipo d. nal de tipo s4.
l)l = 1/11 6“91
Y =l :
P2 = [tha|e™?
Yy
—2Z &—>

Figura 3.1: Esquema de la unién de Josephson para el problema a estudiar.

El estudio que vamos a hacer trata de aplicar el modelo tedrico propuesto en [9] a una versién
simplificada del problema geométrico enunciado en [12]. En el segundo de los articulos mencio-
nados, se estudia una unién JJ en zigzag, con multiples esquinas entre dos superconductores
convencionales. Lo que vamos a hacer aqui es considerar el caso de una unién JJ en zigzag con
una unica esquina, pero utilizando un superconductor convencional y uno no convencional. La
disposicién geométrica se muestra en la figura 3.1. Se considera un superconductor convencional
de tipo d en el lado izquierdo, separado por una fina capa de aislante de anchura d de otro
superconductor, esta vez no convencional y de tipo s+. En los articulos [9] y [12] no se menciona
la capa de aislante, aunque se asume que estd presente, y se asume también, tanto en dichos
articulos como en el estudio que va a realizarse aqui, que d < w,gL,gg),gg), AL, AR, Hemos
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3 3.2. DESCRIPCION DEL PROBLEMA A ESTUDIAR

denotado w el espesor en la direccién z (la disposicién de los ejes se detalla en la figura 3.1), {1 y

Az la longitud de coherencia y la longitud de penetracion de London en el lado izquierdo, y fg)
v Ag los correspondientes en el lado derecho, pero teniendo en cuenta que debe considerarse una
longitud de coherencia asociada a cada banda. El parametro d no solamente afecta al parametro
Je (ver ecuacién (2.11)), sino que tiene implicaciones a nivel del modelo fisico considerado que
discutiremos maés adelante, y que van a resultar relevantes. En lo que se refiere a los ejes, cabe
destacar que se elige el eje z “doblado”, de manera que se encuentre a lo largo de la unién.
Se toma como positivo el sentido del eje x que apunta hacia arriba y negativo hacia abajo. Se
supone que la esquina se encuentra en el punto medio de la unién, y se denota ¢/2 la extensién
de la unién hacia arriba y abajo, de modo que la longitud de la unién es £. El angulo que forma
la esquina se toma como o = /4 (45°).

Aunque este trabajo es de tipo tedrico, si que merece la pena realizar un breve comentario
sobre la manera en que se construiria una unién como esta a nivel practico. Para la construccién
del dispositivo mostrado en figura 3.1 no es necesario utilizar un SQUID como los presentados
en la seccién 2.7, sino que se construye la unién directamente. Estas uniones suelen ser bastante
pequenas, y se construyen como circuitos impresos de Al o Nb. La region aislante o no supercon-
ductora entre ellos se obtiene anadiendo impurezas; por ejemplo, oxidando parte del material.
Esta oxidacién hace que su temperatura de transicién se reduzca drasticamente, de modo que a
la temperatura de trabajo, solamente la parte del cristal sin impurezas es superconductora. Por
ultimo, para conseguir la esquina se aprovecha la estructura cristalina ctibica de los materiales
utilizados, que ya tienden a formar esquinas.

Consideramos ademds un campo magnético B = B(x) 2 dirigido a lo largo del eje z. En
la figura 3.1 hemos representado el decrecimiento exponencial del campo a ambos lados de los
superconductores. Respecto a los superconductores en si mismos, el superconductor izquierdo es
un superconductor convencional de tipo d, y por consiguiente, tiene un tinico parametro de orden
que denotamos 1 = [¢|e®. Es en lo que se refiere a la fase donde entra en juego que se trate de
un superconductor de tipo d. En efecto, en estos superconductores, cuando se produce un giro
de 7/4 en la estructura cristalina subyacente, que es precisamente lo que ocurre al construir la
JJ con dicho dangulo en la esquina, se produce un cambio en la fase intrinseca de sus pares de
Cooper, que a nivel del modelo de GL se traduce en que la fase presenta un salto de valor 7 en la
esquina (ver [12]). En particular, podemos asumir que la fase no cambia en la direccién z, y que
no depende de y tampoco, sino solamente de x. Supondremos ademéas que el comportamiento
de la fase es
wo+m/2 st 0<xz<{/2

wo—7/2 si —l/2<x<0,

o(x) = o + mH(x) — % :{

donde H(x) es la funcién de Heaviside, y ¢¢ cierta constante. El valor de esta constante no es
importante, pues podemos elegirla fijando el gauge adecuadamente, como detallaremos después.

Respecto al superconductor izquierdo, se trata de un superconductor no convencional de
tipo s+. Estos superconductores tienen dos pardmetros de orden, que denotamos 11 = |i)1]e*?!
y P2 = |1ha]e’?2, donde 19 es el parametro de orden asociado a la banda de mayor energia. En
estos materiales, existe ademds una relaciéon entre las fases de las dos bandas, en todo punto
debe cumplirse @2 — @1 = 7. Esto ocurre cuando el pardmetro 1 en la ecuacién (3.1) es positivo,
y es dominante con respecto a los demads términos del funcional de GL. En caso de no ser asi, el
salto en la fase podria tomar otro valor (ver por ejemplo, [27]). Volveremos sobre ello después,
pero existe otro tipo de superconductor no convencional, llamado s;, para el que se tiene
w2 — @1 = 0. El hecho de tener ahora dos parametros de orden en uno de los lados de la JJ
implica que hemos de definir dos diferencias de fase invariantes gauge en lugar de solamente
una. Siguiendo la definicién 2.8, y suponiendo que solamente dependen de la coordenada x, las
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diferencias de fase invariantes gauge son

2m .
0;(z) = @j(x) — p(x) — <I>/ Aydy j=1,2 (3.2)
0 JC(z)
vamos a denotar Ap;(x) = ¢;(z) — ¢(z), vy plz) = —é—g fc(x) Aydy. C(x) es el segmento de

linea recta que une los puntos respecto de los cuales se calcula la diferencia de fase invariante
gauge. Como se trata de un segmento recto en la direccién y, la integral a lo largo de la curva
es solamente una integral en la direccion y. Estos sumandos se denominan diferencia de fase
geométrica y diferencia de fase magnética respectivamente.

En lo que respecta al efecto Josephson, si bien es cierto que en el capitulo anterior no se
estudié exactamente la configuracion de la JJ cuyo estudio se plantea aqui, sigue habiendo un
efecto Josephson, con una corriente que vuelve a ser proporcional al seno de la diferencia de
fase invariante gauge (ver [12]). Cuando, en lugar de superconductores convencionales se tiene
uno no convencional, se puede realizar un estudio considerando separadamente cada banda del
no convencional, obteniéndose para cada una una corriente de Josephson (ver [9]). De este
modo, para la disposicion geométrica de la figura 3.1, aparecera una corriente de Josephson J =
Je1sin 0y +J¢, sin f2. Es razonable, vista la simetria de la distribucion y tras el estudio realizado
en la seccién 2.6, suponer que dicha corriente llevard direccién ¢, de modo que escribiremos
simplemente J(x) = J;, sin by (z) + J., sin fa(z).

3.3. Formulacion matematica

Una vez explicada la disposiciéon geométrica del problema a estudiar, queremos seguir ideas
similares a las presentadas en [12] para calcular la forma funcional de p(x) a lo largo de la unién.
Vamos a dedicar esta seccion a la formulacién matematica del problema, comentando algunas
de las aproximaciones que serd necesario hacer, y dedicaremos la seccién siguiente a plantear
una primera tentativa de resolucién del problema. En principio, vamos a estudiar el caso de un
superconductor de tipo s+, aunque presentaremos llegado el momento los cambios que habria
que hacer si quisiéramos estudiar uno de tipo s4.

En primer lugar, teniendo en cuenta que 2 — 1 = 7, y la discontinuidad que se produce en
©, vamos a escribir las diferencias de fase geométricas como

Ap1 = p1 — H(x) — o Apy =m+ @1 — H(x) — @o (3.3)

donde hemos definido H(x) := mH(x) — m/2 por conveniencia.

Vamos a considerar una configuracién simplificada del sistema, que es lo habitual, tanto en
la literatura como en los experimentos. Vamos a suponer que el campo magnético aplicado en
la unién, entre las piezas superconductoras es uniforme. Tal y como se muestra en [8], en el
caso de una unioén entre superconductores convencionales, el flujo magnético se expulsa de los
superconductores, y queda confinado en la unién, lo cual lleva a la anulacién del término de
la derivada covariante del parametro de orden, D;v a lo largo de la unién. En nuestro caso de
estudio, en que uno de los superconductores es no convencional y de tipo s, las ecuaciones de
GL llevan a que se anule una suma ponderada de las derivadas covariantes de los parametros de
orden. Cuando se considera la aproximacién de London, esto conduce a la ecuacién siguiente.

d€91 d92 2 P _ mf|¢,|2

(3.4)

Aqui, ® denota el flujo magnético total a través de la union. Esta ecuacién es estrictamente
cierta para el caso de una unién corta y describe una configuracion metaestable. Esto se asume
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implicitamente en las referencias [28] y [12]. Nuestro caso de estudio no se corresponde exacta-
mente con esta situacion, pues vamos a estudiar el caso de una unidn larga. Ahora bien, gracias
a las condiciones asintéticas que vamos a imponer, y a la discontinuidad de la fase geométrica
en la esquina, si que habréd una corriente de Josephson a través de la unién aunque esta sea larga.

Aunque esa ecuacién no sea estrictamente valida para nuestro caso, vamos a obtener otra
ecuacion similar, utilizando para ello el modelo fenomenoldgico que se presenta en [12]. Con
esto, vamos a tratar de obtener una ecuacién para la diferencia de fase magnética, u. Para ello,
vamos a pasar por una ecuacién de tipo Sine-Gordon, pero generalizada para nuestra situacion
particular. Siguiendo el modelo fisico que se plantea en [12], podemos plantear un circuito equi-
valente a la unién, tal y como se muestra en la figura 3.2.

I (z — Az) I (x) Iy (z + Az)
—

YY"

I(x) I(x + Azx)

Figura 3.2: Circuito equivalente para la JJ con un vértice.

En nuestro modelo, hay una autoinduccién L asociada a la unién, que vamos a suponer
constante. Incluir un coeficiente de autoinduccién supone una diferencia fundamental con el
estudio planteado en [9] donde no se tiene en cuenta. Nosotros vamos a seguir el estudio planteado
en [12] donde s7 que se tiene en cuenta. El considerar o no L estd muy relacionado con considerar
que la anchura de la regién no superconductora entre los superconductores sea despreciable o
no (la regién coloreada de negro en la figura 3.1). Cuando se supone que d ~ 0, es decir,
que los superconductores estan muy prozimos, pueden despreciarse los efectos de los electrones
normales que hay en la regién no superconductora. Cuando se supone que d no es despreciable,
hay que tener en cuenta estos efectos. Esto es lo que se tiene en cuenta al anadir el pardmetro
L. Llamamos I, (z) a la corriente que hay a lo largo de la unidn, en la direccion z. Estas son las
corrientes apantalladoras que mencionabamos en el capitulo anterior, y que circulardn en una
region de espesor igual a la longitud de penetraciéon de London, tal y como se muestra en la
figura 2.6a. Denotamos I(z) la corriente de Josephson que atraviesa la union. En cada uno de los
nodos del circuito equivalente se puede aplicar la ley de los nudos de Kirchoff, que proporciona
la relacion siguiente

In(z)+ I(x) = Ip(x — Az) = Ip(z) — Ip(x — Az) = —I(x), (3.5)

donde hemos supuesto que dos nodos consecutivos estan muy proximos, es decir, separados por
una distancia Az muy pequena, de ahi que evaluemos en = — Az. Adema4s, al haber supuesto un
coeficiente de autoinduccién, tendremos L = ®./I;, por definicién de autoinduccién [14, Cap.
7], donde ®. denota el flujo asociado al campo magnético que produce Ir,. Dicho esto, podremos
relacionar la densidad de corriente de Josephson en cierto punto de la unién x con la corriente
correspondiente via I(z) = J(x) - wAz, donde wAx es un elemento de superficie. Esto permite
sustituir en (3.5), y tomando limites cuando Az — 0, obtenemos una relacién entre la densidad
de corriente de Josephson y la corriente Ir,

It(z) — Ip(z — Az) = —J(z) - wAz = —wJ(z) = lim Ir(z) — Ir(z — Az) _ dIi(z)

3.6
Az—0 Ax dzx (3.6)

Dicho esto, volvamos a la bisqueda de una ecuacién con la que sustituir la ecuacion (3.4). En [12],
se estudia una unién con un superconductor convencional, y tienen en cuenta la autoinduccién
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mediante una ecuacion fenomenoldgica que proporciona la variacion de la diferencia de fase
invariante gauge a lo largo de la unién: 0(x + Azx) — 0(x) = %’g(fbe — I L), vélida cuando la
esquina no se encuentre entre x y x + Az. En esta ecuacién, @, es el flujo magnético externo
aplicado. Por analogia con esta, en el caso de una unién con un superconductor no convencional,
se obtiene una ecuacién similar a esta, pero con una suma ponderada de las diferencias de fase
en el miembro derecho. Es decir, v1 (61 (x+ Ax) —01(x)) +v2(02(x+ Ax) —02(x)) = %((I)e —IpL).
Podemos calcular ®, de manera aproximada como ®. ~ B - (Af + Ag + d) - Az. Por otro lado,
podemos aproximar L = pug - (A + Ag)/w - Az, donde o - (A + Ag) es la autoinduccién de
un cuadrado de electrodos superconductores (ver [12]). Podemos entonces dividir por Az en la
ecuacién anterior, y tomar limites cuando Ax — 0 para obtener una ecuacién en términos de
las derivadas de las fases.

o, doy 2r (AL + Ar)

1/1%—1-1/2%:50- (B'<)\L+)\R+d)— po 'IL(x>> (3.7)

Observemos que, por su propia definicién, 11 + vo = 1. Por otro lado, si buscamos soluciones
de la forma (3.2), pero con un factor H(z) en la parte geométrica, solamente podremos discutir
las soluciones para x > 0y z < 0, pues estamos buscando soluciones no continuas, y por ello no
derivables. Una manera de remediar esto, es modificar ligeramente la ecuacién (3.4), anadiendo
un factor m - (v1 + v2) - §(x), donde d(x) es la funcién d-de Dirac, que tenga en cuenta las
aportaciones de las funciones de Heaviside de las diferencias de fase geométricas (recordemos
que la derivada de la funcién de Heaviside es la § de Dirac en el sentido de las distribuciones).

Esto da lugar a una ecuacién ligeramente modificada (hemos denotado L := pg - (A, + Ar)/w)
d91 + dez 2

M— +rg—— = — -
Vdr > da dg

Podemos derivar en esta expresién y aplicar la relacién (3.6), obteniendo

w

(B-(AL+Ag+d)— L-I(z)) +7(z). (3.8)

d291 d292 2m |dB = d(5($)
— — == |— A+ Agp+d)+Lw-J - —
vt By [dx (AL +Ar+d) + Lw (m)} e 59
27 [dB -~ _—_ dé(x) '
oo Lix (AL +Ar+d)+ Jey sinby + Jg, s1n«92} + - T
donde hemos desarrollado en la tltima igualdad J(z) = Je, sin6y + Je, sinfy, y definiendo

Je, = EwJCi. La ecuacién (3.9) es una ecuacién de tipo Sine-Gordon, aunque algo modificada.
Vamos a suponer en un primer momento que dB/dz se puede despreciar, o més bien, que se
puede considerar como un término perturbativo. La validez de esta aproximacion podria ser dis-
cutida, y no serd siempre cierta, pero a nivel de calculo, resulta muy conveniente. Esto se debe
a que muchas de las técnicas que se conocen para resolver esta ecuacion se basan en considerar
dB/dx como un término perturbativo, resolver la ecuacién sin él, y después tratar de perturbar
dicha solucién para obtener una del problema inicial. Esta técnica se desarrolla por ejemplo en
[15].

Ademas, esta ecuacion plantea, a priori, dos problemas. El primero es que es una sola ecua-
cién, pero contiene dos variables: 61 y 03, y el segundo es que aparece un factor dé(x)/dz, que
complica su resolucion. El primero de los problemas tiene facil solucién si escribimos 6; = Ay;+u,
y notamos que Ap; y Ago difieren en un factor constante e igual a m. Ademas, el término de
diferencia de fase magnética es el mismo para ambas bandas, pues depende solamente del campo
magnético. Escribiendo el miembro izquierdo de (3.9) en términos de p obtenemos una ecuacién
con una sola incégnita, y ademas solucionamos el problema de la derivada de la 6 de Dirac. En
efecto, definiendo K; := ;—&jci, 1 = 1,2, podemos escribir

d%6, d%0, (1) du d?Agg du d?e dé(x)
Vg Tl s = (v1 +1a) - (de + ) = +

= Ky sin(Agy + p) + Kosin(Apgy + ) + 7

dx? dx? T dx

(o) (3.10)

dx
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donde (1) se sigue de que Apy = Ay + 7. Aqui podria considerarse un estudio mas general que
englobase también el caso de un superconductor de tipo s;;. Para ello, bastaria con escribir
Apo = Ap1 + ¢q - w, donde ¢ seria un factor que tomariamos como igual a 1 para estudiar un
superconductor s, e igual a 0 para estudiar uno de tipo sy 4.

3.4. Primera tentativa de una solucién para u

Dedicamos esta 1ltima seccién a buscar una primera solucién para p en la ecuacién (3.10).
Comenzamos haciendo algunos comentarios.

3.1 Observacién.

1. En la ecuacién (3.10) hay algunos comentarios que hacer, pues hemos suprimido el término
v1—o (v en particular, ¢} (z)). Esto puede hacerse porque podemos fijar el gauge mediante
una transformacion de la fase como la dada en la ecuacién (2.3), tomando oo = —(¢1 — o).
Esto, por supuesto, modificard u, pero habiendo hecho es ta eleccién, buscamos p para
este gauge. En particular, de la relacién (3.3), se sigue que nuestra eleccién implica Ap; =

—H(x).

2. Si suponemos 5 = 0 en la ecuacion (3.10), es decir, que [2| = 0, o lo que es equivalente,
que solo hay una banda, obtenemos p”(z) 4+ md’(x) = K1 sin(A¢1 + ) (notemos que en ese
caso la corriente de Josephson solamente tiene un término, esto es J., = 0). Esta ecuacién
es la ecuacion (14) de [12] (salvo por lo que en articulo llaman términos perturbativos, que
ademads luego desprecian). Esto aporta consistencia a nuestros argumentos, pues al consi-
derar un superconductor con una sola banda, recuperamos la situacién fisica ya conocida
de un superconductor convencional.

Ademas, sin(Aps + 1) = sin(Agpy + p+ 7) = —sin(Ap; + p). Con esto, el miembro derecho
puede escribirse como (K7 — K3) - (sin Agy - cos i 4 cos Ay - sin u). Por otro lado, puesto que
Api(z) = —H(x), toma valores +£7/2, se sigue que cos(Agy) = 0, y sin(Ap;) = +1 segin si
z <0 o x> 0. Definiendo K = —(K; — K3), obtenemos la ecuacién diferencial siguiente

Pty { K -cosp(x) si oz <0 (3.11)

da? K- -cosp(x) si >0

Denotamos pF las soluciones para x > 0y < 0, y denotamos las derivadas con subindices para
aligerar la notacién, esto es pi, = +K cos ™. Podemos resolver cada una de las dos separada-
mente. Para ello, multiplicamos por 2uF a ambos lados de la igualdad, obteniendo 2ufut, =
(uE)?)e = £2K uf cos p* = £2K (sin u*),.. Por consiguiente, ((u)%F 2K sin u*), = 0, de mo-

do que existen constantes C tales que (uf)? = £2K sin y* +C... Los valores de estas constantes

. .. . —+
se siguen de las condiciones de contorno a imponer para u, concretamente ui(m) e /2,

y pa(z) %%, (). Estas condiciones se siguen de las condiciones que deben cumplir 61 y 6

cuando x — +oo.

Dichas condiciones de contorno son anédlogas a las impuestas en [12], y son:

61(z) 2% 0 6)(x) 222250

Oa(z) L2525 1 gh(z) Z2E2 0.
En primer lugar, como 0y = 61 + 7, las condiciones sobre 61 determinan univocamente las condi-
ciones sobre A2. En un primer andlisis, podria parecer que estas condiciones son contradictorias
con lo estudiado en el capitulo anterior. El 00 debe entenderse como que estudiamos el com-
portamiento lejos de la esquina, donde esperariamos que la situacién fuese analoga a la de una JJ
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plana. Ahora bien, si en esos limites #; — 0y 62 — 7, se tendria J — J, sin 0+ J,, sinm = 0. Sin
embargo, en una unién de Josephson plana hay corriente, en contra de lo que muestra nuestra
descripcién, pues estamos tomando condiciones de contorno que conducen a campos y corrientes
asintéticamente nulos. Lo que ocurre es que tanto en nuestro estudio como en [12], se estudia un
estado metaestable, que no es un minimo global del funcional de Ginzburg-Landau, sino local.
Destacamos que el hecho de buscar una solucién metaestable es algo que estamos imponiendo al
fijar estas condiciones de contorno. De hecho, al imponer estas condiciones de contorno también
estamos imponiendo el flujo magnético neto a través del vortice que se forma en la esquina.
Ademsds, estas condiciones de contorno se utilizan para garantizar el confinamiento del flujo
magnético. En cualquier caso, el hecho de utilizar estas condiciones de contorno y no otras es
una eleccién que se hace ad hoc para imponer el flujo magnético externo. Podrian imponerse
otras condiciones diferentes, y en principio conducirian a otras soluciones.

Con estas condiciones, si Ap; = —H(z), su derivada en * — oo es nula (de hecho en
cualquier punto distinto de la esquina) y por ello, p,(x) I2E0, (). De un modo similar, si

—E —+ . ..
01(x) == 0, entonces p “—— —Agp; = H(z). Teniendo estas condiciones en cuenta

(uh)? =2Ksinp™ + Cy TR0 0 = 2K sin(n/2) + Cy = Cy = —2K (3.12)
(u;)? = —2Ksinp~ +C_ 220 = —2K sin(—7/2) + C_ = C_ = —2K.
De este modo, las ecuaciones obtenidas son
(u)? = —2K(1 —sinp™) (1;)? = —2K(1 +sinp™). (3.13)

Podemos transformar los senos en cosenos sumando 7/2 al argumento, y utilizar que cos2a = 1—
2sin? o = 2 cos? a—1. De este modo, ()% = —2K (1—cos(n/2—pt)) = —4K sin?(r/4—ut/2),y
andlogamente obtenemos (y; )2 = —2K cos?(m/4—p~/2). Nétese que K = Ko — K1 < 0, pues de
acuerdo con [9], |¢2,00| < |11,00|, ¥ K €s proporcional a Ji,;, que es a su vez proporcional a |1 o |
(ver definicién de K; y ecuacién (2.11)). Para resolver esta ecuacién, definimos las variables 8% :=
p* /2, de modo que las ecuaciones se transforman simplemente en (3;7)? = —4K sin?(7/4 — 31)
y (8;)? = —4K cos®(w/4 — 7). Definimos K := /—K, y tomamos la raiz cuadrada en las
ecuaciones anteriores. Se obtiene asi 8 = Ksin(r/4 — ) y 8; = K cos(n/4 — 41). El hecho
de tomar la raiz cuadrada positiva en ambos casos no es trivial, pues a priori podriamos haber
tomado la raiz negativa en algin lado de la igualdad. El hecho de tomar un signo u otro en el
la unién con un superconductor convencional determina el sentido del campo magnético en el
vértice que se forma en la esquina (ver [12]). Es razonable suponer que este comportamiento se
va a mantener en el caso del superconductor no convencional. Por otro lado, una vez obtenida
la solucién hemos de asegurarnos de que sea consistente con haber elegido la raiz positiva. Las

ecuaciones anteriores ya pueden resolverse por integracién directa

LA f gt _ 1 B
da:_KSIH(W/4_’8+):>x+x+_/f{sin(7r/4—ﬁ+)__ffln<tan(8_ 2 ))

dﬁi_ r — *
%—Kcos(w/él—ﬂ )= x+at

[t~k (S

donde x* y z% son constantes de integracién. Para evaluarlas, hemos de imponer alguna con-
dicién adicional. Imponiendo que p sea continua en la esquina, deducimos que p*(0) = p=(0),
pero esto no permite obtener ambas constantes. Una forma de obtener ambas, es imponer que
p tome en x = 0 el valor promedio entre sus valores limite, que son +7/2. Esto es razona-
ble por la simetria del dispositivo. Se sigue de aqui que ﬂi(O) = 0, de donde, despejando

2 [
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cos(m/4)
Definamos G := /2 — 1. Con esto, la expresién para p (ver figura 3.3) se obtiene sin mas que
despejar en cada ecuacién

2 = —1/K In(tan(r/8)) = —1/K-In(vV2-1) y 2* = —1/K In (1*“7““)) — “1/K-In(v2+1).

g — 4 arctan (Qe‘Km si z<0

4 arctan (gef“‘) — g si x>0.

() =

Y ()

L

Figura 3.3: Representacién de p(x).

Finalmente, notemos que esta solucién es consistente con haber elegido la raiz positiva. En
efecto, p, > 0 para todo x € R (en la figura 3.3) se ve que p es creciente. Ademds, si z > 0,
entonces p € (0,7/2). Por consiguiente, 3y € (0,7/4), y sin(n/4 — 8;) € (0,1/v/2), que en
cualquier caso es positivo. Para §_ se razona analogamente.

Por dltimo, notemos que p, = fc(x) 0, Aydy es proporcional al campo magnético, B, de
modo que, derivando la ecuacién anterior, podemos obtener el perfil de variacién del campo,

_ 4G-e—Klzl
/‘L:L“(:E) - 1+92-e_2f(|‘t| .

de la unién para el problema estudiado alcanza un maximo justamente en la esquina, y tiende
a cero segin nos alejamos de ella. En la figura 3.4, representamos en verde el perfil del campo
magnético para una unién sin esquina entre superconductores convencionales, obtenida a partir
de la expresién de la fase dada en (2.17). Observamos que en el caso de la unién con un vértice,
el campo magnético no es derivable en el x = 0. Esto ocurre también para superconductores
convencionales, y es consecuencia de la geometria, como se muestra en [12]. Ademds, el flujo
magnético total en el caso de la unién sine squina corresponde a un fluxén, mientras que cuando
aparece la esquina, corresponde con medio fluxén (es comun llamar a esta configuracién un
semifluzon).

Vemos en la curva roja de la figura 3.3 que el campo magnético a lo largo

N
/ \

fo (2

Figura 3.4: Representacién de pu,(z) y del campo magnético en una unién sin esquina entre
superconductores convencionales.
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Conclusiones

Tras presentar una breve introduccién relativa a la estructura matematica de los vértices, se
ha dedicado un capitulo a introducir la teoria de Ginzburg-Landau de la superconductividad. Se
ha comenzado presentando la teoria de los superconductores convencionales, que se conoce desde
aproximadamente la mitad del siglo pasado, y estd ya muy asentada. Se han derivado las ecua-
ciones de Ginzburg-Landau para el parametro de orden, y se ha estudiado la clasificacién de los
superconductores en tipo I y tipo II. Ademas, partiendo de esta teoria se ha mostrado como los
vortices surgen de manera natural en los superconductores de tipo II, y se ha explicado, dentro
de nuestro modelo, la cuantizacion del flujo magnético a través de los vértices. Una vez expuesta
la teoria general de la superconductividad, se han estudiado las uniones de Josephson, y el efec-
to Josephson DC. En particular, se ha presentado un célculo teérico detallado de la corriente
de Josephson en el caso més sencillo: una unién plana entre dos superconductores convencionales.

Tras esto, se ha pasado al tema que verdaderamente es objeto de investigacién en la actua-
lidad: los superconductores no convencionales. Pese a que la teoria BCS no se aplica a este tipo
de materiales, la teoria de Ginzburg-Landau si que se puede aplicar, siempre que se consideren
tantos parametros de orden como bandas de energia. En esta situacién, se ha estudiado el caso
de una unién de Josephson con una esquina de 45°, entre un superconductor convencional, y uno
no convencional. Partiendo de algunos resultados de la teoria microscépica, como el cambio de
fase en la esquina, se ha presentado una primera tentativa de un cédlculo aproximado del término
magnético de la diferencia de fase invariante gauge siguiendo los modelos presentados en [9] y
[12]. Este primer célculo es relativamente bésico, pero abre las puertas a realizar un estudio més
detallado y extenso. Este estudio puede pasar por analizar mejor las aproximaciones que se han
tenido que realizar, o estudiar el caso en que no pueda suponerse que el campo es uniforme en la
region ocupada por el aislante. Ademéas, como conocido el término magnético p se conocen las
fases invariantes gauge, 01 y 02, se podrian incluso plantear experimentos que tratasen de medir
las corrientes mediante una construccién como la estudiada.
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