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Resumen

El anélisis del comportamiento de los rayos de luz en las proximidades de objetos compac-
tos ha adquirido una relevancia creciente debido a los recientes resultados experimentales
sobre sombras y apariencia 6ptica de agujeros negros. Este trabajo tiene como objetivo
ofrecer un analisis detallado de distintos resultados tedricos y numéricos relacionados con
el trazado de rayos, la apariencia éptica y la formacion de sombras en este tipo de siste-
mas. En primer lugar, se presentan los fundamentos tedricos del fenémeno de deflexion
gravitacional de la luz, partiendo de una métrica esféricamente simétrica, asintoticamente
plana y estatica. Se introducen conceptos como el pardmetro de impacto, trayectorias

nulas, érbitas criticas y el papel de la érbita de fotones.

Luego, se lleva a cabo un estudio comparativo entre los espacios-tiempo de Schwarzschild
y Kerr, basado en simulaciones numéricas del trazado de rayos. Se analizan las diferencias
que surgen debido a la rotacién del agujero negro, como el arrastre de referencia (frame
dragging) y la ruptura de simetria esférica, y cémo estos efectos modifican las trayectorias

y la apariencia visual.

Ademas, se incorporan modelos de intensidad emitida desde discos delgados de acrecion, lo
que permite construir mapas de intensidad observada y generar imagenes de la apariencia
6ptica de agujeros negros. Se estudian tres perfiles de emisién representativos, que reflejan

distintos supuestos fisicos sobre la distribucién radial de la luminosidad del disco.

Finalmente, se analiza como varia la forma de la sombra de un agujero negro de Kerr
en funcion del pardmetro de rotacion y del dangulo de observacion polar. A través de
graficos comparativos, se muestra como la sombra se deforma y pierde simetria conforme
aumenta la rotacién, lo que resalta la influencia directa del momento angular sobre las

caracteristicas observables del sistema.

Para el desarrollo de este trabajo se utilizaron herramientas computacionales como Mathe-
matica y Python, tanto para la resolucién numérica de ecuaciones diferenciales como para
la visualizacién de trayectorias de luz, construccion de mapas de intensidad y generacion

de imagenes simuladas de las sombras de agujeros negros.



Abstract

The analysis of light ray behavior in the vicinity of compact objects has gained increasing
relevance due to recent experimental results on black hole shadows and optical appearance.
This work aims to provide a detailed analysis of various theoretical and numerical results

related to ray tracing, optical appearance, and the formation of shadows in such systems.

First, the theoretical foundations of the gravitational deflection of light are presented,
starting from a spherically symmetric, asymptotically flat, and static metric. Key concepts
such as the impact parameter, null geodesics, critical orbits, and the role of the photon

sphere are introduced.

Next, a comparative study is carried out between the Schwarzschild and Kerr spacetimes,
based on numerical simulations of ray tracing. The differences arising from black hole
rotation are analyzed, including frame dragging and the breakdown of spherical symmetry,

as well as how these effects modify the light trajectories and the visual appearance of the

black hole.

In addition, emission models from thin accretion disks are incorporated, allowing for the
construction of observed intensity maps and the generation of simulated optical images
of black holes. Three representative emission profiles are studied, each reflecting different

physical assumptions about the radial distribution of luminosity in the disk.

Finally, the shape of the Kerr black hole shadow is analyzed as a function of the spin
parameter and the polar viewing angle. Through comparative plots, it is shown how the
shadow becomes increasingly distorted as the spin grows, highlighting the direct influence

of angular momentum on the observable features of the system.

For the development of this work, computational tools such as Mathematica and Python
were used for the numerical integration of differential equations, visualization of light
trajectories, construction of intensity maps, and generation of simulated black hole shadow

images.
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Capitulo 1

Introduccion

De forma general, un objeto compacto (OC) es cualquier ente astrofisico cuya masa se
encuentra delimitada dentro de ciertos limites. Asi, esta definicién alberga objetos como
planetas, asteroides, cometas, entre otros. Sin embargo, algunos autores se refieren como
OC (o también llamado estrella compacta) a tnicamente enanas blancas, estrellas de
neutrones y agujeros negros (AN) [1], [2]. También es comtn definir a un objeto compacto
como el remanente que queda de una estrella cuando su combustible nuclear ha sido
totalmente consumido [3]. Si el objeto en cuestién mantiene sus propiedades alrededor
de un eje imaginario se dice que tiene simetria axial. Debido al teorema de rigidez [4],
cualquier AN estacionario rotante, ademas de poseer un campo de Killing temporal, tiene

un campo de Killing axial; en otras palabras, tiene simetria axial.

Por otro lado, en el contexto de la teoria de la relatividad general, una trayectoria nula
(o de tipo luz) es aquella tal que cualquier intervalo espacio-temporal es igual a cero [5].
En especifico, particulas sin masa, como fotones, siguen trayectorias nulas. Cabe destacar
que la luz es deflectada cuando se propaga a través de un campo gravitatorio, fenémeno
denominado lente gravitacional [6]. De hecho, dicho fenémeno fue la primera prediccién
experimental que fue comprobada sobre la teoria de la relatividad general [7] y sirve hasta

la actualidad como herramienta de caracterizacién de objetos compactos.

Sin duda alguna, los objetos compactos han generado un gran interés por ser un laborato-
rio natural de gravitaciéon y Fisica de altas energfas [8]. A raiz de las primeras observaciones

directas realizadas hacia los agujeros negros M87* [9] y Sgr A* [10], se ha comenzado a
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profundizar en sus caracteristicas Gpticas, tales como su apariencia [11], [12], [13], [14]
o su sombra [15], propiedades que surgen del comportamiento de las trayectorias nulas
en presencia del AN. Debido al teorema de ausencia de pelo [16], un AN puede ser ca-
racterizado completamente por 3 propiedades: su carga, su masa y su momento angular;
la modulacion de estas 3 propiedades produce una firma observacional distinta. Por lo
tanto, el estudio de trayectorias nulas deflectadas por un AN permite su caracterizacién

y analisis.

Como se explicé antes, una de las firmas observacionales de un agujero negro (AN) es
su sombra: la region oscura que aparece porque los rayos de luz, al propagarse en las
cercanias del AN, no alcanzan al observador debido a que terminan cayendo en el horizonte
de eventos. Esta regiéon esta determinada por las trayectorias nulas que, al ser enviadas
hacia atras desde el plano de observaciéon, se ven atrapadas por el campo gravitatorio
del AN. Aunque comtunmente se asocia el borde de la sombra con la érbita de fotones
(o photon ring), en realidad, existen trayectorias —llamadas retrégradas— que pueden
llegar al observador desde regiones por debajo de este anillo, sin necesariamente pasar por

&l [15].

La sombra no coincide con el propio horizonte. Cuando un haz de luz pasa cerca del AN
ocurren dos comportamientos basicos: (i) cruza el horizonte y se pierde o (ii) es desviado
y escapa. Entre ambos extremos existe una orbita critica —el anillo de fotones— en la
que los fotones giran de forma inestable antes de ser absorbidos o expulsados [17]. La

proyeccion de este anillo en el cielo delimita la silueta que llamamos sombra del AN.

El objetivo del presente trabajo es analizar el comportamiento de trayectorias nulas en
presencia del campo gravitatorio de un objeto compacto, con especial atencion a los casos
de los agujeros negros de Schwarzschild y Kerr. Para ello, se aplicaran diversos resulta-
dos tedricos —como las ecuaciones de movimiento, el parametro de impacto y modelos

de intensidad emitida— mediante simulaciones numéricas implementadas en Wolfram

Mathematica y Pythonﬂ

'Repositorio de los cédigos en GitHub, de acceso priblico.


https://github.com/jolaus7/trayectorias_nulas

Capitulo 2

Espacio-tiempo simétrico tipo

Schwarzschild

Este tipo de espacios-tiempos cumplen principalmente tres caracteristicas [18]:

= Asintéticamente plana: Si se tiende la coordenada radial hacia el infinito, enton-

ces se corresponde con el espacio-tiempo de Minkowski.

» Esféricamente simétrica: Conserva sus propiedades sin importar su direccién, en

otras palabras, es invariante bajo la transformacién de un elemento de SO(3).

s Estatico: Se deben cumplir dos distinciones, la primera es que exista un campo
de Killing temporal y, segundo, que los elementos cruzados con el tiempo (g;;) sean

nulos.

Para el presente escrito, se va a utilizar el sistema de unidades geométrico (G =1y c=1)
y la signatura de la métrica serd (— + ++). De esta manera, se escribe el elemento de

linea de este tipo de métricas, en coordenadas espaciales esféricas, como:

ds* = —A(r)dt® + B(r)dr* 4+ C(r) (d¢? + sin®(0)d¢?) (2.1)

Se denota que si se toma A(r) = 1; entonces, se estaria en el caso de una métrica ultra-
estética [19]. Para que este elemento de linea cumpla la condicién de planitud asintética,

entonces los coeficientes A, B y C' deben cumplir la siguiente condicién limite:
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Tlg]([)lo A(r)=1

rlggo B(r)=1 (2.2)
lim C(r) = r?

T—00

Dado que la métrica no posee una dependencia explicita con las coordenadas axial (¢)
y temporal (t), existen dos vectores de Killing asociados; que, en la base coordenada
escogida, serfan §& = 0, y { = 0s. Sea un cierto pardmetro afin \; entonces, de los
vectores de Killing se puede hallar una cantidad constante como el producto interno entre
u' = da”/d\ y & [16]. Asi, se forma E = —g,,ut! = A(r)iy L = g,utg” = C(r)é,
cantidades usualmente asociadas a la energia y el momento angular. Sea b = L/E, el

parametro de impacto , cantidad constante a lo largo de la trayectoria, entonces:

(2.3)
Por medio de la definicién de trayectoria nula y de la ecuacién del elemento de linea ([2.1)),
se obtiene la ecuacion de las geodésicas nulas:

A+ B(r)i? + O®r) (9'2 n sinZ(e)&) —0 (2.4)

Debido a la simetria esférica de este espacio-tiempo, sin perder generalidad, a partir de
ahora se tomard § = 7/2. Por medio de la ecuacién (2.3) y (2.4)), se llega a deducir la

ecuacion de movimiento radial del sistemas

2 L? C(r) B
* = s (a1 29

2.1. Condicion para orbitas circulares

Ya desde la introduccion del presente escrito, se habld sobre 3 regimenes que tienen los
haces de luz cuando interaccionan con un AN. Es de particular interés obtener cuales son

las condiciones que se deben cumplir para la existencia de una érbita circular. Sea R(r) =
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C(r)/ (A(r)b*) — 1; entonces, si se deriva la ecuacién (2.5)) con respecto al pardmetro afin,

se obtiene:
1 (B O\, O, E(C, A
.. o “ 2 Y = —b2 _a 9
T+2<B+C>T 20 Tapl\cr T @ (2:6)
Donde el simbolo prima () representa d/dr. Luego, si se utiliza la expresion ([2.5]) en (12.6)),
tomando D(r) = g((:)) - f;((:)), se obtiene la siguiente ecuacién:
1 /B ., E?
- (242 ) 2= = p 2.7
r+2<B+C> 2apP) (2.7)

Ahora, para que exista una érbita circular, necesariamente tanto la velocidad radial como

la aceleracién radial deben anularse (7 = # = 0), y, por lo tanto, se cumplird que:

D(r.) =D, =0 (2.8)

Donde r. representa el radio de la esfera (o anillo) de fotones y el subindice ¢ hace referencia
al régimen alcanzado, que al presentar divergencias e inestabilidad al sistema se lo suele
denominar critico. Por otro lado, se puede comprobar también que R. = 0. Si se considera
ademas el resultado de la expresion , entonces, de forma equivalente, también se
cumple que R, = C.D./(b*A.) = 0. Estos resultados son ttiles para determinar el radio
de la esfera de fotones en una métrica que satisfaga las condiciones planteadas en este

apartado.

Cuando el haz de luz se encuentra en su punto de maxima aproximacién al centro gravi-
tacional (r = rg), se cumple que 7 = 0. Luego, partiendo de la ecuacién ([2.5)), se establece
una relacién entre el pardmetro de impacto y las funciones métricas evaluadas en ese

punto:

(bfﬂg —1) —0 = b= \/Z:‘; (2.9)

Donde Ag = A(rg) y Co = C(rg). Hasta este punto, se ha hablado sobre la principal
condicién para la drbita de fotones (5 = # = 0). Se ha demostrado que una condicién

equivalente es que D(r) = 0 — r = r.. Ahora, usando el tltimo resultado, se establece
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una forma llamada limite de deflezion fuerte [20]. Dicho limite se define matematicamente
como el limite cuando 7y se aproxima a r. (radio relacionado a la condicién de 7 = #* = 0).

De esta manera, se puede definir el pardmetro de impacto critico (b.) como:

. Co
b= lim /A—0 (2.10)

Existen otras maneras de caracterizar una orbita de fotones, aunque todas ellas son anélo-
gas a considerar que se anulen 7 y 7. Por ejemplo, algunos autores caracterizan la formacion
de un anillo de fotones por medio de un potencial efectivo V' (r). Por ejemplo, Tsukamoto

[20] propone que:

P2 =V(r) = V(r)= (2.11)

Derivando esta expresion, se puede demostrar que:

V') = g {R’(T) — R(r) ((é%) + %)] (2.12)

Es evidente que, en el limite de deflexién fuerte, a partir de la ecuacién ([2.11), si se cumple
que 7 = 0, entonces el potencial efectivo también se anula, es decir, V(r.) = 0. Por otro

lado, como se ha demostrado previamente, dado que R. = R., = 0, se sigue que V'(r.) = 0.

En otras palabras, para que exista una Orbita circular de fotones, se debe cumplir si-

multaneamente la siguiente condicion:

Vi(re) =V'(re)=0 (2.13)
Ademas, el signo del segundo derivado del potencial efectivo en r. determina la estabilidad
de dicha érbita. En particular:
= Si V”(r.) > 0, la érbita circular es estable.
» Si V”(r.) <0, la 6rbita circular es inestable.

En el caso de los agujeros negros astrofisicamente relevantes (como Schwarzschild o Kerr),

las érbitas circulares de fotones se ubican en un maximo del potencial efectivo, es decir,
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cumplen V" (r.) < 0, lo que indica que son inestables: pequenias perturbaciones provocan

que el fotén escape hacia el infinito o caiga hacia el horizonte.

Por otro lado, otros autores como Perlick et al. [15] definen un potencial efectivo conside-

rando que:

(5—2)2 +V(r)=0 (2.14)

Debido a la regla de la cadena, 7 = (dr/d¢) ¢, utilizando la expresién 1} se puede

demostrar que:

dr\* _ CR(r) o _ COIR@)
<d¢) =50 " V(r) (2.15)

Debido a que el nuevo potencial efectivo V(1) depende directamente de R(r) y su derivada
V'(r) de R/(r), se deduce que, en el limite de deflexién fuerte, también se cumple que:

Vre) =V'(r.) =0.

2.2. Angulo de dispersion

Trayectoria

Figura 2.1: Esquema de un rayo de luz siendo deflectado por un campo gravitatorio

intenso. La circunferencia representa un OC.

Como se observa en la figura , el dngulo de dispersién a de un haz de luz cuando este se

ve inmerso en un campo gravitacional de un OC puede ser expresado como:

a(re) =m — I(rg) <> I(rg) = 21, (2.16)
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Por medio de la expresién (2.15)), I, se obtiene como [}

o d
]p:/ I (2.17)
ro . [ BIC()
B(r)
Se sugiere tomar un cambio de variable para resolver la integral propuesta en ([2.17)). Por

ejemplo, Bozza [21] propone utilizar:

_ A(r) — Aro)

A0 (2.18)

En un principio, este cambio de variable resulta atractivo, ya que permite manejar las
divergencias logaritmicas que surgen al resolver el problema, facilitando asi la separacion
explicita de la parte divergente de la integral. No obstante, este cambio presenta limitacio-
nes: falla en el caso de métricas ultraestaticas, ya que en dicho escenario el denominador
de la transformacion se anula, y también complica la resoluciéon en métricas como la de

Reissner—Nordstrom (agujero negro con carga y sin rotacién) [16].

Para superar estas dificultades, Tsukamoto [20] propone una transformacién alternativa
(ver expresion (19)), que no solo simplifica el andlisis en una amplia clase de métricas,
sino que ademads incluye de forma natural el caso ultraestatico, lo que la convierte en una

opcién mas robusta para el tratamiento general de este tipo de geometrias.

p=1-2 (2.19)

Asi, se reescribe:

1
I(ro) :2/ f(z,7m0)d
0

27“0

f(zr0) = m (2.20)
R(T)C(T) (1 _ Z>4

G(z,19) = B0

!De la expresién que se hace referencia surgen dos signos en la raiz, cuando el haz ingresa al campo,
se usa signo negativo y cuando el haz sale del campo, se usa el positivo. Debido a la simetria del sistema,

simplemente basta tomar un caso y duplicar el resultado.
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Se observa que la integral en la expresion (|2.20) presenta una divergencia en el limite
de deflexién fuerte. Por esta razon, resulta conveniente descomponer la integral en dos
contribuciones: una parte regular, Iz, que permanece bien definida lejos del limite, y una
parte divergente, Ip, que captura el comportamiento singular cerca de dicho régimen. De

este modo, la integral total puede escribirse como I(rg) = Igr(ro) + Ip(ro).

Sea una funcién arbitraria y holomorfa F(z), entonces, si se realiza una expansion en

series alrededor de z = 0 y se utiliza la regla de la cadena, se puede demostrar que:

2
"o

F(T) = F(] + F(/)TOZ + (T()Fé + 9

Fé’) 22+ 0(2?) (2.21)

Donde Fy = F(rg). Luego, la ecuacién (2.21)) permite expresar cualquiera de las funciones
ya expuestas en esta seccién con respecto a una expansion en serie de potencias. En

particular, se puede demostrar que:

ro (Co Ay Apro 2 3
=D — | = - — 1— D 2.22
R(r) 0T0Z + {2 (Co Ao) + (( A ) o| roz® + O(z°) ( )

A continuacién, considerando que en la funciéon G(z,rg) aparece un término del tipo
(1 — 2)*, es necesario expandir este factor y multiplicarlo por las expansiones en serie
de las funciones R(r), C(r) y B(r), trabajando hasta orden O(z?). De esta manera, se

obtiene:

G(z,10) = c1(r0) z + ca(rg) 2% + O(2°)
CoDoro
By

. C()T’O B(/) To C(/]/ Ag
ca(ro) = By {Do KDO Bo) To 3] +t5 <Co A

Debido a la construccion de la expresion [2.23] se considera que este término se corresponde

c1(ro) = (2.23)

con las cercanias del régimen de deflexion fuerte y, por tanto, se relaciona con Ip. En este
régimen, se observa que el coeficiente ¢; se anula, lo que implica que la divergencia de
la integral correspondiente es del tipo 1/z. En otras palabras, la integral presenta una
divergencia logaritmica cuando z — 0. Por otro lado, si se realiza una expansion del

pardmetro de impacto b(rg) alrededor de r., se obtiene:
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b(ro) = be + i\/%Dé (ro —7¢)> + 0 ((ro — ¢)?) (2.24)

Expandiendo ¢; de ([2.23)) en series alrededor de 9 = r., y utilizando el resultado en ([2.24)),

entonces, se puede demostrar que:

e (ro) ~ (bﬂ - 1)1/2 (M) (2.25)

(& BC

A partir de los resultados obtenidos, se evalia la integral Ip para valores de rq cercanos
a 1. (o, de forma equivalente, para valores del pardmetro de impacto b préximos a b.).

Utilizando la expresién ([2.25]), se obtiene:

In(ro) = —2Tc | _1og (2 —1
p\To) = ,—02 ) og b,
1 b
+4log | D;/4¢r—c+\/4,/b——1+pé/2rc } (2.26)

Dadas las caracteristicas del caso de estudio, es posible despreciar el término 1/b/b. — 1

frente a D71n/27“m, lo que permite simplificar la expresion obtenida anteriormente. Esta
aproximacion introduce un error del orden O((b—b,) log(b—b,)). De este modo, se obtiene

la siguiente forma aproximada para Ip(b):

—T'm b T'm 9
Ip(b) = m log (b_c — 1) + m log (r2D;,) + O((b — b.) log(b —b.)) (2.27)

El término principal, con divergencia logaritmica en b — b, refleja el hecho de que los
rayos con parametro de impacto cercano a b, realizan un niimero cada vez mayor de érbitas
alrededor del AN antes de escapar. Este comportamiento es caracteristico del limite de

deflexion fuerte, donde las trayectorias se acercan a la orbita inestable de fotones.

Por otro lado, por construccién, la parte regular de la integral puede reescribirse como
Ir = I —Ip. No obstante, si se centra el analisis en el limite de deflexién fuerte, es posible
expandir esta expresién alrededor del punto critico ry = r.. Esto permite aproximar la

parte regular como:
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In = /0 F(zrm) dz + O((b— b) log(b — b)) (2.28)

Finalmente, usando (2.27)) y (2.28)) en (2.16)), se demuestra que:

o= —alog (bﬁ - 1) + b+ O((b— b.)log(b — b)) (2.29)

Cc

Donde:

N 2BmAm
““\cra, —arc,

cn AL
(G=2)) -t =

Este resultado, aplicable a lentes gravitacionales fuertes en varios contextos experimenta-

3[\3

l;:dlog (7"

les, constituye una expresion analitica que permite cuantificar la deflexién de los rayos de
luz en las proximidades de un objeto compacto. En general, se destaca la alta sensibilidad
del angulo de deflexion cuando el parametro de impacto se aproxima a su valor critico, es

decir, en el limite de deflexion fuerte.

2.3. Angulo de escape

A pesar de haber obtenido una ecuacion que generaliza la deflexién de un haz de luz en
el régimen de deflexién fuerte (véase la ecuacién ([2.29))), es importante mencionar uno
de los primeros intentos por caracterizar este fenémeno: el realizado por Synge en 1965
[22]. En su estudio, el autor analizo la trayectoria de un haz de luz que interactia en las

cercanias de un O(ﬂ, introduciendo el concepto de dngulo de escape as..

Como se ilustra en la figura (A), dicho angulo describe la situaciéon limite en la que un
haz de luz proveniente de una fuente lejana se acerca al agujero negro pero no alcanza a

cruzar el horizonte de eventos, quedando justo al borde de ser absorbido.

2En realidad, Synge se refiere a estrellas con campos gravitacionales intensos; sin embargo, los cuerpos
considerados en su analisis pueden incluirse dentro del concepto general de objeto compacto presentado

en este trabajo.



12 CAPITULO 2. ESPACIO-TIEMPO SIMETRICO TIPO SCHWARZSCHILD

Trayectoria
.-—-""rf

Horizonte

Ugee .~ Observador

Esfera de fotones -

50 p
I
5

Figura 2.2: A) Esquema de formacién de dngulo de escape. B) Esquema diferencial de la

situaciéon mostrada en A)

Se parte del supuesto de que la medicién del dngulo de escape se realiza manteniendo
fijas las coordenadas axial (¢) y temporal (¢). Esquematicamente, esto corresponde a una

seccin diferencial como la que se muestra en la figura 2.2 B).

Bajo esta configuracion, y aplicando una relacion trigonométrica entre los desplazamientos

radiales y angulares en el espacio curvo, se obtiene:

| Yrr ﬁ _ |B(r) @
cot (P) = \/;dfb =\ o e (2.30)

Usando la expresion (2.15]), se obtiene que:

cot U = /R(r) = ACESZQ —1 (2.31)

Para determinar el angulo buscado, se asume que el observador se encuentra situado en
Tobs- Ademas, dado que el angulo de escape esta asociado al limite en el que el haz de luz
apenas logra evitar caer en el agujero negro, se debe tomar el limite de deflexion fuerte

sobre el parametro de impacto.

Partiendo de la expresion (2.31)), se tiene:

A
= bh’m sin(®)],_,.. = b2 obs
—be obs

sin(@):b2g(r> — sin(as) (2.32)
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Donde Aobs - A<Tobs> y Oobs = O(robs)'

2.4. Aplicacién I: espacio tiempo de Schwarzschild

En este caso, los coeficientes del elemento de linea mostrado en (22.1)) cumplen que [16]:

Ar)=B'r)=1- - C(r) =r? (2.33)

Ya sea por medio de la expresién 0 , se puede demostrar que r. = 3M, el
radio de la orbita de fotones. Asimismo, utilizando la ecuacion se determina que
b. = 3v/3M . Utilizando estos resultados sobre , se llega a concluir el mismo resultado
hallado por [22]:

27TM?*(1 — 2M
sin? () = M 5 [Toss) (2.34)
T obs

Finalmente, por medio de las expresiones en 1} se halla los coeficientes a y b:

1

log(6) — 7+ 2log (6(2 - V3)) (2.35)

Q>
I

S
I

Con las igualdades en ([2.35)), se obtiene una expresién analitica completa para el angulo
de deflexion de un rayo en el régimen de deflexion fuerte. A modo de comparacion, este

resultado es igualmente hallado por [21] y [20].

2.5. Aplicacién II: espacio tiempo de Reissner-Nordstrom

Por otro lado, para este caso, se cumplird que [16]:

Alry=B'(r)=1-"—+ = C(r) =r? (2.36)

T 72

Donde () representa la carga. Tomando () < M, existe un horizonte de eventos en rg =
M + /M? — Q?. Asimismo, aplicando la expresion 1| se encuentra que el radio de la

esfera de fotones es:
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3M + \/IM? — 82
_3M + . Q (2.37)

C

Seguidamente, el pardmetro de impacto critico se halla por medio de la expresion ([2.10)):

Te

by = ———o (2.38)

Se puede demostrar que esta expresién es equivalente al pardametro de impacto critico
hallado por Zakharov [23]. Utilizando estas expresiones, se halla el dngulo de escape

CO1mo:

Te 1 —2M /7o + Q2/T§bs

V TCM - Q2 rgbs

Finalmente, por medio de las igualdades en ([2.29):

(2.39)

sin (ae) =

= e
V/3Mr, — 4Q?
b=

3

8(3Mr, — 4Q? 2

i log ( Q) ; (2\/M'rc Q% — \/3Mr, — 4@2) —r (240
M?r? (]\47“c — QQ)

Las aplicaciones presentadas hasta este punto ilustran el potencial practico de las expre-

siones analiticas derivadas. A partir de ellas, es posible analizar diversas caracteristicas

de agujeros negros, como los de Schwarzschild o Reissner—Nordstrém.

Por ejemplo, las trayectorias de los rayos de luz que interactiian con estos objetos pueden
clasificarse segin el valor del parametro de impacto critico b.; la sombra del agujero negro
puede definirse a partir del radio critico de la érbita de fotones r.; y la desviacién angular

que sufren los rayos puede cuantificarse mediante el angulo de deflexion a.



Capitulo 3

Trazado en el espacio-tiempo de

Schwarzschild

En este punto, se han derivado diversas caracteristicas relacionadas con la deflexién de
trayectorias nulas en un amplio conjunto de métricas. Dentro de este conjunto, se pun-
tualiza un caso de especial interés: el espacio-tiempo de Schwarzschild. A partir de la
ecuacion , se obtiene la siguiente expresion para describir la trayectoria de rayos de

luz en dicha geometria:

-5 -2

Considerando rayos provenientes de una fuente lejana, el signo negativo en la ecuacion
se utiliza cuando los rayos se acercan al agujero negro, mientras que el signo positivo
se emplea cuando los rayos se alejan de él. Esta distincion solo es relevante para valores
del pardametro de impacto b > b., ya que en ese rango los rayos atin pueden ser deflectados

sin cruzar el horizonte de sucesos.

Para trazar las trayectorias, se integra numéricamente la ecuacién (3.1)), disparando rayos
desde el infinito con un angulo inicial ¢, y variando el valor de b. En la simulacién, el

procedimiento se implementa de la siguiente manera:

= Desde el infinito (es decir, un valor suficientemente grande de r) hasta el punto de

aproximacién minima rg, se utiliza el signo negativo.

15
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= Desde rg de regreso al infinito, se emplea el signo positivo.

Para el intervalo b < b,, el rayo ingresa al horizonte (r = ry), entonces la integracién se
hace con signo negativo desde el infinito hasta un valor muy préximo a rg. Es importante
denotar que para valores proximos a b. se pueden producir divergencias numéricas en el

proceso de integracién, por lo que se requiere una alta precision.

Se define n = ¢/21 como el nimero de vueltas u 6rbitas completas que realiza un rayo
alrededor del agujero negro en funcién del pardmetro de impacto. Diversos autores, como
[24] v [25], proponen clasificaciones del comportamiento de los rayos de luz segin distintos
intervalos de n. La tabla|3.1| resume dicha clasificacién, mientras que la figura[3.1 muestra

la relacion entre n y b, utilizando un coédigo de colores que sigue la categorizacién descrita.

1.5F Directo
....................................................... n=125 Lensed
= | U_ . — Anillo de fotones
g =075 — Retro Anillo

— Retro lensed

— Retro directo

0.0+
0

6 8 10

Figura 3.1: Numero de orbitas realizado por los rayos desde un observador en el infinito.

Intervalo (n) Nombre Intervalo (b) Nombre Intervalo (b)
0,755>n>0 Directo b> 6,17 Retro directo | 5,19 < b < b,
1,25 >n > 0,75 Lensed 5,22 < b< 6,17 || Retro lensed | 5,02 < b < 5,19
n > 1,25 Anillo de fotones | b, < b < 5,22 Retro anillo b < 5,02

Cuadro 3.1: Clasificacion de trayectorias segin los valores de n y b. Se ha tomado M =1

ybC:3\/§M.

Es posible que se pueda generar una confusiéon debido a que la nocién de anillo de fotones
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presentado previamente era para un valor concreto ya sea de r o b, mientras que en
el cuadro se presenta un intervalo. Ambas connotaciones son igualmente validas, de
hecho, existe una amplia gama de fenémenos que son denominados como anillo de fotones
relacionados con la deflexién de trayectorias nulas alrededor de un OC. Esto se discute en

[15].

Como los regimenes directo y lensed cubren casi todo el rango del parametro de impacto
—a diferencia del régimen de anillo—, la imagen resultante estara dominada por rayos
que ni siquiera completan 1,25 orbitas alrededor del AN. Por ejemplo, en la figura se
trazaron las trayectorias representativas de cada régimen (cuadro [3.1). Se observa que,
una vez que los rayos abandonan el régimen directo y pasan al lensed, su recorrido se
concentra en zonas cada vez mas estrechas. Esto aumenta la intensidad aparente, pero en

un drea muy reducida, resultado discutido en [23] y en [2].

10

Lh

) | EV A A I T VA P I N I
-10 -5 0 5 10

Figura 3.2: Trazado de rayos desde el infinito hasta el AN en el plano ecuatorial en funcién
de las coordenadas radial (r) y axial (¢). En negro se muestra el horizonte de eventos y
con una linea entrecortada el radio de la drbita de fotones. Las distancias estan medidas

en unidades de M = 1.



Capitulo 4

Analisis de intensidad y apariencia

Optica

Debido al surgimiento del interés observacional en la apariencia 6ptica de un AN, es
fundamental estudiar el comportamiento de la intensidad de la luz tal como seria medida

por un observador ubicado en el infinito.

Con este propdsito, se considera un conjunto de N particulas (fotones) confinadas en un
volumen de espacio de fases V. La funcién de distribucion se define como p = %. El
volumen V estd compuesto por un volumen espacial V, y un volumen en el espacio de
momentos V,, y su evolucién esta gobernada por las geodésicas seguidas por las particulas.
Por el teorema de Liouville en espacio-tiempos curvos [16], este volumen total no varfa a

lo largo del flujo geodésico, es decir, es una cantidad conservada.

Dado que el nimero de particulas N también permanece constante, se concluye que la

funcién de distribucién p es invariante. Ademas, esta funcion puede reescribirse como:

11,

P=1is (4.1)

Donde h es la constante de Planck e I, es la intensidad especifica (para un valor de

frecuencia ). Por lo tanto, se deduce que:

) 42
v observado v emitido .

18
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Debido a la ecuacién del corrimiento al rojo gravitacional [16], y considerando que el
observador se encuentra en el infinito y que se trabaja con una métrica asintéticamen-
te plana, se establece la siguiente relacion entre la frecuencia observada y la frecuencia

emitida:

2M
Vobs = Vem l1—— (43)
T

Ademds, considerando la ecuacién (4.3), para obtener una expresién de la intensidad
observada total, se debe integrar la ecuacién (4.2) para todo el rango de Vemitido, que de

forma general se considerard (0, 00). Asi, siendo [ la intensidad total, se obtiene:

oM\
]observado = (1 - T) Iemitido (44)

Se supone que la intensidad observada proviene de los rayos que atraviesan el disco de
acrecion, que, consdierando que el observador se encuentra en direccion de uno de los polos
del AN, estarfa situado en el plano ¢ = 7/2. Como la ecuacién depende tnicamente
de la coordenada radial, lo primero es construir la funcién de transferencia (r,): el valor
de r en el que un rayo cruza el plano del disco en su m-ésima interseccién [24], [27]. Tal
como se explicd antes, la contribucién de los rayos que completan varias érbitas alrededor
del agujero negro es despreciable. Por ello, basta con calcular las tres primeras funciones
de transferencia, es decir, para m = 1,2,3 (¢ = 7/2 emisién directa, ¢ = 37/2 emisién

lensed y ¢ = 57/2 anillo de fotones) como se expone en la figura [1.1]

De esta manera, para una intensidad emitida dada, se puede encontrar una intensidad

observada por medio de la ecuacion (4.5)):

2M
Iobservada = Z (1 - _) ]emitidolrm (45)

m

Por lo tanto, solamente faltaria proponer algin modelo para I.,isiq0- S€ corrobora que
varios autores, como [24], [25], [28], [29], [30], proponen 3 modelos de discos delgados de

acrecion similares:

= Modelo I: Pico de emisién en la érbita cercana mas estable para particulas con masa

(risco)- La intensidad decae asintéticamente hacia afuera mientras detras el pico la
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20 T T T

10+

P/ M(b)

b/M

Figura 4.1: Las tres primeras funciones de transferencia para el AN de Schwaszchild.

intensidad es nula. Seguramente simula la intensidad intrinseca que emite un AN

segun el modelo de Novikov y Thorne [31].

1 .
5 17 > Tisco,

]I = (T - (Tisco - 1)) (46)

emitido

0 ifr< Tisco-

= Modelo IT: Pico de emisién en anillo de fotones (r.). Después del pico existe una caida
rapida de intensidad y detras del pico no hay intensidad. Es un modelo parecido al

primero en los extremos pero con el pico mas delgado y en otra ubicacion.

1 .
5 ifr >,
o= (r=(re—1) (4.7)

emitido

0 if r <re.

= Modelo III: Pico en el horizonte de eventos (rg). Después del pico la intensidad
decae mas lentamente en comparacion con los otros modelos. La situacion fisica
representativa de este modelo seria considerar que el gas que rodea un AN todavia

emite radiacion incluso estando cerca del horizonte.

% - arctan(r — 5) )
= if r > ry,
) 3 —arctan(rg — 5) (4.8)

emitido — 2

0 if r <ry.
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En la figura se muestran los resultados obtenidos al aplicar los tres modelos descritos
mediante la ecuacién , utilizando los datos previamente presentados en la figura .
La apariencia éptica para cada caso se genera a partir de una rotacion axial del perfil
de intensidad observada correspondiente, de modo que simula la imagen que veria un

observador distante.

A simple vista, se observa que en los modelos I y II no hay emision aparente para valores
del parametro de impacto menores a b., lo cual representa de forma clara la sombra del
agujero negro. En contraste, en el modelo III, aunque también se conserva una region
central oscura, se aprecia un brillo tenue cerca del borde definido por b., como resultado

de la extensiéon de la emision hasta zonas mas proximas al horizonte.

El gréfico de intensidad observada revela que la mayor parte del brillo proviene de rayos
en el régimen directo, con una contribucién superior al 90 % en los tres modelos. El
régimen lensed aporta aproximadamente un 4%, 7% y 9% para los modelos I, II y III,
respectivamente. En cambio, el régimen de anillo contribuye con menos del 1 % del total en
todos los casos. Aunque este tltimo produce un pico de intensidad elevado, su contribucién

espacial es muy limitada, por lo que su efecto visual es dificil de distinguir en la imagen

final.
En general, la imagen final muestra:
= Un halo externo, correspondiente a rayos directos que escapan del agujero negro.

= Un anillo intermedio, producto del régimen lensed que genera un pico de intensidad

bien definido.

= Un anillo interno, asociado a la orbita de fotones, que aunque puede alcanzar in-
tensidades altas, resulta visualmente poco distinguible debido a su escasa extensién

angular.
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0.

0.

1
I emitido

0.

Figura 4.2: Apariencia 6ptica del AN seguin bajo diferentes modelos de discos de acrecion.
En la izquierda se observa la intensidad emitida y en el centro la intensidad observada.
Mediante una linea entrecortada se graficd ris.., 7. y ry respectivamente. Se graficé la
apariencia 6ptica a la derecha respecto a b/M y normalizandola respecto al méximo de

intensidad alcanzado.



Capitulo 5

Espacio tiempo de Kerr

En las coordenadas de Boyer-Lindquist, se escribe el elemento de linea para el espacio-

tiempo de Kerr como [16]:

— 2 1
ds? — _A“Tsm@dﬁ — 2Mrasin(0) (dtdé + dédt)
. 9
+ %er + 2dh* + w ((7’2 + a2)2 —a*A sin2(9)> dep? (5.1)

Donde ¥ =72 + a?cos?0, A = r? +a®> —2Mr y a = J/M representa el momento angular
por unidad de masa. Para evitar una singularidad desnuda [18], se toma necesariamente
que a < M, o a su vez, en unidades de longitud de M, que a < 1. Este es el espacio-
tiempo mas general que se describe como estacionario (sin dependencia directa en t) y
simétricamente axial (sin dependencia directa en ¢) que presenta rotacién (pero no carga).
Ademas, presenta dos horizonte de eventos; aunque, para los propdsitos de este escrito, se
considerars solamente el externo ry = M + /M2 — a2. Adicionalmente, existe una zona

donde el arrastre giroscopico es imposible de evitar llamada ergoesfera, delimitada por

Tep = M + v/ M? — a? cos? 0, 1o que se denomina limite estatico.

De la misma forma que se hizo con el caso del AN de Schwarzschild, se toma en cuenta
que el elemento de linea en ([5.1)) no posee ninguna dependencia directa con t y ¢. Por lo
tanto, se pueden establecer dos vectores de Killing, uno asociado a la energia y el otro al

momento angular:

23
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A — a?sin? Gt. N 2Mra sin® Qé
Y Y
((7‘2 + aQ)2 — a’Asin® 0)¢ —

B —
sin’ @

by

2Mrasin® 975

I —
b))

5.1. Analisis en el plano ecuatorial

A diferencia del AN de Schwarzschild que tiene simetria esférica, este AN solo tiene
simetria axial. Por lo tanto, tomar un valor concreto de € si cambia las soluciones y se
pierde generalidad. De hecho, la apariencia de este AN depende del angulo de observacion
[32]. No obstante, debido a su sencillez y que los resultados guardan bastante similitud

con el estudio previamente trabajado, se impone que # = 7/2. Por lo tanto, se tiene que

Y =72y de la expresion [5.2}

A—da*. 2Mra -

E= t
r2 + by ¢
1 . 2Mra
L=—5((r+a")’ —a’A) - (5.3)
Resolviendo estas ecuaciones para qb y £, se obtiene que:
o1 2a°>M 2aM
t——[(r2+a2+ ¢ )E— ¢ L}
A r r
. 1 2M 2aM
=—|(1——|L E 5.4
o=z [(-5) 5 o0

Por otro lado, sea el lagrangiano del sistema:

2M 4 M 2 2 2M
2 = gutu’ — 1= (1——) + -2 tcb—%r +(7’ T >¢2 (5.5)
r r

Mediante una transformacién de Legendre sobre la ecuacion ((5.5]) se obtiene el hamilto-

niano del sistema como:
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B oM . 2aM .]. 1%,
2H_—{(1—7)t+ ¢]t+zr—l—
2
+ [(7"2 +a® + 2arM)¢ - QCLMi} ¢ (5.6)

Si se considera las expresiones en (5.3) v se puntualiza para trayectorias nulas, entonces:

2
. r .
9H = —Ft + ij + Lo =0 (5.7)
Esta es la ecuacion de las geodésicas en el espacio tiempo de Kerr en el plano ecuatorial.

Para obtener una ecuacién radial se usa las expresiones en ((5.4)) sobre ([5.7)), con lo cual:

352 = B%r3 4 r (Eza2 — LQ) +2M(aE — L) (5.8)

Considerando la definiciéon de pardmetro de impacto (b), la expresién (5.8) puede ser

reescrita definiendo un potencial efectivo como:

1 72 1 1 a> 2M a\ 2
=5 ﬁV(T)%V(T)——(l—b—Z—T<1$E>) (5.9)

Donde el signo negativo indica que el rayo es retrégrado con respecto a la rotacion del
agujero negro, mientras que el signo positivo corresponde al caso progrado. Considerando
que el parametro afin puede absorber el factor L2, a partir de esta ecuacién, junto con las
expresiones , se puede obtener una formulacion explicita para el movimiento radial del
rayo en funcion de la coordenada axial. Ademas, como se explicé anteriormente, al imponer
que tanto el potencial efectivo como su derivada radial se anulen simultdneamente, es

posible determinar el parametro de impacto critico y el correspondiente radio critico de

la 6rbita de fotones [33]:

3M(b. — a)
e = —F> 5.10
" b.+a ( )
1 a
b. = —a F 6M cos (§ Cos (:EM>> (5.11)

Donde la diferencia entre un signo u otro depende de si la 6rbita en cuestién es retrégra-

da (signo negativo) o prégrada (signo positivo). Asimismo, siguiendo el mismo proceso
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explicando en los apartados anteriores, también se puede hallar un angulo de deflexion
fuerte. De hecho, su forma simplificada termina siendo la misma, pero los coeficientes son

mucho més extensos, como se muestra en [34].

Finalmente, a modo de ejemplo, en la figura [5.1] se muestra un ejemplo del trazado de
trayectorias nulas provenientes de una fuente situada en el infinito (parte superior de la
figura), para un agujero negro de Kerr con pardmetro de rotaciéon a = 0,8 en unidades
de M, restringido al plano ecuatorial. Utilizando la ecuaciéon [5.11] se determiné que b, ~
{—6,7,3,2} M.

A diferencia del caso de Schwarzschild, la caracteristica més distintiva es el arrastre de
los rayos inducido por la rotacién del agujero negro, también conocido como frame drag-
ging. Este efecto provoca una distorsion significativa en las geodésicas al aproximarse al
horizonte de eventos. En términos generales, el comportamiento de las trayectorias sigue
dependiendo principalmente del pardmetro de impacto, aunque con asimetrias introduci-

das por la rotacion.

5.2. Trazado de rayos mas alla del plano ecuatorial

Para trazar los rayos en el espacio-tiempo de Kerr, es necesario determinar todas las ecua-
ciones de movimiento del sistema. Aunque en principio esto podria parecer un problema
complejo, en realidad es resoluble de forma exacta, ya que el sistema es completamente
integrable. Es decir, existen cuatro constantes de movimiento que permiten separar las

ecuaciones.

Las dos primeras constantes provienen de los vectores de Killing asociados a las simetrias
temporales y axiales de la métrica, ya discutidas previamente. A partir de este hecho, se

obtienen las dos primeras ecuaciones de movimiento:

(r? + a?) (E(r* + a*) — al)
A
a(E(r*+a*) —al)

. L
N = — (aE - szg) + A (5.12)

La tercera constante se corresponde con la ecuacién de las geodésicas nulas u*u, = 0, que

Y= —a (aESin29 — L) +

para este caso en concreto sera:



5.2. TRAZADO DE RAYOS MAS ALLA DEL PLANO ECUATORIAL 27

20

B b > bc
/’ Bl b <bc

/

10 ~ /

y [M]
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Figura 5.1: Trazado de trayectorias nulas representativas para el AN de Kerr en el plano
ecuatorial. Las distancias son medidas en unidades de M =1, a = 0,8 y b. =~ {—6,7,3,2}.

El circulo negro representa el horizonte de eventos externo.
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_ 24020 . 20
_(A aEsm 9) > 4M7’;sm €t¢+ i¢2+
o, SINPO L o o g
X0 +T[(r +a%)* — a®Asin® 4] ¢* =0 (5.13)

Finalmente, la cuarta constante fue hallada por Carter [35].(K) y tiene sus origenes debido
a la separabilidad de la ecuacién de Hamilton-Jacobi asociada. Tomando C' + (L —aFE)? =

K, entonces, se puede demostrar que:

sin? 6

. 2
2292—C+00826(a2E2— L > =0

2% = (B(r* + a®) —aL)’ = A (L —aE)*+C) =R (5.14)

Donde R y © se conocen comunmente como el potencial radial y el potencial polar,
respectivamente, y presentan propiedades analogas a las de un potencial efectivo como se

ha expuesto en apartados anteriores [16].

En lugar de un tnico parametro de impacto, como se introdujo previamente en métricas
esféricamente simétricas, en el caso de Kerr es habitual definir dos parametros indepen-
dientes, denominados cominmente parametro azimutal y parametro polar, los cuales se

expresan como [36]:

n=— (5.15)

De forma analoga a lo revisado previamente, si se impone que el potencial radial y su
derivada se anulen (R = R’ = 0), se obtienen los parametros de impacto criticos que
definen las 6rbitas circulares de luz, es decir, los anillos de fotones. En este caso particular
del espacio-tiempo de Kerr, se generan dos anillos de fotones distintos debido a la rotacion

del agujero negro.

A partir de estos resultados se construyo la figura [5.2] que muestra, a modo de ejemplo,
tres trayectorias representativas de rayos alrededor del agujero negro de Kerr ((n,60) =
{(0,7/2),(4,7/3),(9,27/3)} y a = 0,95). En la figura, se tomé la unidad de distancia

como M = 1y se grafic el horizonte de eventos externo (ry = 1,22). Por medio de
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la ecuacién [5.18] se obtuvieron los pardmetros de impacto criticos {€72 ¢™/3 ¢2m/3) —
(2,58,2,32,1,91}.

La figura permite visualizar varios aspectos interesantes. Primero, como se mencioné
antes, los rayos experimentan un arrastre de referencia (o frame dragging), lo que implica
que todos tienden a orbitar, al menos en parte, cuando se aproximan a una regién cercana

a Tef.

Por otro lado, la trayectoria del rayo verde —con un valor del parametro de impacto
cercano al critico— da varias vueltas alrededor del agujero negro, pero en distintos planos,
lo que indica una precesion significativa. Estos efectos provocan una distorsion en la

apariencia Gptica del agujero negro, fenémeno ampliamente discutido en [37].

Ejemplo de trayectorias nulas en Kerr, a=0.95

— F <&yt (capturada)

= E=Eqit (anillo de foton)

— =Lt (escapa)

Figura 5.2: Trazo de rayos representativos alrededor del AN de Kerr. Se tom6é M = 1. Se
distingue mediante colores cuando el rayo ingresa al horizonte, cuando escapa y cuando
esta muy préximo a un valor critico y da numerosas orbitas alrededor del AN. La esfera

de color negro del centro representa el horizonte de eventos externo.
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5.3. Sombra

Previamente, ya se explicd que significa la sombra de un AN, basicamente es una region
donde aparentemente no se ha emitido rayos y por tanto se percibe oscura. En el caso del
AN de Schwarzschild, la sombra se producia de forma practicamente circular. Esto era asi
debido a los rayos que ingresan al AN y no contribuyen finalmente a la intensidad de luz
observada. No obstante, en el caso de un AN de Kerr, la sombra ya no es trivial puesto

que:
= Se ha perdido simetria y por tanto se dependerd del angulo de observacion al AN.

» Existen dos anillos de fotones, que de hecho, como se observa en las expresiones

(5.10) y (5.11]), uno es retrogrado y otro es prégrado.

Si se considera que R = 0, entonces:

(E(r* +a®) —aL)’ = A ((L—aE)?+C) =0 (5.16)

Si se considera que R’ = 0, entonces:

48 +2(a* = —nr+2M(n+ (£ —a)*) =0 (5.17)

Combinando y .16} se hallan soluciones para ambos parametros de impacto:

1 2 2, _ r’ ol — M)?
g:m(M(r ) —rA) 7 —az(T_M)Q(ZLMA (r — M)?) (5.18)

Para visualizar la sombra del agujero negro, se considera un observador ubicado en el
infinito y se emplean las llamadas coordenadas de Bardeen. Sean o y /3 estas variables,
y sea 6y el dngulo de observacién (es decir, el dngulo entre el eje de rotacién del agujero

negro y la linea de visién del observador) [1]. Estas coordenadas se definen como:

@ 0
a = lim (rp—t> B = lim (rp—t) . (5.19)
r—00 p 7—00 p

Donde p,, = 0l/0u* representa el momento asociado al lagrangiano [ del sistema. Desde

un punto de vista fisico, a y 8 representan las coordenadas cartesianas aparentes en el
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cielo del observador, medidas en un plano perpendicular a su linea de vision. En otras
palabras, describen la posicién angular aparente en el cielo donde un rayo de luz llegaria
al observador si no hubiera sido absorbido por el agujero negro. La regién del plano («, 3)
en la que no se reciben rayos corresponde a la sombra del agujero negro. Para este caso,

se reescribe las coordenadas como [17]:

a=CEescly B = (n+a’cos® by — & cot® ) 12 (5.20)

A pesar de que surja sencillo parametrizar el par (a, ) con respecto a r, usando las
expresiones en ((5.18]), esto produce una alta sensibilidad numérica [17], generando serias
dificultades para graficar la sombra del AN. Por este motivo, se debe buscar parametrizar

con respecto a uno de los pardmetros de impacto (ya sea £ o 7).

En la figura [5.3] se presentan varios ejemplos de la sombra del agujero negro para dos
angulos distintos de observacion. Se observa que, a medida que aumenta el pardmetro de
rotacion a del AN, la distorsion de la sombra se hace mas pronunciada. Esta deformacién se
debe a la separacion relativa entre los dos anillos de fotones —producidos por la rotacion—

y su influencia sobre la forma del borde de la sombra.

Figura 5.3: Sombras del AN de Kerr para distintos valores de momento angular por unidad

de masa y del angulo polar del observador. Se tomé M = 1 como unidad de distancia.
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Nuevas lineas de investigacion

Las técnicas analizadas en el presente trabajo son aplicables a un sinfin de modelos gra-
vitacionales alternativos. De hecho, estudios como los de [38] y [25] han demostrado el
potencial de estas herramientas para distinguir entre distintos modelos de gravedad a par-
tir del analisis del trazado de rayos o de la apariencia 6ptica de un OC. Es particularmente
prometedor el uso de estas simulaciones para caracterizar desviaciones respecto a la Re-
latividad General, como aquellas propuestas en teorias modificadas de gravedad, agujeros
negros regulares [39], objetos exdticos como estrellas de bosones, o incluso remanentes
sin horizonte de eventos. Ademds, con la mejora en la resoluciéon de observaciones como
las del Event Horizon Telescope, se abre la posibilidad de confrontar directamente las
predicciones tedricas de diferentes métricas con imédgenes reales, lo cual ofrece un nuevo

enfoque para probar la validez de distintas teorias en el régimen fuerte de la gravedad.
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Conclusiones

Al final del presente trabajo, se exponen los principales resultados obtenidos. Como se
indico previamente, el objetivo principal fue el estudio y andlisis de las trayectorias nulas
en las proximidades de agujeros negros, con énfasis en los casos descritos por las métricas

de Schwarzschild y Kerr.

En ambos escenarios se resolvieron numéricamente las ecuaciones de movimiento, y los
resultados fueron presentados graficamente. Los diferentes hallazgos obtenidos constituyen
una base solida tanto para establecer comparaciones con observaciones experimentales,
como para servir de punto de partida en futuras investigaciones que consideren otras

geometrias espacio-temporales.

En primer lugar, se destaca que para geometrias espacio-temporales estaticas, esférica-
mente simétricas y asintéticamente planas, es posible obtener expresiones analiticas rela-
tivamente sencillas que permiten no solo el anélisis de las trayectorias nulas, sino también
la determinacién de diversos observables astrofisicos, como el angulo de escape, el angulo
de deflexion y el radio de la érbita de fotones. Estas expresiones fueron aplicadas especifi-
camente a las métricas de Schwarzschild y Reissner—Nordstrom, lo que proporciona un

ejemplo concreto de la utilidad practica de los resultados tedricos obtenidos.

Por otro lado, la aplicacién directa de los resultados tedricos permitié caracterizar el
comportamiento de las trayectorias nulas en el espacio-tiempo de Schwarzschild. Se com-
probo que el sistema presenta un comportamiento asintético e inestable cerca del limite

de deflexién fuerte, donde los rayos de luz se aproximan a la érbita de fotones.
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En particular, se observé que, una vez que los rayos abandonan el régimen directo y entran
en el régimen lensed, sus trayectorias se concentran en regiones cada vez mas estrechas.
Esto genera un aumento en la intensidad aparente, aunque confinada a un area muy

reducida.

Ademas, se clasificaron las trayectorias segiin el nimero de érbitas completas realiza-
das alrededor del agujero negro, asociando a cada categoria un intervalo especifico del
parametro de impacto. Finalmente, se simularon diversas trayectorias representativas, lo
que permitié visualizar directamente el comportamiento de los rayos provenientes del

infinito cuando interactian con el agujero negro.

Seguidamente, se establecié que, para diversos modelos de intensidad emitida por el agu-
jero negro de Schwarzschild, la apariencia éptica resultante presenta una estructura ca-
racteristica compuesta por tres regiones diferenciadas: Un halo externo, correspondiente a
rayos en el régimen directo que escapan del agujero negro sin completar érbitas completas.
Un anillo intermedio, generado por rayos en el régimen lensed, que producen un pico bien
definido de intensidad observable. Un anillo interno, asociado a la érbita de fotones, que
si bien puede alcanzar valores altos de intensidad, resulta visualmente poco distinguible

debido a su reducida extension angular.

Finalmente, se analiz6 el comportamiento de las trayectorias nulas en el espacio-tiempo
de Kerr, identificando varios fenémenos de interés asociados a la rotacién del agujero
negro, como el arrastre de referencia (frame dragging) y la pérdida de simetria esférica. Se
estudié la sombra proyectada por el agujero negro, observando la distorsién inducida por

la rotacion y la separacion angular entre las orbitas de fotones progradas y retrégradas.

En este contexto, se encontraron sensibilidades numéricas similares a las observadas en
el caso de Schwarzschild, con la particularidad de que en Kerr dichas caracteristicas se
ven acentuadas al considerar el caso general —es decir, sin restringir el analisis al plano
ecuatorial—, lo cual revela una mayor complejidad en la estructura de las trayectorias y

en la forma de la sombra.
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