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Resumen

Las preferencias aprobatorias combinan la clasificacién de un conjunto de alternativas en dos
categorias: aceptables e inaceptables, con las preferencias sobre las alternativas de cada una de
las categorias mediante érdenes débiles. En este trabajo se analizara la dispersion, la diversidad
y la polarizacién de los agentes que muestran sus opiniones sobre un conjunto de alternativas
a través de preferencias aprobatorias. Para ello se consideraran distancias entre dicho tipo de
preferencias y los andlisis cluster correspondientes.

Palabras clave: preferencias aprobatorias, medidas de distancia, analisis cluster, polarizacién,
consenso y diversidad.

Abstract

Approval preferences combine the classification of a set of alternatives into two categories:
acceptable and unacceptable, with weak orders within each category. This thesis analyses the
dispersion, diversity and polarization of agents who express their opinions on a set of alternatives
through approval preferences. To this end, several distance measures between such preferences
and the corresponding clustering analyses are considered.

Key words: approval preferences, distance measures, clustering analysis, polarization, consen-
sus and diversity.
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Capitulo 1

Introduccion

A la hora de tomar una decision colectiva, especialmente en contextos sociales, politicos o
estratégicos, es muy frecuente que los individuos no solo manifiesten un orden de preferencia
sobre las alternativas disponibles, sino que también indiquen explicitamente cuales de ellas son
aceptables o inaceptables. Este tipo de juicios mixtos, que combinan informacién de orden con
un umbral de aceptabilidad, se llaman preferencias aprobatorias, [7, 8] [12].

En este Trabajo de Fin de Master se estudiara sobre este tipo de preferencias, con el objetivo
de analizar, desde una perspectiva matematica, como se puede medir la similitud o disimilitud
entre diferentes agentes que expresan opiniones a través de preferencias aprobatorias, y como
dichas medidas permiten llevar a cabo técnicas de agrupamiento (clustering), facilitando asi el
analisis de la diversidad, polarizaciéon o consenso en los datos.

El trabajo recorre desde los fundamentos tedricos hasta la aplicacién empirica del modelo de
preferencias aprobatorias en un conjunto de datos real. Se estructura de la siguiente forma. En
el capitulo 2 se presentan estas estructuras, explicando definiciones y resultados necesarios para
el analisis. También se analizan sus propiedades, su representacion computacional y su relacién
con otros modelos de preferencias. El capitulo 3 introduce las distintas medidas de distancia
que se usaran para comparar las preferencias aprobatorias. Se consideran distancias para la
parte ordinal y para la parte de aprobacién, asi como combinaciones de ambas. Estas medidas
permiten medir el desacuerdo entre agentes y servirdn como base para los métodos de agru-
pamiento. En el capitulo 4 se describen diferentes técnicas de andlisis cluster aplicables a este
contexto. Se presentan el clustering jerarquico y el algoritmo Ranked K-Medoids, que permiten
agrupar individuos o alternativas en funcion de la similitud en su estructura. El capitulo 5 esta
dedicado al estudio empirico, donde aplicaremos estos métodos sobre un conjunto de datos —-.
Se codificaran las preferencias, se calcularan distancias, y se realizara el agrupamiento, inter-
pretando los resultados obtenidos, para estudiar si existe diversidad, polarizacion o consenso
en los datos. Por tltimo, en el capitulo 6 se comentaran las conclusiones principales del trabajo
y se planteardan posibles extensiones y lineas futuras de investigacion.

Esta estructura permite pasar de la teoria a la préactica, aplicando el modelo para identificar
y estudiar patrones de consenso, diversidad y polarizacién en los datos.



Capitulo 2

Preferencias aprobatorias

En este capitulo se presenta el marco tedrico de las preferencias aprobatorias, una estructura
que combina simultdneamente la informacién ordinal (relaciones de orden entre alternativas) con
la informacién evaluativa (umbrales de aceptabilidad). Este modelo surge como una extensién
natural de los sistemas clasicos de votacion y constituye un punto intermedio entre las 6rdenes
lineales y los sistemas de aprobacién pura. Esta dualidad lo convierte en una herramienta
flexible para describir cémo los individuos expresan tanto sus jerarquias de preferencia como
sus limites de aceptacion.

El capitulo se organiza de manera progresiva. Comienza con una motivaciéon general y una
comparacion con otros modelos de representacion de preferencias, para situar el modelo en el
contexto de la literatura. A continuacion se presenta la definicién formal de las preferencias
aprobatorias, destacando sus propiedades légicas y su clausura estructural. Posteriormente se
introduce la codificacién computacional mediante vectores ordinales y de aprobacion, lo que
permite cuantificar el grado de similitud entre preferencias. Finalmente, se revisan ejemplos
y aplicaciones que ilustran la utilidad practica de este marco. Esta base tedrica servirda en
los capitulos siguientes para desarrollar métricas de distancia, estudiar medidas de consenso y
aplicar métodos de analisis clister.

2.1. Motivacion y contexto

Cuando abordamos un problema de decision colectiva, los individuos no sélo pueden manifes-
tar gustos diferentes, sino también distintos niveles de tolerancia hacia las opciones disponibles.
En algunos contextos basta con saber el orden en que cada persona clasificaria las alternativas,
desde la mas preferida hasta la que menos. Sin embargo, en muchas situaciones sociales, politi-
cas o estratégicas, ese orden no es suficiente. Ademas de saber qué opcion esta en primer lugar,
interesa conocer si esa alternativa es al menos aceptable para el individuo o si por el contrario
es completamente inaceptable.

De este modo, surge la necesidad de contar con modelos con dos tipos de informacion: por
un lado, la informacién ordinal, que recoge como se ordenan las alternativas; y por otro, la infor-
macion evaluativa, que contiene un umbral entre lo que se considera aceptable y lo que no lo es.
La combinacién de estas dos caracteristicas nos proporciona una representacién mas detallada
de las preferencias individuales y, por tanto, permite un analisis méas ajustado a la realidad.
Esta situacién es particularmente relevante en votaciones publicas, procesos de deliberacién en
comités o contextos estratégicos, donde las preferencias no son solo qué alternativa esta mas
arriba o mas abajo en un ranking, sino también a qué opciones tienen el menor consenso o
generan una inaceptabilidad total. De este modo, se puede definir el modelo de preferencias
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aprobatorias como una fusién entre el ordenamiento clasico de las alternativas y la posibilidad
de declarar explicitamente qué opciones son aceptables.

Una vez que ya hemos tratado la necesidad de anadir esta informaciéon a las votaciones,
veamos que ventajas y limitaciones tienen algunos modelos clasicos de votacién frente a las
preferencias aprobatorias. Cada sistema puede favorecer a unos tipos de candidatos o alter-
nativas, y se pueden producir resultados muy distintos segin la forma en que los individuos
expresen sus preferencias, como son los casos descritos a continuacion:

= En primer lugar, los modelos ordinales, como los métodos de Condorcet o la regla de
Borda, [5], se basan solo en el orden en que cada persona clasifica las opciones, sin tener
en cuenta cuanto le gusta cada una. Esto permite captar ciertos matices. Por ejemplo, un
candidato puede ser ligeramente preferido sobre otro, o aparecer mucho entre los primeros
puestos, lo que le da una ventaja frente a otros que tienen opiniones mas divididas. Sin
embargo, este tipo de enfoque no distingue entre opciones que son apenas aceptables y
otras que, aunque estén en segundo o tercer lugar, en realidad resultan inaceptables para
una gran parte de los votantes. Por eso, los modelos ordinales suelen favorecer a quienes
tienen un buen promedio en los rankings, aunque eso no signifique que sean bien recibidos
por la mayoria.

= Por otro lado, los modelos binarios de aprobacion, como el Voto Aprobatorio propuesto por
Brams y Fishburn (1978), [6], permiten a los votantes indicar simplemente qué alternativas
son aceptables y cudles no. La ventaja de este sistema es su simplicidad, pues se ve el grado
de aceptaciéon minima de cada opcién y evita resultados en los que gane un candidato
inaceptable por gran parte de los votantes. Sin embargo, este sistema pierde informacién,
pues no se diferencia entre la opcion favorita absoluta y otra que, aunque sea aceptable, se
considere de menor valor. Por esta razon, este sistema de aprobacion tiende a favorecer a
candidatos de consenso moderado, que acumulan muchas aceptaciones, frente a candidatos
mas intensamente preferidos por un grupo pero considerados inaceptables por otros.

Ejemplo 2.1. Veamos con un ejemplo las diferencias entre ambos enfoques. Consideremos tres
alternativas X = {A, B, C} y tres votantes. Las preferencias de los votantes son las siguientes:

» Votante 1: A~ B = C.
» Votante 2: A~ B > C.
» Votante 3: B = C >~ A.
s Votante 4: C = B = A.
» Votante 5: C' = A > B.

Escenario 1: método de Borda (ordinal). Cada votante asigna 2 puntos a su primera
opcion, 1 punto a la sequnda y 0 a la ultima. El resultado agregado es:

» A:24+24+04+0+1=05 puntos.
» B:14+1424+1+0=05 puntos.

» C:04+0+1+2+4+2=5 puntos.
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Por lo tanto, por este método, todas las opciones empatan.

Escenario 2: votacion por aprobacion. Supongamos ahora que cada votante acepta uni-
camente sus dos primeras opciones y no acepta la ultima. El recuento es:

» Votante 1: acepta A y B.
» Votante 2: acepta A y B.
» Votante 3: acepta B y C.
» Votante 4: acepta C y B.

s Votante 5: acepta C' y A.
El total de veces que ha sido aceptable cada opcion es:

m A:1+14+04+0+1=3 veces.
m B:14+1+14140=4 veces.

s C:0+04+1+14+1=3 veces.

En este sistema el ganador es B, que ha sido aceptable por mds votantes que el resto de
alternativas, a pesar de no haber sido el elegido en el escenario de Borda.

Este ejemplo es sencillo, pero podemos ver que incluso en un caso simplificado se evidencia como
el sistema ordinal de Borda puede mostrar un empate, mientras que la votacion por aprobacion
premia a una opcion de consenso, aceptable para una mayoria de votantes aunque no sea su
favorita absoluta.

En resumen, los modelos ordinales capturan solamente la posicion relativa de las alternativas
en los rankings, mientras que los modelos de aprobacion resaltan la aceptabilidad minima, es
decir, qué alternativas superan un umbral comin. Ambos enfoques son ttiles, pero también
parciales: pueden conducir a resultados opuestos dependiendo del contexto. Precisamente de
la interaccion entre ambos surge la motivacién del modelo de preferencias aprobatorias, que
integra a la vez el orden y la aceptacién para conseguir un analisis mas equilibrado de la
decisién colectiva.

Un segundo ejemplo sobre cémo un tipo de votacién puede favorecer a un candidato pese a no
ser el mas querido por la mayotia, se encuentra en las elecciones presidenciales de Estados Unidos
en el ano 2000. En dicha votacién, los principales candidatos fueron George W. Bush (Partido
Republicano), Al Gore (Partido Demécrata) y Ralph Nader (Partido Verde). La polémica surgié
por lo ocurrido en el estado de Florida, cuyo resultado terminé siendo decisivo para el ganador.

En Florida la diferencia final entre Bush y Gore fue de apenas unos cientos de votos, en
un censo de millones. Sin embargo, el sistema electoral era de mayoria simple: cada persona
marcaba un unico candidato y el que tuviera mas votos en el Estado se llevaba todos los
electores. En este contexto, los votos obtenidos por Ralph Nader, aunque mucho menores en
nimero, tuvieron mucho mas peso. Muchos analistas sostienen que una parte considerable de
quienes votaron por Nader habrian preferido a Gore antes que a Bush en una comparacién
directa, [10]. Sin embargo, como el sistema no permitia reflejar esa preferencia secundaria, esos
votos quedaron contabilizados exclusivamente para el candidato verde.

10
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El resultado fue que Bush gano en Florida por un margen minimo, lo que le dio la victoria
final en el colegio electoral, pese a que Gore obtuvo aproximadamente medio millén mas de votos
a nivel nacional. La controversia se hizo mas grande porque hubo disputas sobre el recuento,
papeletas mal disenadas y procesos judiciales que llegaron hasta la Corte Suprema. Al final, el
sistema mayoritario favorecié a Bush en un Estado clave. Podemos ver, por tanto, como una
regla de votacion concreta puede favorecer a un candidato de manera decisiva.

Aplicaciones de las preferencias aprobatorias

El modelo de preferencias aprobatorias ha demostrado ser ttil en diferentes contextos de
toma de decisiones colectivas y analisis de datos. Al combinar simultdneamente informacion
ordinal (jerarquia de alternativas) y evaluativa (umbrales de aceptabilidad), estas estructuras
permiten capturar matices que se pierden en modelos mas simples. A continuacién veremos
algunas aplicaciones.

Un primer contexto natural es el de las votaciones en comités, consejos o asambleas. En
estos entornos, los participantes no solo deben establecer un orden de preferencia entre las
alternativas (por ejemplo, distintos proyectos, candidatos o politicas), sino también declarar
cudles consideran suficientemente aceptables como para apoyarlas.

Un ejemplo destacado en este ambito es el Eurobarémetro, donde se estudian regularmente
las actitudes politicas y sociales de los ciudadanos europeos, [2]. En tales encuestas, la infor-
macién de qué propuestas o instituciones son aceptables resulta esencial para distinguir entre
candidatos que generan un amplio consenso minimo (aceptabilidad) y aquellos que, aunque
ocupen buenas posiciones en ciertos rankings, son inaceptables por grandes segmentos de la
poblacion. Esta capacidad de identificar consenso o polarizaciéon es particularmente relevante
en contextos de gobernanza multinacional, donde la estabilidad de las decisiones depende de
alcanzar un minimo denominador comun.

En el ambito de los sistemas de recomendacién (como los utilizados por plataformas de
musica, cine o comercio electrénico), no basta con ofrecer al usuario el item que maximiza su
ranking de preferencias. Es crucial asegurar que las recomendaciones sean, al menos, aceptables.

El modelo de preferencias aprobatorias ofrece una solucién natural. Esta consiste en dos
vectores. Un vector ordinal que captura las jerarquias de gusto, y otro vector de aprobacion
que asegura que los items sugeridos superen un umbral de aceptabilidad. Esto es especialmen-
te importante para evitar recomendar alternativas que, aunque podrian situarse en un rango
intermedio del ranking del usuario, resulten en realidad inaceptables (por ejemplo, un género
musical o literario que para el usuario sea explicitamente inaceptable). Al incorporar ambas
dimensiones, los algoritmos pueden equilibrar diversidad y satisfaccion minima en las recomen-
daciones.

En procesos de negociacién entre partes (por ejemplo, acuerdos laborales, tratados interna-
cionales o mediaciones en conflictos), cada votante dispone de un conjunto de propuestas que
valora de manera jerarquica, pero no todas las alternativas son igualmente viables. Lo esencial
es identificar qué propuestas son aceptables, aunque no necesariamente las mas deseadas.

Existen ademéas miultiples ambitos donde las preferencias aprobatorias pueden aportar valor
anadido:

= Asignacién de recursos y proyectos: en entornos como la investigacion cientifica o la

distribucion de presupuestos, es habitual que los evaluadores expresen tanto un ranking
de prioridades como un umbral de proyectos aceptables para financiacién.

11
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= Selecciéon en procesos educativos o laborales: en admisiones universitarias o con-
trataciones, los evaluadores ordenan a los candidatos, pero también fijan un nivel minimo
de aceptabilidad. Este modelo ayuda a integrar ambas perspectivas.

= Planificacién colectiva y politicas piblicas: en la elaboracién de planes de accién,
los ciudadanos o los expertos pueden declarar qué medidas consideran aceptables, ademés
de priorizarlas, lo que aporta informacién clave para detectar consensos sociales.

En definitiva, las preferencias aprobatorias ofrecen un marco flexible y versatil para repre-
sentar juicios colectivos, ya que combinan jerarquias ordinales con umbrales de aceptabilidad.
Esta doble dimensién enriquece el andlisis de la diversidad, el consenso y la polarizacién. En
los capitulos siguientes se profundizard en cémo estas estructuras permiten definir medidas
de distancia, formular métricas de consenso y aplicar técnicas de agrupamiento tanto sobre
individuos como sobre alternativas, con el fin de interpretar patrones colectivos en datos reales.

2.2. Definicion formal

Antes de continuar con el andlisis de similitudes, distancias y agrupamientos entre votantes,
es necesario definir primero conceptos importantes en este contexto sobre preferencias aproba-
torias.

Definicién 2.2.1. Sea X = {x1,x9,...,2,} un conjunto finito de alternativas, con n > 2.
Una relacién de orden débil R sobre X es una relacion binaria que cumple dos propiedades
fundamentales:

» Completitud: para todo par x;,x; € X, se cumple que z;Rx; o x;Rx; (0o ambos).
» Transitividad: para cuales quiera x;, v, x, € X, si x;Rx; y x;Rwy, entonces x;Rxy.

Definicién 2.2.2. Denotemos por W(X) al conjunto de todos los drdenes débiles sobre X. A
partir de R € W(X) se definen dos relaciones asociadas:

= La preferencia estricta:

T; =rx; <<= w;Rxr; yno xRy,

= La indiferencia:
Ti ~YR Ty <~ IL‘iRZL’j Yy lL']RZL'Z

Ademas del orden relativo, nos interesa saber cuales son las alternativas que llamamos acep-
tables para un votante, es decir, las que considera una opcién viable. Para ello, se introduce
un subconjunto A C X, llamado conjunto de alternativas aceptables. La idea es que el votante
establece un umbral de aceptabilidad y declara qué opciones superan dicho umbral. La combi-
nacién de estas dos dimensiones (orden débil y conjunto de alternativas aceptables) da lugar a
la definicién 2.2.3]

Definicién 2.2.3. Denotamos por P(X) el conjunto de partes de X. Una preferencia aproba-
toria sobre un conjunto X es un par (R, A) € W(X) x P(X) tal que se cumple la condicion de
consistencia:

(ziRx; N z;€ A) = x; € A, Vo, v € X.

12
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En particular, esta condiciéon implica que:
= S5iz; es aceptada y x; > x;, entonces z; también debe ser aceptada.
» Siz; es aceptada y x; ~pg x;, entonces z; también debe ser aceptada.

Por tanto, la condicion de consistencia asegura que, si una alternativa es aceptada, entonces
todas las que sean estrictamente mejores o indiferentes con ella también lo son.

Definicién 2.2.4. Denotamos por R(X) al conjunto de todas las preferencias aprobatorias
sobre X, es decir,

R(X)={(R,A) e W(X)xP(X) : (R,A) cumple la condicion de consistencia}.
Notacion 2.1. Representaremos un elemento
(R,A)=(x1 >R >R Tn ™R Tn41 ™R *** ™R Tm, {Z1,...,2n}) € R(X)

situando las alternativas aceptables en la parte superior, y las inaceptables en la parte inferior,
separadas por una linea horizontal (umbral). A esta notacion la llamaremos representacion en
bloques:

T
)

Tn

Tnt1
Tm
donde {x1,...,x,} son las alternativas aceptables (A) y{xni1,-..,Tm} las inaceptables (X \A).

En cada bloque (arriba o abajo del umbral) las alternativas pueden aparecer en distintos
niveles de preferencia de acuerdo con la relacion R:

= i dos alternativas son indiferentes, se representan en la misma fila.
= si una es estrictamente preferida a otra, se colocan en filas sucesivas de arriba hacia abajo.

Ast, la representacion muestra simultdneamente el orden débil R y el subconjunto aprobado A,
cumpliendo la condicion de consistencia.

Veamos a continuaciéon un ejemplo.
Ejemplo 2.2. Consideremos X = {x1, 2, x3,24} y la relacion de orden débil
R=x1>r x93 ~p T3 >R T4.

Si el conjunto aprobado es A = {x1,x9, 23}, entonces (R, A) constituye una preferencia apro-
batoria. La interpretacion es la siguiente: el agente acepta xy, To y T3, mientras que T, es
waceptable. Obsérvese que se cumple la condicion de consistencia:

= como T es aprobado, también lo es x1, que se encuentra por encima en el orden.

= como Ty es aprobado, también lo es x3, que es indeferente en el orden.

13
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En este caso, la representacion en bloques seria la siguiente:

1
To T3

Xy

Para entender mejor su alcance, resulta util compararlas con otros modelos habituales de
representacion de preferencias en teoria de la eleccién social.

Ordenes lineales

Un orden lineal sobre X es un orden débil R € W (X)) que es ademds antisimétrico, es decir,
Ty ~YRpT; = T;=1Tj.

En este modelo, cada agente proporciona una jerarquia completa de todas las alternativas. La
ventaja es que se obtiene una comparacién exhaustiva, pero se pierde informacién sobre qué
alternativas son aceptables y cudles inaceptables en un sentido absoluto. Asi, un candidato
situado en 1ltima posicion podria ser completamente inaceptable o simplemente considerado
una opcién débil, pero el orden lineal no distingue entre ambas situaciones.

Aprobacion pura

En el modelo de aprobacion pura, cada votante especifica unicamente un subconjunto A C X
de alternativas aceptadas, sin proporcionar informacion sobre el orden relativo entre ellas.
Este modelo elimina la dimensién ordinal y conserva tinicamente la informacién binaria sobre
aceptabilidad, [6]. Su simplicidad lo hace atractivo en la préctica, pero presenta limitaciones
claras, como que no permite discernir entre una alternativa favorita y otra que es apenas
tolerada, siempre que ambas sean aceptables.

Juicio mayoritario y puntuaciones

En el juicio mayoritario, cada agente asigna a cada alternativa una valoracién en una escala
comun de categorias lingiiisticas (por ejemplo, excelente, bueno, aceptable, insuficiente), [4] 3].
El resultado se determina a partir de las distribuciones de estas valoraciones.

En los modelos de puntuacion, cada agente asigna a cada alternativa un nimero dentro de
un rango prefijado (por ejemplo, de 0 a 10). El resultado suele agregarse mediante medias o
sumas.
Estos modelos introducen la nocién de intensidad de preferencia. Sin embargo, la aceptabilidad
de las alternativas no estd estructurada de manera binaria ni sometida a una condicién de
consistencia, pues un candidato puede recibir puntuaciones dispersas sin que exista un umbral
comun de aprobacién. Por tanto, son modelos méas expresivos en cuanto a grados de preferencia,
pero menos normativos en cuanto a la distincion entre lo que es aceptable y lo que no.

En conclusién, las preferencias aprobatorias generalizan y conectan dos modelos amplia-
mente estudiados en teoria de la eleccion social:

» Ordenes clasicos: si A= X 0 A = &, entonces (R, A) equivale simplemente a un orden
débil tradicional, ya que todas las alternativas son consideradas aceptables o inaceptables.
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= Voto Aprobatorio: si se ignora el orden R y se conserva uinicamente el conjunto apro-
bado A C X, cada votante se limita a indicar qué alternativas aceptables y cuales inacep-
tables.

Esto las convierte en una herramienta flexible para estudiar cémo se forman consensos,
donde aparecen divisiones y hasta qué punto existe diversidad en las decisiones colectivas.

2.3. Propiedades logicas de las preferencias aprobatorias

A partir de la definicion se obtienen de manera natural algunas propiedades sencillas,
pero muy utiles, que nos ayudan a entender mejor cémo funcionan estas estructuras. Dichas
propiedades garantizan que las preferencias sean coherentes y que no aparezcan contradicciones,
pues lo que se acepta o no se transmite de manera légica a lo largo del orden de las alterna-
tivas. Ademads, estas propiedades permiten establecer relaciones de simetria que mas adelante
utilizaremos para comparar distintos perfiles de votantes. De forma general, podemos destacar
tres principios basicos:

» Condicién de consistencia: ya explicada en la definicién [2.2.3] Si una alternativa es
aceptable, entonces cualquier otra que sea estrictamente mejor o al menos indiferente con
respecto a ella también debe ser aceptable.

= Herencia hacia abajo: de manera dual, si una alternativa es inaceptable, todas las que
se sitian en posiciones inferiores o indiferentes en el orden también deben ser inaceptables.

» Inversién: dada una preferencia aprobatoria (R, A), es posible definir su opuesto natural
(R7!, X'\ A), lo que establece una simetria que mas adelante permitira formalizar medidas
de desacuerdo y de polarizacion.

Estas tres propiedades constituyen lo que denominamos clausura estructural de las preferen-
cias aprobatorias, y seran fundamentales para los desarrollos posteriores en torno a distancias,
consenso y agrupamiento.

Proposicién 2.3.1 (Herencia hacia abajo). Sea (R, A) € R(X) una preferencia aprobatoria.
Six; ¢ Ay, <pxj0ox; ~px;, entonces x; ¢ A.

Demostracion. Six; ¢ Ay supusiéramos que z; € A, entonces por la condicién de consistencia
tendriamos z; € A, lo que contradice la hipdtesis. Por tanto, necesariamente z; ¢ A. El caso
x; ~g x; se deduce de forma andloga. O

Proposicién 2.3.2. Sea (R, A) € R(X) una preferencia aprobatoria. Son equivalentes:
(a) Condicion de consistencia: para todo x;,x; € X,
(l‘j cA N $lR.’L'j) - I; € A.

Es decir, si x; es aceptada, entonces cualquier x; que sea mejor o indiferente que x; (esto
es, T; »g Tj 0 T; ~g ;) también es aceptada.

(b) Herencia hacia abajo: para todo z;,z; € X,
(J]j ¢ AN ZEJRIz) - I; ¢ A,

donde x; Xg x; significa x;Rx; (equivalentemente, v; <p x; 0 x; ~g x;). Es decir, si x;
es inaceptable, entonces cualquier x; peor o indiferente que x; también es inaceptable.
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Demostracion. (a = b). Supongamos (a). Sean z;,x; € X con xz; ¢ Ay x; Sr xj, esto es,
z;Rx;. Si por absurdo x; € A, entonces, aplicando (a) con x; en el papel de “alternativa mejor
o indiferente” respecto de x; (pues z;Rx;), obtendriamos x; € A, contradiccién. Luego z; ¢ A.

(b = a). Supongamos (b). Sean z;,z; € X con z; € Ay x;Rxj, esto es, r; <r ;. Si
por absurdo x; ¢ A, entonces, aplicando (b) con z; como alternativa inaceptable y z; <p x;,
concluirfamos x; ¢ A, contradiccion. Por tanto, z; € A. n

Por lo tanto, por el Teorema [2.3.2] se tiene que la condicién de consistencia es equivalente
a la herencia hacia abajo.

Proposicién 2.3.3. Sea (R, A) € R(X) una preferencia aprobatoria. Entonces A coincide
exactamente con un conjunto superior en el orden R, es decir:

A={rxe X |Jye€Aconz>ry oz ~gy}.

Demostracion. La condicién de consistencia implica que toda alternativa mejor o indiferente
que una aceptada también debe estar en A, por lo que A es un conjunto superior en R. Recipro-
camente, todo elemento de A pertenece por definicién al lado derecho de la igualdad. De este
modo, se obtiene la caracterizacion deseada. O

Demostracion. Denotemos
Upp(A) :={zxze X | Jy€Aconz =gryox~ry}.

Probaremos las dos inclusiones Upz(A) C A y A C Upg(A).

(1) Upr(A) C A. Sea x € Upg(A). Entonces existe y € A tal que 2 =g y 0 x ~g ¥y, lo que
equivale a zRy. Por la condicién de consistencia de (R, A), de y € A y xRy se deduce x € A.
Luego Upg(A) C A.

(11)) A C Upg(A). Seax € A. Como R es un orden débil (completo y transitivo), es en particular
reflexivo, luego para todo x € X se tiene zRx, y por tanto x ~g x. Tomando y = x € A,
obtenemos que x verifica la condicién que define Upy(A); por tanto z € Upg(A). Asi, A C

Upg(A).
De (i) y (ii) concluimos A = Upy(A), como se queria. O

Corolario 2.3.4. Sea (R, A) € R(X). Entonces A es union de clases de indiferencia completas
y, mds aun, existe una clase umbral C* de X/~g tal que

A= U C,

CEX/NR,CERC*
donde el orden en el cociente X /~g viene dado por
C=p D < zRy para cualesquiera x € C, y € D.

En particular, A no corta ninguna clase de indiferencia: o bien contiene una clase entera, o
bien la excluye por completo.

Demostracion. (1) Orden inducido en el cociente).
La relacién de indiferencia ~p es una relacién de equivalencia, de modo que el cociente X/~g
estd bien definido, siendo sus elementos son las clases de indiferencia [z]., = {y € X : y ~g z}.
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Sobre este cociente definimos el orden inducido =z por
[:C]NR g [y]NR — =Ry

Esta definicién no depende de los representantes, pues si x ~g o' y y ~g ¢/, entonces xRy
implica 2’ Ry’ (por transitividad de R y propiedades de ~g). Ademéds, como R es completo y
transitivo, la relacion = es un orden lineal sobre las clases de indiferencia.

(2) A es union de clases).
Six € Ay y ~pg x, entonces por la condiciéon de consistencia y € A. Asi, A es union de
clases de ~g. Denotemos por

A = {[z]ep, € X/~p t x €A}

el conjunto de clases contenidas en A.

(3) A~ es un conjunto superior).

Sea C e A~y D € X/~gpconD =5 C. Tome x € CNAyye D.DeD >p C se sigue
yRx; como x € A, por consistencia y € A, luego D € A™~. Por tanto, A~ es superior en el orden
lineal (X/~g, = 3).

(4) Estructura de conjuntos superiores en drdenes lineales finitos).

Como X es finito, también lo es el cociente X/~x. En un orden lineal finito, todo conjunto
superior no vacio es la “cola” a partir de su minima clase. Asi, si A = @ entonces A~ = &, si
A = X entonces A~ = X/~p; y en caso contrario existe una clase umbral C* minima en A~
tal que

AV = {CeX/~p:C = C" 1

Puesto que A es la unién de las clases que contiene, obtenemos

A=1]c

CeA~

lo que, en particular, muestra que A no corta ninguna clase de indiferencia.
Esto prueba la afirmacion y, en particular, que A es unién de clases completas. O

Una consecuencia de la definicién de preferencias aprobatorias es que el conjunto R(X)
posee una serie de propiedades de clausura que lo hacen estable frente a operaciones naturales
como la inversion del orden o la restriccién a subconjuntos de alternativas. Estas propiedades,
que denominamos clausura estructural, resultan fundamentales para el estudio de distancias y
medidas de consenso en capitulos posteriores.

Proposicién 2.3.5 (Clausura por restriccién). Sea (R, A) € R(X) una preferencia aprobatoria
y sea Y C X un subconjunto no vacio de alternativas. Definimos la restriccion de (R, A) a'Y
como

(Rly, AN Y),
donde R|y es la relacion inducida por R sobre Y. Entonces se cumple que (R|y, ANY) € R(Y').

Demostracion. Como R es un orden débil sobre X, su restriccién R|y es un orden débil sobre
Y. Ademss, siy; € ANY y y; R|yy;, entonces y; Ry; en X. Por consistencia de (R, A), se deduce

que y; € A, y por tanto y; € ANY. De ello se sigue que (R|y, ANY') cumple la condicién de
consistencia y pertenece a R(Y). O
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Proposicién 2.3.6 (Clausura por inversién). Sea (R, A) € R(X) una preferencia aprobatoria.
Definimos la preferencia inversa como

(R, A = (R, X\ A),
donde R™' es el orden débil inverso de R. Entonces se cumple que (R, A)~' € R(X).

Demostracion. El inverso R~ de un orden débil es también un orden débil. Sea z; € X \ A
y x;R7 'z}, lo cual equivale a z;Rx;. Dado que z; ¢ A, la condicién de consistencia en (R, A)
implica que z; ¢ A. Por tanto, z; € X \ A. Asi, (R™!, X'\ A) cumple la condicién de consistencia
y pertenece a R(X). O

Observacion 2.3.7. La clausura por inversion es especialmente relevante para la definicion de
medidas de disension: permite comparar perfiles de votantes no solo en términos de similitud,
sino también en términos de oposicion o simetria. Asimismo, la clausura por restriccion es
clave para el andlisis de subconjuntos de alternativas, como ocurre al reducir la dimension del
problema en técnicas de clustering.

2.4. Codificacién de las preferencias aprobatorias

Desde el punto de vista computacional, es muy 1til disponer de una representacién numérica
de las preferencias aprobatorias que permita aplicar técnicas de anélisis cuantitativo, tales como
el calculo de distancias o la aplicacién de algoritmos de agrupamiento. Para ello, cada preferencia
aprobatoria (R, A) € R(X) puede codificarse mediante dos vectores, uno asociado al orden débil
R y otro al conjunto de alternativas aceptables A.

Sea R € W(X) un orden débil sobre X = {z1,...,x,}. Definimos la funcién de posicién de
R como

PR : X — [1,n],

donde PR(x;) representa la posicion media de la alternativa x; dentro del orden R. Esta
posicion se calcula teniendo en cuenta dos factores:

» cuadntas alternativas estdn estrictamente por debajo de x;.
= cudntas son indiferentes a ella.
Definicién 2.4.1. Dado R € W(X) y x; € X, definimos
PR(z;) =n — #{zpe X xjpar}t — s#{zr € X\ {z;} 1 2; ~g a1 }.
La interpretacion es la siguiente:
= El primer término n es el nimero total de alternativas.

» El segundo término cuenta cuantas alternativas son estrictamente peores que x;, es decir,
cuantas se encuentran por debajo en el orden.

» El tercer término ajusta la posicion en caso de que z; sea indiferente con otras alternativas.
En lugar de colocarlas en posiciones sucesivas, se asigna a todas la posicion media del
bloque de indiferencia.
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Asi, PR(z;) = 1 significa que z; ocupa la primera posicién del orden (es la mejor alterna-
tiva), mientras que PR(x;) = n indica que es la peor. Valores intermedios reflejan la posicién
relativa teniendo en cuenta posibles empates.

Definicién 2.4.2. El vector ordinal asociado a un orden R € W(X) se define como
Pr = (PR(x1)7 PR(xQ)v SR PR(xn)) < [17n]n

Por otra parte, la informacién de aceptabilidad contenida en el conjunto A C X puede
representarse de forma binaria.

Definicién 2.4.3. Dado A C X, definimos la funcion

1, siz; €A,

[A:X — {01},  IA(z;) =
(0.1} () {0, six; ¢ A.

El vector de aprobacion asociado a A C X se define como
in= (TA(z1), [A(zs), ..., [A(z,)) € {0,1}"

Con ambas representaciones, cada preferencia aprobatoria (R, A) € R(X) puede codificarse
como el par

(PRs14)-

Proposicién 2.4.1. La codificacion (pgr,ia) preserva toda la informacion de una preferencia
aprobatoria (R, A). Es decir, a partir de (pgr,ia) puede reconstruirse de manera univoca tanto
el orden débil R como el conjunto aprobado A.

Demostracion. Sea ® : R(X) — [1,n|™ x {0,1}" la aplicacién dada por ®(R, A) = (pr,ia).
Basta con probar que ® es inyectiva. Sea (R, A1), (Rz, A2) € R(X) tales que

(pR17iA1) = (pR27iA2>'
Primero, como i4, = i4,, se tiene que para cada x; € X:
iAl(LL’j>:1 <— JIjEAl, iAQ(l’j):l <~ IjGAQ.

De aqui se deduce A; = A,.
Segundo, como pr, = Pr,, Se cumple que para cada z;,z; € X:

PRl(ZCZ) < PRl(l'J) e PRQ(QTZ) < PRQ(SEJ'),

Por la definicién de PR(-), la primera equivalencia implica que
Ti ™R, Tj <~ Xy Ry Zj,

y la segunda que
Ty ~p, Tj <= Ti ~R, Tj.
Por tanto, Ry = Rs.

Concluimos, por tanto, que (Ry, A;) = (R, As). Esto demuestra la inyectividad de la codi-
ficacién. u
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Ejemplo 2.3. Sea X = {x1, 29, 23, x4, x5, 26 }. Un votante declara la siguiente preferencia apro-
batoria:

T1 >R Ty ~YR T3 >R T4 ~R T5 ™R T, A = {1, 29, 23}.

La representacion en bloques es
4G
To I3

Y

Ty Ty
Te

donde las alternativas situadas por encima de la linea son las aceptables y las situadas por
debajo son las inaceptables. Obsérvese que x5 y T3 comparten un mismo nivel de indiferencia,
al 1qual que x4 Y T5.

Condicion de consistencia. Se cumple que si una alternativa es aceptada, entonces todas
las que son mejores o indiferentes también lo son. En efecto, como x9 € A y x1 =g T3, tenemos
r1 € A; ademds, como xo € A y xy ~g x3, se cumple x3 € A. Por tanto, (R, A) es una
preferencia aprobatoria vdlida.

Cadlculo de la codificacion. Con n = 6, se obtienen las siguientes posiciones medias de las
alternativas:

PR($1) = 1, PR(JIQ) = PR(ZL’g) = 2,5, PR(I‘4) = PR($5) = 4,5, PR(SL’G) = 6.

Por tanto,
Pr = (]-7 2757 2757 4757 475a 6)

Dado que A = {x1,x9, 23}, el vector indicador es:
ia=(1,1,1,0,0,0).
En conclusion, la preferencia aprobatoria queda codificada por el par:
(R, A) «— (pr,ia) = ((1,2,5,2,5,4,5,4,5,6), (1,1,1,0,0,0)).

Observaciéon 2.4.2. FEsta codificacion es fundamental porque permite trabajar con estructuras
aprobatorias en un espacio vectorial, lo que posibilita definir distancias (Capitulo @ y aplicar
técnicas de andlisis de datos como el clustering (Capitulo . En particular, el vector pr facilita
el uso de distancias ordinales (como la distancia de Kemeny), mientras que el vector is es la
base para distancias binarias (como la distancia de Hamming).

Proposicion 2.4.3. Sea m : X — X wuna permutacion. Definimos la accion de w sobre una
preferencia aprobatoria (R, A) por

m(R) = {(n(z),7(y)): (v,y) € B}, 7(A) := {n(z): v € A}.

Entonces, si ®(R, A) = (pr,ia) denota la codificacion, se cumple

@(W(R),W(A)) = (pW(R), @'W(A)), con  prr)(7(x)) = pr(%), ira)(m(x)) =ia(z) Voe X.

En particular, la codificacion se transforma por permutacion coordinada de componentes y, por
tanto, es neutral respecto al renombrado de alternativas.
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Demostracion. Por definicién, zm(R)y <= 7 '(z) R7 '(y). Para PR calculado con Ry
PR™ con m(R), se tiene:

PR™(m(z)) =n—#{z: 7(x) = 2} — 3#{z £ () : 7(x) ~nm) 2}

Usando la definicién de 7(R), los conjuntos contados son imagenes por 7 de los andlogos con
x bajo R, por lo que sus cardinales coinciden con los correspondientes para x en R. De aqui
PR™(n(x)) = PR(x), es decir, p-(r)(7(x)) = pr(z) para todo z. Del mismo modo, i4)(7(z)) =
Lyay(n(x)) = 1a(x) = ia(x). O

Proposicién 2.4.4. Para todo R € W(X) yx € X se cumple PR(x) € [1,n]. Ademds,

1 1 1
ZPR(JU) = @ y, por tanto, - ZPR(:L‘) = n—2|— :
reX zeX
Demostracion. Sea la particion de X en clases de indiferencia Ey > 5 --- =5 Ej (de mejor a
peor), con s, := |E,.|y Zle s, = n. Para x € I, se tiene
s, +1
PR(z) = Zst + 5

t<r
Entonces,

» parar =1, PR(x) = (s; +1)/2 > 1.

= parar =k, PR(z) =Y, s+ (s +1)/2=n— 221 <n.
Por tanto se deduce que 1 < PR(x) < n. Sumando sobre x € X y reagrupando por clases,

S PR =3 (et ) =3 (00 + L

zeX r=1 x€ek, t<r r=1 t<r r=1

Para el primer sumando, se obtiene

WE

Sr St = g StSr,

r=1 t<r 1<t<r<k

ya que al expandir se recorren todas las parejas (¢,r) con t < r. Por simetria,

E $tSp = 2 E StSr,

t#£r 1<t<r<k
y como
2 k )
(g 3T> = g s, + g S¢Sy,
r=1 r=1 t;ér
se deduce
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Para el segundo sumando,

k
sp+1 1 5 1 1 M
;sT 5 = 52%*’52% = §Zsr+§.
Sumando ambas expresiones:

1, o1 , n_n+n _ n(n+1)
ZPR(x)—ﬁ(n —ZST)+—ZST+§— — .

zeX r r

]

Proposicién 2.4.5. Sea (R, A) € W(X)xP(X) y sea (pr, ia) su codificacion, con A no vacio.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. (R, A) € R(X).

2. A es union de las primeras clases de indiferencia de R. Es decir, existe rq € {1,...,k}

tal que A=J2, E,.
3. Eziste 7 € [1,n] tal que

A={xeX: PR(x)<7} equivalente o TA(x) = 1ipp@a)<-y Vo € X.

Demostracion. (1) = (2): Sea Ey =3 --- = Ej la particién de X en clases de indiferencia de
R. La consistencia implica que si x € Ay y ~g x, entonces y € A. Luego, cada clase F, esta
completamente contenida en A o completamente fuera. Ademas, si £, C Ay s < r, entonces
todo y € E satisface y >=pr x para cualquier z € F,, por lo que y € A. Por tanto, existe 7y tal
que A=J2 E,.

(2) = (3): St A=J2, E,, tomemos

T = Zst+—STO+1

2
t<ro

(para 19 = 0 basta tomar, por ejemplo, T < %) Para v € E,, PR(x) = ) ,_, 5 + %
Entonces PR(z) < 7 si y solo si r < 1y, que solo ocurre si y solo si x € A. Por lo tanto
A={z: PR(z) <7}

(3)=(1):Si A={x: PR(x) <7}, seaz; € Ay x;Rx;. Entonces PR(x;) < PR(z;) <,
de donde x; € A. Por tanto, (R, A) cumple la condicién de consistencia. n

Observacién 2.4.6. En la proposicion [2.4.5 hemos supuesto que A # &, de modo que ry > 1.
Sin embargo, si se permite A = &, el resultado sigue siendo vdlido. Para ello basta considerar
el caso rq = 0, donde por convenio

Esto corresponde a un votante que no acepta ninguna alternativa. De manera andloga, el caso
extremo o = k da lugar a A = X, en el que todas las alternativas resultan aceptables. Por
tanto, la caracterizacion es general y no requiere la hipotesis A # &.

22



CAPITULO 2. PREFERENCIAS APROBATORIAS

La caracterizacién anterior muestra que, en la codificacién, la consistencia equivale a que
i4 sea el indicador de un “corte por umbral” sobre pr. En términos practicos, esta forma
estructurada de A resultard tutil mas adelante al definir medidas de consenso y al disenar
procedimientos de preprocesado (por ejemplo, filtrado por umbrales) en el anélisis empirico.

Observacién 2.4.7. La aplicacion ® : R(X) — [1,n]" x {0,1}", ®(R,A) = (pgr,ia), e€s
inyectiva, pero su imagen es un subconjunto propio, pues no todo par (p,i) es realizable. En
efecto, p debe provenir de un orden débil (constancia por clases e incremento estricto entre
clases) y i debe ser el indicador de un corte por umbral sobre p, como en la proposicion .

2.5. Tamano del espacio de preferencias aprobatorias

El nimero de preferencias aprobatorias posibles sobre un conjunto de alternativas crece de
manera mucho més rapida que en los modelos tradicionales de representaciéon de preferencias.
Mientras que los 6rdenes lineales y los érdenes débiles producen espacios ya de por si grandes,
el hecho de anadir la dimension evaluativa de aceptabilidad multiplica exponencialmente la
complejidad.

» El ntmero de drdenes lineales (o permutaciones completas) sobre n alternativas es exac-
tamente n!, [5].

» El nimero de drdenes débiles (o predrdenes completos) sobre n alternativas corresponde a
los niimeros de Fubini (o nimeros de Bell ordenados), conocidos en combinatoria clésica.

= En cambio, el niimero de preferencias aprobatorias sobre n alternativas, denotado |R(X)],
incluye ademas todas las posibles elecciones de subconjuntos aprobados A C X, siempre
sujetos a la condicién de consistencia. Estudios recientes (véase [9, [1]) han mostrado que
este nimero crece de forma combinatorial mucho més intensa que los o6rdenes débiles,
debido a la multiplicacion entre las posibles particiones de X en bloques indiferentes y la
eleccion de un umbral de aceptabilidad compatible.

En otras palabras, las preferencias aprobatorias contienen simultaneamente la riqueza es-
tructural de los érdenes débiles y la flexibilidad de la aprobacién binaria, lo que genera un
espacio de representaciones exponencialmente mayor.

Para ilustrar el crecimiento, consideremos los primeros valores de n. En la tabla se
comparan el numero de érdenes lineales, 6rdenes débiles y preferencias aprobatorias para n =
2,...,10, [I.
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n  Aprobaciones 2" Ordenes lineales n!  Ordenes débiles aproizetf(frrizzci;s( X))
2 4 2 3 8
3 8 6 13 44
4 16 24 75 308
5 32 120 541 2612
6 64 720 4683 25988
7 128 5040 47293 296 564
8 256 40320 545 835 3816 548
9 512 362 880 7087261 54667 412
10 1024 3628 800 102247 563 862 440 068

Tabla 2.1: Numero de estructuras posibles segin el modelo de representacion de preferencias,
para distintos valores de n, [I].

El niimero de 6rdenes débiles y de preferencias aprobatorias es conocido en forma general y
puede obtenerse para cualquier valor de n, [11].

Se puede observar que mientras los érdenes lineales crecen factorialmente y los dérdenes
débiles lo hacen de forma ain mas acelerada, el tamano del espacio de preferencias aprobatorias
aumenta todavia mas rapidamente. Por ejemplo, con tan solo n = 5 alternativas, el espacio de
preferencias aprobatorias ya supera las dos mil posibilidades distintas, frente a las 541 de los
ordenes débiles y las 120 de los 6rdenes lineales.

El rapido crecimiento del espacio de preferencias aprobatorias tiene dos consecuencias prin-
cipales:

1. Complejidad computacional: los algoritmos que operan sobre estos espacios (por ejem-
plo, los que calculan distancias o ejecutan procedimientos de agregacion) deben estar di-
senados para manejar dominios muy grandes. El uso de representaciones vectoriales, como
se ha explicado en la seccién anterior, resulta indispensable para reducir la complejidad
practica de estos célculos.

2. Capacidad expresiva: este crecimiento refleja la enorme variedad de juicios que los
individuos pueden expresar en un modelo aprobatorio. Frente a la rigidez de un orden
lineal o la simplicidad de una votacion por aprobacion, las preferencias aprobatorias per-
miten capturar una gama mucho mas rica de actitudes, desde el consenso parcial hasta
la inaceptabilidad colectiva, pasando por situaciones de fuerte polarizacion.

En conclusién, el espacio R(X) tiene un crecimiento enorme desde el punto de vista com-
binatorio, incluso en problemas con pocas alternativas. Esto hace dificil tratar el problema y
motiva el uso de herramientas matematicas y computacionales que permitan resumir, comparar
y agrupar preferencias. En particular:

= en el capitulo[3]se introducirdn medidas de distancia que permiten cuantificar el desacuer-
do entre dos preferencias aprobatorias, combinando informacion ordinal y de aprobacion,
siguiendo ideas como las de [9];

= en el Capl'tulose estudiaran técnicas de agrupamiento (clustering) que, a partir de dichas
distancias, posibilitan analizar perfiles numerosos sin necesidad de recorrer todo el espacio
de preferencias [2].
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De este modo, la complejidad combinatoria se podra tratar mediante distancias para reducir
la comparacién a numeros manejables y algoritmos de clustering para detectar patrones de
consenso, diversidad o polarizacion.
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Capitulo 3

Distancias entre preferencias
aprobatorias

En el capitulo [2] se introdujo el marco tedrico de las preferencias aprobatorias, definiendo
formalmente estas estructuras, sus propiedades légicas y su representacion computacional. Di-
cho marco nos permite describir como los individuos expresan simultdneamente un orden de
preferencia y un umbral de aceptabilidad sobre un conjunto de alternativas.

El siguiente paso natural es preguntarse como comparar dos preferencias aprobatorias. En
contextos de decisién colectiva no basta con conocer las opiniones individuales de forma aislada,
sino que es esencial medir el grado de similitud o disimilitud entre distintos agentes. Estas
comparaciones son la base para estudiar fenémenos como el consenso, la disension, la diversidad
o la polarizacién en grupos sociales, politicos o estratégicos. Para ello introduciremos en este
capitulo distintas nociones de distancia, entendidas como funciones que miden la diferencia entre
dos estructuras aprobatorias. Dichas distancias se apoyan en la codificacion presentada en el
capitulo [2], distinguiendo entre la componente ordinal y la componente binaria de aceptacién.

El capitulo se organiza de la siguiente forma. En la seccion se expone la motivacién
general y las propiedades deseables de una distancia en este contexto. En las secciones y
se presentan, respectivamente, distancias que actian unicamente sobre la parte de aprobacién
y sobre la parte ordinal. Posteriormente, en la seccién se describe una primera propuesta de
distancia combinada mediante una combinacion convexa de ambas componentes. Finalmente,
en la seccion se introduce la familia de distancias DY, que permite integrar de manera
flexible la informacion ordinal y evaluativa.

Estas herramientas constituirdn la base matemadtica para el capitulo [4 dedicado al andlisis
cluster, donde dichas distancias se emplearan para agrupar individuos o alternativas en funcién
de su grado de similitud.

3.1. Motivacion y contexto

En el capitulo anterior se introdujo el concepto de preferencia aprobatoria como un par
(R,A) € W(X) x P(X), donde R representa un orden débil sobre el conjunto finito de alterna-
tivas X y A C X indica el subconjunto de alternativas consideradas aceptables. La combinacion
de estas dos dimensiones (informacién ordinal y evaluativa) nos permite describir de forma més
realista las opiniones de los individuos en un proceso de decisién colectiva.

Una vez fijada la estructura, surge la cuestiéon de como comparar dos preferencias apro-
batorias (Ry, A1), (Rs, A2) € R(X). Comparar dos preferencias no es solo un ejercicio teérico,
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ya que nos podemos encontrar en tal escenario en contextos sociales, politicos o estratégicos.
Por esta razén es fundamental que los responsables de la toma de decisiones puedan evaluar
hasta qué punto los individuos coinciden, discrepan o incluso se polarizan en sus votos. Para
ello es imprescindible contar con una medida cuantitativa de la similitud o disimilitud entre
preferencias, que permita:

= Medir consenso social: si la distancia entre todas las preferencias de un grupo es
pequena, podemos interpretar que existe un nicleo comun de aceptacién que facilita la
toma de decisiones colectivas.

= Analizar diversidad y disensidén: las distancias grandes entre preferencias reflejan pos-
turas alejadas o incluso opuestas, lo que permite detectar grupos con visiones contrarias
dentro de un mismo colectivo.

» Aplicar técnicas de agrupamiento: tal como se estudiard en el capitulo [} los algo-
ritmos de andlisis cluster necesitan haber definido una distancia para agrupar individuos
con opiniones similares o, alternativamente, para identificar bloques de alternativas que
reciben patrones de apoyo comparables.

Definicién 3.1.1. Una distancia sobre el espacio de preferencias aprobatorias R(X) es una
funcion

d:R(X)x R(X)—1[0,00)
que mide el grado de disimilitud entre dos preferencias (Ry, A1), (R, Ag) € R(X).

En la practica, no siempre se exige que d cumpla todas las propiedades de una distancia. Re-
cordemos que una funcién d es una distancia si satisface, para todo (Ry, A1), (R2, Az), (R3, A3) €
R(X):

1. d((Ry, A1), (R2, A2)) > 0 (no negatividad).

2. d((Rl,Al), (RQ,AQ)) =0 < (Rl,Al) = (RQ,AQ).

3. d((Ry, A1), (Rg, Ag)) = d((R2, A2), (Ry, A1)) (simetria).

4. d((Ry, A1), (R3,A3)) < d((Ry1, A1), (R2, As)) + d((Rs, Az), (Rs, A3)) (desigualdad triangu-
lar).

En algunos casos basta con relajar la condicién (2), obteniendo asi una pseudodistancia.
Este tipo de flexibilizacion es util en contextos donde dos preferencias distintas pueden ser
indistinguibles desde el punto de vista de la distancia escogida.

El diseno de distancias adecuadas para estructuras mixtas como las preferencias aprobatorias
no es trivial, ya que deben equilibrar dos componentes heterogéneas: la parte ordinal y la
parte de aprobacién. En la literatura reciente se han desarrollado diversas aproximaciones para
combinar informacién de este tipo (véase, por ejemplo, [9]). En esencia, la construccién de
distancias en este marco tiene dos objetivos complementarios:

= Fidelidad representativa. La distancia debe reflejar con precision las discrepancias
tanto en el orden de las alternativas como en el conjunto aprobado.

= Operatividad computacional. El calculo de distancias debe ser factible en escena-
rios con un gran numero de alternativas o votantes, de modo que pueda integrarse en
algoritmos de clustering o en medidas de consenso.
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Una vez justificada la necesidad de disponer de medidas de distancia en el contexto de
las preferencias aprobatorias, el siguiente paso consiste en clasificar dichas medidas segin la
componente sobre la que actian. En primer lugar, en la Seccién consideraremos distancias
que se definen tinicamente sobre la parte binaria de aprobacién. A continuacién, en la Seccién [3.3]
analizaremos distancias que trabajan exclusivamente sobre la parte ordinal. Posteriormente, en
la Seccién [3.4] veremos cémo combinar ambas perspectivas en una unica medida mediante una
combinacién convexa. Finalmente, en la Seccién [3.5] presentaremos la familia de distancias Dj,
que constituye un enfoque unificado y flexible para capturar simultdneamente discrepancias
ordinales y aprobatorias.

3.2. Distancias sobre la parte de aprobacién

En esta seccién nos centraremos en la componente binaria de una preferencia aprobatoria,
esto es, en el conjunto A C X de alternativas aceptadas. Como se definié en el capitulo [2] esta
parte puede representarse mediante la funcién caracteristica

1 sizeA,

iAZX—>{Oa1}7 iA<ZL'):{0 ijg_fA.

De este modo, cada preferencia aprobatoria (R, A) puede codificarse, en lo relativo a la apro-
bacién, como un vector binario de dimensién n = | X]|.

Comparar dos preferencias aprobatorias desde esta perspectiva equivale, por tanto, a com-
parar dos vectores binarios. Existen diferentes medidas de distancia en este contexto, siendo
las mas habituales la distancia de Hamming y la distancia de Jaccard.

Definicién 3.2.1. Sea u = (uy,...,u,) yv = (vy,...,v,) dos vectores en {0,1}". La distancia
de Hamming entre u y v se define como

n

dp(u,v) = Z |ug, — vg|.

k=1
FEs decir, dy(u,v) cuenta el nimero de posiciones en las que u y v difieren.

En nuestro contexto, cada aprobacion A C X asociada a una preferencia aprobatoria

(R,A) € R(X) puede representarse mediante el vector binario ig = (ia(z1),...,i4(x,)) €
{0,1}", donde

, _J1 size A

ial®) = 0 sixz¢ A

De este modo, para dos preferencias aprobatorias (Ry, A1) y (R2, A2) definimos

dH((RlvAl)’ (R27A2)) = dH(iANZ.Az) = Z |iA1<x) - Z.Az(l‘”'

zeX

La distancia de Hamming entre aprobaciones mide, por tanto, el nimero de alternativas para
las que los individuos discrepan en su aceptabilidad.

Ejemplo 3.1. Consideremos el conjunto de alternativas X = {1, xe,x3,74}. Sean (Ry, A1) y
(R, As) dos preferencias aprobatorias con la siguiente representacion en bloques:
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o)
(RlaAl) = & (RQ,AQ) = T1 I3
o 2z

Por tanto,
Al = {SL’l,LEQ}, A2 = {xz,l'l,ll?;g}.

Los vectores de aprobacion correspondientes son
iAl = (1717070)7 iAQ - (1,1,1,0)

St nos centramos unicamente en la parte binaria, la distancia de Hamming entre estas aproba-
ciones es

di((Ri, A1), (R, A2)) = [1 = 1|+ |1 = 1]+ [0 = 1[+ [0 - 0] = 1.

Esto significa que las dos preferencias difieren en una sola alternativa, que en nuestro caso es
x3, ya que es aceptable en As pero inaceptable en Ai. En el resto de alternativas coinciden.

Definicién 3.2.2 (Distancia de Jaccard general). Sean A, B C X dos subconjuntos de un
conjunto finito X. La distancia de Jaccard entre A y B se define como

_|AnB|
|JAUB|

d;(A,B) =1

Por convenio, d;(A,B) =0 si A= B =@.

Observacién 3.2.1. La distancia de Jaccard toma valores en [0,1]. Dos aprobaciones son
wdénticas st y solo st dy = 0, mientras que dy = 1 indica que no hay ninguna alternativa
aceptable en comaun.

La distancia de Jaccard proporciona una medida relativa de disimilitud, normalizando res-
pecto al tamano de la unién. En el contexto de las preferencias aprobatorias, si (Ry, A1) y
(Rs, Ay) son dos preferencias en R(X), definimos

|A; N Ay
dy((Ry, Ay), (Ry, Ap)) = dy(Ay, Ag) = 1 — 211221
7((R1, A1), (Ra, Az)) 7 (A1, A2) |A; U Ay

Ejemplo 3.2. Retomemos las preferencias aprobatorias del ejemplo sobre X = {xy, w9, x3, 24},
donde Ay = {xq1,x2} e Ay = {x1, 29, 23}. Aplicando la definicion, obtenemos

[A1 N Ay {z1, 22} 2 1
di((Ry, A Ry,A))=1—"""""Z =1— — "7 —=1— —=_,
J(( 1, 1)7( 29 2)) ’Al UAQ’ ‘{%1,1’2,%3“ 3 3

Observacion 3.2.2. Ambas distancias reflejan la disimilitud entre los conjuntos, aunque en
escalas diferentes, pues Hamming mide en unidades absolutas de discrepancia, mientras que
Jaccard lo hace de forma relativa al tamano de la union.

Ambas distancias presentan propiedades utiles en el analisis de datos:

» La distancia de Hamming es adecuada cuando interesa contabilizar el niimero exacto de
discrepancias en la aceptacion de alternativas.
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= La distancia de Jaccard resulta m&as apropiada cuando los tamanos de los conjuntos
aprobados son muy diferentes, ya que normaliza por la unién y proporciona una medida
relativa de similitud.

En conclusion, estas medidas sobre la parte binaria permiten estudiar la cercania entre
preferencias aprobatorias solo fijandonos en el umbral de aceptabilidad, sin considerar la infor-
macién ordinal. Como veremos en las secciones siguientes, este enfoque resulta limitado cuando
las preferencias difieren en el orden relativo de las alternativas pero no en el conjunto aprobado,
lo que hace necesario introducir distancias sobre la parte ordinal (Seccién y posteriormente
la combinacién de ambas perspectivas (Seccién .

3.3. Distancias sobre la parte ordinal

Pasemos ahora a definir distancias sobre la otra componente: la parte ordinal. El problema
se reduce a comparar dos 6rdenes (que pueden incluir empates). Para este fin existen diversas
distancias en la literatura sobre teoria de rankings, entre las que destacan la distancia de
Kendall-Tau modificada y la distancia de Kemeny.

Distancia de Kendall-Tau

Al analizar unicamente la parte ordinal de las preferencias aprobatorias, una herramienta
clasica en la comparacion de ordenes es el coeficiente de Kendall-Tau, introducido originalmente
en estadistica para medir el grado de correlacion entre dos rankings. Este coeficiente se ha
utilizado de forma extensa en analisis de rankings y teoria de decisién, pues proporciona una
medida intuitiva de la concordancia relativa entre dos 6rdenes.

Dado un conjunto X de n alternativas y dos érdenes lineales (sin empates) Ry y Rs, consi-
deramos todos los pares no ordenados de alternativas {z,y} C X. Decimos que un par es

= concordante si Ry y Ry coinciden en el orden relativo de x e y,
» discordante si Ry y Ry invierten dicho orden.

Denotando por C' el niimero de pares concordantes y por D el nimero de discordantes, con
C+ D= (g), el coeficiente de Kendall-Tau se define como

C—-D
(5)
Por construccién, 7 toma valores en el intervalo [—1,1], ya que vale 1 cuando los 6rdenes

coinciden plenamente, —1 cuando son opuestos, y 0 cuando no existe correlacion lineal entre
ambos. De esta expresién se obtiene facilmente que

T(Rl, Rg) =

2D
n\ ’
()
lo cual muestra la relacion entre 7 y el nimero de pares discordantes D. Este ultimo es, en

realidad, una medida de distancia, ya que cuenta cuantas inversiones son necesarias para trans-
formar un orden en el otro.

T =1-
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Definicién 3.3.1. Dados dos ordenes lineales Ry y Ry, definimos
drr(Ry, R2) == D,

el nimero de pares discordantes. Su version normalizada en [0, 1] es

D . 1—T(R1,R2)

n - .

() 2

En el contexto de las preferencias aprobatorias, los 6rdenes pueden presentar empates debido

a los 6rdenes débiles. Para tratar esta situacién, se utiliza la generalizacién conocida como
Kendall-Tau-b, que ajusta el denominador para tener en cuenta los pares empatados en uno

u otro orden. Denotando por T} el niimero de pares empatados en R; pero no en Ry, y 15 de
forma andloga, se define

CZKT<R17 RQ) =

C—-D
VIC+D+T)(C+D+T)
De nuevo, 7, € [—1,1] y coincide con 7 cuando no hay empates. A partir de este coeficien-

te se construye una distancia ordinal normalizada que llamaremos distancia de Kendall-Tau
modificada, que es la mas conveniente de aplicar en el contexto de las preferencias aprobatorias.

Definicién 3.3.2. La distancia de Kendall-Tau-modificada entre dos ordenes Ry, Ry se define
como

Tb(Rla R2) =

1—7n(R, R
dKT(Rl,RQ) = %

Ejemplo 3.3. Retomemos el ejemplo (3.1 En la parte ordinal, los ordenes inducidos son

Ri: x1 > 29 > 23 = 24, R21$2>($1N$3)>‘$4.

Existen n = (;1) = 6 pares de alternativas a comparar. Clasificandolos:

v (z1,22): Ry ordena zy = x5, mientras que Ry ordena x4 = x1 = discordante.

(x1,x3): Ry ordena x1 = x3, mientras que Rs los sitia como x1 ~ x3 = cuenta como
empate frente a orden.

(x1,24): ambos drdenes coinciden en xy = x4 = concordante.

(9, x3): ambos coinciden en xy = x3 = concordante.

(x2,24): ambos coinciden en xo = x4 = concordante.

» (z3,14): ambos coinciden en x3 > x4 = concordante.

En total, tenemos C' = 4 pares concordantes, D = 1 discordante y Ty = 1 par con empate en
Ry pero no en Ry. No hay ningiun empate en Ry, por lo que Ty = 0. Aplicando la definicion|3.5.9
tenemos que
C—-D 4—-1 3

mo(f, Be) = JCTIDIT)C+D+Ts) /B10+0)B+1+0) 30 ~ 0,047

Finalmente, la distancia normalizada es

1— 1—-0,54
drr(R1, Ry) = Tb(QRl’RZ) = 8’5 T~ 0,226.

FEste valor indica que los dos drdenes son relativamente proximos (pues dgr es bajo), aunque
no idénticos, ya que eziste una inversion clara en el par (r1,x2) y una discrepancia adicional
por el empate en (1, x3).
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Distancia de Kemeny

Otra medida clasica de para medir la diferencia en la parte ordinal es la distancia de Kemeny.
En o6rdenes lineales (sin empates) se interpreta como el nimero de pares de alternativas cuyo
orden relativo difiere en los dos rankings. Para érdenes débiles (con empates), una formulacion
habitual consiste en contar, para cada par, si se mantiene el orden, se invierte o hay o no un
empate, [9].

Notacién 3.1. Cuando escribimos sumatorios del tipo

> fG9),

1<i<j<n

entendemos que i y j recorren el conjunto {1,...,n} y que cada par no ordenado {i,j} con
i # 7 se cuenta una unica vez, imponiendo la condicion i < j. De este modo, el nimero total
de términos es exactamente (g), correspondiente al niumero de pares distintos de elementos de

{1,...,n}.

Definicién 3.3.3. Sea X = {z1,...,x,}, conn > 2, un conjunto de alternativas finito y para
cada orden débil R € W(X), sea PR : X — [1,n] la funcidn de posicion media vista en la
definicion |2.4.1. Denotamos por sgn : R — {—1,0,1} la funcion signo,

1, a>0,
sgn(a) =4 0, a=0,
-1, a<O.

Para Ry, Ry € W(X) definimos la distancia de Kemeny como

CZK(R17R2) = Z ‘Sgn(PRl(xz’) - PRI(%‘)) - sgn(PRg(xi) - PR2($J'))“

1<i<j<n

De manera mas visual, cada par no ordenado {x;, x;} aporta:

juicio en Ry juicio en Ry contribucion
igual igual 0
estricto empate 1
empate estricto 1
estricto (x; > x;) | estricto (x; > ;) 2

En otras palabras, la distancia de Kemeny mide en qué medida las comparaciones par a par
entre alternativas coinciden, se contradicen o se ven alteradas entre los dos érdenes.

Proposicién 3.3.1. Para todo Ry, Ry € W(X),
n
0 S dK(Rl,RQ) S 2(2) :n(n— 1)
La cota superior se alcanza, por ejemplo, cuando Ry y Rs son drdenes lineales inversos (para

cada par hay inversion estricta y cada par contribuye 2).
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Demostracion. Sea X = {xy,...,x,} y sea, para k = 1,2, PRy, : X — [1,n] la funcién de
posiciones medias asociada al orden débil Ry. Para cada par no ordenado {;,z;} con i < j,
definimos

Ai5 1= sgn(PRl(xz) — PRl(Ij>), bij = Sgn(PRQ(xZ) — PRR(ZL']‘)>,
de modo que a;;, b;; € {—1,0,1}. Por definicién,

CZK(Rl,Rg) = Z |al-j - b”’

1<i<j<n

(i) Cota inferior. Para todo i < j, |a;; — b;;| > 0, luego dx(Ry, R2) > 0 por ser suma de
términos no negativos. Ademas, si R; = R, entonces a;; = b;; para todo 7 < j y, por tanto,
dg(Ry, Re) = 0. En consecuencia, 0 es la cota inferior y es alcanzable.

(ii) Cota superior. Dado que a;;,b;; € {—1,0,1}, los posibles valores de |a;; — b;;| son {0, 1,2},
y en particular |a;; — b;;| < 2 para todo ¢ < j. Sumando sobre los (’;) pares distintos (cada uno
considerado una unica vez mediante la condicién i < j), obtenemos

de(RuRy) = Y ay—byl < Y 2 = 2(7;) = n(n—1).

1<i<j<n 1<i<j<n
O
Definicién 3.3.4. Para Ry, Ry € W(X) definimos la distancia de Kemeny normalizada como

CZK(RD R2>

dK(Rl,RQ) = n(n — 1)

e [0,1].

En este trabajo utilizaremos la versién normalizada de la distancia de Kemeny, puesto que
facilita la comparacion entre 6rdenes de distinto tamano y su combinacion con otras distancias
también acotadas en [0, 1], como la distancia de Hamming,.

Ejemplo 3.4. Retomemos el ejemplo[3.1. La parte ordinal es
Ry: x> 20 > 13 > 14, Ry : a9 > 21 ~ 23 > 4.
Las posiciones medias son
pr1 = (1,2,3,4), Pr2 = (2,5,1,2,5,4).

Para los (3) =6 pares {x;,x;} coni < j:

{i,x;} | sgn(Pr, (x;) — Pr,(;)) | sgn(Pr, (i) — Pr,(x;)) | aportacion
(ZEl, Ig) —1 —f-]_ 2
(1, x3) -1 0 1
(21, 24) -1 -1 0
(29, z3) -1 -1 0
(w2, 74) -1 -1 0
(3, 74) -1 -1 0

Sumando, obtenemos

Por tanto,
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3.4. Combinacion convexa de distancias

En las secciones anteriores hemos definido distancias que actiian inicamente sobre una de
las dos componentes de una preferencia aprobatoria (R, A) € R(X): las distancias entre los
vectores ordinales pr v las distancias entre los vectores de aprobacion i4. Aunque son ttiles en
ciertos contextos, estas distancias son parciales, ya que ignoran parte esencial de la informacién.

El objetivo es integrar simultdneamente las dimensiones ordinal y aprobatoria. Una forma
sencilla y ampliamente utilizada en el andlisis de datos consiste en realizar una combinacién
convexa de dos distancias previamente normalizadas.

Definicién 3.4.1. Sean dr una distancia definida sobre la parte ordinal y da una distancia
definida sobre la parte binaria de aprobacion. La distancia combinada convexa se define como

dk((Rla Ay), (Ro, AQ)) =k -dr(Ry,Ry) + (1 — k) -da(Ay, As),
donde k € (0,1) es un pardmetro de ponderacion.

Por construccién, d; es una combinacién convexa de dr v da. Para que la definiciéon sea
coherente es necesario que ambas distancias estén previamente normalizadas al intervalo [0, 1],
de modo que d; también tome valores en dicho rango.

Proposicién 3.4.1. Sidgr y da son distancias normalizadas en [0, 1], entonces dy, es también
una distancias para todo k € (0,1).

Demostracion. La no negatividad y la simetria se heredan inmediatamente de dg y da. Si
dip((Ry, A1), (Ra, A2)) = 0, entonces necesariamente dg(R1, R2) = 0y da(A, A2) = 0, lo cual
implica Ry = Ry y A1 = As. Por tanto (Ry, A1) = (R», As), lo que prueba la propiedad de
separacién. Finalmente, la desigualdad triangular se cumple porque

di(Py, Ps) < k(dgr(Ry, Ro) + dr(Ra2, R3)) + (1 — k) (da(Ar, Az) + da(As, A3)),

y aplicando la desigualdad triangular de dg y da se obtiene el resultado. O]

El pardmetro k permite ajustar la importancia relativa de cada dimension:

= Si k =~ 1, la distancia d, se aproxima a dg, se premian las discrepancias en el orden de
las alternativas por encima de la informacién de aprobacién.

= Si k=0, la distancia dj, se aproxima a d4, dando mas peso a la coincidencia o diferencia
en los conjuntos aprobados.

» Para valores intermedios, dj, equilibra ambas componentes.

Esta flexibilidad convierte a dj, en una herramienta versatil para distintos escenarios. En
entornos donde el orden detallado de las alternativas es relevante (por ejemplo, en clasificaciones
académicas o competiciones deportivas), conviene elegir k alto. En cambio, en contextos donde
la aceptabilidad minima es prioritaria (como en procesos politicos o negociaciones), puede ser
preferible un k£ bajo.

Observacion 3.4.2. La distancia di, cumple propiedades deseables en el dmbito de la eleccion
social, como neutralidad (no depende del renombrado de alternativas) y reciprocidad (simetria
entre los agentes comparados), [9].
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En resumen, la distancia combinada convexa dj constituye un primer modelo unificado
para capturar la similitud entre preferencias aprobatorias, integrando en una sola expresién
la dimension ordinal y la evaluativa. En la siguiente seccién se introducirda una familia mas
sofisticada de distancias, DY, que generaliza esta idea mediante medias de potencia ponderadas,
proporcionando un control méas fino sobre la manera en que se agregan las discrepancias.

3.5. Distancia D) entre preferencias aprobatorias

La distancia combinada convexa dj definida en la seccién es una primera forma de
integrar la componente ordinal y la aprobatoria en una unica expresién. Sin embargo, tiene
una estructura lineal, la cual puede resultar demasiado rigida en ciertos contextos, al asignar
un peso fijo k a cada componente. En este apartado presentamos una familia mas general de
distancias, que se basa en la nocién de discordancia entre pares de alternativas y permite una
agregacion mas flexible de ambas dimensiones, [1].

Sea X = {x1,...,z,} un conjunto de alternativas finito y (Ry, A1), (R2, A3) € R(X) dos
preferencias aprobatorias. Para cada par de alternativas (z;,z;) con ¢ < j, se consideran dos
tipos de discordancia: posicional y de aprobacién.

Definicién 3.5.1. La discordancia posicional entre x; y x; relativa a dos drdenes Ry y Ry se

define como

_ |PRi(xi) — PRy ()| — [PRy(2:) — PRy(x;)]
n—1

donde PRy : X — [1,n] es la funcién de la definicion [2.4.1]

Dij

Y

En términos intuitivos, p;; mide cuanto difiere la percepcion relativa entre z; y x; en los
dos o6rdenes considerados. Valores cercanos a 0 indican que los individuos colocan a z; y x;
a distancias similares, mientras que valores altos reflejan un desacuerdo mayor respecto a su
posicion relativa.

Definiciéon 3.5.2. La discordancia de aprobacién entre z; y x; relativa a dos conjuntos de
aprobaciones Ay, Ay se define como

a;; = |(TA1(2;) = TAi(5)) — (T As(w;) — T As(2;))

)

donde T A es la funcion de la definicion|2.4.5,.

El valor a;; toma valores en {0, 1} y mide si existe discrepancia en el estatus de aceptabilidad
relativa de x; y z; en ambas preferencias. Si ambos individuos coinciden en aceptar (o no
aceptar) a x; frente a x;, entonces a;; = 0; en caso contrario, a;; = 1.

Una vez obtenidas las discordancias posicional p;; y de aprobacién a;;, se combinan en un
unico valor a través de una media de potencia ponderada. Dado » > 1 y un parametro de
ponderacién A € (0, 1), se define

h(z,y) = Ax" + (1= Ny, zye[0,1]. (3.5.1)

La funcién h es continua, simétrica y creciente en ambas variables. El parametro A determina
la importancia relativa de las discordancias posicionales frente a las de aprobacion, mientras
que r controla la curvatura de la media. Para » = 1 se obtiene la media aritmética ponderada,
mientras que para r — oo se tiende al maximo ponderado de x e .
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Definicién 3.5.3. La distancia D} entre dos preferencias aprobatorias (R, A1), (Rs, As) €
R(X) se define como

DS((RlaAl)v(R27A2>):ﬁ Z h(pij, ai;).

1<i<j<n

De este modo, DY se obtiene como la media de las discordancias entre todos los pares de
alternativas, combinando en cada caso la informacion posicional y la aprobatoria mediante h.
La normalizaciéon por —2— garantiza que D5 € [0, 1].

n(n—1) A

Proposicién 3.5.1. Parar > 1 y A € (0,1), la aplicacion DY es una distancia sobre R(X).

Demostracion. La no negatividad y simetria provienen de la definicién de h. La identidad del
indiscernible se cumple porque D5 ((Ry, A1), (R2, A2)) = 0 implica p;; = 0 y a;; = 0 para todo
par, lo cual equivale a Ry = Ry y A; = A,. Finalmente, la desigualdad triangular se deriva de
que h es una distancia L" ponderada y la suma sobre los pares preserva la propiedad. O

Observacién 3.5.2. Como podemos observar en (3.5.1), necesitamos dos pardmetros para
construir h:

= FEl parametro \ determina la importancia relativa de la parte ordinal y la parte aprobatoria.
Si A= 0,5, ambas dimensiones se consideran igualmente relevantes. Valores cercanos a 1
enfatizan el orden posicional, mientras que valores cercanos a 0 enfatizan la aceptacion
binaria.

= FEl pardmetro r controla la sensibilidad de la distancia ante discrepancias grandes. Para
r =1 se obtiene un promedio lineal de discordancias; parar > 1 las discrepancias mas ele-
vadas tienen mayor peso relativo. En particular, en el limite r — oo, h(x,y) = méx{x,y}.

Ejemplo 3.5. Sea X = {x1, 19,23, 24, x5}. Consideramos las siguientes dos preferencias apro-
batorias:

T X2
_ Ty T3 ) x1

(Ra, Ay) 2= (Re, Ag):
Ts x5

Se obtienen los siguientes vectores ordinales y de aprobacion:
Pr1 = (172757275747 5)a Pr2 = (2717?)’573’5’5)7
iAl = (171717070)7 iAZI (17170707())7

Para cada par i < j, definimos la discordancia posicional y aprobatoria, vistas en las definicio-

nes[3.5.1) y[3.5.9 respectivamente.

(i,5) | [PRi(2i) = PRi(x;)| |PRy(wi) — PRy(xj)| | pij  ay
(1,2) 1,5 1,0 0,125 0
(1,3) 1,5 1,5 0,000 3
(1,4) 3,0 1,5 0,375 0
(1,5) 4,0 3,0 0,250 0
(2,3) 0,0 2,5 0,625 1
(2,4) 1,5 2,5 0,250 0
(2,5) 2,5 4,0 0,375 0
(3,4) 1,5 0,0 0,375 2
(3,5) 2,5 1,5 0,250 3
(4,5) 1,0 L5 0,125 0
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Dada la media de potencia ponderada (3.5.1)), la distancia total es

D3 ((Ry, A1), (Ry, Ay)) = ﬁ > hipy.ai) = 1—10 > hlpy,ay).

1<i<j<n 1<i<j<n

Veamos ejemplos con algunos parametros.

Caso 1: r =1, A =1. Agqui h(z,y) = 3(z +y). Sumando los h de la tabla:
Z h(pij, aij) = 3§ Z (pij + aij) = 2,375.
1<i<j<n 1<i<j<n

Finalmente obtenemos

Dé,5((Rl,A1),(RzaA2)) = 0,2375.

Caso 2: efecto de A (con r =1 fijo). Fl grciﬁco muestra la evolucion de la distancia D}
al variar A € [0,1]. Se observa un crecimiento lineal como cabria esperar con r fijo. Cuando se
otorga mayor peso a la parte ordinal, la distancia aumenta, pues las discrepancias posicionales
en este ejemplo son mas significativas que las de aprobacion. Por ejemplo,

Dy, ~ 0,215, Dy s ~ 0,260.

Esto confirma que las inversiones y cambios en la separacion relativa de las alternativas tienen
un impacto notable en el desacuerdo global cuando se prioriza la dimension ordinal.

Gréfico 3.1: Evolucién de Dj en funcién de .

Caso 3: efecto de r (curvatura, con A = 0,5 fijo). El grdfico muestra la distancia Dy
en funcion de r. Se aprecia un crecimiento monotono que tiende a estabilizarse. A a medida
que aumenta r, la media de potencia ponderada se aproxima al mdximo entre las discordancias
posicionales y de aprobacion, penalizando de forma mds severa los pares con mayor desacuerdo.
Concretamente,

Dj 5~ 02817, Dj,~ 03132, D%~ 0,3391.

De este modo, el pardmetro r actia como un requlador de la sensibilidad de la distancia, am-
plificando el peso de las discrepancias mds grandes en la comparacion global.
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Grifico 3.2: Evolucién de Dy 5 en funcion de r.

Caso 4: visiéon conjunta (DS\(/\,r)) mediante mapa de calor. FEl grdfico muestra el
valor de la distancia DY entre estas dos preferencias en funcion de los pardmetros X € [0,1] (eje
horizontal) y r € [1,20] (eje vertical). El color representa el valor de la distancia y las curvas
blancas son isocuantas, es decir, conjuntos de valores (X, 1) que producen la misma distancia.

» Efecto de )\ (peso relativo). Parar fijo, DY crece linealmente con \. Esto se debe a que
en este ejemplo las discrepancias ordinales son mds relevantes que las aprobatorias, ya
que cuanto mds peso se da al orden, mayor es la distancia. Si X es cercano a 0 o a 1, una
de las dos fuentes de discordancia se ignora, y la distancia es algo menor.

» Efecto de r (curvatura). Para X fijo, DY aumenta con r, aunque con rendimientos
decrecientes. Fsto significa que al crecer r la media de potencia ponderada se acerca al
mdzrimo entre las discordancias posicionales y aprobatorias, penalizando con mds fuerza
los pares con mayor discrepancia, aunque el incremento adicional se suaviza.

» Interaccion (\,r). Los valores mds altos de la distancia aparecen cuando se da impor-
tancia al orden (X intermedio o grande) y simultineamente se elige un r alto, lo cual
refleja que el desacuerdo entre estas dos preferencias es mds notorio si se priorizan las
discrepancias ordinales y, ademas, se penalizan con intensidad las mas grandes.
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Grafico 3.3: Mapa de calor de D en funcién de A y r, con isocuantas.

Esta dependencia de los pardmetros es importante de cara al Capitulo [4, pues muestra que,
segun los valores de A y r, los mismos datos pueden considerarse mas préximos o mas lejanos, lo
que repercutird en los resultados de los métodos de agrupamiento. La familia de distancias D
generaliza la métrica convexa dj y proporciona un marco flexible para medir similitudes entre
preferencias aprobatorias. En la practica, el valor de A se elige en funcién de la importancia
relativa que se quiera asignar al orden o a la aprobacién, mientras que r se ajusta segun la
sensibilidad deseada frente a discrepancias extremas.

En el analisis empirico de este trabajo utilizaremos principalmente las distancias D} con
r =1y A= 0,5, ya que ofrecen un compromiso equilibrado entre ambas dimensiones y son
mas faciles de interpretar. Ademas, estas distancias constituyen la entrada fundamental para
los algoritmos de andlisis clister, permitiendo agrupar individuos o alternativas segin el grado
de similitud en sus preferencias. De este modo, el marco tedérico desarrollado aqui servird para
identificar patrones de consenso, diversidad y polarizacién en los datos.
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Capitulo 4

Métodos de analisis cluster

En los capitulos anteriores se han introducido las preferencias aprobatorias y las distintas
distancias que permiten medir la disimilitud entre los votantes o entre las alternativas. Este
capitulo se centra en el uso de dichas distancias como base para aplicar métodos de andlisis
cluster, es decir, técnicas de aprendizaje no supervisado que buscan identificar estructuras en
los datos a partir de relaciones de similitud.

El andlisis cluster constituye una herramienta especialmente titil en el contexto de preferen-
cias aprobatorias, ya que permite:

» explorar la diversidad de opiniones presentes en un colectivo.
= detectar posibles bloques homogéneos de votantes con preferencias similares.

= identificar fendmenos de polarizacion, cuando los individuos se agrupan en subconjuntos
bien diferenciados.

= reconocer situaciones de consenso parcial, cuando surgen clisteres mayoritarios con grado
bajo de disimilitud interna.

El capitulo se organiza de la siguiente manera. En la Seccién se presentan los prin-
cipales métodos de agrupamiento aplicables en este contexto, que son técnicas particionales
como K-means y sus variantes, algoritmos jerarquicos basados en dendrogramas, y propues-
tas especificas como el Ranked K-Medoids (RKM), disenadas para trabajar directamente con
distancias definidas sobre preferencias aprobatorias. Ademas, se mencionan brevemente otras
técnicas alternativas, como DBSCAN o el clustering espectral.

Posteriormente, en la seccién se discute la eleccion de la distancia y del método en
funcién de los objetivos del analisis, resaltando cémo diferentes distancias capturan distintos
aspectos de la estructura de las preferencias.

Maés adelante, en el capitulo [5], aplicaremos de manera empirica los métodos de anélisis
cluster a un conjunto de datos real, con el fin de estudiar la dispersién, la diversidad y la
polarizacion de las preferencias aprobatorias observadas.

4.1. Tipos de métodos de agrupamiento

Existen diversos métodos de analisis clister, cada uno con fundamentos, supuestos y limi-
taciones distintas. Todos ellos tienen como objetivo dividir un conjunto de elementos en grupos
internos lo mas homogéneos posible, y lo mas heterogéneos posible entre si, a partir de alguna
medida de similitud o distancia.
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En el caso de las preferencias aprobatorias, estas técnicas se pueden aplicar gracias a las
representaciones numéricas que hemos introducido en los capitulos anteriores. A partir de la
codificacién de cada votante (o de cada alternativa) y de las distancias definidas entre dichas
representaciones, es posible construir una matriz de disimilitudes sobre la cual aplicar los algo-
ritmos de agrupamiento. De esta forma, se obtiene una segmentacion del conjunto de votantes
o alternativas donde se puede llegar a ver la estructura interna de las opiniones, facilitando el
analisis de fendmenos como la polarizacion, el consenso parcial o la existencia de bloques de
preferencias similares.

En esta seccidn se presentan algunos de los métodos de agrupamiento mas relevantes en el
contexto de las preferencias aprobatorias. En primer lugar, describiremos técnicas de particién
como K-means y sus variantes, adaptadas al uso de distancias no euclideas. A continuacién,
introduciremos los métodos jerarquicos, que permiten explorar la estructura de similitud a di-
ferentes niveles. Posteriormente, presentaremos el algoritmo Ranked K-Medoids (RKM), el cual
estd disenado para trabajar directamente con las pseudodistancias asociadas a las preferen-
cias aprobatorias. Finalmente, comentaremos brevemente otras alternativas que, aunque menos
habituales en este ambito, ofrecen perspectivas complementarias.

K-means

Uno de los métodos de analisis cluster mas conocidos es el algoritmo K-means, una técnica de
agrupamiento particional muy utilizada en el aprendizaje no supervisado. Su objetivo principal
es dividir un conjunto de observaciones en k grupos (o clisteres), de modo que se minimice la
variabilidad interna dentro de cada grupo y se maximice la diferencia entre grupos distintos.
En términos generales, K-means busca que los elementos de un mismo cluster estén lo mas
proximos posible a un centro representativo, denominado centroide, mientras que los centroides
de diferentes clisteres se encuentren lo més alejados posible entre si.

Definicién 4.1.1. Sea X = {z1,...,x,} un conjunto de datos en un espacio vectorial euclideo
con una distancia d(-,-) asociada (usualmente la distancia euclidea). El algoritmo K-means
tiene como objetivo encontrar una particion C = {C1,...,Cy} de X que minimice la suma de
las varianzas intra-clister, es decir:

k
Ve 2
min > d(wi ),
7=1 CCiECj

donde p; es el centroide del cluster Cj, definido como el promedio de los elementos que lo
componen.

El procedimiento estandar del algoritmo K-means se desarrolla en los siguientes pasos:

1. Inicializacioén: se seleccionan aleatoriamente k puntos del conjunto X que actuaran como
centroides iniciales.

2. Asignacion: cada observacién x; se asigna al cluster cuyo centroide esté mas préoximo,
es decir, z; € C; si d(z;, f1;) es minimo.

3. Actualizacién: se recalculan los centroides 11; como el promedio de todos los elementos
asignados al cluster Cj.

4. Tteracion: los pasos de asignacion y actualizacion se repiten hasta que los centroides no
cambian significativamente, o bien hasta alcanzar un niimero maximo de iteraciones.
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Proposicién 4.1.1. El algoritmo K-means converge en un numero finito de pasos a una par-
ticion localmente optima de los datos, en el sentido de que el criterio de varianza intra-cluster
no puede reducirse mds mediante reasignaciones locales de puntos a centroides.

Aunque K-means es intuitivo y eficiente en espacios vectoriales euclideos, tiene algunas limi-
taciones importantes en el contexto de preferencias aprobatorias. En este caso, las observaciones
corresponden a preferencias codificadas que no son parte de un espacio vectorial euclideo, sino
de estructuras combinatorias donde el concepto de promedio de dos preferencias carece de sen-
tido. Por ejemplo, calcular el “promedio” entre dos érdenes de preferencia no conduce a una
nueva preferencia vélida.

Para solucionar este problema, es 1til considerar variantes del método que se apoyen tnica-
mente en una funcién de distancia, sin necesidad de promediar elementos. En este sentido, el
algoritmo K-medoids es una adaptacién natural.

Definicién 4.1.2. Sea X = {zy,...,x,} un conjunto de observaciones y d(-,-) una funcidn de
distancia definida sobre X. El algoritmo K-medoids busca una particion C' = {Cy,...,Cx} y
un conjunto de representantes {my,...,my} C X tales que se minimice:
k
min Z Z d(z;,m;)
Ci{m;} j=1 z,€C;

Cada representante m; (medoid) es un elemento real del conjunto X, lo que evita el problema
de definir centroides abstractos en espacios no euclideos.

En el marco de las preferencias aprobatorias, esta adaptacion resulta especialmente adecua-
da. Las opiniones de los votantes pueden representarse mediante vectores binarios (aceptable o
inaceptable) combinados con érdenes parciales o totales, y las distancias pueden definirse me-
diante métricas como la distancia de Hamming o distancias especificas como DY, que combinan
aspectos de aprobacion y de ordenacién. De este modo, es posible aplicar K-medoids sobre la
matriz de disimilitudes entre agentes o entre alternativas, respetando asi datos discretos, [2].

En resumen, mientras que el algoritmo K-means sigue el principio general de agrupamiento
mediante minimizacion de varianza intra-cluster, en el contexto de preferencias aprobatorias es
necesario recurrir a variantes basadas en distancias, como K-medoids. Estas permiten utilizar
funciones de disimilitud disenadas especificamente para este tipo de preferencias, como DJ,
asegurando que los grupos obtenidos reflejen de manera fiel la estructura subyacente en los
datos.

Clustering jerarquico

Otro método de andlisis cluster es el clustering jerdrquico, que tiene como objetivo construir
una estructura anidada de particiones que describe las relaciones de similitud entre los elementos
a diferentes niveles de granularidad. A diferencia de los métodos particionales como K-means
o K-medoids, que necesitan fijar de antemano el niimero de grupos k, los métodos jerarquicos
generan una jerarquia de clisteres que puede visualizarse mediante un diagrama denominado
dendrograma. Esto es especialmente 1util en situaciones exploratorias, donde no se conoce a
priori cuantos grupos pueden existir o donde interesa analizar la estructura interna de los datos
a multiples escalas.
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Definicién 4.1.3. Sea X = {xy,...,2,} un conjunto de elementos y d(-,-) una funcion de
distancia definida sobre X . Un procedimiento de clustering jerdrquico construye una secuencia
anidada de particiones

Hz}, . Azn} =Po = Pooa = - = P = {X},

donde Py denota una particion en k clisteres y la relacion > indica que cada cluster en Py es
subconjunto de algun cluster en Pj_1.

Existen dos grandes familias de métodos jerarquicos:

» Métodos aglomerativos: parten de n clisteres iniciales (cada elemento por separado)
y se van fusionando iterativamente los dos clisteres mas cercanos segun un criterio de
enlace (single-link, complete-link, average-link, entre otros). El proceso termina cuando
todos los elementos se han unido en un unico cluster.

= Métodos divisivos: se empieza con un unico cluster que contiene todos los elementos
y, en cada paso, dividen recursivamente el cluster méas heterogéneo hasta alcanzar un
nimero deseado de particiones o un criterio de homogeneidad interna.

Ejemplo 4.1. Supongamos un conjunto de cuatro individuos con preferencias aprobatorias
representadas en forma binaria, y consideremos la distancia de Hamming para medir sus dis-
crepancias. Un algoritmo jerdrquico aglomerativo comienza considerando cada individuo como
un cluster separado. En el primer paso, se fusionan los dos individuos mds similares (menor
distancia). En los pasos siguientes, se repite la fusion segun la menor distancia entre cliste-
res, hasta que finalmente todos los individuos pertenecen a un unico grupo. El resultado puede
representarse grdficamente mediante un dendrograma, donde la altura a la que se realiza cada
union refleja la distancia a la que se fusionaron los grupos.

Proposicion 4.1.2. FEl clustering jerdrquico produce una particion bien definida en cada nivel
k=1,...,n, y la estructura anidada puede representarse de forma unica mediante un dendro-
grama. Ademds, cualquier corte horizontal en el dendrograma determina una particion de los
datos en clisteres disjuntos.

En el contexto de preferencias aprobatorias, este tipo de métodos permite analizar tanto
la similitud entre individuos (a partir de distancias como DY) como entre alternativas (me-
diante pseudodistancias como 9, ). El clustering jerdrquico es una buena opcién para explorar
la existencia de bloques de consenso y para identificar patrones de polarizacién en los perfiles
de preferencias, [I]. La ventaja principal es que no es necesario fijar el nimero de grupos de
antemano, lo cual es muy valioso en un anélisis donde la estructura de las opiniones no siempre
es clara.

Ejemplo 4.2. Veamos un ejemplo sencillo con la distancia de Hamming. Consideremos seis

votantes, cuyas preferencias aprobatorias (Ry, A1), ..., (R, Ag) se codifican binariamente sobre
cinco alternativas X = {xy,...,5}.
T Ty Ty Tr1 Tg Ty Ty Tl Tj
(RlyAl) L (RQ,AQ) . (Rg,Ag) M
T3 T4 T3 To T3z T4
T3 T3 Ts T2 T3
(R, Ay) - (Rs, Ag) s — 2305 (Ry Ag): — 2203
Ty T2 T4 Ts Ty T2 T4 Ty Ty Ts
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Los vectores de aprobacion correspondientes son

iAl = (17 17 07 07 1)7 iA2 = (17 17 OJ 17 1)7 iA3 = (17 OJ 07 07 1)7
7;A4 = (07 07 17 07 O)a iAS == (Oa 07 17 07 1)a Z.A6 = (07 17 17 Oa 0)

Con la distancia de Hamming dy sobre los vectores, la matriz de distancias es

0114 3 3
1025 44
1 20324
D=(du(ViVillism= |, 5 3 0 1 1
34210 2
344120

Apliquemos el clustering jerarquico aglomerativo. Partimos de 6 clusteres unitarios y, en
cada paso, fusionamos los dos clusteres con menor distancia promedio entre sus elementos.

Paso 1. Las distancias minimas son dg(V1,Va) = 1 y dg(Vy, Vs) = 1, por lo que esta serd
la primera fusion. El orden entre empates es irrelevante para el resultado final en términos de
JErarquia.

(i} u (B} =5 O =W, V).

Paso 2. Volvemos a tener minimo dg(Vy, Vs) = 1:
{Va} U {Vs} == Cis = {Vi,Vs}.
Paso 3. Observemos que la distancia promedio de V3 al cluster Cio es

d(V3, Cha) = 2(dy(V3, Vi) + du(V3, Vo)) = 12 = 15,

2

que es la minima en este momento. Fusionamos:

h=1,
(i} U Ciz =2 Clos = {3, Vi, Vi)
Paso 4. La distancia promedio de Vi al cluster Cys es
d(Ve, Cis) = §(du(Ve, Vi) + du(Vs, V) = 152 = 1,5.
Fustonamos: s
{Vs} U Cis ——— Cuse = {Vi, V5, Vi }.
Paso 5 (final). Por dltimo, la distancia promedio entre los clisteres Claz y Cyse:
UCuay, Cise) = —= S 3 du(Vi,Vj) = 22 ~ 3,56
123, 456_3.3. ' H Zaj_g""a .
1€{1,2,3} je{4,5,6}

Fusionamos: s 56
Cias U Cys6 —— {W1,...,Vs}.

Dendrograma. El dendrograma resultante se representa en el grdfico[{.1]

Con ejemplo podemos ver como, bajo la distancia de Hamming, parecen diferenciarse dos
bloques naturales {Vy, Vo, V3} y {V4, V5, Vs} a alturas de fusion relativamente bajas (1 y 1.5).
Como la union entre ambos blogues ocurre a una altura mucho mayor (= 3,56), parece haber
una estructura interna de similitud clara a dos niveles.
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hlk
3.56 1

HinE e

Vi Vo V3 Vi Vs Vg

Grafico 4.1: Dendrograma obtenido mediante clustering jerarquico aglomerativo.

Un aspecto importante en el uso de clustering jerdrquico es la validacién de la calidad
del dendrograma obtenido. Para ello, se emplea con frecuencia el coeficiente de correlacion
cophenética, que evalia hasta qué punto las distancias representadas en el dendrograma pre-
servan las distancias originales entre los datos.

Definicién 4.1.4. Sea d(i, j) la distancia original entre dos elementos x;,z; € X. La distancia
cophenética d.(i, j) asociada a d se define como la altura del dendrograma en la que z; y x; se
agrupan por primera vez en el mismo clister.

Definicién 4.1.5. Dadas las distancias originales d(i,7) y las distancias cophenéticas d.(i, j),
el coeficiente de correlacién cophenética se define como

_ Zi<j (d(lvﬁ - d) (dC(ivﬁ - CZC)
Vi (d) = d)° Yo, (delig) — @)’

donde d y d, son las medias de las distancias originales y cophenéticas, respectivamente.

Cophen(X)

Un valor de este coeficiente cercano a 1 indica que el dendrograma es una buena representa-
cion de las distancias originales, mientras que valores bajos indican que la estructura jerarquica
no captura bien la similitud entre los datos. Por esta razon, la correlacion cophenética se emplea
como criterio de validacion en preferencias aprobatorias, ayudando a determinar qué medida
de distancia genera particiones més fiables [IJ.

Ejemplo 4.3. Retomemos el dendrograma del ejemplo . Denotemos por d(i,j) = dy(V;, V;)
las distancias de Hamming de la matriz D y por d.(i, j) la distancia cophenética asociada. Para
i # 7, las distancias cophenéticas correspondientes son

0 1 15 356 3,56 3,56
1 0 15 356 356 3,56
o 15 15 0 356 3,56 3.56

6 _ ) ) 3 ) )

(e, 7)) =1 = 356 356 356 0 1 15
356 356 356 1 0 15

356 356 356 1,5 15 0

Pasemos ahora a calcular el coeficiente de correlacion cophenética presentado en la defini-
cién donde las sumas recorren las (g) =15 parejas, y d, d. son las medias muestrales de
{d(i,7)} y {d.(i,7)}, respectivamente. En nuestro caso, la media de las distancias originales y
la media de las distancias cophenéticas coinciden. Esto se debe a la simetria de los datos y al
uso del criterio de enlace promedio. Sin embargo, en general no tiene por qué cumplirse que

d = d.. Tenemos, por tanto
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- = 1 8
d=d, T iij d(i,7) 3 ,6667,

y sustituyendo los valores se obtiene

> (d(i, §) — d) (de(i, ) — d.) = 181, ST (dG,5) —d)* Y (de(i,g) — de) = 21,420,

i<j i<j i<j
de donde 18111
hen(X) ~ — = 0,846.
Cophen(X) 51,420 0,846

El valor Cophen ~ 0,85 indica que el dendrograma obtenido refieja bien las disimilitudes de
Hamming, aunque se pierde algo de detalle en las distancias cruzadas. En este caso, confirma
que existen dos bloques bien diferenciados.

En conclusién, el clustering jerarquico es una herramienta flexible y exploratoria que muy
adecuada en el contexto de las preferencias aprobatorias. Su capacidad para representar multi-
ples niveles de agrupamiento lo convierte en un método especialmente 1til para detectar tanto
consensos amplios como divisiones internas significativas dentro de un colectivo.

4.1.1. Ranked K-Medoids (RKM)

El algoritmo Ranked K-Medoids (RKM) es una extensiéon del método cldsico K-medoids,
adaptada especificamente al contexto de las preferencias aprobatorias, [2]. El objetivo es agrupar
alternativas, en lugar de votantes, de acuerdo con la forma en que estas son percibidas por el
conjunto de individuos. De este modo, RKM permite identificar bloques de alternativas con
perfiles de apoyo similares, revelando estructuras de sustitucion o de polarizacién que dan més
informacion que el analisis cldsico centrado tinicamente en los votantes.

Para aplicar RKM se necesita una funcion de disimilitud definida entre alternativas. Por
ello, introducimos la pseudodistancia 9y, que combina dos dimensiones de informacién extraidas
de las preferencias aprobatorias:

(i) la posicion relativa de las alternativas en los érdenes emitidos por los votantes, y
(i) la aceptacion o no de dichas alternativas.

Notacién 4.1. El simbolo & denota la operacion l6gica o exclusivo (XOR), que devuelve ver-
dadero si ezactamente una de las dos proposiciones se cumple, y falso en caso contrario.

Por otra parte, la notacion 1(-) es la funcién indicatriz, que asigna el valor 1 cuando la
condicion dentro del paréntesis es verdadera, y 0 cuando es falsa.

Por tanto, se tiene que

1 si solo uno es verdadero y el otro falso,

1(]7 N Q) - 0 sip=gq

Definicién 4.1.6. Sea X el conjunto de alternativas y sean (Ry,A;),...,(Rn, A,) € R(X)
las preferencias aprobatorias emitidas por n votantes respectivamente. Para dos alternativas
a,b e X definimos:
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» La discordancia posicional:

n

1
pR(CL’b) = ﬁzll(a i b © b =i a’)7
1=
donde =; denota el orden inducido por R(i). Esta cantidad mide la proporcion de votantes
que distinguen estrictamente entre a y b en su orden, es decir, aquellos que situan a a
por encima de b o bien a b por encima de a, en contraposicion a quienes los consideran

indiferentes.

» La discordancia de aprobacion:

palat) = 3 1((a€ AW) & (be A@D)) =

n < -
=1 =1

1(iai(a) # iaib)),

S|=

que refleja la proporcion de votantes que consideran aceptables a exactamente una de las
dos alternativas, pero no a ambas.

A partir de estas dos medidas se define, para cada A € [0,1], la pseudodistancia
(5)\(@, b) = )\/JR(CL, b) + (1 - >\) pA(a7 b)

Proposicién 4.1.3. Para todo X € [0, 1], la funcidn 6y es una pseudodistancia sobre el conjunto
de alternativas, es decir:

1. 0x(a,b) >0, con igualdad si a y b son indistinguibles en el perfil P,
2. dx(a,b) = 6x(b,a) (simetria),
3. 6x(a,c) < 6x(a,b) + 0x(b,c) (desigualdad triangular).

Demostracion. (i) No negatividad e identidad de los indistinguibles. Por construccién, cada
sumando en pr y pa es un indicador en {0,1}, luego 0 < pgr,pa < 1y, por tanto, 0 <
dr(a,b) < 1. Ademsds, si a y b son indistinguibles en el perfil (ya que para todo ¢ ni a >; b
nib>; aya€ A(i) & b € A(i)), entonces todos los indicadores valen 0, de modo que
pr(a,b) = pa(a,b) =0y, en consecuencia, d,(a,b) = 0.

(11) Simetria. Tanto pgr como p4 son simétricas, ya que al intercambiar a y b no cambia el
valor de los indicadores (en pg la condicién “a »; b xor b >; a” es invariante por intercambio
y en pa la condicién “a € A(i) xor b € A(i)” también lo es). Por tanto, dy(a,b) = ,(b, a).

(111) Desigualdad triangular. Demostraremos primero que pg v pa satisfacen la desigualdad
triangular y después que cualquier combinacion convexa hereda la propiedad.

Triangularidad de p4. Para cada votante 4, definase u;(a) := 1{a € A(7)} € {0, 1}. Entonces

1((a € A) @ (b€ A(0))) = |us(a) — w(b)]-

Dado a,b,c € X, se tiene para u,v,w € {0,1} la desigualdad |u — w| < |u — v| + Jv — w|.
Aplicada coordenada a coordenada y sumando en 1,

S i) = ui@)] < i) = wslb) + D fes(b) = i),
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y al dividir por n se obtiene pa(a,c) < pa(a,b) + pa(b,c).

Triangularidad de pg. Para cada votante 4, definimos

oi(a,b) :=1(a>; b & b>;a) € {0,1}.

Observemos que, al ser R(7) un orden débil (completo y transitivo), la relacién de indiferencia
~; es transitiva. Por tanto: si 0;(a,b) = 0;(b,c) = 0 (esto es, a ~; by b ~; ¢), entonces a ~; ¢
y oi(a,c) = 0; en caso contrario, al menos uno de o;(a,b) o 0;(b,c) es 1, y entonces siempre se
verifica o;(a,¢) <1 < 0;(a,b) + 0;(b, c). En ambos casos,

oi(a,c) < oi(a,b)+ oi(b, ).

Sumando en ¢ y normalizando,

1< 1< 1 <
pr(a,c) = - ;ai(a, c) < - ;ai(a, b) + - ;Ji(b, c) = pr(a,b) + pr(b,c).
Conclusion para 0. Si d; y ds son pseudodistancias, entonces para o, 3 > 0 con a+ =1
la combinacion ad; + fdy también lo es, pues

ady(a,c) + Bda(a,¢) < a(di(a,b) + di(b,c)) + B(da(a,b) + da(b, c))
= (Oédl -+ ﬁdg) (a, b) + (Oédl + ﬁdg) (b, C).

Aplicando esto con dy = pg, do = pa, « = Ay B =1— A, se obtiene la desigualdad triangular
para 0y, luegoqueda probado que ) cumple las propiedades enunciadas para todo A € [0,1]. [

El algoritmo RKM sigue la filosofia de K-medoids, pero operando directamente sobre la
matriz de distancias d, entre alternativas. A diferencia de K-means, no requiere centroides
abstractos, sino que selecciona un conjunto de medoides, es decir, alternativas reales que repre-
sentan a cada cluster. La particularidad de RKM es que emplea una matriz de rangos construida
a partir de las distancias d,, lo que garantiza que las asignaciones de alternativas a clisteres
respetan la estructura de similitud percibida por los votantes.

Definicién 4.1.7. Sea X = {x1,..., 2} el conjunto de alternativas y sea 0y la pseudodistancia
presentada en la definicion [{.1.6. El objetivo del algoritmo es encontrar una particion en k
clusteres

k
C={C,....Cx}, | ]Ci=X,
j=1

y un congunto de medoides M = {my,...,my} C X tales que se minimice el coste total
k
O(C,M) = > > oalz,my).
Jj=1 zeCj

El procedimiento iterativo del algoritmo es el siguiente:

1. Imnicializacion. Se eligen aleatoriamente k alternativas distintas de X, que constituyen
el conjunto inicial de medoides M©) = {mgo), . ,m,(go)}.
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2. Asignacion. Dado un conjunto de medoides M® | se define la particion C® = {C’ft), ceey C’,gt)}
asignando cada alternativa x € X al cluster del medoide mds cercano:

C’}t) = {x € X: 5,\(a:,m§-t)) < 5,\(a:,m§t)) Ve {l,...,k} },

con una regla fija de desempate en caso de igualdad.

3. Actualizacién de medoides. Para cada cluster C\", se calcula para cada candidato

] )
a € C’j(t) la suma de distancias internas

S = Y dalay).
yEC](.t)

+1)

. t . .
El nuevo medoide m§ se elige como el elemento que minimiza esta suma:

(t+1)

m; " € arg min Sj(.t)(a).

aECJ(-t)

En caso de empate, se escoge segin una regla de desempate prefijada (p. ej. el primero
sequn un orden lexicogrdfico en X ).

4. Iteracion. Se repiten los pasos 2 y 3 hasta que los medoides no cambian entre dos
iteraciones consecutivas, es decir, MY = M® | o hasta alcanzar un nimero mdzimo de
iteraciones.

Ejemplo 4.4. Supongamos un conjunto de cuatro alternativas X = {a,b,c,d} evaluadas por
un grupo de votantes. St las alternativas a y b son aceptables por un subconjunto muy similar
de votantes y suelen ocupar posiciones cercanas en sus ordenes, mientras que ¢ y d suelen ser
inaceptables, la pseudodistancia 6y devolverd valores pequenos para 6x(a,b) y para dx(c,d), y
valores altos para 0y(a,c), dx(b,d), etc. Aplicando RKM con k = 2, es muy probable que se
formen los clisteres {a,b} y {c,d}, revelando la existencia de dos bloques bien diferenciados de
alternativas.

El método RKM resulta particularmente 1til para:
» detectar bloques de alternativas con perfiles de apoyo semejantes,

= explorar estructuras de sustitucion, es decir, grupos de alternativas que pueden ser vistas
como equivalentes por los votantes,

= analizar la polarizacion en torno a conjuntos de alternativas que generan patrones de
aprobacion muy distintos.

Ejemplo 4.5. Veamos un ejemplo con para ensenar el funcionamiento de Ranked K-Medoids
(RKM) sobre alternativas. Consideramos seis votantes {Vi,..., Vs} y cinco alternativas X =

{Zlfl, . ,£C5}.'

€ Ts
T1 T2 Ty X x
4 Ts 1
| 5 Vo: ——— V5
X2 To T3
T3 T4
xs3 T4
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T3 T3 Ty To I3
‘/212 T To ‘/51 T1 T2 ‘/6: Ty Ty
L4 Ts Ty I

Aplicando las definiciones de pa y pr se obtienen las matrices:

05 1 35 ¢ 03111
bot s I
=120 22, |1 2032
53303 L1805
65620 L1g 30
Tomando \ = %, la matriz de distmilitudes es

0 3 1 3 5

3 0% 3 %
A=dp=3lpatpr)=|1 35 0 3 3§
2 3 3 (g 1

3 4 1 2

56 ¢ 2 0

Veamos ahora la ejecucion de RKM con k = 2.

(1) Inicializacion. Tomamos como medoides iniciales

M(O) = {Il, ZE3}.

(2) Asignacion. Cada alternativa © € X se asigna al medoide mds cercano segun A:

‘ Ty T2 X3 T4 s
oiple,a) [0 53 1 5 5
(51/2(1’, Z’3) 1 % 0 % %

De aqui resulta la particion

C = {2, 29, 14, 75}, O = {x3}.

(3) Actualizacion de medoides. Para cada candidato a € C’%O), calculamos la suma de distan-

cias internas
0
$%a) = 3" dualay).

yecy”
Explicitamente:
SEO)(fLﬁ) _ % + % + % = % ~ 1,528,
SO () = 14+345=2~2083,
SEO)(M) =24341=2 2083,
550)(955) =L +2+1=3~2583.

. . 0 0
El minimo se alcanza en x1, que permanece como medoide de Cf ) El cluster C’Q( ) es
unitario, por lo que su medoide es x3. Asi,

M(l) = {.I’l, .’133}.
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(4) Iteracion. Como MY = MO la particion se mantiene y el algoritmo converge.

El resultado final es el siguiente:

C1 = {x1,x9, 24,25} (medoide xy), Cy = {x3} (medoide x3) |.

Las indiferencias hacen mds pequeno pr en aquellos pares que algunos votantes colocan en
la misma clase (como x4 ~ x5 para Vo y Vi), mientras que la aprobacién sigue marcando
separaciones fuertes (por ejemplo, x3 frente a {x1,xs,x5}). El resultado final nos muestra un
bloque mayoritario {x1,xs, 4, x5} y una alternativa singular xs, lo que es coherente con una
estructura de sustitucion dentro del bloque y de polarizacion respecto a xs.

Veamos ahora la ejecucion de RKM con k = 3.

(1) Inicializacion. Tomamos como medoides iniciales

MO = {z1, w3, 25}

(2) Asignacion. Cada alternativa se asigna al medoide mds cercano. A partir de la matriz A

se obtiene:

‘ Tr1 T2 X3 T4 s
S o 1 1 2 I
12(, 1) 2 3 12
7 3 5
op(r,z3) | 1 5 0 % 2

75 5 1
bip(z, @5) |35 5 5 2 O

La asignacion inicial es entonces:

CO = {a1, 2}, C5 = {a3}, O3 = {a4, x5},

(8) Actualizacion de medoides.
e En C = {21, 22},

SI0(@n) = S wa) = . S(w) = olaaan) =

Ambos empatan, asi que se mantiene m(ll) = 1 por la regla de desempate.
e En 050) = {x3}, el medoide es mgl) = 3.

o Fn Céo) = {x4,$5}7
S0(a) = (wa,w5) = &, S8 (ws) = 35, 14) = .

También hay empate, luego se mantiene mgl) = x4 por desempate.

Por tanto,
M(l) = {Jfl, X3, '/I"4}-

(4) Iteracion. Con los nuevos medoides MYV se repite la asignacion, pero la particién no
cambia:

cW = {2, 25}, iV = {a3}, iV = {4, 25}

Ast, el algoritmo converge.
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El resultado final es el siguiente:

Cy = {1, 22} (medoide x1), Cy = {3} (medoide x3), C3 = {xy, x5} (medoide x,) |

Con k = 3, el algoritmo identifica una estructura mds fina: un subbloque {x1,z2} con gran
similitud, un bloque {x4, x5} unido por sus indiferencias frecuentes, y la alternativa xs que
sigue apareciendo como un outlier. Esto nos muestra como la eleccion del nimero de clusteres
permite detectar distintos niveles de granularidad en la organizacion de las alternativas.

En conclusion, RKM proporciona una herramienta metodologica solida para el estudio de
alternativas en el marco de las preferencias aprobatorias. Su fundamento en pseudodistancias
especificas como J, permite capturar bien la percepcién colectiva de las alternativas, y su
caracter particional lo hace compatible con analisis empiricos donde se buscan estructuras
internas en los datos. En el Capitulo |5 se verda cémo la combinacion de 6, con RKM puede
permitir descubrir patrones en el espacio de alternativas que no serian evidentes mediante el
analisis exclusivo de las distancias entre votantes.

Otras técnicas

Ademas de los métodos descritos anteriormente, existen otros tipos de analisis cluster que,
si bien no emplearemos en este trabajo, merecen ser mencionados por su relevancia general y
su posible aplicabilidad al contexto de las preferencias aprobatorias:

» DBSCAN (Density-Based Spatial Clustering of Applications with Noise): se trata de
un método basado en densidad que permite identificar clisteres de forma arbitraria sin
necesidad de especificar de antemano el nimero de grupos. Resulta 1til cuando los datos
presentan regiones de alta densidad separadas por zonas de baja densidad. También es
buena opcién para detectar posibles observaciones atipicas.

= Mean-Shift: es un algoritmo no paramétrico que busca modos o maximos locales en
la distribucién de los datos. No requiere fijar el nimero de clisteres y se adapta bien
a estructuras complejas. Sin embargo, es limitado aplicado a datos categoricos como las
preferencias aprobatorias, salvo que se realicen las transformaciones adecuadas del espacio
de representacion.

» Clustering espectral: se basa en la teoria de grafos y utiliza una matriz de afinidad o si-
militud entre los elementos para realizar una particién mediante descomposicién espectral
del Laplaciano asociado. Es especialmente potente cuando los clisteres no son convexos
y puede adaptarse al contexto de preferencias aprobatorias siempre que se construya una
matriz de afinidad a partir de distancias como DY.

En resumen, estos métodos son perspectivas alternativas que pueden resultar utiles en ciertos
contextos especificos. En este trabajo no son tratados ya que no se adecian tanto a la naturaleza
de los datos que analizaremos.

4.2. Eleccion de la distancia y del método segiun el ob-
jetivo

En esta seccion formalizaremos tres fenémenos fundamentales que pueden observarse al
analizar preferencias aprobatorias. Estos son la polarizacion, el consenso parcial y los bloques
homogéneos de alternativas.
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Definicién 4.2.1. Sean n wvotantes con preferencias aprobatorias (Ry, A1), ...,(Rn, An) €
R(X), y sea d : R(X) x R(X) — [0,00) una funcion de distancia definida sobre sus prefe-
rencias. Diremos que existe polarizacion si la particion C' = {C4,...,Cy} obtenida mediante
un algoritmo de clustering satisface

1r<nj<k’0|2 Z d(z,y) <<m1n|c||0’ Z d(x,y),

z,ycCj zeCp,ycCy

es decir, los votantes son internamente homogéneos dentro de cada bloque, mientras que la
distancia promedio entre bloques es grande.

Ejemplo 4.6 (Polarizacién politica). Un ejemplo cldsico de polarizacion se suele dar en elec-
ciones presidenciales con sistemas bipartidistas. En tales contextos, la mayoria de los votantes
se concentra en dos clusteres claramente separados, los que apoyan al candidato de un partido
y los que apoyan al del partido contrario. Las distancias dentro de cada grupo son pequenas
(alta cohesion interna), pero las distancias entre grupos son mdzimas (fuerte oposicion). Es-
te fenomeno se suele dar de manera recurrente en democracias consolidadas con dos grandes
fuerzas politicas enfrentadas.

Definicién 4.2.2. Con las mismas notaciones anteriores, decimos que existe consenso parcial
si la particion C = {Ch,...,Cy} contiene al menos un cluster C; de tamano significativo (por
ejemplo |C;| > |Cy| para € # j) tal que

Z d(z,y) es bajo,

2
| J| z,yeC;

mientras que los cliusteres restantes son mds pequenos y tienen una mayor heterogeneidad. El
consenso no es total (pues existen discrepancias), pero si se observa un nicleo mayoritario de
proximidad en las preferencias.

Ejemplo 4.7. Un caso tipico de consenso parcial puede encontrarse en encuestas de opinion
sobre medidas sociales ampliamente aceptadas, como la obligatoriedad del cinturon de sequridad
o la prohibicion del tabaco en espacios cerrados. La mayoria de la poblacion comparte posicio-
nes similares (gran cluster de consenso), aunque persisten minorias que disienten (clisteres
pequenos con mayor dispersion).

Definicién 4.2.3. Sea X = {z1,...,x,} el conjunto de alternativas y sea d : X x X — Rxq una
pseudodistancia definida a partir de las preferencias aprobatorias (por ejemplo, 6y). Diremos
que existen bloques homogéneos de alternativas si la particion C = {C},...,C.} de A cumple
que, para cada cluster Cj,

max o(x,y) < min o(x,y),

x,y€C; ( y) z€Cj,yeCy, j#£L ( y>
es decir, las alternativas dentro de cada bloque son percibidas como muy similares por los
votantes, mientras que los bloques estan bien separados entre si.

Ejemplo 4.8. En ciertos sistemas electorales multipartidistas, los partidos con programas
1deoldgicos parecidos son vistos por los votantes como opciones prdcticamente intercambiables.
Por ejemplo, en algunos procesos electorales europeos se han formado bloques de partidos de
1zquierda moderada que comparten gran parte de sus apoyos, mientras que partidos mds extre-
mos o de signo contrario aparecen en bloques bien diferenciados. En este caso, las alternativas
dentro de cada blogue son homogéneas, pero las distancias entre bloques son grandes.
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CAPITULO 4. METODOS DE ANALISIS CLUSTER

Estos fenomenos se estudian de manera més efectiva mediante combinaciones diferentes de
distancias y algoritmos de agrupamiento:

» Para medir la polarizacion, se recomiendan métodos particionales como K-medoids apli-
cados sobre distancias entre votantes (por ejemplo D} o combinaciones de Kemeny-
Hamming).

» Para medir el consenso parcial, los métodos jerarquicos permiten explorar la existencia
de un nicleo amplio de acuerdo y su relacién con minorias.

» Para medir los blogues homogéneos de alternativas, la combinacion de la pseudodistancia
0 con el algoritmo RKM proporciona una aproximacién especifica al anélisis de similitu-
des entre alternativas.

En el capitulo |5l aplicaremos estos métodos a un conjunto de datos. Segun sus caracteristicas
decidiremos cuales son los métodos y distancias mas convenientes para estudiarlo.
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Capitulo 5
Analisis empirico

Para ilustrar los métodos desarrollados en los capitulos anteriores, se analizara un conjunto
de datos de caracter politico y social. En concreto, se utiliza el Democracy Fund Voter Study
Group (VSG) de 2019, [13], una encuesta representativa de la poblacién estadounidense que
recoge actitudes, percepciones y preferencias hacia partidos, lideres politicos, grupos sociales y
politicas publicas.

Se ha elegido esta ola de 2019 por varias razones. En primer lugar, ofrece indicadores conti-
nuos y ordinales (como los “termémetros de favorabilidad” de 0-100) que pueden transformarse
en preferencias aprobatorias fijando umbrales y ordenando las alternativas, lo que permite cons-
truir preferencias aprobatorias. En segundo lugar, se trata de un momento preelectoral, justo
antes de las presidenciales de 2020, en el que cabe esperar tanto situaciones de consenso parcial
como fenémenos de fuerte polarizaciéon. Por tltimo, es un conjunto de alta calidad técnica y
muy bien documentado, disponible en formatos estandar (CSV/Stata/SPSS), lo que facilita su
preparaciéon y analisis.

Para este trabajo no se han utilizado todas las variables del dataset, sino algunas de las que
permiten construir preferencias aprobatorias y aplicar métodos de clustering.

En este contexto, el objetivo es estudiar los patrones de distancia hacia distintos grupos
sociales de la poblacién estadounidense. Para ello se utilizaran los termdmetros de favorabilidad
incluidos en la encuesta, que miden en una escala de 0 a 100 el grado de simpatia o antipatia
hacia distintos grupos sociales, como se puede ver en la tabla 5.1} Segun la descripcién oficial
del conjunto de datos [I3], una calificacién entre 50 y 100 significa que el votante siente afecto
y simpatia por el grupo. Una calificacién entre 0 y 49 significa que no siente afecto por el grupo
y que no le importa demasiado.

Nombre de la variable Descripcion

termometro_afro Opinién hacia afroamericanos (0-100).
termometro_blancos Opinién hacia blancos (0-100).
termometro_asia Opinién hacia asidticos (0-100).
termometro_latino Opinidn hacia latinos (0-100).
termometro_judio Opinién hacia judios (0-100).
termometro_muslim Opinién hacia musulmanes (0-100).
termometro_gay Opinién hacia personas homosexuales (0-100).
termometro_inmig Opinién hacia inmigrantes (0-100).

Tabla 5.1: Variables de termdémetros de favorabilidad seleccionadas.
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CAPITULO 5. ANALISIS EMPIRICO

Estas variables se transformaran en preferencias aprobatorias mediante umbrales que per-
miten distinguir las categorias “aceptable” /“inaceptable” y, a la vez, ordenarlas de mayor a
menor calidez. En este caso, el umbral sera de 50 puntos. De esta manera es posible aplicar los
métodos vistos en los capitulos anteriores sobre un conjunto real de opiniones sociales.

La estrategia consiste en identificar clusters o perfiles de votantes en funcion de sus simpatias
hacia estos grupos, para después compararlos con otras variables sustantivas como las que
aparecen en la tabla [5.2]

Nombre de la variable Descripcién

anio_nac Ano de nacimiento.

genero Género.

raza Raza/etnicidad.

educacion Nivel educativo.

ingreso_fam Ingresos familiares.

religion Afiliacién religiosa.

importancia_relig Importancia de la religién.
dueno_armas Propiedad de armas en el hogar.
interes_noticias Interés por noticias/politica.
partido_id_3 Identificacién partidista (3 categorias).
partido_id_7 Identificacién partidista (7 categorias).
ideologia_5pt Autoubicacién ideoldgica (54+NS).
voto_2016 Recuerdo de voto en 2016.

voto-2020 Voto/intencion presidencial 2020 (pre-eleccién).

Tabla 5.2: Variables sociodemogréficas y politico-electorales utilizadas como comparativas en
el analisis.

En resumen, el andlisis servird para ver de manera aplicada como las preferencias aproba-
torias pueden utilizarse para descubrir patrones de la opinién piblica en los Estados Unidos
previa a las elecciones presidenciales de 2020.

Avancemos a la preparacion de los datos. El primer paso consiste en transformar las variables
originales de la encuesta en estructuras de preferencias aprobatorias. Para ello, se realiza lo
siguiente:

= Selecciéon y renombrado de variables. Por una parte, se utilizaran las variables del
cuestionario original que permiten construir preferencias aprobatorias o caracterizar los
clisteres. Estas son los termdmetros de favorabilidad (0-100) de la tabla[5.1} En el segundo
grupo de variables utilizadas, correspondiente a las de la tabla[5.2] se encuentran variables
sociodemograficas, ideoldgicas y de comportamiento electoral, que no intervienen en la
construccién de las distancias pero sirven para interpretar los clisteres.

» Codificaciéon de preferencias aprobatorias. Cada individuo queda representado por
un par (R, A):

e El subconjunto A recoge las alternativas aceptables, que en nuestro caso seran los que
superen el umbral de 50 puntos. Es decir, si la valoracién de un individuo hacia una
alternativa es mayor o igual que 50, ésta se considera aceptable. En caso contrario,
inaceptable.
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CAPITULO 5. ANALISIS EMPIRICO

e El orden R se obtiene a partir de la puntuacién de apoyo que han dado los votantes.
En los termémetros, las alternativas se ordenan de mayor a menor puntuacion.

Este proceso convierte las respuestas de la encuesta en objetos matematicos, a los que ya se
pueden aplicar las técnicas de andlisis cluster presentadas en el capitulo |4l Los parametros A y
r controlan, respectivamente, la importancia relativa de la parte aprobatoria frente a la ordinal
y la sensibilidad de la distancia, y seran explorados en el andlisis de sensibilidad posterior.

5.1. Eleccion del método

Para el andlisis cluster de las preferencias aprobatorias es necesario primero seleccionar
las distancias y el método de agrupamiento que se usara. Esto se selecciona en funcion de la
naturaleza de los datos y del desarrollo tedérico expuesto en los capitulos [3 y 4 El objetivo
es integrar de forma equilibrada la informacién sobre la aceptabilidad de las alternativas y el
orden relativo que cada votante establece.

Para combinar tanto la dimensién ordinal como la binaria, se usara la distancia DY. Como
se vio en la seccién [3.5] esta familia de distancias permite ponderar la importancia relativa de
las discrepancias ordinales y de aprobacién mediante dos parametros:

= A € (0,1), que regula el peso relativo de las dos componentes.

= > 1, que controla la sensibilidad frente a desacuerdos intensos, penalizando mas fuerte-
mente las discrepancias grandes cuando se quiere resaltar los casos de polarizacion fuerte.

Para este estudio se han elegido los pardmetros
= A =0,5,
w r=1.

Se ha tomado esta eleccién porque ofrece una buena capacidad de ajuste a un conjunto de
datos heterogéneo como el de [I3], en el que hay variables continuas transformadas y binarias
y donde pueden aparecer tanto areas de consenso parcial como focos polarizacion marcados.

Finalmente, para la etapa de agrupamiento se adopta el método Ranked K-Medoids (RKM).
Como se vio en la subseccién [£.1.1] este algoritmo particional estd diseniado para trabajar
directamente con matrices de distancias definidas sobre preferencias aprobatorias. Tiene una
gran capacidad para identificar medoides representativos y manejar de forma eficiente grandes
poblaciones, por lo que es una herramienta idénea para el andlisis de las opiniones sociopoliticas
con el que se realizara el estudio.

5.2. Clustering de votantes

En esta seccion se aplica el procedimiento de clustering sobre los votantes empleando ex-
clusivamente la distancia combinada D definida en la seccién con los parametros A = 0,5
yr=1.

Partiendo de las variables de cluster de la tabla se han realizado las transformaciones
indicadas anteriormente:

1) se han eliminado a los votantes con cddigos de no respuesta o que se han saltado la
pregunta.
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CAPITULO 5. ANALISIS EMPIRICO

2) las respuestas de 0 a 100 se han binarizado en alternativas aceptables (> 50) e inaceptables
(< 50).

3) se ha construido, para cada votante, la posicién media PR(x;) de cada alternativa orde-
nando de mayor a menor puntuacion.

A partir de las matrices de aprobaciones A y posiciones PR se han calculado todas las dis-
cordancias posicionales y de aprobacién para cada par de alternativas. Con ellas se ha formado
la matriz de distancias D} entre todos los votantes. Esta matriz, simétrica y con diagonal nula,
es la base del analisis de cluster.

Para determinar el niimero 6ptimo de clisteres k£ se ha aplicado el algoritmo Partitioning
Around Medoids (PAM), una versién robusta de K-medoids, sobre la matriz de distancias DY.
El criterio de validacion interna que se ha empleado ha sido la anchura media de silhouette, que
evalia la cohesion interna a la vez que la separacion entre grupos.

En el grafico se puede ver la silhouette media en funcién de k € [2,10]. El méximo se
alcanza en k = 2 con un valor de aproximadamente 0,271. Este resultado podria sugerir que la
estructura de los datos se describe mejor mediante dos grandes grupos de votantes.

Silhouette media vs nimero de clusteres

0.25
ol
3 0.20
£
[1]
=
L]
3
[e]
=
7]
0.15
0.10
2 4 6 8 10
k

QGréfico 5.1: Silhouette media en funcién del nimero de clisteres k.

El valor de 0,271, aunque indica la presencia de dos bloques, es relativamente bajo en la
escala habitual del indice (donde valores superiores a 0.5 se interpretan como separacién fuerte).
Por tanto, existe una polarizacion pero moderada. Es decir, dos bloques principales, pero con
solapamiento y una fraccién apreciable de individuos en posiciones intermedias.

Para facilitar la interpretacién se ha realizado un Multidimensional Scaling (MDS) clasico
que proyecta las distancias Dj en un plano bidimensional (grafico . Cada punto representa
a un votante, coloreado segun el cluster asignado.
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CAPITULO 5. ANALISIS EMPIRICO

MDS sobre DAr_A (k= 2)
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Gréfico 5.2: Representacién en dos dimensiones (MDS) de los clisteres de votantes obtenidos
con k = 2 y distancia DY.

En la proyeccién se pueden ver dos agrupamientos grandes de votantes. El clister 1 contiene
a 3687 votantes (aproximadamente un 71 % de la muestra), mientras que el clister 2 a 1518
votantes (alrededor de un 29 %). Sin embargo, al tener la zona central cierta mezcla de colores,
se confirma que la separacion, si bien existe, no es extrema. Esta observacién concuerda con la
anchura media moderada del indice de silhouette y con la disparidad entre las anchuras medias
de los clusteres (0.32 frente a 0.16).

En conjunto, la distancia combinada D} ha permitido medir la divergencia entre votantes
considerando simultdneamente el ordenamiento de las alternativas y su aprobacion. El andlisis
de silhouette identifica dos clusteres principales, apoyando la hipdtesis de polarizacion, pero
el valor moderado del indice (0,271) y la menor cohesién del segundo cluster parecen sugerir
que la separacién no es muy grande. Analicemos mas profundamente a qué puede deberse esta
separacion.

5.2.1. Diferencias internas entre los dos clusteres

Para comprender mejor el porqué de esta separacién, se ha examinado cémo difieren los dos
clisteres en las aprobaciones y en la posicion media de cada alternativa.

En el grafico se observa que donde hay mayores discrepancias de aprobacion es en el
termometro musulmdn, gay e inmigrantes, todos ellos con una aprobacion significativamente
mayor en el clister 1. Por otro lado, las diferencias a favor del clister 2 son mas pequenas,
destacando de manera leve el colectivo blanco.
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CAPITULO 5. ANALISIS EMPIRICO

Diferencia en proporcion de aprobacion (Cluster1 - Cluster2)

termometro_muslim

termometro_gay

termometro_inmig

termometro_latino

Alternativa

termometro_asia

termometro_afro

termometro_judio

termometro_blancos

0.00 0.25 0.50 0.75
Diferencia de proporcion

Gréfico 5.3: Diez alternativas con mayor diferencia en la proporcién de aprobacién (Cluster 1
— Cluster 2). Las barras positivas indican mayor aprobacién en el clister 1 y las negativas, en
el clister 2.

En el grafico se puede observar que el clister 2 tiene en una posicion mas destacada a
blancos, y en menor medida a judios, asiaticos y afroamericanos, mientras que el clister 1 sitia
en posiciones mas altas a musulmanes, personas LGTBQ e inmigrantes.
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Diferencia en posicion media (Cluster1 - Cluster2

e _
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Gréfico 5.4: Diez alternativas con mayor diferencia en la posicién media (Cluster 1 — Cluster 2).
Los valores negativos indican que la alternativa se sitiia en posiciones mas altas en el cluster 2
y los positivos en el cluster 1.

Con esto podemos concluir que estos resultados indican que la principal linea de separacion
entre los clusteres se debe a la actitud hacia minorias religiosas, étnicas y sexuales, ya que el
clister 1 muestra una aprobacion y prioridad significativamente mayores hacia dichos grupos,
mientras que el clister 2 da una importancia relativa algo mayor a los colectivos mayoritarios.

5.2.2. Relacion con variables sustantivas

Para analizar si esta division se relaciona con caracteristicas sociodemograficas o politico-
ideoldgicas, se han considerado las variables sustantivas descritas en la tabla[5.2l Como ejemplo
representativo, se presenta en el gréafico la distribucién de la variable ideologia por clister.
Cada barra corresponde a un cluster y esta dividida en funcién de las categorias de la variable.
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Ideologia (5 puntos) por cluster

100%

\,
a
X

50%

Proporcion dentro de cada cluster

)
a
X

Cluster

. Liberal . Moderado/a . Muy liberal . Conservador/a . Muy conservador/a

Graéfico 5.5: Distribucién de la ideologia politica (escala de cinco puntos) en cada clister.

La figura muestra que las proporciones de las distintas categorias ideolégicas son muy si-
milares en ambos clisteres. Este patréon se repite practicamente sin variaciones en todas las
demés variables sustantivas analizadas (edad, género, raza, nivel educativo, ingresos familiares,
religion, importancia de la religién, posesién de armas, interés por las noticias, identificacién
partidista y recuerdo/intencién de voto en 2016 y 2020), lo que confirma que ninguna de ellas
explica la separacién detectada.

Este resultado refuerza la conclusién de que la polarizacién hallada a partir de las preferen-
cias aprobatorias no responde a divisiones sociodemograficas ni a las variables politico—ideoldgi-
cas tradicionales. La existencia de dos grandes clusteres parece deberse, mas bien, a diferencias
de actitud especificas frente a ciertos colectivos minoritarios, como se ha comentado en la sub-

seccion B.2.11
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Capitulo 6

Conclusiones y otras lineas de
investigacion

En este trabajo se han estudiado las preferencias aprobatorias, una estructura que combina
simultdneamente la informacién ordinal (orden de las alternativas) con la evaluativa (umbrales
de aceptabilidad), y se han aplicado métodos de andlisis cluster datos de votaciones reales.

Desde el punto de vista empirico, el estudio del conjunto de datos del Democracy Fund
Voter Study Group (ola de 2019) ha permitido:

Codificar las valoraciones de los votantes en forma de preferencias aprobatorias, fijando
un umbral de aprobacién del 50 %.

Calcular distancias entre votantes que integran la parte binaria y la ordinal mediante la
métrica Dy con A =05y r=1.

Agrupar a los individuos mediante Ranked K-Medoids, detectando dos clusteres principa-
les de votantes.

Verificar que la separacion es moderada: la anchura media de silhouette (0,271) indica
que los grupos son reales pero con solapamiento.

Identificar la diferencia clave: el clister 1 muestra mayor aprobacion y prioridad ha-
cia minorias religiosas, étnicas y sexuales (musulmanes, inmigrantes, colectivo LGTBQ),
mientras que el clister 2 concede algo mas de importancia a colectivos mayoritarios.

Comprobar que las principales variables sociodemogréficas y politico-ideolégicas (edad,
género, raza, educacion, ingresos, religion, posesiéon de armas, interés por la politica,
identificacién partidista e ideologia) muestran distribuciones muy parecidas en ambos
clusteres.

En conjunto, los resultados sugieren que la division detectada no responde a variables como
edad, género, clase social o ideologia, sino a diferencias de actitud especificas hacia determinados
colectivos.

Los hallazgos empiricos confirman varias ideas expuestas en los capitulos tedricos:

Las preferencias aprobatorias capturan simultaneamente el orden relativo y la aceptabili-
dad, lo que permite distinguir no sélo qué alternativas son preferidas, sino también cuéles
se consideran minimamente aceptables.
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» Las distancias sobre este tipo de preferencias, y en particular la combinacién Dj, resultan
adecuadas para medir la divergencia real entre votantes, mas alla de la mera coincidencia
de primeros puestos en un ranking.

= El uso de Ranked K-Medoids demuestra que los algoritmos de clustering basados en
distancias son herramientas eficaces para detectar patrones de consenso y polarizacién en
espacios de decisién complejos.

De este modo, el trabajo muestra la utilidad préactica de las herramientas matematicas
presentadas en los capitulos 2 a 4 para analizar datos sociales reales.

El estudio se podria ampliar de ciertas maneras:

= Identificacion de bloques de alternativas. En lugar de agrupar votantes, podria
buscarse la formacién de cliusteres de alternativas con perfiles de aprobacién y ordenacién
semejantes, para descubrir subconjuntos de grupos sociales que tienden a ser aceptables
o inaceptables conjuntamente.

» Andlisis de sensibilidad de )\ y r. Seria interesante evaluar cémo varian los resultados
al modificar el peso relativo de la parte binaria y la ordinal (\) o el exponente r en la
distancia DY, comprobando la robustez de las conclusiones.

= Aplicaciones a otros contextos. La metodologia podria aplicarse a encuestas en otros
paises o a ambitos como comités de expertos, plataformas de recomendacién o procesos
de negociacién, para estudiar similitudes y diferencias en los patrones de aprobacién.

= Modelos dindmicos. Analizar varias olas temporales permitiria estudiar la evolucion
de las preferencias aprobatorias y detectar procesos de convergencia o polarizacién a lo
largo del tiempo.

En definitiva, este Trabajo de Fin de Master muestra que las preferencias aprobatorias cons-
tituyen un marco potente para estudiar la interaccién entre consenso y polarizacién. El anélisis
empirico revela que, incluso en un contexto preelectoral como el de Estados Unidos en 2019, las
divisiones no siempre coinciden con las tradicionales lineas sociodemograficas o ideolégicas, sino
que pueden surgir de diferencias méas especificas en la actitud hacia determinados colectivos.
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