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Resumen

En este trabajo se establecen los términos de frontera que son necesarios anadir a la
accion de Jackiw-Teitelboim en n dimensiones para obtener un principio variacional bien
definido. A su vez, se resuelven las ecuaciones de campo que surgen de establecer dicho
principio en la proximidad de la frontera para espacios tiempo de tipo Anti de Sitter,
dando un ejemplo particular para n = 3. Por ultimo, se anaden unos contratérminos a la
accion de partida para que ésta pueda ser finita.

Abstract

In this work, we establish the boundary terms that must be added to the Jackiw—Teitelboim
action in n dimensions in order to obtain a well-defined variational principle. We then
solve the field equations that arise from imposing this principle near the boundary for
Anti—de Sitter spacetimes, providing a specific example for n = 3. Finally, we introduce
counterterms into the original action so that it becomes finite.
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1. Introduccion

La Relatividad General es un campo de estudio que fascina tanto a fisicos como ma-
tematicos, pues presenta una naturaleza exdtica para desarrollar las matemaéticas y la
geometria. En este trabajo se presenta una teoria desarrollada inicialmente por Roman
Jackiw y Claudio Teitelboim (JT') [6, 9] para espacio-tiempos de tipo Anti de Sitter (AdS).
Esta teoria tiene mucho interés debido a que se presenta como un modelo facil de resolver
para la gravedad cuantica en el caso de trabajar en 2 dimensiones. Con el tiempo, se ha
considerado como un toy model que permite analizar diversos problemas [7], por ejemplo
la dindmica que se produce cerca del horizonte de los agujeros negros extremos en dimen-
siones superiores. En este trabajo, se toma una perspectiva diferente, pues se parte de
una generalizacion para la accién en n dimensiones en vez de bidimensional.

Esta teoria se presenta como una modificacion de la acciéon de Einstein-Hilbert a la
que se le ha acoplado un campo escalar de la forma

1
SJT: 2—2 dnl’\/’g’¢(R+2A)7 (1)
R Jm

en donde k2 es la constante de gravitacién de Newton, M es la variedad del espacio-
tiempo en n dimensiones con métrica g, ¢ es el campo escalar del dilaton, R es el tensor
de Ricci y A es la constante cosmoldgica. Para los propositos del trabajo, uno puede
tomar una transformacién conforme en la que se compactifique la variedad. Esto se debe
a que cuando se estudia una variedad fisica aparecen una serie de divergencias que hay
que eliminar. Esto se puede lograr mediante dicha transformaciéon que haga pasar a una
variedad no fisica sin divergencias. Uno puede tomarla como

Guv = Q_Qg/u/a (2)

siendo {2 una funcion suave definida sobre la variedad. Si se toma la transformacion para
un caso particular como 2 = e“, la accién cambia como

1

S—
252 M

di”\/ﬁ[é —2(n — 1)V + (n— 1)(n — 2)(Vw)? + 2A¢e™ |, (3)
que corresponde a un campo escalar acoplado a gravedad con un potencial exponencial.
Este tipo de potenciales han sido utilizados en estudios sobre agujeros negros en gravedad
dilaténica en dimensiones superiores [§].

Otro aspecto que es de gran importancia en el trabajo es la geometria que presenta
el problema. Se puede suponer que la variedad de nuestro problema admite una foliacion
caracterizada por una funciéon ® = cte. De esta manera, se puede construir un vector
normal a la hipersuperficie Y¢

0,®

n, = ——tr 4
b /99P0,D0D (4)

con g,,n*'n” = ¢ donde € puede valer +1 si es género tiempo, -1 si es de género espacio o
0 si es de tipo luz. En el caso que atane, se considerara una foliacion de genero espacio.
Ademads, hay interés en estudiar espacio-tiempos asintéticamente AdS. Al hacer uso de
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coordenadas de Poincaré y con el gauge de Fefferman-Graham [4], el elemento de linea se
escribe como:

2

z L
ds* = s (dz2 + 752, z)dx d:p]). (5)

[ es el radio para el espacio-tiempo de AdS, que en el trabajo se tomara como [ = 1. En
este caso, z juega el papel de coordenada temporal en gravedad candnica, y en el caso
de la foliacién se toma por hipersuperficies ¥, = {z = cte} que corresponden al tomar
® = 2. Al trabajar en estas coordenadas, uno lo que toma es una variedad compactificada
M con frontera localizada en z — 0. Nétese que siempre es posible elegir dicho gauge,
pues es suficiente con escoger las coordenadas {z, z'} de tal manera que se anulen los n—1
coeficientes de g.; y fijar g.. = 1/2%

En este trabajo se van a estudiar las siguientes cuestiones: en primer lugar, los términos
de superficie que hay que anadir a la accién de JT para poder tener un principio variacio-
nal bien definido si se toman condiciones de contorno de tipo Dirichlet o Neumann para
el campo gravitatorio y el dilatén (seccién . Por condiciones Dirichlet en este trabajo se
entiende a qué condiciones tienen que cumplir las coordenadas generalizadas, y por con-
diciones Neumann las que se imponen a los momentos conjugados, siendo la conjugacion
la asociada a la foliacién en el gauge . Después (seccién , se procedera a resolver las
ecuaciones de campo para los campos mediante series de potencias en z para 7;; y para
¢, obteniendo los términos de dichas series para n arbitrario y los érdenes 2%, z, 22. A
continuacion, fijaremos la dimensién a n = 3 y se calcularan las correcciones asociadas a
los 6rdenes de 2® y 2%, proporcionando un ejemplo especifico. Por ultimo (seccién , se
discutird brevemente los contratérminos que hay que anadir a la accién de partida para
que esta sea finita.

Los convenios que se han tomado a la hora de realizar el trabajo han sido los siguientes:
para los indices, las letras griegas (u, v) = 0,1,...,n — 1, 2, y para las letras romanas se
toma (i ,j) = 0,1,...,n — 1; la signatura en la que se trabaja viene descrita por g,, =
diag(—, +, ..., +) y el tensor de Riemann viene descrito por

Rivp = Oplp — O, + Fi‘prl))u - ?ufﬁu»
de tal manera que el tensor de Ricci viene como la contraccion del tensor de Riemann

R,, = R°
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2. Variacion de la accion de Jackiw-Teitelboim y sus
ecuaciones del movimiento

Para poder tener un principio variacional bien definido, es necesario imponer que
0S5 = 0. Uno puede realizar dicha variacién respecto a los campos de g,,, ¢ para obtener
las ecuaciones del movimiento, de tal forma que

1
5S = 5.3 dz” (7;,,(59’“’ + (R+ 2A)5¢) + 0g5om = 0, (6)
M

en donde se define el tensor 7IWEI como
1
7;1/ = ¢(R/u/ - §guuR - g/wA) - Vuvu¢ + g,uuv2¢' (7)

Para poder llegar a la expresion @, es necesario tomar la variacién respecto del campo
9w v del campo ¢. Si se toma respecto al primero, se puede ver que

1
= —/ d"z+/|g]| ( (R — gu,,RJrgWA}(Sg“”+¢g“”5RW>. (8)

La variacion del tensor de Ricci se puede computar y tras un calculo largo, se puede
ver que su variacion es

g"OR,, = V.V, {( wgeB — gfg "‘“)59@} , (9)
en donde el término entre corchetes se puede escribir como
Whe = (g g — g% g™")dgg.. (10)

Ahora bien, tomando la integracién por partes del término asociado a ¢V, V ,WH* se
puede reescribir a

VoV IWH = U, (8V,WH — V,0WH) + WHY V¢ (11)

en donde el tltimo término del miembro de la derecha se puede desarrollar para que se

obtengan los dos ultimos términos de . El término entre paréntesis es un término de

frontera, de tal forma que
dgSom =

5 dx V09|V [6V, W1 — ¥, oWHe]. (12)

!Para el caso que trataron J y T, al tratarse de una teoria bidimensional, las ecuaciones de Einstein no
tienen contenido; en ausencia de materia, el tensor 7, se convierte en una identidad, pero si se considera
una teorfa con materia, entonces 7,, = 0 y habria problemas en la teoria.
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2.1. Término de frontera

Para obtener el término de frontera, es necesario utilizar el teorema de Stokes en ,
por tanto

1
2/‘?2 OM

Operando con el término que aparece entre corchetes mediante la métrica inducida en

5gSorm = dz" '/ |h|ng [9V  WH — VoW H]. (13)

la hipersuperficie h,, = g, +n,n, y realizando unos sencillos calculos, se puede expresar
en funcion de h y la curvatura extrinseca como

0gSom = 2%2 / dz"'\/|h] Kvn¢h“” - ¢K‘“’) Shy, — 2¢(5K]. (14)
oM

En el primer término, V,¢ es la derivada respecto a la direccién del vector n,, V, ¢ =
n*V,¢, mientras que K es la traza de la segunda forma fundamental que se define como
la derivada de Lie de la métrica inducida respecto la direccion de n,,, K,, = %Enhwj. El
elemento que va con 0 K puede ser modificado si uno tiene en cuenta que

1
VIROE = 0(KV/|h]) = 5 KR /|10l (15)

por lo que el término de superficie queda como

OgSom = %/ da""'/|h| (vngbhw/—qs(KW—KhW))5h,w—i2/ dz""'6 (2K +/|h|)¢.
2K OM 2K oM
(16)
La expresion es el término de frontera que surge de establecer un principio va-
riacional sobre la accion . Ahora hay que imponer condiciones de contorno que tengan
sentido y ver cuales de los términos que aparecen en se anulan y cudles sobreviven.

2.1.1. Momentos candnicos conjugados

Es conveniente pararse a analizar el lagrangiano de JT desde el punto de vista
hamiltoniano. En este apartado, se va a reescribir la accién mediante el formalismo ADM,
similar al que se suele hacer en gravedad canodnica. El elemento de linea se puede escribir
como

by

Figura 1: Descomposicion de la foliacion en sus componentes



ds®> = (N? + N;N")dt* + 2N;dtdz" + h;;da’da?, (17)

en donde N? es el vector de shift, que es un vector tangente a las hipersuperficies Yg, y
N es la funcién lapse, que estd asociado a la parte normal de la foliacién (ver Figura 1).
Uno puede ver que puede trabajar inicialmente en este formalismo y recuperar el gauge de
Fefferman-Graham si toma como condicién N = 0, N? = Z% y hij = Z%%j, y recordando
que z juega el papel de t. Para calcular los momentos, sera necesario determinar los simbo-
los de Christoffel asociados a esta métrica (véase el apéndice . Se puede tomar como
coordenadas canénicas el conjunto {N, N;, h;;, ¢} y asociarle unos momentos conjugados
{mn, 7", 7 7y} de la forma

SL . oL ” oL oL

TN = — v T = ———~ T = —— T = =i~ (18)

d(0,N) d(0.N;) §(0:hij) 6(0.9)
Con todo ello, la accién puede escribirse de una forma concreta bajo este formalismo
si se descompone el escalar de curvatura como [3]

R=R(h)+ (K* — K;K"V) + 2V " (19)

donde el vector v* es de la forma

vt =n*Vont —ntV,n®. (20)

Tomando n* = (%, —%) y calculando las componentes de v* mediante los simbolos de

la conexién, lo que se obtiene es

La accidén se escribe como

1 .
S =53 / el b= / &N/ RIGR(R) + (K — KV K )+ 2042V ,04), . (22)
Ez

Del lagrangiano se extrae bastante informacién, por ejemplo que R(h) no contiene
ninguna derivada respecto a z y que queda fuera del analisis de los momentos conjugados.
Sin embargo, las componentes de v* si contienen este tipo de derivadas en la K, pero en
ningin momento aparece explicitamente 9,N ni 9,N*, luego solamente aparecerdn m, y
7. De la definicién (18), uno puede obtener que

Ty = \/WK i — \/W (b(Kij _ hin) _ i ((9z¢ — Nk8k¢) . (23)

K2 2K2 N
Si uno juega con ambas expresiones y toma la definicién de K;; como

1 1
Kij = iﬁnhzj = IN [ - azhij + Dz‘(h)Nj + Dj(h)N’i]ﬂ (24)

se puede obtener



(n—=1)vh

2
@¢:,J%L_ILP¢_(1_2¢EQ}+Aw@¢, (25)

4> N ok 1
O hij = ——= mij — hij k hi D;N; + D;N;. 26
=g (e gy gt ¥ DN DN (20

Con las expresiones para los momentos conjugados, la primera integral de puede
escribirse como 77 h;; v la segunda integral como dmg¢. El término de frontera queda por
tanto como

6958/\/( = — / d{L‘n_l (ﬂ'ijéhij + 57T¢¢) . (27)
oM

2.1.2. Clasificacion de los términos de frontera

Una vez se tiene escrito (16 en la forma compacta mediante momentos conjugados,
se puede analizar qué condiciones de contorno hay que imponer para que el término de
frontera sea nulo. Esto debe ser asi, puesto que si 0,590 # 0, no se puede aplicar el
principio variacional para obtener las ecuaciones de camp(ﬂ Al estar expresado en
coordenadas y momentos conjugados, se puede analizar las condiciones de contorno de
manera asequible y sus posibilidades son las siguientes:

» Dirichlet-Dirichlet (6h;; =0 dp =0)

Bajo estas condiciones, el primer término de es nulo y para el segundo, se puede
introducir el campo escalar dentro de la variacion, y por tanto

%%M——/ mw%wm):>y—s+/ dz" e (28)
oM oM

» Dirichlet-Neumann (0h;; = 0 dmy = 0)

En este caso particular, es donde todo el término B.T. es nulo y no hace falta anadir
un cotratérmino a la accién.

» Neumann-Dirichlet (67" =0 dp =0)

En este caso, no se cancela ningtin término, pero los dos se pueden escribir como una
variacion global, entonces la accién puede escribirse anadiendo el siguiente término

S =5+ / da" [t + mp0)] (20)
oM

2Hay que recordar que mediante el principio variacional lo que se obtiene es 65 = [E.L.] + B.T., donde
[E.L.] son las ecuaciones de Euler-Lagrange y B.T. es el término de frontera. Mediante dicho principio,
uno busca que 65 = 0 y ello tiene que llevar a que [E.L.] = 0 y eso se obtiene si y solo si las condiciones
de contorno aseguran que B.T. =0



» Neumann-Neumann (677 =0  dm, = 0)

Por ultimo, si se imponen estas condiciones, el segundo término de (27)) es nulo y el
contratérmino pasa a ser

S'=5+ / da" ! (30)
oM

De esta forma, se puede ver que dependiendo de las condiciones de contorno que se
impongan a la teorfa, habria que anadir un contratérmino distinto a la acciéon para anular
dg5am. El que més se asimila al término de Gibbons-Hawking-York (GHY) [5] 10] para
la accién de Einstein-Hilbert es el asociado a las condiciones Dirichlet-Dirichlet. De ahora
en adelante, se tomaran dichas condiciones en todo el trabajo.
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3. Solucién en la proximidad de la frontera

En esta seccién se resuelven las ecuaciones que surgen de establecer el principio varia-
cional para . Aqui, se va a trabajar con un espacio-tiempo de tipo asintoticamente AdS.
Estos espacios surgen de realizar una transformacion conforme sobre la métrica, similar a
como se menciond en la introduccion

G = VG (31)

Lo que hace dicha transformacién es pasar de un variedad fisica sin frontera (M, g,,) a una
variedad no fisica compactificada (M, Guv) con frontera localizada a una distancia finita.
En el apéndice[A]se dejan algunos resultados de realizar dicha transformacién. Un ejemplo
es el espacio-tiempo de Minkowski en 2 dimensiones (ver figura 2). Dicho espacio se puede
representar mediante un diagrama de Penrose (izquierda), en donde toda la informacién
queda representada para 2 dimensiones. Si uno toma una transformacién conforme tal y
como se comenta, el diamante rojo queda compactificado en un cilindro (derecha).

En el gauge de Fefferman-Graham se toma () = z de tal forma que la frontera se
encuentra localizada en z = 0. Esto permite reescribir el elemento de linea para un
espacio AdS ds* = z272(d2? + n;;dz'da?) que es singular en z = 0 a un elemento de linea
ds? = 22ds? no singular en z = 0.

3.1. Ecuaciones del movimiento

En la seccién anterior, se habia obtenido la variacién de la accién junto con su término
de frontera. Si uno establece 0S5 = 0, se tiene como resultado las ecuaciones de campo.
Al tener dos campos, una viene de tomar 7,, = 0 y la otra del término proveniente de
0¢ = 0. Esas ecuaciones son

1

QS(R,W - 59;“/3 - g;wA) - vuvu¢ + guuv%b = 0, (32)

R+2A=0. (33)

T+

i

Figura 2: Compactificacién conforme para el espacio tiempo de Minkowski en 2D
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Si uno opera de forma conveniente con ambas expresiones, se puede obtener otro
conjunto de ecuaciones

2A
V3¢ — mﬁﬁ =0, (34)

Ru¢ — V. V,0+ g, V¢ =0. (35)

Se puede apreciar que tiene forma de un campo escalar de masa m con m? =
2A/(n — 1), luego el caso que se estd estudiando presenta similitudes con otros casos de
acoplamiento de un campo escalar a gravedad considerados anteriormente en la literatura
[1]. Ademas, el dilatén viene introducido mediante un término V,V, ¢, que no aparece en
los casos mencionados en la literatura.

3.1.1. Eleccién de ansatz

Para estudiar la solucién en la proximidad de la frontera (z = 0), lo que se hara
es tomar un ansatz para ;;(z, z) como para ¥ (z, z) mediante una expasién en serie de
potencias

i (@', 2) = 40 (@) + 27 (@) + 22980 () + O(2P), (36)

(', 2) = 2% = 2 (w(o) () + 2W () + 2293 (2) + (’)(23)). (37)

Si uno toma la ecuacion (33)), se ve que es independiente del dilatén y por consiguiente
permite tratar con un unico campo. Se puede expresar el escalar de Ricci mediante la
transformacion conforme como

y 2(n—1 -1
R= 2 {R(fy) K KR — 20K 4 AT e nn _ )}’ (38)
z z
donde K = ~% K;j es la traza de la segunda forma fundamental K;; = %@’yij en donde 7;;
estd dado por d§%. Para subir y bajar los indices 4, j, ... se utiliza la métrica v;;. R(v), K
y Ki; presentan también desarrollos en serie de potencias, y al orden mas bajo se tiene

R=—n(n—1)+0(z%), (39)
de esta manera, si uno toma y combina al orden mas bajo, lo que acaba obteniendo
es cudnto vale la constante cosmolégica 2A = —n(n — 1) y la ecuacion del dilatén pasa a
ser

V2p —nep = 0. (40)
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Ahora bien, en la expresién anterior se puede introducir el ansatz de tal manera
que
22 (33¢+f~(3zw+DiDi¢) +[2a—(n—2)]20.¢+Kaz¢+|[a(a—1)—a(n—2)—n]y = 0. (41)

Al orden mas bajo, se puede buscar que el tltimo término que aparece entre corchetes se
anule, de tal manera que se obtiene una ecuacién de segundo grado para «

ala—1)—a(n—2) —n =0, (42)
cuyas soluciones son @ = —1,n. Como el caso a = n estd contenido dentro del caso
o = —1, la expansion en serie para el dilaton adquiere la forma

o= z": P Ip®) (x)+§: PP (1) = %@D(z,x) V(z,2) = POz 29W (2) 4 ... (43)
p=0 p=0

3.2. Soluciones de las ecuaciones por 6rdenes

Con todo lo presentado hasta ahora, se puede escribir en conforme y permite
descomponerse simultdneamente en componentes (zz), (iz) y (ij)

2 (aﬁw oKy + f(gf(;ﬁw) - (44)

D;(KIy) — D;K1p — 0,03) = 0 (45)

z [(wa(’V) — 0.K;; — KK + 2&1[?})1# — DiDjy — K00 |+

(46)
+(n — 1)Kij1/) + %‘j(Ki/J + 8z¢) =0
Por 1ltimo, con el ansatz para la ¢, la ecuacién se puede escribir como
— Kt —nd.ap + K204 + 20%) + 2A) = 0, (47)

en donde A representa al laplaciano de v dado por A = D;D?, siendo D; la derivada
covariante asociada a «. Entonces, el conjunto de ecuaciones que se tiene que resolver son

, , , y . Estas se pueden resolver orden a orden mediante relaciones

de recurrencia.
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3.2.1. Solucion a orden 2z

Si uno introduce el ansatz desarrollado previamente en las ecuaciones , y ,
lo que se obtiene es

(n — 1)Te(+) =0,
Tr(y M) + ) =0, (48)

ey 9O + 4 (Tr(v(”)w“’) + @b(”) =0,

donde Tr se denota como el operador traza. De esta forma, los tinicos valores que satisfacen
dichas ecuaciones para los campos son
vy =0 y®=o0 (49)

Hay que notar que si uno introduce estos resultados en y , éstas se satisfacen
trivialmente.

3.2.2. Solucién a orden 2?2

Anslogamente, para el orden z? se opera de igual forma que antes y el conjunto de
ecuaciones es

RO 4 2(n — 2)Tr(v?) = 0,

261 = n) = $OTr(4?) + D Djgy® =0,

(R =2 @ = DYDY + (0= D9 + 47 (Te(yP)g® + 20) =0,

ij ij
(50)
En este caso, R” y Rg.)) son el escalar y el tensor de Ricci para () respectivamente

y DZ(O) la derivada covariante asociada a (%), De estas ecuaciones se puede obtener las

expresiones para 7.(-2)

iy »® como

@_ 1 [DDp® A0 ROND ) (51)
i T =2 O T a—1)p® T 2m—1) W[
D Dip© — O Ty~

2(n —1)

De la expresién anterior se puede obtener mucha informacién al respecto. Como la
accion presenta un acoplamiento entre el campo del dilaton y las derivadas de la métrica,
las correcciones de ordenes superiores dependeran de como se defina la métrica en la
frontera asi como el valor que adquiera el dilaton. A su vez, en esta teoria no se puede
fijar a 0 el dilatén puesto que lleva a una divergencia, pero si se toma 1(?) = 1, se obtienen
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los resultados ya conocidos en [2]. También es ficil comprobar que dichas expresiones
satisfacen a orden 2%

3.2.3. Solucién a orden 23

Las ecuaciones para el orden 2% son de la forma

3(n —3)Tr(vy®) =0,
—3(n — 2)p® — 3Tr(y®)y©® =0, (53)

3(n —3)yPy© =

De todas las expresiones vistas hasta ahora, lo que se puede apreciar es que para el
orden 2% no depende de 7” A su vez, como las expresiones para la traza y para 7( )
dependen de la dimensiéon de la variedad compactificada, esta permite discriminar dos
escenarios: si la dimension es n # 3, entonces necesariamente 7(3)

ij
en el caso de %(Jl); pero si n = 3 entonces la traza queda indeterminada y ninguna de

las dos expresiones mencionadas permite determinar mucha informaciéon sobre % . Sise
toma el primer caso, el conjunto solucién para este orden es

tiene que anularse como

W=0 ¢®=o0. (54)

Sin embargo, si se toma n = 3, las ecuaciones anteriores se satisfacen de forma trivial
y este orden queda indeterminado por dicho conjunto.

3.2.4. Solucién a orden z*

Este es el ultimo orden que se va a estudiar. Las ecuaciones que se obtienen son

R® — [Tr(y®)]" = Te(y?7®) +2(n — 4) [2Tr () = Tr(r®4*)] =0,
—d(n = 3)p + DY Dipy® + v Tr(y) — O [2Te(y¥) — Tr(y®®)] = 0,

Rj W + RO 4 2(n — AP 4 P9 2@yl — DY Dy -
—DPDPYO 4 4D Te(y@)p® + 4P [2Tr () — Tr(y@7@)]© + 444 ® = 0.
(55)
Uno puede apreciar que si toma n = 4, sucede algo parecido al orden z®. La primera
de las ecuaciones se convierte en una identidad, mientras que la ¥ depende de la traza
de v, v 72-(;-1) queda indeterminado puesto que la tercera ecuacién no permite obtener
su expresion en términos de 6rdenes mas bajos. Si se toma un n # 4, entonces se podria
resolver este orden.
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3.3. Solucion para el caso n =3

Como se ha comentado en la introduccién y se ha podido ver en la seccién anterior,
un caso de especial interés es considerar una variedad de dimensién n = 3. Para ello,
se van a fijar unas coordenadas concretas para el gauge de Fefferman-Graham y son las
coordenadas del cono de luz
t = —xo + o = v V(Q)dxidxj = ) qrtda. (56)

V2 V2 K

Una vez se fija v(9), se pueden resolver todos los érdenes superiores para la métrica y

T

el dilatén. En este caso, no se especifica cuanto vale 19, pero se escoge como un campo
constante. Ello implica que el resto de correcciones para el dilatén no son constantes. Si
uno toma la forma , se puede determinar para el orden de v y de ¢

(@ _ 0 0,0_w o — (O RO) (57)
K 0,0_w 0 8
en donde R = —8¢~290, 0_w para el caso que se estéd tratando.
El orden 2% se puede determinar de forma independiente al orden z2. Del conjunto

, la segunda ecuacién es la que indica cudnto vale 1® si se conoce la traza de v,

Aun asi, es posible determinar cuanto vale 7@

i Dese a que la tercera ecuacion del conjunto

quede indeterminada y es mediante el uso de (45)) para ese orden. Dicha ecuacién es

1
Dly 00+ S ®)000 0 — DELEDEO] 0. (s9)

Si uno desarrolla las derivadas covariantes actuando sobre 4, lo que acaba obteniendo
es un sistema de ecuaciones de la forma

{8752 +e*0, (672‘0")/_(31) =0 (50)

09?4 e>0_ (e_%%(fz) =0
Este sistema en general no es posible resolverlo, pues hay dos ecuaciones para tres
incégnitas. Sin embargo, se puede buscar una solucion particular si uno toma como hipéte-

sis a_yf’l = 8+7(_31 = 0, entonces llega a

—2w_ (3) -
eyl = flz7) _
B = f(z7) =g(a") = fo = cte. (60)
2w, (3) _ +
ey =g(@7)
De esta forma, para este caso en concreto, se puede concluir que para el orden z* una
solucion es

|
Y —2f ) p® = =50y e = —fo®. (61)

Dentro de este ejemplo, uno es capaz de estudiar los difeomorfismos de la forma si-
guiente z# — z# + £#(z). Esto lleva a considerar las variaciones respecto de la métrica
como
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5g/u/ = ££guu = gpapg,uu + gupaufp + gupaufpa (62)

en donde £ es la derivada de Lie para el campo £. Se busca que el gauge de Fefferman-
Graham permanezca igual para los difeomorfismos, con lo que dg,, = 0 = dg;,. Si uno
desarrolla la derivada de Lie para estos casos, se tiene

& =) &=E(r) - 0 / 2 ()d, (63)

donde £* v &' son una funcién y un vector que dependen unicamente de x. Si se desarrolla
para g;;, lo que se obtiene es

1 Fz Fz
Legij = e (fg%'j — 2745&° + 2§ @%‘j)- (64)

Tomando los desarrollos en serie para la métrica v;;, y estableciendo que el orden mas
bajo en z de la expresion anterior sea nulo, lo que se obtiene es

D¢ (x)

3¢ = DG+ DG — & =T

(65)

en el tltimo paso se ha tomado la traza. Tomando , las componentes de éi pueden
calcularse como

£ =e®K(z™) . =e¥Gat) = T =2K(x") & =2G(z%).  (66)

Entonces, se puede establecer las variables sin gorro a partir de estos resultados como

& = ze |0, (e*G (™)) + a_(GZUJK(iL‘_)):| . (67)
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4. Contratérminos para una accion finita

En la seccién [2] se estudiaron los términos de frontera necesarios para obtener un prin-
cipio variacional a la accién JT dependendiendo de las condiciones de contorno que uno
imponga. Para poder tener una accién finita, en este caso, se va a tomar el término de
frontera para las condiciones Dirichlet-Dirichlet . Si uno toma la accién con dicho
término, esta diverge al integrar sobre toda la variedad. Esto se puede solucionar si se
anaden unos contratérminos adecuados a la accién que eliminan las divergencias y man-
tienen inalteradas las ecuaciones de campo, como se vio en [2] y serd el procedimiento que
aqui se va a seguir.

Si se trabaja on-shell, la ecuacion establece que el término de volumen de la accion
sea nulo, sobreviviendo tnicamente el término de frontera

1
S = / d"z+/|glo(R +2A) + / dz" " '74¢ = Senshell = —5 / dz""*\/|h|K ¢.
22 oM 52 Jom
(68)
Si se estudia en detalle dicho elemento, al usar el gauge de Fefferman-Graham, apa-

recen términos de la expansion en serie de potencias de z que son los causantes de las
divergencias. El elemento de volumen se puede expresar como

VInl =

Ahora bien, en la seccién anterior se dieron las expansiones en serie para K;;, K y ¢,

poli- 22 o) (69

de tal forma que se pueden ver cudles son los términos que divergen. Quedéndose solo
hasta el orden 22, y tras unos célculos largos, el término de frontera se puede expresar en
la expansion como

1 22 (A0 n —4
VIRES = —— [y {(n —)+ 5( ORI Ty R“”) + 0(24)} - (70)

Los términos que hay que anadir para que la accién sea finita tienen que tener una
estructura similar a los de la ecuacién anterior pero con signo positivo. Observando la
expresién, uno puede partir de

G 2 /AOH0 RO
VIotn - 1) = Y0 -1+ (20 - o) vorh].

2\ g0 2

por otro lado, también se puede buscar el acople de R(h) con ¢ de tal manera que

VIR = Y 0 go (72)
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Si ahora uno junta con , tras unos desarrollos, lo que se obtiene es

_ V1 ) po 2
VIES + VIl(n = )¢ = -0 R 57— {1 + O()] 73

= —VIhlR(h)é + O(2?),

que es precisamente uno de los términos que se han calculado antes. Por ende, las ex-
presiones que se han hallado previamente son las que hay que anadir para eliminar las
divergencias, con lo que la accién pasa a ser

)

S = 2%2 /M d"x\/E¢(R+2A)+$ /BM dz"*/|h| {K+(n—1)+ﬁR(h> b. (74)
Esta accién es finita debido a que se han introducido los términos que se han mencio-
nando antes y no cambia las ecuaciones de campo obtenidas previamente. Esto se debe a
que el término de GHY con dilaton viene ya de hacer la integracién por partes previamen-
te y establecer las condiciones de frontera. Es importante aclarar que los contratérminos
son esos para condiciones Dirichlet-Dirichlet; si se cambian dichas condiciones, entonces
la accién requiere de otros contratérminos distintos.
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5. Conclusiones

En este trabajo se han podido estudiar diferentes aspectos relacionados con espacios-
tiempos de tipo Anti de Sitter. Se han comprobado cudles son las ecuaciones de campo
que surgen de establecer un principio variacional bien definido para la acciéon de Jackiw-
Teitelboim. En el proceso, se han visto los términos de frontera necesarios que hay que
anadir para que dicho principio esté bien definido. Se ha visto la importancia de las
condiciones de frontera que se establecen para los campos, puesto que si son condiciones
de tipo Dirichlet o de tipo Neumann, el término que hay que anadir cambia de forma;
incluso, cabe la posibilidad de no anadir contratérmino. Las condiciones de tipo Dirichlet-
Dirichlet permiten obtener un término similar al de Gibbons-Hawking-York para la accion
de Einstein-Hilbert

1
S’:S+—2/ A" '/ |h|K.
K= Jm

Luego, se ha procedido a resolver las ecuaciones de campo en la proximidad de la
frontera para z = 0, usando una compactificacion conforme de la variedad y estableciendo
un ansatz para los campos 7v;; vy ¢. Para este tltimo, se resolvié la ecuacion y se
establecio que el orden mas bajo se anulara obteniendo @ = —1,n. Cabe mencionar que
otra posible via de estudio seria tomar otro orden del desarrollo e igualarlo a cero y obtener
otros valores para a.

Una vez fijado el ansatz, se procedié a resolver las ecuaciones hasta el orden z*. Las
expresiones que se obtuvieron para los campos dependian de los campos en la frontera,
que son los asociados al orden (0). Los resultados que se obtuvieron son

%‘(g(‘)) = Dato en la frontera 1(®) = Dato en la frontera
7y =0 YW =0

@ _ 1 | Dipjp® A5 a0p® RO (0) 9) _ DiDigp(©) () Ty (2)
Vijt = (n—2) ¢g0> - (jn—1)¢(0> 2(n—1j) o Rz‘j 1/’( )= 2(n—1) .

Para los 6rdenes 2z y z* las expresiones eran més largas y dependian de la dimensién de
la variedad. Si se toma n = 3, el tercer orden queda indeterminado por las ecuaciones,
mientras que si n # 3 las expresiones son nulas para los campos; para el orden z* sucede
lo mismo si uno toma n = 4. Después se proporcioné un ejemplo concreto para n = 3
fijando 1(®) como constante y %,(Q) como en . Asi, se obtuvo una familia de soluciones
dependiendo del parametro fj.

Por 1ltimo, se ha podido comprobar como se obtiene la finitud de la accién de Jackiw-
Teitelboim. Se ha visto que era necesario anadir unos contratérminos, en especial dos, a
partir de los resultados que se han obtenido en la seccién [3| para eliminar las divergencias,

resultando

1 1
S =— d”x\/|g|¢(R—l—2A)+—2/ dz" ! |h|[K+(n—1)+—
M K= Joam

T oR2
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Es aqui donde se puede comprobar la utilidad de los desarrollos en serie de Fefferman-
Graham en la teoria que se ha estudiado. También se comento que los términos adicionales
pueden variar en funciéon de qué tipo de condiciones de contorno se establezca para el
problema (en este caso, Dirichlet-Dirichlet).

Este trabajo sienta las bases para poder seguir otros aspectos relacionados que no
se han cubierto aqui. Por ejemplo, se podrian estudiar las cargas conservadas en la su-
perficie de la variedad dependiendo de las condiciones de contorno que se impongan, los
difeomorfismos residuales en la proximidad de la frontera o tomar el estudio de métri-
cas mas concretas o en dimensiones mayores que 3. Al trabajar en una generalizacién en
n dimensiones de la teoria que propusieron inicialmente Jackiw y Teitelboim pero en 2
dimensiones, también se podria seguir con una cuantizacién de la gravedad por esta via.
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A. Transformaciones conformes

Como se comentd en la seccién 3, aqui se dejan los desarrollos para una transformacion
conforme dada por . Los simbolos de Christoffel cambian de acuerdo a

I, = -0t (QJ,(S;‘f +Q 0, — Qﬁgaﬁgw) + fgy(g). (75)

El tensor de Riemann, el tensor de Ricci y el escalar de curvatura cambian a

R, = R0y (9) + Q7" (536#%9 — 09V, V5Q 4 G, V5V — gﬂﬁﬁan) +

76)
+ Q720,008 Gup — 05 G
Ry = R () + Q71 {(n ~1)V,V,Q + g,ﬁm} — Q721,000 (77)
_ e n(n+1
R=0? {R(g) +2nQ1VAQ — %@Q@AQ} : (78)
En las expresiones anteriores, se ha utilizado la notacién de ”,” en el subindice para

referirse a la derivada ordinaria y V como la derivada covariante asociada a la métrica g.
El operador de D’Alembert también cambia mediante esta transformacién como

Vip =02 { Vi — (n — 1)9-1@@8»‘9] (79)

B. Geometria en ADM

Como se ha mencionado en la seccién [2.1.1) para poder establecer los momentos es
necesario determinar los simbolos de Christoffel para el formalismo ADM.

z _ O:N | NN | NiNJ g~
Fzz_ N + N + N KZ

ON | NF
% =% + ¥ Ku

N
Iy = -9 DN (VR )R o
F;‘k - _NWink - F;‘k(h)
i, = — X5 (0. + NI, N? — NNNEfe o 4 il (9,N; — N9;N — N*Dy(h)Ny,)
I = %Kij

En donde D;(h) es la derivada covariante asociada a la métrica inducida h;;. Aqui, la
curvatura extrinseca adquiere para este formalismo

1
Kij = 5Lalij = 55 [ — 0.hij + Di(h)N; + D;(h)N;] (81)
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B.1. Geometria en Fefferman-Graham

Al establecer el gauge de Fefferman-Graham, uno es capaz de calcular los simbolos
de Christoffel asociado a una transformaciéon conforme dada por . Aprovechando que
estan calculados para el formalismo ADM, se puede fijar N = % y N = 0. Los tinicos
términos no nulos son

7

z 1 z Yij o i =~ i ) 1 i
2. = - Fij = _7j + IG5 gk = jk(’Y) sz = _;] + 57 kaﬂjk (82)

De esta forma, se calculan las componentes del tensor de Riemann

Rékl = ~f;lcz(’y) + K;qu - Klqul; RZM = Koy — Ko RZzl = —0. Ky + Kle§~
(83)

El tensor de Ricci se obtiene por contraccién del de Riemann,

Ry = Ry(y) — KaK| —0.Ky+2K,KP; Ry=K,— R.. = —0.K — K, K*.

(84)

zl’

Por 1ltimo, se obtiene el escalar de Ricci por contraccion del tensor

R=R(y) — K?K?! — (K})* — 20.K. (85)

C. Expansion en serie de la métrica

En este apéndice se dejan los desarrollos técnicos de la expansion en serie para los
objetos geométricos. Partiendo de (36]), uno también tiene que construir la métrica pero

con los indices contravariantes. Sin embargo, las expresiones cambian dependiendo de si

se toma 72(]1) = 0 o no.

C.1. Expansién para 7! y ~v?)
Para los dos primeros 6rdenes se tienen las siguientes expresiones
7 k 7 'S 1
V9 =53 — A D + 2 Vi S — Ve | + OG).  (86)
Para las expresiones de la curvatura extrinseca se tiene
1o, o i_ Lo e @ L w0
Kij = 5% +27;; +0(z ) K; = 57(3) pj +Z[’Y(g)7pj 27£p)7(p)’7qj ’Y(o)]+0( 2) (87)

K? = E[Tr(v(”)f +2[Tr(y")Tr () — %Tr(v(”)Tr(v(”v“))} +0O(%)  (88)
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C.2. Expansién para v y ®

Una vez queda establecido que vV = 0, los calculos anteriores pueden expandirse a
ordenes superiores y simplificarse considerablemente.

ij is is j kp i
VI = =2 Y2 — i YD + 2 (b e 1D =i v T |+ O(F). (89)
Las expresiones para la segunda forma fundamental son
3
K;; = z*yi(f) + 52275’) + 223’yfj) +0O(2h) K=2KW 4 22K® 4 3K6) 4 O(z*), (90)

en donde los elementos K@ vienen determinados como las trazas de v como

3
KO — Tr(7(2)) K@ — ETrw(% KG — 2Tr(7(4)) Tr(y ()2 )) (91)

D. Expansion del elemento de volumen +/|h]|

En la seccién [l para obtener la accién finita se toma las expansiones en serie vistas
durante todo el trabajo. El elemento de volumen \/m también se puede expresar me-
diante un desarrollo, tal y como se presenta en . Aqui se dejan algunos desarrollos del
resultado. Se parte de

1
V7= \/det(y(o) + 227@)) = exp (5 log [ det YO x det(1 + 224710 )7(2))}>

|
— /70 exp (5 log [ det(1 + z%‘l(o)v(”)}),

(92)

en donde en la ultima igualdad se ha utilizado la propiedad tutil de los determinantes
det(b+ h) = det bdet(1 + b~ 'h) donde b y h son dos matrices invertibles. Otra propiedad
que es 1til es logdet = Trlog, que se puede utilizar y resulta

2
= VA0 e (Tilog(1 + 4770 D)]) = AT exp (STHO) + 0. (93)

En la dltima igualdad se ha tomado el desarrollo en serie de Taylor para z del logaritmo.
Por ultimo, el resultado que se da en la seccién 4| se obtiene si se toma el desarrollo de
Taylor para la exponencial

V7= V7O {1 + Z;Tr(’y@)) + 0(2«4)} : (94)
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