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Resumen

Este trabajo tiene como objetivo demostrar diversas cotas para la diferencia entre la
solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales que combina dos escalas de tiempo y
su sistema promediado, utilizando un enfoque moderno y riguroso. Se define el concepto
de promedio y se analizan propiedades de las funciones KBM, estableciendo cotas para
la diferencia entre soluciones en escala de tiempo 1/¢. Ademds, se introducen funciones
UKBM para generalizar resultados a intervalos no acotados. La teoria del promedio para
funciones periédicas se expone en su versién clédsica, estudiando un cambio de variable
que transforma la ecuacién original en la promediada, y generalizdndose para aproxima-
ciones de mayor orden. Finalmente, se presentan aplicaciones practicas, como el andlisis
del péndulo de Kapitza y el fundamento e implementacién de los métodos numeéricos
de promediado estroboscépico, que permiten integrar de manera eficiente problemas de
osciladores.

Palabras clave: teoria de promedio, forma estandar, funciones KBM, promediado estro-
boscépico, péndulo invertido

Abstract

This work aims to demonstrate various bounds for the difference between the solution
of a system of differential equation where two time-scales are present and its averaged
system, using a modern and rigorous approach. The concept of averaging is defined,
and properties of KBM functions are analyzed, establishing bounds for the difference
between solutions on a time scale of 1/e. Additionally, UKBM functions are introduced to
generalize results to unbounded intervals. The theory of averaging for periodic functions
is presented in its classical version, studying a change of variables that transforms the
original equation into the averaged one, and generalizing to higher-order approximations.
Finally, practical applications are presented, such as the analysis of the Kapitza pendulum
and the theoretical basis and implementation of the of stroboscopic averaging numerical
methods, which allow for the efficient integration of oscillator problems.

Keywords: averaging theory, standard form, KBM functions, stroboscopic averaging,
inverted pendulum
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Capitulo 1

Introducciéon

En muchos sistemas cuando se experimenta un cambio desde una posicion de equilibrio
estable, se generan oscilaciones, lo que hace que estén presentes en numerosos sistemas
fisicos y en el ambito de la ingenierfa. Los problemas relacionados con osciladores surgen
en contextos muy variados, como el estudio del movimiento de un péndulo, la mecéanica
celeste, la dindmica de poblaciones, los circuitos eléctricos o los relojes atémicos. Este tipo
de sistemas dindmicos se representa mateméaticamente a través de sistemas de ecuaciones
diferenciales.

En el estudio de problemas de osciladores, generalmente se recurre a modelos expre-
sados mediante sistemas de ecuaciones diferenciales que se pueden integrar. No obstante,
las leyes que rigen estos problemas son habitualmente de cardcter no lineal y los modelos
son simplificaciones que no son capaces de reproducir la complejidad de la realidad, y
solo proporcionan soluciones aproximadas. La teoria de perturbaciones permite estudiar
la diferencia entre la solucién real y la solucién del modelo simplificado como una pertur-
bacién que se pretende estimar, corrigiendo la solucién para obtener aproximaciones mas
precisas.

La teoria de perturbaciones surgio en el siglo XVIII como un esfuerzo por conciliar las
observaciones astronémicas con las predicciones tedricas de las orbitas planetarias. Las
leyes gravitatorias de Newton, aplicadas a la dindmica de un sistema de dos cuerpos (el
Sol y un planeta), proporcionaban un ajuste razonable a las observaciones, pero no eran
suficientemente precisas. En este contexto, Lagrange 21| y Laplace [22] analizaron el efecto
de otros planetas sobre el sistema de dos cuerpos, considerandolo como una perturbacion.
Esto llevo al desarrollo de ecuaciones diferenciales en lo que ahora se conoce como forma
estandar

' =ef(t, x)
donde € es una constante pequena que representa la magnitud de la perturbacién. Este
enfoque permitié mejorar la precision de las predicciones orbitales al tener en cuenta las
interacciones gravitatorias adicionales. Lagrange estudié la ecuacion en forma estandar,
para una funcién periédica f, desarrollandola con respecto a t en lo que ahora se conoce
como serie de Fourier, truncando la serie y conservando tinicamente el término indepen-
diente del tiempo. De esta forma, se obtiene una nueva ecuacién diferencial auténoma

BN
y = ef(y),
mas sencilla de resolver y analizar, que ahora se conoce como la ecuaciéon promediada.

Este procedimiento establecio las bases de la teoria de promedio, objeto de estudio de este
trabajo, que se desarroll6 en el siglo XX.
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La teorfa de promedio, tal y como se conoce actualmente, estudia la diferencia entre
la solucién de la ecuacion x' = ef(t,x) y la de la ecuacién y' = ef(y). La primera
justificacion rigurosa de una cota para esta diferencia se debe a Fatou [11], quien en 1928,
empleando iterantes de Picard, demostré que cuando f es periédica la diferencia entre
ambas soluciones es O(¢) en escala de tiempo 1/e. Sin embargo, las bases de la teorfa de
promedio moderna se desarrollaron principalmente en la segunda mitad del siglo XX, en
la escuela rusa iniciada por Krylov.

Krylov y su estudiante Bogolyubov [20] consideraron métodos de promediado de ma-
yor orden aplicados a problemas de osciladores, prestando especial atencion a circuitos
eléctricos, y utilizando técnicas basadas atin en series de Fourier. Posteriormente, Bogol-
yubov y Mitropolsky [4] extendieron la teoria de promedio a funciones mds generales,
proporcionando la definicién de promedio que se utiliza en la teoria moderna y estable-
ciendo las hipétesis de lo que hoy se conocen como funciones KBM y UKBM, en honor a
estos tres autores. La teoria de promedio fue incorporada a la bibliografia occidental, en
gran medida, gracias a la labor de Sanders y Verhulst [26].

El objetivo de este trabajo es demostrar distintas cotas para la diferencia entre la
solucién de la ecuacién original y de la promediada en un lenguaje moderno y cuidando
las hipétesis de estos resultados. Se busca proporcionar una obra de referencia sobre la
teoria del promedio que sirva como un nexo entre los trabajos previos y las investigaciones
mas recientes en el drea. A continuacién, se presenta la estructura del trabajo, detallando
los contenidos capitulo por capitulo.

En el Capitulo 2, se recogen los resultados fundamentales de ecuaciones diferenciales
que son necesarios para el desarrollo de las demostraciones del trabajo, como el Teorema de
Existencia y Unicidad de Soluciones o la Desigualdad de Gronwall. Ademds, se introducen
las notaciones que se emplearan posteriormente para simplificar la expresién de las cotas
que se probardn. Este capitulo también aborda la relacién entre la soluciéon del problema
original y la solucién del problema que se obtiene al suprimir la perturbacién, en lugar de
utilizar métodos de promediado. Asimismo, se explica cémo obtener ecuaciones en forma
estandar para distintos problemas, en particular, para los problemas de osciladores.

En el Capitulo 3, se define el concepto de promedio y se analizan diversas propiedades
de las funciones KBM. Se presenta una demostracién, fundamentada en el articulo de
Arstein |3], que establece una cota para la diferencia entre las soluciones en una escala de
tiempo de 1/e para funciones acotadas y globalmente lipschitzianas. En el caso de fun-
ciones periddicas, la cota es O(e), mientras que en el caso general resulta ser O(1/dk(€)),
donde 0k (e) representa la tasa de convergencia, la cual serd definida en el transcurso
del capitulo. La demostracion es aplicable tanto al caso periédico como al caso general,
y se fundamenta en el concepto de tasa de promedio. Se finaliza el capitulo explicando
como, acondicionando el problema, las hipotesis de acotacion y de caracter globalmente
lipschitziano pueden relajarse.

En el Capitulo 4, se estudian las funciones UKBM, que permiten generalizar los re-
sultados del Capitulo 3 a intervalos temporales trasladados. Esta generalizacion permite
demostrar un teorema que extiende la cota para la diferencia entre la solucién del pro-
blema original y la del promediado a intervalos de tiempo no acotados, siempre que la
ecuaciéon promediada verifique ciertas propiedades dindmicas en las proximidades de la
condicién inicial.

En el Capitulo 5, se expone la teoria del promedio para funciones periddicas, siguien-
do las demostraciones cldsicas de la escuela rusa. La demostracion se fundamenta en la
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construccién de un cambio de variable adecuado que transforma la ecuacién original en
la ecuacién promediada. Este enfoque ofrece una alternativa a la demostracién presenta-
da en el Capitulo 3, permitiendo establecer la cota O(e), la cual puede ser generalizada
a ordenes superiores para generar aproximaciones cuya diferencia con la solucién de la
ecuacién original es O(g¥).

Para concluir, en el Capitulo 6 se presentan dos aplicaciones de los resultados anali-
zados en los capitulos anteriores. En primer lugar, se lleva a cabo un estudio del péndulo
invertido de Kapitza, en el cual se examina como se puede formular el problema en forma
estdndar y se justifican las condiciones bajo las cuales se puede aplicar el teorema del
Capitulo 4 para demostrar que el péndulo permanece en posicién vertical de manera inde-
finida. En segundo lugar, se introducen métodos numéricos de promediado estroboscépico,
los cuales se basan en la teorfa del promedio de funciones periédicas desarrollada en el
Capitulo 5. Estos métodos permiten integrar de manera eficiente problemas de osciladores
sin la necesidad de calcular expresiones analiticas para la ecuacién promediada y resultan
competitivos incluso frente a algoritmos modernos de paso variable.

A lo largo de todo el trabajo, el desarrollo tedérico se complementa con ejemplos ilus-
trados con graficas de elaboracién propia. El cédigo utilizado para generar estas graficas,
asi como el correspondiente a los métodos numéricos de promediado estroboscépico, esta
disponible en https://github.com/Rxaon/AveragingMethods!


https://github.com/Rxaon/AveragingMethods

Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se recogen algunos resultados y conceptos bésicos que se usaran con
frecuencia a lo largo del trabajo, y se explican algunas notaciones relevantes.

En primer lugar, se enuncian resultados de existencia y unicidad de soluciones, que
establecen las hipétesis minimas que deben cumplirse para que se pueda hablar de solu-
ciones de la ecuacién diferencial. Estos resultados son fundamentales para garantizar que
las soluciones estdn bien definidas y son tnicas bajo ciertas condiciones.

Ademsds, puesto que el objetivo del trabajo es encontrar cotas para la diferencia entre
soluciones, la Desigualdad de Gronwall serd de gran importancia, asi como la notacién de
la O grande de Landau para describir esas cotas de manera abreviada.

El capitulo también aborda cémo transformar ecuaciones diferenciales a lo que de-
nominaremos forma estandar, en la que se enuncian todos los resultados de la teoria de
promedio.

A lo largo del trabajo se empleard negrita para los elementos de R™ o las funciones
con llegada en este espacio. A menos que se especifique lo contrario, se emplea la norma
euclidea en R™. Como es habitual, en un abuso de notacién, se omitira la dependencia del
tiempo en la escritura de la ecuacién diferencial, aunque se explicitara para sus soluciones.

2.1. Teorema de existencia y unicidad
El objetivo del trabajo es estudiar ecuaciones diferenciales de la forma
x =1f(t, x e),

donde x es una funcién en la variable ¢ € R que toma valores en R" y f es una funcién
con llegada en R™ y definida en D x (0, gg], siendo D C R™"! un dominio, es decir, un
conjunto abierto conexo no vacio.

Sin embargo, en esta secciéon consideraremos que la funcién f no depende de e. El
teorema de existencia y unicidad se enunciara en estos términos, ya que, cuando tengamos
que aplicarlos, la dependencia con ¢ estara dada por una expresion de la forma 0(e)f(¢, ).
Entonces, para cada valor fijo de ¢ la existencia y unicidad de soluciones no se verd
modificada.

En primer lugar, conviene notar que la primera variable del dominio D se corresponde
con el tiempo, mientras que el resto son coordenadas espaciales. Por tanto, es habitual
que las hipdtesis sobre la variable temporal y las espaciales difieran. En particular, las
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propiedades de localmente y globalmente lispchitziana siempre se refieren a las variables
espaciales.

Definicién 2.1.1. Sean D C R™"! un dominio y una funcién f: D — R”. Decimos que f
es localmente lipschitziana si para todo (tg, x¢) € D existen r > 0, con B((ty, xo),r) C D,
y una constante L tal que

”f(t’ wl) - f(t’ wQ)H < LHa"l - mQH V(tv 331), (t7 1,'2) S B((to, mO), 7’),
donde L dependerd en general de r, ty y a.

Definicién 2.1.2. Sean D C R""! un dominio y f: D — R™. Decimos que f es global-
mente lipschitziana si existe una constante L tal que

Hf(t?wl) - f(tan)H < Lle - mQH v<t7w1)7 (t,.fl)g) €D.

Cuando se quiera recalcar el papel de la variable & también diremos que f es localmente
o globalmente lipschitziana respecto de la variable espacial, o respecto de x. Ademass,
en ocasiones es posible que f esté definida en un dominio donde no sea localmente o
globalmente lispchitziana, pero su restriccion a un subespacio X si lo sea. En este caso
diremos que f es localmente o globalmente lipschitziana en X.

Los siguientes resultados, cuya demostracion se puede encontrar en el libro de Férnandez
y Vegas [14], muestran la importancia de las condiciones tipo Lipschitz en la existencia y
unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales.

Teorema 2.1.3. Sean D C R"™ un dominio y £f: D — R™ continua y localmente lips-
chitziana. Dado un punto (to, o) € D, el problema de Cauchy

x =f(t,x)
w(t0> = Xy
tiene una unica solucion mazimal x(t) = x(t;to, xg) definida en un intervalo abierto

(au(to, x0), B(to, o)) que contiene aty. Es decir, para todo t € (a(ty, xo), f(to, o)), ' (t) =
f(t,x(t)) y se verifica que x(tg) = xo.

Aunque el resultado es de gran importancia, y muestra que bajo hipdtesis bastante
débiles tenemos garantizada la existencia y unicidad de soluciones, no tenemos ninguna
garantia sobre el intervalo maximal de definicién de la solucién. Para garantizar que la
solucién existe en un cierto intervalo se puede emplear la siguiente proposicion.

Proposicion 2.1.4. Sean I C R un intervalo y £: I x R™ — R"™ continua y localmente
lipschitziana. Supongamos que existe una funcion continua L: I — [0,00) tal que

IE(t, 1) — £(t, 22)[| < ()@ — ]| Vi€ Iy, @, € R

{az’ = f(t,x)
w(to) = Xy

tiene solucion unica definida en todo I, para todo ty € I, &y € R™.

Entonces el problema de Cauchy

En particular, si la funcién f: I x R®™ — R" es globalmente lipschitziana, aplicando la
proposicién con L(t) = L, concluimos que toda solucién con ¢y € I estd definida en todo
el intervalo 1.
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2.2. Dependencia respecto de las condiciones iniciales

Ademas de la existencia y unicidad de soluciones, en ocasiones resulta interesante estu-
diar la dependencia de la solucién respecto a las condiciones iniciales. Es decir, utilizando
la notacién del Teorema , si consideramos x(t; ty, €y) como una funcién de R**" se
busca estudiar la continuidad o derivabilidad respecto de tq o x.

El siguiente teorema afirma que con las mismas hipétesis que garantizan la existencia
y unicidad, la funcién es continua. Su demostracion, asi como las de los demés resultados
de esta seccidn, se pueden encontrar en [14].

Teorema 2.2.1. Sea x(t;ty, o) la solucion mazimal en las condiciones impuestas en el

Teorema|2.1.5, y sea
W = {(t; to, o) € R*™: (tg, 20) € D, t € (a(to, x0), B(to, o)) }-
Se tiene que W es abierto y x(t;to, xg) es una funcion continua en W.

Sin embargo, para garantizar la derivabilidad respecto de las condiciones iniciales, hay
que imponer hipétesis adicionales.

Teorema 2.2.2. Sean D C R""' un dominio y f: D x R™ una funcion continua con
derivadas primeras continuas respecto a x, en particular, es localmente lipschitziana. Si
x(t;to, o) es la solucion mazimal dada por el Teorema[2.1.5, entonces x(t;ty, o) es una
funcion de clase Ct en W.

Ademds, la derivada 4, (t;to, o) es la solucion del problema de Cauchy

Y/ = fw(t, a:(t; tg, wo))Y
Y(tg) =1
donde I denota la identidad n X n, y verifica que
Tty (t;to, To) = —Ta, (; o, To)f (o, o).

Si se exige una mayor regularidad a la funcién f, se puede garantizar una mayor
regularidad de la solucién con respecto de las condiciones iniciales, como establece la
siguiente proposicién.

Proposicién 2.2.3. Sean D C R" un dominio y £: D x R™ una funcién de clase C* en
D. Si x(t;tg, zo) es la solucion mazimal dada por el Teorema[2.1.5, entonces x(t;to, o)
es una funcion de clase Ck en W,

2.3. Desigualdad de Gronwall

Una desigualdad de uso frecuente en el estudio de ecuaciones diferenciales es la Des-
igualdad de Gronwall. Normalmente se enuncia como se recoge en el siguiente lema, cuya
demostracion se puede encontrar en [15).

Lema 2.3.1. (Desigualdad de Gronwall) Sean u,k,g: [a,b] — R tres funciones reales
definidas y continuas en un intervalo de R, con k(t) > 0 para t € [a,b]. Si se tiene que

u(t) < g(t) + /t/{:(s)u(s)ds Vit € [a,b],

6
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entonces,
u(t) < g(t) + /atg(s)k:(s) exp (/st k:(r)dr) ds Vtea,b)].

Esta es la forma més completa de enunciarlo. Sin embargo, existen muiltiples versiones
de uso més frecuente. En particular, es frecuente que la funcién ¢(t) sea constante, en
cuyo caso la Desigualdad de Gronwall se traduce en el siguiente corolario.

Corolario 2.3.2. Sean u,k: [a,b] — R funciones reales definidas y continuas en un
intervalo de R, con k(t) > 0 para t € [a,b] y sea c € R. Si se tiene que

u(t) <c+ /tkz(s)u(s)ds vVt e la,b, (2.1)

entonces,
t
u(t) < cexp </ k(s)ds) Vt € [a,bl

La version que nos interesa principalmente de la Desigualdad de Gronwall para este
trabajo es la siguiente. Aqui se proporciona una demostracion a partir del Corolario [2.3.2]
pero es posible encontrar una demostracién directa en |26].

Corolario 2.3.3. Sea u: [a,b] — R una funcion real, continua y no negativa en un
intervalo de R y sean kg, ki1, ko € R constantes no negativas y tal que ky > 0. Si se verifica
que

u(t) < ko + k1 /tu(s)ds + ko(t —a) Vit e |a,b], (2.2)

entonces

u(t) < (k‘o + %) exp (ki (t —a)) — % vVt e la,b.

1 1

Demostracion. Se puede reescribir la condicién dada (2.2)) en la forma ([2.1)) considerada

en el corolario previo. Dado t € [a, )], se tiene que

u(t) < ko+ky /at u(s)ds + ka(t —a) = ko + ki /at <u(s) + Z—j) ds

u(t)+@< k+@ +k’/t u(s)+@ ds
o\ k)T, k)
Ahora, aplicando el Corolario se deduce que

con lo que

u(t) + :—i < (ko + Z—j) exp (ki (t —a)).

como se queria probar. O
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2.4. Notacion de Landau

La notaciéon de Landau es una notacion de gran utilidad a la hora de describir el
comportamiento asintético de funciones. Aunque se puede definir para estudiar el com-
portamiento en un punto genérico o incluso en el infinito, dado que nuestro propdsito
en este trabajo es estudiar el comportamiento cuando ¢ tiende a 0, tinicamente se reco-
gen aqui las definiciones especificas de este caso, al igual que hacen Sanders, Verhulst y
Murdock en su libro [27].

Para comparar el comportamiento asintético empleamos las denominadas funciones
de orden, que definimos a continuacion.

Definicién 2.4.1. Una funcién (¢) definida en (0, £9] con llegada en R se llama funcién de
orden si es continua, positiva y existe lim._,o+ d(g). Si, ademds, lim._,o+ d(¢) = 0, decimos
que es un infinitésimo.

Puesto que nos interesa el comportamiento asintético, resulta natural definir las fun-
ciones de orden en un conjunto abierto por 0. Ademads, la propiedad de ser positiva no se
cumplird en general en el cero, sino que en general trataremos con el caso de infinitésimos.
Obsérvese que las funciones de orden se pueden extender a una funcién continua en [0, €],
con lo que serdan acotadas en dicho intervalo.

En primer lugar, si la funciéon depende tnicamente de ¢, las definiciones de O grande
y 0 pequena son las siguientes.

Definicién 2.4.2. Sea ¢(e) una funcién definida para € > 0 y con llegada en R™.

1. Decimos que ¢(¢) es una O grande de 6(¢) y escribiremos ¢(g) = O(6(¢)) si existen
g0 > 0y k>0 de modo que §(¢) es una funcién de orden en (0, gq] y

lp(e)ll < kd(e) Ve € (0,e].

2. Decimos que ¢(¢) es una o pequenia de d(¢) y escribiremos ¢(g) = 0(d(¢)) si existe
g9 > 0 de modo que d(g) es una funcién de orden en (0, o] y

o le@l
e=0t 0 (5 )

De este modo, la notacién de O grande se traduce en que la funcién ¢ es comparable a
la funcién de orden d(¢) o, como diremos en ocasiones, que la funcién ¢ es de orden §(¢).
Por el contrario, la notacién de o pequena indica que la funcién es pequena en comparacion
con funciones de orden d(e).

El objetivo es usar la notaciéon de Landau para establecer cotas para las diferencias
entre soluciones de ecuaciones diferenciales, con lo que la definicién anterior no es su-
ficiente porque ¢ no es una funcién del tiempo. Una posibilidad es que las cotas sean
independientes del tiempo, es decir, que tuviéramos la misma cota para todot € I C R
en el caso de la O grande o que el limite fuera uniforme en I en el caso de la o pequena.
La siguiente definicién recoge estos casos.

Definicién 2.4.3. Sea ¢(t,¢) una funcién definida para ¢ > 0 y con llegada en R™.
Decimos que ¢(t,e) = O(d(€)) en I C R si sup,; ||e(t, €)|| = O((¢)). Respectivamente,
si supye; ||(t, €)|| = o(d(¢)), diremos que ¢(t,e) = 0(d(¢)) en I C R.

8
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Idealmente, nos gustaria que las cotas fueran vilidas en todo el intervalo maximal de
la solucién. Sin embargo, no siempre se puede garantizar esto, como muestra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2.4.4. Consideremos el problema de Cauchy

= —r+ex
(o .

con £ > 0, cuya solucién es z.(t) = exp(et — t). Ahora bien, como z.(t) es derivable en la
variable €, por el Teorema del Valor Medio, existe ; € (0,¢) de modo que

xe(t) — exp(—t) = texp(eit — t)e.

Dado ¢y de modo que €y < 1, consideremos ahora que € € (0,&q). En estas condiciones,
puesto que 61 — 1 < e —1 < gy — 1 y la funcién texp((gg — 1)t) alcanza un méximo en
[0,00), si denotamos por k al valor de este maximo, se tiene que

z(t) —exp(—t) = texp(eit —t)e < ke Ve € (0,g9),t € [0,00).

Por tanto,
sup |[|z.(t) — exp(=t)[| = O(e),
t€[0,00)
o con la notacién de la definicién anterior, z.(t) = exp(—t) + O(¢) en [0, c0).

Para € pequeno, pues recordemos que la cota no es cierta para € > 1, lo que acabamos
de probar es que el problema de Cauchy proporciona una solucién similar a la
solucion del problema de Cauchy con € = 0. Sin embargo, nétese que la cota es falsa en
R, que es el intervalo maximal de definicién de la solucién, ya que a tiempo pasado las
soluciones se separan exponencialmente por pequeno que sea el valor de €.

La teorfa de promedio se suele enunciar tinicamente para tiempo futuro, con lo que
incluso aunque la cota no sea cierta en todo el dominio de definicién, el caso del ejemplo
sigue siendo muy favorable. Como veremos en este trabajo, normalmente no estamos en
esta situacion, sino que los tiempos donde son vélidas las cotas son intervalos que dependen
del valor de €. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 2.4.5. Sea ¢(t,¢) una funcién definida para e > 0 y con llegada en R™.

1. Decimos que @(t,¢) = O(5(¢)) en escala de tiempo ()" si existen g9 > 0, k > 0
y ¢ > 0 de modo que d(¢) y v(¢) son funciones de orden en (0, g¢] y

It )l < kd(e) Ve € (0,20, € (0,¢/7(e)]-

2. Decimos que @(t,¢) = 0(d(¢)) en escala de tiempo y(g)~" si existe £y > 0 de modo
que 6(¢) y v(¢) son funciones de orden en (0,e0] y dado o > 0 existen f < g¢ y
c > 0 tales que
lel _
3(¢)
sie € (0,8) yte (0,¢/v(g)], es decir, si

t
(o)

e—s0t  0(e) =0

uniformemente para t € (0, c/v(g)].
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Figura 2.1: Soluciones desfasadas.

La misma funcién puede tener distintas cotas de error en distintas escalas de tiempo,
como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4.6. Consideremos la siguiente ecuacién diferencial 2" + (¢ + 1)%x = 0. En
primer lugar, escribimos el sistema como un sistema diferencial de primer orden de la forma
que estamos estudiando en este trabajo. La ecuaciéon de segundo orden es equivalente al
siguiente sistema de ecuaciones

o= (e+)y=y+ey
Yy =—(e+1)x=—x—er.

Imponemos a continuacién x(0) = 0 e y(0) = 1 como condiciones iniciales. Entonces, el
sistema tiene solucién z.(t) = sin((e + 1)t), y(t) = cos((e + 1)t).

Centrémonos en la funcién x.(t), que es la solucién de la ecuacién de segundo orden
original. Como en el ejemplo anterior, vamos a estudiar la diferencia entre la solucién
para € > 0 y la solucién de la ecuacion para € = 0, es decir, queremos estudiar cotas para
sin(et 4 t) — sin(t).

En la Figura 2.1, se han representado las soluciones para ¢ = 0 y ¢ = 0,01 en los
intervalos [0, 10] y [300, 310]. Como se aprecia en la figura, las soluciones, al tener periodos
distintos, aunque empiezan préximas y la diferencia es pequena, se van desfasando y la
diferencia aumenta. En el intervalo [300,310] la diferencia maxima es préxima a 2, un
valor mucho mayor que la diferencia maxima en el intervalo [0, 10].

Vamos a ver que este comportamiento permite ilustrar distintas cotas para la diferencia
en distintas escalas de tiempo.

En primer lugar, puesto que el seno es una funcién acotada por 1, la resta estd acotada
por 2y

sin(et + t) — sin(t) = O(1)

10
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Figura 2.2: Cotas de error en distintas escalas de tiempo.

en cualquier subconjunto de R o escala de tiempo. Veamos si se puede mejorar la cota.
Sea 7(¢) una funcién de orden, vamos a buscar una cota en escala de tiempo ~v(g)~!.

Utilizando la férmula de la resta de senos, para cualquier tiempo ¢, podemos escribir

2 2

sin(ct + ¢) — sin(t) = 2sin (it) cos (E—t 4 t) | (2.4)

Si acotamos usando |cos(x)| < 1y |sin(x)| < |z|, concluimos que para t € [0, L/v(g)],

()

con lo que z.(t) = sin(t) + O (¢/7(¢)) en escala de tiempo ().

Noétese que si £/7(¢) tiende a infinito cuando ¢ tiende a cero, aunque valida, la cota
que acabamos de encontrar no es 1til, ya que antes hemos comprobado que tenemos una
cota O(1) en cualquier escala de tiempo. Es decir, aunque es cierto que la diferencia entre
los senos es O(1/¢) en escala de tiempo €2, también es O(1) en escala de tiempo &2
con lo que la primera cota no aporta nueva informacién.

En la Figura [2.2] se representa en escala doblemente logaritmica el maximo del valor
absoluto de la diferencia entre ambas soluciones evaluada en puntos equiespacia-
dos 0,01 en los intervalos [0, 7/v(g)] para (g) tomando valores ¢ (circulos naranjas), v/
(circulos azules) y 1 (circulos grises) para e = 1074,1073,1072 y 10~!. También se han
pintado en linea discontinua las funciones me/v(g), para v(¢) = /e y v(¢) = 1 que es
la cota que proporciona la desigualdad . En el caso de y(¢) = ¢, la cota no es
6ptima, sino que se puede acotar por 2 como se mencioné al principio y es la funcién que se
ha representado en linea discontinua naranja. Como se aprecia en la figura, el comporta-
miento de la diferencia entre las soluciones en cada escala de tiempo es aproximadamente
igual a las cotas que hemos encontrado.

|sin(et + t) — sin(t)] < |et| < L (2.5)

11
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Tanto en este ejemplo como en el anterior, hemos buscado cotas a partir de la expresion
de las soluciones. Lo que se pretende es encontrar cotas a partir de la ecuacién diferencial.
Los siguientes capitulos profundizan cémo conseguir esto utilizando teoria de promedio.
Sin embargo, podemos enunciar un primer resultado béasico basado en la Desigualdad de
Gronwall.

La siguiente proposicién demuestra una cota entre dos soluciones con misma condicién
inicial cuando se anade un término que depende de € a la ecuacién original.

Proposicién 2.4.7. Sean D C R™™ un dominio y £: D — R", g: D x (0,g] — R”
funciones continuas y localmente lipschitzianas. Supongamos ademds que f es globalmente
lipschitziana y que g es acotada. Si §(g) es una funcion de orden y x-(t) e y(t) son las
soluciones de los problemas de Cauchy

{w’ =f(t,x) +d(e)g(t, x, ¢) {y’ =1(t,y)
z(0)

respectivamente, entonces x(t) — y(t) = O(d(¢)) en escala de tiempo 1.

Demostracion. En primer lugar, puesto que 6(¢) se puede extender a una funcién continua
en [0, eg], por el Teorema de Weierstrass estd acotada. Por tanto, (¢, x) + d(e)g(t, x, )
es continua y localmente lipschitziana y se puede aplicar el teorema de existencia y uni-
cidad de soluciones maximales, con lo que, x.(t) e y(t) estan bien definidas. Ademads, se
pueden escribir las ecuaciones diferenciales como ecuaciones integrales, resultando que las
soluciones verifican

(1) = @ + /0 (£(s, () + ()& (s, m.(5), £)) ds
y(t) = xo +/0 f(s,y(s))ds.

Restando ambas ecuaciones y tomando normas se tiene que

t

| (E(s,2e(5)) = £(s,4(s)) + 0(e)e (s, @:(s) €)) ds

() — y(t)|| =
/ |f(s,x-(s)) — £(s,y(s))||ds + 6(e / Ilg(s, @.(s),€)||ds.

Por la acotacién de g, existe M > 0 de modo que ||g(t,x,¢)| < M en D x (0,g¢], y por
ser f globalmente lipschitziana, existe L > 0 de modo que ||f(t,x) — f(t,y)|| < L||x — y|
en D. Por tanto,

. () — |<L/ . (s) — y(s)llds + 6(e)M

Esta expresién tiene la forma de la version de la Desigualdad de Gronwall del Corola-
rio con u(t) = ||x(t) — y(t)|| y constantes kg = 0, ky = L y ko = 6(¢) M. Entonces,
se deduce que para t > 0

5(62M exp(Lt) — 5(62M

l=(2) —y(1)]| <

12
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Por tanto, para todo intervalo de la forma (0,«), si k es el méximo de la funcién
continua M /L (exp(Lt) — 1) en [0, «], se tiene que

l=(t) —y(@)|| < kd(e) Ve € (0,0t € (0,0
con lo que x.(t) — y(t) = O(d(¢)) en escala de tiempo 1. O

Centremos nuestra atencion en las ecuaciones diferenciales que aparecen en la Propo-
sicién [2.4.7} Sean D C R"*! un dominio, f: D — R" y g: D x (0,59] — R" funciones
continuas y localmente lipschitzianas y d(&) un infinitésimo. Llamamos problema pertur-
bado al problema de Cauchy

' =f(t,x)+d(e)g(t, x,¢e) (2.6)
w(to) = Xy
y problema sin perturbar al problema de Cauchy
"= f(t,
y =1 y) (2.7)
y(to) = Xy.

La Proposicién [2.4.7 afirma que, bajo hipétesis adicionales sobre f y g, las soluciones de
ambas ecuaciones estdn proximas para € pequeno en intervalos de tiempo acotados. Es
decir, si pensamos en el término 0(g)g(t, «, ) como una perturbacién o error de magni-
tud 6(¢) pequena, lo que afirma la proposicién es que suprimir esa perturbacién o error
proporciona una buena aproximacién en intervalos de tiempo acotados.

Observemos que los ejemplosy son de la forma de la proposicién con 6(g) = ¢
y el término que corresponde a f es globalmente lipschitziano, pues en ambos casos es
lineal, pero el término que corresponde a g no es acotado en ninguno de los dos casos.
Sin embargo, como se aprecia en la demostracion del teorema, basta que g permanezca
acotada a lo largo de todas las dérbitas @.(t) y esto si se verifica.

Puesto que en ambos ejemplos se han calculado las soluciones y las érbitas permanecen
acotadas, al ser g una funcién continua, estd acotada en las 6rbitas y la proposicién permite
concluir que la diferencia entre las soluciones es O(¢) en escala de tiempo 1. Esto es més
débil que lo que se comprobé en el caso del Ejemplo 2.4.4] puesto que de hecho vimos
que la cota es valida en todo [0, 00), pero mas fuerte de lo que se dedujo en el caso del
Ejemplo 2.4.6] ya que solo se comprobé en una de las coordenadas. Aunque solo se haya
comprobado en una coordenada, las simulaciones numéricas del Ejemplo muestran
que la cota que proporciona la Proposicion en escala de tiempo 1 no es vialida para
escalas de tiempo mayores.

2.5. Forma estandar

Para conseguir soluciones aproximadas mejores no basta con suprimir la perturbacién,
hay que encontrar una ecuacién diferencial que refleje el comportamiento aproximado del
término adicional. Este es el propdsito de los siguientes capitulos y de la teoria del prome-
dio. Sin embargo, la teoria de promedio no se enuncia para ecuaciones de la forma .

Para aplicar teoria de promedio la ecuacién diferencial tiene que ser de la forma

' =6(e)f(t,x,¢)

13
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donde el infinitésimo multiplica todo el lado derecho de la ecuacién. Es decir, se plantea
directamente sobre el término del error. Cuando la ecuacién diferencial tenga esta forma
diremos que estd escrita en forma estandar. Puesto que es més frecuente que una ecuacion
diferencial tenga la forma , en esta seccién se trata cémo transformar esta ecuacion,
asi como algunos casos particulares de esta a forma estandar.

En primer lugar, se enuncia un resultado general basado en el método de variacion de
constantes. Recordemos que el método de variacion de constantes se emplea para resolver
sistemas de ecuaciones lineales con un término no homogéneo. Una vez encontrada la
solucion del problema homogéneo, el método permite obtener una solucién particular del
problema no homogéneo. El siguiente resultado muestra que si conocemos la solucién del
problema sin perturbar, la variacién de las constantes proporciona una ecuacién en forma
estdndar en las nuevas variables.

Proposicién 2.5.1. Sean D C R™ un dominio, f: D — R™ y g: D x (0,g] — R™ fun-
ciones continuas y localmente lipschitzianas y 0(g) un infinitésimo. Supongamos ademds
que f es de clase C*2, es decir, que admite derivadas y derivadas sequndas continuas res-
pecto de la variable . Denotamos por y(t;to, z) a la solucion mazximal del problema sin
perturbar con y(to;to, z) = z. Entonces, la ecuacion diferencial en forma estindar

en la variable z
1

z' = 5(€)<yz(t; th Z>>_ g(ta y(t; t07 Z>’€)

z(ty) = xo.

estd definida en un entorno de (ty, o) € D y verifica las condiciones del Teorema .
Ademds, si z:(t) es la solucion de (2.8)), entonces x.(t) = y(t, z-(t)) es solucion del

problema perturbado (2.6)).

Demostracion. Sea y(t; to, z) la soluciéon maximal del problema sin perturbar. Por el Teo-
rema [2.2.2] como la funcién f admite derivadas primeras continuas respecto a la variable
espacial, tenemos que y(t; to, z) admite derivada parcial respecto de z. Ademds, el teore-
ma también permite afirmar que y,(to; to, 2) = I, en particular, y, (to; to, o) = I. Puesto
que, por el Teorema , la funcién y, (t; to, 2) es continua, concluimos que en un entorno
de (to, ) € D, su determinante es no nulo, y por tanto es invertible. Por tanto, en este
entorno, la ecuacién diferencial estd bien definida. Veamos ahora que se verifica las
condiciones del Teorema 2.1.3

Denotemos h(t, z) = (y,(t;to, 2))” g(t, y(t;to, 2),€). Es claro que la funcién es con-
tinua, vamos a ver que es localmente lipschitziana. La ecuacion diferencial que verifica
y,(t;to, z), cumple las hipétesis del Teorema , puesto que f admite segundas deri-
vadas continuas respecto a la variable espacial. Entonces, concluimos que y,(t;to, z), es
derivable, y por tanto (y,(t; to, z))_1 también, y en particular es localmente lipschitziana.
Para ver que el producto lo es también, escribimos

(¢, z1) = h(t, 22)|| < [[(y.(tito, 21) " (&(t, y(tito, 21),€) — &(t, y(t: to, 22), ) |
+|| ((yz(t; lo, Zl))_l - (yz<t; Lo, zQ))_l) g(t> y(t; lo, z2)7 6)”

Entonces, utilizando la norma matricial para R™"*", podemos acotar el primer término
por

(2.8)

1

(. (t;to, 21)) "Il (t, y(t; to, 21), ) — 8(t, y(t; to, 22), ).
Puesto que (y,(t; to, zl))_1 es continua, estd acotada en entornos compactos, y como las
normas son equivalentes en dimension finita, la norma matricial puede acotarse. Ademas,

14
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por la continuidad de y(¢;tp, ) y por ser g localmente lipschitziana, se puede acotar la
norma de la resta por una constante multiplicada por ||y (t;tg, 21) — y(t; to, z2)||. Final-
mente, utilizando que y(t;to, z) es también localmente lipschitziana por ser derivable,
obtenemos que se puede acotar el primer sumando por una constante por ||z; — zs|| en
entornos adecuados.

En cuanto al segundo término, utilizando de nuevo la norma matricial, podemos aco-
tarlo por

(. (t;to, 21)) " = (. (tito. 22)) "l (t, y(t; to, 22), €.

Puesto que hemos probado antes que (yz(t;to,z))_1 es localmente lipschitziana, y que
g(t,y(t;to, z2), €) estd acotada en intervalos compactos por ser continua, concluimos que
este término también puede acotarse por una constante multiplicando ||z; — 2z3||. Por
tanto g es localmente lipschitziana, y verifica las hipétesis del Teorema como
queriamos probar.

Sea z.(t) la solucién maximal del problema de Cauchy (2.8). Si se define x.(t) como
y(t; to, z:(t)), entonces, derivando respecto al tiempo y aplicando la regla de la cadena,
se tiene que

(1) = Yt to, (1)) + Y. (£ to, 2=()) 22(1)
= £(t, y(t; 10, 2:(1))) + ()& (L, y(t; to, 2 (1)), €)
=f(t,x.(t)) + (e)g(t, z-(t),¢)

Ademas, estd claro que @.(t) verifica la condicién inicial, puesto que

x:(to) = y(to: to, z:(t0)) = y(to; to, o) = xo.

Concluimos que @.(t) es solucién del problema perturbado (2.6)), como se queria demos-
trar. ]

2.5.1. Ecuaciones lineales

Puesto que no siempre se puede calcular una expresion cerrada para la solucién de
una ecuacién diferencial, la Proposicién no siempre es 1til, depende de la expresién
del problema no perturbado. En el caso en que el problema no perturbado sea lineal, es
decir, si f(t,y) = A(t)y, si disponemos de una expresion explicita para su solucién.

El estudio de ecuaciones lineales homogéneas se supone conocido. Sin embargo, se
recoge el siguiente resultado fundamental por completitud, que garantiza la existencia
de soluciones y determina su forma. Se trata de un resultado estdndar de ecuaciones
diferenciales que se puede encontrar en muchas referencias. En el libro de Chicone [9] se
puede encontrar una demostracion.

Teorema 2.5.2. Sea A(t) una funcidn continua en un intervalo (o, ), entonces, el pro-

blema de Cauchy
¥ =A()y
y(to) = 2

tiene solucion inica definida en todo el intervalo («, ) para todo ty € (o, 5) y z € R™.
Ademds, existe una unica matriz ®(t;ty) de modo que y(t;tg,z) = ®(t;t9)z para todo
to € (o, B) y z € R™.
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La matriz del Teorema [2.5.2] se conoce como matriz fundamental del sistema lineal
homogéneo. Puesto que la solucién del problema no perturbado lineal con condicién inicial
z es ®(t;ty)z, es inmediato que y,(t;to, 2) = ®(t;tp) con lo que la Proposicién [2.5.1]
proporciona la siguiente ecuacién diferencial en forma estandar

{z’ = 0(e) D (t;to)g(t, ®(t: to) 2, €)
z(ty) = xo.

En el caso en que la matriz A(t) sea independiente del tiempo, es decir, A(t) = A,
entonces la matriz fundamental se puede calcular como la exponencial de A. En este caso,
se tiene que ®(t;ty) = exp(A(t — to)). La inversa de esta matriz es exp(—A(t — tg)) con
lo que una forma estandar es

{z' = 6(c) exp(—A(t — to))g(t, exp(A(t — to))z, ) (2.9)

z(ty) = xo.

2.5.2. Oscilador forzado y variables amplitud fase

Un problema frecuente en el dambito de la fisica es el oscilador lineal forzado. La
ecuacién de un oscilador lineal simple es z” + w?x = 0, donde w > 0 es la frecuencia
natural del oscilador. Si se introduce una fuerza que actia en el oscilador la ecuacion se
convierte en 2’ +w?r = F(t,z,2,¢), que es la ecuacién del oscilador forzado. Supongamos
que la expresion de la fuerza es d(¢)g(t, x, 2', ), entonces el problema fisico estd modelado
por el siguiente problema de Cauchy

2+ Wi = §(g)g(t,x,xl,€) (2 10)
z(to) = o, 2 (to) = Yo. |

Si lo escribimos en forma vectorial, tenemos

() = () +00 (o)
(i) = (o)

que es un problema lineal y al que podemos aplicar los resultados anteriores para conver-
tirlo a forma estandar.
El problema sin perturbar es una ecuacién diferencial lineal con coeficientes indepen-

dientes del tiempo y matriz
0 1
A= (%),

Como sabemos, cos(w(t — tg)) y sin(w(t — tp)) son dos soluciones independientes de esta
ecuacion diferencial, pudiendo escribirse cualquier otra como combinacién lineal de ambas.
Para obtener la matriz fundamental normalizamos la segunda solucién dividiendo por w.
Entonces, la matriz fundamental es

exp(A(t — t)) = ( cos(w(t —to))  Lsin(w(t— to))) .

—wsin(w(t —t)) cos(w(t — ty))
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Puesto que es una matriz 2 x 2 con determinante 1, es inmediato calcular la inversa. Se
tiene que
Al [ cos(w(t —ty))  —=sin(w(t —tg))
exp(—A(t — o)) = (w sin(w(t —tg))  cos(w(t—ty)) /-

Por tanto, el sistema en forma estandar que se obtiene por (2.9) se traduce en

,__0(e)

2y = ———=sin(w(t — to))g(t,exp(A(t — to))z,€)
w
2y = 0(g) cos(w(t — to))g(t, exp(A(t — to))z,€)
z1(to) = wo, 22(t0) = Yo
Hasta ahora, siempre hemos empleado la Proposicion para transformar la ecua-
cién a forma estdandar. Sin embargo, dependiendo del problema, puede haber otros cambios
de variables que nos proporcionen una forma estandar. En el caso de un oscilador, una

manera mads frecuente de escribir la solucién es usando la amplitud y el angulo. Todo
problema de Cauchy de un péndulo simple admite una solucién de la forma

x = rcos(wt + 0)
y = —rwsin(wt + 0).

Veamos qué obtenemos si aplicamos variacién de las constantes en r y 6. Es decir, queremos

ver si en lugar de considerar las variables posicién y velocidad, se pueden considerar las

variables amplitud y fase, y obtener también una ecuacién en forma estandar.
Derivando las expresiones para x y y se obtiene

z' = 1" cos(wt + 0) — rsin(wt + 0)(w + 6)
y = —r'wsin(wt + 0) — rw cos(wt + 0)(w + "),

con lo que, sustituyendo en las ecuaciones del problema perturbado, se obtiene

' cos(wt + 6) — rsin(wt + 0)(w + 6') = —rwsin(wt + 6)
—r'wsin(wt + ) — rwcos(wt + 0)(w + ') = —w?r cos(wt + 0) + §(e)g(t, z,y, ),

donde z e y son funciones de r,0 y t. Estas ecuaciones se simplifican a

r’ cos(wt + 0) — rsin(wt 4+ 0)§" =0
—r'wsin(wt + ) — rw cos(wt + 0)0" = d(e)g(t, x,y, €),

que se pueden expresar de forma matricial como

(ot e ) () =59 (.t )

Por tanto, invirtiendo la matriz se tiene que

= _5—5) sin(wt + 0)g(t,x,y,¢€)

(
0 = _3e) cos(wt + 0)g(t,x,y,¢e),
rw

(2.11)
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es otra forma estdandar para el mismo problema.

Observemos que las ecuaciones en las variables amplitud y fase, si g es continua y
localmente lipschitziana, verifican las condiciones del Teorema [2.1.3] como se comprueba
igual que se hizo en la demostracién de la Proposicién 2.5.1} Sin embargo, a diferencia
de la forma estandar que proporciona la proposicién, si se emplean variables amplitud y
fase, hay que modificar la condicién inicial en el problema de Cauchy. Ademads, en este
caso, las condiciones iniciales no son unicas, puesto que la fase estd definida médulo 27.

En el siguiente capitulo veremos distintos ejemplos para ilustrar la utilidad de consi-
derar distintas formas estandar para un mismo problema.
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Capitulo 3

Teoria de promedio

Consideremos el problema de Cauchy en forma estandar

x = ef(t,x)
{:1:(0) = xg. (3.1)

El objetivo de este capitulo es estudiar hipétesis suficientes para que exista un problema
de Cauchy de la forma
{y’ = cg(y)

y(0) = (3.2)

cuya solucién aproxime de forma adecuada la solucién del sistema original . El sis-
tema tiene la ventaja de ser auténomo, por lo que su estudio es mucho mds sencillo
que el del sistema original.

De acuerdo con la Proposicién , si f es acotada, podemos tomar g(y) = 0 y las
soluciones de ambos sistemas se diferenciardn en O(¢) en escala de tiempo 1. Sin embargo,
se pueden encontrar candidatos mejores. La teoria de promedio propone tomar como g
un promedio de la funcién f, de ahi que nos refiramos al nuevo sistema como sistema
promediado. El propésito de este capitulo es probar que, bajo condiciones muy generales,
la solucién del sistema promediado es una buena aproximacién a la solucién original en

escala de tiempo 7.

3.1. Funciones KBM

En primer lugar, vamos a estudiar cuando tiene sentido hablar de promedio y qué
entendemos por esto. En tiempo finito, una media se define de la siguiente manera.

Definicién 3.1.1. Sea f: [0,00) X R” — R™ una funcién continua. Llamamos media en
tiempo 17" > 0 a la funcién

fr(z) = % /0 £(t, )dt.

Para el promedio estamos interesados en una media en todo el intervalo [0, c0), con lo
que lo definiremos por el limite de las medias. Sin embargo, la simple existencia de este
limite no es suficiente. Para que el sistema promediado tenga solucién, buscamos que el
promedio sea continuo y localmente lipschitziano. En esta seccién vamos a estudiar un
tipo de funciones para las cuales el promedio cumplird estas propiedades.
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Definicién 3.1.2. Sea f: [0,00) x R* — R™ una funcién continua. Se dice que f es una
funcion KBM (por Krylov, Bogolyubov, Mitropolsky) si verifica que

1. para todo r > 0 existe L, > 0 de modo que

[£(2, 1) = £(2, @2)[| < Lpf|ly — 2f] V=0, [, [l <7,

2. para todo € R” la funcién

o~

f(x) = lim fr(z)

T—oo

estd bien definida. Denominaremos a esta funcién promedio de f.

Observemos que una funcion KBM, ademads de tener promedio, verifica una condicién
tipo Lipschitz que es mas fuerte que ser localmente lipschitziana pero més débil que
ser globalmente lipschitziana. En particular, el sistema verifica las condiciones del
Teorema [2.1.3] y tiene una tinica solucién maximal.

Vamos a ver que, con estas condiciones, f es continua y localmente lipschitziana, con

lo que si en (3.2) se toma g(y) = /f\(y), el problema de Cauchy

y(O) = X
verifica las condiciones del Teorema 2.1.3]

Proposicién 3.1.3. Sean f: [0,00) X R™ — R"™ una funcion KBM, r > 0, y @1, x5 € R™.
Si |||, [|x2]| < 7, se tiene que

[£r (1) — Fr ()| < Lyflzy — ao]] VT € (0,00).

Demostracion. Dados r > 0y @1, 2 € R™ con ||@1]|, ||z2|| < r, entonces

—~ —~ 1 (T
[Erta) ~Brlea)l < 7 [ (e 0) ~ £t a)
0
1 T
S f/ LrH:cl—a:QHdt:Lerl—a:2H
0

]

Puesto que la media es continua respecto de T', se puede tomar limite cuando 7" tiende
a infinito en la desigualdad de la proposicién. Entonces, se deduce el siguiente resultado.

Corolario 3.1.4. Si f es una funcion KBM, dado r > 0, para todo 1,5 € R™ con
norma menor o igual que v se tiene que

[£(z1) — E(2o)|| < Lo ||y — ],

en particular, f es continua y localmente lipschitziana.
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CAPITULO 3. TEORIA DE PROMEDIO

Por tanto, si la funcion f de es KBM, el sistema promediado admite una
unica solucién maximal con la misma condicién inicial. Sin embargo, el teorema funda-
mental que establece la cota para la diferencia entre las soluciones de estos sistemas se
reserva para la siguiente seccién. Antes, vamos a estudiar las propiedades de este tipo de
funciones.

En muchos modelos, las funciones involucradas son periédicas. En este caso, normal-
mente el promedio se define como la media en el periodo. La siguiente proposiciéon muestra
que la funcién promedio estd bien definida y coincide con este valor.

Proposicién 3.1.5. Sea f: [0,00) x R" — R™ una funcion continua y periddica en el
tiempo, de periodo Ty, es decir, f(t + Ty, x) = £(t,x). Entonces, la funcion promedio de £
estd bien definida y se tiene que f(x) = fr,(x).

Demostracion. Fijamos @ € R™. La funcién ¢ — f(¢,x) es continua y su norma estd
acotada por M > 0 en el compacto [0, Tp]. Entonces, por la hipétesis de periodicidad, se
tiene que M es una cota en todo [0, 00).

Ahora, dado T > 0, escribimos T' = kT + 0 con 0 < ¢ < Tp, con lo que se tiene que

(@) = % (/OkT £(t, 2)dt + /’: f(t,a:)> |

Se puede desarrollar la integral del primer sumando como
kTo (j+1
/ f(t, x)dt = Z/ f(t, x)dt = Z/ f(s, x)ds = kTyfy, (),
0 JTo

donde se ha usado el cambio de variable s =t — j7T5 y la periodicidad para trasladar cada
intervalo [Ty, (j + 1)Tp] a [0, Tp). Ademds, el segundo sumando se puede acotar como

1 (7
— f(t,x
HT/RTO ( )

__Por tanto, al tomar limites cuando T" — oo se concluye que el primer término tiende
a fr () y el segundo tiende a 0, de lo que se deduce el resultado. [

1 [T M Ty M
‘g— Mdt = 0 < 27
KT T T

A partir de la proposicién es inmediato construir ejemplos de funciones KBM. Cual-
quier funcién periédica que sea derivable, con derivada acotada, es una funcién KBM.
En efecto, el Teorema del Valor Medio permite asegurar que la funcién es globalmente
lipschitziana, con lo que la condicién tipo Lipschitz de la definicion de KBM, que es més
débil, se verifica, y la existencia de funcién promedio estd garantizada por la proposicion.

Ahora que sabemos calcular el promedio de funciones periédicas, podemos calcular el
sistema promediado de un problema fisico bien conocido.

Ejemplo 3.1.6. Consideremos la ecuacién diferencial 2" + w?z = ¢ cos(wt), que se co-
rresponde a la de un péndulo forzado en resonancia. La accién de la fuerza se corresponde
con la frecuencia natural de oscilacién, con lo que la amplitud de la oscilacién crece con
el tiempo de manera no acotada.

Puesto que el coseno es una funcién con promedio nulo, en primera instancia podemos
estar tentados de tomar z” + w?x = 0 como sistema promediado. Ademds, esta serfa la
ecuacion que se obtendria al truncar la perturbacién como sugiere la Proposicion[2.4.7 Sin
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embargo, esta ecuacion se corresponde con un péndulo simple y tiene un comportamiento
muy distinto que el de nuestra ecuacion original.

Recordemos que la ecuacién debe estar expresada en forma estdndar. Por tanto, lo
primero es obtener una expresion de este estilo para nuestro problema. El caso del oscilador
forzado ya se estudié en el capitulo anterior, con lo que, tomando ¢, = 0, sabemos que
podemos escribir las ecuaciones en forma estdndar en las variables z; y 2o como

2= £ sin(wt) cos(wt)
w

2 = e cos?(wt),
es decir, f(t, x) = (£ sin(wt) cos(wt), cos?(wt)). Es inmediato que f es continua y periédica
de periodo 27 /w. Ademds, como es independiente de las variables espaciales, f es KBM.

Sabemos que el promedio es la integral en el periodo dividida por el periodo, por tanto,
teniendo en cuenta que

27w 27 Jw T
/ sin(wt) cos(wt) =0y / cos?(wt) = —
0 0 w

el sistema promediado resulta ser

51, = 0
_ €
2’2, = —.

2

El sistema obtenido no solo es auténomo, sino que ademds es inmediato de resolver.
Integrando el sistema con condicién inicial zy e yy y deshaciendo el cambio de variable,
se tiene que el sistema promediado proporciona la solucion

x(t) = xq cos(wt) + é(yo + gt) sin(wt).

En este caso, como se comprueba ficilmente, la solucién del promediado coincide exac-
tamente con la solucién del sistema original, con lo que, en efecto, es una aproximacién
mejor que la que proporciona la Proposicion [2.4.7]

En general, como se vera a lo largo de este trabajo, las funciones periddicas son es-
pecialmente adecuadas para la teoria del promedio. De hecho, como se demostrara maés
adelante, las cotas de error son mads favorables en el caso de funciones periédicas, por lo
que dedicaremos un capitulo especifico a su estudio.

Dado que las funciones periédicas nos permiten obtener de manera sencilla funcio-
nes KBM, nos planteamos la posibilidad de construir funciones KBM a partir de sumas
o limites de otras funciones KBM. Asi, al considerar sumas e incluso series de funcio-
nes periddicas, podriamos garantizar la propiedad KBM en una importante familia de
funciones.

Proposicién 3.1.7. Las funciones KBM son un subespacio vectorial de las funciones
continuas de [0,00) x R™ en R"™. Ademds, la aplicacion f — f es lineal.

Demostracion. Sean f,g: [0,00) x R — R™ y A € R. Por la linealidad de la integral

_— 1 ~

(f+g)r(x) = T/o (£(t, ) + g(t, ®)) dt = fr(x) + gr ()
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o — —

con lo que (f +g)(x) = limy_,oo (f + 8)p(x) = f(z) + g(z). Andlogamente,

() () = % /0 Mt @)t = Ner(z)

—_— —_—

con lo que (Af)(x) = limy_,o0 (Mf)p(x) = M (z). Por lo que tanto f + g como A admiten
promedio.

Ahora, si dado r > 0, L, es la constante de Lipschitz para f y L es la de g, entonces
para todo t > 0y ||@1]|, [|[x2]] < r se tiene que

1£(t, z1) +g(t, @1) — £, T2) — g(t, ®2)|| < Lyfl@r — @l + Ly ||l2: — a2

[AE(E, 1) — M (2, o) || < ALy [y — o]
con lo que L, + L/ es una constante de Lipschitz para f + g y AL, lo es para Af. O

Usando esta propiedad podemos construir funciones KBM no periédicas, como la del
siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.8. Sea a: R" — R" una funcién derivable con derivada acotada. Considere-
mos f(t,x) = (sin((7m + 1)t) + sin((7 — 1)t)) a(x). Tanto sin((7 + 1)t) como sin((7 — 1))
son periédicas y tienen derivada acotada, luego su producto por a, que también tiene
derivada acotada, es KBM, y en consecuencia su suma lo es también. Sin embargo, vamos
a ver que f no es una funcién periédica.

Podemos reescribir f como f(t, ) = 2sin(nt) cos(t)a(x). Entonces, es claro que para
un x donde a no se anule, f(¢,x) se anula tinicamente en Z y en 7k — 7 para k € Z.
Supongamos que f es periédica, entonces existe 7' > 0 de modo que f(t + T, x) = (¢, x)
para todo ¢t € R. En particular, f(7,x) = £f(0,2) = 0, con lo que T necesariamente es
entero o igual a 7k — 7 para algiin k entero. En el primer caso, si T' es entero, se llega a
un absurdo puesto que deberfa cumplirse que f(7"— 7, x) = 0. Supongamos entonces que
T = mk — 7, en este caso, se llega a un absurdo puesto que se tendria que f(7'+1,z) = 0.

Aunque la funcién no sea periddica, al tenerla escrita como una suma de periddicas es
sencillo calcular el promedio. Como se ha visto en la Proposicién el promedio de la
suma es la suma de los promedios. Puesto que la integral a lo largo de un periodo del seno
es nula, la Proposicién nos permite afirmar que el promedio de los senos es nulo, y
por tanto el de f también lo es.

Ya hemos visto que la suma de funciones KBM es KBM. A continuacién vamos a
ver qué se puede afirmar del limite uniforme de funciones KBM. En primer lugar, el
siguiente resultado garantiza que la propiedad de tener promedio se conserva tomando
limite uniforme.

Proposicién 3.1.9. Sea fi: [0,00) x R" — R" una sucesion de funciones continuas tal
que, para todo x € R™, fi(t,x) converge uniformemente en [0,00) a una funcion f(t,x).
St para cada k € N, el promedio /fk esta bien definido, entonces £ admite promedio y se
tiene que f(x) = limg_,o fix(x).
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Demostracion. Sean x € R™ y T' > 0. Dado a > 0, por la convergencia uniforme, existe
ko € N de modo que para todo k > ko y t > 0 se tiene que |[fy(¢t,z) — f(t, )| < .
Entonces

~ —~ 1 [T
[fr.r(2) — fr(z)| < f/ £ (t, ) — £(t, )| dt <
0

por lo que /f\kT(m) converge uniformemente en 7" a /f:T(a:)

En particular, es uniformemente de Cauchy, con lo que existe ky € N de modo que
para p,q > ko y T > 0 se tiene que ||f, r(x) — f,7(x)|| < /3. Tomando limite 7" — oo
en la expresion, se deduce que ||?p(:n) — /f\q(w)H < «a/3 para todo p,q > ko, con lo que la
sucesio’n/\es de Cauchy y admite limite. Si denotamos al limite por g(x), falta probar que
g(z) = f(=).

Fijado k > ko, por convergencia de las medias de fj al promedio, existe un 7y > 0 de
modo que para todo T' > Tj se tiene que ||fy(x) — frr(x)|| < /3. Entonces, para todo
T > Tj se tiene que

lg(z) — Er(z)| < |g(z) — fu(@)]| + [f(z) — Bur(@)]| + |[fr(z) — Er(z)] < o

donde se ha usado que ||g(x) — /f\k(m)H < «a/3, como se deduce haciendo p — oo en
£, () — fu(z)|| < /3,y que ||fpr(x) — fr(x)|| < /3, que se deduce al tomar ¢ — oo en
|tk r(x) — £, 7(x)| < a/3. Concluimos que

lim f,(z) = g(x) = lim fr(z) = f(x)

n— 00 T—o00
Ccomo querl’amos probar. L]

La existencia de promedio es una propiedad en la variable temporal, y en la propo-
sicién no se impone ninguna condicién sobre la variable espacial que permita garantizar
la propiedad de tipo Lipschitz necesaria para que el limite sea KBM. De hecho, puede
ocurrir que la funcién limite no sea siquiera continua. Pero, aunque el limite sea uniforme
también en la variable espacial y la funcién limite sea continua, puede no ser KBM, como
muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.10. Consideremos la funcién f(t,z) = (—1)* Vi —lz])(1 —z+|z]),
donde |z | denota la parte entera de x. La funcién f es constante en el tiempo y por tanto
coincide con su promedio. Se trata de semicircunferencias pegadas de manera alternada
en los enteros, como se representa en naranja en la Figura [3.1] La funcién es continua,
pero no es derivable en los enteros y su derivada no es acotada en ningin entorno de
los enteros. Por tanto, los cocientes incrementales se pueden hacer tan grandes como se
quiera, y la propiedad de tipo Lipschitz no se verifica, con lo que no es una funcién KBM.

Sin embargo, es una funcion periédica de periodo 2 y se puede construir una sucesioén de
poligonales que converja uniformemente a ella y que sea también periédica. Por ejemplo, se
puede tomar la sucesién de poligonales obtenida al unir los puntos de la grifica espaciados
27% unidades con k € N. En la Figura se han representado dichas poligonales con k
desde 1 hasta 5, y se aprecia cémo la pendiente de las poligonales en z = 1 crece a medida
que disminuye el espacio entre los puntos. Sin embargo, siendo la poligonal un conjunto
de rectas, tomando la pendiente méxima de las rectas en un intervalo fijo de longitud 2 se
tiene una cota para la derivada en todo R para cada poligonal. Por tanto, las poligonales
sf son funciones KBM.
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Figura 3.1: Limite uniforme de funciones KBM

Puesto que la propiedad de tipo Lipschitz no se conserva por limite uniforme, el limite
de funciones KBM puede tener promedio pero no ser KBM, como en el ejemplo, donde la
pendiente maxima que se alcanza en las poligonales se hace cada vez més grande. Aunque
en cada una de ellas la pendiente méxima estd acotada, se hace arbitrariamente grande a
medida que se refina la particion, lo que impide que el limite sea KBM. Por tanto, si no
se imponen condiciones adicionales, no es cierto que el limite uniforme de funciones KBM
sea KBM.

Para que la funcion limite sea KBM necesitamos la continuidad de la funcién asi como
la condicién tipo Lipschitz. Una manera de garantizar ambas cosas es exigir una condicion
de tipo Lipschitz uniforme para toda la sucesién de funciones. Con esta hipétesis adicional,
entonces si podemos asegurar que la funcién limite es KBM, como se recoge en el siguiente
resultado.

Corolario 3.1.11. Sea fi: [0,00) x R" — R™ una sucesion de funciones KBM tal que,
para todo x € R", fi.(t,x) converge uniformemente en [0,00) a una funcion £(t,x). Si
para cada r > 0 existe L, de modo que

[£:(t, 21) — £i(t, o) || < Leflzy — xaf| VE >0, [J21]], |22f| <7k €N, (3.4)
entonces f es KBM.

Demostracion. Por la Proposicién [3.1.9] la funcién f admite promedio. Ademds, tomando
limite £ — oo en la desigualdad (3.4) se deduce que

[£(t,@1) — £(2, 29)[| < Leflzy — @ V20, [Js ]|, [[@2f] <7

Por tanto, solo queda probar que la funcién f es continua.
Dados t1,t9 € [0,00) y @1, 2 € R", se tiene que

[£(t1, 1) — £(to, 22) || < [[f(t1, 1) — (1, @2) || + [|[£(21, 22) — £(£2, 22) .
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El primer sumando puede acotarse usando la condicion de tipo Lipschitz. Por otro lado,
f(t, ) es continua como funcién de ¢ por ser limite uniforme de funciones continuas, con
lo que también se puede acotar el segundo sumando. Concluimos que f es continua y por
tanto KBM. [

Para concluir con las propiedades de las funciones KBM, vamos a estudiar la deri-
vabilidad del promedio. Se trata de una propiedad que necesitaremos en el capitulo de
funciones periédicas, pero se recoge aqui en términos méds generales para una funcién
KBM cualquiera.

En primer lugar, necesitamos el siguiente lema técnico. Ademads, se trata de un resul-
tado importante para posteriores demostraciones.

Lema 3.1.12. Sea f: [0,00) x R" — R™ una funcion KBM. Entonces el limite
f(z) = lim fr(x)

T—oo

es uniforme en los compactos de R™.

Demostracion. Fijado un compacto K C R", definimos la siguiente familia de funciones
continuas en K

F={fr: T € (0,00)}.

Sea x; € K. Vamos a ver que /fT(:co) estd acotado en 7" € (0,00). En primer lugar, es

o~

inmediato que la aplicacién T — fr(xg) es continua. Ademas,

Th_r};o fr(xo) =f(xy) y Tlig)lJr fr(xo) = f(x0,0),

donde el segundo limite es consecuencia del Teorema Fundamental del Cédlculo. Conclui-
mos que fr(xg) permanece acotado. Ahora, si definimos r = maxgcx |||, para cualquier
x € K, se tiene que

[Er () — Fr(2o)|| < Lillx — a0l < 2rL, VT € (0,00).
Por tanto, si /f\T(mo) estd acotado por M > 0, concluimos que
[fr(x)|| < 2rL, + M VT € (0,00), (3.5)

por lo que la familia estd uniformemente acotada.
Ademas, si R = ||xy]|, dado r > 0 se tiene que

[fr(z) — fr(@o)l| < Lgllz — @ol| VT € (0,00), @ € B(mo, 1),

puesto que si ® € B(xo,r) entonces ||| < R+ r y estamos en condiciones de aplicar la
Proposicién [3.1.3] Por tanto, concluimos que la familia F es equicontinua.

La acotacién uniforme y la equicontinuidad de la familia F nos permite aplicar el Teo-
rema de Arzela-Ascoli para concluir que F es relativamente compacta. En consecuencia,
si el limite no fuera uniforme en K, se tendria que existe un @ > 0 de modo que para
todo j € N, existe un 7; > j de modo que

If — 1, [l > o

~ 00
Esto es absurdo, ya que por ser F relativamente compacta, si tomamos la sucesién {fr, }jfl
de elementos de F, sabemos que admite una subsucesiéon convergente, y por hipétesis, debe
converger a f, con lo que la desigualdad anterior no se puede verificar. O
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Ahora estamos en condiciones de enunciar el siguiente resultado, que garantiza la
derivabilidad del promedio, siempre que la funcién tenga derivadas KBM.

Proposicién 3.1.13. Sea f: [0,00) x R" — R" una funcion KBM de clase C*. Si Of /0z;
es KBM, entonces el promedio de 0f /Ox; es Of /Ox;.

Demostracion. Puesto que f es KBM, se tiene que

f(z) = lim fr(z)

T—00

y por ser f de clase C! podemos aplicar el Teorema de Derivacién Bajo el Signo Inte-
gral (véase |2|) y concluimos que

—

Oy o (1 (T 1 (T of of
o (x) o (T/o (t,zc)dt> T ), o (t,x)dt (3$1)T(w)

Ahora bien, por ser 0f /0z; KBM, se tiene que

[ OF of
fm (axi)T@) = 2@

y por el Lema [3.1.12} el limite es uniforme en los compactos de R™.

Por tanto, como las derivadas de fr convergen uniformemente en los compactos de
R™ al promedio de Of /0x;, concluimos que la funcién limite f admite derivada parcial
respecto de x; y

of of

como se deduce de los resultados de convergencia uniforme para sucesiones de funciones
derivables. O

Aplicando sucesivas veces la Proposicién [3.1.13] se puede garantizar una mayor regu-
laridad del promedio cuando f es mds regular, como muestra el siguiente corolario.

Corolario 3.1.14. Sea f: [0,00) x R" — R" una funcion KBM de clase C*. Si todas sus

derivadas parciales respecto a variables espaciales hasta orden k son KBM, entonces fes
de clase C*.

Demostracion. Aplicando el resultado anterior repetidas veces, se tiene que

o O S
m(m) = (m)(w) \Vlll,...72k € {1,,71}

Ademas, por el Corolario [3.1.4, como el promedio es continuo, todas las derivadas de
orden k de f son continuas, y en consecuencia f es de clase C*. n

La Proposicién y el Corolario son especialmente relevantes para funciones
periddicas. Dado que la derivada espacial también es periddica, la Proposicién [3.1.5| ase-
gura la existencia del promedio de las derivadas. Por tanto, en el caso periédico, f siempre
admite derivadas. Si, ademds, las derivadas de f son KBM, es decir, si podemos garanti-
zar la propiedad tipo Lipschitz, entonces el Corolario [3.1.14] afirma que las derivadas del
promedio son continuas.
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3.1.1. Tasa de convergencia

Al principio del capitulo se ha introducido el sistema promediado como una posible
alternativa a la ecuacion original para obtener soluciones aproximadas. Como ya se men-
ciond, el objetivo es encontrar cotas para la diferencia entre la solucién del sistema original
y la del sistema promediado que sean validas en escala de tiempo 7. Puesto que el infi-
nitésimo que aparece en la ecuacion es ¢, podriamos esperar que la diferencia entre
las soluciones fuera O(e) por similitud con la Proposicién 2.4.7} Sin embargo, en general,
la cota obtenida es peor.

Vamos a ver con un ejemplo como la diferencia entre las soluciones tiende a cero con
mayor o menor rapidez en funcién de € con distintas funciones. Se trata de un oscilador
con un término de amortiguamiento cuyo coeficiente se incrementa con el tiempo de un
valor inicial a un valor limite. Vamos a ver cémo, dependiendo de la velocidad con la que
se da la transicién, la diferencia en escala de tiempo £~! cambia. Este ejemplo se puede
encontrar también en [27] y [30].

Ejemplo 3.1.15. Consideremos la ecuacién x” 4 eh(t)z’ + x = 0, donde eh(t) es el
coeficiente de amortiguamiento del oscilador y h(t) es una funcién tal que h(0) = 1
y limy o h(t) = 2. Es decir, estamos considerando un oscilador arménico en el que se
incrementa el término de rozamiento con el tiempo de € a 2e. Tomamos como condiciones
iniciales x(0) = zo y 2’(0) = 0, es decir, se suelta en reposo desde una posicién z.

Como en otros ejemplos, lo primero es escribir el problema en forma esténdar. En
primer lugar, escribimos el sistema como uno de primer orden tomando y = 2/, con lo que

el sistema queda como
=y
Yy =—x—eh(t)y
2(0) = x0,y(0) = 0.

Esta expresién coincide con la de un oscilador forzado conw = 1,0() =¢evy
término de fuerza g(t,x,y,c) = —h(t)y. En este caso, a diferencia de lo que ocurria en el
Ejemplo la funcién g depende de las variables espaciales y no solo de las temporales
y resulta mds sencillo emplear las variables amplitud fase para expresar la ecuacién en
forma estdndar.

Tomando = = rcos(t + 0) e y = —rsin(t + ), se tiene que

g(t,x,y,e) = rh(t)sin(t + 0),

con lo que sustituyendo en ([2.11)), se obtiene el siguiente problema de Cauchy en forma

estandar
7' = —ersin®(t + 0)h(t)

0" = —esin(t + 0) cos(t + 0)h(t) (3.6)
r(0) = x0,0(0) = 0.
Recordemos que en el caso de la transformacién a variables amplitud fase hay que trans-

formar la condicién inicial, pero en el caso y(0) = 0, las condiciones iniciales para las
nuevas variables coinciden.

Sea
(t.r.6) < —rsin®(t + 0)h(t) ) | (37)

—sin(t + 6) cos(t + 0)h(t)
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la funcién que determina el nuevo sistema. Las funciones sin®(t + ) y sin(t + 6) cos(t + )
tienen derivada acotada respecto de 6, con lo que son globalmente lipschitzianas. Ademas,
multiplicar por r no cambia el cardcter globalmente lipschitziano en subconjuntos aco-
tados, al igual que tampoco lo hace el multiplicar por una funcién del tiempo que esté
acotada, como h. Por tanto, la funcién f verifica la condicién tipo Lipschitz de las fun-
ciones KBM. Vamos a probar que la funcién también admite promedio y es por tanto
KBM.

Para ello, basta comprobar que tanto rsin?(t + 0)h(t) como sin(t + 6) cos(t + 6)h(t)
admiten promedio. Desafortunadamente, ninguna de las dos funciones es periddica, y en
general no vamos a disponer de una expresién cerrada para las integrales para poder
calcular el promedio usando la definicién. Sin embargo, sabemos que el promedio de
rsin®(t +60) es r/2 y que el promedio de sin(t + ) cos(t + ) es nulo, ya que son funciones
periédicas y podemos calcularlo integrando en [0, 27]. Denotamos

—rsin®(t + 6) ~ /2
g(t,r0) = <_sm(t+0) COS(t+9)> » B8 = ( 0 )

de modo que f(¢,r,0) = h(t)g

~

t,r,0). Puesto que h(t) es una funcién con limite 2 en el

/\

(t,
infinito, cabe esperar que f(r,0) = 2g(r, ). Vamos a ver que, en efecto, es el caso.

Podemos acotar

H%/()Tf(t,r, 0)dt — 2g(r, H)H = H%/OT (h(t)g(t,r,0) — 2g(r, 0))dtH

I . I
<7 [ 2letr0) - gl e+ [0 - 2)lt.r.0)] .
0 0

de modo que el primer término tiende a cero por definicién del promedio. Veamos qué
ocurre con el segundo término.

Dado a > 0, existe Tp > 0 de modo que |h(t) — 2| < «/2 para t > T,. Entonces, si
T > Tp, se tiene que

I I
— ) —2|dt = / ht—2dt+—/ h(t) — 2|dt
2w —2iai= 1 [M i -z 1 [ -2

1 [To o
< — h(t) — 2|dt + —.
<7 | Iho -2+

Si tomamos T} > 0 de modo que para todo T > T} se cumpla que

1 [ o
= h(t) —2|dt < =
5| b 21 <,

concluimos que
1

T
T/o Ih(t) — 2| dt < a

para todo T" > max{Tp, 11}, con lo que tiende a cero cuando T tiende a infinito. Puesto
que, para cada r,6 fijos, la funcion g(t,r, @) esta acotada en [0, 00), concluimos que el
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segundo término también tiende a cero. Por tanto, concluimos que £(r,6) = (—r,0) y el
sistema promediado es

7= —cr

7 =0 (3.8)
7(0) = 20,0(0) = 0
independientemente de h, y su solucién es 7(t) = zoe%*, () = 0.

Aunque el sistema promediado coincida para toda h, vamos a ver que, dependiendo de
la rapidez de convergencia de h hacia 2, resultara una mejor aproximacién o peor. Vamos a
considerar distintas funciones h e integrar numéricamente las soluciones del sistema
para calcular la diferencia con la solucién del promediado. Para integrar el sistema se
empleara Vern9, un algoritmo de paso variable de orden 9, con una tolerancia de 10~%. Una
descripcion del algoritmo y su implementacién se puede encontrar en [32]. El algoritmo
se encuentra implementado en la librerfa DifferentialEquations.jl (véase [25]) de Julia.

Consideremos en primer lugar h(t) = 2 — exp(—t?). Si se toma ¢ = 0,1 y condicién
inicial g = 1, se obtienen las soluciones que aparecen representadas en la parte izquierda
de la Figura 3.2l Se ha dibujado en naranja la solucién del sistema original tanto
para la variable amplitud como para la variable fase, y en azul la soluciéon del sistema
promediado ([3.8). A la derecha se representa el valor maximo de la diferencia entre las
dos soluciones en puntos espaciados 0,1 en el intervalo [0,7!| para distintos valores de
e entre 107* y 10~!. Ademds, se ha representado en una linea discontinua una recta con
pendiente 1 para comparar la diferencia entre las dos soluciones con la cota O(e).

Puesto que la exponencial decrece muy rdpido con el tiempo, la funcién h tiende

rdapidamente a 2, con lo que la solucién del sistema original y la solucién del promediado
son muy parecidas. El valor de la fase permanece pequeno y la amplitud disminuye ex-
ponencialmente de manera similar a la amplitud de la solucién del sistema promediado.
Si se comprueba la diferencia de las soluciones en escala de tiempo 7!, observamos una
tendencia que parece indicar que la diferencia de las soluciones es O(¢) en escala de tiempo
e~ L.
Tomemos ahora h(t) = 2 — 1%2 En este caso se repite el mismo procedimiento que
con la funcién anterior, obteniéndose los resultados que aparecen en la Figura [3.3] En
este caso la funcién h tiende méds lentamente a 2, con lo que se comporta durante mas
tiempo como si tuviera un coeficiente de amortiguamiento menor, y la amplitud disminuye
méds lentamente. Este comportamiento, que se aprecia en la grafica de la amplitud en el
caso de € = 0,1, conduce a un comportamiento distinto de la diferencia de las soluciones.
Como se puede ver en la Figura [3.3] en este caso la diferencia entre las dos soluciones
disminuye més lentamente que en el caso de la exponencial (la tendencia de los cuatro
puntos representados en la grafica derecha de la Figura|3.3|es decreciente, pero de manera
mas lenta que la de una recta de pendiente 1).

Finalmente, consideremos h(t) = 2 — (1 + t)~%?°. De nuevo, se repite el mismo pro-
cedimiento, obteniendo los resultados de la Figura [3.4] Como se puede ver en la gréfica
de la amplitud, la amplitud del sistema original disminuye bastante méas lentamente
que la amplitud en el promediado. Ademads, en este caso es méds evidente que la diferencia
entre las dos soluciones en escala de tiempo ! disminuye mucho mds lentamente que en
los dos casos anteriores.

El ejemplo pone de manifiesto la importancia de cuantificar la velocidad con la que
la funcién original se aproxima al promedio para obtener cotas para la diferencia entre la
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10 B "~ T~ T T T T T T T ]

0.8 F E
0.7 F E
06 F E
05 F E
04 F L

10 ° F ®

Amplitud

o~
Diferencia

0.000 A\ —90

—0.025 |

—0.050 F

Fase

—0.075 F 10 10~ 10~ 10~

—0.100 F

Figura 3.2: Solucién exacta y promediada para h(t) = 2 — exp(—t?) con € = 0,1 y la

diferencia en funcién de ¢ en escala de tiempo £ *.
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—0.075 F 3 10 10 10 10
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Figura 3.3: Solucién exacta y promediada para h(t) = 2 — # con € = 0,1 y la diferencia

en funcién de ¢ en escala de tiempo £t
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Figura 3.4: Solucién exacta y promediada para h(t) = 2 — (1 +t) cone =0,1yla

diferencia en funcién de ¢ en escala de tiempo 1.

solucion del sistema original y el promediado. Este es el objetivo de lo que resta de esta
seccion.

Vamos a construir una funcién de orden que estara relacionada con la cota que obten-
dremos para la diferencia entre las soluciones de y y que mide en cierto modo
la diferencia entre la media en tiempo e~! y el promedio.

Definicién 3.1.16. Dada f: [0, 00) xR™ — R™ una funcién KBM, y un compacto K C R",
se define la tasa de convergencia en K como

/OT (f(t,zc) —?(a;)) dtH .

Puesto que la tasa de convergencia esta relacionada con la diferencia entre el promedio
y la media a tiempos cada vez maés largos, es razonable anticipar que su limite, cuando ¢
tiende a cero, sea cero. Esto es lo que prueba la siguiente proposicion. Ademas, se establece
que la tasa de convergencia caracteriza la existencia de promedio, puesto que de existir
una funcién a la que las medias se aproximan en este mismo sentido, se demuestra que
debe ser el promedio.

dk(e) =sup sup ¢
zeK T€l0,1/¢]

Proposicién 3.1.17. Si f es una funcion KBM, entonces lim. o+ 0x () = 0 para todo
compacto K C R™. Reciprocamente, si f es tal que existe f: R® — R" de manera que

/OT (t(t.2) ~ F(a) dtH —0

para todo compacto K C R", entonces f es limite uniforme de /f\T en los compactos de R™,
es decir, f es el promedio de f.

lim sup sup ¢
e=0" zeK Te(0,1/¢]
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Demostracion. Supongamos que f es KBM, y sea K C R™ compacto, entonces

dx(e) =sup sup ¢
zeK T€[0,1/¢]

/OT (£t ) ~ T(w)) dtH=sup sup =T |fr() ~ F(@)|.

zeK T€(0,1/¢]

Sea a > 0, por el Lema|3.1.12} la convergencia de /fT en K es uniforme, con lo que existe
un 7y > 0 de modo que |fr(x) — f(x)|| < « para todo € K,T € [Tj, 00). Entonces,
para todo T' € [Ty, 1 /€], se tiene que

~ ~ 1
sup €T’ HfT(m) - f(a:)H <e-a=a.
rzeK 3

Ademas, usando (3.5]), si denotamos, como entonces, r = méxzck ||z||, se tiene que
[fr(x) — f(z)|| < 2(2rL, + M). Por tanto, tomando ¢ < 3737,

sup eT’ H/f:T(a:) —?(m)” <«
zeK

para todo T' < Ty. En consecuencia, para o > 0, y todo € < m,

dx(e) =sup sup T H?T(w) —?(zc)” < a,
zeK T€[0,1/¢]
con lo que lim, o+ 0x(e) = 0.
Reciprocamente, si existe f: R™ — R™ de modo que

/OT (t(t.2) ~ F(a) dtH —0

lim sup sup €
e=0" zeK Te(0,1/¢]

para todo compacto K C R", entonces,

sup sup ¢
zeK T€l0,1/¢]

[ (st~ F@)) ] 2 ) ~ e

con lo que f es el limite uniforme de /f\T en los compactos cuando 7" — oc. O

Para ver que la tasa de convergencia es una funcién de orden tenemos que comprobar
que es una funcién continua. Esto es lo que se demuestra en la siguiente proposicién.

Proposicion 3.1.18. Sean f una funcion KBM y K C R™ un compacto. Entonces la tasa
de convergencia 0 es una funcion uniformemente continua en [eo, 1] para todo gy € (0, 1).
En particular, es continua en (0,1).

Demostracion. Sean g9 € (0,1), y @ > 0. Existe un § > 0 de modo que para todo €1,
con g < g1 <9 <1, 89 — g1 < f, se tiene que

1/e1 -
/ I£(t, @) — F(@)|dt < o
1/e2

En efecto, puesto que f(t, ) —?(a:) es continua y, por tanto, estd acotada por una constante
M > 0 en el compacto [1,1/g¢] x K, la integral se puede acotar por (1/e; — 1/e9)M y
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la afirmacién es consecuencia de la continuidad uniforme de la funcién € — 1/e en el
intervalo [gg, 1]. Por tanto, dados t1,ty con 1/ey <t <ty < 1/, se tiene que

to R 1/e1 -
/ If(t,x) — f(x)||dt < / |f(t, x) — f(x)||dt < a. (3.9)

t1 1/82

Por definicién de superior, existen 7' € [0,1/e5] y @ € K de modo que

[ -2 0t}

Or(e2) <a+ey

€1

Ahora, puesto que T' € [0,1/e5] C [0,1/e1], se deduce que

(SK(EQ) S o+ ?51((51)
1

con lo que
€2

Si(e2) — Oc(e1) < o+ (— - 1) Sic(e1).

€1

Anélogamente, existen T € [0,1/e;] y « € K de modo que

/OT ) dtH |

La integral se puede acotar separando el intervalo como

[ (st —F@)) ] < | [ (r6.0) - Few))

de modo que el primer término queda acotado por dk(€2)/e2 y el segundo por la desigual-
dad (3.9). Concluimos entonces que

(5[((61) S o+ &1

.

/lT (f(t,w} —?(m)> dtH,

/&2

5]{(61) <a+ id}((é‘g) + 1

€2
con lo que, como g1 < 1,
€1
5K(51) — 5K(52) S 2 + (8_ — 1) 5K(52)-
2
Por lo tanto, se tiene que
9 — &1

|(5K<€2) — (5}((81)’ < 2c0 + HléX{éK(&Tl),éK(éfz)},

con lo que para concluir la prueba basta probar que df estd acotada. La acotacién de dx
es una consecuencia inmediata de la acotacién de [|fr(x) — f(x)|| que ya se probé en la

demostracion de la Proposicion [3.1.17] O

Por la Proposicion |3.1.17|y la Proposicién [3.1.18] la tasa de promedio es continua, esta
bien definida en (0,1) y tiene limite cero. Por tanto, se tiene el siguiente corolario.
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Corolario 3.1.19. Sean f una funcion KBM y K C R™ un compacto. Entonces la tasa
de convergencia 0k es un infinitésimo.

En este sentido, la tasa de convergencia se puede entender como una medida de la
rapidez de la convergencia de las medias al promedio. Si la convergencia es rapida, cabe
esperar que las soluciones de las ecuaciones y sean similares. Por tanto, interesa
buscar funciones que tengan una tasa de convergencia que tienda rdpidamente a cero. Sin
embargo, la siguiente proposiciéon muestra que la velocidad con la que la tasa de promedio
tiende a cero presenta ciertos limites.

Proposicién 3.1.20. Sean f una funcion KBM y K C R" un compacto. Si la tasa
de convergencia verifica dx(e) = o(e), entonces f(t,x) = f(x) para todo x € K. En
particular, f es contante en el tiempo en K.

Demostracion. Si 0k (€) = o(e), entonces

Ok (e
0= lim k() = lim sup sup
e=0t € =0T xeK Te0,1/¢]

/OT (t(t.2) ~ T(a) dtH |

Ahora bien, d(g)/e es una funcién positiva y decreciente, puesto que a medida que crece
¢ se restringe el intervalo donde se toma el supremo. Por tanto, si toma limite nulo en 0,
se tiene que la funcién 6k (g) /e es idénticamente nula. Concluimos entonces que para todo
x € Ky T >0 se tiene que

TH(x) = /0 bt @)t

Haciendo la derivada respecto de T a ambos lados de la igualdad se concluye, como se
queria probar, que f(x) = (¢, ). ]

Entonces, si f es una funcién KBM con tasa de promedio o(¢), la ecuacién promediada
coincide con la original, con lo que los métodos de promedio no son ttiles para simplificar
la ecuacién. Por tanto, el caso mds favorable es cuando dx(e) = O(e). Vamos a introducir
ahora un tipo de funciones para las cuales se tiene esta propiedad.

Definicién 3.1.21. Sea f una funcién KBM. Decimos que f es de primitiva acotada en
[0,00) si para todo k € N existe M, > 0 de modo que

sup sup
||| <k T>0

/OT (f(t,w) —?(m)) dtH < M,.

Proposicién 3.1.22. Sea f una funcion KBM de primitiva acotada en [0,00). Dado
K C R"™ compacto, su tasa de promedio en K wverifica 0k (e) = O(e).

Demostracion. Sea k > 0 de modo que K C B(0, k), entonces

/0 ' (£(t.2) ~ F(ar)) dt”

/OT (f(t,a:) —?(x)) dtH < Me

dx(e) =sup sup ¢
xc€K Te[0,1/¢]

< sup sup €
llz||<k T€[0,00)

con lo que dk(g) = O(e). O
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En particular, las funciones periédicas son funciones de primitiva acotada y, por con-
siguiente, son funciones cuyas medias convergen rapidamente al promedio.

Proposicion 3.1.23. Sea f una funcion KBM periodica. Entonces es de primitiva acotada
en [0,00). En particular, para todo K C R"™ compacto, se tiene que 6k () = O(e).

Demostracion. Sean Ty el periodo de f y My > 0 una cota de la funcién f en [0, Tp] x K.
Por ser la funcién periddica, se tiene que para todo t € [0,00) y @ € K, ||f(¢,z)| < M.
Ademas, dado x € K, se tiene que

~ —~ 1 To
F@)l = B @) < 7 [ It @l < Mic
0Jo

Dado T' > 0, como en la prueba de la Proposicién [B.1.5 escribimos T' = kTy + ¢
con 0 < 6 < Tp. Siguiendo los mismos pasos que entonces, y teniendo en cuenta que
f(x) = fr,(x), se tiene que

T

/T <f(t, x) —?(w)> dt = kTofr, () + /k £(t, @)dt - (KTy + 0)Er, (a)

To

_ /k : (f(t,2) ~ T()) dt

con lo que
T R T R
‘/ <f(t,:n) - (m)) dtH g/ £(t,x) — f(m)H dt < 2Ty M.
0 kTo
Por tanto,
T —~
sup sup / (f(t,a:) — f(m)) dtH < 2TyMk
Jell <k 7>0 || Jo

y f es de primitiva acotada. Aplicando la Proposicién [3.1.22] se concluye que entonces
0k (€) = O(e) para cualquier compacto K C R". O

Para estudiar distintos ejemplos de tasas de convergencia, vamos a volver sobre el caso
que se presento en el Ejemplo [3.1.15]y estimar dx para cada una de las tres funciones que
se consideraron.

Ejemplo 3.1.24. Independientemente de la funcién h, podemos acotar la integral de la
diferencia entre la funcién y su promedio como

/OT (t(t.r.0) ~ E(r.0)) dtH < /OT (t(t.r.0) ~ E(r.0)) at

/OT r(sin®(t + 0)h(t) — 1)dt‘ +

1

/OT sin(t + 6) cos(t + H)h(t)dt‘

< /OTrsinQ(t+9)(h(t)—2)dt‘+ /OTr(2sin2(t+9)—1)dt'

+ /OT sin(t + ) cos(t + 0)(h(t) — 2)dt‘ + /OT 2sin(t + 0) cos(t + Q)dt‘ .
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Consideremos en primer lugar que h(t) = 2 — exp(—t?), vamos a probar que la funcién
f es de primitiva acotada. Por la desigualdad anterior, basta comprobar que se pueden
acotar las cuatro integrales de la cota. Observemos en primer lugar que

T
/ r(2 sinz(t +0) — 1)dt’ y
0

/T 2sin(t + 0) cos(t + G)dt‘ (3.10)

son la integral de la diferencia entre una funcién periédica y su promedio. Puesto que,
por la Proposicién [3.1.23] las funciones periédicas son de primitiva acotada, concluimos
que ambas integrales estan acotadas en los compactos para todo 7' > 0. En cuanto a las
otras dos integrales, se tiene que

/OTrsin2(t+9)(h(t) — 2)dt’ <|r| /OT exp(—t2)dt < |r| /OOO exp(—12)dt

/OT sin(t + 6) cos(t + 0)(h(t) — 2)dt’ < /OT exp(—t?)dt < /OOO exp(—t2)dt.

Por tanto, concluimos que en el caso h(t) = 2 — exp(—t?) la funcién f es de primitiva
acotada y 0 (g) = O(e).

Consideremos a continuacién h(t) = 2 — 4. Los términos (3.10)) contribuyen a dx (<)
como O(e) por la Proposicién [3.1.22) m Vamos a estudiar los otros dos Se tiene que

sup  sup
(r,0)eK Tel0,1 /€]

T 1/e
/0 rsin®(t + 0)(h(t) —2)dt‘ < méx ]7’]/ 1—i—t2

(r0)eK

y, andlogamente,

dt.

sup  sup

(r,0)eK T€[0,1/¢]

/O " sin(t 1 0) cos(t + 8)(h(t) — 2)dt‘ < /0 v —

Puesto que

Vet 1 1
| ot = gloe(1 +7%) = 0loa(e? + 1)~ log(e) = O(|0g(e)).
se tiene que los otros dos términos contribuyen a dx(¢) como O(g|log(e)]).

Como ¢ = O(e|log(e)]), los términos (3.10) pueden englobarse en la cota O(e|log(e)|)
y concluimos que, para este caso, dx(c) = O(g|log(e)|).

Finalmente, si h(t) = 2 — (1 +¢)7%% un razonamiento andlogo al caso previo muestra
que

Sx(e) =0 (e /O 1/5(1 + t)‘°’25dt> = O("%),

En la Figura se han representado las diferencias entre las soluciones de y
de la Figura[3.2] (circulos naranjas), la Figura[3.3] (circulos azules) y la Figura[3.4] (circulos
grises), junto a las funciones ¢, ¢|log(e)| y €%?°, con linea discontinua en el mismo color,
respectivamente. Como se puede apreciar, la linea discontinua, que es paralela a la cota
obtenida para las funciones 0x(¢), es paralela a cada conjunto de puntos que estima la
diferencia. Por tanto, el experimento numérico parece indicar que la diferencia en escala
de tiempo 7! se comporta como las cotas que hemos obtenido para la tasa de promedio.
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o e|log(e)|

1 s £0.25

Diferencia

Figura 3.5: Diferencia en funcién de ¢ en escala de tiempo ¢! junto con las estimaciones
obtenidas.

Aunque en el Ejemplo la diferencia entre la solucién del sistema original y la
del sistema promediado se comporta como dx(g) en escala de tiempo 7!, este no es el
caso en general para una funcién KBM. En el articulo [5] se proporciona un ejemplo de
funcién de primitiva acotada, es decir, con dx(g) = O(g), en el que la diferencia entre
las soluciones es peor que O(g). En general, la cota que se puede probar en el caso més
general es O(1/dx(¢)) en escala de tiempo 7.

Puesto que, por el Corolario la tasa de promedio es un infinitésimo, esto de-
mostraria que las soluciones de los problemas de Cauchy y se aproximan para &
pequeno y en intervalos cada vez més grandes. Por tanto, demostraria que el sistema pro-
mediado resulta ser una mejor aproximacién que simplemente tomar € = 0 como sugiere

la Proposicién [2.4.7]

3.2. Aproximacién de soluciones utilizando el problema
promediado

El propésito de esta seccién es demostrar que la diferencia entre la solucién del sis-
tema sin promediar (3.1)) y la solucién del sistema promediado (3.3)), para f globalmente
lipschitziana y acotada, es O(1/dx(€)) en conjuntos de la forma [0, 1/¢]. En particular, se

-1

tiene que la diferencia es O(4/dk(€)) en escala de tiempo e~', puesto que se corresponde

a fijar ¢ = 1 en la Definicién [2.4.5

En primer lugar, observemos que, por la Proposicién 2.1.4] al ser f globalmente lips-
chitziana, la solucién del sistema (3.1) estd definida en todo [0,00) para cualquier e.
En particular, estd definida en [0,1/¢]. Para ver que se puede afirmar lo mismo de las
soluciones del sistema promediado , tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 3.2.1. Sea f: [0,00) x R" — R™ wuna funcion KBM acotada por M > 0 y
globalmente lipschitizana con constante L > 0. Entonces, f estd acotada por M > 0 y es
globalmente lispchitziana con constante L > 0.
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Demostracion. Para todo T' > 0, se tiene que

~ ~ 1 [T
|7 (1) — fr(xa)[| < f/ [£(2, 1) — £(, @) |dt
0

1 T
0

~ 1 [T 1 [T
[Er(@)l| < —/ I£(t, @)|dt < —/ Mdt — M.
T Jo T Jo

Puesto que la media es continua respecto de 7', el resultado se deduce de tomar limite
cuando T tiende a infinito en ambas desigualdades. O]

Puesto que el promedio f es globalmente lipschitziano, la Proposicién , garantiza
que el intervalo de definicién de las soluciones del sistema promediado también
incluye el intervalo [0, 1/¢]. Por tanto, tiene sentido hablar de la diferencia en este intervalo.

Dado que el intervalo [0,1/¢], con el que vamos a trabajar, depende de ¢, a menudo
conviene hacer el cambio de escala s = t. De este modo, el intervalo temporal [0, 1/¢] se
transforma en el intervalo [0, 1], que ya no depende de . Ademds, en la nueva variable

temporal, las ecuaciones (3.1) y (3.3) toman la siguiente forma

fi—fzf(S/&w) y Yy, (3.11)

ds

La ecuacién promediada en la nueva variable temporal no depende de €, con lo que la
solucién del sistema promediado es independiente de € en tiempo s. Por estos motivos, la
variable temporal s resulta m&as natural que ¢ en muchas de las demostraciones de esta
seccion.

Si comparamos las ecuaciones y con las ecuaciones (3.11]) observamos que
para £ pequeno la variacion de @ respecto al tiempo t es pequena en comparacién con su
variacién en tiempo s. Por este motivo se dice que & es una variable lenta y que t es un
tiempo rapido. Por el contrario, las variables « y s tienen la misma escala, por lo que s
recibe el nombre de tiempo lento.

Una vez hechas las debidas consideraciones acerca del intervalo de trabajo, estamos en
condiciones de avanzar hacia la demostraciéon de la cota. Para su demostracién, se sigue
el articulo [3], que se basa en un teorema més general que permite obtener cotas a partir
de lo que se denomina una tasa de promedio.

Definicién 3.2.2. Sea f: R™ x [0,00) — R"™ una funcién KBM y f su promedio. Dado
X C R", se dice que (A(g),n(e)) es una tasa de promedio de f en X si A(e) es un
infinitésimo, n(¢) es un infinitésimo o idénticamente nulo y verifican que

A(e)

/ U () — F())dt

to

Ale)

<n(e) (3.12)

paratodo x € X y 0 <ty < %(1 — A(g)), es decir, cuando el intervalo de integracion estd
contenido en el intervalo [0, 1/¢].
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La condicién (3.12) admite una expresion mds natural en tiempo lento, que toma la
forma
1

Ale)

para 0 < sy < sg + Ae < 1, es decir, cuando el intervalo de integracién estd contenido
en el intervalo [0, 1]. En esta expresién se ve mds claramente el significado de una tasa de
promedio. Una tasa de promedio proporciona una cota () para la diferencia entre medias
en intervalos de tiempo lento de longitud A(g), que es uniforme en todo el intervalo de
integracion.

Toda funcion KBM admite una tasa de promedio, como muestra el siguiente resultado,
en el que se construyen tasas de promedio en base a la tasa de convergencia.

< n(e)

so+A(e) .
/ (£(s /e, @) — F())ds

S0

Proposicién 3.2.3. Sea f: R" x [0,00) — R"™ wna funcion KBM. Dado un compacto
K C R, sidx(c) es la tasa de convergencia en K, entonces (3x ()", 20 (€)' ™%) es una
tasa de promedio en K para todo o € (0,1).

Demostracion. Sea @ € Ky 0 <ty < (1 —dx(e)"). Entonces 0 < to < to+ 5K(€e)a <
se tiene que

™ [

y

/0 " () —?@))dtH < (&)

€
y
t0+75K(§)a R
£ (f(t,x) — f(x))dt|| < Ik (e).
0
Por tanto, usando la desigualdad triangular, se tiene
to+ S ()
€ / (f(t,x) — f(x))dt|| <20k (e).
to

Dividiendo por d ()® a ambos lados de la desigualdad se obtiene el resultado buscado. [

Por tanto, para una funcién KBM siempre existen infinitas tasas de promedio. Puesto
que el teorema fundamental de esta seccién nos permite obtener cotas entre las soluciones
en base a una tasa de promedio, nos interesa buscar tasas de promedio que nos proporcio-
nen buenas cotas. En el caso de las funciones periédicas tenemos otra tasa de promedio de
gran importancia, que proporciona mejores cotas que los resultados generales de funciones
KBM.

Proposicién 3.2.4. Si f: R" x [0,00) — R™ es una funcion periddica de periodo T,
entonces (¢T,0) es una tasa de promedio en R™.

Demostracion. Se trata de una consecuencia de la Proposicién En efecto, se tiene

que
to+T T
/ £(t, z)dt — / £(t, ) dt

to 0

por la periodicidad de f y, puesto que ?(az) = /f\T(a:), entonces

/t e (£(t.2) ~F(a)) s

0

€

7 |7 [ (st -F@) ] = ffute) - T =

]
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Es decir, la tasa de promedio (¢7,0) estd afirmando que la media en un periodo
coincide con el promedio. Este es el motivo de que se admita en la Definicién [3.2.2] que la
funcion n(e) pueda ser idénticamente nula. Se trata de una condicién muy fuerte que, como
veremos, hace que la teoria de promedio funcione particularmente bien con las funciones
periédicas.

La demostracion del teorema se basa en algunos resultados de aplicaciones contracti-
vas. Recordemos que, si X es un espacio métrico completo con distancia d, una aplicacién
S: X — X es una contraccién, con constante p, si p < 1y d(S(v),S(w)) < pd(v,w) para
todo v,w € X. En estas condiciones, el Teorema del Punto Fijo de Banach (véase [1])
permite afirmar que la aplicacién S tiene un tnico punto fijo, es decir, existe un tinico
v € X de modo que S(v) = v. El siguiente lema proporciona una cota sobre la distancia
entre puntos fijos.

Lema 3.2.5. Sea X un espacio métrico completo, y So: X — X wuna contraccion,
con constante p < 1. Dados S1: X — X y vy un punto fijo de Sy, si se verifica que
d(Sp(v1),S1(v1)) < e, entonces, la distancia entre vy y el inico punto fijo de Sy es menor
0 igual que (1 —p)~"

Demostracion. Si vy es el punto fijo de Sy y v1 es un punto fijo de Sy, entonces, por la
desigualdad triangular,

d(’Uo, ’Ul) < d(’Uo, S(]('Ul)) + d(S()('Ul), 'Ul)
= d(S@(Uo), SQ(’Ul)) + d(S()(Ul), Sl(Ul)) S pd(Uo,Ul) + €.

Reordenando la desigualdad se obtiene el resultado. O

El interés en tener cotas para la distancia entre puntos fijos radica en el hecho de que,
fijado un intervalo I C R, la funcién @: I — R" es una solucion de la ecuacién diferencial
' = f(t,x), con f continua, y con condicién inicial (0) = @, si, y solo si, es un punto
fijo de la aplicaciéon S: C(I,R") — C(I,R") definida como

S(@)(t) = @0 + /0 £(s, @ (s))ds. (3.13)

La demostracion de la cota para la diferencia entre las soluciones pretende usar el Le-
ma con la aplicacion en el intervalo [0, 1], que es el intervalo en tiempo lento
de las soluciones que queremos estudiar. Para ello necesitamos probar antes que es una
contraccién. Sin embargo, este no es el caso en la norma usual de C([0, 1], R"). El siguiente
lema demuestra que existe una norma en la que las aplicaciones de la forma para f
y su promedio son contracciones bajo las hipétesis con las que trabajamos en esta seccién.

Lema 3.2.6. Si f es una funcion continua y globalmente lipschitziana con constante
L > 0, entonces la aplicacion (3.13)) es una contraccion respecto a la norma

x|/, = méx ||x(t)|le™™
2]l = max fla(t)]le
con constante p =1 — e t. Ademds, la norma || - |1 es equivalente a la norma infinito.
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Demostracion. Existe t € [0, 1] de modo que

15(z) — S(w)l = / (E(s, 2(s)) — £(s, (s))) ds|| e

Por la condicién Lipschitz de f, esta expresion es menor o igual que
t t
e [ Llias) ~ yls)lds = e [ Lt ats) - y(o)ds
0 0

t t
< e M méx (||z(s) — y(s)]le ™) / LeMds < e M|z — yHL/ LeMds
0 0

s€0,t]
=Mz -yl (" = 1) = (1= ) &yl

Ahora, tomando el peor de los casos, es decir, t = 1, se concluye que S es una contraccién
para la norma || - || con constante p =1 — e~ L.

Para ver que la norma || - || es equivalente a la norma infinito, basta tomar méximos
en las siguientes desigualdades

le()lle™" < [la@)] < 2@l = e"(la(t)|le"
vélidas para todo t € [0,1] y @ € C([0, 1], R™). Entonces, se deduce que

lzllz < llzflee < e*[lz]lz. (3.14)

]

Finalmente, estamos en condiciones de enunciar y demostrar el teorema fundamental
de aproximacién de soluciones para funciones KBM. Como se ha adelantado, el teorema
se enuncia para f una funcién KBM, acotada y globalmente lipschitziana, en intervalos
de la forma [0,1/¢], y proporciona una cota para la diferencia entre las soluciones de los
sistemas y que tiende a cero cuando ¢ tiende a cero.

Teorema 3.2.7. Sea f: R" x [0,00) — R™ una funcion KBM, globalmente lipschitziana
con constante L > 0 y acotada por M > 0. Sean x. la solucion del problema , Y.
la solucion del problema (3.3) y (A(e€),n(e)) una tasa de promedio en un conjunto que
contenga a y_(t) para todo t € [0,1/¢]. Entonces, se tiene que

le-(t) =y ()] < e (L +2)MA(e) +1(e)) Yt € [0,1/e],

es decir, ¢ (t) = y.(t) + O(max{A(e),n(e)}) en escala de tiempo e '.
Demostracion. Como se ha comentado al principio de la seccion, por ser f globalmente
lipschitziana, la Proposicio’n garantiza que la solucién @, estéd definida en todo [0, 00),
en particular estd definida en [0, 1/¢] y la Proposicién [3.2.1] junto con la Proposicion [2.1.4]
permite afirmar que y, estd igualmente definida en todo [0, 00), y en particular en [0, 1/¢].
En tiempo lento, se tiene que x.(s) y y.(s) son elementos de C([0, 1], R"), con lo que se
pueden aplicar los lemas anteriores.

En primer lugar, vamos a probar que para toda funcién @: [0,1] — R™ lipschitziana
con constante M > 0 se verifica que

< (L+2)MA(e) 4+ n(e) (3.15)

/0 (£(0/2,x(0)) — B(@(0)))do
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para todo s € [0, 1].
Puesto que A(e) < 1, existe m € N de modo que s = mA(e) + 9§ con § < Ale).
Definimos ahora la funcién z(o) constante en los intervalos

In=10,A(e)), 1 = [A(e),2A(¢€)), ..., [; = [jA(e), (j + 1)A(e)), ..., I, = [mA(e), s],

donde toma el valor x(o;), con o; el punto intermedio del intervalo I;.
Ahora, podemos acotar

/0 (£ /e, 2(0)) — £(0 /2, 2(0))do

< Ll|lx(c) — z(o)| do < /LMO’—O" do < /LM do
Z/ lolo) = 2@l < 3 [ LM lo —asldr <3 [ 1015

< SLM¥ < LM#,

< ZO/I [f(o/e, 2(0)) — f(0/e, 2(0))|| do

donde se ha usado el cardcter Lipschitziano de f y . Andlogamente, se demuestra que

‘ Ale)

S
/ F(x(0) — f(z(a))da” <=
0
Ahora, puesto que z(o) es constante en los intervalos I;, podemos aplicar la propiedad
de la tasa de promedio en cada uno de los intervalos salvo en el iltimo, donde usamos la
acotacién de f y su promedio. Entonces, se obtiene la acotacién

/Os(f(a/e,z(o))—?(z(a))do < /I.f(a/s,z(a))—ﬂz(o))da

3

<Y ne)Ae) +2M6 < sn(e) + 2MA(e) < n(e) +2MA(e).

Il
o

Usando las tres desigualdades probadas y la desigualdad triangular se obtiene la desigual-

dad (3.15]) que se buscaba.

A continuacion, definimos
Si(x)(s) = xo + /OS f(o/e,x(0))do
So(x)(s) = xo + /0 s?(m<a))da.
Por la acotacién de f se tiene que

< M|s— ¢,

S1()(5) — Si() ()] = '

/S ,S f(o /e, z(0))do

es decir, Si(x) es lipschitziana de constante M. Entonces, podemos estudiar S; como
una aplicacién del espacio Ly de las funciones Lipschitz de constante M en si mismo,
que es un espacio métrico completo. Ademas, puesto que, por la Proposicién , f estd
acotada por la misma constante, S5 también tiene llegada en el mismo espacio. Puesto que
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f es continua y Lipschitz con constante L, el Lema [3.2.6] permite afirmar que S; es una
contraccion en Ly respecto a la norma || - ||, con constante 1 — e~%. Andlogamente, por
la Proposicién , se tiene que f es globalmente lipschitziana con la misma constante
que f y S5 es una contraccién en L), con la misma norma.

Ahora, y.(s) es un punto fijo de Sy y verifica que

9.5 = 9. < [ [fw.o)do < 2a)s = 5,

con lo que y_(s) es lipschitziana con constante M. Entonces, podemos aplicar la cota (3.15)
para concluir que
151(y.) = S2(yo)lleo < (L4 2)MA(e) +1(e)

y, por , se tiene que
151(y.) = S2(yo)llr < 151(y.) = Sa(yo)llo < (L +2)MA(e) +n(e).

Por tanto, por el Lema |3.2.5
ly. — xlle < (L +2)MA(e) +n(e)) e*.

Finalmente, las desigualdades (3.14)) permiten concluir la desigualdad para la norma in-
finito que se buscaba. n

Por la Proposicién [3.2.3] toda funcién KBM admite una tasa de promedio, con lo que
se puede usar el Teorema [3.2.7] para obtener cotas para la diferencia entre las soluciones
de y en base a la tasa de convergencia, como se pretendia. Puesto que el
error entre las soluciones estard dado por el médximo entre A(e) y 7(e), la mejor tasa de
promedio de la forma (0 (£)*, 20k (€)' ™) es aquella que toma o = 1/2, donde se debe
tomar K de modo que las érbitas de las soluciones queden contenidas en el compacto.
Entonces, el teorema se puede particularizar para esa tasa de promedio, obteniendo el
siguiente corolario.

Corolario 3.2.8. Sea f: R" x [0,00) — R"™ una funcion KBM, globalmente lipschitziana
y acotada por M > 0. Sean x. la solucion del problema e y. la solucion del pro-
blema (3.3). Fijado un compacto K C R" que contenga a y.(t) para todo t € [0,1/¢], se
tiene que x.(t) = y.(t) + O(\/0k(€)) en escala de tiempo e~ .

Ya se vio en la Proposicién que, salvo el caso trivial en que el sistema es
auténomo, se tiene que dx (¢) = O(e), con lo que /I () = O(y/2). Esto impone un limite
en la cota que proporciona el teorema al usar la tasa de promedio de la Proposicién [3.2.3|
Sin embargo, en el caso de las funciones periédicas tenemos un resultado més favorable,
ya que se puede usar la tasa de promedio de la Proposicién [3.2.4] que ademds es vélida
en todo R™.

Corolario 3.2.9. Sea f: R"x[0,00) = R" una funcion periédica, globalmente lipschitzia-
na y acotada. Sean x. la solucion del problema (3.1)) e y_ la solucion del problema (3.3)).
Entonces, x.(t) = y_(t) + O(e) en escala de tiempo 7.

De hecho, esta es la mejor cota que se puede obtener con el Teorema/|3.2.7| El siguiente
resultado muestra que, igual que la tasa de convergencia no puede tender a 0 mas rapido

que &, el infinitésimo A(e) de la tasa de promedio tampoco.
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Proposicién 3.2.10. Sean f una funcion KBM y X C R™. Si (A(e),n(e)) es una tasa
de promedio de f en X y A(e) = o(e) entonces f(t,x) = f(x) para todo x € X. En
particular, f es contante en el tiempo en X.

Demostracion. Fijamos & € X y to € [0,00). Entonces existe un &, > 0 de modo que
to < 1/gp. Ademds, como A(e) = o(e), se tiene que lim. ,o+ A(e)/e = 0, con lo que
existe un € > 0 de modo que ty + A(e)/e < 1/gf, para todo ¢ < gj. Si denotamos
g0 = min{ef, ) }, tenemos que

Ae)

/ () — F())dt

to

€

Ale)

<n(e) (3.16)

para todo ¢ < €. Tomando limites cuando € — 0T, se tiene que 7n(¢) tiende a 0. Por el
contrario, como lim__,o+ A(g)/e = 0, por el Teorema Fundamental del Calculo,
A(e)
€

t0+T
lim £(t,@)dt = £(to, ).
o Ae) /t (b, @)t = E{to, )

Por tanto, el lado izquierdo de la desigualdad (3.16) tiende a ||f(to, ) — f(x)|.

Concluimos entonces que f(t, ) = f(x), y como ¢y y @ se eligieron arbitrariamente,
se tiene el resultado que se buscaba. O

Puesto que el Teorema [3.2.7] afirma que la cota para la diferencia entre las soluciones
de y es O(méax{A(e),n(e)}), concluimos que no es posible obtener una aproxi-
macién mejor que O(g) por el sistema promediado. Por tanto, el caso mds favorable es el
de las funciones periddicas, como pone de manifiesto el Corolario |3.2.9,

3.3. Acondicionar el problema

El Teorema estd enunciado para una funcién KBM, globalmente lipschitziana y
acotada. Sin embargo, no todos los ejemplos que hemos planteado verifican estas condi-
ciones. En el Ejemplo pudimos comprobar que la solucién del sistema original
y la solucién se aproximan pero la funcién f dada en (3.7)), no es acotada ni global-
mente lipschitziana. De hecho, estas hipétesis son muy restrictivas y no se dan en muchos
modelos habituales.

Ejemplo 3.3.1. Un ejemplo tipico de aplicacién de los métodos de promedio en los libros
de Verhulst [26], [31], [27] ¥ [30] es la ecuacién de Van der Pol " + x = ¢(1 — x2)2’. Se
trata de una ecuacién de la forma con g(t,z,2',¢) = (1—2?)2’, con lo que podemos
expresarla en forma estdndar usando variables amplitud fase como

{r’ = ersin®(t + 0)(1 — r* cos®(t + 0)) (3.17)

0" = esin(t + 0) cos(t + 0)(1 — r* cos®(t + 0)).
Observemos que la funcién del sistema en forma estdndar no estd en las condiciones del

Teorema ya que no es acotada ni globalmente lipschitziana, aunque si sea una
funcion KBM por ser periédica y derivable con derivada acotada en conjuntos acotados.
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Figura 3.6: Solucion exacta y promediada para la ecuacién de Van der Pol y la diferencia

en funcién de ¢ en escala de tiempo £ 1.

Puesto que
1 2 ) 1 1 2 1
— tydt = =, — in?(t) cos?(t)dt = =
o, sin“(t) > 9m ), sin“(t) cos®(t) 5
Yy
1 27 1 2
Py sin(t) cos(t)dt = gy sin(t) cos®(t)dt = 0,
T Jo T Jo
el sistema promediado es
- I
r=er|-——
2 8 (3.18)
¢ =0.

La ecuacién en # es inmediata de resolver, y la ecuacién en 7 es una ecuaciéon de Bernoulli,
que también se puede integrar como se describe en [13]|. Si tomamos como condiciones
iniciales #(0) = 0 y (0) = 1o > 0, entonces la solucién del sistema promediado (3.18) es

e51&/2
V1+rg(et —1)/4

Como se hizo en el Ejemplo [3.1.15] vamos a integrar numéricamente la solucién del
sistema original para compararla con la solucién obtenida del problema promedia-
do utilizando Vern9 con una tolerancia de 107%. En la Figura se han representado
las soluciones para condicién inicial ro = 3 y € = 0,1, asi como la maxima diferencia entre
las soluciones, para la misma condicién inicial y valores de e de 1074, 1073, 1072 y 1071,
estimada a partir de evaluaciones cada 0,1 unidades en el intervalo [0,e!]. También se
ha representado la recta de pendiente uno como referencia.

7(t) . 0(t) = 0.
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Figura 3.7: Diagrama de fases para la ecuacién de Van der Pol con € = 0,1.

Como se aprecia en la Figura[3.6] las integraciones numéricas realizadas parecen indicar
que la diferencia de las soluciones es O(¢) en escala de tiempo €', como esperarfamos por
el Corolario|3.2.9; si la funcién verificara las hipétesis de acotacién y caracter globalmente
lipschitziano que requiere el teorema. Sin embargo, hasta ahora no hemos tenido en cuenta
las propiedades dindmicas del sistema. Si las érbitas de las soluciones permanecen en una
region acotada, lo que ocurra con la funcién fuera de esta regién deberfa ser irrelevante
de cara al comportamiento de las soluciones. Puesto que la funciéon que determina el
sistema es C*, en una regién acotada es acotada y globalmente lipschitziana, con
lo que si probamos que las soluciones permanecen en una regién acotada, tiene sentido
que la cota del Corolario sea aplicable.

En la Figura [3.7] se representa el diagrama de fases de la ecuacién de Van del Pol con
e = 0,1. Se han representado tres soluciones integradas hasta ¢ = 20 usando Vern9 con
tolerancia 1078, Las dos 6rbitas en azul se corresponden con soluciones con condiciones
iniciales z(0) = y(0) = 0,7 y z(0) = y(0) = 2,2, mientras que la érbita naranja tiene
condiciones iniciales z(0) = 2,y(0) = 0. En [17] se demuestra que el diagrama de fases
de la ecuaciéon de Van der Pol, para cualquier valor de € estd formado por un ciclo limite
y orbitas que tienden hacia él, salvo por el punto inestable (0,0). Es decir, se tiene la
situacion representada en la Figura una 6rbita periédica de modo que si la condicién
inicial estd dentro la érbita describe una espiral hacia fuera que evoluciona hacia ella, y
si estd fuera la érbita describe una espiral hacia dentro.

Por tanto, las propiedades dindmicas de la ecuacién de Van der Pol nos garantizan
que las 6rbitas de las soluciones van a permanecer acotadas, con lo que parece razonable
pensar que el Corolario [3.2.9 es aplicable, a pesar de que la funcién no es acotada ni
globalmente lipschitziana.

El propésito de esta seccién es comprobar cémo se pueden relajar las hipétesis sobre
f de modo que se puedan seguir aplicando los resultados de la seccién previa. El objetivo
es sustituir nuestro problema por otro que sea equivalente con una funcién que si sea
acotada y globalmente lipschitziana. Nos referimos a esto como acondicionar el problema,
y denotaremos a la nueva funcién por funcién acondicionada.
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Tomando como referencia el Ejemplo [3.3.1] si conseguimos que las soluciones estén
acotadas, solo nos interesa lo que ocurra con la funcién en esa regién. Por tanto, el
candidato natural para funcién acondicionada es una que valga lo mismo en esa regiéon
y sea nula fuera, lo que se puede conseguir multiplicando la funcién por una funcién de
soporte compacto.

Vamos a ver que una funcién f(¢,2) KBM, multiplicada por una funcién ¢(x) de
soporte compacto cumple las hipétesis del Teorema [3.2.7] siempre que la funcién f esté
acotada en el tiempo para algin punto fijado. En primer lugar, queremos ver que esta
condicién sobre f es suficiente para garantizar la acotacién para todo tiempo en conjuntos
compactos de la variable espacial.

Lema 3.3.2. Sea f: [0,00) x R" — R" una funcion KBM. Dados xy € R" yr > 0, si
f(t,xy) estd acotada en [0,00) entonces £ estd acotada en [0,00) x B(xg, 7).

Demostracion. Dado @ € R™, con ||& — x¢|| < r, podemos escribir
f(t,x) =f(t, o) + (f(t,x) — £(t,20)).
Por tanto, si R = ||@o|| y M > 0 es una cota de [|f(¢, zo)||, se tiene que
£t )| < [[£(t,x0)|| + ||£(t, ) — £(¢, x0)|| < M + Lpy, 7
Entonces f estd acotada en [0, 00) x B(x,7) por M + Lp,, 7. O

A continuacién, se demuestra que la funcion f(¢, x)e(x) verifica las condiciones del
Teorema|3.2.7], siempre que tengamos la acotacién en un punto que requiere el lema previo.

Proposicién 3.3.3. Sea f: [0,00) X R" — R" una funcion KBM, tal que f(t,xq) estd
acotada en [0,00) para xo fijo, y sea ¢ € C*(R",[0,1]) una funcion de soporte compac-
to. La funcion f(t,x)p(x) es KBM, acotada y globalmente lipschitziana en la variable
espacial. Ademds, su promedio es /f(m)go(w)

Demostracion. Sea g(t,x) = f(t,x)p(x). Para cada & € R™, se tiene que

con lo que g admite promedio.

Sea r > 0 de modo que el soporte de  estd contenido en la bola B(x, r). Por el lema
previo f estd acotada en [0, 00) x B(xg, 7). Ademds, como ¢ toma valores en [0, 1], se tiene
que ||g(t,z)|| = [|[f(t, 2)p(x)|| < ||f(t,2)| en [0,00) x B(xo,r) y fuera de ese conjunto g
es nula, con lo que g es acotada.

Finalmente, queda comprobar que g es globalmente lipschitziana en la variable es-
pacial. Puesto que ¢ tiene derivada continua, alcanzard un méximo en el compacto
B(xo,7) y fuera es nula, con lo que estd acotada. Por tanto, existe L > 0 de modo
que |p(x1) — @(@2)| < L||x; — @2|| para todo x1, xs € R™.

Sean @1, T2 € B(xo,7), y sea R = ||xo||, entonces

g(t,@1) — g(t, za)|| < £, 1) (@) — £(E, @) (@) + £, 22) (1) — £(E, 22) () |
< lp(@) |1 (t, 1) — £, 22) || + [0(1) — o(a2)[|[£(Z, 22) |
< (Lisr + LIIEQE, 22)[))l21 — 22
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Por tanto, si M > 0 es una cota de f en [0,00) x B(x,r), entonces Lg,, + LM es una
constante de Lipschitz para g en B(x,r). Vamos a ver que de hecho es vélida para todo
par de puntos de R".

Si tanto @; como T estén fuera de la bola B(xg, ), entonces g(t, ;) = g(t, x3) = 0,
con lo que la cota se verifica. Supongamos ahora que solo uno de ellos estd fuera de la
bola, que podemos suponer que es x; sin pérdida de generalidad. Entonces se tiene que
¢(x1) =0, con lo que resulta que

Ig(t, 1) — g(t, @2) || < lo(@1)[ £, 21) — £, 22) || + |(@1) — p(2)[[[£(2, 222) ]
= lo(@1) — (@) [[E(, 22) || < LIE(E, o) || 21 — 2.

Por tanto, también se verifica la cota. ]

Entonces, si la funcién f del problema (3.1]) es KBM y podemos garantizar la acotacién
para un punto espacial, lo que afirma la Proposicién [3.3.3] es que para toda funcién de
soporte compacto ¢ € C*°(R", [0, 1]), el problema de Cauchy acondicionado

' = ef(t, z)p(x) (3.19)
xz(0) = x '
verifica las condiciones del Teorema [3.2.7] con el sistema promediado siendo
' = ef(t
Y =ef(t,y)e(y) (3.20)
y(0) = xo.

Puesto que el objetivo es resolver el problema con la funcién f, se debe buscar ¢
de modo que no modifique las soluciones del sistema original ni del promediado en los
intervalos de tiempo estudiados. Esto se puede conseguir si para cualquier ¢ las soluciones
de y estdn contenidas en ¢ ~1(1) para t € [0,1/¢], o equivalentemente, en tiempo
lento, si las soluciones de estdn contenidas en p~!(1) para s € [0, 1].

Es decir, se busca una situacion como la reflejada en la Figura Si probamos
que las érbitas en tiempo lento s € [0,1] estdn contenidas para todo € en un cierto
conjunto compacto K, podemos tomar ¢ de modo que valga 1 en K y 0 fuera de una
bola que contenga K. Entonces, las soluciones de y (3.20) coincidirian con las
de y en el intervalo [0,1/¢]. Posteriormente, las soluciones de los sistemas
acondicionados continuarian, puesto que la Proposicién garantiza que estan definidas
en todo [0, 00), pero una vez salen de K no tienen por qué coincidir con las soluciones del
problema original.

Supongamos que el problema promediado original en tiempo lento tiene solu-
cién y(s) definida para s € [0,1] y sea K un conjunto compacto que contiene un entorno
de la orbita de la solucién. Como se ha descrito antes, tomamos ¢ una funcién de soporte
compacto que vale 1 en K y 0 fuera de una bola que contenga a K. Entonces, los siste-

mas (3.19)) y (3.20) estdn en las condiciones del Teorema [3.2.7, con lo que para una tasa

de promedio adecuada, se tiene que
lz-(t) = y. ()] < * (L +2)MA(e) +n(e)) Vte[0,1/e],

Ahora bien, se tiene que y_(t) = y(te) con lo que y_(t) € K para todo t € [0,1/¢]. Y,
puesto que A(g) y n(e) tienen limite cero cuando ¢ tiende a cero y se ha tomado K de
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Figura 3.8: Orbitas del problema acondicionado en tiempo lento.

modo que contenga a un entorno de la érbita de y,_, existen un g de modo que x.(t) € K
para todo ¢ € [0,&9] y ¢t € [0,1/¢]. Por tanto, para e suficientemente pequeno, podemos
garantizar que la solucion del sistema acondicionado coincide con la solucion del
sistema original .

En cuanto al conjunto de validez de la tasa de promedio, puesto que para aplicar el
Teorema [3.2.7] solo se necesita que sea valida en la 6rbita de la solucién promediada, se
puede tomar una tasa de promedio en K. Entonces, puesto que la funcién acondicionada
y la funcién original coinciden, es una tasa de promedio para ambas. En consecuencia,
acabamos de justificar el siguiente resultado.

Teorema 3.3.4. Sea f: R" x [0,00) — R" una funcion KBM y supongamos que existe
xy € R" de modo que f(t,xy) estd acotada en [0,00). Sean x. la solucion del proble-
ma (3.1), y. la solucion del problema . St el intervalo de definicion de la solu-
cion y. contiene a [0,1/¢], y (A(e),n(e)) es una tasa de promedio de f en un conjun-
to compacto que contenga un entorno de y.(t) para t € [0,1/¢], entonces, se tiene que
z:(t) = y.(t) + O(max{A(e),n(e)}) en escala de tiempo e~

En particular, podemos tomar la tasa de promedio de la Proposicion [3.2.3| con el
compacto K que hemos descrito antes, que proporciona el siguiente corolario.

Corolario 3.3.5. Sea f: R" x [0,00) — R™ una funcion KBM y supongamos que existe
xy € R™ de modo que f(t,xy) estd acotada en [0,00). Sean x. la solucion del proble-
ma y Y. la solucion del problema . Si el intervalo de definicion de la solucion
y. contiene a [0,1/¢], y K es un conjunto compacto que contenga un entorno de y_(t)

para t € [0,1/¢], entonces, x.(t) = y.(t) + O(\/0k()) en escala de tiempo e~ .

El caso de las funciones periédicas, puesto que la acotacion para cada punto estd garan-
tizada, y la tasa de promedio de la Proposicién es vélida en todo R™, el Teorema[3.3.4]
adquiere una expresion mas sencilla.

Corolario 3.3.6. Sea f: R" x [0,00) — R" wna funcion KBM periddica. Sean x. la
solucion del problema (3.1)) y y. la solucion del problema (3.3)). Si el intervalo de definicion
de la solucion y. contiene a [0,1/¢], entonces, x.(t) = y.(t)+O(e) en escala de tiempo e~*.

La ecuacién de Van der Pol que estudiamos en el Ejemplo [3.3.1] puesto que la solucién
promediada estd definida en todo [0, 00), verifica las condiciones del Corolario [3.3.6] Esto
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justifica que la diferencia entre las soluciones es O(g) en escala de tiempo 7!, como

indicaba el experimento numérico.

No siempre se puede garantizar que la solucién del sistema promediado esté definida
en [0,1/e]. Sin embargo, esto no quiere decir que no se puedan aplicar los métodos de
promedio. Vamos a verlo con un ejemplo.

Ejemplo 3.3.7. Consideremos la ecuacién " + z = e(2’)3, de la forma ([2.10)) con w = 1,
y donde el lado derecho de la ecuacién corresponde a () = ¢ y g(t,z,2',¢) = (2/)%. La
ecuacion se puede expresar en forma estdndar usando variables amplitud fase como

(3.21)

7" = er®sin®(t + 0)
0" = er®cos(t + 0) sin®(t + ).

Por tanto, el lado derecho del sistema es una funcion KBM y periédica de periodo 2.
Puesto que

L - sin®(¢)dt = 3 L - cos(t) sin®(t)dt = 0
or J, —8 Y oan ), -
el sistema promediado es
M=o
8 (3.22)
g = 0.

Si imponemos como condiciones iniciales #(0) = 0 y 7(0) = ro > 0, podemos integrar el
sistema promediado analiticamente para obtener la solucion

r(t) =

il o(t) = 0.

3r2 ’
_ 2%
1 te

Como se puede ver, la solucién esta definida hasta ¢ = %8_1, y para g > 2/ V3 la
0

solucién de la ecuacién promediada no estd definida en todo el intervalo [0,1/¢] con lo
que no estamos en condiciones de aplicar los resultados de esta seccién.
En tiempo lento, la solucién del sistema promediado (3.22)) estd definida en |0, ?%) Si
0
fijamos ¢ < ?% y definimos una nueva variable temporal 7 = t/¢, se obtienen los siguientes
0
sistemas en la nueva escala temporal

dr 3
dr_ ecr® sin®(t 4 ) el
dr y {9 (3.23)
do do

= ecr? cos(t + 0) sin®(¢ + 0)

dr dr

En la nueva escala temporal, la solucién del sistema promediado tiene intervalo
de definicién que incluye a [0, 1/¢], con lo que se puede aplicar el Corolario m

Tomamos ro = 2y ¢ = 0,3 < 1/3, e integramos numéricamente con Vern9 y tolerancia
10~8 los sistemas y para € = 0,01 en el intervalo [0, c¢/¢]. En la Figura ,
se ha representado en azul la solucion de la ecuacion promediada ([3.22)), y en naranja la
solucion de la ecuacién original . Como se puede ver, las soluciones se van separando
a medida que se acercan al extremo derecho del intervalo. Sin embargo, si se representa
la diferencia entre las soluciones en [0, ¢/e| estimada por evaluaciones cada 0,1 unidades
para € tomando valores 107, 1072 y 1072, se puede ver la tendencia O(g) esperada.
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Figura 3.9: Solucién exacta y promediada del sistema (3.21]) para ¢ = 0,01 y diferencia en

funcién de € en escala de tiempo 71,

En este caso no se representa la diferencia para ¢ = 0,1 puesto que el integrador
numérico devuelve un error en torno al tiempo 2,33, lo que parece indicar que la solucion
del problema original no esta definida en todo el intervalo. Recordemos que si la funcién
f no es globalmente lipschitizana no podemos garantizar el intervalo de definicién de la
solucién, antes se ha probado tan solo para ¢ suficientemente pequeno.

Como se ha visto en el ejemplo, los resultados de teoria de promedio pueden adaptarse
para aplicarse a intervalos més pequenos. Aunque se podria haber trabajado directamente
con un intervalo en tiempo lento [0, c] en la demostracién del Teorema [3.2.7] también se
puede probar con un cambio de escala temporal como hemos hecho en el ejemplo.

Sea y(s) la solucion del sistema promediado (3.11)). Si f es KBM, por el Corolario[3.1.4]
el sistema promediado verifica las condiciones del Teorema [2.1.3] con lo que existe un
entorno de 0 tal que la solucién y(s) estd definida. Es decir, existe ¢ > 0 de modo que
y(s) estd definida en [0,¢]. Al igual que hicimos en el ejemplo, si tomamos 7 = t/c,
obtenemos una nueva ecuacién diferencial donde el intervalo [0, ¢/e] se corresponde con
[0,1/€] en tiempo 7.

En la nueva escala temporal, el sistema original y el promediado se transforman en

Ccil—j_: =ecf(cr,x) y Z—,‘;_/ = cf(y). (3.24)
Puesto que la solucién del promediado en la nueva variable temporal estd definida en
[0,1/¢], podemos aplicar el Teorema con una tasa de promedio de cf(cr,x). El
siguiente lema muestra cémo obtener tal tasa de promedio a partir de una tasa de promedio
de la funcién original.

Lema 3.3.8. Sean f: R" x [0,00) — R" una funcion KBM y X C R". Dada (A(e),n(e)),
una tasa de promedio de f en X, se tiene que (A(e/c),cn(e/c)) es una tasa de promedio
de cf(cr,x) en X.
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Demostracion. Para todo x € X y 0 <ty < %(1 — A(g)) se tiene

Ae)

/ U k(@) — F())dt

to

Ale)

<n(e),

que, aplicando el Teorema del Cambio de Variable, se puede reescribir en tiempo 7 = t/c

cOomo . Ale)
0 €
g T—‘r ce

A (cf(er, ) — f(x))dr

<n(e),

to
c

donde ahora el intervalo de integracion estd contenido en [0, é] Reescalando la variable
g, podemos escribir

to | Ale/e)
c €

€

NS (cf(er, ) — f(x))dr

<1n(e/c)

to
c

con 0 <ty < £(1—A(g/c)). Si escribimos 79 = to/c y multiplicamos la expresién anterior
por ¢, concluimos que

Ale/e)
€

/ U e (er ) — Tle))dr

3

NOC < cife/e)

para 0 < 79 < 1(1 — A(e/c)), con lo que (A(e/c),en(e/c)) es una tasa de promedio de
cf(er, x). O

Utilizando la tasa de promedio que proporciona el Lema [3.3.8] podemos aplicar el
Teorema al sistema para obtener una cota de la diferencia entre las soluciones
para 7 € [0,1/¢]. Al deshacer el cambio de escala temporal obtenemos una cota vélida en
[0, c¢/e]. Es decir, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.3.9. Sea f: R" x [0,00) — R"™ una funcion KBM y supongamos que exis-
te &y € R™ de modo que f(t,xq) estd acotada en [0,00). Sean x. la solucion del pro-
blema e y. la solucion del problema (3.3). Si (A(e),n(c)) es una tasa de pro-
medio de f en un entorno que contiene la orbita de y_(t) en tiempo [0,c/e], entonces,
x.(t) = y.(t) + O(max{A(g/c),n(e/c)}) en escala de tiempo e~*.

En particular, si se emplea la tasa de promedio para f de la Proposicién [3.2.3| o la
tasa de promedio para funciones periddicas de la Proposicion 3.2.4] se tienen los siguientes
corolarios.

Corolario 3.3.10. Sea f: R" x [0,00) = R"™ una funcion KBM y supongamos que existe
xy € R™ de modo que f(t,xy) estd acotada en [0,00). Sean . la solucion del proble-
ma e Y. la solucion del problema . Si K es un conjunto compacto que contiene
un entorno de la condicion inicial tal que la drbita de y.(t) en tiempo [0,c/e| estd conte-
nida para todo €, entonces, x.(t) = y.(t) + O(y/dk(g/c)) en escala de tiempo e~ .

Corolario 3.3.11. Sean f: R" x [0,00) — R"™ una funcion KBM periddica, x. la solucion
del problema e y. la solucion del problema (3.3). Entonces, x.(t) = y.(t) + O(e) en

escala de tiempo e *.
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Estos tltimos resultados muestran lo general que es la teoria de promedio, ya que no
requieren de hipétesis muy exigentes sobre la funcién f. Sin embargo, al no exigir que f
sea acotada o globalmente lipschitziana, hay que tener en cuenta los problemas que se han
puesto de manifiesto en el Ejemplo [3.3.7] en cuanto a la validez de las cotas con respecto
al valor de € o la constante ¢ del intervalo temporal.
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Capitulo 4

Intervalos de validez no acotados

En el capitulo anterior siempre hemos tomado la condicién inicial en tiempo 0. Aho-
ra nos planteamos si podemos aplicar los resultados del capitulo anterior al siguiente

problema de Cauchy
{a:’ =ef(t, @)

x(ty) = xo.
Este problema de Cauchy es equivalente, por una traslacién de la variable temporal, al

sistema
{m’ =ef(ty+1t,x)

x(0) = x. (4.1)

Por tanto, tenemos un nuevo sistema con condicién inicial en tiempo 0, pero regido

por una nueva funcién, la trasladada de f, que denotaremos por f;,.

Proposicién 4.0.1. Dada f una funcion KBM, para cualquier to > 0, la trasladada £y,
es una funcion KBM y su promedio coincide con el de f.

Demostracion. La media en tiempo T para la funcién trasladada es,

~ 1 (T to+T
fio,r(z) = f/ f(to +t,@)dt = T/ f(t,x)dt,
0

to

con lo que dado € R",

R to+1
(@) = Jim f,7(x) = lim = / f(t, z)dt
o0 t

tO + T 1 /t0+T
m
T—o0 T to + T

to

1 to+T to

— Jim ( /0 £(t, 2)dt — /0 f(t,a:)dt)
1 to+T .

:Tlgrgo to—l—T/O f(t,x)dt = f(x).

La continuidad y la propiedad tipo Lipschitz de f;, son inmediatas a partir de las propie-

dades de f. O
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La Proposicién , justifica que el sistema pueda estudiarse con los métodos
del capitulo anterior. Sin embargo, esto proporciona cotas validas en funcién de cada
to > 0, y nuestro objetivo es obtener cotas que sean vélidas uniformemente en ¢y. Es
decir, buscamos conseguir una cota que sea valida independientemente del tiempo en el
que se fija la condicién inicial. Esto nos permitira obtener cotas en tiempo [0, 00) bajo
ciertas condiciones.

4.1. Funciones UKBM

Para garantizar la existencia de cotas vialidas para todas las trasladadas no es suficiente
con que la funcién f sea KBM. Aunque las trasladadas sean KBM, la tasa de convergencia
de cada trasladada es en general distinta, ya que se toma superior en conjuntos temporales
diferentes.

Por tanto, hay que adaptar los conceptos del capitulo anterior para conseguir resulta-
dos andlogos validos para toda trasladada. En primer lugar, vamos a definir las funciones
uniformemente KBM, que son el objeto fundamental de este capitulo.

Definicién 4.1.1. Sea f: [0,00) x R" — R™ una funcién KBM. Se dice que f es unifor-
memente KBM, o UKBM, si el limite

Iim £, r(x) = f(z)
T—o00

es uniforme en t.

La mayoria de los ejemplos que se estudiaron en el capitulo anterior utilizaban funcio-
nes periédicas, que la siguiente proposicion prueba que son funciones UKBM. Con lo que,

de hecho, la mayoria de funciones interesantes para la teoria de promedio son funciones
UKBM.

Proposicion 4.1.2. Sea f una funcion KBM periodica. Entonces, f es UKBM.

Demostracion. Fijado x € R", como se justificé en la demostracién de la Proposicién[3.1.5]
existe M > 0 de modo que ||[f(t,x)|| < M para todo t € [0,00).
Sea Ty el periodo de f. Dados T > 0y tg > 0,81 T = kTy + 9 y to = KTy + ¢ con

0 <9,0" < T, se tiene que
1 to+T 1 To
— ft,a:dt——/ ft,a:dtH
\T/to - [t

fio 7 () —?(w)H = ‘

1 (Sl-‘rT T TO

= — ft,:ndt——/ f(t, x)dt
L A
1 &' +T 6 To

= — f(t, x)dt — k’—l——)/ f(t,x)dt
Pl e (ke 2 [Nt
1 5/+k2T0+5 &’ 5 To

= — ft,zcdt—/ ft,a:dt——/ f(t, x)dt
Pl s [ rema- [T

/
< 2(8 + )M < AToM
- T - T
lo que demuestra que el limite es uniforme en tg. O
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12 22 32 42

Figura 4.1: Ejemplo de funciéon KBM que no es UKBM.

Ademads, puesto que la suma y el producto por escalares preserva la convergencia
uniforme, de la Proposicién se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 4.1.3. Las funciones UKBM son un subespacio vectorial de las funciones

KBM.

Puesto que hemos visto muchos ejemplos de funciones UKBM en el anterior capitulo,
se presenta a continuacién un ejemplo de una funcién que, siendo KBM, no es UKBM.

Ejemplo 4.1.4. Consideremos una funcién f(t) como la reflejada en la Figura La
funcién toma valor nulo en un intervalo de longitud 1, después crece con pendiente 1 hasta
valer 1 y vuelve a bajar con pendiente —1 hasta 0, describiendo una regién con drea 1.
Posteriormente, toma valor nulo en un intervalo de longitud 22, tras lo cual crece con
pendiente 1 hasta valer 1, mantiene ese valor en un intervalo de longitud 1 y vuelve a
bajar, con lo que describe un trapecio de area 2. Este proceso se repite indefinidamente,
tomando valores nulos en intervalos de longitud &2 antes de describir una regién de drea
k. Al no depender de @, esta claro que se cumple la propiedad tipo Lipschitz, con lo que
para ver que es KBM basta comprobar que el promedio existe.
Puesto que

k k
k(k + 1) k(k+1)(2k + 1
I D ke
7j=1
dado T" > 0, si el mayor intervalo donde f es nula que estd integramente contenido en

[0, T] tiene longitud k2, se tiene que

6k(k+1) 3
/f —2/<;(k+ DRk+1) 2k+1 (42)

Por tanto, cuando 7' tiende a infinito, la desigualdad (4.2) implica que tiene promedio
nulo y por tanto es KBM.
Sin embargo, para todo T" > 0, existe un to > 0 de modo que

1 to+T
?/to f)dt =1 (4.3)

con lo que el limite no es uniforme y no es una funcién UKBM.
Observemos que, puesto que el promedio es nulo y la funciéon no depende de la variable

espacial, la tasa de convergencia es
T 1/e
/ f(t)dt' = e/ f(t)dt
0 0

o7

d(e)= sup ¢
T€[0,1/¢]
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donde se puede aplicar la desigualdad (4.2) para concluir que tiende a cero cuando &
tiende a cero, como sabemos que tiene que ocurrir para una funcién KBM. Sin embargo,
por (4.3), para cada ¢ existe una trasladada con tasa de convergencia 1.

A continuacion se busca generalizar la tasa de convergencia a una tasa de convergencia
uniforme para las funciones UKBM, como se hace en el articulo [24].

Definicién 4.1.5. Dada f: [0, 00) xR" — R" una funcién UKBM, y un compacto K C R",
se define la tasa de convergencia uniforme en K como

/t:HT (f(t, z) —?(m)) dtH .

Si se evalia la expresion de la tasa de convergencia uniforme para la funcion del
Ejemplo [4.1.4] se obtiene que, independientemente de ¢, toma valor 1. Por tanto, no es un
infinitésimo y no proporcionaria ninguna cota interesante. Por eso la definicién se enuncia
unicamente para funciones UKBM, y no para funciones KBM. Vamos a ver que, para una
funcién UKBM, la tasa de convergencia uniforme es un infinitésimo.

SK(e) =sup sup ¢
zeK  t9>0
Tel0,1/¢]

Lema 4.1.6. Sea f una funcion UKBM. Dados un compacto K C R™ y o > 0, existe un
Ty > 0 de modo que

[fr0,7(2) — f()]| <
para todo x € K, T > Ty y ty > 0.

Demostracion. Supongamos que f es UKBM, y sea K C R” compacto. Se define la familia
de funciones continuas en K

F={f,r: T € [Ty, o00),t € [0,00)}.

Fijado g € K, si R = ||@||, para todo & € B(x,d) se tiene que

R R 1 to+T
Fuir@) ~Forleoll < 7 [ 160.2) ~ o)l

to

1 to+T
< :7/ Lriall® — xo|| = Lrydlle — xol| VT € (0,00),t € [0,00),
to

con lo que la familia F es equicontinua.
Ademas, para ese xy y cualquier x € K, T > 0, se tiene que

120, (2) || < (£, () — i 1 (@0) || + [If,7(20) — £(20) || + [[£(20) |-
Podemos acotar el primer sumando como
[f0.(2) — £ r(a0)|| < 27L, YT € (0,00),t € [0,00),

donde r = maxze ||| v se ha usado el cardcter Lipschitziano de f como en la demostra-
cién del Lema(3.1.12, En cuanto al segundo sumando, por la convergencia uniforme en t,
de las medias, fijado un o > 0 existe un 7 de modo que

£, 7 (o) — F(o)|| < @ VT € [Ty, 0), Lo € [0, 00).
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Por tanto, la familia F estd uniformemente acotada y es relativamente compacta por el
Teorema de Arzela-Ascoli.

Demostramos ahora el lema por reduccién al absurdo. Supongamos que existe un a > 0
de modo que para j € N, existen T; > j y t; € [0,00) de modo que

If =1, 1;ll00 > a.

Existe un jo € N de modo que Ty < jo. Entonces, la sucesion {/f\t].’Tj };ijo estd contenida
en JF. Por tanto, como la familia es relativamente compacta, la sucesién admite una
subsucesion convergente cuyo limite, por la Proposicién , debe ser f, lo que contradice
la desigualdad. O]

Proposicién 4.1.7. Si f es una funcion UKBM tal que existe ©y € R™ de modo que
f(t,xq) estd acotada en [0,00), entonces lim, o+ 0k (e) = 0 para todo compacto K C R™.
Reciprocamente, si f es tal que existe £: R™ — R™ de manera que

/tHT ) dtH — 0

to

lim sup sup ¢
=0t geK  1p>0
Te[0,1/¢]

para todo compacto K C R"™, entonces fi, v converge a f uniformemente en ty y unifor-
memente en los compactos de R".

Demostracion. Supongamos que f es UKBM, y sea K C R"™ compacto, entonces

~ to+T R
dk(e) =sup sup ¢ / (f(t,:t;) - f(m)) dtH =sup sup &I
zeK >0 to zeK >0
Te(0,1/¢] Te[0,1/¢]

£, 1 (z) ?(a;)H .

Sea o > 0. Por el lema previo, existe un 7y > 0 de modo que ||EOT(:1:) —f(x)|| < o para
todo x € K, T € [Ty, 0) y to € [0,00). Entonces, para todo T' € [Tp, 1/¢], se tiene que

- - 1
sup €T ||fy, 7(x) — f(:c)H <e-a=a.
reK 9
to>0

Ademds, por el Lemam existe M > 0 de modo que f esta acotada por M en [0, 00) X K.
Entonces, para cualquier ¢y € [0,00),T € (0,00),x € K se tiene que

to+T to+T'
/ f(t,w)dt“ <= Mdt = M

to to

1
T

y tomando limites se concluye que ||/f\(:c)|| < M, con lo que

£, 1 (x) ?(:n)H < 2M.

para todo T' < Ty. En consecuencia, para o > 0, y todo ¢ < ﬁ,

S\K(e) =sup sup T
xeK  1h>0
T€[0,1/¢]

[ ?(a;)H <a,
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con lo que lim, o+ 0x(€) = 0.
Reciprocamente, si existe f: R" — R™ de modo que

/ o ) dtH —0

to

lim sup sup e
=0t 2eK  1p>0
T€[0,1/¢]

para todo compacto K C R", entonces,

sup sup ¢
xeK tp>0
T€l0,1/¢]

[ (e~ F@) de| 2 1fuete) - @)l viae f0.0),

to

con lo que f es el limite de /f\tO,T cuando T tiende a infinito, y es uniforme en ¢y y en los
compactos de R™. O

Una vez probado que el limite cuando ¢ tiende a cero es nulo, para demostrar que la
tasa de convergencia uniforme es un infinitésimo hay que verificar que sea continua.

Proposicion 4.1.8. Sean f una funcion UKBM tal que existe xy € R™ de modo que
f(t,xy) estd acotada en [0,00) y K C R™ un compacto. Entonces la tasa de convergencia

uniforme 0k es una funcion uniformemente continua en [go, 1] para todo €y € (0,1). En
particular, es continua en (0,1).

Demostracion. Por el Lema [3.3.2] existe una constante M > 0 de manera que f estd
acotada en [0,00) x K por M. Entonces, para todo T' > 0, se tiene que

—~ 1 [T
@) < 7 [ o< a1
0

para todo x € K,y tomando limite cuando 7" tiende a infinito, se concluye que el promedio
estd igualmente acotado en K por M. Por tanto, f(t,x) — f(x) estd acotada por 2M en
[0,00) x K. En consecuencia,

/to+1/€1 IE(t, 2) —?(CB)Hdt <2(1/e1 —1/e2) M

o+1/e2

para cualquier tg > 0y 1,65 > 0.

Sean €9 € (0,1), y @ > 0. Por la continuidad uniforme de la funcién ¢ — 1/e en
el intervalo [eg, 1], existe 5 > 0 de modo que para todo €1,65 con g9 < g1 < g9 < 1y
g9 — €1 < [, se tiene que, para todo ty > 0,

to+1/€1 R
/ |f(t, 2) — f(x)||dt < .
t0+1/62
Entonces, dados t1,ty con 1/e9 <t <ty < 1/ey, se tiene que
to+ta R to+1/e1 R
[ itte) -tf@las [ jete) ~Fe)ld <o (49
to+t1 to+1/e2

Por definicién de superior, existen T' € [0,1/e5], tg > 0y « € K de modo que

[ (o —f@) i —a+Za| [ (to0) - Fw) ar],

to to

-~

dr(e2) <a+ey
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Ahora, puesto que T' € [0,1/e5] C [0,1/£1], se deduce que
~ €

5[{(82) S o+ 8—28\}((81)
1

con lo que

dc(e) — 0xe(e1) < o+ (5—2 . 1) S (21).

€1

Andlogamente, existen T € [0,1/e1], to > 0y @ € K de modo que

/ . ) dtH |

to

-~

Ik(el) <a+e

La integral se puede acotar separando el intervalo como

/ o (f(t, ) —?(m)) dtH < /t " (f(t, ) —’f(m)) dt

to
de modo que el primer término queda acotado por dx(€2)/e2 y el segundo por la desigual-
dad (4.4). Concluimos entonces que

+

/t t:T <f(t, ) — ?<m)> dt|

~ E1~
dr(e1) <a+ 5—151((52) + 1
2

con lo que, como ¢; < 1,

Sx(e1) — dx(22) < 200 + (5—1 - 1> S (22).

€2
Por lo tanto, se tiene que

€2—&1

10k (22) — 0 (e1)] < 20 + méx{d (e1), 05 (e2)},

con lo que para concluir la prueba basta probar que SK estd acotada. La acotacion de ZS\K
es una consecuencia inmediata de la acotacion de ||f;, r(x) — f(x)|| que ya se probé en la
demostracién de la Proposicién [4.1.7] O

Con la Proposicién y la Proposicién queda probado el siguiente resultado,
andlogo al Corolario [3.1.19 para funciones KBM.

Corolario 4.1.9. Sean f una funcion UKBM y K C R" un compacto. Entonces, la tasa
de convergencia uniforme 0 es un infinitésimo.

Al igual que la tasa de convergencia, la tasa de convergencia uniforme proporcionard
cotas para la diferencia de la soluciones de un sistema con la solucién de su promediado.
Sin embargo, al ser una cota mas general, puesto que vale para cualquier tiempo inicial,
hereda las limitaciones que ya probamos en el capitulo anterior.

Proposicién 4.1.10. Sean f una funcion UKBM y K C R™ un compacto. Si la tasa de
convergencia uniforme verifica que 0k (g) = o(e), entonces f(t,x) = f para todo x € K.
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Demostracion. Por definicién, para todo e se tiene que dx(e) < SK(s), con lo que si
dx(e) = o(e) se tiene que dx(c) = o(e). El resultado se obtiene, por tanto, como conse-

cuencia de la Proposicién [3.1.20] ]

Por tanto, de nuevo, el caso més favorable es cuando gK(s) = O(e). En el capitulo
anterior vimos que las funciones de primitiva acotada verificaban que dx(¢) = O(e). La
siguiente proposiciéon muestra que tenemos un resultado andlogo para funciones UKBM.

Proposicién 4.1.11. Sea f una funcion UKBM de primitiva acotada en [0,00). Dado
K C R"™ compacto, su tasa de convergencia uniforme en K verifica que dx () = O(e).

Demostracion. Sea k > 0 de modo que K C B(0, k), entonces

/ o (f(t, x) —’f(m)) dtH

to

S\K(e) =sup sup ¢
zeK >0
T€[0,1/€]

< sup sup €
llz|| <k T€[0,00)

/OT (f(t,a:) —?(w)) dtH < Me

con lo que SK(s) = O(e). O

En particular, al igual que se tenfa para la tasa de convergencia, la Proposicion
demuestra que las funciones periédicas tienen tasa de convergencia uniforme que es O(¢).
Por tanto, se trata de funciones cuyas medias no solo convergen rdpidamente al promedio,
sino que convergen rapidamente uniformemente para todo .

4.2. Aproximacion de soluciones en [0, )

Nuestro propdsito a continuacién es demostrar que, bajo ciertas condiciones, la cota
para la diferencia entre la solucién de y (3.3)) es vélida en [0, 00). Para ello, vamos
a generalizar los resultados de tasa de promedio que se probaron en el anterior capitulo
a una version uniforme respecto al tiempo en que se fija la condicién inicial. Con esto,
se busca conseguir una cota para la diferencia entre las soluciones que no dependa del
tiempo de la condicion inicial.

Definicién 4.2.1. Sea f: R" x [0,00) — R™ una funcién UKBM y f su promedio. Dado
X C R”, se dice que (A(g),7(¢)) es una tasa de promedio uniforme de f en X si A(e) es
un infinitésimo, 7(¢) es un infinitésimo o idénticamente nulo y verifican que

A(e)

AZ) /:ﬁs (£(t.) — Bw)) at]| < (o)

para todo ® € X y ty > 0, es decir, cuando el intervalo de integracion estd contenido en
el intervalo [0, 00).

El siguiente resultado muestra que para cualquier funcién UKBM es posible obtener
una tasa de promedio uniforme a partir de la tasa de convergencia uniforme. Por tanto,
toda funcién UKBM admite una tasa de promedio uniforme. Obsérvese que no se puede
emplear la tasa de convergencia puesto que solo proporciona cotas en intervalos temporales
acotados para cada ¢ fijo.
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Proposicién 4.2.2. Sea f: R" x [0,00) — R™ una funcion UKBM. Dado un compacto
~ ~ —~ 1—
K CR", sidk(e) es la tasa de convergencia uniforme en K, entonces ((5K(5)a, Ik (€) Oé)

es una tasa de promedio uniforme en K para todo o € (0,1).

Demostracion. Por la Proposicién existe 9 > 0 de modo que SK(E) < 1 para todo
e € (0,g9). Dados ¢ € K, a € (0,1) y to > 0, para todo € € (0,¢q), se tiene que

Src ()

: /tt°+ ©(fw) (@) di| < 5.

Dividiendo por gK(g)a a ambos lados de la desigualdad se obtiene el resultado buscado. [

Sin embargo, la Proposicién [3.2.4] no requiere en ningiin momento que el intervalo
temporal esté acotado, sino que se basa en una propiedad de las funciones periédicas que
es valida para cualquier tiempo. Por tanto, la misma prueba justifica que, de hecho, la
tasa de promedio de las funciones periédicas es una tasa de promedio uniforme.

Proposicién 4.2.3. Si f: R" x [0,00) — R™ es una funcion periddica de periodo T,
entonces (T,0) es una tasa de promedio uniforme en R".

Una vez desarrollado el concepto de tasa de promedio uniforme, es inmediato obtener
cotas para la diferencia entre las soluciones con condicién inicial en un tiempo distinto de
cero. Se puede aplicar el Teorema [3.2.7] a las trasladadas utilizando la tasa de promedio
uniforme, como muestra la siguiente proposicion.

Proposicién 4.2.4. Sean £ una funcion UKBM, X C R" y (A(e),7(¢)) una tasa de
promedio uniforme de £ en X. Entonces, para todo ty > 0, (A(e),7(e)) es una tasa de
promedio de la trasladada f;,.

~

Demostracion. Dados tg > 0, x € X y 0 < t; < (1 — A(e)), por ser (3(5),ﬁ(5)) una
tasa de promedio uniforme de f se tiene que

Ae)

Por un cambio de variable, se obtiene

Age) Ae)

/tto+t1+ ©(f @)~ T(2)) dt = /t1+ © (o + @) ~ F(@)) dt

o+t1 t1

de lo que se sigue el resultado. O]

Sin embargo, para obtener cotas vilidas en [0, 00), vamos a necesitar cotas indepen-
dientes del tiempo de la condicién inicial y validas en intervalos de la forma [to, to + ¢/€]
con ¢ no necesariamente igual a 1. Por tanto, antes de enunciar el equivalente al Teore-
ma [3.2.7] en su versiéon uniforme, vamos a reescalar la variable temporal como hicimos
para probar el Teorema (3.3.9]

Ademsds, en el caso de la tasa de promedio uniforme, resulta m&as natural reescalar el
tiempo que en el Lema [3.3.8, ya que la definicién no depende de un intervalo temporal
especifico como en la Definicién [3.2.2]
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~

Lema 4.2.5. Sean f: R"x[0,00) — R" una funcion UKBM y X C R". Dada (A(e),7(€))
una tasa de promedio uniforme de f en X, se tiene que (A(g)/c,cn(€)) es una tasa de
promedio uniforme de cf(ct,x) en X.

Demostracion. Para todo x € X y 0 < ¢, se tiene

A(e)

AZ) /:“ (£(t.) ~ F(w)) dt]| < (o)

que, aplicando el Teorema del Cambio de Variable, se puede reescribir en tiempo 7 como

t A(e)
5 ?OJF ce

3(5) o

c

<cf(cr, z) —?(m)) dr|| < 7i(e).

Multiplicando por ¢ a ambos lados, y denotando 1 = /¢, se concluye que

A(e)

C(i) / mhe (cf(er, ) ~ Ta)) dr| < cife)

)

para 0 < 7, con lo que (3(5)/0, cn(€)) es una tasa de promedio uniforme de cf(cr, ). O

Entonces, dado que si f es globalmente lipschitziana con constante L > 0 y acotada
por M > 0 entonces también les ocurre lo mismo a todas las trasladadas, se puede aplicar
el Teorema con la tasa de promedio que proporciona el Lema [4.2.5] Al igual que se
hizo para la prueba del Teorema , estas cotas validas en intervalos de longitud 1/e
en tiempo reescalado se transforman en cotas vilidas en intervalos de longitud ¢/e. Por
tanto, se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 4.2.6. Sea f: R" x [0,00) — R™ una funcion UKBM, globalmente lips-
chitziana con constante L > 0 y acotada por M > 0. Sea x. la solucion del problema

{w’ =ef(t,x)

2(to) = (4.5)

y sea y. la solucion del problema

{y’ = cf(y) (4.6)
Y(to) = .

Sea (A(e),7n(e)) una tasa de promedio uniforme en un conjunto que contenga a y.(t) para
todo t € [to, to + c/e]. Entonces, dado ¢ > 0, se tiene que

|2 (t) = ()] < (L +2)MA(e)/c + cij(e)) Vit € [to,to + c/e].

La cota que proporciona la Proposicién [4.2.6] es valida en un intervalo de longitud c/e
a partir del tiempo de la condicién inicial ¢y3, donde las soluciones tienen que coincidir.
Para extender la cota para la diferencia entre la solucién de y la solucion de
a todo [0,00) vamos a definir una particién de [0, 00) en intervalos de longitud [0, c¢/e] y
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trabajaremos con soluciones de que coincidan en el extremo inferior de los intervalos
con la solucion de (3.1).

Esto nos proporciona cotas para la diferencia entre las soluciones de y la so-
lucién de en cada uno de los intervalos de la particién. Sin embargo, puesto que
necesitamos una cota para la solucién de , necesitamos una hipétesis adicional sobre
la ecuacién y' = 5?(y) que nos permita obtener cotas entre soluciones con condiciones
iniciales préoximas.

Para ello, vamos a enunciar un lema basado en el Teorema de Poincaré-Lyapunov que
se enuncia a continuacién y cuya demostracion se puede encontrar en [27].

Teorema 4.2.7. (Poincaré-Lyapunov) Consideremos el problema de Cauchy

!/

{a: = (A+ B(t))x + g(t, z) wn
x(lo) = o,

donde A es una matriz n X n tal que todos sus autovalores tienen parte real negativa, B(t)

es una matriz n X n con dependencia continua en t y de modo que lim;_,, [|B(t)|| =0, y

g: [0,00) x R" — R" es una funcion continua y de clase C' respecto a la variable espacial
en un entorno de x = 0 tal que

g(t, x)

=0
=0 |||

uniformemente en t. Entonces, existen constantes C,pu, 7 > 0 y un entorno U de x = 0
de modo que la solucion de (4.7)) x(t;to, xo) estd definida y verifica para todo t > to que

x(tito, x0) €Uy |z(tsto, @)l < Ce =) |lag |
para todo ty > 7 (o0 todo to € R si B(t) =0) y &g € U.

Utilizando el Teorema de Poincaré-Lyapunov, el siguiente lema demuestra que, bajo
ciertas condiciones, para un sistema auténomo, como es el sistema promediado, existe un
tiempo a partir del cual el flujo es exponencialmente contractivo. Es decir, que la diferencia
entre dos soluciones con condiciones iniciales distintas disminuye exponencialmente.

Lema 4.2.8. Sean f una funcion de clase C' en un dominio D C R™ y a € R™ un punto
de equilibrio del sistema ' = f(x), es decir, un punto tal que f(a) = 0. Si todos los
autovalores de f'(a) tienen parte real negativa, existe un entorno U de a en D tal que
para todo xy € U y ty € R, la solucion x(t;ty, xy) de ' = f(x) con condicion inicial
x(ty) = o estd definida y verifica que x(t;tg, xo) € U para todo t € [ty,00), y existen
constantes C, u, 7 > 0 de modo que si &, es otro punto de U, entonces

fl)(t;to,wl) - fl?(t;to,wo) S U, t e [to,OO)

Hm(t, t(], :1:1) — Q'J(t, t(), $0)|| < Oe—ﬂ(t—to)le - JIQH, t e [to, OO) (48)

para todo ty > T.

Demostracion. En primer lugar, sea y(t) = x(t; to, o) — a. Entonces
Y'(t) = a'(t; to, o) = £(x(t; 1o, @0)) = £'(a)y(t) + g(y(t))
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donde g(y) = f(y + a) — f(a) — f'(a)y es el resto de Taylor al desarrollar f en torno a a
y, por tanto, es C! y verifica que

tim 8% _ o,

v=0 [y

Es decir, y(t) es la solucién del problema de Cauchy

y =f(a)y +g(y)
y(to) = xo — a,

que verifica las hipétesis del Teorema [£.2.7 Como consecuencia del teorema, existe un
entorno de = 0 de modo que, si la condicién inicial y(ty) estd en dicho entorno, la
solucién y(t) tiende a cero exponencialmente cuando t — co. Equivalentemente, existe un
entorno U; de a de modo que si ¢y € U; la solucién x(t;tg, xo) estd definida para todo
t >ty y se tiene que

lim x(t;ty, xo) = a
t—o00

para todo xg € U,.
Ahora, sea z(t) = x(t;ty, x1) — x(t; to, o). Entonces
2'(t) = &' (t;tg, @) — &' (t; 80, 2o) = £(x(t;t0, 1)) — £(2(t; 10, 20))
(@) (@(t; to, 1) — @ (t; to, @o)) + g(a(t; to, 1) — @) — g(a(t; to, o) — a)
"(a)z(t) + g'(y(1))(t) + h(t, z)

donde h(t,z) = g(z+y(t)) —g(y(t)) — g'(y(t))z es el resto de Taylor al desarrollar g en
torno a y(t). Por tanto, z(t) es solucién del problema de Cauchy

{zzamw+gw@mz+mua

Z(to) =T — Xy,

f
f

(4.9)

Vamos a comprobar que el sistema verifica las hipétesis del Teorema

Se tiene que g'(y(t)) = f'(y(t) + a) — f'(a) es una funcién continua con g'(0) = 0.
Por tanto, como lim; . y(t) = 0, se tiene que lim; . ||g'(y(¢))|| = 0. La funcién h es
continua respecto a t y derivable con derivada continua respecto de la variable espacial.
Ademsds, por el Teorema del Valor Medio, podemos escribir h como

h(t, z) = (g'(ci.z) — g'(y(1)))=

con ¢, un punto en el segmento que une z + y(t) e y(t). Ahora bien, puesto que
lim; o y(t) = 0, se tiene que y(t) estd acotada en [tg,00). Sea K un entorno com-
pacto de este conjunto. Puesto que g’ es continua, es uniformemente continua en K, es
decir, dado a > 0, se tiene que existe § > 0 de modo que si y,,y, € K son tales que
llys — Y4l < B, entonces ||g'(y,) — &'(y,)]| < a. Ahora, si ||z]| < Sy z € K se tiene que
levs — (O]l < 12] < 5 con lo que

g’ (er2) — &' (y(1)| < a.

Acabamos de probar que g'(c;») — g'(y(t)) tiende a cero cuando z tiende a cero, unifor-
memente en ¢, con lo que
, h(t,z)
lim ———
=0 | 2|

=0
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uniformemente en t.
Por tanto, aplicando el Teorema [4.2.7] existen constantes C, u, 7 > 0 y un entorno U,
de & = 0 de modo que

HfB(t, to, CUl) — w(t,to, lU())H < Cgeil&(tito)’lwl — ZB()H, t e [to, OO) (410)

siempre que 1 —xg € Uy y tg > 7.

Sea U un entorno de a contenido en U; de modo que para todo par de puntos de U,
su diferencia esté en U,. Dados @, €1 € U, se puede aplicar (4.10) y se tiene el resultado
buscado. O]

El Lema requiere que las condiciones iniciales de las dos soluciones estén en un
entorno U para poder aplicar la desigualdad . Sin embargo, en la demostracion del
teorema de la cota para la diferencia entre soluciones en [0, 00) se busca aplicar el lema
a soluciones de las que no se sabe si las condiciones iniciales estdan en U, pero si se sabe
que ambas soluciones terminan en U.

El dltimo lema antes de presentar el teorema nos permitird asegurar que las condiciones
iniciales estdn en U para e suficientemente pequeno, ya que proporciona una cota para la
diferencia entre la solucién de y la solucion de cuando en vez de evolucionar
hacia el futuro se hace hacia el pasado.

Lema 4.2.9. Sea f: R" x [0,00) — R"™ una funcion UKBM, globalmente lipschitziana
con constante L > 0 y acotada por M > 0. Sean x. la solucion del problema €
y. la solucion del problema (4.6)). Si (A(e),7(€)) una tasa de promedio uniforme en un
congunto que contenga a y.(t) para todo t € [ty — c/e,to] y 0 < c/e < ty, se tiene que

|2 (t) =y (O]l < (L +2)MA(e) /e + cij(e) Vi € [to — c/=, to].

Demostracion. En primer lugar, podemos extender f a una funcién definida en (—oo, 00)
por simetria, definiendo f(—¢, ) = f(¢, ) para todo t > 0. Entonces, se tiene que f(—t, )
es una funcion UKBM, globalmente lipschitziana con constante L >0y acotada por M >0,
y (A(e),7(e)) es una tasa de promedio uniforme de f(—¢, ). Con estas consideraciones,
ademsds, se tiene que la demostracién de la Proposicién es valida para tg < 0, con
lo que todas las trasladadas, tanto de f(¢,x) como de f(—t, &) son funciones KBM con
promedio /f\(az)

Las soluciones x.(t) e y_(t) en [ty — /e, to] son equivalentes a las soluciones x.(t, — ct)
e y.(to — ct) en [0,1/¢] de los problemas

x' = eg(t, z) v Y =eg(y)
z(0) = o y(0) =z
donde g(t, ) = —cf(to — ct, z). Entonces, si se demuestra que (A(e)/c, cij(¢)) es una tasa
de promedio para g habriamos acabado la demostracion.
Dado ® € K, para todo 0 < t; < %(1 — #), haciendo el cambio de variable

T = —t +1y/c, se tiene que

A(e) to

/ " ) — @) di = — / o (cter, @) F(@)) ar

A
t1 —t1— o

c
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Puesto que, por el Lema m, (A(€)/c, cii(€)) es una tasa de promedio uniforme para

cf(er,x), y t1 + %f) < % < %0, se tiene que %0 —t — AC(:) >0y
ce t1+£c(§) ~ ~
= (8(t,2) —g(z)) dt|| < cij(e).
A(g) t1
Por tanto, el resultado es consecuencia del Teorema [3.2.7] O

Finalmente, estamos en condiciones de enunciar el teorema fundamental de este capitulo.
Es posible extender la cota para la diferencia entre la solucién de y la solucién
de a todo el intervalo [0, 00) si la funcién f es UKBM y estamos en las proximidades
de un punto donde la derivada del promediado tiene todos sus autovalores con parte real
negativa.

Teorema 4.2.10. Sea f: R"x[0,00) — R™ una funcion UKBM, globalmente lipschitziana
y acotada. Sean z.(t) la solucion del problema (3.1) e y.(t) la solucion del problema (3.3).
Supongamos que f es una funcion de clase ClAy a € R" es un punto de equilibrio del
sistema tal que todos los autovalores de f'(a) tienen parte real negativa. Si U es
el entorno que proporciona el Lema y la_condicion inicial de ambas soluciones es
xo € U, dada una tasa de promedio uniforme (A(e),7(€)) en un conjunto que contenga a
U, se tiene que

z:(1) — (1) = O(max{A(e),7(¢)}) en [0,00).
Demostracion. Consideremos la ecuacién en tiempo lento
dy +
— = f(y).
.. =)

Por el Lema [4.2.8] existe un entorno U y constantes C, u, 7 > 0 de modo que para todo
par de puntos y,,y; € U y todo sy > 7 se tiene que

Iy (s3 50, 91) = y(s3 50, m0) | < Ce™ 7 |yy —ygl, s € [s0,00).

Tomamos ¢ > sy de modo que k = Ce "¢ < 1. Entonces, en tiempo rapido, si y_(¢; to, y,)

es la solucién de ({3.3)), se verifica que

lly(to + c/esto, Y1) — y(to + c/s5to, yo)ll < kllyr — yoll (4.11)

para todo ty > ¢/e.

Particionamos el intervalo [0, 00) en los intervalos I, = [mc/e, (m+1)c/e], y denotamos
Y. m(t) ala solucién de la ecuacion y' = 5f(y) con condicién inicial y(me/e) = x.(mc/e),
que, por la Proposicion , estd definida en todo [0, 00). Ademds, en cada intervalo I,
de longitud ¢/e se puede emplear la Proposicién m para obtener la cota

|2 (t) = Y (Ol < H(L+2)MA() /e + cii(e)) = 6(e), t € I, (4.12)

Por el Lema se tiene que y_(t) € U para todo t € [0, 00) y lim;_,» y.(t) = a. Por
tanto, U contiene a un compacto K que contiene a y_(t) para todo t € [0, 00). Entonces,
existe g9 de modo que para todo punto x € K

2+ k

B (a:, (m + 1) 5(5)) CcU, €€ (0,¢) (4.13)
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Vamos a probar por induccién en m que, para € € (0, &), se tiene que
|lz-(t) = y.(O)] < 2+ k)3(e) (1 +k+---+ &™), t €[]I (4.14)
j=0
Para Iy U I, se puede aplicar la Proposicién [4.2.6) para probar que
|2(t) — y.()]| < (L +2)MA(e)/(26) + 2ii(e)) < 25(e), t € [yU Ty

con lo que se tiene (4.14]) para m = 1.
Supongamos que se tiene (4.14)) para m — 1, entonces se tiene que

lz-((m — 1)e/e) = y.((m — De/e)|| < (2+E)o(e)(1+k+ -+ K™,
Ademds, por el Lema [4.2.9]
1Yo m((m = 1)c/e) —x((m — 1)c/e)|| < 5(e).
Por tanto, concluimos que

2+ k

I3 1)e/2) (=D < (@44 k7 ) +006) < (25541 06)

con lo que por (4.13), y_,,((m —1)c/e) € U y se puede aplicar el Lema m Entonces,
por (4.11]), se tiene que para todo t € I, 1,

1Yt +c/e) =yt +c/e)|| < Ellyem(t) —y(D)]].
En particular, si denotamos por || - ||z, a la norma del supremo en I,,, se tiene que

Hys,m - yE”Im < k”ya,m - yEHImfl' (415>

Combinando las desigualdades (4.12)) y (4.15]), por la desigualdad triangular, se deduce
que

122 = Yellr, <0(e) + kllYem — Yol
< 0(e) + k@ =yl + Kl — yellr,
< (L+k)o(e) + ke =yl .-

Entonces, por hipétesis de induccion, concluimos que
|z —y. ||, < 2+k)5(e)+k2+E)5(e)(1+k+---+k" ") = (24+k)d(e)(1+k+---+k™)

y, tomando limite cuando m tiende a infinito en la expresién (4.14), concluimos que

2+k
le=(t) = Yem (O]l < T—0(), t € [0, 00),
con lo que el resultado se deduce de que d(e) = O(max{A(e),7(c)}). O
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Al igual que en el capitulo anterior, las hipétesis sobre f de acotacion y ser globalmente
lipschitziana se imponen para facilitar la demostraciéon, pero no son necesarias. Sea U el
entorno que proporciona el Lema [£.2.8, que se puede tomar compacto sin pérdida de
generalidad. Si ¢(x) es una funcién de soporte compacto que vale 1 en U, es inmediato
a partir de la Proposicién que f(t,z)p(x) es UKBM y verifica las hipdtesis del
Teorema|4.2.10, Puesto que la solucién del sistema promediado acondicionado se mantiene
en U para todo t € [0,00), para € suficientemente pequefio podemos garantizar que la
solucion del sistema original acondicionado también esta siempre en U, con lo que son
también soluciones de los sistemas sin acondicionar. Esto demuestra el siguiente resultado.

Teorema 4.2.11. Sea f: R"x[0,00) — R™ una funcion UKBM. Sean x.(t) la solucion del
problema e y.(t) la solucion del problema . Supongamos quef es una funcion de
clase C' y a € R™ es un punto de equilibrio del sistema tal que todos los autovalores
de /f:’(a) tienen parte real negativa. St U es el entorno que proporciona el Lema Y
la condicion inicial de ambas soluciones es xg € U, dada una tasa de promedio uniforme
(A(e),7(2)) en un conjunto que contenga a U, se tiene que

z(1) — y.(t) = O(max{A(e),7(e)}) en [0, 00).

Sin embargo, no se pueden relajar las hipétesis sobre los autovalores del sistema prome-
diado. Las propiedades dindmicas del sistema promediado son necesarias para combinar
la informacién en cada intervalo. No es suficiente con disponer de las cotas independientes
de la condicién inicial que proporciona la Proposicion [4.2.6]

Ejemplo 4.2.12. Consideremos de nuevo la ecuaciéon de Van der Pol del Ejemplo [3.3.1]
La funcién del sistema en forma estdndar es periddica, y por tanto, UKBM por la Propo-
sicion [4.1.2

La funcién promediada es

con lo que su derivada es

Por tanto, en el punto critico 7 = 2 y § = 0, tiene como autovalores —1 y 0. En conse-
cuencia, no verifica las hipétesis del Teorema [4.2.11], puesto que un autovalor tiene parte
real nula.

En la Figura [£.2] se han representado la solucién del sistema original y la del sistema
promediado en las mismas condiciones que en la Figura[3.6, durante un intervalo temporal
mayor. Como se puede apreciar, la diferencia entre las fases de las soluciones del sistema
original y promediado parece incrementarse linealmente con el tiempo, con lo que no
parece admitir una cota valida en todo [0, 00). Esto es debido al autovalor nulo, que hace
que el flujo no sea exponencialmente contractivo.

Sin embargo, observemos que la amplitud sf verifica el Lema[4.2.8] Puesto que podemos
aplicar la Proposicién y el Lema[f.2.9]a las componentes de las soluciones, es sencillo
adaptar la demostracion del Teorema para demostrar que la diferencia entre la
amplitud de la solucion del problema original y la amplitud de la solucién del problema
promediado es O(e) en [0, 00), por la tasa de promedio uniforme de la Proposicién [4.2.3]
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Figura 4.2: Solucion exacta y promediada para la ecuacién de Van der Pol.

Como se aprecia en el ejemplo, aunque se esté en condiciones de estabilidad y la funcién
sea UKBM, o incluso periddica, si no se tiene la estabilidad asintética que necesita el

Teorema no se puede garantizar una cota en intervalos no acotados.
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Capitulo 5

Teoria de promedio para funciones
periodicas

En el Capitulo [3|se ha visto como a partir del promedio se puede obtener un problema
de Cauchy auténomo que proporciona una aproximacién a la solucién del problema de
Cauchy original en condiciones muy generales. Sin embargo, es en el caso periédico cuando
la teoria de promedio proporciona mejores resultados, alcanzando la cota 6ptima de O(¢).

El propésito de este capitulo es probar esa misma cota para el caso periédico mediante
una demostracion diferente. La demostracién que aqui se recoge es anterior a la que se
proporcioné en el Capitulo [3]y se basa en el trabajo de Bogolyubov |4]. Es especifica para
funciones periédicas, se puede generalizar para orden mayor y permite entender la teoria
de promedio de una forma alternativa.

5.1. Aproximacién de primer orden
Counsideremos la ecuacion diferencial
x' = cefi(t,x) + F(t, , ). (5.1)

con f;, f; continuas, periédicas de periodo 7', y localmente lipschitzianas en la variable es-
pacial. Supongamos ademés que f; es de clase C! y que tanto la funcién como sus derivadas
son globalmente lipschitzianas en la variable espacial y acotadas, y que f5 es acotada. Aun-
que puedan parecer hipétesis muy fuertes, al igual que hicimos en los capitulos anteriores,
comprobaremos mas adelante cémo pueden relajarse acondicionando el problema.

En el Capitulo |3 ya comprobamos que, en estas condiciones, f; es KBM y tiene sentido
considerar la ecuacién diferencial y’ = ef;(y). Nos planteamos ahora si existe una trans-
formacion = U(t, z,¢) de modo que la ecuacién original se transforme en una de
la forma

2 =egi(2z) + gt z,€), (5.2)

donde g; es el promedio de f;. En estas condiciones nos referiremos a la ecuacion ([5.2))
como ecuaciéon promediada total.

Sin embargo, la ventaja de la ecuacion promediada tal y como la plantedbamos en el
Capitulo [3| era que se obtenia una ecuacién auténoma. Estamos interesados, por tanto, en
la ecuacion

Yy =egi(y). (5.3)
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a la que nos referiremos como ecuacién promediada truncada. Es esta ecuacién con la
que nos interesa comparar la solucién del problema original, y con la que hemos estado
trabajando en el Capitulo [3] La particularidad de esta demostracién es trabajar con la
ecuacion promediada total como paso intermedio, a la que queremos llegar a través de un
cambio de variable.

En primer lugar vamos a introducir la nocién de una transformacion préxima a la

identidad.

Definicién 5.1.1. Una transformacién préxima a la identidad es una aplicaciéon U(¢, x, €)
de clase C! definida en R x R" x [0, €] de la forma

U(t,x,e) = x + eu(t, x, ¢),
con u acotada.

Se tiene que, para ¢ nulo, la transformacion es la identidad y, en general, se tiene
que U(t,z,e) — x = O(e). Es decir, para € pequeno, la transformacién se asemeja a la
identidad, de ahi el nombre.

A lo largo de esta seccién usamos la transformacién préoxima a la identidad

U(t,xz,e) =x + €/Ot (E(w) —fi(s, a:)) ds. (5.4)

En efecto, U es C! por serlo fi, y el segundo término estd acotado por estarlo f;, como se
deduce del Capitulo . El objetivo es probar que la transformacién z = U(t, x, €) estd bien
definida y que convierte la ecuacién original en la ecuacién promediada total .

A través de los siguientes resultados, vamos a ver que la relacion z = U(¢, x, €) define
un cambio de coordenadas. Para ello se tiene que comprobar que la correspondencia entre
las variables « y z es invertible.

Lema 5.1.2. Sea U(t,x,c) = x+eu(t,x) la transformacion definida en (5.4). Entonces,
U es periodica de periodo T y u es globalmente lipschitziana en la variable x.

Demostracion. En primer lugar, vamos a ver que u es periédica de periodo 7', con lo que
también lo es U. Dado t € R, se tiene que

u(t+7T,x) = /OHT </f\1(w) —fi(s, a;)) ds
= /OT (E(w) —fi(s, a:)) ds + /T+t <E(:IZ) —fi(s, w)) ds.

T

Sin embargo, como f; es periédica de periodo 7', por la Proposicion [3.1.5] se tiene que

/OT </f\1(213) - f1(8,33)> ds = T/ﬂ(w) - /OT fi(s,x)ds =0

Por tanto, por la periodicidad de f; concluimos que

T+t

u(t+17,x) :/

T

(ﬁ@:) (s, a:)) —u(t,z).
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Veamos ahora la propiedad lipschitziana. Sea L > 0 la constante de Lispchitz para fi,
dados x1, x5 € R™, y t € R, que podemos suponer en [0, 7] por periodicidad, se tiene que

t
futt. ) = uta) < [ (Ils0) = s, 2] + (i) ~i(as)]) ds
Ot ¢ T
g/o Hfl(s,wl)—fl(s,wQ)Hds%—f/O Ifu(s, 1) — (s, )| ds
T
5/0 2fy(s, 1) — £1(s, 22) | ds < 2LT |1 — s

como queriamos probar. O]

Proposiciéon 5.1.3. Dado D C R" abierto y acotado, existe ¢¢ > 0 y una funcion
V(t,z,e) definida en R x D x [0,&), periddica de periodo T y de clase C' de modo
que

U(t,V(t,z,¢e),e) ==
y tal que para cada t € R y e € [0,g0] fijos, la aplicacion z — V(t, z,e) es inyectiva en
D. Ademds, V tiene la forma

V(t,z,e) =z+ev(t, z,¢)
con v acotada.

Demostracion. Consideremos la funcion W dada por
W(t,z,z,e) =z +cu(t,x) — 2

definida en R x R™ x R"” x R, de clase C! y periédica de periodo T'. Para cada punto se
tiene que W(t, z,z,0) = 0 y que la derivada parcial W, (t, z, z,0) es la matriz identidad.
Por tanto, aplicando el Teorema de la Funcién Implicita en cada punto £ = (¢, z,0) con
(t,z) € [0,T] x D, se tiene que existe un entorno de &, A¢ x Be x C¢, con A¢ C R, Be C R®
y C¢ C R abiertos, y una unica funcién de clase C', Vg, definida en A¢ x B¢ x C¢ con
llegada en R™ de modo que W (t, V¢(t, 2z,¢), z,¢) = 0. Es decir,

U(t,Ve(t, z,e),e) = Ve(t, z,6) + cu(t, Ve(t, z,6)) = 2

para todo (t,2z,¢e) € A¢ X Be X Ce. Puesto que [0,7] x D es compacto, existen &1, ..., &,
de modo que o
[0,T] x D C (Ag, X Bgy) U+ -+ U (Ag, X B,).

En particular, si denotamos A = A U---U A v B = Be U---U B, se tiene que
0,T]Cc Ay D C B.

Tomamos gy < 1/(2LT) de modo que [0,g9] C C¢,N---NC;,. Dadost € Ry e € [0, &,
vamos a ver que la aplicacién @ — U(t, x, ) es inyectiva. Sean &1, s € R" con x; # @,
se tiene que

U(t,x1,e) = &1 + eu(t, o)) = &3 + cu(t,xz) = U(t, x, €)
y aplicando el lema previo concluimos que

|1 — x2|| = 2L T ||y — x5| < |21 — 22|
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Por tanto, la aplicacién x +— U(t, x, ) es inyectiva y existe una inversa z — V(t, z,¢)
definida en la imagen U(¢,R", ¢). A continuacién, vamos a probar que la inversa global V
coincide con las inversas locales V¢, en los entornos correspondientes. Por la periodicidad
de U, se tiene que V(t,z,e) = V(t + T, z,¢), con lo que es periédica de periodo T y
podemos restringirnos a tiempos en [0, 7.

Dados t € [0,T],z € D, existe & de modo que t € A, y 2z € Be. Como [0,e0] C C,,
concluimos que

U(t, Vg, (t, z,6),e) =z Ve €0,g]

con lo que z € U(t,R",¢) y por la unicidad de la inversa, V(t,z,¢) = Vg, (t, z,¢) para
todo ¢ € [0, &g]. Concluimos que la funcién V estd definida en R x D x [0,¢&0] y coincide
localmente con las funciones Vg,. Por tanto, V es de clase C'.

Finalmente, puesto que W (t,z,2,0) = 0 para todo t € R,z € D, se tiene que
V(t,z,0) = z. Puesto que V es de clase C! podemos desarrollar en potencias de € hasta
orden 1 y concluimos que V tiene la forma

V(t, z,e) =z+ev(t z,¢).

Ademas, para cada t y ¢ fijos, se tiene que & — U(t, x, ) es la inversa de z — V (¢, z,¢),
con lo que

z=U(t,xz,e) =U(t,V(t,z,6),e) =z +ev(t,z,e) +eu(t,V(t, z,¢))
con lo que la acotacion de v se deduce de la de u. O

Por tanto, la relacion z = U(t, x, ¢) define un cambio de coordenadas cuya inversa
se comporta de nuevo como una transformacién préxima a la identidad. A continuacion,
vamos a ver que esta relaciéon nos trasforma la ecuacién en otra auténoma hasta orden 1.

Proposicién 5.1.4. La transformacion z = U(t,x,e) transforma la ecuacion origi-
nal (5.1) en la ecuacion promediada total (5.2). Ademds, con las condiciones impuestas
afy y £y, se tiene que gy es acotada.

Demostracion. Derivando con respecto al tiempo la expresion z = U(t, x, €), y reempla-
zando ' usando ({5.1)), se tiene que

Z =x +ew(t,x) + euy(t, z)x’
=c(fi(t,z) +w(t,x)) +° (h(t, @, e) + uz(t,z)fi(t, @) + cug(t, x)fa(t, x,€)) .

Usando la transformacion inversa, € = V(t, z, €). El segundo sumando ya es de orden dos
al sustituir & en funcién de z, con lo que nos centramos en el primer sumando. Por ser
f, de clase C!, se puede desarrollar en potencias de ¢ hasta orden 1, de modo que se tiene
que
e(fit,x) +w(t,x)) =c(fi(t,z +ev(t, z,¢)) + w(t,z +ev(t, z,¢)))
= e (fi(t, 2) + w(t, 2)) + €°h(t, z,¢)

donde h es la suma de los restos de Taylor de f; y u;, y por tanto acotada por serlo f; y
u;. Ahora, como R
ut(ta Z) - fl(z) - fl(ta Z)
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los sumandos f (¢, z) se cancelan y el término de orden 1 es 1. Entonces, la transformacién
nos lleva la ecuacién original a una de la forma con g, igual a la suma de los
restos de Taylor h y el resto de términos de orden mayor que 1 que aparecian antes.

Falta probar que g, es acotada. Para ello, puesto que sabemos que h es acotada, vamos
a comprobar que la suma

f2(t,x,e) + ux(t, o)t (¢, @) + cug(t, @) (t, @, €)

lo es. Por hipétesis, f; y f; son acotadas, con lo que si probamos que u, es acotada
habremos terminado.

En primer lugar, observemos que las derivadas de f; son globalmente lipschitzianas
por hipétesis y periédicas de periodo T' por serlo f;. En virtud de la Proposicion |3.1.5),
se tiene entonces que las derivadas de f; son KBM. Por tanto, concluimos a partir del
Corolarioque f, es de clase C!. Entonces, podemos aplicar el Teorema de Derivacion
Bajo el Signo de Integral (véase |2]) y concluimos que

ug(t,x) = /Ot <fg;(a:) — fl,m(s,a:)) ds

ya que la Proposicion [3.1.13| nos permite afirmar que el promedio de las parciales de f;
coincide con las parciales del promedio.

Ahora bien, de la acotacién de las parciales de f; se deduce la acotacion de la funcién
u;, va que entonces el integrando estd acotado y si M > 0 es una cota para este, por
la periodicidad de u,, se tiene que T'M es una cota de la funcién para todo t € R. Por
tanto, u, estd acotada, y concluimos que gy también. O

Hemos conseguido un cambio de variables que convierte la ecuacion en la ecua-
cién . Esta eleccién no es tnica, sin embargo, hay una particularidad que hace a la
transformacién interesante. Observemos que U(0,x,¢) = & y como U es periddica
de periodo T, se tiene que U(kT,x,e) = @ para todo k € Z. Entonces, se tiene que
las soluciones de y con mismo dato inicial coinciden en multiplos del periodo.
Esto recibe el nombre de propiedad estroboscépica y nos referiremos a los miltiplos del
periodo, donde coinciden las soluciones, como tiempos estroboscépicos.

A continuacién, vamos a comprobar el teorema de la cota de error. Para ello prime-
ro vamos a demostrar una cota entre la soluciéon de la ecuacién promediada total y la
promediada truncada.

Lema 5.1.5. Sea y_(t) la solucion de la ecuacion promediada truncada (5.3) y z-(t) la

solucion de la ecuacion promediada total (5.2), ambas con misma condicion inicial. Se

tiene que y_(t) — z.(t) = O(e) en escala de tiempo e~ *.

Demostracion. Sea xq la condicién inicial, se tiene que

0.0 =+« [ Byl
z(t) =xo+¢ /Ot <f1(zg(s)) +ega(s, z:(9), 5)) ds.
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Si M es una cota para gs, entonces,

ly.(t) — z.(1)]| < e / £ (y.(s)) — Fi(z(s))]| + 2 M.

Ahora, como f; es lipschitziana con constante L > 0, se tiene que f; es lipschitziana con
constante L > 0 y concluimos que

ly.(t) — z.(0)] < <L / ly.() — z(8)]| + M.

Por tanto, aplicando el Corolario se deduce que

M
ly-(t) — z()]| < e (exp (eLt) —1).
con lo que
ML
lye(t) = z-(O)] < e (" —1) Vee[o,1/e],
es decir, y_(t) — z.(t) = O(g) en escala de tiempo ' O

Finalmente estamos en condiciones de volver a enunciar el teorema fundamental de la
teoria de promedio para funciones periddicas para la aproximaciéon de primer orden.

Teorema 5.1.6. Sea x.(t) la solucion de la ecuacion original (5.3) y y.(t) la solucion de
la ecuacion promediada truncada (5.3)), ambas con la misma condicion inicial. Se tiene
que z.(t) —y_(t) = O(e) en escala de tiempo e~*.

Demostracion. Sea y(s) la solucién de la ecuaciéon promediada truncada en tiempo lento,
la cual sabemos que no depende de . Al ser y(s) una funcién continua, se tiene que la
orbita {y(s) € R™, s € [0, 1]} es compacta. Por tanto, existe un conjunto abierto y acotado
D que la contiene. En particular, se tiene que y.(t) = y(te) € D para todo € € [0,1/¢].

Por el lema previo, existe un € > 0 suficientemente pequeno para el cudl z.(t) esta
contenido en D para todo t € [0,1/¢] siempre que ¢ € [0, gp]. Para este conjunto D, el
cambio de variable dado por U estd bien definido, en virtud de la Proposicién [5.1.3] para
e € [0,¢5]. Por tanto, tomando ey = min{ej, €}, se tiene que

ze(t) = U(t,z(t),e) = x(t) + eu(t, z(t)) Ve €0,

y como la funcién u es acotada, se tiene que x.(t) — z.(t) = O(e) en R.
Por la desigualdad triangular se tiene que

lze(t) — y (D) < lle(t) — 2 ()] + [[2-(£) — y ()|
y el teorema se deduce de la cota del otro término que proporciona el lema previo. O

Como se puede ver se trata de un resultado muy similar al Corolario [3.2.9) y méas ade-
lante veremos cémo se pueden relajar las hipétesis de acotacion de caracter Lipschitziano
global acondionando el problema igual que en el capitulo anterior. Sin embargo, lo que es
intrinseco y necesario de esta demostracion es el cardcter derivable de la funcién. Aunque
en el capitulo anterior vimos que no es necesario para el resultado, con las técnicas de
transformaciones préximas a la identidad es necesario para garantizar que los cambios de
variables estén bien definidos.

En la siguiente seccién vamos a ver que es precisamente la regularidad de la funcién
lo que nos permite construir aproximaciones mejores.
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5.2. Aproximaciones de mayor orden

Consideremos en este caso la ecuacion diferencial

x = cf (t,x) + -+ " (t, ) + T (¢ =, ). (5.5)
con fi,... fi, i1 continuas, periédicas de periodo T, y localmente lipschitzianas en la
variable espacial. Supongamos ademds que para ¢ = 1,...,k, se tiene que f; es de clase

C*1=" v que tanto la funcién como sus derivadas son globalmente lipschitzianas en la
variable espacial y acotadas. Exigimos también que la funcién f;,, sea acotada. Aunque
puedan parecer unas hipdtesis bastante artificiales, veremos en la siguiente seccién que
surgen de manera natural en muchos problemas.

El objetivo en esta seccion es generalizar los resultados de la seccién previa para esta
nueva ecuacién. Es decir, queremos encontrar un cambio de variable

U(t,x,e) =« +euy(t,x) + - + "uy(t, x) (5.6)

que sea una transformacion proxima a la identidad y que transforme la ecuacién origi-
nal (5.5)) en una ecuacién promediada total de la forma

Z =egi(z)+- + akgk(z) + 5k+1gk+1(t, z,€). (5.7)

De nuevo, como en el caso de orden 1, la ecuacién promediada total no es auténoma, por
tanto, interesa estudiar la ecuaciéon promediada truncada

y =egi(y) + - +"gr(y). (5.8)

El objetivo es encontrar expresiones para gi,uy,...,g;, W,- .., 8k, Ug, en ese orden.
Para ello, vamos a deducir ecuaciones que relacionen las funciones con las anteriores o
derivadas de estas, que en primera instancia supondremos que existen. Posteriormente,
comprobaremos que todos los pasos realizados estan debidamente justificados.

Partiendo de la ecuacion del cambio de variable

k
z=x+ Z&tkui(t, x)
i=1
y derivando respecto al tiempo, se tiene que

k
Z=x + Z e (it @) + Uiz (t, z)x') .
i=1

A continuacién, reemplazamos ' y z’ utilizando las ecuaciones (5.5 y (5.7), obteniendo

k
Z e'gi(z) + " gt 2, ¢)
i=1
. (5.9)
= Z g (fi(t, x) +u;(t, @) + w4t x) Zajfj(t, a:)) + " (t 2, 2),
i=1 =1
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donde f;; agrupa todos los términos con orden en € mayor que k. Si ahora utilizamos
el cambio de variable en el lado izquierdo de la ecuacion y desarrollamos en potencias ¢,
concluimos que

k k—i
> < (gi@) +gi(2) Y eyt w)) + I (@, e)
=1 j=1

k k—i
= Z g (fi(t, x) +u;(t, @) + w4 (t, x) Z elf;(t, w)) + " (t 2, €)
i=1 j=1
donde g1 agrupa todos los términos con orden en € mayor que k, asi como los restos de
los desarrollos de Taylor.
Por tanto, igualando por potencias de € deducimos que para r = 1,...,k, se verifican

las igualdades
g (x)+ Y gl@ut,z) =f(tx) +u,(tz)+ > w(tz)fEt ).
i+j=r itj=r
Definimos las funciones
G (t,m) =f.(t,x) + Y walt,z)f(t,@) - > gi(@)u,(t,) (5.10)
i+j=r itj=r
de modo que se verifica la siguiente ecuacion, que recibe el nombre de ecuacién homolégica
g-(x) — G, (t,x) = u,(t, ). (5.11)

Observemos que, dado que los indices 7, 7 toman valores entre 1 y r — 1, la definicién de
G, depende de las funciones fj, ..., f., de uy,...,u,_; y sus parciales respecto a  y de
las derivadas de g, ...,g,_1. Por lo tanto, podemos construir de manera recurrente las
funciones g, como el promedio G,

g (x) = G, (x) (5.12)

y u,, a partir de la ecuacién homolégica, como la integral del lado izquierdo de la ecua-
cién ([5.11))

u,(t, ) = /Ot (ér(w) . Gr(s,a:)> ds. (5.13)

Por ejemplo, de la ecuacién (5.10) se tiene que Gi(t,x) = fi(t,x) con lo que de las
ecuaciones (5.12) y (5.13)) se tiene que g; es el promedio de f; y

w (t, x) = /Ot (i)~ £i(s.2)) ds, (5.14)

exactamente igual que en el caso de aproximaciones de primer orden que estudiamos en
la seccién anterior.

La ecuacion no es la tnica solucién de la ecuacion homolégica, ya que se podria
sumar una funcién que tinicamente dependiera de & y se obtendria otra funcién que verifica
la ecuacién . Sin embargo, la eleccién de (5.13)) no es arbitraria, como veremos mas
adelante, nos proporcionard la misma propiedad estroboscépica que tenfamos en el caso
de primer orden.

Una vez obtenido un candidato para la transformacion, vamos a repetir los pasos
del caso de primer orden para comprobar que la transformaciéon U estd bien definida y
determina un cambio de variable apropiado.
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Lema 5.2.1. Las funciones G, y u,, definidas segin (5.10) y (5.13)) respectivamente, son
periodicas de periodo T'.

Demostracion. Razonamos por induccién. El caso r = 1 es inmediato pues ya hemos
visto que las expresiones se reducen al caso de primer orden que hemos estudiado en el
Lema [5.1.21

Supongamos que uy,...,u,_1 y Gi,...,G,_; son periédicos de periodo T, entonces,
a partir de la ecuacién (5.10) se deduce que G, es periédica de periodo T' puesto que
fi,...,fx loson y también uy, ..., u,_; por hipétesis de induccion, lo que a su vez implica

que sus parciales respecto a las variables temporales lo son también. Ahora, se prueba
que u, es periddica de periodo T a partir de la ecuacién (5.13)) igual que se hizo en la
demostracion del Lema [5.1.2l O

Lema 5.2.2. Las funciones G,,g,. y u,, definidas segun (5.10)), (5.12) y (5.13), son de
clase CK¥T1=" y tanto las funciones como sus derivadas son globalmente lipschitzianas en
la variable espacial y acotadas.

Demostracion. De nuevo, razonamos por induccién. En el caso r = 1, Gy = f;, con
lo que es de clase C¥ y por hipétesis tanto la funcién como sus derivadas tienen las
propiedades requeridas. Puesto que todas las derivadas de G son periddicas y globalmente
lipschitzianas, son KBM. Entonces, por el Corolario [3.1.14] concluimos que su promedio,
g, es de clase C*. Ademds, sabemos que las parciales de g; son los promedios de las
parciales de G, luego de la acotacién y la propiedad Lispchitziana de las derivadas de G
se deducen las propiedades de las derivadas de g;. Para concluir el caso r = 1 estudiemos
ahora u;. Es inmediato que es de clase C¥ puesto que el integrando en es una
suma de funciones C*. Ademas, por el Teorema de Derivacién Bajo el Signo de Integral,
al derivar en la expresion , se tiene que

om _ [ EE ofy
m(t,m)—/o ((m)(m)—m(s,w) ds.

Por tanto, las propiedades sobre las derivadas de la funcién u; se deducen a partir de las
propiedades de las derivadas de la funcién f;.

Supongamos ahora que Gy, g; v u; son de clase C*1~% para todo i € {1,...,r — 1}
y todas las funciones, asi como sus derivadas son globalmente lipschitzianas y acotadas.
En la expresién se tiene que f,. es de clase C*™7" w; 5 es C*%) £ es CF177 gl es
Chiy u; es CF+1=J . Por tanto, las funciones con menor regularidad involucradas en la
expresion son U, 1, y g. 4, que son de clase C*¥17". Por tanto, G, es de clase C*17"
por ser producto y suma de funciones con al menos esa regularidad. Ademds, puesto
que las derivadas de G, estdn dadas como suma y producto de las derivadas de las
funciones Gy,...,G,_1, g1,...,8-_1 y U,...,u,_1, todas ellas acotadas, necesariamente
son también acotadas. En cuanto a la propiedad lipschitziana, teniendo en cuenta que
todas las funciones involucradas en la expresion de las derivadas de G, son acotadas y
globalmente lipschitzianas, deducimos que también lo son las derivadas de G,.

Las propiedades de las funciones g, y u, se deducen inmediatamente a partir de las
de G, igual que en el caso r = 1. Por tanto, por induccién, queda probado para todo

re{l,... .k} O
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Lema 5.2.3. Sea U(t,x,c) = ¢ + cu(t,x,c) donde
u(t,z,e) = uy(t,z) + cug(t, ) + - - + " uy(t, x)

y u, estd definido de acuerdo con el procedimiento recursivo descrito anteriormente, y
sequn la ecuacion . Entonces, la aplicacion U es una transformacion prozima a
la identidad, periddica de periodo T y ademds, fijado €y, la funcion u estd definida en
[0,00) x R™ x [0,&0] y es globalmente lipschitziana en la variable espacial.

Demostracion. Puesto que todos los términos en la expresion de u son al menos de clase
C!, periédicos de periodo T y acotados, concluimos que u es de clase C!, periédica de
periodo Ty acotada. Por tanto, U es una transformacion préxima a la identidad periédica
de periodo T'.

Ademsds, puesto que uy, ..., u; son globalmente lipschitzianas y las potencias de € estan
acotadas en el intervalo [0, &g}, concluimos que la funcién u es globalmente lipschitziana.
m

El Lema [5.2.3] muestra que la transformaciéon U asi definida tiene las mismas pro-
piedades que en el caso de orden 1, que se probaron en el Lema [5.1.2] Aunque en este
caso u es también funcién de e, se puede repetir la demostracién de la Proposicién [5.1.3]
para concluir que, dado D C R™ abierto y acotado, existe ¢y > 0 tal que para todo
t € Rye €l0,¢e la aplicacion @ — U(t, z,c) admite una inversa de clase C! inyectiva
en D que llamaremos V(¢, z,¢) como en el caso de primer orden. Por tanto, la relacién
z = U(t, x, ) define un cambio de coordenadas.

Finalmente estamos en condiciones de afirmar que la aplicaciéon U es el cambio de
coordenadas que nos interesa, como se enuncia en la siguiente proposicién, andloga a la

Proposicién del caso de primer orden.

Proposicién 5.2.4. La transformacion z = U(t,x,e) transforma la ecuacion origi-
nal (5.5) en la ecuacion promediada total (5.7). Ademds, con las condiciones impuestas
afy, ... £, £, se tiene que gry1 es acotada.

Demostracion. Los calculos que se hicieron al principio de la seccién para construir las
funciones G, g, y u, muestran que el cambio de variable transforma la ecuacién origi-
nal en la ecuacién promediada total .

Para probar la acotacién de g1 basta observar que en la ecuacién ([5.9) todos los
términos salvo g1 v ?k+1 son acotados, ya sea por hipdtesis o por el Lema [5.2.2| En con-
secuencia, basta probar que f;, es acotada para terminar la demostracién. Por definicién,
se tiene que

Kok
fop1(t,@,e) = fup (t, @, 2) + Z Z eIk, L (t, 2)f(t, ).

i=1 j=k—i+1

Puesto que todos los términos son acotados por hipétesis o por el Lema [5.2.2} concluimos
que fi.1, y por tanto g1, son acotadas. O

Como en el caso de primer orden, la periodicidad de la transformacion se tradu-
ce en una propiedad estroboscépica para las soluciones de (5.5) y (5.7). Se tiene que
U(kT,x,e) = x para todo k € Z, es decir, las variables z y @ coinciden en los tiempos
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estroboscépicos. Esta propiedad resultarda fundamental en la aplicacién numérica de estos
resultados.

A continuacién, vamos a probar los resultados de cota de error de las soluciones.
Buscamos una cota de error que sea O(e*). La cota de error entre la solucién de la ecuacion
promediada truncada y la promediada total se recoge en el siguiente lema, andlogo al

Lema [5.1.01

Lema 5.2.5. Sea y_(t) la solucidn de la ecuacion promediada truncada (5.8) y z-(t) la

solucion de la ecuacion promediada total (5.7)), ambas con misma condicion inicial. Se

tiene que y_(t) — z.(t) = O(e") en escala de tiempo e~*.

Demostracion. Sea xy la condicién inicial, se tiene que

Y(t) = o + é‘/0 (g1(yo(s) + -+ " gin(y.(s))) ds

z:(t) = o + 8/0 (81(2:(5)) + - + " gu(z:(s)) + g (s, 2:(5), €)) ds.

Fijamos ¢y > 0, entonces, si L; > 0 es una constante de Lispchitz para g;, se tiene que
L=1L+¢eylo+---+ eé*lLk > 0 es una constante de Lipschitz para g; + --- + e 1g;,
siempre que € € [0,e0]. Sea M > 0 una cota para g1, entonces

||y£(t) - z6<t>|| < 5L/O ||ya(t) - zs(t)” + 5k+1Mt

y aplicando el Corolario [2.3.3] concluimos que

Jo.(6) — 20| < 7 (exp (L) —1).
Por tanto,
ly(6) — 20 < 7 (5 —1) Ve e 0zl e [0,1/2]
es decir, y_(t) — z.(t) = O(e*) en escala de tiempo 1. O

Sin embargo, a diferencia del caso de primer orden, la aproximacién de la solucién no
nos la proporciona la ecuacién promediada truncada (|5.8). Puesto que

ze(t) = x(t) + cul(t, z (1), ¢),

a priori tan solo podemos garantizar que z.(t) es una aproximacién de primer orden a
x.(t). Por tanto, aunque y_(t) sea una aproximaciéon de orden k a z.(t), no podemos
garantizar que lo sea para la solucién original. Para obtener una aproximacién adecuada
tenemos que deshacer el cambio de variable.

Lema 5.2.6. Sea
Ut,z,e) =@ +ewy(t, @) + -+ up (£, @).

Dado D C R™ abierto y acotado, existe eg > 0 y \N/(t,z,s) definida en R x D x [0, &],
periddica de periodo T, de clase C* y globalmente lipschitziana en la variable z, de modo
que para cada t € R y e € [0,&0] la aplicacion z — V(t,z,¢) es inyectiva en D y se
verifica que fj(t,{/'(t, z,€),e) = z.
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Demostracion. La aplicacion fJ, al igual que U, por el Lema , es una transformacion
proxima a la identidad y periédica de periodo T'. Ademds, definiendo

ﬁ(t7 T, 6) = ul(tv 33) +oot Ek_Quk—l(ta CB),

se tiene que ﬁ'(t,w,e) = x + eu(t, z,e) con u, definida en R x R™ x [0,g¢], y global-
mente lipschitziana en la variable espacial. Sabemos que, en estas condiciones, dado un
conjunto D C R™ abierto y acotado, existe un €y > 0 y una funcién V (t, z, ) definida en
R x D x [0,&0], periédica de periodo Ty de clase C! de modo que

Ut V(t, z,e),¢) =z (5.15)

y con las condiciones enunciadas, salvo por la propiedad lipschitziana. Para demostrar que
V es globalmente lipschitziana en la variable z, puesto que es de clase C!, basta probar
que las derivadas direccionales estdn acotadas. Es decir, vamos a comprobar que la norma
matricial de la derivada, |V, (¢, z,¢)||, estd acotada en R x D x [0, &g).

Derivando respecto de z en la ecuacién , se tiene que

U,(t,V(t,z,e),e)V.(t, z,¢) =1,
donde I denota la matriz identidad de rango n. Ademds, sabemos que
Ua(t, V(t,z,e),e) = L+ elig(t, V(t, z,¢),¢),

donde T (t, V(t,2,£),£) es una matriz con entradas acotadas por el Lema Yy, por
tanto, tiene norma acotada. En consecuencia, tomando g, suficientemente pequeno se
puede garantizar que

1= Ualt, V(t, 2,2),0)|| = ellUa(t, V(1 2,2),2)|| < 1

para todo t € R,z € D y ¢ € [0,60]. Es un resultado conocido de teoria de operadores
que, en este caso, se tiene que

Ut Vi(t2,2,0) =Y (1- ﬁm(t,{/(t,z,e),e))i.

Se puede encontrar una demostracién en [19].
Puesto que la inversa es precisamente V, (¢, z, ), concluimos que

i 1
1 — e|[ta(t, V(L z,¢),2)|

HVtz5|<ZHI— +(t,V(t, z,¢),¢)

En consecuencia, las derivadas direccionales de V estdn acotadas y la funcién es global-
mente lipschitziana en la variable espacial. O

Es la funcién V la que vamos a emplear para deshacer el cambio de variable y obtener
la aproximacién que buscamos. Si definimos

Ss(t) = {[(t> yz—:(t)> 5)7 (516)

se tiene el siguiente teorema de cota de error.
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Teorema 5.2.7. Sea x.(t) la solucion de la ecuacion original (5.5)) y sea &€.(t) la aprozi-
macion construida a partir de la solucion de la ecuacion promediada truncada (5.8)), con
misma condicion inicial, y transformada por la ecuacion (5.16]). Entonces,

a.(t) — &.(t) = O(e")

en escala de tiempo e 1.

Demostracion. Sea y(s/e) la solucién de la ecuacion y' = g1(y), es decir, la solucién del
primer término de la ecuacién promediada en tiempo lento. Puesto que la funcién g; es
globalmente lipschitziana, la solucién estd definida en todo R, en particular, estd definida

n [0,1]. Al ser y continua, la érbita {y(s) € R", s € [0, 1]} es compacta. Tomamos un
conjunto D C R™ abierto y acotado que contenga la érbita de la solucion.

Nuestro objetivo, como en el Teorema [5.1.6} es demostrar que, para ¢ suficientemente
pequeno, las érbitas de las soluciones de las ecuaciones , y estdan contenidas
en D. En primer lugar, consideremos las soluciones de la ecuacién promediada truncada.
En tiempo lento, se tiene que y_(s/¢) es solucién de la ecuacién

Y =gi(y) teg(y) + -+ g(y).

Por tanto, por la Proposicién [2.4.7, se tiene que y(s/e) — y.(s/e) = O(e) en escala de
tiempo 1. En tiempo répido, se tiene que y(t) — y.(t) = O(¢) en escala de tiempo .

Se tiene que

ly(t) = z:(Dl < lly() =y O + [ly-() — 20

donde el primer término es O(e) y el segundo término es O(e*) por el Lema [5.2.5 En

consecuencia, y(t) — z.(t) = O(g) en escala de tiempo 7.

En consecuencia, existe £g > 0 de modo que y_(t), z.(t) € D para todo ¢ € [0,g0] y

t € [0,1/¢]. Supongamos ademds que tanto las transformaciones inversas V y V estdn
bien definidas en R x D X [0, gg], lo cual es posible si se toma ¢, suficientemente pequeno,
como se hizo en la demostracién del Lema [5.1.6

Para todo ¢ € [0, g¢], se tiene que

z(t) = U(t, zc(1), ¢)

y, al ser V la inversa de ﬁ, se da la igualdad
x.(t) = V(t, U(t,z(t),e),¢).
Entonces, podemos escribir
|lz=(t) = &0l = [V (£, Ut 2(t),2),2) = V(t,9.(t), €) |
S IVE Ut ze(t).2).€) = V(U a=(1). €).0) | + IV (E 2:(0).) = V(t (1), o).
Ahora bien, z.(t) — y.(t) = O(g*) por el Lema y
U, @-(1),2) = Ut @ (1), 2)|| = " [[ui(t, @ (0)) |

con uy acotado, luego es O(e*) en R. Puesto que, por el Lema m, V es lipschitziana en
la variable espacial, concluimos que ||x.(t) —&.(t)|| estd acotado por una suma de términos
que son O(g¥) en escala de tiempo 1. En consecuencia, x.(t) — £.(t) = O(e*) en escala
de tiempo 71, O

En el caso de primer orden, cuando k = 1, la transformacién U es la identidad, con
lo que V también lo es y &.(t) = y_(t). Por tanto, el Teorema es un caso particular

del Teorema para k = 1.
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Capitulo 6

Aplicaciones

En este capitulo, vamos a estudiar dos aplicaciones de la teoria desarrollada hasta
ahora. En primer lugar realizaremos un estudio teérico del péndulo de Kapitza, un péndulo
invertido sometido a una rapida vibracién de su eje, obteniendo su sistema promediado de
segundo orden. Posteriormente, estudiaremos cémo se pueden integrar de manera eficiente
este tipo de sistemas por métodos numéricos que no requieren calcular analiticamente el
sistema promediado.

6.1. El péndulo de Kapitza

Consideremos la situacion representada en la Figura [6.1] Se trata de un péndulo for-
mado por una barra rigida con una masa en su extremo en la que el punto de apoyo se
mueve de acuerdo a una funcién del tiempo yo(?).

En primer lugar, vamos a deducir las ecuaciones que describen el movimiento del
péndulo de acuerdo con la mecénica newtoniana y estudiar si la teoria de promedio para
funciones periddicas es aplicable a este caso. Posteriormente, se ejecutardn algunas si-
mulaciones para ciertos valores de los pardmetros involucrados, con el fin de estudiar el
comportamiento de las cotas dadas en el capitulo anterior cuando € disminuye.

La posicién del extremo es

(2, y) = (Isin(0), yo(t) + L cos(0)),
con lo que la velocidad es
(2,y) = (Lcos(0)8', yo(t) — Isin(0)6")
v la aceleracién
(", y") = (Lcos(0)0" — Isin(0)(0')2, yl(t) — Isin(0)0” — Lcos(0)(6)?).

Las fuerzas que actian sobre el extremo del péndulo son la gravedad y la tensién de la
barra F;. Ademds, puesto que la barra es rigida, no hay aceleracion en el sentido de esta,
con lo que necesariamente F; = mgcos(f). Por tanto, la fuerza total que actia en el
extremo de la barra es

(Fysin(0), Fy cos(0) — mg) = mgsin(6)(cos(d), — sin(0))
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Figura 6.1: Péndulo de Kapitza

Si suponemos la masa de la barra despreciable frente a la masa en el extremo, las ecua-
ciones del movimiento, de acuerdo con la mecdnica newtoniana, estardan dadas por la
fuerza total que actia en la masa del extremo igualada a la masa por la aceleraciéon. En
consecuencia, simplificando la masa, las ecuaciones del movimiento son

lcos(0)0" — Isin(0)(0')? = gsin(f) cos(H)
yh(t) — 1sin(0)8” — L cos(0)(0)* = —gsin(6)>.

Multiplicando la primera por cos(f) y la segunda por sin(f) y restando ambas se obtiene
10" = (g + yg (t)) sin(6). (6.1)

La ecuacién describe por completo el comportamiento del péndulo, que estd perfec-
tamente determinado por el valor del angulo 6.

Cuando la aceleracién de la base del péndulo es nula, es decir, cuando el péndulo se
mueve en un marco de referencia inercial, el movimiento no se ve afectado y el sistema se
comporta como un péndulo simple. En este caso, el sistema es auténomo y sabemos que
el punto 6 = 0 se corresponde con un punto de equilibrio inestable. Consideremos ahora
la situacion yo(t) = Af(wt), donde f es una funcién de clase C*> periddica que toma valor
méximo 1, y A y w son constantes positivas. En esta situacion estamos sometiendo el
punto de apoyo del péndulo a una oscilacién de periodo T' con amplitud A y frecuencia
w. En estas condiciones, Kapitza [18] estudié la estabilidad del equilibrio § = 0. Es por
esto que el sistema representado en la Figura se conoce usualmente como péndulo de
Kapitza.

Sin embargo, resulta méds realista suponer que existe rozamiento en el punto de giro
del péndulo. Un buen modelo es asumir este rozamiento proporcional a la velocidad de
giro, con lo que la ecuacién del movimiento resultaria ser

10" = (g + y, (1)) sin() — A0, (6.2)

con A\ una constante positiva. Vamos a ver, utilizando teoria de promedio, que el péndulo
de Kapitza con rozamiento permanece préximo a la posicién vertical para amplitud A
suficientemente pequena y frecuencia de las oscilaciones w suficientemente grande.
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En primer lugar, puesto que estamos interesados en variar la frecuencia de las os-
cilaciones, nos interesa escribir la ecuacién (6.2) en tiempo 7 = wt. Entonces, (6.2) se
transforma en

d*0 . A db
ZP = (% - Af”(T)) sin(f) — o
y el término que depende del tiempo tiene periodo 7" independientemente de las constantes
involucradas. Por tanto, esta es la escala natural de tiempo para el problema, y a partir de
ahora se denotard en un abuso de notacion la derivada respecto de 7 igual que la derivada
respecto de t, entendiendo en todo momento que estamos trabajando en la nueva escala
de tiempo. Ademsds, si denotamos € = A/l, k* = gl/(w?*A?) y v = A\/(wA), la ecuacién a
estudiar es

0" = (2k* + e f"(7))sin(f) — e (6.3)

A continuacién, para aplicar la teoria de promedio, tenemos que reescribir la ecua-
cién (6.3)) como un sistema de primer orden. Denotando ' = ep, se tiene que

{9/ - (6.4)

p = (ek® + f"(7))sin(0) — evp

es un sistema de primer orden equivalente a . Como es habitual en teoria de promedio,
hay que pensar en € como un parametro que toma valores pequenos. Por tanto, conviene
notar que, de hecho, la pequena vibraciéon del punto de apoyo del péndulo no actia
como una pequena perturbacion del sistema sino que, en este ejemplo, predomina sobre
el movimiento natural del péndulo, que es el que estd multiplicado por e.

Como veremos mads adelante, para que el péndulo se estabilice, es necesario que el valor
de w sea grande, por lo que, aunque yo(t) sea pequetio, el término yj(t) = Aw?f”(wt) en
la ecuacién domina sobre g.

Para pasar el sistema (6.4) a forma estdndar, empleamos el cambio de variable

0 = p+ef(r)sin(p)
p=Q+ f'(7)sin(p),

como sugiere Bogolyubov en su libro [4], y que estéd bien definido como se comprueba de
manera similar a como se hizo con la Proposicion [5.1.3]

Derivando la primera ecuacién de (6.5)) e igualando con la primera ecuacion de ([6.4]),
se obtiene

(6.5)

0 = ep = &' +ef (1) sin(p) + ££(7) cos()
Sustituyendo la expresién para p de (6.5) y reordenando la expresion se obtiene que
p e
1+ ef(7)cos(p)

Siempre que € < 1, podemos desarrollar en serie de potencias la fraccién anterior y se
tiene que

2

o = Z (—ef(7) cos(go))i ) (6.6)

Para obtener una expresion para €)', derivamos la segunda ecuacién de (6.5)) e iguala-
mos con la segunda ecuacién de ((6.4]). Haciendo esto, se llega a la igualdad

p = (ek* + f'(7))sin(0) — eyp = Q' + f"(7) sin(p) + f/(7) cos()¢'.
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Sustituyendo las expresiones para 6 y p dadas por (6.5)), y desarrollando por Taylor en
torno a € = 0, se obtiene

O = f"(r)(sin(0) — sin(p)) + ek sin(6) — f'(r) cos(p)¢’ — ev(2 + f'(7) sin(p))

" 2 N lsm 5 sin '+ ek?sin
= (f (T)+€]€);Z! D) (ef (1) sin())" + ek” sin(p) (6.7)

) cos(p 592 —ef(1)cos(p))’ — ey(Q+ /(1) sin(p)).

Como se puede observar, el sistema en las variables (p,(2) estd en forma estédndar.
Ademsds, puesto que f es de clase C°°, periddica y acotada, todos los términos del lado
derecho de las ecuaciones ([6.6) y (6.7) son C*, acotados y globalmente lipschitzianos,
asi como sus derivadas. Por tanto, tomando suficientes sumandos, se pueden obtener
aproximaciones de orden tan alto como se quiera siguiendo el procedimiento descrito
anteriormente.

Vamos a obtener la ecuacién diferencial que proporciona la aproximacion de primer
orden. Sabemos que estard dada por el promedio de los términos que son de orden 1 en
. Por tanto, el sistema promediado de primer orden estard dado por las ecuaciones

el
{Q’ = ¢ (asin(p) cos(p) + & sin(p) — b(cos()Q + sin(p)) — Q) ,

donde a es el promedio de f(7)f”(7) y b es el promedio de f'(7). Ahora bien,

b—hm—/ £(rydr = tim 9 =10

S—00 S S—o00 S ’

y como f estd acotada, concluimos que b = 0.
En consecuencia, el sistema promediado truncado, que proporciona la aproximacion

de primer orden es
5 =eQ
4 | ) - (6.8)
Q' = ¢ (asin(p) cos(p) + k*sin(p) — Q)

que se puede escribir también como

=1

@" = e*(k* + acos(p)) sin(@) — ev@'.

Es decir, la funcién promediada es

N 0 )
fi(@.0) = (a sin(@) cos(p) + k?sin(p) — WQ) ' (6.9)

Por tanto, con independencia del valor de a, el sistema promediado tiene un punto
critico en ¢ = ) = 0. Ademsds, puesto que

0 1

fi(p, Q) = (a cos?(@) — asin?(@) + k2 cos(p) —7) ’
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los autovalores de f'(0, 0) son

7 SANIRY
2:|:\/(2) + k? + a,

con lo que ambos tienen parte real negativa si y solo si
k +a<0. (6.10)

En esta situacion, el Lema m permite garantizar que el punto @ = Q = 0 es
asintéticamente estable para el sistema promediado (6.8]) y, por el Teorema , se
puede afirmar también que, para e suficientemente pequeno, tanto ¢ como €2 permanecen
en un entorno de cero. En consecuencia, a partir de , se tiene que el péndulo, en estas
condiciones, se mantiene en posicién vertical.

Vamos a ver que la condicién se puede satisfacer para cualquier € siempre que
se tome w suficientemente grande. En primer lugar, puesto que k% > 0, la condicién no
podra satisfacerse si a > 0. Vamos a ver que no puede ser el caso. En efecto, recordemos
que a es el promedio de f(7)f"(7), con lo que integrando por partes se tiene que

o=+ [ 1orea = Liore| -5 [ e
7 [

y, como tanto f(7) como f'(7) son periédicas de periodo T, se tiene que

——l/$f<ﬂz<o
a = T . T T .

En consecuencia, puesto que k* = gl/(w?A?), para cada ¢ fijo, se puede tomar w
suficientemente grande como para que k* < —a. En esta situacién, como se ha justificado
antes, se tiene garantizado que para condiciones iniciales suficientemente cercanas a la
posicién vertical, el péndulo no caera en el futuro.

Esto justifica el comportamiento cualitativo que se observa para este sistema fisico
en la realidad, pero no permite decir nada acerca de la estabilidad del punto critico del
sistema original, que es no auténomo. En general, nada de lo que hemos estudiado en este
trabajo permite justificar que las propiedades de estabilidad del sistema promediado se
hereden en el sistema original. De hecho, como vimos en el Ejemplo £.2.12] un sistema
promediado puede presentar un punto de equilibrio estable y, sin embargo, la solucién del
sistema original con una condicién inicial préxima puede no estar acotada.

La estabilidad del péndulo de Kapitza es un problema ampliamente estudiado en la
literatura y, aunque no es el objetivo de este trabajo, merece la pena mencionar algu-
nas referencias concretas donde se aborda este problema. Para estudiar la estabilidad del
péndulo de Kapitza con rozamiento se puede utilizar teoria de promedio junto con ar-
gumentos de soluciones periédicas, como se hace en |28|. También es posible estudiar la
estabilidad de la ecuacion linealizada utilizando teoria de Floquet o resultados sobre la
ecuacién de Hill y concluir la estabilidad del sistema original por el método de la primera
aproximacién de Lyapunov [29]. En el caso del péndulo de Kapitza sin rozamiento, pa-
ra concluir la estabilidad del sistema original a partir del sistema linealizado se pueden
utilizar resultados de la teoria KAM, como se detalla en [9] o en [23].

A continuacién, vamos a realizar algunas simulaciones numéricas para comprobar c6mo
la solucion del sistema aproxima la solucién del sistema dado por las ecuaciones
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y (6.7). Puesto que las ecuaciones y estdn escritas en funcién de sumatorios
con infinitos términos, no es posible integrar con métodos convencionales el sistema en
las variables ¢ y €2 en el ordenador. Por tanto, para integrar numéricamente el sistema
original se emplea el siguiente sistema de cuatro ecuaciones en cuatro variables, que se
obtiene combinando las ecuaciones diferenciales para las variables # y p con las
ecuaciones diferenciales que satisfacen las variables ¢ y €2 antes de hacer los desarrollos
de Taylor,

(0 = ¢p
P = (ek? + f"(7)) sin(f) — eyp
;- eQ
L +ef(7) cos(p) (6.11)

Q' = f"(7)(sin(0) — sin(y)) + ek? sin()
ef'(1) cos(p)Q2

C 14ef(r)cos(p) ey(Q+ f(7)sin(y)).

Tomamos como valores de los pardmetros [ = 0,16, A = 0,04, g = 9,81, w = 60 y
A = 0,12, con lo que ¢ = 0,25, k* = 0,2725 y v = 0,05. Para simular la evolucién del
péndulo de Kapitza supondremos que f(7) = sin(7), que es el caso en el que se centraron
tanto Kapitza en [18] como Bogolyubov en [4]. En este caso, el valor de la constante a es

1 [ T 1

a= sin?(7)dr =

2m Jy o 2
y la condicién de estabilidad ([6.10]) es w?A% > 2gl, o k* < 1/2, con lo que con esta eleccién
de parametros, el sistema promediado es estable.

Para integrar el sistema (|6.11]) se ha empleado el algoritmo Vern9 con una tolerancia

de 1078 y un tiempo de integracién %, que se corresponde con aproximadamente
1o

3 oscilaciones completas del sistema promediado. En la Figura [6.2] se representan los
resultados de la integracion numérica del sistema , con condicién inicial 6(0) = 0,1,
p(0) =0, (0) = 0,1y 2(0) = —sin(0,1), donde las condiciones iniciales para las variables
¢ vy €1 se han obtenido a partir de las condiciones iniciales de € y p mediante el cambio de
variable . En la grafica superior se representan las variables de posicién 6 (en azul) y
¢ (en naranja), mientras que en la grafica inferior se representan las variables de momento
p (en azul) y © (en naranja). Puesto que el sistema en las variables ¢ y € estd en forma
estdndar, este es el sistema al que podemos aplicar teoria de promedio.

A continuacién integramos el sistema promediado , con las mismas condiciones
iniciales y usando también el algoritmo Vern9 con una tolerancia de 107® y el mismo
tiempo de integracion. Los resultados de integrar el sistema promediado se representan,
junto con la solucién en las variables ¢ y €2 del sistema original, en la parte izquierda de la
Figura[6.3] A su derecha, en escala doblemente logaritmica, aparece la diferencia entre las
soluciones del sistema original y del promediado en el intervalo [0, E\/%L estimada por

evaluaciones cada 27 /10 unidades (es decir, 10 evaluaciones por cada periodo de f), para
e tomando valores 1074, 1072, 10~2 y 107!, donde, a medida que el valor de ¢ disminuye,
el valor de w se aumenta de modo que el producto wA y, en consecuencia, los valores de
k? y v se mantienen constantes. Se ha representado también la recta de pendiente 1 en
linea discontinua, como en otras graficas, para visualizar mejor el comportamiento de la
diferencia cuando ¢ tiende a 0.
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Figura 6.3: A la izquierda, solucién del sistema dado por las ecuaciones y (6.7)
(naranja) y del sistema promediado (6.8)) (azul) para € = 0,25. A la derecha, diferencia

entre las soluciones de ambos sistemas en funcién de ¢ en escala de tiempo 71,
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Figura 6.4: Diferencia entre la solucién del sistema dado por las ecuaciones y y
la del sistema en funcién de € en escala de tiempo e~ ! en los tiempos estroboscépicos.

Como se aprecia en la Figura [6.3] la diferencia entre las soluciones es O(e) en escala
de tiempo €71, como hemos demostrado a lo largo del trabajo, ya que estamos tratando
con funciones periddicas.

Consideremos ahora las diferencias entre las soluciones en el mismo intervalo pero
cuando se realizan evaluaciones cada 27 unidades, es decir, cuando se evalian las solu-
ciones unicamente en los tiempos estroboscopicos. En este caso, la diferencia entre las
soluciones para e tomando valores 1074, 1073, 1072 y 10! aparece representada en la
Figura . Puesto que para e = 107 la diferencia es comparable a la tolerancia 10~% que
se ha estado usando, para el cédlculo de las soluciones en este caso se ha empleado tole-
rancia 107'%. La figura parece indicar que en este caso la diferencia es O(¢?) en escala de
tiempo 7! y se aprecia claramente como la diferencia decrece segin la recta de pendiente
2 representada en linea discontinua, en lugar de ser paralela a la de pendiente 1 como
ocurria en la Figura [6.3]

Para justificar este comportamiento, observemos que, por el Lema [5.2.5] y dado que
la solucién del sistema original x.(¢) coincide con z.(t) en los tiempos estroboscépicos,
la diferencia entre las soluciones de los sistemas v (5.8) es O(g*) en los tiempos
estroboscépicos en escala de tiempos €7!. Por tanto, una posible explicacién es que el
sistema ([6.8) es, de hecho, el sistema que proporciona la aproximacién de orden 2. Para
ello, adoptando las notaciones del capitulo anterior, basta probar que gs(x) = 0.

Puesto que sabemos que g; es el promedio de f;, se tiene que g; es , con lo que
u; viene dada por

T 0
(e 0)= ((a ~ F(0)f"(0))sin(p) cos(y) + f(0) cos(0)2 + 1/'(0) Sin(w)) o

0
- (—% sin(27) sin(yp) cos(g) + sin(7)(cos(¢)Q2 + ’ysin(gp))) ’
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Entonces,

0 0
u1,$(7-7 ()07 Q) = ( 1 >

— 7 8in(27) cos(2¢) — sin(7)(sin(p)€2 + ycos(yp)) sin(7) cos(p)
y Gy es la suma de

— sin(7) cos(p)Q

Bin e, 8) = ( sin®(7) sin®(p) + $&” sin(r) sin(2p) — § sin(2r) 0082«0)9) ’

y de los términos uy 5 (7, ¢, Q)f1(7,0,Q) v —g1 (¢, Q)uy(7, ¢, 2). Como los tres términos
tienen promedio nulo, se tiene que gs(p, ) = GQ(T, v, Q) = 0, lo que demuestra que la
ecuacion (6.8 es, de hecho, la ecuacién promediada truncada de orden 2, como anticipaba
la Figura [6.4]

La Figura sugiere que el término gz es no nulo, pero podriamos calcularlo uti-
lizando el método descrito en el capitulo anterior para conseguir un mayor ajuste en los
tiempos estroboscépicos. De hecho, puesto que todos los términos que aparecen en los su-
matorios de las ecuaciones (6.6) y son de clase C™, el desarrollo del capitulo anterior
justifica que podemos encontrar una ecuacién auténoma que proporciona una solucién
cuya diferencia con la solucién original en los tiempos estroboscépicos es O(g*) en escala
de tiempo 7!, con k tan grande como se quiera.

En la siguiente secciéon vamos a ver como se puede aprovechar esta propiedad para
implementar métodos numéricos que integren de manera eficiente sistemas como el del
péndulo de Kapitza sin necesidad de conocer explicitamente las expresiones de las funcio-

nes gi,...,gk.

6.2. Métodos numéricos de promediado estroboscépico

El propésito de esta seccién es describir el método numérico de promediado estro-
boscépico o SAM, por sus siglas en inglés (stroboscopic averaging method), introducido
en |7, y aplicarlo al péndulo de Kapitza. En el articulo el método se formula para siste-
mas en tiempo lento donde en lugar de interpretar € como un parametro que regula una
pequenia perturbacién, se entiende 1/ como la frecuencia de una oscilacién répida. En
esta seccién, vamos a desarrollar SAM en tiempo rdpido puesto que es como se ha estado
trabajando principalmente a lo largo del trabajo.

Como vimos en el capitulo anterior, si tenemos la ecuacion diferencial

' =ef(t,x,e) (6.12)
donde
f(t,x,e) = fi(t,x) +efa(t, @) + - + " H(t,x) + "1 (t, 0, 0),
con fi, ... fi,1 funciones periddicas y suficientemente regulares, entonces existe una ecua-

cion diferencial auténoma
y' =cF(y,e) (6.13)

F(y.e) =gi(y) +ega(y) + -+ " 'gi(y)

que proporciona una solucién aproximada. El objetivo de SAM es integrar numéricamente
la ecuacion (6.13]) sin calcular previamente las funciones g, . .., g, que, como vimos en el
) Y Y Y
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capitulo anterior, no son facilmente calculables. Es decir, queremos integrar numéricamente
la ecuacién sin disponer de una expresion analitica de F. Los valores de la funcién
F que sean requeridos por el método numérico que se utilice para integrar seran
estimados numéricamente como se muestra a continuacién.

Las ecuaciones ((6.12)) y (6.13) en tiempo lento vienen dadas por

d d
d—f:f(s/s,az,a) y —y:F(y,a), (6.14)

ds

y se podria calcular F a partir de la derivada de la solucién de la ecuacién promediada
en tiempo lento. Mds precisamente, dado y, € R", si conociéramos la solucién de (6.14)
con condicién inicial y,, denotada por y_(s;0,y,), podriamos calcular F(y,, ) como la
derivada de dicha solucién en s = 0, es decir,

Py, <) = LW )

No conocemos la solucién y,.(s;0,y,), con lo que no es posible calcular F(y,, <) de ma-
nera exacta, pero si podemos calcular o estimar el valor de dicha solucién para ciertos
tiempos discretos, podriamos utilizar derivacién numérica para obtener una aproximacién
de F(y,,¢). Vamos a ver que podemos conseguir esto a partir de integraciones numéricas
del sistema original , para el que si se conoce la expresion explicita de f.

Recordemos que la diferencia entre las soluciones de y de , si no se realiza el
cambio de variable (5.16]) para la solucién del promediado, es en general O(e) en escala de
tiempo £7!. Sin embargo, en los tiempos estroboscépicos sabemos que, por el Lema m,
la diferencia es O(e*) en escala de tiempo 1. Por tanto, la diferencia entre las soluciones
de las dos ecuaciones de en los tiempos estroboscépicos es O(e*) en intervalos
acotados. En consecuencia, si, por ejemplo, utilizamos la férmula de la diferencia central
de segundo orden para aproximar la derivada de y_(s;0,y,), se tiene que

. dya(s;[)?yO) _ 1 . . 2
F(y07 6) - 1T(0) - 2€_T (y5<8T7 07 yO) - ya(_gTv 07 yO)) + 0(5 ) (615)
= gop (®(eT50,y9) — @=(—€T30,5)) + O(e") + O(e?),

donde T es el periodo de la funcién f (y, por tanto, los tiempos estroboscépicos en tiempo
lento son los muiltiplos enteros de T'). Aqui radica la importancia de los tiempos estro-
boscopicos, que dan nombre al método. Nos permiten obtener informacién acerca de la
funcion F a partir de integraciones numéricas del sistema original en intervalos de
tiempo cortos, para el que solo es preciso conocer f.

Si la funcién tiene la regularidad suficiente, se puede tomar k suficientemente grande
como para que la diferencia O(e*) resulte despreciable frente al error cometido en la
derivacién numérica. Por tanto, el error de la aproximacién de la funcién F mediante la
ecuacién (6.15)) viene dado por el error de la férmula de derivaciéon numérica.

Puesto que queremos integrar la ecuacion , conviene reescribir la ecuacién ([6.15|)
en tiempo répido. Si denotamos por x(t) la solucién en tiempo répido de con
condicién inicial x(0) = y,, se tiene que eF(y,, ) es

1

— ((T) — 2(~T)) + O() (6.16)
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Si en lugar de la diferencia central de orden 2 se emplea la diferencia central de orden 4
o de orden 6, cuyas férmulas se pueden encontrar en [10] se obtienen las férmulas

1 4
o7 (—x(2T) + 8z(T) — 8x(—T) + =(—2T)) + O(c*) (6.17)
y
60% (x(3T) — 92(2T) + 45 (T) — 45x(—T) + 92(—2T) — x(—3T)) + O(®)  (6.18)

que permiten aproximar eF(y,,¢) para y, arbitrario con un error que disminuye més
rapido con respecto a €.

Utilizando las férmulas (6.16]), (6.17) y (6.18)), se puede estimar la funcién F mediante
integracion del sistema en intervalos centrados en cero. En el caso de la férmula
de orden 2 se necesitan conocer los valores de la solucién en —7" y en T', con lo que es
necesario integrar entre 0 y 1"y entre 0 y —7T. Para la férmula de orden 4 se necesitan
también los valores en —27" y en 27", con lo que se necesita integrar entre 0 y 27"y entre 0
y —2T y para la de orden 6, al necesitar los valores en —37" y en 37, se necesita integrar
entre 0 y 37 y entre 0 y —37". Es decir, las férmulas de mayor orden proporcionan una
mayor precision en la estimacion de F a costa de integraciones en intervalos més largos,
y son, por lo tanto, méds costosas.

SAM consiste en integrar numéricamente el sistema utilizando el procedimiento
que acabamos de describir para estimar F', sin necesidad de calcular su expresién analitica.
Por tanto, emplea dos tipos de integraciones numéricas. Por un lado, utiliza un método
numérico para integrar el sistema promediado , que llamaremos macrointegrador,
pero por otro lado, cada vez que el macrointegrador necesita evaluar la funcién F, se
tiene que recurrir a otro método numérico para integrar el sistema original en el
intervalo que corresponda en funcién de la férmula de derivacién numérica elegida. Este
segundo método, conocido en la literatura como microintegrador, puede coincidir con el
macrointegrador o ser distinto. Ademds, tanto el macrointegrador como el microintegrador
se pueden implementar con paso fijo o con paso variable.

Este proceso se ilustra en la Figura[6.5], donde se han representado en naranja las so-
luciones del sistema original y en azul las soluciones del sistema promediado .
Cuando el macrointegrador utilizado para aproximar la solucién de necesita evaluar
la funcion F en un punto y,, representado en la figura por un punto negro, se realiza una
microintegracién del sistema original con condicién inicial (0) = y, para poste-
riormente aplicar alguna de las férmulas de derivacién numérica anteriores para estimar
eF(y,,¢). El instante de tiempo en el que el macrointegrador estd estimando la solucién
no tiene por qué coincidir con uno de los tiempos estroboscépicos ni tiene por qué estar
en el intervalo de validez del Lema [5.2.5] ya que la microintegracion se realiza siempre en
el mismo intervalo temporal centrado en el origen.

Para la implementacién del método, supongamos que el microintegrador es un método
Runge-Kutta de orden p con paso fijo h y que el macrointegrador es un método Runge-
Kutta de orden P con paso fijo H. Puesto que el error global para el microintegrador
en un intervalo fijo ([0, £77, [0, £27T] o [0, £37T7], dependiendo del orden de la férmula de
derivacién numérica utilizada) es O(h?), si denotamos por £F(y,, €) al valor que se obtiene
al reemplazar las evaluaciones x(37),x(27),... en las férmulas (6.16)), (6.17) y (6.18)
por sus aproximaciones numéricas &(37"), Z(27), ... obtenidas por el microintegrador, se
tiene que, eF(y,,¢) — eF(y,,€) = O(e? + hP), donde ¢ denota el orden de la férmula de
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[~ Macrointegracién

| | |

Figura 6.5: Esquema del funcionamiento de SAM.

derivaciéon numérica utilizada. La estabilidad del macrointegrador hace que los errores de
la evaluacion de €F(y,, €) se traduzcan en errores del mismo orden en la solucién numérica
de (6.13).

A continuacién, vamos a calcular el error que introduce el macrointegrador al integrar
el sistema y' = 5]?‘(3/,5). Las ecuaciones para avanzar un paso de longitud H con un
método Runge-Kutta explicito de r etapas aplicado a la ecuacién auténoma y' = ef‘(y, £)
son |16]

i—1
Y, =y, + Zain(sf‘(Yj,e)), i=1,...,r
= (6.19)
Yn+1 = Y + ijH(€F(Yj,€))

Jj=1

Las ecuaciones coinciden con las ecuaciones del mismo método Runge-Kutta apli-
cado al sistema en tiempo lento dy/ds = F(y,a) pero con paso ¢H. Por tanto, el error
global del método Runge-Kutta al integrar ¢y’ = éf‘(y, e) en intervalos de longitud pro-
porcional a e~ con paso H es el mismo que el que se tiene al integrar dy/ds = F(y, ¢)
en intervalos acotados con paso e H. En resumen, SAM produce una aproximacién de la

solucién de (6.13]) con un error
O (sq SR+ (5H)P) (6.20)

en intervalos de longitud proporcional a e~!. Si en lugar de utilizarse un método de paso
fijo, se emplea uno de paso variable, el andlisis del error sigue siendo valido. En este caso
se tomaria h y H como el valor maximo de las longitudes de paso en cada uno de los
integradores, y la cota sigue siendo vélida.

En [6] puede encontrarse el andlisis del error de SAM cuando se formula en tiempo
lento, para ecuaciones de la forma . Se trata de una férmula similar pero, al aplicarse
el microintegrador y el macrointegrador a los sistemas en tiempo lento, las longitudes de
paso estdn en otra escala. En este caso, la longitud de paso del microintegrador se suele
tomar proporcional a € y, como las longitudes de los intervalos en los que hay que micro-
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integrar también son proporcionales a ¢, el costo computacional de cada microintegracion
es independiente de ¢.

A continuacién, vamos a ver qué resultados proporciona SAM al aplicarlo al péndulo
de Kapitza. Puesto que las ecuaciones y son de la forma , con sumandos
de clase C* (con lo que las funciones se pueden acondicionar como hemos hecho en
otros capitulos), podemos aplicar todos los resultados del capitulo anterior con &k tan
grande como queramos. Obsérvese que, sin embargo, en el capitulo anterior siempre se ha
tratado con sumas finitas, y, aunque en este caso sea posible construir la serie dada por
los g1,...,8k, - -, la convergencia de esta serie no esta garantizada [8]. Basta, como se ha
explicado antes, que se pueda aplicar la teorfa a un k£ mayor que el orden con el que se
aproxima la derivada.

Puesto que el sistema tiene que estar en forma estdndar, pero el ordenador no puede
trabajar con un sumatorio infinito, encontramos el mismo problema que en la seccién
anterior al integrar las ecuaciones y (6.7). El microintegrador no puede integrarlas
utilizando dinicamente las variables ¢ y €1, y optamos por emplear el sistema (|6.11]) en las
variables 6, p, p v ). Por tanto, en este caso, dados g y €2y cualesquiera, el procedimiento
para aproximar el valor de eF(¢y, 0, ¢) es el siguiente. En primer lugar, definimos

o = o + £ f(0) sin(o)
po = Qo + f(0) sin(ey)

segiin el cambio de variable . Entonces, (0y, po, ©o, ) se toman como condiciones
iniciales del sistema , que se integra numéricamente con el microintegrador elegido
desde 0 hasta +27, +47 o +67 en funcién de la férmula de derivaciéon numérica elegida.
Finalmente, se estima eF(¢q, 2o, €) utilizando las ecuaciones ([6.16)), (6.17) o (6.18) en las
componentes 3 y 4 de la solucién numérica calculada.

Utilizando Vern9 con tolerancia 10~ tanto para el microintegrador como para el ma-
crointegrador, la férmula de derivacién numérica de orden 6 y las mismas condicio-
nes iniciales y pardmetros que en la Figura[6.3), SAM proporciona la solucién representada
en la Figura[6.6]en color gris. Como se aprecia en la figura, la solucién obtenida con SAM
aproxima mucho mejor a la solucién del sistema original que la solucién del sistema pro-
mediado construido en la seccién anterior. Recordemos que SAM no estd integrando la
ecuaciéon promediada de orden 1 (u orden 2 en el caso del péndulo de Kapitza),
sino que estd integrando ecuaciones promediadas de mayor orden que no hemos calculado
analiticamente debido, por una parte, a la complejidad de los calculos y, por otra, a que
no es necesario disponer de la expresion analitica.

En la Figura se ha representado la diferencia maxima entre la solucién del siste-
ma original y el resultado proporcionado por SAM en los tiempos estroboscépicos

- 6 3 1 /94 8 :
del intervalo [0, W] cuando ¢ toma valores 1/2°/1/2% ... ,1/2°% y para las diferentes

férmulas de derivacién numérica, cuando se integra con Vern9 y tolerancia 1071° (tanto
para la integracién del sistema original, como para el macrointegrador, y el microinte-
grador). Se han representado los resultados que proporciona la férmula de derivacién
numérica de orden 2 con puntos naranjas, los resultados de la de orden 4 con puntos
azules y los resultados de la de orden 6 con puntos grises. En el mismo color y en linea
discontinua, se han representado rectas de pendiente 2, 4 y 6, respectivamente. Como se
aprecia en la figura, los puntos de un mismo color describen rectas paralelas a las lineas
discontinuas, salvo los dos puntos grises obtenidos con los dos valores més pequenos de €.

97



CAPITULO 6. APLICACIONES
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Figura 6.6: Soluciéon del sistema dado por las ecuaciones y (naranja), del sistema
promediado (azul) y solucién numérica por SAM (gris).

Estos resultados son consistentes con el anédlisis del error anterior y la expresién .
Al tomar tolerancia 107! tanto con el microintegrador como con el macrointegrador, los
términos h? y (eH)P, permanecen despreciables frente a la contribucién del término do-
minante €7 para los valores de £ que estamos tomando. Por tanto, las pendientes que se
aprecian en la Figura se corresponden con ¢, el orden de la férmula de derivacién
numérica utilizada en cada caso.

La excepcién son los dos puntos con € igual a 1/27 y 1/28 y la férmula de orden
6. En este caso, el término €% es bastante menor que los términos de error debidos a la
integracién numérica, y la principal contribucién a la diferencia es debida a la tolerancia
empleada con Vern9 que, segtin se ha indicado antes, es 10719,

A continuacién, vamos a analizar los resultados obtenidos con SAM para ver la in-
fluencia que tienen el valor de € o el orden de la férmula de derivacién, en las longitudes
de paso que toma el macrointegrador. En la Figura se muestra el valor eH (siendo
H la longitud de paso utilizada por el macrointegrador) frente al tiempo lento e7. Para
construir la grifica se tomaron los instantes 7,, en los que el macrointegrador evalia la so-
lucién y se trazé eH,, = (7,41 — 7,,) en funcién de e7,,. Este procedimiento se repitié para
dos valores de ¢, 1/23 y 1/28, y para las diferentes féormulas de diferenciacién numérica
empleadas en la Figura [6.7} Como se aprecia en la figura, el valor de eH no depende de
¢ ni del orden de derivacion numérica empleado. Es decir, un algoritmo de paso variable
como es Vern9 toma la longitud de paso del macrointegrador proporcional a 1/e, con lo
que el coste computacional al integrar en intervalos de longitud proporcional a 1/e es
aproximadamente el mismo independientemente de .

En la Tabla [6.1] se recogen el nimero de evaluaciones de f requeridas por SAM para
integrar el sistema promediado para los distintos valores de e, tolerancias y férmulas
de derivacién numérica utilizados y, en efecto, se ve que el nimero de evaluaciones que
emplea SAM para distintos valores de € es del mismo orden para tolerancia y orden de
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Figura 6.7: Diferencia entre la solucién del sistema original y el resultado proporcionado

: ~10 : s : 6m
por SAM con tolerancia 107 en los tiempos estroboscépicos en el intervalo |0, - \/W]

en funcién de € para férmula de derivacién numérica de orden 2 (naranja), de orden 4
(azul) y de orden 6 (gris).
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Figura 6.8: Longitudes de paso empleadas por el macrointegrador en funcién del tiempo de

integracién, con ambos ejes multiplicados por e, para las distintas férmulas de derivaciéon
numérica y para ¢ = 1/23 (circulos) y € = 1/28 (tridngulos).
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Figura 6.9: Diferencia de la solucién con respecto a la solucion de referencia en funcién del
nimero de evaluaciones de f realizadas en la integracién para € igual a 1072 (izquierda)
y 10~* (derecha).

derivacién numérica fijos. Por el contrario, el nimero de evaluaciones al integrar con Vern9
la ecuacion original, recogido en la primera columna de la tabla, es aproximadamente
proporcional a la longitud del intervalo de integracién. En consecuencia, existe un valor
de £ a partir del cudl es menos costoso integrar el sistema promediado en un intervalo de
longitud proporcional a 1/e con SAM que integrar directamente el sistema original. Esta
situacion se ha reflejado en la Tabla[6.1] escribiendo en verde el nimero de evaluaciones de
funcién que requiere SAM cuando es menor que el nimero de evaluaciones de f necesarias
para integrar el sistema original. Precisamente, SAM resulta 1itil desde un punto de vista
computacional en estos casos, cuando ¢ es lo suficientemente pequeno como para que se
integre mas rapidamente el sistema promediado por este método que el sistema original.

Por otro lado, recordemos que la diferencia entre la solucién promediada y la solucién
original en los tiempos estroboscépicos es pequena. Entonces, si se necesita conocer el
valor de la solucién del problema original en un cierto instante temporal alejado, se pue-
de integrar utilizando SAM el sistema promediado hasta el tiempo estroboscépico mas
proximo y, tomando el valor obtenido como condicion inicial, integrar el sistema original
linicamente desde el tiempo estroboscépico hasta el instante que nos interesa. Puesto que
para ¢ pequeno es mas rapido integrar hasta el tiempo estroboscépico utilizando SAM que
integrar el sistema original, si el error de SAM en los tiempos estroboscopicos es pequena,
esta técnica resulta una buena alternativa a la integracién directa del sistema original.

En la Figura [6.9) se han representado en una grafica de eficiencia las diferencias de
la Tabla entre la solucién y la solucién de referencia, calculada con Feaginl2 [12], un
método Runge-Kutta de orden 12, con longitud de paso 27/7. Se han representado los
resultados para ¢ igual a 1072 y 10~ para la integracién utilizando la ecuacién original
(naranja), SAM de orden 2 (azul), de orden 4 (gris) y de orden 6 (verde). Como se puede
ver, en el caso de ¢ = 1072, la integracién directa de la ecuacién original resulta menos
costosa y proporciona mejores resultados. Sin embargo, cuando ¢ = 107, los resultados
obtenidos con SAM no solo son menos costosos que la integracién de la ecuacién original,
sino que, de hecho, obtienen mejores aproximaciones para tolerancias bajas.

Recordemos que la cota de error que proporciona la expresién (|6.20) es vialida en
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CAPITULO 6. APLICACIONES

intervalos de longitud proporcional a 1/e, pero el error global de la integracién directa
depende de la longitud del intervalo. Este efecto se aprecia muy bien en la columna de la
Tabla [6.1] de diferencias de las soluciones obtenidas integrando la ecuacién original. Para
tolerancia 1072, la diferencia calculada estd un par de érdenes por encima de la tolerancia
fijada. De hecho, para tolerancia 1072, la integracién directa por Vern9 proporciona una
diferencia mayor que para tolerancia 107!, y el nimero de evaluaciones se dispara, lo que
parece indicar que la precisién que puede proporcionar el algoritmo esta al limite.

Por tanto, SAM resulta una técnica mads eficiente y precisa cuando se trabaja con
valores de € pequenos, no solo para integrar el sistema promediado, sino también para
proporcionar aproximaciones de la solucién original en tiempos grandes.

La Tabla[6.1]y la Figura[6.9 también muestran la importancia de elegir adecuadamente
la férmula de derivacién numérica en funcién del valor de € o del problema de estudio.
Puesto que la longitud de los intervalos de microintegracién depende del orden de la
férmula de derivacion, si el problema original es muy costoso de integrar puede ser mé&s
eficiente utilizar férmulas de orden més bajo. Este es el caso de € = 107, donde, en la
Figura se ve que utilizar la férmula de orden 4 es mads eficiente que utilizar la de
orden 6.

Otro ejemplo donde la eleccién de la férmula de derivacién es importante es la integra-
cién del péndulo de Kapitza con un coeficiente de rozamiento muy grande. En este caso,
la solucion evoluciona rdpidamente a cero, por lo que las microintegraciones en intervalos
de la forma [0,mT], con m € N son sencillas. Pero, las microintegraciones hacia atras,
entre 0 y —m/T’, se vuelven extremadamente costosas, puesto que la solucién crece muy
rapidamente. Entonces, las férmulas (6.16]), (6.17) y (6.18)) proporcionan muy malos re-
sultados. Para implementar SAM en este caso conviene recurrir a férmulas de diferencias
progresivas [10] como

1
o7 (—@(2T) + 162(T) — 3x(0))

%(_3@»(@) 4 162(3T) — 362(2T) + 48%(T) — 252(0))

si se necesita mayor orden.

Cuando se formula SAM en tiempo lento, como se hace en [6], SAM proporciona
aproximaciones de la solucién original en tiempos fijos, pero para sistemas altamente
oscilatorios, donde integrar directamente el sistema original requeriria longitudes de paso
muy pequenas.

Como hemos visto en las ecuaciones , considerar SAM en tiempo rdpido o en
tiempo lento no supone cambios significativos a nivel matemético. De hecho, en vez de
estudiar el péndulo de Kapitza como un sistema en tiempo rapido, se puede considerar un
modelo ligeramente distinto y tomar € = 1/w para formularlo como un sistema en tiempo
lento. En este caso, en [6] se prueba que se puede aplicar SAM sin necesidad de realizar
un cambio a forma estdndar, microintegrando el sistema original .
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