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Abstract

Throughout this work, we have carried out a detailed review of the Kitaev chain mo-
del, widely used to describe quantum nanowires with potential applications in topological
quantum computing. The main objective of this research is to analyze coupling mecha-
nisms with quantun cavities as a means of control tool for qubits based on Majorana
modes.

For this purpose, a comprehensive study of the physical properties of the fundamental
state of the combined matter-radiation system has been carried out. In particular, the
cases where the cavity is locally copuled to one or two sites in the chain are studied, as
well as an extended model where two Kitaev chains interact with each other through the
coupled-cavity mediated photon exchange. Using numerical techniques, the effect of this
configurations on fermionic correlations, the dynamics of the system and the feasibility of
implementing quantum operations are evaluated.

The results obtained show that it is possible to locally manipulate the Kitaev chain by
coupling it with cavities, allowing operations such as controlled separation of Majorana
modes (“topological scissors” effect) and simulations of merging and braiding or exchange
protocols. These operations are fundamental for the implementation of topological logic
gates and the design of robust quantum architectures.

Finally, the study of the coupled chain model suggest that photonic control can be
extended to multipartite systems, opening new possibilites for the construction of con-
trolled quantum gates and the development of new strategies for quantum information
processing in hybrid light-matter platforms.

v



Resumen

A lo largo de este trabajo se ha llevado a cabo un estudio detallado del modelo de la
cadena de Kitaev, ampliamente utilizado para describir nanocables cuanticos con poten-
ciales aplicaciones en la computacion cuantica topologica. El objetivo principal de esta
investigacion es analizar mecanismos de acoplamiento con cavidades cuanticas como una
herramienta de control para qubits basados en modos de Majorana.

Para ello, se ha realizado un analisis exhaustivo de las propiedades fisicas del estado
fundamental del sistema combinado de materia y radiaciéon. En particular, se estudian los
casos en los que la cavidad se acopla localmente a uno o dos sitios de la cadena, asi como
un modelo extendido en el que dos cadenas de Kitaev interactiian entre si a través del
intercambio de fotones mediado por cavidades acopladas. Utilizando técnicas numeéricas,
se evalta el efecto de estas configuraciones sobre las correlaciones fermioénicas, la dindmica
del sistema y la viabilidad de implementar operaciones cuénticas.

Los resultados obtenidos muestran que es posible manipular localmente la cadena de
Kitaev mediante el acoplamiento con cavidades, permitiendo operaciones tales como la
separacion controlada de modos de Majorana (efecto “tijera topoldgica”) y simulaciones de
protocolos de fusion y braiding 6 intercambio. Estas operaciones son fundamentales para
la implementacion de puertas logicas topologicas y el diseno de arquitecturas cuénticas
robustas.

Finalmente, el estudio del modelo de cadenas acopladas sugiere que el control foténico
puede extenderse a sistemas multipartitos, abriendo nuevas posibilidades para la cons-
truccion de puertas cuanticas controladas y el desarrollo de nuevas estrategias para el
procesamiento de informaciéon cuantica en plataformas hibridas materia-luz.
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Capitulo 1

Introduccion

En afios recientes, la comunidad cientifica ha sido testigo del surgimiento de la deno-
minada Segunda Revolucion Cudntica. Esta nueva era esté caracterizada por un ambicioso
objetivo: realizar la transicion del conocimiento teérico que se obtuvo durante la primera
revolucion cuéntica del siglo XX hacia el desarrollo de aplicaciones practicas y tecnologias
innovadoras [1|. Dentro de este proceso de transicion, la computacién cudntica emerge
como uno de los frentes mas prometedores.

El origen de esta area de estudio puede trazarse a una conferencia dada por Richard
Feynmann en 1982, donde propuso una maquina que trabajase con las leyes de la meca-
nica cuantica para modelar la fisica de estos fendmenos [2], pues creia que para simular el
mundo cuantico se requeria de una méquina cuantica que realice los célculos [3]. Nace con
el objetivo de reemplazar, o mas cominmente, complementar los sistemas computaciona-
les clasicos con componentes (arquitecturas) que aprovechan directamente los principios
de la mecénica cuantica. Esta clase de sistemas, en teoria, tienen el potencial de superar
significativamente las capacidades de las computadoras convencionales en la resolucion de
algunos problemas complejos. Sin embargo, la computaciéon cuantica no es solo un proyec-
to ambicioso, pues a medida que los componentes van reduciendo su tamano, acercandose
a la escala en que los efectos cuanticos tienen efectos importantes [4].

Inicialmente, los avances fueron bastante lentos debido a las limitaciones tecnologicas.
No obstante, la gran cantidad de avances que se han dado recientemente, tanto en hard-
ware como algoritmos cuénticos, ha llevado a la computacion cuantica a la etapa NISQ
(Noisy Intermediate-Scale Quantum), donde las computadoras cuanticas atin no son capa-
ces de resolver problemas reales més eficientemente que los clésicos. Para superar la etapa
actual de desarrollo, se necesita que los procesadores cuanticos continiien aumentando su
numero de qubits y que estos sean menos susceptibles al ruido y la decoherencia. Con este
objetivo en mente, se han planteado diversas propuestas de arquitecturas cuanticas; en
este trabajo nos centraremos en la Computacion Cuantica Topologica.

1.1. Computaciéon cuantica topologica

La computaciéon cuantica topologica fue una propuesta de computadora cuantica uni-
versal resistente a errores propuesta por primera vez por Alexei Kitaev [5], donde la pro-
teccion contra errores no viene de protocolos de correccion, si no que viene implementada
desde la construccion del hardware. Para lograr esto, se propone almacenar y manipular
la informacién cuantica utilizando un tipo de cuasiparticulas exéticas llamadas anyones.
Debido a que se tienen un comportamiento estadistico exético que puede describirse en
un espacio topologicamente ordenado, de ahi el nombre de la propuesta [6]. Este es un
subespacio degenerado libre de decoherencia, donde la evolucion de los estados cuénticos
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se produce cuando los anyones se mueven adiabaticamente uno alrededor del otro.

En el contexto de este trabajo, se estudia la propuesta de la realizaciéon de compu-
tacion cuéantica topolodgica utilizando nanocables superconductores. Para modelarlos, se
consideraran cadenas de fermiones sin espin llamadas cadenas de Kitaev. Bajo determina-
das condiciones, estas son capaces de manifestar un determinado anyon llamado fermion
de Majorana; esta cuasiparticula tiene la caracteristica de ser su propia antiparticula. A
lo largo de este trabajo, se estudian las propiedades fisicas de los fermiones de Majorana,
asi como la forma de producir evolucion de los estados cuénticos de los mismos empleando
cavidades cuanticas como mecanismos de control.

1.2. Descripcion del contenido

Este trabajo esté estructurado en seis capitulos y cinco apéndices; cada uno de los
capitulos aborda un aspecto fundamental y progresivo para entender la manipulaciéon de
qubits topologicos con cavidades cuénticas. Mientras que los apéndices muestran infor-
maciéon complementaria.

En este contexto, el primer capitulo ofrece una introduccién general y una contextua-
lizacion de este trabajo. En él, se proporciona un marco histérico del desarrollo de esta
campo de conocimiento y se presenta una breve descripcion de los temas principales que
se abordaran. De esta manera, el capitulo proporciona una vision clara de la estructura y
los objetivos de este estudio.

El capitulo 2 se centra en presentar el marco tedrico referente al modelo de Kitaev, de-
tallando su formalismo fisico y matematico aplicado a las cadenas de Kitaev. Se estudian
las condiciones en las que esta cadena adquiere propiedades topologicas manifestando los
fermiones de Majorana, las cuasiparticulas que dotan de resistencia a los errores y a la
decoherencia a los qubits construidos con este enfoque. Este capitulo es de importancia
fundamental, ya que estas estructuras son las que se postulan como qubits topologicos,
esenciales en el resto de este trabajo. Ademas, se exploran y analizan sus propiedades
fisicas mediante desarrollos tanto tedricos como numeéricos.

El tercer capitulo introduce el marco tedrico fundamental para comprender la interac-
cion de una cadena de Kitaev con la radiaciéon elctromagnética. Se inicia con una breve
descripcion del modelo de Rabi, que describe la interaccion entre el campo electromag-
nético y un sistema de materia de dos niveles. Posteriormente, se analiza la interaccion
de una cavidad cuéntica con un sitio especifico de la cadena de Kitaev, demostrando que
esta puede reducirse a un modelo de Rabi modificado. Adicionalmente, se caracterizan las
propiedades del estado fundamental de este sistema compuesto y se estudia como esta in-
teraccion actiia como unas tijeras topoldgicas capaces de “cortar” la cadena en dos regiones.

En el capitulo 4, se extiende el modelo de interaccién previo, considerando que la
cavidad se acopla simultdneamente a dos sitios de la cadena de Kitaev. Mediante la ca-
racterizacion del estado fundamental resultante, se explora la viabilidad de realizar brai-
ding (intercambios) entre fermiones de Majorana; esta operacion es de gran importancia,
pues es la que permite construir puertas cuanticas topologicas, que son necesarias en la
construccion de un computador cuantico universal. El braiding se logra a través de la
regulacion precisa del acoplamiento entre la cavidad y cada uno de los sitios, abriendo
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nuevas vias para la manipulacion topologica con cavidades cuanticas.

El quinto capitulo, se dedica al estudio numérico de los posibles efectos derivados de
la interaccion entre qubits topoldgicos en el contexto de la construccion de computadores
cuanticos de multiples qubits. Con este objetivo, se analiza el caso de interacciéon més
sencillo, formado por dos cadenas de Kitaev acopladas con sus dos repectivas cavidades
cuanticas. La interacciéon entre los sistemas se modela mediante el intercambio de foto-
nes entre las cavidades cuanticas. La introduccion de este término de interacciéon entre
cavidades cuénticas induce una transiciion de fase que produce cambios en la paridad
de las cadenas de Kitaev, en funciéon de la elecciéon de pardmetros de los respectivos qu-
bits. Estos cambios son de gran interés pues tienen implicaciones en la construccion de
otras compuertas cuanticas y el desarrollo de nuevas estrategias para el procesamiento de
informacion cuantica en arquitecturas hibridas. Por tanto, se pretende continuar con su
estudio, para desarrollar un modelo teérico que permita describir y predecir estos fené-
menos de manera mas completa.

El dltimo capitulo presenta las consideraciones finales de este trabajo. En él se detallan
las conclusiones extraidas de los resultados analizados a lo largo de este trabajo. Ademas,
se hace una recapitulacion de las implicaciones que tienen los resultados obtenidos en este
campo de estudio. Finalmente, se presentan sugerencias sobre posibles direcciones para
continuar con el avance de esta rama de la computacion cuéntica utilizando lo expuesto
en este trabajo.

En cuanto a los apéndices, el Apéndice A, detalla el desarrollo matematico de la
aproximacion al espectro de energias para un hamiltoniano de Rabi modificado, comple-
mentando asi los contenidos expuestos en el Capitulo 3.

Los Apéndices B y C estan dedicados a complementar el desarrollo del Capitulo 4,
presentando respectivamente una aproximacion al estado fundamental del sistema aco-
plado en dos sitios y el calculo de la fase de Berry.

El Apéndice D ofrece el desarrollo matematico necesario para determinar los operado-
res de braiding entre dos cadenas de Kitaev, lo que complementa el contenido del Capitulo
5.

Finalmente, el Apéndice E contiene el cddigo fuente escrito en Python utilizado para
realizar todos los calculos presentados a lo largo de este trabajo.



Capitulo 2
Modelo de Kitaev

La computacion cuantica actual se encuentra en la etapa denominada NISQ (Noisy
Intermediate-Scale Quantum, por sus siglas en inglés)|[7]. Esta era se caracteriza por pro-
cesadores cuédnticos con un nimero moderado de qubits (del orden de decenas a pocos
cientos [8]), los cuales atin son altamente susceptibles al ruido y a los errores. Aunque estos
dispositivos no cuentan con una correccion de errores cuantica completa, han demostrado
ventajas respecto de los sistemas clasicos en ciertas tareas especificas, como la simulacién
de sistemas fisicos y la optimizacion. Sin embargo, su utilidad practica sigue siendo li-
mitada en comparacion con los algoritmos cuanticos a gran escala previstos para el futuro.

Una de las propuestas més innovadoras para superar las limitaciones del régimen NISQ es
la computacion cuéntica topologica, un enfoque diseniado para ser més robusto frente al
ruido y la decoherencia. Uno de los principales impulsores de este paradigma es Microsoft,
como demostrd con la presentacion de Majorana 1 9, 10, 11]. La computacion cuéntica
topologica se basa en la propuesta de Kitaev, quien demostré que es posible modelar el
comportamiento de fermiones de Majorana en estructuras denominadas nanoalambres o
nanocables cuanticos.

Un nanoalambre cuantico es un alambre semiconductor a escala nanométrica en el que
pueden emerger excitaciones cuanticas denominadas fermiones de Majorana. Estos esta-
dos cuénticos aparecen bajo ciertas condiciones clave: un fuerte acople spin-érbita, un
campo magnético externo y el contacto con un superconductor. En estas circunstancias,
los extremos del nanoalambre pueden albergar modos de Majorana, que son cuasiparti-
culas que acttian como sus propias antiparticulas y obedecen estadisticas no abelianas, lo
que las hace especialmente prometedoras para la computacion cuantica topologica.

En este capitulo, se presenta el formalismo fisico y matematico de la propuesta de Ki-
taev, conocida como cadenas de Kitaev (CK) [12]. A través de este modelo, exploraremos
en detalle como la interaccion entre el acoplamiento spin-6rbita, campos magnéticos y
superconductividad puede dar lugar a la emergencia de fermiones de Majorana en los
extremos de la cadena. Analizaremos las propiedades topoldgicas de estas excitaciones, su
relevancia para la computacion cuantica topologica y los desafios experimentales asocia-
dos a su deteccion y manipulacion. Finalmente, discutiremos las implicaciones del modelo
de Kitaev en el contexto de la era NISQ y su potencial para allanar el camino hacia una
computacion cudntica mas robusta y tolerante a errores [13].

2.1. Modelado de nanocables cuanticos

En su publicacion original [14], Alexei Kitaev propone la construccion de nanocables
cuanticos superconductores formados por una cadena de N fermiones sin spin (ver Figura

4
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2.1). Con esto en mente, establece el hamiltoniano del sistema como

N N-1 N-1
A~ ol A L R R A R R
HCK = —§ E (2CjCj — 1) — W E <CjTCj+1 —+ C;L-_HC]') -+ A E <CjCj+1 + C}+1CjT> . (21)
=1

j=1 j=1

Cada uno de los fermiones de esta cadena ocupa un tnico lugar j y se asocia con un
operador de creacion y de aniquilaciéon fermioénicos éj y ¢;, respectivamente [15]. En este
modelo, i representa el potencial quimico de los fermiones que se toma como una cons-
tante; w es la amplitud del gap energético entre fermiones vecinos y A es el gap de energia
necesaria para inducir la fase superconductora (energia de enlace del par de Cooper). En
una cadena de Kitaev (CK), el gap superconductor no solo sirve para describir la energia
de la fase superconductora, sino que también protege la fase superconductora topologica
y es una propiedad del material con el que se construyen los nano cables cuanticos. Este
hamiltoniano puede derivarse a partir del modelo de Ising [16] tomando condiciones de
borde abiertas para la cadena.

00O ©

Figura 2.1: Representacion esquematica de una cadena de Kitaev de longitud NV, en la que
los fermiones reales, asociados con los operadores é}, ¢;, son representados por un disco
de color plomo. A su vez, cada fermién es representado por dos fermiones de Majorana,
representados por un disco de color azul 4;; y un disco de color rojo 4; .

Este Hamiltoniano también puede ser escrito de forma matricial en bloques de matri-
ces:

A B 0 0 0 0 .t
BT A B 0 o ol (&
. 1 0 BT A B o of]“
How =5 (@ & G N : (22)
o 0 0 0 --- A B ‘fyv
0 0 0 0 --- BT A) \°N

Donde las matrices A y B pueden escribirse en términos de los paramétros principales del
Hamiltoniano (ver Ec. (2.1)) como A = —u6, y B = —wa, —iAd, los cuales son bloques
de matrices 2 x 2 y 6., con a = x,, z, representando las matrices de Pauli escritas en
la base computacional; tal que en esta representacion, admite diagonalizacién de forma
exacta, cuyos espectros de energia se pueden ver en la Figura 2.2 [17]. En las figuras 2.2a
y 2.2b, se puede ver que a medida que la CK aumenta de tamano, el nimero de modos
de energia crece de la misma manera. En contraste, al modificar los pardmetros A y w,
se nota que la transicion de la fase topologica a la fase trivial [18] se recorre proporcional
al valor de w, dandose esta transicion cuando |p| = 2w.
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Fase i Fase ' ' Fase i Fase
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(c) N=50, w=05 A=15 () N=50, w=15 A=05

Figura 2.2: Espectro de energias del hamiltoniano de Kitaev en funciéon a pu, variando
la longitud de la cadena N, para diferentes valores de A y w, que se obtuvieron por
diagonalizacion exacta de (2.2).

Ahora, este hamiltoniano describe una cadena de fermiones, que no tienen las propie-
dades que buscamos para usarlos en computacion cuantica topologica, de modo que se
puede definir de manera conveniente los operadores de Majorana

Noj1 = &5+, %j:z'(éj.—éj), j=1,....N. (2.3)

Estos operadores describen las cuasiparticulas conocidas como “fermiones de Majorana”,
que tienen la caracteristica de ser su propia antiparticula, de modo que sus operadores
tienen las relaciones 4; = ’y}, (9;)* = 1. Tales que cumplen con las relaciones de anti-
conmutacion fermionicas dadas por {7;,9x} = 2d;,, Vj,k =1,...,2N. Modelan cada
uno de los fermiones reales j como dos fermiones de Majorana 4,;_1,%2; (ver Figura 2.1)
y esta representacion protege al sistema de los errores de fase.

Escribiendo el hamiltoniano (2.1) en funcién de los operadores de Majorana definidos
en la ecuacion (2.3), se puede escribir como:

N . N—1
A TR i o .
Hex = —iy 272]'_172]' +3 Z [(w+ A)yoiF2511 — (W — A)Yaj-172542] - (2.4)

j:l j:l
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2.2. Limites del hamiltoniano de Kitaev

A partir del hamiltoniano descrito en la ecuacion (2.4), se pueden describir dos regi-
menes, el limite trivial y el limite topologico. La clasificacién de estos regimenes se basa
en los valores de los parametros del hamiltoniano. La Figura 2.2 ilustra la variacion del
espectro de energia de la cadena en funcién de dichos parametros, permitiendo distinguir
los estados correspondientes a cada fase. La diferencia entre las fases radica en la forma
en la que los fermiones de Majorana se aparean entre si (ver Figura 2.3).

Jj=1 J=2 Jj=3 J=4 Jj=3 Jj=0 Jj=1 Jj=2 j=3 J=4 Jj=5

(a) (b)

Figura 2.3: Esquema del apareamiento de fermiones de Majorana para una CK con N = 6,
donde las lineas representan el apareamiento. En el panel izquierdo se muestra el aparea-
miento trivial de los fermiones de Majorana, en el cudl se aparean en su propio sitio. El
panel de la derecha presenta la fase topologica, en la que los fermiones de Majorana ya no
se encuentran localizados y los modos de energia cero de Majorana (MZM) se representan
con toroides.

2.2.1. Fase trivial

Al considerar que los dos gaps son nulos A = w = 0 y que el potencial quimico de los
elementos de la cadena son p < 0, el hamiltoniano se simplifica a

=

Hex = — g Yoj—172;- (2.5)

Este es el hamiltoniano de la fase trivial de la CK. En este limite no existe interaccion
entre fermiones de Majorana de dos sitios distintos.

2.2.2. Fase topologica

Si se considera que el potencial quimico de las componentes de la CK es nulo p = 0,
el hamiltoniano de la CK se reduce a la expresion

N

Hek = Z w + A)Yog241 — (W = A)Yaj192542] (2.6)
=1

En la ecuacion (2.6), se puede ver que existe otro tipo de apareamiento entre fermiones
de Majorana. Del espectro de la fase topologica (Figura 2.4) se puede ver que en el caso de
que A = w, solo se tiene tres modos de energia, donde uno de ellos tiene energia cero, este
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modo es de especial interés, como se vera méas adelante. De modo que si se fija A = w > 0,
entonces se llega a la descripcion de la fase topologica de la CK, cuyo hamiltoniano es

N1
Hex =1A Z 25 Y2j+15 (2.7)
=1

Este hamiltoniano muestra que un fermion de Majorana se empareja con otro fermién de
Majorana correspondiente a un fermion real vecino, formando un nuevo fermiéon llamado
fermion no localizado (ver Figura 2.3b). Como se mencioné anteriormente, este modelo se
caracteriza por considerar una cadena abierta. En consecuencia, los fermiones de Majorana
ubicados en los extremos de la cadena permanecen desemparejados y se denominan modos
de energia cero de Majorana (Majorana Zero Energy Modes, MZM). Estos modos son de
particular interés debido a su estabilidad frente a perturbaciones, propiedad fundamental
para la computaciéon cuantica topologica.

Figura 2.4: Espectro de energias del hamiltoniano de Kitaev en su fase topologica en
funcion a A, variando los valores de w, que se obtuvieron por diagonalizaciéon exacta de
la Ec. (2.2).

Para describir estos nuevos tipos de apareamientos entre fermiones de Majorana, es
conveniente introducir un nuevo conjunto de operadores fermionicos d;, d} cuya expresion
esta dada por

A st A A5t A
Yoj—1 =i(dj_; — dj1), Yoj = dj_q + dj-1, (2.8)

que cumplen con las relaciones de anitconmutacion {CZj, ciL} = 0%, de modo que se puede
reducir el hamiltoniano (2.7) a la forma

N-1 1
_ o
Hey = 2A ;1: (djdj - 5) . (2.9)

La estructura de oscilador armoénico inherente que adquiere el hamiltoniano permite
describir las energias propias de la cadena mediante cuasiparticulas fermiénicas no loca-
lizadas, representadas por los operadores fermiénicos cfj, a?;, no contribuyen a los MZM'’s.
Por otra parte, los fermiones de Majorana desemparejados pueden combinarse para formar
un nuevo fermion no localizado dy = %(i% + 42n) que actia como un qubit no localiza-
do. Esta division propia de los MZM’s implica que la informacion cuantica del sistema
se almacena de forma no local en ambas mitades del modo. De esta manera, incluso si
una de las mitades experimenta interferencias, la informacién cuéntica permanece sufi-
cientemente preservada en la otra mitad para permitir la continuaciéon de los procesos
computacionales [19], logrando asi estados cuénticos resistentes a errores y decoherencia.
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2.3. Discusion

En este capitulo, se ha presentado el modelo de Kitaev, un sistema que representa una
cadena unidimensional que exhibe una fase superconductora topologica capaz de albergar
fermiones de Majorana en sus extremos. Al ser particulas de Majorana, son sus propias
antiparticulas y obedecen estadisticas no abelianas, lo que los convierte en candidatos
prometedores para la computacion cuéntica topologica.

Se ha explorado en detalle el hamiltoniano de la cadena de Kitaev, identificando los
parametros clave que controlan la transicion entre la fase topologica y la fase trivial. Se
ha discutido como la presencia de un gap superconductor protege la fase topolodgica y
como los fermiones de Majorana en los extremos de la cadena, conocidos como modos
de energia cero de Majorana (MZM), son estables frente a perturbaciones locales, una
propiedad esencial para la computacion cuantica tolerante a fallos.

Ademés, se ha analizado la transformacion del hamiltoniano a la base de fermiones
de Majorana, lo que ha permitido una comprensiéon mas profunda de la naturaleza de
las excitaciones en el sistema. Se ha mostrado cémo los MZM’s pueden formar un qubit
no local, donde la informacién cuantica se almacena de forma distribuida, ofreciendo asi
proteccion contra la decoherencia local.

En comparaciéon con otros enfoques para la computaciéon cuantica, como los qubits
superconductores o los qubits de iones atrapados, la computacion cuantica topologica ba-
sada en fermiones de Majorana ofrece la posibilidad de tener tolerancia a fallos intrinseca
[20]. Sin embargo, la realizacion practica de esta vision atn requiere superar importantes
desafios cientificos y tecnologicos [21].



Capitulo 3

Interacciéon con la radiacion

Para lograr los avances tecnologicos necesarios para superar la etapa NISQ, se requiere
desarrollar mecanismos que permitan la manipulacion y el control de los qubits topologi-
cos. En este contexto, la radiacion, especialmente en forma de microondas o luz; se utiliza
con este fin. En algunas aplicaciones, por ejemplo, se pueden usar pulsos de radiacion
para realizar operaciones cuanticas en los qubits o para leer su estado.

Ademas, la interaccion con la radiacion puede utilizarse para generar y detectar fermio-
nes de Majorana, las cuasiparticulas caracteristicas que acttian como qubits topolégicos.
Experimentalmente, las cavidades cuanticas pueden crear las condiciones necesarias para
la aparicion de fermiones de Majorana en los bordes de los materiales topologicos.

Por otra parte, este mismo mecanismo es el que describe la interacciéon con el entorno,
que puede causar decoherencia (pérdida) de informacion cuéntica. Es crucial, por lo tanto,
entender y controlar esta interaccion para proteger la coherencia de los qubits topologicos,
permitiendo realizar célculos cuénticos precisos y disenar dispositivos cuanticos de mayor
fiabilidad. Esto, a su vez, permitiria superar las limitaciones de la etapa NISQ.

En este capitulo, se pantea el formalismo matemaéatico y fisico del mecanismo de inter-
accion entre la radiacion y una cadena de Kitaev (CK). En particular, se estudiara el caso
de la interaccion entre una cavidad cuantica y un sitio intermedio de la CK, obteniendo
un modelo de interaccién descrito por el modelo de Rabi modificado. Discutiremos las
propiedades esta fisicas y topologicas de este mecanismo y algunos de los desafios que se
presentan.

3.1. Modelo de Rabi

El modelo cuantico de Rabi describe la interaccion entre un campo electromagnético
cuantizado y un sistema de dos niveles, como un atomo. Este modelo es de particular
interés en el estudio de sistemas de computacion cuantica topolégica, dado que los qubits
son inherentemente sistemas de dos niveles. El sistema se describe mediante el siguiente
hamiltoniano o

IA{Rabi:Hf_‘_];[a_j' E (31)

El primer término representa el hamiltoniano del campo electromagcético cuantizado, H,
representa la energia del sistema de dos niveles y el ultimo término representa la interac-
cion entre los dos subsistemas, esta interacciéon se produce dipolarmente.

La energia del sistema de dos niveles viene dada por A,d,, donde A, representa el gap
de enrgia entre los dos niveles y 7, es la matriz de Pauli escrita en la base computacional.

10
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Para los otros dos términos, es necesario estudiar cuél es la accion de la cuantizacion sobre
el campo electromagnético.

3.1.1. Cuantizacién del campo electromagnético

Considerando una cavidad de volumen V', que se construye con dos espejos com-
pletamente reflectantes separados una distancia L entre si, en la que se confina ondas
electormagnéticas de longitud de onda Agion = 2L/n. Restringiendo a un solo modo en el
campo electromagnético, la energia total de la cavidad viene dada por

A 1 2, 1 2
H = —/ (60‘E‘2 + —|B‘2) dT. (32)
2 Jv Ho

Reemplazando expresiones apropiadas para los campos magnético B y eléctrico E que se
obtienen a partir de las ecuaciones de Maxwell, se puede demostrar que este hamiltoniano
se transforma a | |

H= 3 (wW*@® +p*) = hw (a*a + 5) : (3.3)
que corresponde al hamiltoniano de un oscilador armoénico con frecuencia w. De modo
que se puede escribir el primer término del Hamiltoniano de Rabi (Ec. (3.1)) como wa'a,
quitando el término 1/2 porque es una constante y no afecta a la dinamica del sistema y
se asume h = 1.

De la misma manera, en la aproximacion dipolar Aggon > Tatomo, €1 la imagen de
Schrodinger, el término de interacciéon puede escribirse como

~
- 5

d-E=gd(a'+a). (3.4)

Donde el operador dipolo adquiere la forma d = dé,. Redefiniendo \ = dg, finalmente se
puede escribir el Hamiltoniano de Rabi en su forma tipica

Hyapi = wala + A6, + X (6 + a) 6, (3.5)

Un aspecto notable de este Hamiltoniano, es que la parte fotonica del término de in-
teraccion se asemeja a la definicion de una cuadratura X = (a' + a) / V2 del oscilador
armonico.

3.2. Interaccidon de una cadena de Kitaev con una ca-
vidad cuantica

Es importante estudiar cuél es el efecto de la interacciéon de una CK con la radiacion,
que puede estar originada por una cavidad cuéntica cuya frecuencia caracteristica esté
dada por w. En este contexto, la cavidad cuantica actiia como una “tijera topologica”,
dividiendo la CK en dos segmentos [22| y generando la formacion de nuevos MZM’s en
los sitios adyacentes a la cavidad.

Al igual que en la seccién anterior, al tener un sistema de materia interactuando con
la radiacién y por tanto, buscamos un hamiltoniano total de la forma

ﬁT:HCK+ﬁC+ﬁXa (3.6)
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donde Hck corresponde al hamiltoniano de la CK dada por la ecuacion (2.9), He es el
hamiltoniano de la cavidad y Hx es el hamitoniano de interaccion.

Tal como se observo anteriormente, a la cavidad cuantica le corresponde el hamilto-
niano de un oscilador armoénico Ho = wa'a, donde w es la energia cuantica del foton, el
hamiltoniano del sistema de materia es el que se calculo en la ecuacion (2.9); y el hamil-
toniano de interaccion entre la cavidad y la CK, se considera que tiene una cuadratura
rotativa tipo homodina (homodyne rotated quadrature, X,op = (e~®ial + e%3a)/1/2) [23,
24| que viene dada por

- 1
Hx =

> Néle; (emal 4 eia) (3.7)
VICav e Cay

donde \je~"% € C es la fuerza del acoplamiento entre la cavidad y el sitio j de la CK; y
Cav es el conjunto de sitios que se encuentran dentro de la cavidad, este conjunto tiene
una cardinalidad ncay.

Dependiendo de la cantidad de sitios que se encuentran dentro de la cavidad, se tendran
diferentes casos; pero en el contexto de este trabajo, solo se considerara el caso en el las
posiciones dentro de la cavidad no son las de los extremos, es decir 1 < s < N; este caso se
conoce como casos de simetria en volumen (bulk geometry). A continuacion se estudiara
la interaccion de un sitio de este tipo con la cavidad cuéntica.

3.2.1. Interacciéon bulk en un sitio

El primer caso de estudio, es el que corresponde en el que un solo sitio j = s se
encuentra dentro de la cavidad (bulk de un sitio, Fig. 3.1). Tal que el hamiltoniano de
este sistema esta dado por:

H, =2A (di_lds_l +did, — 1) +wata + Aele, (e7at 4 ea) . (3.8)

Este hamiltoniano depende tanto de los fermiones no locales d como los fermiones reales

Figura 3.1: Esquema de una CK en la fase topolégica interactuando con una cavidad
cuantica en un solo sitio, donde las esferas representan los fermiones de Majorana y los
toros los MZM, la interaccion se produce con un sitio de la CK (caso bulk). Los fermiones
de Majorana representados en azul corresponden a 4; ;, mientras que los rojos a ; 2, con
¢ las posiciones de la CK.

¢, de modo que es necesario llevarlos a la representacion de fermiones no locales para
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continuar con los célculos. A partir de la definicion de los fermiones no localizados (2.8),
se puede deducir las siguientes relaciones:

1, . L. .

2(72j + 192541) = 5(%‘,2 + iYj11,1),

ZAT R A 1A A 1A

df = 5 =& = e =) = 5 (B2 = P2in1) = 5 (B2 — 1),

donde por facilidad, se puede hacer el cambio de indice en los operadores de Majorana
para facilitar la descirpcion. Ahora, para el sitio en el interior de la cavidad, se tiene

d]: 2(CT_C]—|—C+1+C]+1> (3 9)

A

1 1 A A s Ao
elee = S (1t iYardan) = S(1+ duoads + docad] — dl_yd, — df_d]). (3.10)

5

El hamiltoniano de Kitaev (2.9) tiene como constante de movimiento a la paridad de
excitaciones, de modo que la paridad fermionica debe permanecer constante, de modo
que los tinicos términos que tienen una contribuciéon al hamiltoniano son d d y dy_1d;.
En consecuencia, puede escribirse de manera mas conveniente usando la base del estado
de ocupacion de los sitios s — 1y s, tal que |—=)_ = |oo), [+), = [ee) = d!_,dl|oo) ,
donde |oo) representa el vacio, i.e. no hay fermiones de tipo d en j = s — 1, s, esta base
es especialmente 1til para estudiar la dindmica del sistema si se trabaja en el régimen del
acoplamiento débil (A < w ~ A). El hamiltoniano del sistema se reduce a

A A ) .
H, = —2A6, +wa'a + 5 (e7a" + €*a) (1, — 6,). (3.11)

Este hamiltoniano corresponde al modelo de Rabi modificado, en el que la cavidad y la
CK entran en resonancia cuando w = 4A y el estado fundamental (ver Figura 3.2) en esta
base puede escribirse como |GS) = |0) ® |—) ,, donde |0) representa el vacio fotonico.

Figura 3.2: Espectro de energias para la interaccion con un solo sitio (Ec. (3.11)), con-
siderando ¢ = 0 y A = 0,5 para diferentes valores de frecuencia de la cavidad. El es-
pectro exacto viene representado por lineas solidas rojas y las energias en el régimen de
la aproximacion adiabatica (Ec. (3.12)) con lineas discontinuas azules. Se elige ¢ = 0
arbitrariamente porque no modifica los estados propios ni el espectro de energias.

Siguiendo el procedimiento descrito en el Apéndice A, se puede obtener el espectro de
las energias de esta interaccion en la aproximacion adiabatica (Ec. (A.9))

1 P Y 2 A2\
Eﬁi =3 2nw — — £/ — + 16A%exp ( w2> Ly, <F) : (3.12)

w w?



CAPITULO 3. INTERACCION CON LA RADIACION 14

En la Figura 3.2, se puede observar que en el régimen del acoplamiento ultra fuerte (Ultra
Strong Coupling, USC) (A > w ~ A), el espectro de energias (3.12) replica de manera
bastante fidedigna el espectro de energias, asi como los cruces entre niveles de energia que
se producen en este.

En este limite, una base mejor adaptada para describir este sistema se puede construir
en base al nimero de ocupaciéon |ng g,n.) de un fermén no local CiL,R = (9L +iYr) /2
y un fermion localizado que se encuentra dentro de la cavidad ¢, = (§s1 + #9s2) /2. Las
componentes del fermion no local son los fermiones de Majorana 47, = 4,_1,2 ubicado justo
a la izquierda de la cavidad y 4r = 9,411 ubicado a la derecha de esta. La transformacion
entre las dos bases se expresa como

1 1
00) = — (|oL.R, %) — % |®L.R,®.) ), ee) = — ([op R, 0.) +1|®p R, @) ). 3.13
|o0) \/5(\ LR %) —i|®L R, %)) |oe) \/5(| LR, %) Ti|oL R ®)).  (3.13)
El estado fundamental se escribe como |GS) ~ —i|a) ® |ey r,e.), donde o = —Xe™ /w.

Por la forma del estado fundamental, se puede hallar la probabilidad de encontrar n
fotones dentro la cavidad. Para los estados coherentes |a), esta se describe mediante una
distribucion de Poisson, P(n) = exp(—|a|?)|a|*"/n!. Estas predicciones teéricas muestran
concordancia con los resultados numeéricos obtenidos, que se muestran en la Fig. 3.3.

w/A =2 w/A =4

P(,'ohm'?nte
mm Valores Num.

0 10 20
n n n

Figura 3.3: Probabilidad P(n), donde n corresponde al ntimero de fotones en el estado
base en funcion a la fuerza de acoplamiento A, para A = 0,5, considerando (a) w/A = 2,
(b) w/A = 4. Y (c) comparacion entre los valores teoricos de la probabilidad para un
estado coherente con los resultados numéricos para distintos valores de acoplamiento.
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Por otra parte, la entropia de von Neumann,
S =—Tr(plog,p), (3.14)

para la matriz densidad de un determinado estado, sirve para caracterizar algunas de las
propiedades cuanticas del sistema de la cadena de Kitaev, especialmente en relacion con el
entrelazamiento y las fases topologicas. La entropia de von Neumann de una subregion de
la cadena puede revelar informaciéon sobre el grado de entrelazamiento entre esa subregion
y el resto del sistema. En la Figura 3.4, se puede ver como a medida que el acoplamiento
entre la CK y la cavidad cuantica aumenta, S se aproxima a 0. Esto indica que en este
limite, el estado base del sistema descrito por el hamiltoniano (3.11) efectivamente pue-
de descomponerse como el producto de un estado de materia y un estado coherente de
radiacion.

0.1r

0.0F

A/2A

Figura 3.4: Entropia de Von Neumann para el estado fundamental del hamiltoniano (3.11)
para distintos valores de frecuencia de la cavidad w en funcién al acoplamiento entre la

CK y la cavidad .

3.3. Protocolo de fusion

Tal como se ilustra en la Figura 3.1, la fusion de dos MZM’s, que en este contexto
se comportan como anyones de tipo Ising (o), pueden producir dos posibles estados fi-
nales: el vacio (1) o un fermion real de Dirac (¥), simbdlicamente o x 0 = 1 + ¥ [25].
La existencia de dos posibles resultados para la fusién es una manifestacion directa de la
naturaleza no abeliana de los MZM’s. La verificaciéon experimental de esta propiedad no
abeliana de las cuasiparticulas se realiza a través de protocolos basados en la Regla de Fu-
sion, donde se observan los diferentes resultados posibles de la combinacién de los MZM’s.

Para investigar numéricamente el escenario no trivial de la fusion de MZM’s (a un
fermion real), se puede considerar una cadena de Kitaev interactuando con una cavidad
cuéntica (descrita por la Ec. (3.11)). El protocolo consiste en aumentar adiabaticamente
la fuerza del acoplamiento entre la cavidad y la CK A. Inicialmente, se considera el sistema
en su estado fundamental, es decir, |0) @ |—) ..
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A medida que se activa el acoplamiento entre la cavidad y la CK, la topologia del
sistema cambia en la vecindad de la cavidad. Como se detalla en la Ref. [22], este aco-
plamiento induce la formacion de dos nuevos MZM'’s localizados en los sitios de la CK
adyacentes a la cavidad (ver Fig. 3.1). Estos nuevos MZM’s emergen como consecuencia de
la hibridacion de los estados electronicos de la cadena inducida por la presencia del campo
electromagnético cuantizado de la cavidad. Tal como se demostr6 en la secciéon anterior,
una vez que existe acoplamiento entre la cavidad y la CK, en el limite de acoplamiento
ultra fuerte (USC, A > w ~ A), los estados de materia y radiacion son separables en la
forma |V) ~ |a) ® |—) ., donde o) es un estado de radiacion coherente con o = —A\/w'y
los estados de materia cumplen que 6, |—), = —|—) .

Una vez que la cavidad y la CK se encuentran fuertemente acopladas, el estado final de
materia llega a ser |—) = (Joo) —|ee))/1/2, este estado final tiene sentido, pues la paridad
fermioénica se conserva con este proceso. La forma del estado tras la interaccion, muestra
que existe una superposicion de estados con igual probabilidad de que no existan fermiones
rodeando la cavidad y un estado de que exista un fermion a cada lado de la cavidad. Esto
muestra que la fusion provocada por la cavidad tiene un caracter probabiliistico y muestra
que los anyones tipo Ising son no abelianos, tal como se deseaba.

Se puede mostrar la validez del protocolo de fusién en la interacciéon con un solo sitio
midiendo la funcién de correlacion entre los dos fermiones mas proximos a la cavidad
YL = Ys—12 Y YR = Ys+1.1, que se puede definir como

P(s =15+ 1) = i(Ys-129s411) = =i (Fs295.1)>

Vs—1,2Ys 41,1 = 1 <Czs—1CZl +dyd,y + d;ldg - CZL@s) )
<ds(28_1 + dl—ldi) oo> — <oo (dscis_l + dl—l@) oo>
La Figura 3.5, muestra la funcion de correlacion (Ec. (3.15)) como funcion de la energia

de la radiacion de la cavidad w y la fuerza de acoplamiento \. En esta, se puede verificar
que en el limite de acoplamiento fuerte, el protocolo de fusiéon es vélido.

(3.15)
P(s—1,s+1) :—<oo

= _<6x>-

9
v 91

Figura 3.5: Funcion de correlacion de fermiones P(s — 1,s + 1) para el Protocolo de
Fusion para un sistema con interacciéon en un solo sitio en el estado fundamental. La linea
punteada sobre la superficie representa el caso de resonancia w = 4A.
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Es ademas necesario evaluar la susceptibilidad del protocolo de fusiéon a errores dia-
béaticos. Para ello, de deben verificar los valores de la funcién de correlaciéon para casos
dependientes del tiempo P(s—1,s+1,t5) = (¢ (tr)| 62 [1(ts)) . En este analisis se conside-
ra una variacion lineal en la fuerza de acoplamiento A y en la fase ¢, empleando diferentes
velocidades de rampa para estudiar el comportamiento del sistema.

La Figura 3.6 muestra que, al aumentar la fuerza del acoplamiento entre la cavidad
y la CK, la funcién de correlacion P(s — 1,s + 1) exhibe un comportamiento similar al
predicho tedricamente, tanto en el caso de resonancia como fuera de él. Esta concordancia
entre los resultados se observa incluso fuera del régimen de acoplamiento ultra fuerte,
siempre que la velocidad de rampa sea lo suficientemente lenta para garantizar que el
proceso sea adiabéatico.

w/A=1.0 w/A=4.0 w/A=6.0

— 1.0

0.5

P(s—1, s+1

0.0
1 1.0 10 1.0

0.5

log 5
A 2024

0
%)

Figura 3.6: Funcion de correlacion de fermiones dependiente del tiempo P(s — 1,s +
1,t), considerando una variacion lineal de la fuerza del acoplamiento A\ = t/t,, donde la
velocidad de rampa es ¢, y la evolucion se realiza en el intervalo t € [0,4t,] para (a)
w/A =1, (b) el caso en resonancia w/A =4y (c) w/A = 6.

En el analisis del Hamiltoniano donde la fase del acoplamiento (¢) varia temporalmen-
te, se asume que la fuerza del acoplamiento permanece constante. La Figura 3.7 muestra
un comportamiento mas complejo que en el caso del acoplamiento variable, Para valores
bajos en la fuerza de acoplamiento y frecuencias de variacion de fase elevados (t, cor-
tos), el sistema se desvia del comportamiento tedrico, mostrando correlaciones negativas
o nulas, lo que indica una fusiéon ineficiente. Sin embargo, al disminuir la frecuencia, se
observa que la fusion ocurre de manera periddica, con lo que solo es necesario ajustar la
frecuencia de acoplamiento para dirigir el sistema al comportamiento deseado.

Por otro lado, al considerar acoplamientos en el régimen USC, se aprecia que las
frecuencias elevadas son las que permiten que el sistema se comporte de manera mas
estable, mostrando comportamiento cercano al del caso independiente del tiempo. Esto
puede interpretarse considerando que, bajo acoplamientos fuertes, la parte bosonica del
sistema tiende a comportarse como un estado coherente, donde la fase de acoplamiento
ejerce una menor influencia sobre el resultado final del protocolo de fusién. A medida que
la frecuencia disminuye, el comportamiento de la fusién recupera un caracter oscilatorio,
con oscilaciones que ocurren a una frecuencia mayor que en el caso de acoplamiento débil.
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AA =20, w/A=1 AA =20, w/A=4 AA =20, w/A =6

—

0.0 0.5 1.0 0.0 05 10 00 0.5 1.0
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— t,=1 te=2 teo=4 te=06 — t,=10

Figura 3.7: Funcion de correlacion de fermiones dependiente del tiempo P(s —1,s+ 1,t),
considerando una variacion lineal de la fase de acoplamiento ¢ = t/t,, con frecuencia t, !,
para un intervalo de evolucion dado por ¢ € [0,4¢,] en el caso de resonancia para diferentes
valores de energia de la cavidad w y fuerza de acoplamiento A, considerando A = 0,5.

3.4. Discusion

En este capitulo, se ha explorado la interaccion entre una cadena de Kitaev (CK), el
sistema fundamental que estamos considerando para la implementacion de qubits topo-
logicos basados en fermiones de Majorana, y la radiacion electromagnética. Este estudio
resulta crucial en el marco de la computacion cuéntica topolodgica, donde la manipulacion
y el control preciso de los MZM’s son esenciales para la realizaciéon de operaciones cuan-
ticas tolerantes a fallos.

La introduccion del modelo de Rabi permitié establecer las bases tedricas para com-
prender la interaccion entre un qubit (analogo al sistema de dos niveles que puede formarse
con los MZM’s) y un campo electromagnético cuantizado presente en una cavidad. La de-
rivacion del hamiltoniano de Rabi proporcioné una descripciéon que puede extenderse al
caso de la cadena de Kitaev acoplada a la cavidad cuéantica.

El analisis de la interaccion directa entre la CK y la cavidad cuantica revel6 la po-
sibilidad de inducir la formacién de nuevos MZM'’s en las proximidades de la cavidad.
Este fenémeno, analogo a la accién de una “tijera topologica”, abre nuevas vias para la
manipulacion y el control de los MZM’s, superando asi el limite de tenerlos tinicamente
en los extremos de la cadena.
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La exploracion del protocolo de fusiéon, implementado mediante el aumento adiaba-
tico de la fuerza de acoplamiento entre la cavidad y la cadena de Kitaev, demostré la
viabilidad de manipular los MZM’s inducidos por la cavidad. La concordancia observada
entre los resultados numéricos y las predicciones teoricas, incluso fuera del régimen de
acoplamiento ultrafuerte bajo condiciones adiabéticas, subraya la robustez del protocolo
frente a variaciones externas.

El estudio de la dependencia temporal de la fase del acoplamiento revel6 una dindmica
més compleja. En el régimen de acoplamiento débil, la eficiencia de la fusiéon se mostro
sensible a la frecuencia de variacion de la fase, permitiendo ver la necesidad de un control
preciso de este parametro. Por otro lado, en el régimen USC, se observd una mayor estabi-
lidad frente a las variaciones rapidas de la fase, lo que puede atribuirse al comportamiento
coherente del campo de la cavidad bajo acoplamientos fuertes.



Capitulo 4

Interaccion en dos sitios y braiding

Tras haber establecido el marco fundamental del modelo de Kitaev y las bases de la
interaccién con la radiaciéon cuando lo hace con un solo sitio, resulta natural extender
este andlisis a escenarios méas complejos que involucren interacciones con miltiples sitios
de la CK. En particular, la interacciéon con dos sitios contiguos, abre la puerta a la im-
plementacion de protocolos de braiding (intercambio), una operacion fundamental en la
computacion cuantica topologica.

Como se discutio en capitulos anteriores, los MZM’s poseen estadisticas no abelianas,
una propiedad que les permite realizar operaciones cuénticas mediante el intercambio de
posiciones de estas cuasiparticulas. A diferencia de las particulas abelianas, donde el or-
den de intercambio no afecta el estado final, el braiding de anyones no abelianos se puede
traducir en transformaciones unitarias en el espacio de estados degenerado en el que se
encuentran los estados. En el contexto de la cadena de Kitaev, el control y la manipula-
cion de multiples MZM’s, se convierte en un objetivo crucial para la implementaciéon de
puertas cuanticas topologicas.

A lo largo de este capitulo se adentrara en el estudio de la interacciéon de una cade-
na de Kitaev con una cavidad cuantica acoplada a dos sitios contiguos de la cadena. Se
explorara como esta interaccion puede utilizarse para manipular y potencialmente ejecu-
tar el protocolo de braiding de los MZM’s. Analizaremos el formalismo tedrico necesario
para describir este sistema y discutiremos las implicaciones de estos protocolos para la
realizacion de operaciones cuanticas topologicas, incluyendo los desafios y las perspectivas
futuras en este campo. La comprension de la interacciéon con multiples sitios representa
un paso fundamental hacia la construccion computadoras cuanticas topologicas mas com-
plejas y la explotaciéon de las propiedades tnicas de los fermiones de Majorana para la
computacién cuantica tolerante a fallos.

4.1. Interaccion bulk con dos sitios

De manera analoga al capitulo anterior, ahora se considerara el caso en el que la cavidad
se acopla a dos sitios fisicos adyacentes, en especifico los sitios s y s + 1. Manteniendo la
simetria en bulk, es decir, 2 < s < N — 2, esta configuracion se ilustra esqueméaticamente
en la Figura 4.1. El hamiltoniano correspondiente a esta interaccion se puede deducir a
partir de (3.6) y (3.7), lo que conduce a

o 7 7 At A 1 At A i A id; A
Hy,=A Z <2di+rds+7~ - 1) +wa'a + 7 Z A]‘C;Cj (e7*%al + e'%a) . (4.1)
r=—1,0,1 j=1,2

20



CAPITULO 4. INTERACCION EN DOS SITIOS Y BRAIDING 21

Usando las relaciones de (3.9) para escribirlo en funcién de los operadores de fermiones
no localizados, este hamiltoniano puede ser reescrito como

o ~ ~ 1 ~ ~
=AY <2dl+,,ds+r . 1) twili+——= 3 A (1 b dyrdsys
r=-10,1 2v2 r=0,1 (4.2)

tdyyyadly, —dl, e, — di+r_1di+r> (et 4 1) .

Figura 4.1: Esquema de una CK en la fase topoloégica interactuando con una cavidad
cudntica en dos sitios (two bulk case), donde las esferas representan los fermiones de
Majorana y los toros los MZM’s.

Al igual que para un sitio, el hamiltoniano conserva la paridad del nimero de fer-
miones en la cadena, de modo que los tnicos cuatro estados que tendran contribuciones
son {|os_1 050541) ,|0s_1 @ @51 1), |1 ®50511) ,|®_ 1050 ..9)}, tal que el hamiltoniano
se puede escribir en esta base. Se puede mapear estos estados de la materia a un sistema
de dos espines, donde la base se escribe como

T _>z = ‘05*1 Os OS+1> ’ ‘_7 +>z = ’Osfl o .s+1> )

4.3
|+7 _>z = |.s—1 o, Os+1> ) H‘; +>z == ’.5—1 Og .s+1> ; ( )

que corresponden a la base de vectores propios de un sistema de dos espines en la base z
de Pauli.

Escribiendo el hamiltoniano (4.2) en esta base (Ec. (4.3)) e imponiendo que ¢; =0y
Py = ¢, se puede reducir a

. . - it n 1 At .
Hy = —A (61 + Gup+06.10.0) +wala+ —=\ (&' +a) (1o — 6,,1)

2v2

1 . .
+—2)\2 (G_Z(z)dJr + e’%) (12 — é’xyg) .

2v/2

(4.4)

El hamiltoniano (4.4) corresponde a un modelo inohomogéneo de dos espines de Rabi.
Y la informaciéon que contenia originalmente el fermion d que se encontraba en la cavidad
y sus respectivos fermiones de Majorana esta descrito en la nueva base y el sistema entra
en resonancia cuando se cumple que w = 4A.

La Figura 4.2 muestra la energia del estado fundamental de este hamiltoniano para
diferentes valores de A\; y Ay. Se puede ver claramente que en cuanto el primer sitio de
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la cavidad se acopla en el régimen USC, la energia se divide claramente en tres sectores;
el primero que corresponde a Ay > 0, el segundo que corresponde a —A\; < Ay < 0 y el
tercero que corresponde a \; < —\s. Esta division se vera reflejada en la estructura del
estado fundamental.

AL =40

B 3 6 =6 -3 0 3 6
A2 Ao
—— Diagonalizacién Ezacta -—= UsC - Perturb. ler. Orden

Figura 4.2: Espectro de energias para el caso bulk de dos sitios (Ec. (4.4)), considerando
una fase fija controlada dada por ¢ = 0, A = 0,5 en el caso de resonancia w = 4A para
diferentes valores de acoplamiento entre la cavidad y la CK.

Igual que en el caso de un solo sitio, al alcanzar el régimen de acoplamiento fuerte, la
anterior base no es la mas adecuada para representar los estados del sistema. De modo
que se puede plantear una nueva base en base al ntimero de ocupacion {|npg, N, Ney) },
que representan la ocupacion del fermion no localizado 41, g = %ﬁ/L +1i4R) y los fermiones
reales en el interior de la cavidad ¢; = %(%,1 +i52) y G = %(%HJ +19s+1.2). En este caso,
los componentes del fermion no local son 4, = Ys_12 ¥ Yr = Ys+2,1- La transformacion
entre estas dos bases viene dada por

1 )
> _>z - 5 HoLﬂ) ® (’0617 OCQ> + ‘.017 .02>) -1 ’.L,R> ® (’0017 .C2> + ’.617 OCQ>)] )
1 .
|_7+>z - 5 HOL’R> ® (|Ocl7062> - |.C17.C2>) -1 |.L7R> ® (|0617.C2> - |.017OC2>)] ) (4 5)
1 . ’
H—v _>z =35 HOL,R> ® (’0617002> - ’.617.02>) +1 |.L,R> ® (’0017.C2> - ’.017OCQ>>]7
2
1 )
|+7 +>z =5 [|OL7R> ® (|OC17 002> + |.C17 .62>) +1 |.L7R> ® (|OC17 .02> + |.C17 002>)] :
2

En esta base, el estado fundamental en el régimen de USC, se puede escribir como |GS) ~
InL.r) @ [We, efot), donde el estado compuesto entre los fermiones dentro de la cavidad
y los fotones de la misma se pueden escribir como |¥,, ., fot) . Al igual a lo observado en
el espectro de la energia de este estado, en la Figura 4.3, se puede apreciar que existen
tres regiones de acoplamiento, cuyos espectros pueden ser aproximados al de estados de
radiacion coherente, esto especialmente cuando el acoplamiento en el primer sitio es fuerte.
Por tanto, si se considera positivo A\; > 0, se puede escribir en cada sector como:

AL+ A
|GS>I = |OL,R> ® |.617 .62> ® |a1> ) ap = — 1\/§w2’ >‘2 > 07
) A
|GS)y = ilerr) ® |oc, e) ® |om), anm= —\/51 : —A1 < A <0, (4.6)
w
) A
|GS);; 2 i|eLR) @ |®c,00,) @ |oumn) , o= — 2 A2 < =1

V2w’
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A =0.5 A =1.0 AL =2.0 AL =4.0

(a'a)

—— Diagonalizacion Fzxacta

Figura 4.3: Estructura del estado fundamental del hamiltoniano (4.4) en el caso de reso-
nancia w = 4A, A = 0,5 para distintos valores de acoplamiento. En el primer panel, se
muestra los valores medios del operador @ y en el segundo panel para el operador a'a.

En el analisis que sigue, los estados |GSy) y |GSy) cobran importancia, pues se hace
evidente que existe una alternacién entre el estado del fermion topologico |np g) y el
fermion real |n., ).

En el Apéndice B, se muestra que en el régimen de USC, la energia del estado fun-
damental puede ser aproximada como un oscilador desplazado, cuya energia viene dada
por Egs = —w|al?, estos resultados tedricos son consistentes con los resultados numéricos
obtenidos en la Figura 4.2. Mostrando ademéas que en el régimen perturbativo a primer
orden en A, se puede obtener una mejor aproximacion a este estado.

Considerando que el estado fundamental alrededor de Ay = 0 puede escribirse como

|GS) = —sin <g) |GSy) + cos (g) |GSm)
4Aw _3

tanf = ———— e w?,

A2(A1+2))

(4.7)

se puede notar que las variaciones en la fuerza de acoplamiento Ay determinan el estado
en el que el sistema se encontraré. En concreto, cuando \; = 0 se da una transicion entre
un estado que con un fermion no localizado |ny g) y un estado correspondiente al fermion
real |n,) .

4.1.1. Estados gato de Majorana-Schrodinger

Considerando el caso en el que ambos sitios se encuentran acoplados con \; = Ay = A
y ¢ = m, ocurre un fenémeno interesante, pues el estado fundamental del sistema deja
de adquirir el caracter separable que se describié anteriormente. En este limite, el estado
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fundamental viene dado por

GS(m)) = 2C [e1,r) @ [[oc,, 8c,) @ |a) + [@cy,00,) ®[—)],
~C |.L,R> ® [<|OC17 .02> + ‘.617OC2>) ® (‘O‘> + |—Oé>) (48)

+ (|0, 0c,) = [0c1;00,)) @ (Ja) — [—=a))],

A

V2w

los estados tipo gato de Schrodinger (Cat States), que suelen escribirse en la forma
|Cats) = (Jo) £[-a))/\/2(1 £ exp(—2[af?)).

donde a = . Este estado es de particular interés, pues contiene la estructura de

El hecho de que el estado fundamental pueda escribirse en esta forma, muestra que
existe entrelazamiento entre la CK y la cavidad. En la Figura 4.4, se muestra la funcion
de Wigner de estos estados tras haber realizado una medida proyectiva sobre los estados
de materia |W.) = |o.,e.) £ |e.,0.). La funcion de Wigner es una distribucion de
cuasiprobabilidad que proporciona una representacion en el espacio de fase de un estado.
Es invaluable para analizar las propiedades estadisticas de sistemas cuénticos y para
visualizar como se comportan. Esta definida como

1 s o
W(a,at) = = / 2 ef aBa Ty [peﬁa“ﬁ a} , (4.9)
T

donde p representa el operador de densidad de estados. La funcién de Wigner que se
obtiene corresponde totalmente con las esperadas para este tipo de estados bosénicos.

(a) (b)
0.2 0.2
<
0.0 0.05
44 v
\\/0,2 \\/‘—0 2
5 5
-5 0 5 0
0 N 0
Re(q) 55w Re(q) 55w

Figura 4.4: Funciéon de Wigner para el estado gato de Majorana-Schrédinger con w = 4A
(a) par |Caty) e (b) impar |Cat_).

4.2. Protocolo de braiding

Como se demostré en secciones anteriores, los MZM’s presentan una estadistica no
abeliana, lo que implica que cuando se produce un intercambio de lugar entre ellos, se
produce un efecto no trivial sobre el estado del sistema. A la operacion de realizar este
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intercambio se la conoce como braiding. En el contexto de la computacion cuantica topo-
logica, el braiding de MZM'’s se usa para construir las puertas cuanticas.

El operador de braiding entre 47, y 4r en sentido antihorario es

5 = exp (%%fw - % (14 424R) , (4.10)
donde este operador produce el intercambio 4, — Az y Yr — —71. Este operador produce
una rotacion de 7 /4 en el estado fundamental del sistema U ](BL’R) |GS) = ¢'7 |GS), donde
la rotacion prueba que el braiding se produjo.

En las siguientes secciones se partira del hamiltoniano (4.4), en el que el primer sitio
dentro la cavidad j = s se encuentra fuertemente acoplado a la cavidad (A; > 0, ¢; = 0),
mientras que Ay v ¢2 = ¢ pueden ser regulables. Como el primer sitio se encuentra fuerte-
mente acoplado, el fermién de Majorana a la izquierda de la cavidad 47, = 451 2 siempre
es un MZM. Mientras que 95411 serda un MZM solo en el limite Ay — 0, en cuanto esta
fuerza de acoplamiento llega al régimen USC, 45121 es el que se convierte en un MZM.
De modo que en las siguientes secciones se estudiaré el efecto del braiding en ambos casos.

Un cambio de base resulta mas conveniente, usando {|ny, g, 1., ns+1) } los nimeros de
ocupaciéon del fermién no localizado frr = %(’?L + i9g), el fermion real que se forma

dentro de la cavidad ¢; = % (Y51 + i%s,2) y el fermion no localizado CLH. Tal que la base
se transforma como

_7_>Z —

HOL,Ra Oc> —1 |.L,Ra .c>] X |os+1> )

‘_7 +>z = HOL,Rv .C> —1 ’.L,R’ OC)] ® ‘.8+1> )

(4.11)

-l -

|+7 _>z = = HOLR’ OC> +1 |.L7R’ .CH & |os+1> >

-9

[+, +), = 7 [lor,r, ®c) + 7|01 R,00)] @ [®541)

En el régimen USC, el estado fundamental del sistema compuesto en la nueva base puede
escribirse a partir de los estados de materia |Vy) = \/ii(|oL,R, ®.0s11) £|0L R, 0, 0511)),

—i |U =0
|Gsi> — » Z’ +> ® ‘O”r) , para ¢ ) (4.12>
i|V_) ®|a_)y, para¢=rm.
Donde o, = —% ya_ = _\}\ilw’ la Fig. 4.5 muestra que la poblaciéon de fotones en la

cavidad se comporta conforme a lo que se espera para un estado coherente. En esta base,
cuando el sistema tiende al caso de interaccion en un sitio, Ay — 0, el estado fundamental
del sistema se transforma en |GS) =~ (|GS;) — |GS_))/vV2 = |81k, 8, 0511) ® |@), donde
a= -\ /(v2w).

En la Figura 4.6a, se muestra la evoluccion de la paridad entre 7, = 4512 ¥ Yr = Ys+1,1
como funciéon del acoplamiento complejo del segundo sitio para Ay < A;. Se puede notar
que en el limite de acoplamiento en un solo sitio Ay — 0, la paridad P r ~ —1, lo que
coincide con el resultado esperado para el estado fundamental en este caso.
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Ao = 0.53365, ¢ =0 Ao = 0.53365, ¢ = /4 Ao = 0.53365, ¢ = /2

‘ /\2:4, qS‘:O ,)\2:4’¢:‘7T/4 ,)\2:4’¢:,7T/2

0 10 20

—— Estados Coherentes I Valores Numéricos

Figura 4.5: Probabilidad P(n) de observar n fotones en la cavidad en la cavidad cuantica
acoplada a dos sitios de la CK para distintos valores de Ay y ¢. Donde las barras repre-
sentan los resultados numeéricos y la linea sélida representa los valores tedricos para un

estado coherente cuando (a) se produce la firma de braiding y oo = —% y (b) el segundo
sitio esta fuertemente acoplado con o = —)‘li}#‘ew.

La correlacion fermionica correspondiente a la Figura 4.6 puede calcularse en la base
de los fermiones d. Para el primer caso, este puede escribirse como

</$/L’3/R> - i(’?s—l,2’?s+1,1> - <Ci£dAs—1 - Czsczs—l - Czl_ldi + Czi_lds> - <5-x,15-z,2> . (413)

Por otra parte, al realizar la correlacion con el fermioén a la derecha de la cavidad 4421,

Figura 4.6: Paridad fermionica entre 4, = Y512 y (&) Yr = Js4+1,1 dentro de la cavidad y
(b) Ar = Js+2.1 & la derecha de la cavidad, en funcion de la fuerza del acoplamiento Ay y
la fase ¢. La linea punteada muestra el caso en el que el acoplamiento es real y se produce
el salto entre el estado positivo y negativo descrito por (4.12). El aro verde solido muestra
la evolucion de la paridad cuando se produce el braiding entre 7y v Yg.
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se tiene

<’S/L’S/R> = Z.<'3/s—1,2’3/s-i-2,1> = <Cii+1dAs—1 - ds-i—lczs—l - Cii_lCZi_H + Czi_l(is+1> = - <5-y,15-y,2> .
(4.14)

4.2.1. Fase de Berry

Habiendo analizado cémo la interaccion de la cavidad con el segundo sitio modifica el
sistema, se debe determinar bajo qué condiciones el sistema descrito puede implementar
la rotacion de 7/4 requerida para que se produzca el braiding. Para ello, se considera que
el sistema ya se encuentra acoplado en el primer sitio y se realiza una evolucién ciclica
adiabatica sobre el segundo sitio, manteniendo A\ > 0 constante, mientras se varia la
fase de acoplamiento considerando 0 < ¢ < 27. Esta evolucién mantiene al sistema en
el estado fundamental, lo que indica que induce una fase geométrica que corresponde a
la fase de Berry. Dado que la evolucion es ciclica, esta fase no puede ser cancelada |26,
27, 28]. La medicion de la fase de Berry en sistemas de este tipo es un fenémeno bien
estudiado y por tanto es una propiedad que se puede obtener de forma experimental [29].

Al poder escribir el estado fundamental en la base mostrada en (4.12), la evolucion
adiabética del sistema se encontrara en el subespacio generado por {|GS_) ,|GS;) } v por
tanto se puede escribir el estado fundamental como una combinaciéon lineal |GS(¢)) =
Cy(0)|GSy) +C_(¢) |GS-). Donde claramente |GS_) no depende de ¢ debido a que a_
tampoco lo hace. Este calculo se muestra a detalle en el Apéndice C. De modo que la fase
de Berry viene dada por:

2 9
pp=1i [ do (GS(¢)| 5 |GS(¢))
/0 o (4.15)

:Z-/O”dqs {cm)acgéw +c*<¢>ac;_¢<¢> +‘C+(¢)‘2<a+(¢),%‘a+(@>

Esta expresion puede reducirse mediante las propiedades de los estados coherentes [30],
tal que el modulo de la fase de Berry para la evoluciéon de este sistema viene dada por

2 27
A2

= 42
dw? |,

(A2 + 2X; cos(9))?

1+ (4.16)

¥YB

¥
\/16A2w267272 + A3(Ag + 2\ cos(9))?

Observando los resultados numéricos en la Figura 4.7a, se nota que la fase de Berry
tiene un claro comportamiento creciente con la fuerza de acoplamiento en el segundo sitio
y que para lograr el braiding mediante este montaje el acoplamiento en el segundo sitio
debe ser inferior al del primer sitio Ay < 1.

Al estudiar este sistema en el régimen de acoplamiento ultra fuerte con A < \o, la
ecuacion (4.16) se reduce a pp — TAZ/w? = 21(—X2/(v/2w))?. Esto coincide exactamente
con la fase de Berry para un estado coherente puro con a = —\g/ (\/ﬁw) al que se somete
a una evolucion ciclica adiabatica [31, 32, 33].

4.3. Discusion

En este capitulo se ha estudiado el efecto de la interaccion entre una CK y una cavidad
cuantica en dos sitios en medio de la CK. En este sentido, se ha mostrado que el hamilto-
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Figura 4.7: Fase de Berry para la evolucion ciclica adiabética del acoplamiento del segundo
sitio a la cavidad. En el panel (a) se muestra los valores numéricos de la fase de Berry en
funciéon a Ay para distintos valores de A; y la linea punteada muestra el valor en el que la
fase geométrica vale exactamente 7/4. En el panel (b) se muestran los valores que debe
adquirir el acoplamiento Ay en funcién de A; para reproducir la firma del braiding.

niano del sistema puede ser escrito en la forma de un modelo de Rabi inhomogéneo, donde
los estados del sistema pueden ser escritos como un sistema de dos espines. En el régimen
USC, puede mostrarse que el estado fundamental del sistema puede ser aproximado como
un oscilador desplazado, donde la energia del estado fundamental puede caracterizarse en
tres sectores en base al valor que adquiere el acoplamiento en el segundo sitio comparado
a la fuerza de acople del primero.

Una consecuencia interesante de la forma del estado fundamental de este sistema es
que puede presentar una estructura de estado tipo gato de Majorana-Schrédinger, donde
la interaccion entre los fermiones de Majorana y los fermiones reales dentro de la cavidad
producen un entrelazamiento entre ambos sistemas. Este entrelazamiento se puede obser-
var mediante la funcién de Wigner, que muestra la firma de los estados tipo gato.

Por otra parte, se ha mostrado que mediante el sistema descrito, se puede reproducir la
firma del braiding entre MZM’s mediante la fase de Berry que se produce al evolucionar
de manera adiabéatica el acoplamiento en el segundo sitio. Esta fase puede ser medida
experimentalmente y es proporcional al cuadrado del acoplamiento As. Este resultado
cobra una especial importancia, pues realizar el braiding entre MZM’s es lo que permite
la construccion de puertas logicas cuanticas en el ambito de la computacion cuantica

topologica y por tanto es fundamental a la hora superar los desafios que trae consigo la
era NISQ.



Capitulo 5

Estructura escalable para el encamina-
miento cuantico de Majorana

En 2000, DiVinzenco publico un articulo [34] en el que plantea una serie de siete cri-
terios que la tecnologia actual debe alcanzar para lograr una verdadera implementaciéon
fisica de la computaciéon cuantica. El primero de estos criterios tiene que ver con obtener
qubits bien caracterizados cuyo sistema fisico pueda ser escalable, es decir, crear sistemas
de computacion cuantica con multiples qubits.

En los capitulos anteriores se discuti6 las propiedades fisicas que adquiere una cadena
de Kitaev en su fase topolégica y como le afecta interactuar con una cavidad cuéntica.
Este sistema fisico corresponde a un qubit topologico. Al momento de hacer crecer el sis-
tema puede darse el caso de que existan interacciones entre los qubits que puedan llevar
a perdidas de informaciéon o algin otro efecto no deseado, de modo que es importante
estudiar los posibles efectos fisicos que se puedan generar por interacciones a la hora de
escalar este sistema.

En este capitulo se estudiara el sistema escalado mas sencillo, es decir, un sistema
compuesto por dos cadenas de Kitaev y dos cavidades cuénticas, donde la interaccion
entre los sistemas se modela mediante un intercambio de fotones entre las cavidades. El
estudio de este sistema se realizara mediante la exploracion numeérica de las propiedades
del hamiltoniano del sistema y principalmente de su estado fundamental, como se realizo
para los casos correspondientes a una tnica CK. El estudio de las propiedades del estado
fundamental de este sistema ante incrementos del parametro de interacciéon b muestra que
se producen cambios tanto en las cavidades cuanticas como en las CK; los cambios en las
CK pueden modularse mediante la eleccién de parametros del hamiltoniano.

5.1. Descripcion del sistema de estudio

En esta seccion, se estudiaran los efectos que puede producir la interaccion entre dos
de los sistemas descritos en el Capitulo 3. La Figura 5.1 muestra una representacion
esquematica del sistema a estudiarse, en el que se tienen dos CK separadas, cada una
interactuando con una cavidad cuéntica en un solo sitio. La interacciéon entre estos sis-
temas es modelada mediante el intercambio de fotones entre las cavidades y se modula
mediante un parametro de interaccion b. Estas CK y sus respectivas cavidades cuénticas
se encuentran lo suficientemente separadas entre si, de manera que cuando b = 0, cada
una muestra el comportamiento anteriormente estudiado.

29
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Figura 5.1: Esquema del sistema escalable, en la que se tienen dos CK en la fase topoldgica,
cada una interactuando con una cavidad cuantica en un tnico sitio, donde las esferas
representan fermiones de Majorana y los toros representan MZM'’s.

5.1.1. Sobre el hamiltoniano y primeros niveles de energia del
sistema

El hamiltoniano de este sistema se obtiene simplemente escalando (3.11) y anadiendo
el término de interaccién

H=H, + Hy + Hyy,

.\ A ) )

Hy = =206, +wala + 71 (e*wlai + e”’ldl) (1= 641),
2 A AT A /\2 —igo AT ida A ~ (51>
Hg = —2A20'Z,2 + WaAo Uy -+ 7 (6 2(12 +e 2a2> (1 — 0'272>,

Hi = b (aie@ + agal) .

No obstante, uno de los motivos por los que este sistema tiene interés de estudio se
debe a tener la posibilidad de realizar operaciones con multiples qubits, generando asi
las compuertas cuanticas necesarias para la implementacién universal de la computacion
cuantica. Estos son los bloques basicos de la construccion de algoritmos cuénticos, como
lo muestran Huang et al. [35] y otros autores.

Tal como se muestra en el Apéndice D, a la hora de implementar los operadores de
braiding entre dos CK, la paridad fermioénica total del sistema se conserva, aunque no
necesariamente en cada subsistema. A diferencia del anélisis realizado en el capitulo 3, no
se puede limitar el espacio de estados al subespacio par ({|co) , |ee) } v se requiere escribir
el hamiltoniano en el espacio de estados completo ({|oo) ,|ce) ,|eo) | |ee)}). Al extender
el sistema al subespacio impar, a partir de (3.8), se obtiene

H = Hy + Hy + Hy,
3 - - e AN gy i1 - -
Hy =-A (09) RLy+1® Ugl)) —|—w1a1a1 + ?1 (6 ¢1a1 +e ¢1a1) (1-6M®aeW),

F . A At A —igy ipy A A .
Hy=—0 (6P @15+ 1, ®6P) + wothan + ?2 (e Y168 + e ¢1a2) (1-6% s,
Hie = b (a{@ n agal) .

K ) (§2)
Donde H; representa el hamiltoniano del primer subsistema, Hy el df)l segundo v Hiy
representa el término de interaccion entre las cavidades. Del término Hj,, la interaccion
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entre los sistemas se produce por un intercambio de fotones entre las cavidades. Al tratarse
de un toy model, se considera que los sistemas son indistinguibles entre si cuando tienen
el mismo conjunto de parametros y se considera que ambos sistemas se encuentran en su
respectiva resonancia, es decir, w; = 4A; y wy = 4A,.

—0.25F

E——l T T ———
P—

b2, b/2A, b/2A, b/2A,

b/2A, b/2A,
— A28 =2 Ai/2A1 =3 A/20 = 4

Figura 5.2: Comparacion de los primeros niveles de energia para el sistema escalable
considerando A; = 0,5, las lineas sélidas en el panel izquierdo representan los primeros 2
niveles de energia del hamiltoniano limitado al subespacio par (5.1), las lineas solidas en
el panel derecho representan los primeros cinco niveles de energia en el espacio completo
(5.2) y la linea punteada representa el punto de transicion esperado en el régimen de USC
descrito por la Ecuacion (5.3). Donde (a) los sistemas son idénticos Ay = Ay, Ay = Ay, (b)
el segundo subsistema tiene un mayor acoplamiento Ay = Ay, Ay = 3A; y (c) el segundo
subsistema se encuentra més acoplado y tiene un gap mayor Ay = 6A1, Ay = 3)A1.

Al analizar las propiedades de los primeros estados de los dos hamiltonianos presen-
tados, se observa que el estado fundamental permanece inalterado, incluso al limitar el
espacio de estados al subespacio par. No obstante, en la Figura 5.2 se puede apreciar
que, al restringir al subespacio par, se pierde la mitad de los estados disponibles. Esto
se evidencia por la ausencia de dos estados intermedios entre el estado fundamental y el
primer estado excitado correspondiente al hamiltoniano (5.1).

Un aspecto que debe mencionarse a la hora de estudiar los autoestados de este par
de hamiltonianos es que la introduccién del término de interaccién genera desafios de
convergencia numérica para valores elevados de b en relacion con el truncamiento de la
base de Fock NNV,. Estos errores de convergencia se traducen en una saturaciéon cerca del
valor elegido para el truncamiento. La robustez de los resultados se cuantifica mediante
el intervalo de confianza de b, el cual varia en funcién de la elecciéon de los pardametros del
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hamiltoniano. Esto se presenta en la Tabla 5.1 para diferentes combinaciones de parame-
tros, incluidas las utilizadas en la Figura 5.2. En dicha tabla, se observa que el intervalo
de confianza aumenta con el valor de A, si bien este crecimiento no es directamente pro-
porcional a A,. Debido a que el estado fundamental no se ve modificado por la eleccion
de la base, en las siguientes secciones se usara el hamiltoniano limitado al subespacio par
(Ec. (5.1)) por simplicidad numeérica.

‘ A, ‘ Ao ‘ Intervalo de Confianza de b/2A, ‘

NEDY [0, 1,2]
A1 | 2X [0, 1,2]
A1 | 3X; [0, 1.2]
281 | A [0, 2,3]
381 | M [0, 2.7]
A, | N [0, 3.4]
6A, | 3 [0, 4]

Cuadro 5.1: intvalo de confianza de las soluciones a los Hamiltonianos (5.1) y (5.2) para
distintas combinaciones de pardmetros, comprobados con truncamientos /N, < 1000. Don-
de se considera que el primer subsistema tiene los pardmetros fijos Ay y A; y se varian los
parametros del segundo subsistema.

5.2. Estudio de las propiedades del estado fundamental
del sistema

Al analizar los estados fundamentales mostrados en la Figura 5.2, se puede notar que
cuando los subsistemas alcanzan el régimen de USC, se produce un punto de cruce en
el que el espectro de energia se vuelve degenerado, esto senala una transicion de fase.
Un resultado interesante sobre el valor de b en el que se produce esta transicion es que
depende de la eleccion de parametros del hamiltoniano, tal que se produce en

b MM (5.3)
21 A )

con lo que se busca comprobar si efectivamente este punto de cruce en el espectro de
energia produce alguna modificaciéon en alguno de los sistemas fermiénicos o bosénicos.
No obstante, se observa que ninguno de los espectros de energia de la Figura 5.2c entra en
degeneracion en el punto (5.3). Esto sucede debido al incremento significativo que tiene
el gap As. Ya que el gap es significativamente mayor, el segundo subsistema no entra en
el régimen de USC para los fuerzas de acoplamiento mostradas en la figura, de modo que
el punto (5.3) solo es valido cuando todo el sistema esta en este régimen.

Conforme a lo estudiado en el Capitulo 3, cuando ambas cavidades se encuentran en el
régimen de acoplamiento ultra fuerte y no existe interaccion entre las cavidades (b = 0), el
estado fundamental del sistema puede describirse por |V) >~ |a1) @ |—) |, ® [az) ®[—)
donde a; = —\je7 Jw.

Al analizar el comportamiento del valor medio del operador de aniquilacion (a;) de
cada cavidad (ver Figura 5.3), se observa que, al alcanzar el régimen de USC en el punto

x,2)
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de transicién descrito por la ecuacion (5.3), existe un cambio repentino en los valores
medidos. Este comportamiento deja de ser lineal, conforme a lo esperado para los estados
de radiacion coherente, lo que implica que el estado fundamental descrito en el Capitulo
3 ya no es valido para describir la evolucion del sistema en esta region.

Figura 5.3: Valor medio del operador (G;) para el sistema escalable donde el panel superior
muestra los valores para el primer subsistema y el panel inferior para el segundo, con
A; = 0,5. Cuando (a) los sistemas son idénticos Ay = Ay, Ay = A1, (b) el segundo
subsistema tiene un mayor acoplamiento Ay = Ay, Ay = 3A; y (c) el segundo subsistema
tiene un gap mayor y se encuentra acoplado con mayor fuerza As = 6A;1, Ay = 3.

Este cambio en la tendencia del operador a;, se traduce en un incremento acelerado
en la poblaciéon foténica de ambas cavidades a medida que el valor del parametro de
interaccion b aumenta su valor. La Figura 5.4 ilustra que, en el limite USC existen tres
regiones de comportamiento diferentes para el nimero medio de fotones en cada cavidad.

Previo a la transicion, ambas cavidades experimentan una reducciéon progresiva de
su nimero medio de fotones. El segundo sector, que se manifiesta en torno al punto de
transicion, muestra un repoblamiento repentino, que viene mediado por la fuerza con
la que se encuentra acoplada la cavidad a la CK. Finalmente, el tercer sector es donde
se produce una aceleracion notable en el crecimiento de la poblacién de fotones. Este
crecimiento acelerado para valores elevados de b es el que produce los errores de saturacion
fuera de los intervalos de confianza mostrados en la Tabla 5.1.

Tras analizar los cambios inducidos en las cavidades por la interaccion, la Figura 5.5
muestra la correlacion entre los fermiones ubicados inmediatamente fuera de sus respecti-
vas cavidades (§s_12 ¥ Js+1,1 en la primera; y 412 y Y4411 de la segunda). Al considerar
que ambos subsistemas son idénticos y han alcanzado el limite USC, se observa que tras
la transicion, su correlaciéon cambia repentinamente de 1 a 0. Este hallazgo es particular-
mente interesante, ya que efectivamente revierte el efecto del protocolo de fusion descrito
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(abas)

Figura 5.4: Poblacién foténica media (&;dj) para el sistema escalable donde el panel
superior muestra los valores del primer subsistema y el panel inferior para el segundo,
para A; = 0,5. Y se considera que (a) los sistemas son idénticos Ay = Ay, Ay = Ay, (b)
el segundo subsistema tiene un mayor acoplamiento Ay = Ay, Ay = 3\; y (c) el segundo
subsistema tiene un gap mayor y se encuentra acoplado con mayor fuerza Ay = 6A;, Ay =

3A1.

en capitulos anteriores, sin embargo, atin mantiene la fuerza de acoplamiento elevada.

No obstante, los comportamientos de mayor interés se manifiestan al producir la inter-
accion entre sistemas con diferentes parametros. Cuando el segundo subsistema presenta
una mayor fuerza de acoplamiento, se aprecia que los valores medios de correlaciéon me-
didos no se modifican incluso al superar el punto de transiciéon. En contraste, el sistema
menos acoplado presenta una inversiéon en su valor de correlacion de de 1 a -1. Esto indica
que el sistema que se encuentra mas fuertemente acoplado mantiene su paridad frente a
incrementos de la fuerza de interaccién entre los sistemas, mientras que el sistema con
menor acople sufre una inversion en su paridad. Este cambio es similar a los observados
mediante los protocolos de fusion y de braiding.

La observacion de cambios tanto a nivel de los fotones como a nivel foténico, inducidos
por la interaccion entre cavidades, plantea la cuestiéon fundamental de si esto implica el
entrelazamiento entre los estados de las respectivas cavidades. Para investigar esta posibili-
dad, se propone detectar si estos son estados gaussianos de variable continua entrelazados.

Para este analisis, se emplean dos criterios basados en matrices de correlacion; la
matriz de correlacion de Duan [36], definida por
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Figura 5.5: Funcion de corelacion fermionica para el sistema escalable, donde el panel su-
perior muestra la correlacion entre 4,_1 2 y ¥s41,2 de la primera CK y el panel inferior para
Yi—12 Y Yi+1,2 correspondientes a la segunda cadena, tomando A; = 0,5. Y se considera
que (a) los sistemas son idénticos Ay = Ay, Ay = Ay, (b) el segundo subsistema tiene un
mayor acoplamiento Ay = Ay, Ay = 31 y (c) el segundo subsistema tiene un gap mayor
y se encuentra acoplado con mayor fuerza Ay = 6A1, Ay = 3.

y la matriz de correlacion de Simon [37]

Cs =

(2

Basado en estas matrices, se considera que los estados de radiaciéon de ambas cavidades se
encuentran entrelazados cuando se cumple simultaneamente que det C'p < 0y det Cs < 0.
Al analizar los valores de los determinantes de las matrices de Duan det Cp y Simon
det Cg, se observa que ambos presentan un comportamiento interrelacionado: siempre que
uno de ellos adquiere un valor negativo, el otro también lo hace, lo cual indica que los
sistemas foténicos se encuentran entrelazados.
La Figura 5.6 ilustra los valores obtenidos para det C's, donde se evidencia que para b > 0,
las cavidades exhiben entrelazamiento cerca del punto de transiciéon para el régimen de
acoplamiento ultra fuerte. Sin embargo, al examinar las Figuras 5.6a y 5.6¢, se detecta
un comportamiento anémalo en torno a dicha transicion: las cavidades dejan de estar
entrelazadas de manera abrupta para luego volver a entrelazarse repentinamente. Este



CAPITULO 5. ESTRUCTURA ESCALABLE DE MAJORANA 36

cambio brusco en los estados es, de hecho, una signatura distintiva de la transicion de fase
previamente detectada en el espectro de energia para este sistema.

Figura 5.6: Determinante de la matriz de correlacion de Simon det C's para el sistema
escalable. Cuando (a) los sistemas son idénticos Ay = Ay, Ay = Ay, (b) el segundo
subsistema tiene un mayor acoplamiento Ay = Ay, A2 = 3A\; y (c) el segundo subsistema
se encuentra méas acoplado y tiene un gap mayor Ay = 6A1, Ay = 3.

5.3. Discusion

En este capitulo, se ha explorado el modelo mas sencillo de interacciéon entre qubits
topologicos construidos a partir de cadenas de Kitaev y controlados por cavidades cuanti-
cas, con el objetivo de entender los efectos que se pueden producir. Este estudio se limito
a una exploracion numeérica del sistema de dos qubits (dos CK y dos cavidades cuanti-
cas), donde las cavidades se encuentran interactuando mediante intercambio de fotones.
Mostrando ademas que un intercambio simple de fotones no afecta la conservacion de la
paridad fermionica de cada uno de los subsistemas.

Se pudo evidenciar que este intercambio de fotones induce una transicion de fase en el
sistema. Se demostré que, en el limite de USC, el punto de transicion esté bien definido
por los parametros del hamiltoniano del sistema. Ademas, se observo que el intercambio
de fotones pasado el punto de transicion produce un efecto de aceleracion en el pobla-
miento de fotones en ambas cavidades. Para valores elevados de b este proceso se da tan
rapidamente que se producen errores de saturacion en la base de Fock en el analisis nu-
mérico del estado fundamental del sistema.

En contraste, al analizar la correlacion entre los fermiones a las afueras de cada una de
las cavidades, como se realiz6 para el protocolo de fusion en el Capitulo 3, pudo notarse
que la interaccion entre las cavidades puede producir dos posibles resultados:

1. Modificar la correlaciéon de ambas CK simultaneamente, obteniendo un resultado
inverso al logrado mediante la fusion.

2. Invertir completamente la paridad de una de las CK, mientras que la otra permanece
en su estado original previo a la interaccion.

La segunda posibilidad es de gran relevancia para continuar con el desarrollo en compu-
tacion cuantica, ya que en la construccion de puertas cudnticas (especialmente las puertas
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controladas), es fundamental poder modificar el estado de un qubit objetivo mientras los
qubits de control permanecen inalterados.

Finalmente, al estudiar el entrelazamiento entre los estados de radiaciéon de las cavi-
dades, se confirmé que la introducciéon del término interactivo efectivamente causa entre-
lazamiento, particularmente cerca del punto de transicion de fase detectado. Ademaés, el
hecho de que, para determinadas configuraciones del sistema, existan cambios repentinos
en el entrelazamiento es un resultado interesante que deberia ser estudiado mas a fondo
para comprender la magnitud y las implicaciones de estas transformaciones en el sistema.



Capitulo 6

Conclusiones

La construccion de qubits topologicos, que sean inherentemente resistentes a errores y
decoherencia, junto con mecanismos para controlarlos es una de las prioridades a nivel de
la computacion cuantica para superar la etapa actual de desarrollo tecnolégico. Por tanto,
en las primeras secciones de este Trabajo Fin de Méster, se mostré el desarrollo tedrico
y reproduccion de resultados que muestran que las cavidades cuanticas actuando como
fuente de radiacion electromagnética permiten realizar cambios en un qubit construido
a partir de nanocables cuanticos, los cuales se modelaron utilizando una cadena de Kitaev.

En este sentido, se pudo mostrar que desde un punto de vista teorico, al transformar
el hamiltoniano de la cadena de Kitaev a la base de los fermiones de Majorana y me-
diante la modulacion de sus pardmetros, emergen natualmente los modos de energia cero
de Majorana (Majorana Zero Modes). Estos modos de energia son fundamentales en la
construccion de los qubits topoldgicos, pues son los que almacenan la informacion cuan-
tica del sistema, dotdndolo de protecciéon ante decoherencia local, pues la informacion se
encuentra distribuida.

A la hora de introducir las cadenas de Kitaev en su fase topologica en el interior de
una cavidad cuantica, pudo notarse que los efectos fisicos locales variaban en funcién a
la cantidad de sitios de la cadena interactuaban con la radiaciéon. En concreto, cuando se
trata de una interacciéon con un solo sitio, permite reescribir el hamiltoniano del sistema
como un modelo de Rabi modificado. Al ser este un modelo bastante estudiado, se pudo
obtener aproximaciones a los niveles de energia del sistema en el contexto de la aproxima-
cion adiabatica. Adicionalmente, se pudo verificar que en el limite de acoplamiento fuerte
esta interaccion actiia efectivamente como unas tijeras topoldgicas, que puede separar de
forma controlada los modos de Majorana de una cadena.

En cuanto a la interaccion con dos sitios de la CK, se pudo comprobar que puede
modelarse como un modelo de Rabi inhomogéneo para un sistema de dos espines. A la
hora de resolver este modelo, se pudo demostrar que el estado fundamental del sistema
presenta una estructura de estado tipo gato de Majorana-Schrodinger, lo que muestra que
los estados se entrelazan. Ademés, ante una modulaciéon precisa de la fuerza de acopla-
miento en cada sitio permite realizar braiding entre los MZM’s que se encuentran junto
a la cavidad cuantica. Esta operacion es de especial interés, pues la propuesta de puertas
cuanticas topologicas es realizada mediante operadores de braiding.

Por otro lado, en este trabajo, proponemos un toy model para estudiar la interaccion
entre qubits topologicos y los cambios que se pueden producir en los estados cuanticos del
sistema; esto con el objetivo de buscar un mecanismo de control mediante cavidades que
permita la construccién de puertas cuénticas. En concreto, nos concentramos en el modelo
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de interaccion mediante un intercambio simple de fotones entre las cavidades. Mediante
la exploracion de las propiedades del estado fundamental del sistema, en la seccién 5.2,
mostramos que mediante la regulacion del gap de energia de Cooper A y la fuerza de
acoplamiento A, se consiguen cambios efectivos en un qubit mientras que otro mantiene
su estado, mostrando asi un comportamiento similar al de una puerta controlada, en el
que los qubits de control permanecen inalterados.

A pesar de las limitaciones identificadas, este trabajo abre nuevas y prometedoras di-
recciones para futuras investigaciones en sistemas multipartitos. Es imperativo que estas
se enfoquen en explicar tedricamente los resultados observados y en explorar la construc-
cion de puertas cuanticas utilizando los mecanismos de control propuestos mediante el
estudio de la introducciéon de otros mecanismos de interaccion entre qubits.



Apéndice A

Aproximacion adiabatica en el hamilto-
niano de Rabi modificado

En esta seccion consideramos el hamiltoniano de Rabi modificado, que viene dado por
N A ) .
Hyy = =206, + wala + 3 (e7al +ea) (1 —6.), (A1)

que describe la interaccion entre un sistema de materia de dos niveles (un qubit) y la
radiacion. En este modelo A representa el gap entre los dos niveles del qubit, w repre-
senta la energia de la radiacion. Y la intensidad del acoplamiento entre la radiaciéon y
la materia como \e™* € C. A diferencia del modelo de Rabi, se introduce un término
2 (e7a’ 4 €®a) que describe un “impulso” [38], lo que modifica el espectro del hamilto-
niano.

Siguiendo el procedimiento descrito en la Ref. [39], para obtener el espectro de energias
del hamiltoniano en la aproximacion adiabatica. Se empieza obteniendo el espectro de
energias en el limite de la degeneracion de los niveles atémicos (A = 0), de modo que el
hamiltoniano se reduce a

~

. N et
A2=0 _ Lata + 3 (e—ub&T + e“b&) (1, —5.). (A.2)

Este hamiltoniano se escribe en la base {|+)_,|—),}, en la que 6, |£), = £|%)_,
lo que permite proyectar el hamiltoniano y obtenerlo en base a operadores de creacion y
aniquilaciéon desplazado

<i)ﬁ§=°’i> — wala + % (e al + ea) (1 1), (A.3)

donde se elige A = X\e™*(1 F 1)/2 por conveniencia, tal que A, = 0y A_ = Xe~*. De
modo que se tiene

. AL A A2
<:|:‘Hﬁ:0‘:|:> = w <d*+—i> (d+—i> - = (A.4)
w w w

El hamiltoniano (A.4) se puede diagonalizar mediante el operador desplazamiento

A

D(a) = exp(aa’ — a*a) con amplitud de desplazamiento a = —\e~* /w. Las soluciones
de este hamiltoniano son los estados propios
ne, £), = Ine) @ |£), . (A.5)

Donde |ns) = D(Ay/w)|n) representa la base de estados de Fock desplazados. Tal que
la base del hamiltoniano (A.4) es

{Ino) @ 1=),s Ins) @ 14),} = {DO-/w)In) @ |=),, In) @ [+), ). (A6)
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En esta base, el hamiltoniano de la Ec. (A.1), se puede escribir como una matriz
diagonal por bloques 2 x 2 de la forma

)\2
SAA nw — = —2A(n_|ny)
B, = (—2A<n+|n> nw ’ (A7)

donde el solapamiento en los términos fuera de la diagonal viene dado por

(n-|n.) = (n|D'(0)D(e)n) = {n| D(a)|n)
ex (

=cler /2<n| exp( ") exp(—a*a) )

o3 3o LB oA

k=0 =0

22 = o= (@) (—a*)! n! n!
=P Y \/(n—k)!(n—z)!<”_k’"_l>

k=0 1=0

n

_lal2)E !
_ —laf?/2 (=laf?) n:
D i K(n — k)

k=0
- e_|°‘|2/2Ln(|a|2).

Reemplazando este resultado en la Ec. (A.7) y resolviendo el problema a valores propios,
se obtiene que el espectro de energias propias en la aproximacion adiabatica viene dada

por

paa L [2nw X + A—4 + 16A2e=10P L2 (|a|?) | , (A.9)
n,+ T 92 w .

donde L, (x) representa los polinomios de Laguerre convencionales.
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Apéndice B

Aproximacion al estado fundamental del
hamiltoniano inhomogéneo de dos espi-
nes

En esta seccion, se considera el hamiltoniano de Rabi inhomogéneo considerado para
un sistema de dos espines, que viene dado por

. 1
H=—-A(6,1+6,2+06,16.2) +wala+ —2>\1 (a' +a) (1o — 64,1)

2v2 (B.1)

—f—%/\g (6_“1)&Jf + 61¢d) (]12 — 63572) s

que describe la interaccion entre dos sistemas de materia de dos niveles cada uno (dos
qubits) y algin modo de radiacion electromagnética. En este modelo, se considera que
los dos qubits son del mismo tipo, de modo que tienen el mismo gap de energia A y
la radiacién tiene una energia w. Al igual que en el caso descrito en el Apéndice A, se
introducen términos de impulso en la intensidad del acoplamiento entre cada uno de los
qubits y la radiacion.

A diferencia de lo realizado para el modelo de Rabi modificado, solo se busca ha-
llar una aproximacion para el estado fundamental |GS), de modo que en el limite de la
degeneracion de los niveles de los qubits (A = 0), el hamiltoniano puede escribirse como

1 1 . .

- HAZO‘—,—> — wila+ —N; (@ +a) + —=X, (%0t + ¢9q) . B.2
Considerando que en el texto principal se mostro que se produce una transicion en el limite
en el caso Ay = 0, de modo que se puede escribir la energia del estado fundamental en el
régimen de perturbaciones en el subespacio formado por {|GS_) ,|GS;) }, estos estados

vienen caracterizados por las fuerzas de acoplamiento \_ = A\ y A; = A\ 4+ \ae . Se
puede escribir en base a operadores de creacion y aniquilaciéon desplazados.

<_ _ﬁAZO‘_ _>:w(&T+/\_*i) (d_}_)\_i)_ﬁ (B.3)
) 9 \/§w \/5(,0 2% . .
Al tratarse del estado fundamental, es evidente que n = 0, de modo que este hamilto-
niano puede reducirse a la forma efectiva

~ —CU|CYI|2 A(OquéH>>
Hyg = . B.4
ff (A<CYH‘041> —w’OéHP ( )

A

A A " . . )
donde se define a5 = _ITZ y an = — 5. Para escribir este hamiltoniano en efectivo, se
uso el hecho de que los estados en torno a los que se realiza la perturbaciéon cumple que
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(GSLIGS_) = (alam) ® (=, —|—, —).

Resolviendo el problema a valores propios, se obtiene que la energia aproximada del
estado fundamental viene dado por

1
Bes ~ =5 {W (of +af) + \/W2 (af — af)” +4A2 !<a1|a11>\2] : (B.5)
donde |a) representan estados coherentes de radiacion.

Para escribir el estado fundamental de este sistema se puede elegir la forma

GS) = —sin (g) GS1) + cos (g) GSn) - (B.6)

De modo que el estado de energia fundamental se escribe como una superposicion de los
estados entre los que ocurre la transicién que se observa en la Figura 4.2, Donde al resolver
el problema a valores propios se obtiene que

5 = eaw?

2
S' (0) 2)\1)\2 —+ )\% + \/166_2&1722A2w2 + )\% (2/\1 + )\2)2 A%
m | =
N\
16A%w? + e2a? (2>\1)\2 + M+ \/16e*QT2A2w2 + A2 (20 + N2) )
0 4Aw

cos AN
2) 2
16A%w? + e207 (2)\1)\2 + M+ \/1667272A2w2 + A3 (2\ + )\2)2)

(B.7)
Mediante propiedades trigonométricas, se puede obtener que el pardametro # que define
esta transicion viene dado por

4Aw 23
tanf = ———— ¢ w?, B.
an MO+ 20)° (B8)
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Apéndice C

Calculo de la fase geométrica para el mon-
taje de interacciéon con dos sitios

En esta seccion, se presenta el desarrollo matematico para obtener el valor de la fase
de Berry cuando se produce una evolucion ciclica adiabatica en la cavidad cuéntica que
interactia con dos sitios de una CK. En este montaje, se considera una fuerza de acopla-
miento Ay < A; para cualquier A\; > 0, donde la evolucion se realiza para 0 < ¢ < 27.
La evolucion adiabatica del estado fundamental del sistema de estudio se encuentra con-
tenido en el subespacio bidimensional formado por {|GS;) ,|GS_) }, donde estos estados
fundamentales compuestos vienen descritos por:

GS1(9)) = —i|¥y) ®|ai(9)) = —% (loLk, 0 0511) +[oL,R, Oc, 0541) ) @ |ay)

a(¢) = - % (A1 + Aze?)

2w

GS-) =i|¥.) ®@la) =

A
V2w’

donde es evidente que |GS_) no depende de ¢.

(’.L,Ra o, Os+1> - ’OL,R7 o, °s+1>) ® |a_> )

Sl
a
K

o_ =

En este subespacio, la matriz hamiltoniana efectiva para la interacciéon entre la cavidad
y los dos sitios de la CK puede escribirse como:

C( —wlasP Ala_la ()
Heﬁ“(mmwﬁa» —wla_f? > (C:3)

de modo que el estado fundamental de este sistema puede hallarse resolviendo el problema
a valores propios de esta matriz hamiltoniana, tal que

GS(0)) = C1(¢) [GS1(9)) +C-(9)|GS-)

1
C+(¢) = = 7
2[(o—fay)[2
\/1 " ey ) (C.4)
C-(0)= 2orda) C1(6),

6E + \/0E® 1+ 4A2[(a_|aL) P
donde se definen los cambio de variable de la diferencia de energias entre los estados

0E = w(|ar(0)[* — a—|*) = Aa(Az + 2A1 cos ¢)/(2w), (C.5)
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(a_|ay) =exp [—4)\—52 (A2 — 2iA;sing)| (C.6)

representa el solapamiento entre los estados coherentes |ay) vy o).

La fase de Berry correspondiente a la evolucion ciclica adiabatica de este estado viene
dada por la expresiéon

on=i [ 4o (G8(6)] 2 1GS(0)) )
donde el solapamiento de la integral se puede calcular por sustitucién directa como sigue:
(G8(0)] 55 1650) = C1(0) 712 (GS ()]GS (0) + € (0) 212 G- [G8..(0))+
C(O)F(GS0)] 55 1G8+6)) + " (O)C(0)(GS-| 571G (0)) +
ci0 52 e oles) + ¢ (075 2 as[es-)
— 0 ZE5 D + 20 TS OO a6 5 s )

(C.8)

Para calcular el tercer término de esta expresion, se usa las propiedades de los estados
coherentes [40, 41]

Qa _ _18‘@+(¢)‘2 o dai (@)
(] 5l @) = (=520 1 at o) 2290 o
=4 Im (ozi(qb) 8045;@) = Z'Q)EQ (A2 + Aj cos 9).

Reemplazando en el solapamiento dentro de la integral, se obtiene

Ao (2)\16E cos ¢ + Ao <6E + \/OEZ 1 4A2[(a_|as) 12))
4w? /O E? + AN2|(a_|ag)|?

(C.10)

N (1 i (A2 +2X cos(9))? )

=1z > ’
“ \/16A2w26_272 + A3(Aa 42X cos(¢))?

(GS(6) a% GS(6)) =

de modo que finalmente, la fase de Berry viene dada por

5 [ Ao + 2) 2
on=—1% | (1 ' et 2 coste) ) (e
0 \/16A2w26_ﬁ + A3(Ag + 2\ cos(9))?

Esta integral no admite una solucién analitica, pero se evalia de manera numérica en
el texto principal. Por otra parte, en el texto principal, el resultado que se busca es el
moédulo de la fase de Berry.
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Apéndice D

Operadores de braiding entre cadenas de
Kitaev en la base de fermiones d

En esta seccién, se presenta la deduccion de los operadores de braiding entre dos
MZM’s considerando un sistema escalable de Majorana (Capitulo 5) de dos CK y dos
cavidades. Para ello se uilizara la definicion del operador de braiding

- B 1
By =™ = — (1 4+ 9%,%m) , D.1
, 7 (1 + Anm) (D.1)
donde se considera que el braiding se produce en sentido horario.

En concreto, se estudiaran los operadores de braiding para los 6 casos de la Figura
D.1. En las siguientes secciones, se obtendra las definiciones de los operadores estudiando
el efecto que tiene el operador (D.1) sobre los elementos de la base.

D.1. Braiding entre Y;5_12 Y Ys+1.1

Para este intercambio entre los dos fermiones de Majorana de la primera CK (Figura
D.1la), viene dado por el operador

~ 1 R R
Bs 1= E (14 As—129s+1.1)

1 o . o
-5 [1 4 (—dgds,1 +dyd,_y +dt_dt - d’;_ldsﬂ , (D.2)

~

[y 1y =i (—dlcis_l +dydyy +dl_df — dl,lds) .
Al aplicar este operador sobre los elementos de la base del espacio de estados, se obtiene

f‘s—l,s| Og—1 O5 0¢t—10¢) = | —1 9 ot—lot>7 f‘5—1,s| Ogs—1 Og O¢—19¢) = ‘ —1 9 ot—l.t>7

| s—1 95 4 1Ot>7 f15—15|os—1 Og @410y | s—1 Og O 1.t>7

:_Z|.s 195 0¢-10¢) Fs—1,5|os—1 ®;01-19¢) = _Z|.s 105 0t—19¢)

1—‘s—l s |Os—1 0, 8; 10;) = —1 |.s 195 ®-1%¢) , Fs—l s |os—1 . 0; 10 ’

:—Z|Os 195 9;_10¢), stls‘.sfl Og @110 :—Z|Os 195 9;_19;),

) )
) = ) =
) ) ) )
) ) ) )
f‘sfl s|®s-1 0504 10;) = —i|os_1 @0, 10;) , fsfl s|®s1 0501 10;) = —i |Os 195 Ot 1.t> )
) ) ) )
) )
) )

=1 ‘08,1 Og Ot710t> 5 f‘571 s ‘.571 0,01 _10;) = ! ‘0371 Og otfl.t> )
1i‘s—l,s |.s—1 0, 0; 104 | s—1 Os .t—lot> ) F5—1,3 |.s—1 0, 0; 10 |

D-1



Figura D.1: Braiding de fermiones de Majorana entre cadenas de Kitaev, donde los fer-
miones s corresponden a la primera CK y t a la segunda En la figura, las lineas punteadas
muestran esquematicamente el intercambio de fermiones que se realiza. Donde el braiding
se produce entre los fermiones (a) Ys—1,2 Y Vst1,15 (b) Ve-1,2 Y Vi+1,15 (C) Vs—12 Y Ve-1.2, (d)
’3’371,2 y ’AYt+1,1, (e) ’AYs+1,1 y ’%4,2 y (f) ’AYs+1,1 y ’AVt+1,1-

De tal manera que este intercambio escrito en esta base viene mediado por el operador

matricial ]
Be_1= E (L1 —i0, ® 0, ® 1y4). (D.4)

D.2. Braiding entre %;_12 y Y+1.1

El caso del intercambio de los fermiones de la segunda CK viene mediado por el
operador de braiding

~ 1 . .
B 1= E (1 4+ H—12%+1,1)
-5 [1 i (—dIdH +didyy +di_d} — di_ldt)} , (D.5)

ft—l,t =1 (—dAICZt_l + CZtCZt—I + dA;fich;f - Cij;lCZt) .
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Su efecto sobre la base de este subespacio esta definido por

ft—l,t |Os—1 Os Ot—10¢ | s—1 Os .t—l.t> ) 1Aﬂt—l,t |Os—1 Og0p_18;) = —1 |Os—1 Os .t—lot> )

ft—l,t |os—1 05 @10, —1]05_1 05 01_10;) , ft—l,t |01 05 ®;_18;) = 1|05 1 0504_10;) ,

ft—l,t |Os—1 ®; 04 104 | s—1 ®s 't—l't) ) ft—l,t |Os—1 0,0 10) = —1 |Os—1 o, .t—lot> )

A

f‘tfl,t |°571 Og O¢_10¢ ‘ s—1 Os .tfl.t> ) f‘tfl,t |°571 05 04_10;) = —1 10371 Og .t710t> )

) =
)
)
ftfl,t |0571 o .t710t>
)
)
)
) =

)
)
)
—1 |O —1 05 O 1.t> ) thl,t |0571 o, .tfl.t> =1 |0371 o Ot710t> )
)
)
)
)

Ft—l,t |°s—1 O5 ®_10;) = —1 |° —19s 0t—1't> ) Ft—l,t |.s—l O ®;_10;) =1 "s—l Og Ot—lot> )
Ft—l,t |.5—1 0,04 10¢) = | s—1 9 .t—l.t> ) F1&—1,15 |.5—1 ®, 0 18) = —1 |°s—1 o 't—10t> )
Ft—l,t |°s—1 o, _i0) =—1 |° —1 9 Ot—l't> ) Ft—l,t |°s—1 o, 0 _j0) =1 |°s—1 o Ot—lot> )
(D.6)
obteniendo un operador similar al del intercambio en la primera CK
~ 1 . . .
Bt_Lt = E (]].16 - Z]].4 ® Uy ® Uy) . (D?)

D.3. Braiding entre y,_12y Y12
Pasando al intercambio entre los fermiones de Majorana a la izquierda de sus respec-
tivas cavidades (Figura D.1c), este estd mediado por

By 141 = (1 +As—12%-12)

1-— CZI—1CZ5—1 - CZt—lCZS_l + CZi_ICZI_l + dl—ldt—l] ’ (D.S)

A

Lot =diy by = drdyor + JL@L + dlﬂcztﬂ)-

- i~
[\) O

Sobre los elementos de la base, se obtiene

fs 1.t 1|Os 1 Os O¢—10¢ =| s—1 Og O 1Ot>7 fs—l,t—1|os—1 Og Ot—19¢ | s—1 Os ®¢— 1't>7
fs 1, 1|Os 1 Os ®;—10¢) = |°s 1 Os O¢— 1Ot>7 f‘sfl,t71|0571 Og @119 :| s—1 Os O¢— 1.t>7
fs 1, 1|Os 1 ®s O¢—19¢ :‘ s—1 @5 4 10t>, f‘sfl,t71|osfl 0, 0110 :‘ s—1 95 Of_ 1.t>7
\' —1 95 01— 1Ot> f‘sfl,tfl ‘Osfl 0, 0, 10; ‘ —1 9 Opl't)
fs 1,t—1 |.5 1 Os Ot—1%¢) = |Os 1 Os ®—-109¢) , fs—u—l |.5—1 Og5 Ot—19¢) = — |Os—1 Os @110
fs—l t—1 |.s—1 Os5 ®4_10¢) = — |Os 1 Os O¢—1%¢) IAjs—1,1:—1 |.s—1 O5 ®4_104) = — |Os—1 Os Ot—10¢

>

Fs—l,t—l |.s—1 ®; O;_10¢ s—14—1 |.s—1 ®; Or_19;

I

ﬂ)

w0

|

—

S

|

—

@)

»

—

®

w

[ J

.,

—

L
R NN
L - I L

)
)
= —|os_1 @, 8_10;)
)

Fs—l,t—l |°s—1 0,0, 10;) = |Os 1 95 04—1%¢) , Fs—l,t—l |°s—1 o, 0, 10

Tal que el operador obtiene la forma

Bs—l,t—l = (116 — ’LO'y X 12 X Ux X ]12) (D]_O)

slH
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D.4. Braiding entre Y512 Y Y1411

Analizando el caso de la Figura D.1d para el intercambio entre 4,_12 ¥ Y41.1, se tiene

~ 1 . .
By 14 = ﬁ (14 As—1.2%+1.1)

1 A A A N N N ~
_ a ot ot D.11
G [1 Y ( did, \ +did,_, +di_dl ds_ldtﬂ , (D.11)
f‘sfl,t =1 <—JIC2371 + dAtCisfl + CZi_chI — Czi_lCZt) )

y sobre la base, se obtiene

fs—l,t |Os—1 05 04-10¢) =1 |°s—1 Og Ot—1°t> s fs—l,t |Os—1 Og0¢_18;) = —1 |'s—1 Osg Ot—10t> )
fs—l,t |Os—1 O5 ®_104) =1 |°s—1 Og .t—l.t> ) fs—l,t ’Os—l O5 @ _18;) = —1 |'s—1 Os 't—10t> )
fsfl,t |0571 ®, 0, 104) =1 |.sfl o Otfl.t> ) fsfl,t ’Osfl 0, 01_10; [ |‘ 195 Ot710t> )
f =1 “571 o .tfl.t> ) f‘sfl,t ’0371 o, 0, 10; > )

>
=

s—1,t ‘0571 Og O¢4—10¢ —1 |Osfl Os5 Ot—19¢) , s—1,t "571 Og O¢—19¢

)
)
)
s—1,t |Osfl o .t710t>
)
)
)
)

~ Y~ ~ ~ ~ ~ ~— ~—
I
|
~
.o
7
=
[
»
(
T
Jun
O
o~

)
1:‘s—l,t |.s—1 Os ®;_10¢) = —1 |Os—1 Og .t—l.t> 5 f‘s—l,t |.s—1 O5 @;_10;) = l |Os—1 Os .t—lot> s
fs—l,t |°s—1 ®, 0, 10;) = —1 |Os—1 o Ot—l't> s fs—l,t |'s—1 ®, 0, 18;) =1 |Os—1 ®; Oy 1Ot> )
fs—l,t |.s—1 o, _i0) = —1 |Os—1 o .t—l.t> ) fs—l,t |°s—1 o, 0 _j0) =1 |Os—1 o .t—lot> .
(D.12)

Obteniéndose el operador matricial

~ 1 N .

Bs—l,t = (]116 — 10y & ]14 & O'y) . (Dl?))

V2
D.5. Braiding entre Y5111y Y—1.2

Para el braiding entre el MZM a la derecha de la primera cavidad y el presente a la
izquierda de la cavidad del segundo subsistema, se tiene

(14 Asg11%-12)
[1 +1 (det 1+ dt 1d + de 1+ CZI—NZs)} ) (D.14)

Py = (aﬁdt 4 dyydy + dtdl +c21_1d5),
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donde

=

s,t—1 ’0371 Og 0¢4_10¢) = ’Os 195 8;_10¢), Fs,tfl ’0571 Os Ot—19¢ ’osfl o, 0, 10;),

>

F5715—1 |Os—1 O5 ®;_10¢) =1 |Os 1 95 0t—19¢) , s,t—1 ’Os—l O5 @;_10;) = |Os—1 O, 0;_19¢) ,

=

Fs,t—l |Os—1 0, 04_10¢) =1 |Os 195 ®-19¢) , s,t—1 |Os—1 0, 0;_10;) = |Os—1 Os ®;_19¢) ,

=1

Fs,t—l |Os—1 0,0, 10¢) =1 |Os 1 95 0t—1%¢) , st—1 |Os—1 0, 0, 10;) = |Os—1 Os O¢—19¢)

= =

| Y |0571 Og5 ®_10;) =1 |°s 195 0¢4-1%¢) , sit—1 ’.sfl O5 ®;_10;) =1 ’.371 0,0 19¢) ,

>

Fs,tfl 10371 ®; 04 10 { |°s 105 ®_10¢) , st—1 "371 ®, 0/ _10;) =1 "371 Os ®;_10¢) ,

) ) ) = )
) ) ) )
) ) ) )
) ) ) )
1Ajs t—1 |'s—1 Og Ot—10t> =1 |.s 195 O 10t> ) st—1 ’.s—l Og 0t—1°t> =1 |‘s—1 o .t—l.t> )
) ) ) )
) = ) ) )
) = ) ) = ) -

fs,t—l ’.s—l 0,0, 10 { |°s 1 95 ©4—1%¢) , f‘s,t—l "5—1 0,0, 190; { ’.s 1 Os Ot—19¢
(D.15)
El operador finalmente obtiene la forma
A 1 . . .
Bs,tfl = E<]116—|—Z]12®0'm®0'm®]12). (D16)

D.6. Braiding entre Y5111 Y Yit1.1

Finalmente, el braiding entre ambos MZM'’s a la derecha de sus respectivas cavidades
esta descrito por el operador

A 1
B, = E (1 + Ast1,1%+1.1)
1

1 — did, + dyd, — didf + d!d,| , (D.17)
U, = —dd, + dyd, — did} + did,,
tal que,

t ’0571 Og Ot—10¢ Fs,t ’0571 Og O1—19¢

> 1>
®

) Fst |os—1 O5 0110

)

1ﬂs,t |Os—1 Ogs ®;_10¢

, = - |.sfl .0, 10 , = |®95—1 05 ®;_10¢) ,
Fs,t ’.371 ®; 04 10t) = — |.sfl o5 0i_10;) , L'gy ’.571 0,04 _10) = 10 Ot710t> )
st|.s 195 910 :_|.s 105 0;_19¢) , Fst’.s 1050;_10;) = |®;_1 O .t_lot> .
(D.18)
Y se obtiene finalmente
~ 1 . . .
Bgy = E(]116%—1112®am®]lg®ay). (D.19)
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Apéndice E

Codigo en Python

A continuacion se presenta el codigo realizado en Python 3.12.4 utilizado para realizar
los célculos presentados a lo largo de este trabajo. El codigo presentado se realizé con las
siguientes versiones de librerias:

1. NumPy 1.26.4

2. SciPy 1.14.1

3. Xarray 2024.11.0
4. Matplotlib 3.10.1
5. Joblib 1.4.2

import numpy as np

import scipy.sparse as sp
import scipy as sc

import xarray as Xr
import math

def save_complex (dataset, *args, **xkwargs):
nmn
Dado un dataset de xarray que tenga alguna variable compleja,
la gurda en un archivo netcdf separando la parte real e
imaginaria en dos variables diferentes.

Parameters
dataset : xarray.Dataset
Dataset que contiene la variable compleja.
*args, **kwargs : optional
Returns
bool

True si se guardo correctamente el archivo.
nmmnn

ds = dataset.expand_dims(’ReIm’, axis=-1)
ds = xr.concat([ds.real, ds.imagl], dim=’ReIm’)
ds.to_netcdf (xargs, **kwargs)

return True

def read_complex (*xargs, **kwargs):

E-1



81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91

Lee un archivo netcdf que contiene una variable compleja
cuyas partes real e imaginaria estan separadas, los junta

y devuelve un dataset de xarray.

Parameters

*args, *xkwargs

xarray.Dataset
Dataset que contiene la variable compleja.

ds = xr.open_dataset (*xargs,
return ds.isel(ReIm=0) + 1j * ds.isel(ReIm=1)
read_complex_multi (*args,
ds = xr.open_mfdataset (*args,
return ds.isel(ReIm=0) + 1j * ds.isel(ReIm=1)

nFock(n, Nb):

Crea un ket de un estado de Fock con n fotonones en un sistema
truncamiento en el numero de bosones.

con cierto

Parameters
n : int
Numero
Nb : int
Numero
Returns

np.ndarray

Ket del estado de Fock.

ket = np.zeros(Nb + 1,

ket [n] = 1
return ket

id(dim) :

Devuelve la matriz identidad dim*dim en formato sparse.

Parameters

dim: int

Dimension de la matriz identidad.

return sp.identity(dim)

x*kwargs)

**xkwargs) :

x*xkwargs)

de foton para el estado de Fock.

maximo de fotones en el sistema.



92

3 def a_op(Nb):

94

95 Devuelve el operador de aniquilacion bosonico en formato
96 sparse, considerando un truncamiento en la base de Fock.
97

98 Parameters

99 0000 —---=-=-=-=---

100 Nb : int

101 Numero maximo de fotones en el sistema.

102

103 Returns

0400 mm—m—-===

105 Sp.csr_matrix

106 Operador de aniquilacion bosonico en formato sparse.
107 e

108

109 return sp.diags([np.sqrt(np.arange(l, Nb))], [1], shape=(Nb, Nb))

110

111 def dag(op):

113 Devuelve el operador adjunto de un operador escrito en forma
114 matricial en formato sparse.

115 e

116

117 return op.transpose().conj ()

118
110 def pauliX ():
120 nmon

121 Devuelve la matriz de Pauli X en formato sparse.

124 return sp.csr_matrix([[0, 1], [1, 0]11)

126 def pauliY () :

128 Devuelve la matriz de Pauli Y en formato sparse.
129 e

130

131 return sp.csr_matrix([[0, -1j], [1j, 011)

132

133 def pauliZ () :

134 nmunn

135 Devuelve la matriz de Pauli Z en formato sparse.
136 e

137

138 return sp.csr_matrix([[1, 0], [0, -111)

139

120 def sigmaPlus ():

141

142 return sp.csr_matrix (0.5*(pauliX () + 1j*pauliY()))
143

114 def sigmaMinus () :

145

146 return sp.csr_matrix (0.5x(pauliX() - 1j*pauliY()))
147

148 def ramp_lin(lmax,tau,t):

149 nnn
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182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203
204

205

207

def

def

def

Funcion de rampa lineal con pendiente 1lmax/tau.

Parameters

Imax: float

Valor maximo de la rampa.
tau: float

Tiempo caracteristico de la rampa.
t: float

Tiempo actual.

Returns

float
Valor de la rampa en el tiempo t.

lam = (lmax/tau)*t
return lam

ramp_triang (lmax,tau,t):

Funcion de rampa triangular con pendiente lmax/tau.
nmmnn

nu = lmax / tau

if t < tau:
lam = nuxt

elif tau <= t <= 2x*xtau:
lam = -nu*(t-tau)+lmax

else:
lam = O

return lam

DenMatrix (ket) :

Devuelve la matriz densidad de un ket dado.

return np.outer (ket, dag(ket))

partial_trace(rho, keep, dims, optimize=False):

Calcula la traza parcial
rho_a = Tr_b(rho)

Parameters

rho : 2D array
Matriz de entrada que se quiere trazar.

keep : array
Array de indices de los subespacios a conservar
despues de obtener la traza.
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208
209
210
211
212

213

219
220

221

229
230
231
232
233
234
235

236

238
239

240

def

B
I

Si se trata de un espacio A x B x C x D y se quiere
obtener la traza sobre B y D, entonces
keep = [0, 2] (es decir, conservar A y C).
dims : array
Array que indica las dimensiones de cada espacio
involucrado en la matriz rho.
Si rho es un espacio A x B x C x D,
entonces dims = [dim_A, dim_B, dim_C, dim_D].

Returns

rho_a : 2D array
Matriz de traza parcial sobre los espacios
no conservados.

nmmnn

keep = np.asarray(keep)

dims np.asarray (dims)

Ndim dims.size

Nkeep = np.prod(dims[keep])

idx1 = [i for i in range(Ndim)]

idx2 = [Ndim+i if i in keep else i for i in range(Ndim)]
rho_a = rho.reshape(np.tile(dims,2))

rho_a np.einsum(rho_a, idx1+idx2, optimize=optimize)

return rho_a.reshape (Nkeep, Nkeep)

H1BC(delta, omega, lambd, phi, Nb):

nmmnn

Devuelve la matriz Hamiltoniana para el sistema de interaccion

en un solo sitio entre la cavidad cuantica y la KC H1, independiente
del tiempo.

Parameters
delta : float
Gap de energia de la KC.
omega : float
Frecuencia/energia de la cavidad cuantica.
phi : float
Fase de la interaccion.
lambda : float
Fuerza de acoplamiento.
Nb : int
Numero de truncamiento en la base de Fock.

scipy.sparse.csr_matrix

Matriz Hamiltoniana del sistema en formato sparse.
nmmnn

»
Il

a_op (Nb+1)
sigmaMinus () + sigmaPlus ()

HField = omega * sp.kron(dag(a)@a, id(2))



266 HQubit = delta * sp.kron(id(Nb + 1), sigmaPlus()@sigmaMinus ())

267

268 HInter = 0.5 * lambd * np.exp(-1j * phi) * sp.kron(dag(a), m) + \

269 0.5 * lambd * np.exp(lj * phi) * sp.kron(a, m)

270

271 return HQubit + HField + HInter

272

273 def H1_lamb_t (delta, omega, phi, lambda_max, tau, t, Nb, type = "linear"
):

274 e

275 Devuelve la matriz Hamiltoniana para el sistema de interaccion

276 en un solo sitio entre la cavidad cuantica y la KC H1, considerando

277 una dependencia temporal en la fuerza de acoplamiento (lambda).

278

279 Parameters

280 20— —m-=-==-=-=---

281 delta : float

282 Gap de energia de la KC.

283 omega : float

284 Frecuencia/energia de la cavidad cuantica.

285 phi : float

286 Fase de la interaccion.

287 lambda_max : float

288 Valor maximo de la fuerza de acoplamiento.

289 tau : float

290 Tiempo caracteristico de la rampa.

291 t : float

292 Tiempo actual.

293 Nb : int

294 Numero de truncamiento en la base de Fock.

295 type : str, optional

296 Tipo de rampa. Puede ser "limnear", "triangular" o "constant".

297 Por defecto es "linear". En caso de ser constante, la matriz

298 que se obtiene es igual al de la funcion HI1BC.

299

300 Returns

300 00— ====-

302 scipy.sparse.csr_matrix

303 Matriz Hamiltoniana del sistema en formato sparse.

304 e

305

306 a = a_op(Nb+1)

307

308 m = id(2) - pauliX()

309

310 HField = omega * sp.kron(dag(a)@a, id(2))

311 HQubit = -2 * delta * sp.kron(id(Nb + 1), pauliZ())

312

313 if type == "linear":

314 lamb = ramp_lin(lambda_max, tau, t)

315 elif type == "triangular":

316 lamb = ramp_triang(lambda_max, tau, t)

317 elif type == "constant":

318 lamb = lambda_max

319 else:

320 raise ValueError ("Tipo invalido")

321

322 HInter = 0.5 * lamb * np.exp(-1j * phi) * sp.kron(dag(a), m) + \
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329
330
331

333
334

336
337
338
339
340
341
342
343
344
345
346
347
348
349

350

361
362
363
364
365
366
367

368

7 def

0.5 * lamb * np.exp(1lj * phi) * sp.kron(a, m)

return HQubit + HField + HInter

H1_phi_t(de1ta, omega, lamb, phi_max, tau, t, Nb, type = "linear"):
nmmnn
Devuelve la matriz Hamiltoniana para el sistema de interaccion
en un solo sitio entre la cavidad cuantica y la KC H1, considerando
una dependencia temporal en la fase de interaccion (phi).
Parameters
delta : float
Gap de energia de la KC.
omega : float
Frecuencia/energia de la cavidad cuantica.
lamb : float
Fuerza del acoplamiento.
phi_max : float
Valor maximo de la fase de interaccion.
tau : float
Tiempo caracteristico de la rampa.
t : float
Tiempo actual.
Nb : int
Numero de truncamiento en la base de Fock.
type : str, optional
Tipo de rampa. Puede ser "linear", "triangular" o "constant".
Por defecto es "linear". En caso de ser constante, la matriz
que se obtiene es igual al de la funcion HI1BC.
Returns
scipy.sparse.csr_matrix
Matriz Hamiltoniana del sistema en formato sparse.
nmmnn
a = a_op(Nb+1)
m = id(2) - pauliX ()
HField = omega * sp.kron(dag(a)@a, id(2))
HQubit = -2 * delta * sp.kron(id(Nb + 1), pauliZzZ())
if type == "linear":
phi = ramp_lin(phi_max, tau, t)
elif type == "triangular":
phi = ramp_triang(phi_max, tau, t)
elif type == "constant":
phi = phi_max
else:

raise ValueError ("Invalid type")

HInter = 0.5 * lamb * np.exp(-1j * phi) * sp.kron(dag(a), m) + \
0.5 * lamb * np.exp(1lj * phi) * sp.kron(a, m)

return HQubit + HField + HInter
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381
382
383
384
385
386
387
388
389
390
391
392
393
394
395
396
397
398
399
400
401
402

403

404
405
406
407
408
409
410
411
412
413
414
415
416
417
418
419
420
421
422

428
429
430
431
432
433
434
435
436
437

def

def

def

Normalize (vec):

Normaliza un vector dado.
mmnn

return vec/np.linalg.norm(vec)

psitO0(Nb):

Devuelve el estado inicial del sistema compuesto por una cavidad
cuantica y una Cadena de Kitaev interactuando en un solo sitio.

Parameters

Nb : int

Numero de truncamiento en la base de Fock.

psi = np.zeros (2*%(Nb+1), dtype = complex)

psil[0] = 1
return psi

TimeDSEH1 (delta, omega, phi,

"linear"):

lambda_max, tau, t0, tf,

Dado el Hamiltoniano dependiente del tiempo H1l_lamb_t,
resuelve la ecuacion de Schroedinger dependiente del tiempo
usando el metodo de Runge-Kutta explicito de orden 8 (DOP853).

Parameters

delta : float
Gap de energia de la KC.
omega : float

Frecuencia/energia de la cavidad cuantica.

phi : float
Fase de la interaccion.
lambda_max : float

Valor maximo del acoplamiento.

tau : float
Tiempo caracteristico de
t0 : float
Tiempo inicial.
tf : float
Tiempo final.
Nb : int

la rampa.

Numero de truncamiento en la base de Fock.

type : str, optional
Tipo de rampa. Puede ser
Por defecto es "linear".

"linear", "triangular" o
En caso de ser constante,

que se obtiene es igual al de la funcion HI1BC.

Returns

np.ndarray

Array de estados psi(t) en el tiempo t.

np.ndarray
Array de tiempos t.
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438
139
140

141

443

458

4159

160

161

462
163
164
165
166
467
168

169

def fun_Schro(t, psi):

psi = Normalize(psi)

return -1j*H1_lamb_t (delta,

type)@psi

ts = np.linspace(t0, tf,

sol =

time = sol.t

psi_array = sol.y

return psi_array.T, time
def solveTD(delta, omega, phi,

linear"):

100)

sc.integrate.solve_ivp(lambda t, y:

lambda_max,

omega, phi, lambda_max,

t_span = [tO0, tf],
y0 = psit0(Nb),
t_eval = ts,

method = "DOP853",
dense_output = True)

tau, tO, tf, dt,

psi_t, time = TimeDSEH1 (delta, omega, phi, lambda_max,
dt, Nb, type)

SX_o0 sp.kron(id(Nb + 1), pauliX())

sz_o = sp.kron(id(Nb + 1), pauliZ())

a_o sp.kron(a_op(Nb+1), id(2))

n_o = dag(a_o)@a_o

sx = []

sz = []

a=[]

number = []

for i in range(len(time)):
psi = psi_t[i]

sx.append ((dag(psi)@sx_o@psi) .real)

sz .append ((dag(psi)@sz_o@psi) .real)
a.append ((dag(psi)@a_o@psi) .real)
number . append ((dag(psi)@n_o@psi) .real)

number) ,

ds = xr.Dataset ({
"sx": (["t_idx"], sx),
"sz": (["t_idx"], sz),
"a": (["t_didx"], a),
"number": (["t_idx"],
"t (["t_idx"], time),

Fo

coords = {
"t_idx": range(len(time)),
"tau": tau

¥o

attrs = {
"N": Nb,

E-9

tau,

fun_Schro(t, y),

Nb,

tau,

t,

type

t0,

Nb,

tf,



193 "delta": delta,

194 "omega": omega,
195 "lambda_max": lambda_max,
196 "phi": phi

197 })
498
199 return ds

500 def TimeDSEH1phi (delta, omega, lamb, phi_max, tau, tO, tf, dt, Nb, type
= "linear"):

502 def fun_Schro(t, psi):

503 psi = Normalize(psi)

504 return -1j*H1_phi_t (delta, omega, lamb, phi_max, tau, t, Nb,
type) @psi

505

506 ts = np.linspace(tO, tf, 1000*tau)

507

508 sol = sc.integrate.solve_ivp(lambda t, y: fun_Schro(t, y),

509 t_span = [tO0, tf],

510 yo = pSitO(Nb),

511 t_eval = ts,

512 method = "DOP853",

513 dense_output = True)

514

515 time = sol.t

516 psi_array = sol.y

517

518 return psi_array.T, time

520 def solveTD_phi(delta, omega, lamb, phi_max, tau, tO, tf, dt, Nb, type =
"linear"):

22 psi_t, time = TimeDSEH1phi (delta, omega, lamb, phi_max, tau, tO0, tf,
dt, Nb, type)

524 sx_o = sp.kron(id(Nb + 1), pauliX())
525 sz_o = sp.kron(id(Nb + 1), pauliZ())
526 a_o = sp.kron(a_op(Nb+1), id(2))

527 n_o = dag(a_o)@a_o

529 SX = []

530 Sz = []

531 a=[]

532 number = []

534 for i in range(len(time)):

535 psi = psi_t[i]

536 sx.append ((dag(psi)@sx_o@psi) .real)
537 sz .append ((dag(psi)@sz_o@psi) .real)
538 a.append ((dag(psi)@a_o@psi) .real)
539 number . append ((dag (psi)@n_o@psi) .real)
540

541 ds = xr.Dataset ({

542 "sx": (["t_idx"], sx),

543 "sz": (["t_idx"], sz),

544 "a": (["t_idx"]1, a),

545 "number": (["t_idx"], number),

546 "g': (["t_idx"], time),
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589
590
591
592
593
594
595
596
597
598
599
600
601
602
603
604

2 def

def

I

coords = {
"t_idx": range(len(time)),
"tau": tau
i
attrs = {
"N": Nb,
"delta": delta,
"omega": omega,
"phi_max": phi_max,

"lambda": lamb
i)

return ds

__VN_Entropy (rho):

Calcula la entropia de Von Neumann de una matriz densidad dada.
Usando la definicion de la entropia de Von Neumann basada en
los valores propios de la matriz densidad.

Parameters
rho : np.ndarray
Matriz densidad del sistema.

Returns
float
Entropia de Von Neumann del sistema.

EV, _ = sc.linalg.eig(rho)

ev_list = [x for x in EV.tolist () if x]
EV = np.array(ev_list)

log2_EV = np.matrix(np.log2(EV))
EV = np.matrix (EV)

S = -EVQ@log2_EV.H
return S.flat [0]

VNentropy (V, Nb, subsystem = 2):

nmnn

Dado un conjunto de vectores propios de un Hamiltoniano, calcula la
entropia de Von Neumann de la matriz densidad asociada a cada vector
propio. Se considera un sistema compuesto por bosones y un qubit. Y
se realiza la traza parcial sobre el subsistema dado.

Parameters
V : np.ndarray

Matriz de vectores propios del Hamiltoniano.
Nb : int

Numero de truncamiento en la base de Fock.
subsystem : int, optional

Subsistema del que se quiere hacer la traza parcial.
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605
606
607
608
609
610
611
612
613

614

615
616
617
618
619
620

621

630
631
632
633
634
635
636
637
638
639
640
641
642

643

644

645
646
647
648

649

654

655

def

def

1 para el qubit y 2 para el boson.

Returns

np.ndarray

Por defecto es 2.

Array de entropias de Von Neumann para cada vector propio.

s=[1

for i in range(len(V)):

S.append (__VN_Entropy(partial_trace(DenMatrix(V[:,i]), [
subsystem-1], [Nb+1, 2])).real)

return np.array(S)

bosonProb (V, Nb):
P = []

rho = partial_trace(DenMatrix(V), [0], [Nb+1, 2])

for i in range(Nb+1):

P.append (np.trace(DenMatrix (nFock (i,

return P

solve (delta, omega, lamb, phi, Nb, find_entropy =

False) :

Nb)) @rho) .real)

False, find_prob

Resuelve el Hamiltoniano de interaccion en un solo sitio
entre la cavidad cuantica y la Cadena de Kitaev HIBC,

independiente del tiempo.

Calcula los valores propios y vectores propios del Hamiltoniano,

y calcula los valores esperados de a, sx, sz y el numero de bosones

en el estado fundamental. Y lo devuelve en un dataset de xarray.

Parameters

delta : float

Gap de energia de la Cadena de Kitaev.

omega : float

Frecuencia/energia de la cavidad cuantica.

lamb : float

Fuerza de acoplamiento entre la cavidad cuantica y la Cadena de

Kitaev.
phi : float

Fase de la interaccion entre la cavidad cuantica y la Cadena de

Kitaev.
N : int

Numero de truncamiento en la base de Fock.
find_entropy : bool, optional

Si se quiere calcular la entropia de Von Neumann de los estados

propios del Hamiltoniano. Por defecto es False. Se consiera

opcional

debido al costo computacional que implica calcular la entropia.

find_prob : bool, optional

Si se quiere calcular la probabilidad de encontrar el sistema

en cada estado de Fock.
opcional

Por defecto es False.

Se consiera

debido al costo computacional que implica calcular la

probabilidad.

E-12



656
657
658
659

660

661

662
663
664
665
666
667
668
669

670

681
682
683
684
685
686
687
688
689
690
691
692
693
694
695
696

697

708
709

710

xarray.Dataset

Dataset que contiene los valores propios, vectores propios,

valores esperados de a, sx, sz y el numero de bosones en el
estado

fundamental. Si find_entropy es True, tambien se incluye la
entropia

de Von Neumann.
mmnn

H = Hl_lamb_t (delta, omega, phi, lamb, O, O, Nb, "constant")

E, V = sc.linalg.eigh(H.toarray())
idx = np.argsort (E)

E = E[idx]

'} V[:, idx]

if find_entropy:
try:
S = VNentropy(V, Nb)
except Exception as e:
print (f"Error calculating Von Neumann entropy: {el}")
S = np.zeros(len(E))
else:
S = np.zeros(len(E))

GS = V[:,0]

a = sp.kron(a_op(Nb + 1), id(2))

sx = (dag(GS)@sp.kron(id(Nb + 1), pauliX()).toarray()@GS) .real
sz = (dag(GS)@sp.kron(id(Nb + 1), pauliZ()).toarray()@GS) .real
number = (dag(GS)@(dag(a)@a).toarray()@GS).real

aa = (dag(GS)@a.toarray()@GS) .real

if find_prob:
try:
P = bosonProb(GS, Nb)
except Exception as e:
print (f"Error calculating boson probabilities: {el}")
P = np.zeros(Nb + 1)
else:
P = np.zeros(Nb + 1)

ds = xr.Dataset ({
"E"Z (["idX"], E),
ngmn . (["idX"], S),

"P": ("n", P),
"s": 8,
"sigma_X": sx,
"sigma_Z": sz,
"number": number,
"a": aa
1,
coords = {
"n": np.arange(Nb + 1),

"idx": np.arange(len(E)),
"lambda": lamb,
"omega'": omega,
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766

767

def

"phi": phi
I,
attrs = {
"delta": delta,
"Nb": Nb,
"prob": find_prob,
"entropy": find_entropy
1))

return ds

H2BC (delta, omega, lambd, phi, Nb):

nmmnn

Devuelve la matriz Hamiltoniana para el sistema de interaccion

en dos sitios entre la cavidad cuantica y la Cadena de Kitaev H2,
independiente del tiempo.

Parameters
delta : float
Gap de energia de la Cadena de Kitaev.
omega : float
Frecuencia/energia de la cavidad cuantica.
lambd : 1list
Lista con los valores de lambda en los dos sitios.
Debe tener dos elementos, uno para cada sitio.
phi : float
Fase de la interaccion.
Nb : int
Numero de truncamiento en la base de Fock.

Returns
scipy.sparse.csr_matrix

Matriz Hamiltoniana del sistema en formato sparse.
nmmnn

try:
lambdl, lambd2 = lambd
except ValueError:
raise ValueError("lambd debe ser una lista de dos elementos")

a = a_op(Nb + 1)

m = id(2) - pauliX ()

HField = omega * sp.kron(dag(a)@a, id(4))

HQubit = - delta * sp.kron(id(Nb + 1), sp.kron(pauliz (), id(2)) + \
sp.kron(id(2), pauliZ()) + \
sp.kron(pauliz (), pauliZ()))

HInter = lambd[0] * sp.kron(dag(a) + a, sp.kron(m, id(2))) + \

lambd [1] * (np.exp(-1j * phi) * sp.kron(dag(a), sp.kron(id
(2), m)) + \
np.exp(1lj * phi) * sp.kron(a, sp.kron(id(2), m)
))
HInter = HInter / (2*np.sqrt(2))
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814
815
816
817
818
819
820

821

def

return HField + HQubit + HInter

solve2BC(delta, omega, lambd, phi, Nb):

nun

Resuelve el Hamiltoniano de interaccion en dos sitios

entre la cavidad cuantica y la Cadena de Kitaev H2BC,

independiente del tiempo. Y devuelve los valores propios y vectores
propios

del Hamiltoniano, y calcula los valores esperados de operadores de
interes en el estado fundamental. Y lo devuelve en un dataset de
xarray .

Parameters
delta : float
Gap de energia de la Cadena de Kitaev.
omega : float
Frecuencia/energia de la cavidad cuantica.
lambd : 1list
Lista con los valores de lambda en los dos sitios.
Debe tener dos elementos, uno para cada sitio.
phi : float
Fase de la interaccion.
Nb : int
Numero de truncamiento en la base de Fock.

xarray .Dataset
Dataset que contiene los valores propios, vectores propios,

y valores esperados para operadores de interes.
nmnn

==}
I

H2BC(delta, omega, lambd, phi, Nb)

m

V = sc.linalg.eigh(H.toarray())

idx = np.argsort (E)
E = E[idx]

vV = V[:, idx]

Gs = V[:,0]

dg = dag(GS)

a = (dg@sp.kron(a_op(Nb+1), id(4))@GS) .real
sx1 = (dg@sp.kron(id(Nb+1), sp.kron(pauliX(), id(2)))@GS) .real
sx2 = (dg@sp.kron(id(Nb+1), sp.kron(id(2), pauliX()))@GS).real

syl = (dg@sp.kron(id(Nb+1), sp.kron(pauliY (), id(2)))@GS) .real
sy2 = (dg@sp.kron(id(Nb+1), sp.kron(id(2), pauliY()))@GS) .real
szl = (dg@sp.kron(id(Nb+1), sp.kron(pauliZ (), id(2)))@GS).real
sz2 = (dg@sp.kron(id(Nb+1), sp.kron(id(2), pauliZ()))@GS).real
sxsx = (dg@sp.kron(id(Nb+1), sp.kron(pauliX (), pauliX()))@GS).real
sxsz = (dg@sp.kron(id(Nb+1), sp.kron(pauliX (), pauliZ()))@GS) .real
sysy = (dg@sp.kron(id(Nb+1), sp.kron(pauliY (), pauliY()))@GS) .real

number = (dg@sp.kron(dag(a_op(Nb+1))@a_op(Nb+1), id(4))@GS) .real
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824
825
826

827

829
830
831
832
833
834
835

836

838
839
840
841
842

843

845

846

858

860
861
862
863
864
865
866

867

def

P = []
rho = partial_trace(DenMatrix(GS), [0], [Nb+1, 2, 2])
for i in range(Nb+1):

P.append (np.trace(DenMatrix (nFock(i, Nb))@rho) .real)
P = np.array(P)

sx = [sx1, sx2]
sy = [syl, sy2]
sz = [szl, sz2]

ds = xr.Dataset ({
llElI: ([llidxll]’ E)’
"SX": ([llrll]’ SX),
S§I|I: ( [Ilrll] s S}f) s
IIE;ZII: ( [Ilrll] s sz ):
"sxsx": sxsx,

"sxsz": sxsz,

"sysy": sysy,
"number": number,

"a": a,

"P": (["n"]1, P)
},

coords = {

"r": np.arange (2),

"idx": np.arange(len(E)),
"lambdal": lambd[0],
"lambda2": lambd[1],

"omega": omega,
"phi": phi,
"n": np.arange (Nb+1),
I
attrs = {
"delta": delta,
"Nb": Nb
b

return ds

alpha_2BC(lambd, omega, zone = None):

nmmnn

Devuelve el valor de alpha para el estado coherente en los

tres sectores detectados en el espectro del modelo de interaccion
en dos sitios.

Parameters

lambd : 1list
Lista con los valores de lambda en los dos sitios.

omega : float
Frecuencia de la cavidad cuantica.

zone : str, optional
Sector del espectro en el que se encuentra el estado coherente.
Puede ser "I", "II" o "III". Si no se especifica, se devuelve
None .

nmn

try:
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882 lambdl, lambd2 = lambd

883 except ValueError:

884 raise ValueError ("lambd debe ser una lista de dos elementos")
885

886 if lambd2 > 0 or zone =="I":

887 alpha = -(lambdl + lambd2)/(np.sqrt(2) *omega)

888 elif (lambd2 < O and -lambdl < lambd2) or zone == "II":
889 alpha = -lambdl/(np.sqrt(2)*omega)

890 elif lambd2 < -lambdl or zone == "III":

891 alpha = -lambd2/(np.sqrt(2)*omega)

892 else:

893 raise ValueError("Zona invalida")

894

895 return alpha

896
so7 def EGS_num(lambd, omega):

898

899 Devuelve la energia del estado fundamental del sistema

900 de interaccion en dos sitios, considerando que esta dada por

901 E = -lalpha|~2 * omega, donde alpha corresponde al estado coherente
902 del sistema.

903 e

904 return -np.abs(alpha_2BC(lambd, omega))**2 * omega

905

906 def __ket_coherent (alpha, Nb):
907 e
908 Crea un ket coherente en la base de Fock para un sistema
909 con un truncamiento dado en el numero de bosones.

910

911 Parameters

912 @ @ —m—mm ===

913 alpha : complex

914 Amplitud del estado coherente.

915 Nb : int

916 Numero maximo de fotones en el sistema.

917

918 Returns

919 @ - —-==-=---

920 scipy.sparse.csr_matrix

921 Ket coherente en formato sparse.

922 e

923

924 ket_alpha = np.zeros((Nb + 1, 1),dtype=complex)

925 nn = np.arange(Nb + 1, dtype=float)

926

927 for i in range(Nb + 1):

928 n = nn[i]

929 ket_alpha[i] += (np.exp(-0.5 * np.abs(alpha)**2) * (alpha**n) /
np.sqrt (math.gamma(n + 1)))

930

931 return sp.csr_matrix(ket_alpha)

932

933 def E_pert(delta, omega, lambd, Nb):

934 e

935 Calcula la enregia del estado fundamental del sistema de interaccion
936 en dos sitios, en el regimen perturbativo.

937

938 Parameters
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960
961
962
963
964
965
966
967
968
969

970

985
986
987
988
989
990
991
992

993

def

delta : float
Gap de energia de la KC.
omega : float
Frecuencia de la cavidad cuantica.
lambd : 1list
Lista con los valores de lambda en los dos sitios.
Nb : int
Numero maximo de fotones en el sistema.

Returns

float
Energia del estado fundamental del sistema de interaccion

en dos sitios, en el regimen perturbativo.
mmnn

try:
lambdl, lambd2 = lambd
except ValueError:
raise ValueError ("lambd debe ser una lista de dos elementos")

if lambd[1] < -lambd[0]:
return EGS_num(lambd, omega)

alphal = alpha_2BC(lambd, omega, "I")

alpha2 = alpha_2BC(lambd, omega, "II")
k_alphal = __ket_coherent (alphal, Nb)
k_alpha2 = __ket_coherent (alpha2, Nb)

olap = dag(k_alphal)@k_alpha?
olap np.abs (olap.toarray () [0] [0]) **2

E = omega * (np.abs(alphal)**2 + np.abs(alpha2)**x2) + \
np.sqrt (omega**x2 * (np.abs(alphal)**2 - np.abs(alpha2)**2) *x2 +
4xdeltax**2*xolap)

return -0.5%E

H_2Qubits (delta, omega, lambd, phi, b, Nb):

nmunn

Devuelve la matriz Hamiltoniana del sistema de interaccion entre dos
cadenas de Kitaev y dos cavidades cuanticas, considerando

una interaccion en un solo sitio entre cada cadena y su respectiva
cavidad cuantica. La matriz Hamiltoniana es independiente del tiempo

La interaccion entre los dos sistemas se considera a traves de un
intercambio de excitaciones entre las dos cavidades cuanticas.

Parameters
delta : list

Lista con los gaps de energia de las dos cadenas de Kitaev.
omega : 1list

Lista con las frecuencias/energias de las dos cavidades
cuanticas.
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994

995

996

997

998

999
1000
1001
1002
1003
1004
1005
1006
1007
1008
1009

1010

1011

1012
1013
1014
1015
1016
1017

1018

1026
1027
1028
1029
1030

1031

1032

1033

1034
1035
1036
1037
1038
1039
1040
1041
1042
1043
1044
1045

1046

def

lambd : 1list

Lista con las fuerzas de acoplamiento de las dos cadenas de
Kitaev.
phi : 1list

Lista con las fases de interaccion de las dos cadenas de Kitaev.

b : float
Fuerza de interaccion entre las dos cavidades cuanticas.
Nb : int

Numero de truncamiento en la base de Fock.

Returns

scipy.sparse.csr_matrix
Matriz Hamiltoniana del sistema de interaccion entre dos
cadenas de Kitaev y dos cavidades cuanticas, en formato sparse.

H1 = H1_lamb_t(delta[0], omegal[O], phi[O], lambd[0], O, O, Nb, "
constant")
H2 = H1_lamb_t(delta[1], omegal[1], phi[1], lambd[1], O, O, Nb, "
constant")

dim = H1.shape [0]

H1 = sp.kron(H1, id(dim))
H2 sp.kron(id(dim), H2)

HQubits = H1 + H2

al = sp.kron(sp.kron(a_op(Nb+1), id(2)), id(dim))
a2 sp.kron(id(dim), sp.kron(a_op(Nb+1), id(2)))

HInter = b * (dag(al)@a2 + dag(a2)@al)

return HQubits + HInter

solve2Qubits (delta, omega, lambd, phi, b, Nb):
H = H_2Qubits(delta, omega, lambd, phi, b, Nb)
if lambd [0] == 0 and lambd[1] == O:
E, V = sp.linalg.eigsh(H, 2, which = "SA", return_eigenvectors=
True, tol le-5)
else:
E, V
True)
idx = np.argsort (E)
E = E[idx]
V = V[:, idx]
GS = V[:,0]
dim = 2*x(Nb+1)
o_sx1 = sp.kron(sp.kron(id(Nb+1), pauliX()), id(dim))
o_sx2 = sp.kron(id(dim), sp.kron(id(Nb+1), pauliX()))
o_syl = sp.kron(sp.kron(id(Nb+1), pauliY()), id(dim))
o_sy2 = sp.kron(id(dim), sp.kron(id(Nb+1), pauliY()))
o_szl = sp.kron(sp.kron(id(Nb+1), pauliZ()), id(dim))
0_sz2 = sp.kron(id(dim), sp.kron(id(Nb+1), pauliZ()))
o_al = sp.kron(sp.kron(a_op(Nb+1), id(2)), id(dim))
0_a2 = sp.kron(id(dim), sp.kron(a_op(Nb+1), id(2)))

sp.linalg.eigsh(H, 2, which = "SA", return_eigenvectorss=
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1048 al = (dag(GS)@o_al@GS) .real

1049 a2 = (dag(GS)@o_a20GS) .real

1050 nl = (dag(GS)@(dag(o_al)@o_al)@GS) .real
1051 n2 = (dag(GS)@(dag(o_a2)@o_a2)@GS) .real
1052 nl2 = (dag(GS)@(dag(o_al)@o_a2)@GS) .real
1053 n21 = (dag(GS)@(dag(o_a2)@o_al)@GS) .real
1054 sx1 = (dag(GS)@o_sx1@GS) .real

1055 sx2 = (dag(GS)@o_sx20GS) .real

1056 syl = (dag(GS)@Q@o_syl1l@GS) .real

1057 sy2 = (dag(GS)@o_sy20GS) .real

1058 szl = (dag(GS)@o_sz1@GS) .real

1059 sz2 = (dag(GS)@o_sz20GS) .real

1060 sxsx = (dag(GS)@(o_sx1@o_sx2)@GS) .real
1061 sxsy = (dag(GS)@(1j*o_sx1Q@o_sy2)@GS) .real
1062 sxsz = (dag(GS)@(o_sx1@o_sz2)@GS) .real
1063 sysx = (dag(GS)@(1j*o_syl@o_sx2)@GS) .real
1064 sysy = (dag(GS)@(o_syl@o_sy2)@GS) .real
1065 sysz = (dag(GS)@(1j*o_syl@o_sz2)@GS) .real
1066 szsx = (dag(GS)@(o_sz1@o_sx2)Q@GS) .real
1067 szsy = (dag(GS)@(1j*o_sz1@o_sy2)@GS) .real
1068 szsz = (dag(GS)@(o_sz1Q@o_sz2)0GS) .real
1069

1070 ds = xr.Dataset ({

1071 "E": (["idx"], E.real),

"sx": (["r"], [sx1, sx2]),

1073 "sy": (["r"], [syl, sy2]),

1074 "sz": (["r"], [szl, sz2]),

1075 "a": (["r"], [a1l, a2]),

1076 "number": (["r"], [nl1, n2]),

1077 "nl2": nl2,

1078 "n21": n21,

1079 "sx_mult": (["dir"], [sxsx, sxsy, sxsz]),
1080 "sy_mult": (["dir"], [sysx, sysy, syszl),
1081 "sz_mult": (["dir"], [szsx, szsy, szsz])
1082 },

1083 coords = {

1084 "delta": deltal[O0],

1085 "omega": omegal[0],

1086 "lambda (1)": lambd[0],

1087 "lambda (2)": lambd[1],

1088 "phi": phil[0],

1089 "b": b,

1090 "idx": np.arange(len(E)),

1091 "r": np.arange (2),

1092 "dir": np.arange(1l, 4)

1093 },

1094 attrs = {

1095 "Nb": Nb

1096 })

1097

1098 return ds

1099
1100

1100 def H10dd (delta, omega, lambd, phi, Nb):
1102 mnn
1103 Devuelve la matriz Hamiltoniana del sistema de interaccion

1104 en un solo sitio entre la cavidad cuantica y la Cadena de Kitaev,
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1105
1106
1107
1108
1109
1110
1111
1112
1113
1114
1115
1116
1117
1118
1119
1120
1121
1122
1123

1124

1125
1126
1127
1128
1129
1130
1131
1132
1133
1134
1135
1136
1137
1138
1139
1140
1141
1142
1143
1144

1145

1158

def

donde no se limita al subespacio de estados pares de la cadena.

Parameters
delta : float
Gap de energia de la Cadena de Kitaev.
omega : float
Frecuencia/energia de la cavidad cuantica.
lambd : float
Fuerza de acoplamiento entre la Cadena de Kitaev y la cavidad
cuantica.
phi : float
Fase de la interaccion.
Nb : int
Numero de truncamiento en la base de Fock.

Returns

scipy.sparse.csr_matrix
Matriz Hamiltoniana del sistema de interaccion en formato sparse

a = a_op(Nb + 1)

m = id(4) - sp.kron(pauliX (), pauliX())

HField = omega * sp.kron(dag(a)@a, id(4))

HQubit = -delta * sp.kron(id(Nb + 1), (sp.kron(pauliz (), id(2)) + \
sp.kron(id(2), paulizZ())))

HInter = * lambd * np.exp(-1j * phi) * sp.kron(dag(a), m) + \

0.5
0.5 * lambd * np.exp(1lj * phi) * sp.kron(a, m)

return HQubit + HField + HInter

H2Qubits0dd (delta, omega, lambd, phi, b, Nb):

mnn

Devuelve la matriz Hamiltoniana del sistema de interaccion entre dos
cadenas de Kitaev y dos cavidades cuanticas, considerando

una interaccion en un solo sitio entre cada cadena y su respectiva
cavidad cuantica. La matriz Hamiltoniana es independiente del tiempo

La interaccion entre los dos sistemas se considera a traves de un
intercambio de excitaciones entre las dos cavidades cuanticas.
Esta funcion no limita al subespacio de estados pares de la cadena.

Parameters
delta : list

Lista con los gaps de energia de las dos cadenas de Kitaev.
omega : list

Lista con las frecuencias/energias de las dos cavidades
cuanticas.
lambd : 1list

Lista con las fuerzas de acoplamiento de las dos cadenas de
Kitaev.
phi : 1list
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1159
1160
1161
1162
1163
1164
1165
1166
1167
1168
1169
1170

1171

1180
1181
1182
1183
1184
1185
1186

1187

Lista con las fases
b : float

de interaccion de las dos cadenas de Kitaev.

Fuerza de interaccion entre las dos cavidades cuanticas.

Nb : int

Numero de truncamiento en la base de Fock.

Returns
scipy.sparse.csr_matrix
Matriz Hamiltoniana

cadenas de Kitaev y
nmmnn

del sistema de interaccion entre dos
dos cavidades cuanticas, en formato sparse.

H1 = H10dd(delta[0], omegal[0], lambd[0], phi[0], Nb)
H2 = H10dd (delta[1], omegal[1], lambd[1], phi[1], Nb)
dim = H1.shape [0]

H1 = sp.kron(H1, id(dim))

H2 = sp.kron(id(dim), H2)

HQubits = H1 + H2

al = sp.kron(sp.kron(a_op(Nb+1),
sp.kron(a_op(Nb+1),

a2 = sp.kron(id(dim),

id(4)), id(dim))

id(4)))

HInter = b * (dag(al)@a2 + dag(a2)@al)

return HQubits + HInter
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