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Resumen

Se construyen seis espacios homogéneos de Poisson coisotropos (2+1)-dimensionales y
diez (3+1)-dimensionales de (Anti-)de Sitter mediante la clasificacion de deformaciones Lie-
algebraicas triangulares de los grupos de Poincaré y su posterior generalizacion al caso de
constante cosmolégica no nula. La condicién de que la matriz r de las deformaciones sea
triangular —esto es, solucion de la CYBE— garantiza que los espacios (2-+1)-dimensionales
se pueden extender al caso (3+1)-dimensional, donde la coordenada adicional acttia co-
mo elemento central. Adicionalmente, se construye en (34+1)D el nuevo espacio-tiempo no
conmutativo x-(A)dS lightlike cuantizando su contraparte semiclasica en funcién de coorde-
nadas ambiente. Este es la tinica generalizacion posible del ya conocido espacio-tiempo de
k-Poincaré lightlike dada la condicién de que su matriz r sea solucion de la CYBE.
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1 INTRODUCCION 1

1. Introduccién

La Relatividad General es, a dia de hoy, la teoria fisica mediante la que entendemos la gravedad.
En ella, el espacio-tiempo es un ente dinamico y la gravedad es una manifestaciéon de la curvatura
en este, provocada por la presencia de materia. Se trata ademés de una teoria clasica, ya que
ignora los efectos de la Mecanica Cuantica. Sin embargo, es precisamente mediante la Mecanica
Cuantica que entendemos co6mo se comporta la materia a nivel fundamental, por lo que es natural
buscar una descripcion de la gravedad que concilie ambas teorias. A pesar de los grandes esfuerzos
dedicados a esta tarea, atn no disponemos de una teoria cuantica de la gravedad.

Uno de los efectos esperados de la Gravedad Cuantica es la presencia de una escala de longitud
minima [1, 2|: la longitud de Planck Ip, cuyo valor viene dado por [3]

hG
lp=\ 5~ 1,616255(18) x 1073% m, (1.1)
donde h es la constante de Planck reducida, G la constante de Newton y c la velocidad de la luz
en el vacio. La existencia de esta escala se puede intuir del hecho de que un fotén cuya longitud de
onda alcance el valor [p tendria una densidad de energia concentrada en una regién tan pequena
que colapsaria en un agujero negro, haciendo asi imposible resolver longitudes méas pequenias a

esta.

Esta incertidumbre, en principio intrinseca a la teoria, se puede describir de manera efectiva
mediante unas relaciones de conmutacién no nulas entre unos operadores de coordenadas espacio-
temporales [Z#, "] # 0, idea propuesta originalmente por Heisenberg (ver [2]) y llevada a cabo
por primera vez por Snyder en [4] para regularizar divergencias en teorias de campos. Asi, una
geometria no conmutativa darfa lugar a relaciones de incertidumbre, de forma analoga a lo que
sucede en Mecénica Cuantica con el Principio de incertidumbre de Heisenberg

29, py) = ih0¢ => Az®Apy, > 25;; ab=1,2,3. (1.2)

La presencia de geometrias no conmutativas en distintos acercamientos a Gravedad Cuantica
[1, 3] ha aumentado el interés por estas en las ultimas décadas.

En particular, una manera consistente de construir espacio-tiempos no conmutativos es impo-
niendo que sean covariantes bajo la accion de un grupo cuéantico de simetrias [3]. El ejemplo mas
conocido es el espacio-tiempo de k-Minkowski [5], covariante bajo el grupo cuantico de k-Poincaré
[6, 7]. El uso de técnicas de geometria de Poisson para construir versiones semiclésicas y posterior
cuantizacion es un enfoque que ha resultado especialmente fructifero [8, 9], similarmente a cémo
del limite clasico de (1.2) recuperamos los corchetes de Poisson de la Mecanica Clasica

2, Py

ih T—m {z% pp} = 05 (1.3)

Es en este contexto donde se situa el presente trabajo, centrandonos en la construccién de las
versiones de Poisson de los espacio-tiempos no conmutativos: los espacios homogéneos de Poisson.

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera. El Capitulo 2 explica las bases del fun-
damento matematico y la metodologia seguida, dando ademas ejemplo para ilustrar los calculos
realizados mas adelante. Empezamos con los resultados en el Capitulo 3, donde construimos espa-
cios homogéneos de Poisson en (2+1)D y los generalizamos al espacio-tiempo curvo de (Anti-)de
Sitter. A continuacion, en el Capitulo 4 obtenemos los resultados en (3+1)D analogos a los an-
teriores en (2+41)D, discutiendo la relacion entre ellos. Llegamos entonces al Capitulo 5 donde
se construye el espacio-tiempo no conmutativo k-(A)dS lightlike, producido por la tnica genera-
lizacion de la deformacion x-Poincaré lightlike, considerada por primera vez en [10], al grupo de
(Anti-)de Sitter. Concluimos el trabajo en el Capitulo 6 con unas consideraciones finales sobre
la relevancia de los resultados obtenidos y trabajo futuro a realizar.
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2. Fundamento matematico

El objetivo de este Capitulo es introducir y explicar los conceptos y técnicas geométricas que
son necesarios para el desarrollo de este trabajo, dando las definiciones y resultados relevantes
de forma concisa. Con el fin de no extenderse demasiado, se priorizara transmitir las ideas
fundamentales frente a un rigor excesivo, por lo que se omitirdn algunos detalles que no son
centrales para el presente trabajo. En caso de que se quiera profundizar en el tema, nos referimos
a la bibliografia seguida [11, 12, 13, 14].

La primera seccion 2.1 estéd dedicada a repasar los conceptos bésicos de la teoria de grupos
y algebras de Lie y como estos estan relacionados. En ella, se definen los grupos de Lie que
usaremos en este trabajo: los grupos de Poincaré, de Sitter y Anti-de Sitter. Comentaremos
su significado fisico y detallaremos sus respectivas algebras de Lie. Por ltimo, introducimos la
nocion de espacio homogéneo, construccién que garantiza que un determinado espacio-tiempo se
covariante bajo la accién de un determinado grupo de simetrias.

A continuacion, la seccién 2.2 introduce las herramientas de geometria de Poisson necesarias
para la construccién de los espacio-tiempos no conmutativos. La idea principal es dotar de una
estructura de Poisson adicional a los objetos de la seccién anterior. Asi, con un grupo de Lie
obtenemos un grupo de Poisson-Lie, que en cierto sentido deforma la simetria del grupo. A nivel
de algebra de Lie también introduce una estructura adicional, conocida como biadlgebra de Lie,
donde ademaés destacamos la importancia de la ecuacién clésica de Yang-Baxter y mencionamos
algunos ejemplos importantes de matrices r. Es entonces cuando por fin llegamos a los objetos
centrales de este trabajo: los espacios homogéneos de Poisson. Estos no son més que espacios
homogéneos covariantes bajo la accién de un grupo de Poisson-Lie y se entienden como una
version semiclasica de un espacio-tiempo cuantico.

Finalmente, en la seccidén 2.3 se desarrolla con todo detalle la construccién de un espacio-
tiempo no conmutativo en (1+1)D a modo de ejemplo. La intencion de este ultimo apartado es
aplicar las técnicas matematicas introducidas en el Capitulo a un grupo sencillo como es el de
Poincaré en (141)D explicando el proceso de construccion paso a paso, poniendo el foco de este
modo en la metodologia seguida en el resto del trabajo.

2.1. Grupos de Lie, algebras de Lie y espacios homogéneos Lorentzianos

Empezamos recordando las nociones bésicas de geometria diferencial y teoria de grupos, esta-
bleciendo la notacién que se usara a lo largo del Capitulo.

La base de la geometria diferencial son las variedades diferenciables, a las que denotamos como
M. Intuitivamente, las variedades son la generalizacion del concepto de superficie a dimension
arbitraria. Cuando la dotamos de una estructura diferenciable adicional, podemos tener funcio-
nes con cierta nocién de suavidad o diferenciabilidad, y es entonces cuando tenemos entonces
una variedad diferenciable. Al conjunto de funciones f diferenciables de la variedad en R las
denotamos como C°°(M). Ademas, podemos tener aplicaciones f : M — N entre dos varie-
dades M y N que también respeten la nocién de diferenciabilidad. Del mismo modo en cada
punto de una superficie tenemos planos tangentes a esta, en cada punto p de una variedad M
tenemos un espacio vectorial de la misma dimensiéon que la variedad, al que llamamos espacio
tangente de M en p y escribimos como T, M. La union de todos los espacios tangentes define el
fibrado tangente TM, a cuyas secciones X(M) = I'(T'M) las llamamos campos vectoriales y sus
elementos X € X(M) actiian como derivaciones sobre funciones f — X f.

La siguiente estructura que necesitamos presentar describe la nocién de simetria y es de natu-
raleza algebraica. Un grupo G es un conjunto (finito o infinito) de elementos con una operacion
binaria p llamada multiplicacion del grupo que es cerrada, es decir, (g,h) — p(g,h) = gh € G
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para cualquier par de elementos g, h € GG. Esta multiplicaciéon debe satisfacer:
(i) para todos los g1, g2, g3 € G tenemos que (g192)93 = g1(g293) (asociatividad),

(ii) existe un e € G tal que para cada g € G tenemos que eg = ge = g (existencia la identidad),

1

(iii) para cada g € G existe un g~! tal que gg~! = g71g = e (existencia del inverso).

Dicho esto, estamos en disposiciéon de dar la primera definicion.
Definicién 2.1. Un grupo de Lie es un grupo G con estructura de variedad diferenciable, de
modo que la multiplicacién del grupo

uw:GxG—G

(2.1)

(9,h) — gh
es una aplicacién diferenciable. Un subgrupo de Lie H de G es un subgrupo de G que es ademaés
una subvariedad de este.

Los grupos de Lie describen entonces las simetrias continuas, como las rotaciones o traslaciones.
Al dotar de estructura de variedad diferenciable al grupo, podemos estudiar como se comporta
la multiplicacién en un entorno muy cercano a la identidad, lo que seria una transformacion
infinitesimal del grupo. Estas transformaciones definen una estructura de algebra de Lie.
Definicion 2.2. Un dlgebra de Lie g es espacio vectorial equipado con una aplicaciéon bilineal
[,:] : g ® g — g llamada paréntesis de Lie donde ® denota el producto tensorial, que satisface:

(i) [X,Y]=-]Y,X], VX,Y € g (antisimetria),
(i) [X,[Y,Z]]|+[Y,[Z,X])] +[Z,[X,Y]] =0, VX,Y,Z € g (identidad de Jacobi).

El paréntesis de Lie de dos elementos cualesquiera del algebra se puede expresar mediante una

combinacion lineal [X;, X;] = cijk para X;, X;, X}, € g, donde usamos el convenio de suma de

Einstein para indices repetidos, que mantendremos de aqui en adelante. Los coeficientes ¢¥. son

ij
las constantes de estructura y a los elementos de g también los llamamos generadores.

Para un grupo G identificamos su éalgebra de Lie g = Lie(G) con el espacio tangente en la
identidad T.G y con el conmutador de campos vectoriales [X,Y]f = X(Yf) — Y(Xf) como
paréntesis de Lie. La estructura de algebra de Lie de un grupo de Lie determina completamente
el comportamiento local del grupo a través de la operacion de exponenciacion exp : g — G. De
este modo, a partir de la derivaciéon de la multiplicaciéon en G obtenemos su algebra de Lie g,
el cual codifica el comportamiento local de G y exponenciando los generadores recuperamos los
elementos de G. Damos ahora una definicién que necesitaremos para calculos futuros.
Definicion 2.3. Los campos vectoriales invariantes por la izquierda XiL y por la derecha XiR
son un subconjunto de los campos vectoriales en el grupo X(G), que se calculan como

d

(XENM = | e®), (XEHm = G| (), 2.2

con f € C®(Q) y T; € g, en el elemento del grupo h € G.

2.1.1. Grupos de Poincaré y (Anti-)de Sitter

Definidos los conceptos méas generales, pasamos a considerar ejemplos concretos que tienen
aplicaciéon directa en el trabajo. Definimos ahora la siguiente familia de grupos matriciales.
Definicion 2.4. El grupo especial ortogonal SO(p, q) es el grupo de matrices n xn con n = p+gq

I O) , siendo I, la

de determinante 1 que dejan invariantes la forma cuadratica I, , = < 0 I
q
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matriz identidad m x m:

SO(p,q) ={Q € GL(n,R) | detQ = 1| Q"I 4Q = Ipq} . (2.3)

A partir de él, definimos el grupo especial ortogonal inhomogéneo 1SO(p, q) mediante el producto
semidirecto ISO(p, q) == RPT? x SO(p, q) con la multiplicacién de grupo dada por

(@,Q) (d,Q) = (a+ Qd',QQ"); (2.4)

con a,a’ vectores en RPT? y Q, Q" matrices en SO(p, q).

Los grupos de Lie con los que vamos a trabajar, que llamaremos grupos de Lie Lorentzianos,
son casos particulares de grupos especiales ortogonales (inhomogéneos). Esos son:

» grupo de Lorentz en d dimensiones al grupo SO(d — 1, 1),

grupo de Poincaré en d dimensiones al grupo ISO(d — 1, 1),

grupo de de Sitter (dS) en d dimensiones al grupo SO(d, 1),
» grupo de anti-de Sitter (AdS) en d dimensiones al grupo SO(d — 1,2).

Estos grupos! son importantes en fisica, pues describen simetrias del espacio-tiempo. En parti-
cular, el grupo de Lorentz SO(3,1) en (3+1)D esta formado por tres rotaciones y tres boosts, que
son las transformaciones que dejan invariante la métrica de Minkowski n = diag(1,—1,—1,—1).
Anadiendo tres traslaciones espaciales y una temporal, obtenemos el grupo de Poincaré 150(3, 1)
en (3+1)D. El grupo de (Anti-)de Sitter, de aqui en adelante (A)dS, es una generalizacion de este
ultimo en el caso de un espacio-tiempo con curvatura constante positiva (negativa) introducida
por la presencia de una constante cosmoldgica A > 0(< 0), lo que resulta en que las traslacio-
nes no conmuten. La interpretacion de los respectivos grupos en (2+1)D es analoga, en los que
claramente tendremos un menor ntimero de simetrias.

2.1.2. Algebras de Poincaré y (Anti-)de Sitter

Habiendo definido los grupos Lorentzianos en (3+41)D, el siguiente paso es escribir sus &l-
gebras de Lie en la base cinemdtica. Esta esta formada por {Py, P,, K4, J,} (a = 1,2,3), que
son los generadores de las traslaciones temporales, traslaciones espaciales, boosts y rotaciones;
respectivamente. Las relaciones de conmutacion de estas dlgebras de Lie se pueden expresar
conjuntamente en funcién de la constante cosmologica A como

[Jm Jb] = 6oLchCa [Jaa Pb] = 6abcPc> [Jaa Kb] = 8achVCv
[Km PO] = Paa [Km Pb] = 5abPOu [Kav Kb] = _Sachca (25)
[POa Pa] - _AKav [Pau Pb] - AgachCu [POa Ja] - Oa

con a,b,c=1,2,3. Tenemos aqui, en (3+1)D, el algebra de Lie de Poincaré iso(3,1) para A = 0,
de Sitter so(4,1) para A > 0 y anti-de Sitter s0(3,2) para A < 0. Aunque hayamos escrito
los conmutadores conjuntamente, es importante aclarar que estas tres algebras de Lie no son
isomorfas. Tomando tnicamente los generadores { Py, P1, P», K1, K2, J3}, podemos observar en
(2.5) que estos cierran subélgebras, que son las algebras de Lie anélogas en (2-+1)D.

1Si bien el grupo de Lorentz en d dimensiones es isomorfo al grupo de dS en d — 1, nos referimos a ellos de
forma distinta por sus diferentes interpretaciones fisicas.
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2.1.3. Espacio-tiempos de Minkowski y (Anti-)de Sitter

En este apartado vamos a explicar como un grupo de Lie actiia sobre una variedad, lo que se
traducird en céomo las simetrias de los grupos Lorentzianos acttian sobre el espacio-tiempo.
Definicién 2.5. Sea G un grupo de Lie y M una variedad diferenciable. Una accion de G en
M es una aplicacion o : G X M — M que toma un elemento g del grupo y un punto p en la
variedad y lo traslada a otro punto a(g,p) siendo un homomorfismo respecto de G.

Intuitivamente, una accién es una funcién que toma puntos en M y los transforma suavemente
a otros puntos de la variedad, de modo que esas transformaciones respetan la multiplicacién del
grupo. Dado un subgrupo de Lie H de G, podemos construir una variedad mediante el cociente
G/H donde decimos que g y ¢’ son equivalentes si estan relacionados mediante un elemento
h € H, es decir, g ~ ¢ <= ¢ = gh. Si ademés tenemos una acciéon de G en G/H, decimos que
el cociente G/H es un espacio homogéneo y H es un subgrupo de isotropia.

Un espacio homogéneo nos habla entonces de como ciertas transformaciones dejan este espacio
invariante. En nuestro caso, el subgrupo de isotropia es el grupo de Lorentz y los espacios homo-
géneos son los distintos espacio-tiempos, covariantes bajo la accién de este grupo. Llamaremos:

» espacio-tiempo de Minkowski en d dimensiones al cociente 1.SO(d —1,1)/50(d — 1,1),
» espacio-tiempo de de Sitter en d dimensiones al cociente SO(d,1)/SO(d — 1,1),
» espacio-tiempo de anti-de Sitter en d dimensiones al cociente SO(d — 1,2)/S0(d — 1,1).

En el espacio-tiempo de Minkowski en (3+1)D usaremos las coordenadas locales (xt) =

(20, 2%, 22, 23), donde 2° es la coordenada en la direccién temporal. Cuando estemos en una

dimensién menor, usaremos coordenadas (2, 2!, 2?).

En el espacio-tiempos de (A)dS en (3++1)D es natural usar coordenadas ambiente (s*, s, st, 52, s3)
que estan sujetas a la condicién

(s")? = A[(s°)* = (s")? = (s*)* = (s*)’] = 1. (2.6)
Estas se relacionan con las coordenadas locales como

,  senh(nz?)

s* = cos(nx?) cosh(nx!) cosh(nz?) cosh(nz?), 5% = B cosh(nz?),
sV = sen(:a:o) cosh(nz!) cosh(nz?) cosh(nz?), 3= serﬂr17(777x3)7 (2.7)
sl = mf;’:cl) cosh(nx?) cosh(nz?),
donde 2 = —A. En el limite de constante cosmolégica nula, n — 0 y las coordenadas ambiente
se reducen a las coordenadas locales usuales: (s*,s#) — (1,z"). En el caso (2+1)-dimensional,

usamos las coordenadas ambiente (34, 59, st s?) definidas como

0
s* = cos(nx?) cosh(na!) cosh(nz?), %= sen(na’) cosh(nz!) cosh(nz?),
n

. ) (2.8)
o senh(nz") cosh(na?), 2 senh(nz )’
n n

que son (2.7) restringidas al plano s = 0y cuando 7 — 0 tenemos (s%, s°, s, s2) — (1,29 2!, 22).
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2.2. Grupos de Poisson-Lie, bidlgebras de Lie y espacios homogéneos de Pois-
son

Nos trasladamos ahora al terreno de la geometria de Poisson, donde introducimos las herra-
mientas y técnicas usadas en este trabajo. La idea principal es construir la version de Poisson de
los objetos geométricos de la seccién 2.1. Por este motivo, exponemos los conceptos en un orden
analogo, buscando un paralelismo entre ambas secciones.

En primer lugar, vamos a dotar a las variedades diferenciables con una estructura de Poisson.
Definiciéon 2.6. Una variedad de Poisson (M,{-,-}) es una variedad diferenciable M equipada
con una aplicacion R-bilineal {-,-} : C®°(M) x C*®(M) — C*°(M) llamada corchete de Poisson
que satisface:

(1) {fl, fg} = —{fg, fl} (antisimetria),
(i) {f1,{f2, fs}} +{f2, {fs, f1}} + {f3.{f1, f2}} = O (identidad de Jacobi),
(iii) {f1, fafs} = fo{f1, f3} + {f1, fa} f3 (regla de Leibniz)

para todas las funciones fi, fa, f3 € C°°(M). Ademas, llamamos funcion de Casimir a la funcion

C € C*°(M) que cumple {C, f} = 0 para toda f € C°(M).

Las dos primeras condiciones nos dicen que {-,-} define un élgebra de Lie de funciones en la
variedad, mientras que (iii) dice que el corchete actia como una derivaciéon?. Definimos ahora
una condicién de compatibilidad entre las funciones diferenciables y el corchete de Poisson.
Definiciéon 2.7. Sean (M, {-,-}rr) v (N,{, -} n) dos variedades de Poisson y ¢ : M — N una
aplicacién diferenciable entre ellas. Decimos que ¢ es una aplicacion de Poisson si para cualquier
par de funciones f1, fo € C°°(N) cumple

{ficw. fooptm ={f1,folnoep. (2.9)

2.2.1. Grupos de Poisson-Lie

Buscamos ahora construir la version de Poisson de un grupo de Lie G. Sabemos que la multi-
plicacion del grupo (2.1), vista como aplicacion entre variedades de G x G en G, es diferenciable.
Asi, lo més natural es pedir que sea también una aplicacion de Poisson.

Definiciéon 2.8. Un grupo de Poisson-Lie (G, {-,-}) es un grupo de Lie G dotado de una estruc-
tura de Poisson {-,-} que es ademés compatible con la multiplicacion del grupo (2.1) de modo
que esta es una aplicacion de Poisson

{f17f2}GO:u’<gﬂh):{flolu'vaO:u}GXG'(g7h) (210)

para todas las funciones fi, fo € C*°(G) y g,h en el grupo G.

En la expresion (2.10), tenemos que G X G y G juegan respectivamente los papeles de las
variedades M y N en la Definicion 2.7 y la estructura de Poisson {-,-}ax¢g estd dada por

{Fla F2}G><G(ga h) = {Fl('? h)v F2('> h)}G(g) + {Fl(Lq’ ')a FQ(ga )}G(h)> (211)

con I, Fy € C*(G x G).

2Se puede dar una definicién alternativa de estructura de Poisson en términos de un bivector de Poisson
m € I'(TM ANTM) donde la identidad de Jacobi es equivalente a [r,7] = 0, con [, ] el llamado corchete de
Schuten-Nijenhuis [15].
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2.2.2. Bialgebras de Lie y la ecuacién clasica de Yang Baxter

Del mismo modo que a nivel infinitesimal un grupo de Lie G esta descrito por su algebra de
Lie g, un grupo de Poisson-Lie tiene una contraparte tangente en la que el corchete introduce
una estructura adicional al dlgebra de Lie.

Definiciéon 2.9. Una bidlgebra de Lie (g,0) es un éalgebra de Lie g junto con una aplicacion
d:g— g® g llamada coconmutador, que satisface:

(i) 0(X) € g A g (antisimetria),
(i) > (6 ®1)06(X) =0 (condicion de co-Jacobi),
(iii) §([X,Y]) = adxd(Y) —adyd(X) (condiciéon de cociclo),
para todo X,Y € g. También nos referiremos a las bidlgebras de Lie como deformaciones.

Recordemos que el producto cuna A se define como u Av = u® v — v Q@ u, y la accion
adjunta adx : g ® g — g ® g que aparece en la condiciéon (iii) es la aplicacion que envia
t— [X®14+1® X,t], para todo t € g® g. Las condiciones (i) y (ii) son equivalentes a decir que
la aplicacion dual del coconmutador § : g* ® g* — g* define una estructura de algebra de Lie
en el espacio dual g*, de ahi el nombre de bidlgebra de Lie.

Los grupos de Poisson-Lie y bidlgebras de Lie guardan una relaciéon analoga a la de grupos de
Lie y algebras de Lie. Mas adelante detallaremos como a partir de una bialgebra de Lie (g, 0)
obtenemos una estructura de Poisson-Lie (G, {-,-}) en el grupo. Antes de ello, necesitamos unas
definiciones mas.

Definicién 2.10. Dado un elemento r € g ® g, definimos el corchete de Schouten algebraico

[[r,r]] = [r12,718] + [r12, m23] + [r13,723], (2.12)
donde los tres sumandos se calculan como
[r12,713] = PR X;, X3 ® X; ® Xy,
[r19,793] = r9rF X; ® (X, X ® X, (2.13)
[r13, m23] = TPk X © X @ (X, X)),
Definiciéon 2.11. Dado r € g ® g, definimos la ecuacion clasica de Yang-Baxter (CYBE) como
[, r]] = 0. (2.14)
Definimos también la ecuacion cldsica de Yang-Baxter modificada (mCYBE)
adx[[r,r]] =X ®1®1+10X®1+1®1X, [[rr]]=0 VXecg. (2.15)

A un elemento r € g A g antisimétrica lo llamamos matriz r clésica cuasitriangular si es solucién
de la mCYBE. Si ademés es solucion de la CYBE, decimos que es triangular.

Podemos reescribir la CYBE (2.14) usando coordenadas, lo cual es 1til para poder implementar
el corchete de Schouten herramientas de célculo simboélico. Sea r = r* X; A X; una matriz r
antisimétrica (r” = —r’"), entonces:

([r,r]] =0 <= rlipmke 4 rilrmkcljm + pilpimel =, (2.16)

Definimos ahora una clase particular de bidlgebras de Lie, que son precisamente las que apa-
recen en este trabajo.
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Definiciéon 2.12. Decimos que un coconmutador (cociclo) 6 : g — g A g es un coborde si es de
la forma
I(X)=X®1+1®X,r], VX e€g, regAg cuasitriangular. (2.17)

Asi, decimos que una bialgebra de Lie (g, d) es coborde si su coconmutador ¢ lo es. Del mismo
modo, un grupo de Poisson-Lie es coborde si su biadlgebra de Lie también lo es.

Tenemos dos razones principales para interesarnos por las biadlgebras cobordes. La primera es

que estas definen una estructura de Poisson candnica sobre su grupo de Lie, que lo vemos en la
siguiente Proposicion.
Proposicion 2.1. [16] Sea G un grupo de Lie y g su dlgebra de Lie. Sea también r una matriz
antisimétrica r € g\ g que define una bidlgebra de Lie (g,0) coborde. Entonces, eriste un inico
grupo de Poisson-Lie (G, {-,-}) con bidlgebra de Lie (g,0) cuya estructura de Poisson estd dada
por el corchete de Sklyanin:

{fi, ot =7 (XFHXEf — XERXES) (2.18)

para todas las funciones f1, fo € C*°(G).

En la formula para el corchete de Sklyanin (2.18), r son las componentes de la matriz r y
X}, XE son los campos vectoriales invariantes definidos en (2.2). El otro motivo del interés por
las bidlgebras cobordes es el siguiente resultado, con implicacién directa en este trabajo.
Teorema 2.1. [17] Sea el grupo ISO(p, q) con dlgebra de Lie g = is0(p, q). Sea tambiénr € gAg
una matriz r. Entonces, para p+ q > 2

i) la aplicacion r — [ @ 1+ 1® -, 7] es inyectiva,
ii) todo coconmutador 0 : g — g A g es un coborde.

En particular, este Teorema nos dice que todas las estructuras de Poisson-Lie en los grupos de
Poincaré de (2+1)D y (341)D estan en correspondencia uno a uno con matrices r, motivo por el
cual nos referiremos a ellas también como deformaciones. Asi, dar con una clasificaciéon de estas
matrices r equivale a clasificar todas las estructuras de Poisson-Lie sobre dichos grupos.

Antes de finalizar este apartado, vamos a introducir una importante familia de matrices r
en el grupo de Poincaré en (3+1)D, que son conocidas como deformaciones r debido a que se
suelen escribir multiplicadas por un factor 1/k que se presupone proporcional a la longitud de
Planck [18, 5]. Estas matrices estan parametrizadas por un cuadrivector a* y se pueden escribir
en notacion covariante como [17, 19, 20|

r=a"n""P,NMu,, pv,p=01,23; (2.19)

donde 7" son las componentes de la inversa de la métrica de Minkowski y los generadores P, son
los de las traslaciones y los M,,, = —M,,, se corresponden con los del sector de Lorentz mediante

MaO = Ka, Mab = 5abc<]6a a, b, C = 1, 2, 3. (2.20)

Segun la norma de Minkowski del cuadrivector n,,a"a”, este puede ser timelike (>0), spacelike
(<0) o lightlike (=0). Distinguimos los tres casos:

= Timelike, donde podemos elegir a* = (1,0,0,0)7 y tenemos la deformacion cuasitriangular

5L — PUAK) + Py A Ko+ P3 A K3, (2.21)

Ttime
» Spacelike, donde podemos elegir a* = (0,1,0,0)” y tenemos la deformacién cuasitriangular

r3+1 :PO/\Kl—PQ/\J3+P3/\J2- (222)

space
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= Lightlike, donde podemos elegir a* = (1,1,0,0)7 y tenemos
riane = (Po+ P1) A K1+ Py A (Ko — J3) + Py A (K3 + Ja). (2.23)

Esta ultima deformacién es triangular y sera especialmente importante en el trabajo, donde
ademas aparecen sus versiones en (141)D y (241)D, también triangulares

Mighe = (Po + P1) A K, (2.24)

Tt = (Po+ PO) A K1+ Py A (Kz = J3). (2.25)

2.2.3. Espacios homogéneos de Poisson coisétropos

Después de haber introducido todos los conceptos necesarios, finalmente estamos en disposicion
de definir el objeto central de estudio en este trabajo: los espacios homogéneos de Poisson. Al
igual que sucede con el resto de conceptos de la seccién, estos son la versiéon de Poisson de los
espacios homogéneos definidos en 2.5.

Definiciéon 2.13. Un espacio homogéneo de Poisson (EHP) sobre el grupo G como un espacio
homogéneo G/H con una estructura de Poisson {-, -}, compatible con la accién del grupo.

En vista a introducir estas estructuras de Poisson a los espacio-tiempos Lorentzianos, nos
interesan los EHP que se obtienen a partir del cociente G/H donde ademas (G, {-,-}) es un
grupo de Poisson-Lie. Para que estos estén bien definidos, no es necesario que el subgrupo de
isotropia H sea un subgrupo de Poisson-Lie. De hecho, la condicién necesaria y suficiente se da
a nivel de bialgebra, que llamamos condicion de coisotropia |21, 22| y

é(h) ChAg, (2.26)

donde h = Lie(H). Cuando esta condicién se cumple, se demuestra [22] que la estructura de
Poisson {-,-}/p en el EHP G//H esta dada por la proyeccion canénica del corchete de Sklyanin
(2.18).

La importancia fisica de los EHP coisotropos radica en que, si G/H es un espacio-tiempo, este
adquiere una estructura de Poisson que se puede escribir mediante el corchete de sus coordenadas
{z#, "}, donde recordemos que son funciones de G/H como variedad. Una vez se cuenta con esta
estructura bien definida (lo cual esta garantizado siempre que se realice la construcciéon como se
ha descrito), podemos promover las funciones coordenadas z# a un algebra no conmutativa de
operadores Z*, de manera que las relaciones de los corchetes son ahora relaciones de conmutacion
[##,2¥]. A este proceso lo llamamos cuantizacion y ahora las coordenadas ## son funciones en
un espacio-tiempo no conmutativo.

Cabe mencionar un caso particular de EHP coisétropos del grupo de Poincaré, que son aquellos
en los que la matriz 7 es el producto de generadores de traslaciones con el sector de Lorentz, es
decir, r € h A t. En esta clase de deformaciones, los corchetes {z#, 2"} cierran un algebra de Lie
de las coordenadas [6], que al ser lineal su cuantizacion es directa.

2.3. Un ejemplo sencillo: el EHP cois6tropo de Minkowski en (1+1)D

El objetivo de esta tltima seccién es explicar la metodologia usada en el trabajo para la
construcciéon de los EHP coisotropos. A pesar de la potencial complejidad del fundamento mate-
mético, la construccion de los EHP es sistemética y sigue un procedimiento bien definido. Vamos
a ilustrar esto usando como ejemplo el grupo G = ISO(1,1) o de Poincaré en (141)D.

En primer lugar, escribimos las relaciones de su algebra de Lie g = iso(1,1), que no son més
que (2.5) con A = 0 restringidas a los generadores { Py, P, K1}. Renombrando K = K7, tenemos

[Po, ] =0, [K,R]=P, [K Ph]=DFh. (2.27)
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Consideramos la representacién matricial del algebra de Lie o : g — End(R?) dada por

000 000 000
oP)=1{1 0 0] oP)=100 0] oK)=[0 0 1]. (2.28)
000 100 010

Exponenciando generadores (2.28) de la representacion, obtenemos un elemento genérico g del
grupo parametrizado por (20, 21, ), cuya expresion es

1 0 0
g(x® 21 €) = expa®o(Py) expalo(P1) exp&o(K) = [ 2° coshé senh | . (2.29)
z! senh¢ coshé

El orden elegido factoriza el grupo G = T'- H de forma que podemos interpretar las coordenadas
(2%, 2') como aquellas del espacio-tiempo de Minkowski G/H, siendo H = SO(1,1) el subgrupo
de Lorentz. Ademaés, de (2.29) calculamos los campos vectoriales invariantes (2.2), que son

Xﬁo = cosh 0,0 + senh £0,1, X};zo = 0,0,

Xﬁl = senh £0,0 + cosh 0,1, Xﬁl = 0,1, (2.30)

XIL( = 8&, X;? = l‘laxo + 1308931 + 85.

El siguiente paso es ver qué deformaciones triangulares tenemos en el dlgebra. Para ello,
tomamos un elemento en g A g arbitrario r = aPy A P + bPy AN K 4+ cP; A K, al que imponemos
la CYBE (2.14), resultando en las siguientes soluciones

0=[rr]]=0*-APAPLANK < b=xc. (2.31)

Podemos relacionar ambas mediante el automorfismo P, — —P;, K — —K; por lo que definen la
misma deformacion. Por simplicidad, nos restringiremos al caso a = 0 y renombramos b = ¢ = «,

r=a(Py+P)ANK. (2.32)
Esta matriz r da lugar a una bialgebra de Lie con coconmutador (2.17)

(S(Po) = —5(P1) =—aFPy A Py, 5(K) = a(PO + Pl) ANK. (233)

El altimo paso es la construccion del EHP coisotropo. Vemos en (2.33) que el coconmutador
satisface la condicion de coisotropia (2.26), por lo que la estructura de Poisson sera la dada por
el corchete de Sklyanin (2.18) con los campos vectoriales (2.30). Asi, tenemos el siguiente EHP
coisotropo de Minkowski, que reaparecera posteriormente en el trabajo

{2° z'} = —a(z® — 2h). (2.34)

Para generalizar este EHP coisotropo al caso de (A)dS o con A # 0, hay que repetir los mismos
pasos que se han seguido hasta calcular los respectivos campos vectoriales invariantes. Dado que
(2.32) sigue teniendo un corchete de Schouten nulo para el algebra de (A)dS, su generalizacion
es directa, resultando en la estructura de Poisson con

(20,211 = —a sen(;]a:o) B tanh7(777:c1) , _ /7R (2.35)
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3. Espacio-tiempos no conmutativos en (2+1)D

En este Capitulo se van a estudiar en detalle algunos de los espacios homogéneos de Poisson
resultantes de las estructuras de Poisson definidas sobre el grupo de Poincaré 1SO(2,1) en
dimensién d = 3, dando lugar a un espacio-tiempo de Minkowski cuéntico y sus correspondientes
generalizaciones para los espacio-tiempos cuanticos de (Anti-)de Sitter. Mas concretamente, nos
vamos a restringir a seis casos, que son aquellos en los que la matriz r que genere la deformaciéon
cumple dos condiciones: es soluciéon de la CYBE y pertenece al subespacio h A t, siendo h la
subélgebra de Lorentz y t el sector de traslaciones. La primera condiciéon implica que las matrices
r tienen corchete de Schouten nulo, lo que garantiza que las deformaciones que aparezcan en este
Capitulo en el que nos restringimos a (2+1)D lo vuelvan a hacer en los espacios de (3+1)D. Por
otra parte, la segunda condicién tiene como consecuencia corchetes de Poisson de las coordenadas
definan un algebra de Lie. Esto dltimo permite su clasificaciéon directa, pues la clasificacion de
todas las algebras de Lie de dimension 3 (que son las que aparecen en este Capitulo) y sus
Casimires es conocida [23]. Ademaés, el hecho de que la estructura de Poisson resultante en el
espacio homogéneo sea de tipo algebra de Lie en las coordenadas locales (z¥, 2!, 22) permite una
cuantizacion directa a operadores (2°,#!,22) pues no hay problemas de ordenamiento.

Los resultados principales de este Capitulo son dos. En primer lugar, la construccion de los
seis espacio-tiempos de Minkowski no conmutativos mencionados anteriormente como espacios
homogéneos de Poisson (EHP). Los corchetes de Poisson en términos de las coordenadas locales
(20, 2%, 2?) se dan explicitamente, lo que permite clasificar el lgebra de Lie de dimension 3 al que
dan lugar y calcular sus Casimires. Todo esto se encuentra resumido en la Tabla 3.1 al final del
Capitulo. En segundo lugar, se ha conseguido generalizar todos estos espacios homogéneos junto a
sus respectivos Casimires al caso de constante cosmologica no nula, que corresponden a los grupos
de (Anti-)de Sitter en (2+1)D. Paralelamente al caso de Minkowski, se obtienen las expresiones
de los corchetes de Poisson en funciéon de las coordenadas locales (2, x!,2?); recuperandose
el resultado para los espacios cuanticos de Minkowski en el limite A — 0. Adicionalmente, se
calculan los corchetes de Poisson en términos de las coordenadas ambiente (s%, %, s, s2), también

resumidos en la Tabla 3.2 al final del Capitulo.

Teniendo en mente este objetivo de generalizar el espacio-tiempo de Minkowski (A = 0) a
aquellos con A # 0, denotamos las algebras de Lie g, = Lie(G5) de sus correspondientes grupos
Lorentzianos G siguiendo la notacion:

= Grupo de Poincaré G(Q)‘*'1 = 150(2,1) con algebra de Lie g%“ =is0(2,1), para A = 0.
= Grupo de de Sitter (dS) G3™ = SO(3,1) con algebra de Lie g3™ = s0(3,1), para A > 0.

= Grupo de anti-de Sitter (AdS) G5 = SO(2,2) con algebra de Lie g3"' = 50(2,2), para
A <0.

Recordemos que estas algebras de Lie estan dadas por el subconjunto de generadores en (2-+1)D
{Py, P1, P», K1, K3, J3} en (2.5), donde denotaremos J = Js.

En lo que queda de Capitulo, se va a omitir el superindice que especifica la dimensién ya que
no habra lugar a confusion.

3.1. Estructuras de Poisson-Lie triangulares en (2+1)D

Los espacios homogéneos de Poisson que vamos a construir en este trabajo se construyen
mediante el cociente Gp/H de un grupo Lorentziano de Poisson-Lie (Gy,{-,-}) respecto a un
subgrupo H de isotropfa. Por tanto, previo a la construcciéon de dichos espacios cociente, es
necesario estudiar las estructuras de Poisson definidas en los grupos de Poincaré G y (anti-)de
Sitter GA que dan lugar a grupos de Poisson-Lie.
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Como ya se ha mencionado en el Teorema 2.1, todas las estructuras de Poisson-Lie en el grupo
Go = I50(2,1) son coborde [17] y, por consecuencia, estan en correspondencia uno a uno con
matrices r, lo que permite clasificar las estructuras de Poisson-Lie sobre el grupo Gy a partir
de estas matrices. La clasificacion completa de las soluciones de la mCYBE para 1S0O(2,1), y
por tanto de estructuras de Poisson-Lie fue realizada por Stachura en [24]. De estas matrices,
nos vamos a restringir a aquellas que son triangulares, es decir, son solucion de la CYBE (2.14).
Expresando el algebra de Lie como producto semidirecto go =t x b, con h = span{ Ky, Ko, J} y
t = span{ Py, P1, P»}, una matriz r se puede descomponer como

r=a+b+c actAt, betAbh, cebhAb. (3.1)

Tenemos entonces el siguiente resultado,
Lema 3.1. [24] Para las matrices v € go A go cuasitriangulares, el espacio generado por el
corchete de Schouten

[[r, 7] = 2([a, bl] + (2[[a, c]] + [[b, b]]) + 2[[b, €]] + [[¢, €] (3.2)
correspondiente a la descomposicion
3 3 2 2 3
Ago = (/\t> ® </\t® h) ® <t®/\h) ® (/\h> (3.3)
2 3

tiene dimension 2 y estd generado por los elementos w € At®@ b y 7 € At.

Entonces, las matrices r cuasitriangulares deben satisfacer las ecuaciones

[[a, b)) = pi,  2[[a, o] + [[b;b]] = pew, p,p € R.

(3.4)
[b,c]] =0, [ec]=0.

Las soluciones triangulares son aquellas con = p = 0. Ademas, aquellas en las que a = ¢ = 0,
es decir,

retADb, (3.5)

los espacios homogéneos de Poisson resultantes dan lugar a un &lgebra de Lie en las coordenadas
(20, 2% 22) [25].

Para estas ultimas matrices, de la forma (3.5), se ha realizado una clasificacion de las clases

de equivalencia bajo automorfismos del algebra de Lie. La notacion® empleada para denominar

a cada clase es X(d), donde X es una letra del alfabeto latino que es distinta para cada clase, y
d especifica la dimensiéon de la deformacion.

A continuacion, se muestra una lista de dicha clasificacion:
AR2) r=a(Py+P)NK;, cona>D0.
B(3) r=pPi ANKs, conp>0.
C@3) r=pPyNJ, conp>0.
D@3) r=a[(Ph+P)NKL+ Py A (Ko — J)]+p(Po+ P1)A,  con a,p > 0.
EB) r=a[(Ph+P)NKi+PoN(Ky—J)], cona>D0.
F3) r=p(Po+ P1)N(Ky—J), conp>D0.

3Ver Apéndice A para comparar la notacién usada en este trabajo con la original de Stachura.



3 ESPACIO-TIEMPOS NO CONMUTATIVOS EN (2+1)D 13

Podemos reconocer que la clase A(2) se trata de la matriz rlli;hlt de la expresion (2.24) que
coincide también con la del ejemplo (2.32). Esta deforma la subélgebra de Poincaré en (1+1)D,
y de ahi que se denote con d = 2. Ademés, la matriz de la clase E(3), que también aparece en
D(3) se corresponde con la matriz rlzi;rhlt en (2.25).

Finalmente, con un célculo directo se puede comprobar que las matrices de esta clasificaciéon
para Poincaré también satisfacen la CYBE para (A)dS, asi que generalizan directamente al caso
A # 0. Esto facilita la generalizacién de los EHP coisétropos para constante cosmologica no
nula, pues la matriz r que aparece en la expresion del corchete de Sklyanin (2.18) es la misma
en ambos casos. En el Capitulo 4 veremos que no tendremos esta facilidad en (3+1)D.

3.2. Espacios homogéneos de Poisson coisétropos en (2+1)D

En vista a la construccion espacios cociente G /H con una estructura de Poisson bien definida,
las matrices r clasificadas en la seccién anterior deben cumplir la llamada condicién de coisotropia

(h) C hAga, (3.6)

donde h = Lie(H ), siendo H un subgrupo de isotropia. En nuestro caso, tenemos que el subgrupo
de isotropia H es el grupo de Lorentz SO(2,1) en (2+1)D, tanto para el grupo de Poincaré G
como para (Anti-)de Sitter G,. De este modo, la condicion (3.6) es suficiente para que los EHP
estén bien definidos para cualquier valor de la constante cosmolégica A.

Segin la descomposicion (3.1), imponer coisotropia es equivalente a poner a = 0 tanto en Poin-
caré como en (A)dS. Por tanto, todas las soluciones de la clasificacion presentada son coisétropas
y dan lugar a espacios homogéneos bien definidos [26].

Ahora, la construccion de los EHP coisétropos es directa, pues estan dados por el cociente
G /H y la estructura de Poisson se calcula mediante el ya definido corchete de Sklyanin

{f.9y =" (X[ fX[g— X[fX]g), f.ge€C®(Gn), (3.7)

siendo % las componentes de la matriz r correspondiente, y XZL y XZ-R los campos vectoriales
invariantes por la izquierda y por la derecha, respectivamente, definidos en (2.2). Las expresio-
nes de estos campos vectoriales invariantes, que omitiremos por brevedad, han sido obtenidos
para los grupos de Poincaré y (A)dS mediante un largo calculo asistido por computadora usando
Mathematica [27]. Ademés, en (2+1)D la matriz r es la misma para los tres EHP que construi-
remos, ya que como hemos probado en la secciéon anterior, en (2+1)D todas las soluciones de la
CYBE del grupo de Poincaré son también soluciones en (A)dS.

Detallamos ahora los EHP coisétropos para el grupo de Poincaré y sus respectivas generaliza-
ciones para los grupos de (A)dS. Para estos tltimos, todas las estructuras de Poisson comparten
como Casimir la pseudoesfera

N3 = (512 — A[(80)2 — (s1)2 — (s2)2), (38)

como Casimir, en los que usamos las coordenadas ambiente (s, 5%, s!, s?) definidas en (2.8).

A(2) r= Oé(P() +P1) NKj.

Esta matriz da lugar a la deformacién del espacio de Minkowski, caracterizado por los
siguientes corchetes

{20, 21} = —a(z — 21), {2?,-} =0. (3.9)

Como ya se ha mencionado en la secciéon anterior, esta deformaciéon es intrinsecamente

bidimensional, por lo que las tnicas coordenadas con corchetes no nulos son 2, z!, con la
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B(3)

tercera coordenada 22 siendo el tinico Casimir: Cy = 2. Se trata por tanto de una extension
central de (2.34).

Introduciendo 7?2 = —A, la generalizacion de este EHP coisétropo para (A)dS es

0 h 1
(29,21 = —a sen(nz”)  tanh(nz) e =o, (3.10)
n n

donde no es sorpresa que se trate de una extension central de (2.35). Obsérvese ademas
que tomando el limite 7 — 0 (A — 0), estos corchetes reducen a los del caso de Minkowski
(3.9). Los corchetes de las coordenadas ambiente dan lugar a un algebra cuadratica

{807 81} = _a(SO - 81)847 {807 34} = _0”72(30 - 81)817

(3.11)
{827 } =0, {317 34} = —0477230(30 - 31)7

donde nuevamente el Casimir es Cy = s2 y da lugar a una extension central que generaliza
al de Minkowski.

r=pP N K.

La matriz de esta clase es un twist, por lo que trivialmente satisface la CYBE. La defor-
maciéon del espacio de Minkowski a la que da lugar esta caracterizada por los corchetes

{xoa xl} = px27 {x07x2} = 07 {xla $2} = _px(]. (312)

Reconocemos aqui el algebra de Lie iso(1,1), que es la del grupo de Poincaré en (1+1)D.

Aqui, la coordenada z!' se comporta como el generador del boost y el resto hacen el papel
de traslaciones. El Casimir es

Co = (2°)? — ()2 (3.13)

La generalizacion de este espacio a (A)dS resulta en los corchetes

tanh(nz?) [ cos?(na?)

{20, 21} = p ;. cosh(yzl) sen?(nz?) senh(nz!) tanh(nz!)|,
h 1
(a7} = pen(yat) I, (3.14)
sen(2nz°)

1,2y _ _ (!
(2!, a%) = —pcoshina!)

Reescribiendo la estructura de Poisson en funcion de las coordenadas ambiente, se obtiene
la siguiente algebra cuadrética

{807 31} = p82347 {307 82} = 07 {817 52} = _p80347 ( )
3.15
{s%s't = pn?sts®, {s', 5%} =0, {s* 5"} = prPs¥s",
que ademas tiene como Casimir
Ca = (s°)* = (s*)%, (3.16)

que tiene claramente como limite A — 0 a (3.13).
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C(3)

D(3)

r=pPyAJ.

Esta deformacion, considerada en [25], es la que mas se ha estudiado de las presentadas en
este Capitulo. Recientemente, se ha considerado en contextos de localizabilidad [28, 29|,
teorias escalares y teorias gauge [30, 31| e incluso en fisica de agujeros negros [32, 33|.
De igual manera que la clase anterior, esta matriz se trata de un twist, y da lugar a la
deformacion conocida en la literatura como p-Minkowski

{x()’xl} = px27 {x07x2} = _pxlv {Qfl,$2} = 0. (317)

El algebra de Lie que cierran las coordenadas es la del grupo euclideo en 2D, iso(2), haciendo
20 el papel de generador de las rotaciones en el plano y siendo el Casimir

Co = (x1)? + (zh)2 (3.18)

Este EHP se puede generalizar para obtener el espacio-tiempo p-(A)dS, donde tenemos la
estructura de Poisson dada por

h(nz? h(nz!
{29,251} = peosh(pa) BRI g0 g2y ShIT) oy o (319)
n n

Expresandolo en funcion de las coordenadas ambiente, se tiene la siguiente dlgebra cuadré-
tica

{307 31} = p32347 {307 82} = _p81847 {817 82} = 07 ( )
3.20
{s% s =0, {st, s} = p?s%s?, {s% 5"} = —pn?s"s?,
con el Casimir
Ca = (1) + ()% (3.21)

que también tiene como limite el de p-Minkowski cuando A — 0.

T:a[(P0+P1)/\K1+P2/\<K2—J)]+p(P0—|—P1)/\(K2—J).

Antes de calcular el EHP, nos damos cuenta de que se trata de la suma de las matriz de
la clase E(3), que es la deformacion k-lightlike en (2+1)D de la expresion (2.25), con la
clase F(3), que es el twist (Py + P1) A (K2 — J). De hecho, vamos a estudiar estas tres
clases conjuntamente, pues los casos E(3) y F(3) se corresponden con los limites p — 0
y a — 0 de la clase D(3), respectivamente. Los EHP coisotropos que producen estas tres
deformaciones son

{2921} = —a(@® —a1), {a%a?} = aa® — p(a® —ab), {2} = aa® - p(a® — oL).
(3.22)
Si bien se han escrito los corchetes de forma conjunta, el caso a, p # 0 y los limites p — 0

y a — 0 dan lugar a algebras de Lie distintas (ver Tabla 3.1), relacionadas mediante una
contraccion de algebras de Lie [11]. El Casimir del EHP de la clase D(3) es

2

o’ =2plogz™ + aw—_, (3.23)
x
con = = (2° — x')/2. Esta expresion tiene bien definidos los limites
Cl{,O . 7 a,p x2 O:P . s a,p -
Cy” = ;g%co =a Cyt = CIMIE%)CO =2plogz™, (3.24)
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que son los Casimires de las algebras de Lie generadas por las matrices de las clases E(3)
y F(3), respectivamente.

Se ha conseguido generalizar estos tres EPH coisotropos en (A)dS, donde también escribi-
mos conjuntamente sus corchetes en coordenadas locales

{xo,xl}:—a{

sen(nz?) — tanh(na:l)}
n cosh?(nz?2)
tanh(nz?
—p [sen(nxo) - ‘camh(nml)]2 cosh(na:l)M7
n

anh(nx?
{2°,2%} =« [1- sen(nz?) tanh(n;cl)] tanh(nz”)

0 h 1
—p {sen(nx) cosh(nz!) — <1 + sen?(nz°) — sen(nz?) tanh(nx1)> sen(nx)] ,
tanh 2 0 h 1
(3.25)
y en coordenadas ambiente, dando lugar a un algebra cuadratica
{507 81} = _a(s() - 81)847 {SO> 84} = a772[(52)2 - (80 - 81)51] - PTI2(50 - 51)327

{807 82} = as®s" — p<80 - 81)847 {817 84} = 0”72[(32)2 - 80(80 - 81)] - [”72(30 - 81)*927
(51,57} = as?st — p(0 — 1)t {257} = an?(s” — s)s? — pr(s0 — 512
(3.26)

También se han generalizado los Casimires (3.23), (3.24); que tienen las siguientes expre-
siones para el caso de A # 0

2
CoP = 2plogs™ + a—, (3.27)
S
o0 U ™ — 0% P Y €O = 2plog s (3.28)
= lim =a— = lim =2plogs :
A p—0 A 87’ A a—0 A plog ’
con s~ = (s° — 5')/2 y que claramente recuperan el limite apropiado para A — 0.

En resumen, los EHP coisotropos de Minkowski en (2+1)D que hemos estudiado dan lugar
a algebras de Lie de las coordenadas, que no tienen problemas de ordenamiento y permiten su
cuantizacion directa en cada uno de los casos. También se ha dado la expresion de los Casimires
Co para cada una de estas estructuras. En particular, los EHP resultantes de las clases E(3) y
F(3) se obtienen como contraccion de algebras de Lie de la clase D(3), donde el Casimir tiene
ambos limites bien definidos. Cabe anadir que ninguna de las clases de matrices r aparece en la
Tabla 2 de [34], que lista las estructuras de doble de Drinfel’d del grupo de Poincaré¢ en (2+41)D.

Se ha encontrado ademés que todos estos EHP cois6tropos generalizan al caso de constante
cosmologica A = —n? no nula, habiéndose calculado explicitamente los corchetes de la estructura
de Poisson, asi como los Casimires Cp, donde 7 actiia como un parametro de deformaciéon. En
todos lo casos, se obtiene que los corchetes en funcién de las coordenadas locales (20, 2!, #2) dan
lugar a estructuras de Poisson altamente no lineales, mientras que usando coordenadas ambiente
(s*,59, 5!, 5?) cierran algebras cuadraticas que son, a lo sumo, cuadraticas en el parametro .
Finalmente, estos espacios (A)dS recuperan los corchetes y Casimires de Minkowski tomando el
limite A — 0. Estos resultados se pueden consultar de forma resumida en las tablas 3.1 y 3.2, al

final de este Capitulo.
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2

S
plogs™ +a—
s
a\—m\

plogs™

x
ploge™ + a—
x

Figura 3.1: Diagrama que representa como se relacionan los Casimires de las clases D(3), E(3)
y F(3), y como se recuperan los de Minkowski a partir de los de (A)dS en el limite A — 0.

Tabla 3.1: Clasificacion de los EHP coisotropos para el grupo de Poincaré en (2+41)D. La primera
y segunda columna indican la expresion de la matriz de la deformacion (salvo automorfismos) y
su clase, respectivamente. La siguiente columna muestra explicitamente los corchetes en funcion

de la base usual de coordenadas (

20,2

1

2) para las clases B(3) y C(3) y de la base de cono de luz

(xF,27,22) en las demés. La cuarta columna indica qué dlgebra de Lie cierran las coordenadas,
y en la dltima aparecen sus Casimires.

Matriz r Clase {zt,z"} #0 g [23] Casimires
aTl(i;qtl) A(2) {et, 27} = az™ Ag1 @ Ap; x?
{Scovxl} = pr’ 02 232
pPL A K, B(3) (ol 22} = pad Az (@) = (z%)
20 21} = pa?,
pPy A J C(3) { 0 2} B 1 A3 (z1)? + (22)?
{2, 2%} = —pz
p(Py+ P1) A (Ko — J) {zT, 27} =az™, x?
D(3 A 2plogx™ +a—
rarfzy) I I A R
+ 2=V — g 2
(2+1) {:‘C y & } =ar , X
arlight E(S) {SU+7 1172} _ a[EQ A3,3 OJF
p(Po+P)A(Ke—J) FB) {at,2?}=-2pz~ Asq 2plog ™
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Tabla 3.2: Generalizacion para (A)dS en (2+1)D de los EHP cois6tropos de Minkowski. La pri-
mera columna indica la expresion de la matriz de la deformacion (salvo automorfismos), mientras
que la segunda a qué clase pertenece. La siguiente columna muestra explicitamente los corchetes
de Poisson no nulos en coordenadas ambiente, donde por brevedad se ha empleado la base usual
de coordenadas (s%, 5%, s, 5?) en las clases B(3) y C(3) mientras que se ha usado la base de cono
de luz (s*,s7,57,5%) en las demas. La tltima columna indica sus Casimires, donde se observa

que todas las estructuras comparten el Casimir Eiﬂ que define la pseudoesfera (3.8).

Matriz r Clase {5%,5*1 £0 Casimires
{8+7 5_} = a5_84 22+1
arjgy’ A@2)  {sT 5%} = —2an’sTs [;2 ’

{57, 8"} = 2a?(s7)?

{9, s} = ps?st
{s!, 5%} = —ps¥s? z3
pP1 A Ko B(3)
{s0, s} = ps's® (s7)% = (s7)?
{5} = pn?s%s!
{8, 51} = ps?st
{50,582} = —pstst ya+
PonNJ C(3
o B ot sty = st (512 + (22
{s% 5" = —pn*ss!
{st,57} =as s
{st,5%} = as?st — 2ps~s*
(P0+P1)/\(K2—J) D _ oy 9/ —\9 Z?\—H,
(2+1) () As7. 8"} =2an°(s7) _ -
+aryy 2plog s~ + as?/s
ight {82,84} :2a7728782—4p772(87)2
{st,5%} = an?[(s®)? — 25Ts7] — 2pn?s~ s>
{st,57} =as s
{s,5%} = as?s?
(2+1) s — 2 2?\+17
OTight E@B)  {s7,s'} =2an*(s7) 9, —
(251 ; as®/s
52, 8%} = 2an?s7s
{SJU ' = an?[(s?)? — 2sFs7]
{st,5°} = —2ps~s* §2+1
p(Po+PYN(Ky—J)  F(3)  {s2,s*) = —4pn?(s)? A
9 2plog s

{s*,s'} = —20n°s”s
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4. Espacio-tiempos no conmutativos en (3-+1)D

El objetivo de este Capitulo es extender los resultados del Capitulo anterior al caso de Min-
kowski en d = 4, estudiando en detalle catorce espacio-tiempos no conmutativos. Del mismo
modo, vamos a restringirnos a EHP coisotropos obtenidos mediante el cociente G /H, donde
el grupo Lorentziano G tiene definida una estructura de Poisson triangular. También vamos a
considerar Gnicamente matrices r € h A t, para las que los corchetes de las coordenadas locales
(20, 21, 22, 23) dan lugar a algebras de Lie de dimensién 4, ya conocidas y clasificadas junto a

sus Casimires [23].

Los resultados presentados en este Capitulo son analogos a aquellos del anterior, y por tanto
ambos siguen la misma estructura. Primeramente, la construccion de los catorce espacio-tiempos
cuanticos de Minkowski, entendidos como EHP coisétropos, calculando explicitamente los cor-
chetes de Poisson de las coordenadas y sus Casimires. Entre estos catorce EHP, por un lado
aparecen las extensiones centrales de los seis estudiados en el Capitulo anterior (ver Tabla 4.1),
mientras que por otro lado aparecen otros ocho resultantes de deformaciones puramente (3+1)-
dimensionales (ver Tabla 4.2). Seguidamente, se ha logrado generalizar diez de los catorce EHP
de Minkowski a los espacios de (A)dS: seis que se corresponden con las respectivas extensio-
nes centrales de los estudiados en el Capitulo 3 y otros cuatro que son generalizaciones de las
deformaciones puramente (3-+1)-dimensionales. Se detalla la expresion de los corchetes de las
coordenadas locales (20, z', 2%, 23) y de los Casimires conjuntamente al caso de Minkowski, re-
cuperiandose este ltimo como limite de constante cosmologica nula. Ademaés, se expresan estos

corchetes en funcién de las coordenadas ambiente (s%, 5%, s, 52, s%), que vienen resumidos en las

tablas 4.3 y 4.4.

Denotamos en este Capitulo las algebras de Lie g, = Lie(Ga) de sus correspondientes grupos
de Lie Lorentzianos G siguiendo la notacién:

= Grupo de Poincaré G = ISO(3,1) con algebra de Lie gi™' = is0(3,1), para A = 0.
= Grupo de de Sitter (dS) G5 = SO(4,1) con algebra de Lie g3 = s0(4,1), para A > 0.

= Grupo de anti-de Sitter (AdS) G5! = SO(3,2) con algebra de Lie gi"' = s0(3,2), para
A <.

En lo que resta de Capitulo, siempre que no haya confusiéon, omitiremos el superindice que
especifica la dimension.

4.1. Estructuras de Poisson-Lie triangulares en (3+1)D

Antes de proceder con la construccion de los espacios cociente G /H, necesitamos clasificar las
estructuras de Poisson-Lie triangulares en el grupo de Poincaré G y cudles de ellas generalizan
a los grupos de (anti-)de Sitter Gy con A # 0.

Al igual que sucede con el caso (2+1)-dimensional, todas las estructuras de Poisson-Lie en
Go = 150(3,1) son coborde, resultado que fue probado por Zakrzewski en [17] (ver Teorema
2.1), donde ademaés dio una clasificacion completa de soluciones de la CYBE para el grupo de
Poincaré. Como consecuencia, nos basta con estudiar las matrices r clasicas, restringiéndonos a
aquellas que son solucién de la CYBE.

Escribiendo el algebra de Lie de Poincaré gg como el producto semidirecto t x b del sector de
Lorentz b = span{ K1, K3, K3, J1, Jo, J3} v el sector de traslaciones t = span{ Py, Pi, P>, Ps}, una
matriz r admite la descomposicién

r=a+b+c actANt, betAbh, cebhAb. (4.1)

Tenemos entonces el siguiente lema,



20 4  ESPACIO-TIEMPOS NO CONMUTATIVOS EN (3+1)D

Lema 4.1. [17] Para las matrices r € go A go cuasitriangulares, el espacio generado por el
corchete de Schouten

[[r, 7] = 2{[a, bl] + (2[[a, c]] + [[b, b]]) + 2[[b, €]] + [[¢, €] (4.2)
correspondiente a la descomposicion
3 3 2 2 3
Ago = (/\t> @ (/\t@ h) ® (t@/\h> ® (/\h) (4.3)
2

tiene dimension 1 y estd generado por un elemento Q € N\t® b.

Entonces, las matrices r cuasitriangulares deben satisfacer las ecuaciones

2[[a, ] + [[bb]] = pS2,  peR,

(4.4)
[[a, b]] = [[b, ]} = [[e, ] = 0,

siendo las soluciones triangulares aquellas con p = 0. En particular, las matrices r con a = ¢ = 0,

es decir, r € tA b, dan lugar a EHP en las que las coordenadas (2", 2!, 22, 2%) cierran un algebra

de Lie.

Usando la misma notaciéon que en el Capitulo anterior, mostramos ahora una clasificacion de
las matrices r descritas:

A(2) r=a(Py+ P)ANKy, cona>0.
B(3) r=pPi ANKy, conp>0.
C(3) r=pPyANJs, conp>D0.

D(3) r=arfiy +p(Po+ Pi) A (Ky—J3),  con a,p>0.

E(3) r= arﬁghlt =a[(Po+P)NK1+ P AN (Kg— J3)], cona>0.
F@3) r=p(Po+ P1) A (K2 —J3), conp>0.
G(4) r=pPsAJs, conp>0.
H(4) r=p(Py+ P1)ANJ1, con p> 0.
I(4) r=a(Po+ P)NK1 +p(Py+P1)NJi, cona,p>0.
J@) r=p(Py+P)N (K2 —J3)+ 8P AN (K3+J2), conf>0yp>0.
K@) r= arﬁgﬁt +p(Po+P)N(Ky—J3)+BPyN(Ks+ J2), cona,>0yp>D0.

L(4) r=arili = al(Po+ P)) A K1+ Pa A (Ky — J3) + P3 A (K3 + J2)],  con o> 0.

M(4) r = arﬁgﬁt +p(Py+ Pi)ANJi, cona,p>0.
N(4) r= arﬁ;‘l}t +p(Py+ P1) A (K2 — J3), con a,p>0.

Se pueden reconocer las deformaciones del grupo de Poincaré en (2+1)D discutidas en el
Capitulo 3 en las seis primeras clases, por lo que el caso (3+1)-dimensional hereda aquellas de
una dimensién menor. Esto podria parecer evidente, pero en realidad sucede debido a que nos
hemos restringido a deformaciones triangulares, que tienen un corchete de Schouten [[r, r]] nulo.

Si, por el contrario, hubiésemos requerido la condiciéon mas débil de que sean deformaciones
que solamente cumplan la mCYBE, tendriamos que adx[[r,r]] = 0, para todo X en la subalgebra
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(2+1)-dimensional de Poincaré gg‘H. Sin embargo, esto no garantiza que la accién adjunta de
otro elemento Y € ggﬂ pero fuera de dicha subalgebra sea también nula. Uno puede comprobar

que, como ejemplo de esto, tenemos la matriz r = P, A K1 + P, A Ko.

Por ultimo, a diferencia de lo que sucede en el Capitulo anterior, no todas las matrices r de
la clasificacion satisfacen la CYBE para las algebras de (A)dS. Las seis primeras clases ya vimos
que si eran triangulares para (A)dS en el capitulo 3; lo mismo sucede con las clases G(4)-J(4)
de matrices puramente (3-+1)-dimensionales. No obstante, las clases K(4)-N(4) no son matrices
cuasitriangulares para (A)dS y como consecuencia no definen estructuras de Poisson-Lie en los
grupos G con A # 0. En efecto, el corchete de Schouten de la clase K(4) resulta en

B’
3!
y los de las clases L(4), M(4) y N(4) toman el mismo valor

[[r,r]]a = K1 A (Ko — L3) A (K3 + Ja), (4.5)

[[rsr]]a = O?le A (K2 — L3) A (K3 + J2). (4.6)

3
Vemos entonces que estas cuatro matrices tienen [[r,r]]a € Ab, y por el Lema 4.1 concluimos
que no son solucion de la mCYBE. Nétese que se ha dejado indicado con un subindice A que el
corchete de Schouten [[-,-]]a es el del algebra de (A)dS, distinto al de Poincaré [[-,-]]o. Esta dife-
rencia se puede apreciar claramente en la expresion (2.16) usando coordenadas, donde aparecen
las constantes de estructura cfj, que son distintas para las algebras de Poincaré y (A)dS (2.5).

4.2. Espacios homogéneos de Poisson coisétropos en (3+1)D

Recordemos que para que los EHP coisétropos G /H estén bien definidos, las matrices r deben
satisfacer la ya mencionada condicion de coisotropia (2.26). En lo referente a este Capitulo, el
subgrupo de isotropia H es el grupo de Lorentz SO(3, 1) tanto para el espacio de Minkowski como
los de (A)dS. Dado que todas las matrices de la clasificacion presentada son coisotropas, podemos
calcular explicitamente la estructura de Poisson en todos los EHP coiso6tropos de Minkowski
mediante el corchete de Sklyanin (2.18). Las expresiones de los campos vectoriales invariantes
X ZL y XZ-R, que omitiremos por brevedad, han sido obtenidos para los grupos de Poincaré y (A)dS
mediante un calculo bastante usando Mathematica [27].

En primer lugar, las deformaciones de las clases A(2)-F(3) dan lugar a extensiones centrales
de los EHP discutidos en el Capitulo anterior. Esto significa que dan lugar al mismo espacio
no conmutativo (2+1)-dimensional, en el que se afiade una cuarta coordenada x® cuyo corchete
de Poisson con el resto de coordenadas es nulo, por lo que tendriamos un Casimir Cj = z3
adicional al anterior Cy que ya habia. Si en (2-+1)D teniamos algebras de Lie A tridimensional de

las coordenadas (2%, 2!, #2), ahora tenemos &lgebras de Lie de dimension 4 en las coordenadas

(20, 2%, 22, 23) dado por la suma directa A ® A1,1 donde Ay ; es el algebra de Lie unidimensional
[23]. La generalizacion a (A)dS es completamente andloga, siendo a3 y por tanto s® coordenadas
centrales. Dicho esto, escribir de nuevo los corchetes de estos EHP seria redundante, por lo que

para su estudio en detalle nos referimos a la secciéon 3.2.

A continuacion, discutimos los EHP coisotropos originados a partir de las deformaciones G(4)-
J(4) junto con sus respectivas generalizaciones cuando A # 0. En el caso de estas generalizaciones,
su construcciéon es sencilla una vez se tienen calculados los campos invariantes, puesto que la
matriz r que aparece en el corchete de Sklyanin (2.18) es la misma que la del caso de Minkowski.
Ademas, todas las estructuras de Poisson en (A)dS tienen como Casimir

SR = (512 = A[(s7)? = (s1)7 = (1) = (7)), (4.7)
que es la pseudoesfera que define estos espacios de (A)dS en (3+1)D.
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G(4) r=pPs A Js.

Esta matriz es un twist que genera una deformacion en el sector espacial, caracterizada por
los corchetes del algebra de Lie is0(2) en las coordenadas espaciales

{;1:0, -} =0, {:Ul,:l:2} =0, {a:l,a:3} = —pa?, {$2,$3} = px!, (4.8)

donde la coordenada temporal es un elemento central. Tenemos en conjunto una extensiéon
central de is0(2), con los Casimires

Co=1° C,=()?+ (a2)2 (4.9)

El motivo de que la coordenada temporal z¥ sea central es debido a que tenemos una matriz
2
r € Aiso(3), que deforma tnicamente el subgrupo I50(3) C 1SO(3,1).

La generalizacion de los corchetes (4.8) a (A)dS es

0 h 2 0 h 1
(20,51} = 7psen(77:r: ) tanh(nz?) tanh(z®), {z°,22} = psen(nm ) tanh(nz") tanh(52%),

n  cosh(nz?) n  cosh(nz?)
h 2
o, 2%} = peos(na®) cosh?(a) SBRI) gy0 43y o,
n
{2!, 22} = pcos(nz?) m + cosh?(nz") senh(m:z)M tanh(nz?),
h 1
{22, 23} = pcos(nz?) cosh(nar:l)Sen Vi) cosh(nz?),

(4.10)
donde la coordenada temporal z° deja de ser central y claramente recuperan aquellos del
caso de Minkowski como el limite A — 0. Expresando esta estructura de Poisson usando
coordenadas ambiente, obtenemos el algebra cuadrética

{s1,8%) = —ps2st, {52,879} = psst, {s!,s'} = —pn?s?s?,
{s2,5%} = pn?sts?, {s0,-} = {s!, 52} = {s3,s*} = 0. )
Por dltimo, se obtiene también la generalizaciéon de ambos Casimires
Car =35 Ch=(sH)?+ (522, (4.12)

que tienen los limites bien definidos para constante cosmoldgica nula y coinciden con los
de Minkowski.

H(4) r= ,O(PO + Pl) A Jq.
Esta clase se trata de otro twist, que da lugar al EHP coisétropo de Minkowski con corchetes
{20 2} =0, {20, 2%} = pa?, {20, 23} = —pa?, (4.13)
4.13
{at 22} = pa?, {223} = —pa?, {2223} =0,

y que tiene como Casimires

Co=z", Ch=(a?)?+ (23)% (4.14)
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I(4) r =

Esta estructura de Poisson generaliza al caso de (A)dS con los corchetes:

tanh(nax3)

{z', 2%} = pcos(nz?) cosh(na?)———=, {2%z'} =0,
n
h 2
o, 2%} = —peos(ne?) RIT), (2,49 =0,
n
(4.15)
tanh(nz3
{20, 22} = p (1 — sen(nz®) tanh(nz')) cosh(nxQ)M,
n
h 2
{a°,2°} = —p (1 — sen(na?) tanh(nz')) M.
0, escribiéndolos en funcién de coordenadas ambiente,
(0,2 = pssh, {0, 8%} = —ps2s? {s,57} = pss,
{5183} = —ps?st, {s?, 5%} = p?72(50 —sh)s3, {s%, s = —pn?(s — s1)s?,  (4.16)

{s0,51} = {s2,53} = {50, 5%} = {s!, 5%} = 0.

De forma similar a la clase anterior, los Casimires son formalmente idénticos a aquellos de
Minkowski, que son el limite para A — 0, pero en coordenadas ambiente.

Ch=s", Ch=(sH)?+ (s3> (4.17)

Oé(P() + Pl) N K4 —|—,0(P0 + P1> A Jq.

La matriz de esta deformacion es la suma de 7"111;1}1; de la clase A(2) y el twist de la clase
H(4) discutida anteriormente. Esto se refleja en que los corchetes del EHP de Minkowski

son la suma de sus respectivos espacios

{22}t = —a(@® —2'), {2%2%} =pa®,  {a% 2%} = —pa®

(4.18)
{at, 2%} = pa3, {zt, 23} = —pa?, {2223} =0.
Se trata de un EHP distinto a los anteriores, aunque relacionado con ellos mediante con-
tracciones de algebras de Lie. De hecho, este algebra es un caso particular de una familia
denotada como AZf’g parametrizada por a > 0,b > 0 de la clasificacion de Patera [23],
donde tenemos que con b = 0 y los dos tnicos invariantes que se dan degeneran a un tnico
Casimir

Co = (22)? + (z3)2. (4.19)

No obstante, sabemos que las foliaciones simplécticas de las variedades de Poisson son de
dimensién par, asi que tiene que haber necesariamente otro Casimir. Efectivamente, se
puede comprobar que

Ch = 2> cos (B log x_) + 2” sen (B log x_) (4.20)
a a

es el otro Casimir, que es funcionalmente independiente a (4.19) y no aparece en la clasifi-
cacién de Patera.
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La generalizacion de estos EHP coisétropos para A # 0 tiene como corchetes

tanh(na? h(nz?
{a!, 2%} = pcos(na?) Cosh(an)M7 {at, 23} = —p COS(WO)M,
n U]

(29 21} = —a sen(nz?) B tanh(nz') 7 (22,23} = 0,
n

(4.21)

tanh(nz3
{2°% 2%} = p (1 — sen(n2”) tanh(na')) cosh<m2)w7§m>,

senh(nz?
{a°,2°} = —p (1 — sen(na?) tanh(nz')) h?(;?);

que equivalentemente y de forma maés sencilla se pueden escribir como la siguiente élgebra
cuadratica en las coordenadas ambiente

{50’ 81} = _a(SO - 51)847 {807 52} = p83847 {807 53} = _p5254a
{817 82} = p8384, {817 83} = _p52347 {827 53} = 07
{807 34} = —CW’]Q(SO - 81)817 {517 34} = _0”7280(80 - 31)7 {827 84} = P772(30 - 81)837
{5, 51} = —pnP(s" — s1)s2
(4.22)
Ademés, los Casimires generalizan como
Cr = (%) + (s%)2,
(4.23)

Ch = s3cos (Llogs™) + ssen (Llogs™) .

J(4) r= p(P() + Pl) AN (KQ — Jg) + B8Py A <K3 + Jg).

Esta clase es la resultante de sumar el término P, A (K3 + J2) con el twist de la clase
F(3), y da lugar al EHP coiso6tropo de Minkowski con las siguientes relaciones entre sus

coordenadas
{.’EO,ZEl} =0, {xovxz} = —p(‘ro—xl)_'_ﬁxg, {xov‘rg} :Oa ( )
4.24
{1"271"3} = _/B(J"O_xl)7 {£U1,IE2} = _p(xo_‘rl)—’_ﬁx?)) {gjl’x3}zo’
que definen un algebra de Lie de dimension 4 con Casimires
Co=x",
(4.25)

Ch= (a2 — (1) — (2®)? + 4%3: x.
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La generalizacion de este espacio-tiempo cuéntico (de Poisson) a los de (A)dS es

anh(nz?
{fUO, 551} =— p[sen(n:to) — tanh(mcl)]2 Cosh(n;pl)m

L5 [sen(n:zo) — tanh(nz!)

tanh(nx?) tanh(nz>
1 cosh(722) } anh(nz*~) tanh(nz”),

sen ZL’O sen .1‘1
(2. = p [ 220 hne)

cosh(nz!) +
n

1 + sen?(na") — sen(nz?) tanh(nml))]

tanh(nz?)

cos? (na®
[(77) — sen(nz?) (sen(nz") — tanh(nz')) senh(nz?) tanh(na:Q)} Y

cosh(nz?)

sen(nz®) — tanh(nz!)
n

sen(nz?)

(a.2%) = Fsena®) | [ seni(ne),

{:Ul, 162} = — pcos(nz?) { cosh(nz!) — senh(nxl)]

2 cosh?(nz!) B sen(nz?) senh(2nz!)

0
+ Bos(nz ){ cosh(nz?) cosh(nx?)

anh(nz3
+ (2 senh?(nazt) — sen(nz?) Senh(2171:1)) senh(nz?) tanh(an)} t};(:)
{z!, 23} = Bcos(na?) {sen(:xo) cosh(nz!) — senh(nazl)] senh(nz!) senh(nz?),
{22 23} = — Bcos(nz?) [sen(gxo) cosh(nz!) — senh(nxl)} cosh(nz!) cosh(nz?).
(4.26)

De igual forma a lo hecho hasta ahora, escribimos esta estructura de Poisson en términos
de las coordenadas ambiente

{s%, 51} =0, {s9,8%2} = —p(s° — s')s* + Bs3s,

{s%,53} =0, {s',5%} = —p(s9 — s1)s* + Bs3st,

{51, 53} =0, {32, 53} = —B(SO — 51)34, (4.27)
(0,54} = —pn?(s? — s1)s2 + Bn2s2s%, {51, 5%} = —pn2(s0 — s)s? + Bry?s?s?,

(2,51} = (0 - 512, (58,51} = Br2(s" — V)52,

de la que se puede comprobar que las siguientes funciones son los Casimires que generalizan
a los de la expresion (4.25)

Ch=s7s Ch=() = (") = (") + 4587 (4.28)

Finalmente, discutimos los altimos cuatro EHP coisotropos de Minkowski de las clases K(4)-
N(4). Al igual que los anteriores, estos se construyen a partir del cociente Go/H de los grupos
de Poisson-Lie de Poincaré con las estructuras de Poisson correspondientes. Sin embargo, hemos
visto las matrices r de estas deformaciones no son cuasitriangulares para los grupos de (A)dS,
por lo que no es posible construir su generalizacién simplemente usando los campos vectoriales
invariantes de dichos grupos en el corchete de Sklyanin (2.18) como se ha hecho hasta ahora.
Como consecuencia, para estas tltimas clases nos limitamos a escribir explicitamente los corchetes
de las coordenadas en el caso de Minkowski.
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K(4)

L(4)

M(4)

N(4)

r= arﬁg}}t + p(Po + Pl) A (Kg — Jg) + B8Py A (K3 + Jz).

Esta matriz se puede entender como la suma del término P> A (K3 + J2) a la matriz de la
clase D(3). Alternativamente, es la resultante de sumarle la matriz rﬁghlt de la clase E(3)
a aquella de la clase J(4). Asi, los corchetes de Poisson de las coordenadas son la suma de

estos dos EHP
{20, 21} = —a(2® — 2b), {2° 22} = az? — p(2® — 2') + B23, {2923} =0,

(4.29)
(o207 = B~ a1), {',2?} = aa? — p(a® —a') + fa?, {al,2%} =0.
De forma similar a lo que sucede con otros casos ya comentados, el dlgebra de Lie que cierran
las coordenadas no es isomorfa a las de las clases E(3) ni J(4), sino que estan relacionadas
mediante una contraccién. Esta estructura de Poisson no admite ningiin Casimir.

r= Oz[(Po +P1) ANKi+ Py A\ (KQ — J3) + P3 A (Kg + JQ)].

La deformacién generada por esta matriz rﬁ;hlt es la conocida como k-lightlike o null-plane,

introducida por primera vez en [10]. El espacio-tiempo no conmutativo al que da lugar ya
es conocido [35, 20|, y a nivel de Poisson esta caracterizado por los corchetes

{x(]’xl} = _a(l.() - xl)v {LUO,.’E2} = al‘Qv {xovxg} = axS’

{x!, 2%} = az?, {2l 23} = az?, {223} =0,

(4.30)
que son una extension no central del dlgebra de Lie (3.22) con p = 0. Tenemos ademas los
dos Casimires

x? x3

C=a—, (=a—. (4.31)

x T

r= Oz[(P() + Pl) ANKi+ Py A (K2 — J3> + P3 A (Kg + JQ)] +p(P0 + Pl) A J7.

Esta matriz es el resultado de sumar la rﬁghlt de la clase L(4) con el twist de la H(4), y
genera el EHP coisétropo de Minkowski con los siguientes corchetes de coordenadas

{x(),xl} = _a(xO - IEI), {$0,$2} = az? + pIL’3, {xoa x3} = az® — p.fCQ, ( )
4.32
{z1, 2%} = az? + pa3, {2z, 23} = az® — p2?, {2%,23} =0.

Al igual que en casos anteriores, estos corchetes son la suma de aquellos de las clases H(4)
y L(4), pero las tres clases dan lugar a &4lgebras de Lie distintas relacionadas mediante
contracciéon. Esta estructura de Poisson cuenta con los Casimires

(12)2 4 ($3)2 2x2$3

C= @ C' = atan™! <(g:2)2_($3)2> + 2plogx™. (4.33)

r= Oé[(Po +P1) ANKi+ Py A (K2 — Jg) + P3 A (Kg + JQ)] —l—p(Po + Pl) A\ (K2 — Jg)

Esta ultima clase se obtiene sumando la matriz rf’ighlt de la L(4) con el twist de la F(3),
dando lugar al EHP que definen los corchetes

1% a1} = —a(@® —al),  {a%a%} = aa? - p(a® —2), {a%a%} = aa?,

(4.34)
- p(xO - 1,1), {xla mS} = OZ.’L'?’, {I’Q,x?’} =0.

{2!, 22} = az?
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Analogamente al caso anterior, las tres clases F(3), L(4) y N(4) no producen algebras de
Lie isomorfas, pero se pueden relacionar por medio de una contraccién de algebras de Lie.
Por ultimo, tenemos los Casimires

2 3

C=2plogz™ + ax—_, C'= ax—_. (4.35)
x

X

En definitiva, se han estudiado en detalle un total de catorce EHP coisétropos, de los cuales
seis son extensiones centrales de los que aparecian en el Capitulo 3, que son las clases A(2)-F(3).
En particular, se han dado explicitamente los corchetes de Poisson de las coordenadas, asi como
las expresiones de los Casimires Cp, C{), para cada una de estas estructuras. Estos EHP coisotropos
de Minkowski cierran &lgebras de Lie de las coordenadas locales, por lo que su cuantizacién es
directa al no haber problemas de ordenamiento.

A la hora de buscar extender estos espacios al caso de constante cosmologica no nula, podemos
distinguir dos situaciones:

Por una parte, las matrices de clases A(2)-J(4) satisfacen la CYBE para los grupos de (A)dS
y se pueden generalizar los EHP de manera directa. Esto se ha realizado, dando la expresiéon
explicita los corchetes de Poisson en funcién de las coordenadas locales (2%, 2!, 22, 2%), que son
una deformacién no lineal de sus andlogos de Minkowski en términos del parametro 1. Adicio-
nalmente, se han calculado los Casimires Cp,C) y los corchetes de las coordenadas ambiente

(34, sY, 51,52, 5%), que cierran algebras cuadraticas.

En cambio, las deformaciones de las clases K(4)-L(4) no son cuasitriangulares para (A)dS y
nos hemos limitado a estudiar el caso de Minkowski. La generalizacién de estos cuatro EHP
coisotropos requiere el paso adicional de encontrar otras matrices r distintas, (cuasi)triangulares
para los grupos de (A)dS y que tuvieran como limite cuando A — 0 a aquellas de la clasificacion.
Este es el acercamiento que se seguira en el siguiente Capitulo, donde se ha encontrado una nueva
deformacion que es la que generaliza a la clase L(4), también conocida como k-lightlike.

Tabla 4.1: EHP coisotropos heredados del caso (2+1)D, que son las extensiones centrales de
aquellos de la Tabla 3.1, cuya organizaciéon de los contenidos es idéntica a la de esta.

Matriz r Clase {zt,x"} #0 g [23] Casimires
(1+1) 22
QT ight A(2) {l‘+, x_} =axr” Ag,l D 2A171 23
{a% 2’} = pa?, (a0)? — (22)?,
P ANK B(3 A A
P 2 (3) {2}, 22} = —pa® 34D A1 3
{202} = pa?, (@1)? + (a?)?,
Py A J. C(3 A A
PO 3 ( ) {CCO, {,U2} _ _pxl 3,6 S 1,1 1_3
2
p(Po + Pr) A (K2 — J3) {2527} =az™, 2plogz™ + a—
D(3 A ) A plog >
rarfoy) O ey maat g 2O o
+ 2 V= qr— 2/x~
(2+1) {a", 27t =02, ax?/z,
. E A A
ATight (3) (o, 22} = aa? 33D A1 3
2plogx,
P+ PYA(K2—Js) PG {o*,a%) = —2p0" A3, ® Ay o

T
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Tabla 4.2: EHP coisétropos puramente (3+1)-dimensionales. La primera y segunda columna
indican la expresion de la matriz de la deformaciéon (salvo automorfismos) y su clase, respecti-
vamente. La siguiente columna muestra explicitamente los corchetes en funciéon de la base usual
de coordenadas (20, 2!, 22, 23) para la clase G(4) y de la base de cono de luz (zF, 27, 2% 23) en
las demas. La cuarta columna indica qué &lgebra de Lie de dimensién 4 cierran las coordenadas,

y en la dltima aparecen sus Casimires.

Matriz r Clase {zt, 2"} #0 g [23] Casimires
{Il,x?’}: —p1‘2, JUO,
P3N J G(4 A A
plFs A J3 (4) (22,23} = pa 3,6 © A1l (21)? + (2)?
{era x2} = px37 o,
Po+P)NJ H(4 A A
P( 0 + 1) 1 ( ) {l’+,x3} _ _pr 3,6 ©® 1,1 (x2)2 + (]}3)2
- 2\2 3\2
p(Po+P) A Jy {‘”"’+’”2} “r . (@) + (2°)%,
+ar(1+1) 1(4) {27} = pa”, A4,6 23 cos (g log Ji_)
light (z+,23) = —pa? +x?sen (£logx™)
o + 21 — -9 -4 3 $_,
Sy EATEC
2 3+ J2 {a%,2°} = 282 —(z%)2 + 4%35%_
p(Po+ P1) A (Ko — J3) {zt, 27} = azx™,
+BP2 A (K3 + J2) K(4) {zt,2?} = ax?® — 2pz~ + Ba?, A9, ?
241 - ;
i {a,2%) = —282
{zT, 27} = az™, 2/
ax®/x,
ozrl(i?gtl) L(4) {aT,2%} = a2?, A}l:; 5,
{2+, 23} = oz’ az”/z
_ B (22)2+(23)2
{zT, 27} = az™, N
Po+P)NJ aa ()
8 0(3+1)1) 1 M) {at,2?} = aa® + pa?, Afg’ atan™! (ﬁ)
+arlight + .3 3 2 ’ (2?)?—(29)?
{a,2°} = aa® — px +2plog x™
T, 27} =ax,
p(Py+ P1) A (K2 — J3) { N 2} 9 _ 1 2plogz™ + az?/z,
(3+1) N(4) {I‘ » L } = ax” —2px”, A4,2 3 -
FOrpigns (o, 2%} = aa® ar’/x
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Tabla 4.3: Generalizacion para (A)dS de los EHP coisétropos de Minkowski de las clases A(2)-
F(3), heredados del caso (2+1)D. Se trata por tanto de extensiones centrales de aquellos de la
Tabla 3.2, cuya organizacién de los contenidos es idéntica a la de esta. Notese que las seis clases

comparten como Casimires la pseudoesfera 22“ y la coordenada central s3.
Matriz r Clase {5%,8"} #0 Casimires
s+, sT}=as st
(1+1) { + 4} 2t o— SR 8
OTigh A(2) {sT,s*} = —2an’sTs 2
{s7, 8"} = 200°(s7)?
{50, s} = ps?st
{s!,5?} = —psVs* At 3
pP1 N\ Ko B(3)
{s% 51} = pn?s's® (s9)2 = (s7)?
{55} = pn?sst
{50, 51} = ps?st
{50, 5%} = —pstst At 83
pPo N J3 C(3)
51,5} = prss? (1) + (572
{s%, 5"} = —pn*s°s!
{st,57} = as s
+ 2V — 46261 — 2pg—gh
p(Po+ P1) A (K — J) ts7,5 J = as’s’ — 2ps7s S 6
+arED D) {s7, 7} = 2am°(s7) 2plog s~ + as?/s™
light {82, 84} — 2a7728_82 o 4/”72(5—)2
{st,5%} = an?[(s?)? — 2sFTs7] — 2pn?s~ s>
{st,57} = ass?
(241) (7,57 = ass! n2+log3
O g E@B)  {s7, s} =2anm*(s7)? ;\52/73_7
{s2,5%} = 2am?s~s?
{s, 51} = an?[(s*)? — 257 s7]
st 52} = —2ps~st
{2 4} pz —\2 E?\H 5%,
p(Po+ P )AN(Ky—J3)  FQB)  {s%,s} = —4pn(s7) _
9 2plog s

—2pm%s” s

{5+7 54} =
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Tabla 4.4: Generalizacion para de (A)dS de los cuatro EHP coisétropos de Minkowski de las cla-
ses G(4)-J(4). La primera y segunda columna indican la expresion de la matriz de la deformacion
(salvo automorfismos) y su clase, respectivamente. La siguiente columna muestra explicitamente
los corchetes en funcién de coordenadas ambiente usuales (s*,s°, s!, 52, s%) para la clase G(4) y
de las coordenadas ambiente de cono de luz (s*, 51,57, 52, 5%) en las demas. La tltima columna
indica sus Casimires, donde se observa que todas las estructuras comparten el Casimir ¥3" A L que

define la pseudoesfera (4.7).

Matriz r Clase {s%,8°} #£0 Casimires
{s!,s%} = ps st
{s2, 83} = pstst D ARNE
P3N\ J. G(4
PE3 AN J3 (4) (s, 34}——pn28283 (s1)% + (s2)2
(52,54 = piy2s!s?
{st, 5%} = ps3st,
{5+7 53} = _p52847 E?\+1’ s,
PP+ Pa) Ay H) {s2,5%} = 2pn?s~s3 (s%)? + (s%)?
{s%,s*} = —2pn’s™s?
{sT,57} = as s4,
{8+ 2} _ ,083 4
3V — _ 341 (212 3\2
p(Po+ P)NJq b 4} P532»+_ A )
(D 1(4) {sT,s%} = —2am?sTs™, s® cos (£logs™)
Tlight (57,51} = 2a2(s7 )2, +s?sen (£logs™)
{s*,s'} = 20m%s™ 5%,
{s% 5%} = =2pn’s™s”
{st,5%} = —2ps~s* 4 pBs3s?
P p o {52,583} = —2Bs7 5%, Ziﬂ, 57,
P( 0o+ 1)/\( 2 — 3) J(4) {s 4}_—20778 s +/3772 2 3 (30)2—(31)2
+8P, A (K3 + J2) 4 312 3
{5251} = —4pn*(s™)?, —(s%)? + 4557

{s%,s"} = 280%s~s°
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5. [El espacio-tiempo no conmutativo x-(A)dS lightlike

En el Capitulo anterior hemos visto que hay cuatro clases de matrices (3+41)-dimensionales
que dejan de cumplir la mCYBE cuando consideramos el caso A # 0, por lo que no dan lugar a
estructuras de Poisson-Lie bien definidas sobre los grupos de (A)dS. Entre ellas, se encuentra la
matriz rﬁghlt de la clase L(4), que ya ha sido estudiada como deformacion del algebra de Poincaré
[10], se han construido sus los espacio-tiempos cuénticos [35] y sus espacios no conmutativos de
geodésicas [20]. En este aspecto, esta deformacion presenta la particularidad de que es la tnica
deformacion k que permite simultaneamente la construccion de los EHP de geodésicas nulas, tipo
espacio y tipo tiempo [36, 37|. Resulta entonces natural buscar una estructura de Poisson-Lie de
los grupos de (A)dS que generalice a la deformacion x-Poincaré lightlike, asi como la construccion
de su EHP coisotropo asociado. Este acercamiento ya ha sido seguido con la conocida deformacion
k-Poincaré timelike en [38, 39] y nuestro objetivo es proceder anédlogamente para encontrar una
deformacion que generalice a la k-Poincaré lightlike.

Los resultados de este Capitulo son precisamente estos dos objetivos que hemos planteado. En
primer lugar, se encuentra la tnica matriz r triangular que generaliza la estructura de Poisson-Lie
del grupo de Poincaré de la clase L(4), a la que llamamos k-(A)dS lightlike, detallando paso a
paso el procedimiento seguido. Esta matriz depende explicitamente del parametro n = v/—A, de
modo que recuperamos la matriz rﬁghlt en el limite de constante cosmoldgica nula. Se estudia la
estructura de biadlgebra de Lie que genera esta matriz escribiéndola explicitamente en términos
de su coconmutador (2.17). A continuacién, se emplea la misma construccion descrita en el resto
del trabajo para obtener el nuevo EHP coisétropo k-(A)dS lightlike, calculando explicitamente
sus corchetes en funcion de las coordenadas locales y coordenadas ambiente de cono de luz. Final-
mente, se cuantiza esta versién de Poisson, resultando en un algebra cuadratica, no conmutativa
pero asociativa de operadores (§4, §7,87,58%,58%) y que definen el espacio-tiempo no conmutativo
k-(A)dS lightlike. Este espacio-tiempo, que es covariante bajo la accion del grupo cuantico de
(A)dS, es la tnica generalizacion posible del ya conocido [35, 20| espacio-tiempo no conmutativo
k-Minkowski lightlike.

En lo que resta de Capitulo, al no estar considerando otras deformaciones, vamos a denotar
la matriz k-Poincaré lightlike (clase L(4) de nuestra clasificaciéon) como

1 1
ro = Erﬁghlt = [(Po+ P)AK|+PyA(Ky— J3) + Py A (K3 + J2)], (5.1)

donde hemos cambiado el parametro de deformacion a K = 1/, que presuponemos que es
proporcional a la masa de Planck [18, 5]. Ademas, denotamos como [[-, -]|o €l corchete de Schouten
del algebra de Poincaré y como [[-,-]]a el de las algebras de de Sitter y Anti-de Sitter, definidas
conjuntamente en (2.5) con A =0, A >0y A < 0, respectivamente.

5.1. La deformacién x-(A)dS lightlike

Como ya sabemos, la matriz g se corresponde con la clase L(4) discutida en el Capitulo 4 y es
una soluciéon de la CYBE. Esta es una caracteristica que la distingue de las otras deformaciones
r consideradas en la literatura [40], tales como la k-Poincaré spacelike (2.22) obtenida en [41] o
la ampliamente estudiada k-Poincaré timelike (2.21) |5, 6, 19].

La deformacion que consideramos aqui define una estructura de bialgebra de Lie (g, d) trian-
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gular, con coconmutador
1
(5(J1) =0, 5(P0) = —(5(P1) = _EPO APy,

1
I(P2)=—(Po+P)NP, O6(P3)= ;(Po + P1) A\ P,

x|

(K1) =—[(Po+ Pi) NKy + Py AN (Ko — J3) + P3 A (K3 + J2)], (5.2)

x|

1
5(Ks) = 6(J3) = ;(Po AN Ko+ P AJs— Py AJy),

1
0(K3) = —0(J2) = ;(Po NKz—PiANJy+ Py A Jy).

De estas relaciones se observa que los generadores del conjunto {Py + P, Ji, Ko — J3, K3 + Ja}
son primitivos, es decir, su coconmutador es nulo. También podemos notar que la imagen de K3
es precisamente la matriz de la deformacion, esto es, 6(K7) = ro.

Si queremos encontrar una matriz ry antisimétrica que deforme el algebra de (A)dS, a la
que llamaremos k-(A)dS lightlike, y generalice a rg, lo més natural es imponer que cumpla las
condiciones:

» Es solucion de la CYBE (2.14) para (A)dS: [[ra,7a]]a = 0.

» Tiene la matriz k-Poincaré lightlike (5.1) como limite de constante cosmologica nula, es
decir, limp_g7pA = 70-

» Da lugar a un EHP coisotropo: d(h) C ga A b.

Para que esta generalizaciéon que recupere el limite adecuado, partimos de la matriz rg que
es la suma de 6 términos, a la que le sumamos los términos distintos en gy A ga. Dado que el
objetivo final es la construccién de su EHP coisotropo, imponemos previamente la condiciéon de
coisotropia (2.26) que nos elimina los términos en tAt. Esto, junto a la condicion de antisimetria,
nos deja con una matriz con 33 parametros libres. Imponiendo ahora la CYBE, llegamos a que
la solucién compatible con estas condiciones debe ser de la forma

1
rA = ;[(Po—{—Pl)AK1+P2/\(K2—J3)+P3/\(K3+J2)]

+ J1 A [041<K3 + JQ) + OLQ(KQ — J3)] (5.3)
+ (Po + P1) A[Bi(Ks + J2) + Ba(K2 — J3)]
+ ’}/(KQ — Jg) A (Kg + JQ),

donde los parametros a1, asg, 51, B2 deben cumplir las relaciones

a1 +azfe =0, (an + () = (1) (5.4

Geométricamente, vemos que esta familia de soluciones esté parametrizada por un escalar v € R
y un par de vectores en R?: (g, a2) en la circunferencia de radio 1/k y otro vector (81, 32)
perpendicular al primero. Reconocemos el término v(K2 — J3) A (K3 + J2) como una deformacion
triangular de la subalgebra de Lorentz que aparece en la clasificacion de Zakrzewski [17] y, dado
que v es independiente del valor de la constante cosmoldgica y nos estamos restringiendo a
deformaciones de Poincaré con ry € t A ), debemos imponer v = 0 si queremos recuperar la
matriz (5.1). Notamos ademas que el vector (1, B2) parametriza los términos twist que aparecen
en la clase N(4) (ver Tabla 4.2).
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Resolviendo las ecuaciones (5.4) obtenemos

o = T cos 0, o= a senfl, (1= —psend, [o=pcosh, (5.5)
K

K

con 0 € [0,27), p > 0, por lo que nuestra solucion (5.3) toma la forma

1
A = ;[(Po—f—Pl)/\Kl+P2/\(K2—J3>+P3/\(K3+J2)]
+ gjl A [cos (K3 + Jy) + sen (K, — J3))] (5.6)

+ p(Po+ P1) A[—sen (K3 + Jo) + cosO(Ky — J3)] .
Podemos eliminar un ltimo grado de libertad considerando el automorfismo
Py, — cos 0P, + sen O Ps, P; — —senfPy + cos0P;3,
Ky — cosOKs +senK3, K3 — —senfKs + cos K3, (5.7)

Jo —> cosOJy +senfJs, J3 — —sen6Js + cos 6.3,

que se corresponde con una rotacién de angulo @ en el plano X2X? y, aplicandolo a la matriz
(5.3), llegamos a la expresion

1
A = E[(P0+P1)/\K1—|—P2/\(KQ—Jg)+P3/\(K3—|—J2)+77J1/\(K3—|—J2)}
+p(Po+ P1) A (K2 — J3).

Esto significa que podemos simplemente tomar # = 0 en (5.3). Como buscamos generalizar (5.1)
que no tiene término twist*, lo anulamos imponiendo p = 0

(5.8)

1
TA = ; [(Po + Pl) NKi+ P, A (KQ — Jg) + P3 A (Kg + Jz) +77J1 A (Kg + Jg)] . (5.9)

Llegamos entonces a la tGnica solucién que generaliza la matriz (5.1) de la clase L(4) y define la

deformacion k-(A)dS lightlike.

Finalmente, escribimos explicitamente el coconmutador (2.17) de la estructura de bialgebra
de Lie definida por esta nueva deformacién

1 2
0(Py) =—46(P1) = _EPO AP+ ZP;), ANJp— %(KQ NJs — K3 A Ja),
2

5(Py) = %(PO LP)AP — gpg A (K5 + o) + % (K1 A (Esy — J3) — Ji A (K3 + J2)]

6(Ps) = %(Po + P1) APy + g [(Po4 P))AJi+ Py A (K3 + J3)]
+7/7j[KlA(K3+J2)+J1/\(K2—J3)],

6(K1) = % [(Po+ Pi)ANKy+ Po A (K2 — J3) + Py A (K3 + J2) +1J1 A (K3 + J2)], (5.10)

§5(Ks) = 8(J3) = %(PO ANEy+ P AJs— Py AJy) — ZKg A Jo,

3(K3) = %(PO/\K;),—Pl/\J2+P2/\J1)+Z[K1AJ1+K2/\(K3+J2)],

6(J1) = — ZJl A (Ky — J3),

1
5(<]2):_E(PO/\KB_Pl/\J2+P2/\J1)—gjg/\(Kg—i-Jg).

4Notese que la matriz (5.8) con p # 0 es la que generaliza la deformacion N(4) de la Tabla 4.2, que si tiene el
mismo término twist.
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Esta bialgebra generaliza (5.2) y es a lo sumo cuadratica en el parametro 7, que se puede entender
como un parametro de deformaciéon del caso de k-Poincaré lightlike. Observamos ademas que el
generador Py+ P sigue siendo primitivo, mientras que la subélgebra definida por los generadores
{J1, K3 — J3, K3 + Jo} cierran una sub-bialgebra de Lie con coconmutador

5(J1) = —le A (KQ — J3), (5<K2 — Jg) =0,
K (5.11)

(K3 + Ja) = Z(KQ — J3) A (K3 + J2),

que deja de ser trivial cuando tenemos constante cosmolégica no nula. Por tltimo, notamos
que el coconmutador del generador K; es la matriz de esta nueva deformacion 6(K;) = ra,
analogamente a lo que sucede en el caso de Poincaré en (5.2).

5.2. El espacio-tiempo no conmutativo x-(A)dS lightlike

El EHP coisétropo de Minkowski construido a partir de la matriz ro de la clase L(4) tiene la
estructura de Poisson dada por los corchetes (4.30). Expresando estas relaciones en coordenadas

de cono de luz (z+, 27,22, 23), los tinicos corchetes no nulos son:

1 1 1
{ervxi} =-x, {$+,J}2} = 71,2’ {ervxS} = 7.%,37 (512)
K K K

donde recordemos que z* = (2% £ 21)/2 y hemos renombrado o = 1/k. Al ser (5.12) un algebra
lineal en las coordenadas no hay problemas de ordenamiento y su cuantizaciéon es directa, dando
lugar al ya conocido espacio-tiempo no conmutativo k-Minkowski lightlike

1 1
[#t,27) = —&-, [&T,4% =42, [&F,4%] = —43 (5.13)
K K K

Detallamos ahora la construccion del tnico espacio-tiempo no conmutativo que generaliza
(5.13). Primeramente, calculamos el EHP coisotropo generado a partir de la matriz r5 en (5.9)
como el cociente G /H siempre que la deformacion sea coisdtropa respecto a la subélgebra de
Lorentz. En efecto, el coconmutador (5.10) satisface la condicion de coisotropia por construccion,
luego el EHP coisotropo tendra la estructura de Poisson dada por el corchete de Sklyanin (2.18),
donde los campos vectoriales invariantes ya han sido previamente obtenidos para el célculo de
los EHP del Capitulo 4. Esta estructura de Poisson da lugar a los siguientes corchetes de las
coordenadas locales

1 sen(nx?) — tanh(na!)

0 1y _

{a% a7} k1 cosh? (nz2) cosh? (nz3)’

(20,22} = 1 [1 — sen(m:OQ) tanh(nz!) tanh(yz2) — lcos(nxo) tanhi(na:?’)’
K n cosh”(na?) K n cosh(nz!)

(20,7} = 1]1- sen(nz?) tanh(nz!) N cos(nx?) tanh(nz?) tanh(y2%),
K n n cosh(nzl)

(2h, 27} icos(nwo) cosh?(nz!) tanh(nz?) B lcosh(nml) tanh?(n2?)

™ n cosh?(na3) K n
N 1 {sen(nxo) tanh?(nz?) B cos(nz?) senh(;]xl) tanh(nxQ)] senh(nz1),
K n n cosh®(na3)

1 0 h 1 h 2 0 h 1 h 2

(2t %y = L [cos(nfc ) 4 cos (nx') tanh(nz®)  sen(nz”)senh(nz") tanh(nz )] tanh(y2%),
kL n n

(22,27} = 1 [sen(nxo)cosh(nxl) B senh(na!) tanh(nz?).
K n

(5.14)
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Al igual que sucede con los EHP en (A)dS estudiados en los Capitulos 3 y 4, este se puede
entender como una deformacién altamente no lineal en términos del pardmetro n de los corchetes
(4.30), estructura que recuperamos cuando tomamos el limite 7 — 0.

Teniendo en mente el objetivo de realizar una cuantizacion de la estructura de Poisson (5.14),
resulta mas conveniente expresarla en funcién de las coordenadas ambiente de cono de luz
(s*,sT,57,52,5%), que definen la siguiente algebra cuadratica

1 1 n
byt + 2y 24 M3y
+ 3 L34 M 2as3 - 2

{s7,5°} = —s°s" + —s°5°, {s7,s°} =0,
K K
2
{s7s%) =0, {257 = T, (5.15)
n? 2>
{st,s%} = . (—25+s_ + (s2)2 + (53)2), {57,5%} = 7(5‘)2,
2n° 2n°
{s?, 5%} = i3*82, {s3,5} = g3,
K K

Este EHP coisotropo se puede entender como una version semiclésica (de Poisson) del verdadero
espacio-tiempo cuéntico, que es covariante bajo la accion del grupo cuantico de (A)dS.

Para realizar la cuantizacion completa de los corchetes de Poisson (5.15), buscamos construir
un 4lgebra no conmutativa de operadores (5%, 5%, 57,52, 8%) que sea asociativa, es decir, que satis-
faga las identidades de Jacobi. Esta tarea no es trivial ya que en (5.15) hay términos cuadraticos
de las coordenadas ambiente que no conmutan, por lo que se debe tener cuidado con el orden

en el que aparecen. Tras un largo calculo, se puede comprobar que los siguientes conmutadores

cuadraticos
1 1 n
ot a1 —s—ad ot 821 — 8244 _ 1 (a3)\2
555 = et (57,8 = -2t = L&),
1 .
3+, 8% = —8331 4+ 1523 37,57 =0,
K K
s~ 23 2 31 2.3
[S 75]:07 [375]:;5 ST, (516)
2 2
. U U 207
[8+78 ] = ;Sn/m [3 ’ 4] = ?(8 )27
2n? 2n?
52,51 = =hsm42, 5,51 = =hsa7,
K K
donde el operador Sn /x €s la pseudoesfera cuantica
5 _ At oa— 2242 32, 2N ..o
Sy = =285 + (89 + () + ;s 57, (5.17)

satisfacen la asociatividad, lo que se puede comprobar considerando los monomios ordenados
(3T)F(57)1(82)™(53)"(5*)7. Con esto, hemos logrado cuantizar completamente la estructura de
Poisson (5.15), obteniendo unas relaciones de conmutacion (5.16) que definen el espacio-tiempo
no conmutativo k-(A)dS lightlike.
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6. Conclusiones y trabajo futuro

Hasta ahora, el estudio de espacio-tiempos cuadnticos en escenarios con constante cosmoldgica
no nula ha sido escasamente investigado en la literatura (ver [42, 43, 44| para algunos resulta-
dos que consideran algunas deformaciones concretas, y [45] para un anéalisis mas general pero
solamente a nivel de bidlgebra de Lie). Por este motivo, la contribuciéon novedosa de este tra-
bajo ha consistido en la construccién de este tipo de espacios como generalizacién de distintos
espacio-tiempos no conmutativos de Minkowski. Més concretamente, se han generalizado distin-
tos espacios homogéneos de Poisson coiso6tropos de Minkowski al caso de (A)dS, que entendemos
como una version semiclasica o a primer orden de la cuantizacién completa de estos espacio-
tiempos.

Esto se ha realizado construyendo y clasificando en primer lugar diez EHP de Minkowski
en (2+1)D y catorce en (3+1)D generados a partir de deformaciones triangulares ya conocidas
[24, 17]. El hecho de que sean triangulares garantiza que aquellas estructuras de Poisson en
(2+1)D sean heredadas cuando consideramos (3+1)D. Los corchetes de Poisson de coordenadas,
asi como las algebras de Lie que definen y sus Casimires se ha recopilado en las tablas 3.1, 4.1 y
4.2. A partir de esta clasificacion, se encuentra que todas las estructuras de Poisson en (2+1)D
generalizan trivialmente a los grupos de (A)dS, mientras que en el caso (3+1)-dimensional esto
solo sucede con las clases A(2)-J(4) de la clasificacion. Para estas deformaciones, se obtienen
sus respectivos EHP coisotropos de (A)dS, cuyos corchetes y Casimires generalizan a los de sus
respectivos espacios de Minkowski. Estos EHP de (A)dS no eran conocidos hasta la fecha, y
su construccién y estudio constituye uno de los principales resultados de este trabajo, que se
encuentra resumido en las tablas 3.2, 4.3 y 4.4.

La otra aportacion relevante de este trabajo es la generalizacion de la ya conocida deformacion
k-Poincaré lightlike correspondiente a la clase L(4), asi como de su espacio-tiempo no conmutativo
definido en (5.13). Se encuentra que la inica posible generalizacion de esta estructura de Poisson
que mantiene un corchete de Schouten nulo es la generada por la matriz (5.9), cuyo coconmutador
define una sub-bidlgebra de Lie (5.11) que trivializa cuando tomamos el limite n — 0. Por
ultimo, se procede con la construccién del EHP coisétropo asociado y su posterior cuantizacion
en términos de las coordenadas ambiente (5.16), al que llamamos espacio-tiempo no conmutativo

k-(A)dS lightlike.

Como comentarios finales, merece la pena mencionar qué investigaciones se pueden realizar
a partir de los resultados aqui presentados. En primer lugar, la cuantizacién completa de los
EHP coisétropos de (A)dS construidos en los Capitulos 3 y 4, asi como la obtenciéon de sus
operadores de Casimir cuanticos. Alternativamente a la construccién de espacios-tiempos, se
pueden usar las deformaciones estudiadas aqui para construir los EHP de geodésicas, que también
admiten una descripciéon como espacios homogéneos construidos a partir de cocientes G /H; con
subgrupo de isotropia H; [46, 47]. En este aspecto, pueden ser especialmente interesantes los
EHP de geodésicas de la matriz x-(A)dS lightlike, ya que su deformacion analoga de Poincaré
es la tnica conocida que permite la construcciéon simultanea de los tres tipos de espacios de
geodésicas [36, 37]. Tanto para el caso de los espacio-tiempos como para los espacios de geodésicas
cuénticos asi construidos, serfa interesante estudiar sus limites no relativistas y ultrarrelativistas
empleando técnicas de contraccion de bialgebras de Lie, de forma similar a lo realizado en [48, 49].
En otra linea, se pueden estudiar implicaciones fenomenolégicas de estos modelos de espacio-
tiempos cuanticos, como ya se ha hecho con otras deformaciones en contextos de teorias de
campos, relaciones de dispersion modificadas, localizabilidad, etc. Analizar los posibles efectos
de la presencia de una constante cosmologica en los distintos espacios-tiempos no conmutativos
aqui construidos puede ayudarnos a entender mejor como la curvatura del espacio-tiempo afecta a
la descripcién cuéntica de este, ganando asi nuevas intuiciones sobre la naturaleza de la Gravedad
Cuantica.
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A. Clasificacién de matrices r para iso(2,1)

La primera clasificacién completa de clases de equivalencia bajo automorfismos de matrices r
antisimétricas para el dlgebra de Lie iso(2, 1) fue dada por Stachura en [24]. En ella, utiliza una ba-
se de generadores {e1, 2, €3, k1, ko, k3} distinta a la usada en este trabajo { Py, P1, P», K1, K2, J},
relacionadas mediante el isomorfismo

e1=F, e=-P, e3=—P,

(A1)

Ademas, Stachura parametriza las familias de soluciones con a € t A t arbitrario y parametros
a=0,1; p >0 con a?+ p? # 0 (ver [24]).

Tabla A.1: Diccionario entre clasificaciones de las matrices r para el dlgebra de Poincaré en
(2+1)D.

Matriz r Clase aqui ~ Clase de Stachura [24]
a(Po+ P1)NK, A(2) IITa (a = 0)

pP1 N Ko B(3) ITa (a« =0,a =0)

pPo N J C(3) IIb (a =0,a = 0)

p(Po+ Pr) A (Ko —J)

+a[(Py+ P)ANKy+ P A (Ko — J)) D(3) e (a=1,p#0,a =0)

a[(P0+P1)/\K1+P2/\(K2—J)] E(3) IIc (azl,p:O,a:O)
p(Py+ P1) A (Ko —J) F(3) Ile (¢ =0,p#0,a=0)
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B. Clasificacion de matrices r para iso(3,1)

La primera clasificacion de clases de matrices r antisimétricas para el algebra de Lie iso(3,1)
fue dada por Zakrzewski en [17], en la que aparecen todas las deformaciones triangulares. Los
generadores que se emplean en dicha clasificacién se pueden escribir en funcién de los de nuestra
base a través del isomorfismo:

(] :P2, €2 :P37
€3 = Pl, €4 = PO + Pl, H= Kl, (B.l)

JH=J,, X+=KyFJ3, JXi==xK3+.Js.

eo = D,

Ademas, Zakrzewski parametriza las familias de soluciones con a € t A t arbitrario y pardmetros
o=0,£1; >0 (ver [17]).

Tabla B.1: Diccionario entre clasificaciones de las matrices r para el algebra de Poincaré en
(3+1)D.

Matriz r Clase aqui  Clase de Zakrzewski [17]
a(Py+ P1) N K A(2) 17 (a = 0)
pP1 N Ko B(3) 16 (a = 0)
pPo A\ J3 C(3) 13 (a =0)
p(Fo + P1) A (Ko — J3) @ 0o—1la—
+a[(P0+P1)/\K1+P2/\(K2—J3)] D(S) ) (5—0,0—1,@—0)
a[(P0+P1)AK1+P2/\(K2—J3)] E(3) 9(6:0,0':0,CL:0)
p(Po+ Pr) A (K2 — J3) F(3) 12 (a = 0)
pP3 N\ J3 G(4) 14 (a =0)
p(Po+ P1) N Jq H(4) 15 (a = 0)
(Po+ P1) A (aKy + pJh) 1(4) 18 (8 # 0,a =0)
p(Po+ Pr) A (Ky = J3) _
8Py A (K3 + o) J(4) 10 (a = 0)
p(Po+ P1) A (K2 — J3)
+Oé[(P0+P1)/\K1—|—P2/\(K2—Jg)] K(4) 9(5#0,021@:0)
+B8P> A (Kg — JQ)
a[(Po+Pi)ANKy+ Py A (Ko — J3) _ —
Py A (K3 + )] L(4) 7(8=0,a=0)
a[(P0+P1)/\K1+P2/\(K2—J3) .
+P3/\(K3+J2)] +p(P0+P1)/\J1 M(4) 7 (67&0,0,—0)
al(Po+ P1) ANK1+ Py A (K2 — J3) N(4) 8 (B#0,a=0)

+P3 A (Kg + JQ)] + p(Po + Pl) VAN (K2 — Jg)
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