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Abstract

A polyhedral cone o in affine space is a cone defined by hyperplanes with rational
coefficients. It is well known that these cones are generated by a finite number
of rays. A polyhedral fan X is a complex formed by cones. Given an polynomial
ideal I, we can associate it to a fan GF([), called the Grobner fan, such that the
rational points of a given cone ¢ correspond to monomial orders that share the
same Grobner basis of the ideal.

This work aims to study these fans [FJT] and an application to toric geo-
metry. Some computations of Grobner fans will also be carried out using the pro-
gram |Gfan| to provide examples.

The concept of a non-degenerate Newton equation is well known in the lite-
rature, and its extension to any ideal is used in [AGS| to prove that such ideals
admit a resolution of singularities called a toric modification. This morphism can
be constructed thanks to a local version of the Grobner fan (7).

Resumen

Un cono poliédrico o del espacio afin es un cono definido por hiperplanos con
coeficientes racionales. Es bien conocido que que estos conos estan generados por
un nimero finito de rayos. Un abanico poliédrico ¥ es un complejo formado por
conos. Dado un ideal de polinomios I podemos asociarle un abanico GF(/) llamado
abanico de Grobner tal que los puntos racionales de un mismo cono o corresponden
a 6rdenes monomiales que comparten la misma base de Grobner del ideal.

Este trabajo pretende estudiar estos abanicos [FJT] y una aplicacién a la geo-
metria térica. También se realizara algin calculo de abanicos de Grébner con el
programa |Gfan| para dar ejemplos.

El concepto de ecuaciéon Newton no degenerada es bien conocido en la lite-
ratura, su extensiéon a un ideal cualquiera se utiliza en [AGS| para probar que
dichos ideales admiten una resolucién de singularidades llamada modificacion t6-
rica. Este morfismo se puede construir gracias a una versién local del abanico de

Grobner (7).
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Introduccion

El objetivo de este Trabajo Fin de Méster es conocer el abanico de Grob-
ner y sus posibles aplicaciones. Especialmente veremos una aplicacion en
geometria térica. También se pretende dar algin ejemplo de célculo de dicho
abanico, aunque no se daran detalles de como funciona el algoritmo. Para
la definicién y demostracion de las propiedades principales del abanico de
Grobner se va a seguir la primera parte del articulo [FJT]. Después, con el
objetivo de conocer una aplicaciéon del abanico de Grobner, se va a seguir el
articulo [AGS]. Se utilizara el programa [Gfan| a través de [SageMath] para
calcular algin ejemplo concreto.

El abanico de Grobner aparece por primera vez en 1988, en un articulo de
Mora y Robbiano [MR]. La idea es encapsular la informacién de los ideales
iniciales de un ideal dado en un objeto combinatorio como es un abanico ra-
cional. A cada ideal inicial le corresponde un cono del abanico. Sin embargo,
los autores anteriores no dan una demostracion general, ya que se centran en
ideales homogéneos. Cuando no lo son, estudian propiedades de la homoge-
neizacion del ideal. Por este motivo, en lugar de consultar la fuente original
se va a trabajar con el articulo [F'JT], donde se exponen de manera ordenada
y clara todas las propiedades y demostraciones necesarias.

La segunda parte del articulo de Fukuda, Jensen y Thomas trata sobre el
estudio de algoritmos para el cédlculo del abanico de Grobner, pero esto se sale
de los objetivos del trabajo. Eso si, para realizar algin calculo de ejemplo se
utilizard a través de [SageMath| el programa [Gfan| desarrollado por Jensen,
uno de los autores de dicho articulo. Otra de las referencias principales del
primer capitulo es el libro [Sturmfels|, muy citado cuando se trata este tema.

El segundo capitulo de la memoria se centra en estudiar una aplicacion
del abanico de Grobner. Como el abanico nos da informacion sobre los ideales
iniciales respecto de un orden monomial (global) de un ideal dado, podemos
generalizarlo al mundo local para el estudio de singularidades. De esta ma-
nera, al igual que ocurre con el poliedro de Newton (que tiene relacién con
el abanico de Grébner como ya veremos), un objeto combinatorio nos va a
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dar la informacion necesaria para construir una resolucién de cierto tipo de
singularidades: las Newton no degeneradas.

Las singularidades Newton no degeneradas son conocidas desde los afios
setenta. Antes del articulo [AGS] ya existian estrategias para resolverlas uti-
lizando geometria toérica. La novedad que aporta este articulo es una forma
de generalizar el caso de hipersuperficies y el de interseccién completa a
cualquier ideal que sea Newton no degenerado, sin depender del sistema de
generadores. Para ello, en vez de utilizar el poliedro de Newton se hace uso
del abanico de Grobner. En este articulo también hay una parte de geome-
tria tropical que no va a ser estudiada en este trabajo, por ser una teoria que
requiere mas tiempo, y este se ha dedicado a entender la base de la geometria
térica de textos como [CLS| y [Ewald].

Al mismo tiempo que se explica la teoria sobre el abanico de Grébner y la
resolucion de singularidades Newton no degeneradas, se ha intentado incluir
un nimero adecuado de ejemplos. De esta manera los conceptos se entienden
mejor y se ponen en practica. Destaco los siguientes:

» Contraejemplo no todos los conjuntos C,, son conos convexos.

» Ejemplo de abanicos de Grobner en dos (1.3.2) y tres dimensiones
(1.3.13) utilizando [Gfan].

» Refinamiento regular de un cono mediante subdivisién estrella ((2.2.7)).

= Dado un ideal principal, la relacion entre el abanico de Grébner local
y global, y el poliedro y politopo de Newton asociados ([2.3.9).

» Ejemplo de modificaciéon toérica: la explosiéon del plano en un punto
2.5.4).

Este Trabajo Fin de Master se ha realizado entre los cursos 2023 — 2024 y
2024—2025 del Programa de Doble Titulacion Oficial: Master en Matematicas
y MUPES. Durante el curso 23—24 se ha disfrutado de la beca de colaboracion
en el departamento de Algebra, Anélisis Matemético, Geometria y Topologia,
del Ministerio de Educacién.




Capitulo 1

El abanico de Grobner

En este primer capitulo se define el abanico de Grobner asociado a un
ideal de polinomios y se exponen las principales propiedades. En particular
se demuestra que el abanico de Grobner es un abanico poliédrico. Durante
el proceso se van a estudiar propiedades sobre los 6rdenes monomiales, las
formas iniciales y la geometria convexa.

La seccion [I.1]introduce los conceptos fundamentales que se van a utilizar
durante todo este trabajo: conos, abanicos, 6rdenes monomiales y formas
iniciales.

Después, en la seccion nos centramos en las bases de Grobner. Nos
interesan especialmente las bases de Grobner reducidas, ya que se utiliza-
ran frecuentemente en las demostraciones posteriores. La referencia principal
aqui, a diferencia del resto del capitulo, es el libro de [Sturmfels].

La seccion es la ultima y la més larga del capitulo. Aqui se veran
paso a paso las demostraciones de las propiedades del abanico de Grobner.
También daremos algunos ejemplos.

1.1. Conos y abanicos

Sea K un cuerpo y llamemos R = K|zy,...,z,] al anillo de polinomios
en n variables. Seguiremos el articulo [F.JT] de Fukuda, Jensen y Thomas.

Definicién 1.1.1. Diremos que un poliedro P de R™ es una regién {z €
R™ : Az < b} definida por una matriz A y un vector b. Si P estd acotado
diremos que es un politopo. Cuando b = 0 se dice que el conjunto es un cono
poliédrico. Definimos la dimension de un poliedro dim P como la dimension
del menor subespacio afin de R™ que contenga a P.



1.1. CONOS Y ABANICOS

Diremos que C es una cara de P o que C' < P si existe un w € R” tal que

C = Cara,(P):={z € P:(w,z) = I;leélgc@u,y)}.

Un abanico es un complejo poliédrico compuesto por conos. Veamos como se
define un complejo poliédrico.

Definicién 1.1.2. Un complejo poliédrico A es un conjunto de poliedros de
R™ tal que:

» Si Pe Ay C < P no es vacia, entonces C' € A.

» Dados P,Q € A tales que PN Q # 0, entonces PN Q es cara de Py
de Q.

El soporte de un complejo poliédrico es el conjunto |A| = Upea P-

Ahora pasemos a recordar la nociéon de orden monomial sobre los mono-
mios x* := x7" - - 20" de R, con a € Njj. Extenderemos la relacién de orden
monomial a todos los términos ax® de R.

Definicién 1.1.3. Un orden monomial (global) < en R es una relacion de
orden total sobre Nj, es decir, sobre los monomios {X®},ens de R. Esta
relacion debe cumplir las siguientes propiedades:

» Para todo a € Nj — {0} se tiene 1 < x* (es decir 0 < «).

» Para cualquier o, 3,7 € NI, x* < x” implica que x*x” < x’x7 (es
decir @ < 8 implica a +v < B+ 7).

Dado un orden monomial < y un vector w € RZ, es facil comprobar que
podemos definir un nuevo orden monomial como

x* <, X & (w,a) < (W, B) o (w,a)={(wfB)yx*<x"

Gracias a los érdenes monomiales y a los vectores de pesos podemos definir
cudl es la parte inicial de los polimomios de R. Pero antes, dado un polinomio
f= 2 aeNg CaX® € R definimos su conjunto de exponentes o soporte como
e(f) ={a € Nj : cq # 0} y su w-grado como gr,,(f) = maxace(p)(w, ).

Definiciéon 1.1.4. Llamaremos término inicial de un polinomio f € R res-
pecto del orden monomial < al término in.(f) = ¢,x“ del monomio maximal
a = maxse(f), que existe y es tnico dado que £(f) es finito y < es total.
También definimos la forma inicial de f respecto de w € R"

in,(f) = Z CaX”,

(w,)=gr,(f)

4



CAPITULO 1. EL ABANICO DE GROBNER

que no tiene por qué ser un unico término. Definimos para ideales
ing I =(ing f:fel), in,I={n,f:fel).
Notese que in I es un ideal monomial pero in,, I no tiene por qué serlo.

Definimos ahora lo que seran los conos del abanico de Grobner. Luego
probaremos que realmente estos conjuntos son conos poliédricos.

Definicién 1.1.5. Dado un ideal I de R, un vector w € R"™ y un orden
monomial <, definimos:

Ci(I)={veRr:in, [ =in I}
Co(I)={veRr:in, I =in, I}.

Es decir, estos conjuntos son las adherencias de las clases de equivalencia de
la relacion dada por
u~r v e in(I) =in, (7).

Definicién 1.1.6. Definimos el abanico de Grébner de I C R como el abani-
co GF(I) formado por los conos C(I) tales que su interior relativo corta el
primer ortante RZ, y todas las caras de estos. Llamaremos region de Grobner
GR(I) de I al soporte de GF(I).

Ejemplo 1.1.7 (Existen conjuntos C, (/) no convexos). Hemos definido el
abanico de Grobner utilizando los conos CL(I) que cortan el ortante positivo.
Vamos a ver en este ejemplo que existen «conos» de la forma C,(I) no
convexos, por lo que no son realmente conos y no todos los C,(I) nos van a
Servir.

Sea el ideal maximal I = (z+1,y+ 1) en el anillo Rz, y]. En este caso el
abanico de Grobner es facil de calcular. Veamos primero las formas iniciales
respecto de 6rdenes monomiales. Como suponemos que los érdenes < son
globales, tenemos que 1 < z y 1 < y. Por lo que in< I = (z,y).

Sean «, f > 0. Vamos a calcular todos los posibles conos de I asociados
a un vector de pesos.

" g [ = (2,y).

» in_qp) ] =ina-pl =ing_gl=(1).
» in_q 0l =1ing_p I = (1).

v ingl = (r,y+1).

w ingg [ = (x+1,y).
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Clo,0) (1) Clan)

Cl=a,-8)(D)

Figura 1.1: Los conos y no conos de [.

w ingo/ =(x+1,y+1).

Como se puede ver en la figura , el conjunto C(_y,_1)(/) no es convexo,
yaque v = (—1,2),v = (2,-1) € C(_1,_1)({) pero u+v = (1,1) no pertenece
a C(11)({). Por otro lado, el tinico cono asociado a érdenes monomiales es
Ca,1y(I). Luego el abanico de Grébner de I es

GF(I) = {Co0(): Caopl), Con), Can(l)}.

En las proximas dos secciones se demostrarda que el abanico de Grébner
e un ideal es en efecto un abanico poliédrico formado por finitos conos
d deal fect b liéd f d finit
poliédricos.

1.2. Bases de Grobner

En esta seccion seguiremos las definiciones de [CLOJ| y las demostraciones
de [Sturmfels]. Vamos a utilizar las bases de Grobner para enunciar unas
propiedades necesarias a la hora de entender la estructura del abanico de
Grobner. Empecemos recordando la definicién y las propiedades bésicas de
las bases de Grobner.




CAPITULO 1. EL ABANICO DE GROBNER

Definicién 1.2.1. Dado un ideal I de R y un orden monomial <, decimos
que el conjunto de generadores G = {g1, ..., gn} de I es una base de Grobner
con respecto del orden < si

iIl< I = <in<(gl)7 T 7in<(gm>>'

Al realizar el algoritmo de divisién [CLOL Proposicién 2.6.1] de f entre una
base de Grobner G llamaremos al resto la forma normal reducida Yg.

La condicién de que G genere [ es prescindible, ya que por [CLO, corolario
2.5.6] tenemos que aunque no supongamos que una base de Grébner genera
el ideal, igualmente es un sistema de generadores de este.

El algoritmo de Buchberger garantiza la existencia de bases de Grob-
ner finitas dado un ideal y un orden monomial. Ademas, dada una base de
Grobner podemos hacer que todos sus polinomios tengan coeficiente 1 en
su término inicial. También podemos eliminar los elementos g € G tales que
ing g € (in<(G—{g})). De esta forma tenemos una base de Grébner minimal.

Los términos iniciales de una base de Grobner minimal in, G son un
sistema de monomios generadores minimal de in. I, que es ideal monomial.
Y como consecuencia del lema de Dickson tenemos que el conjunto in, G
es el mismo para cualquier base minimal [CLO) proposicién 2.4.7]. Pero las
bases minimales no son tnicas. Podemos exigir una condicién mas fuerte que
garantice la unicidad.

Definicién 1.2.2. Una base minimal de Grobner G de I C R respecto de <
se dice que es reducida si para todo g € G se cumple que ningin término de

g estd en (in<(G — {g})).

Dado I C R y un orden monomial < sabemos que existe una tnica base
de Grobner reducida [CLO) teorema 2.7.5], que denotaremos G- (/). Nuestro
proximo objetivo es probar que el abanico de Grobner tiene un nimero finito
de conos.

Definicién 1.2.3. Llamamos monomios estdndar a los monomios que no
pertenecen al ideal monomial in. /. Denotaremos por St I al conjunto de
los monomios estandar.

Proposiciéon 1.2.4. Dados un ideal I C R y un orden monomial <, las
imégenes de los monomios estandar por 7 : R — R/I forman una base de
R/I como K-espacio vectorial.

Demostracion. Sea G una base de Grobner para I respecto de <. Dado un
polinomio f € R, sea r = ?g € R su forma normal reducida, que es tnica

7



1.2. BASEs DE GROBNER

por [CLOL proposicion 2.6.1]. De hecho, por este resultado sabemos que existe
g € I tal que f = g+ r y que todos los monomios de r estan en St I.
Luego 7(f) = m(r) es K-combinacién lineal de elementos de 7(St< ). De
esta manera tenemos que 7(St< I) genera R/I.

Solo falta ver que 7(St< I) es linealmente independiente. Si tenemos una
combinacién lineal de imdgenes de monomios estandar nula w(r) =0 € R/I,
entonces esta proviene de un r = Y., ¢,x* € I con e(r) C St< I. Estas dos
condiciones implican que r = 79 = 0 y tenemos que ¢, = 0 para todo a. [

Teorema 1.2.5. Un ideal I C R tiene solo un numero finito de ideales
iniciales distintos respecto a 6érdenes monomiales.

Demostracion. Razonemos por reduccion al absurdo suponiendo que el con-
junto Xy de ideales iniciales de I respecto a 6rdenes monomiales es infinito.
Acabaremos construyendo una cadena infinita de ideales estrictamente cre-
ciente. Tomemos fi = Y,ec(sy) CaX® € I no nulo, siendo &(f1) claramente
finito.

Para cada ing [ € ¥ existen a € e(f1) y f € I tales que x* = in f. Esto
se logra tomando f = é f1 para conseguir in_ f = x®. Como X, es infinito y
e(f1) es finito debe existir algin oy € (f;) tal que

Yy={ing € Xy:x* €ing I} es infinito.

Ya tenemos el primer ideal de la cadena (x®'). Busquemos el siguiente
paso. Necesitamos repetir el paso anterior con unos s, fo, 3s. Pero los mo-
nomios del nuevo polinomio fs no pueden estar en (x*'), asi garantizamos la
contencién estricta.

Dado que 3 es infinito sabemos que existe un orden monomial < tal que
(x*1) C ing I. Por la proposicién los monomios que no estan en (x“')
son K-linealmente dependientes médulo I, ya que no todos son estandar
respecto a in I. Tomemos un relaciéon de dependencia lineal f; € I no nula.
El polinomio f5 es tal que sus monomios no pertenecen a (x*').

Como ¥ es infinito y £(f2) es finito debe existir algin ay € £(f2) tal que

Yo={ingl € ¥ :x* €iny I} es infinito.

Ahora podemos encontrar un orden < tal que (x*') C (x*,x*?) C in. /.
Y por lo tanto deducir que existen unos f3, ag y >3 infinito. Lo que da lugar
a una cadena de ideales estrictamente creciente

(x) C (x™M,x%?) C (x™,x%, x%) C .-

Como R es noetheriano, esta contradiccion implica que g debe ser finito. [
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Corolario 1.2.6. Para un ideal I C R solo hay un ntimero finito de conjun-
tos C<(I) diferentes.

El objetivo final de esta seccion es probar que todos los conjuntos C- (1)
son de la forma C,, (1) para algin w € R%. Para conseguirlo vamos a necesitar
varios resultados previos.

Lema 1.2.7. Si I C J son ideales de R tales que in, I = in. J, entonces
I1=J.

Demostracion. Sea G es una base de Grobner de I respecto de <. Entonces
tenemos que ingJ = ins I = (ins g : g € G). Y por [CLOL corolario 2.5.6]
tenemos que G genera J, luego es base de Grobner del ideal. Como G genera
I y J tenemos la igualdad I = J que buscabamos. [

Proposicién 1.2.8. Sean w € R" y < orden monomial de R. Para cualquier
ideal I de R tenemos que inL(in, I) =ing I.

Demostracion. Tomemos cualquier polinomio f € R. Por la definicion del
orden monomial <, tenemos que in.(in, f) = in., f. Ya que para escoger
el término in_  f primero tomamos su forma inicial in, f, que son los térmi-
nos con mayor w-grado, y después elegimos de entre ellos el mayor término
respecto de <. Por lo tanto los ideales monomiales in.(in, I) y ins I estdn
generados por los mismos términos. O

Para probar la proxima proposicién necesitaremos utilizar el lema de Far-
kas, resultado fundamental de la programacion lineal que se enuncia sin de-
mostracién (ver [Schrijver], seccion 7.8]).

Lema 1.2.9 (de Farkas). Dados A € M,,«,(R) y b € R™ entonces una y
solamente una de las siguientes afirmaciones se cumple:

» Existe x € R%, tal que Ax = b.
= Existe y € R™ tal que A'y € R%; y (b,y) <O0.

Proposiciéon 1.2.10. Dados un orden monomial < y un ideal I C R, existe
w € Njj tal que in,, [ = in< [.

Demostracion. Sea Go(I) = {g1,...,9,} la base de Grébner reducida de
I respecto a <. Denotamos sus términos como g; = Z}fi:o ;XY tal que
ins(g;) = ¢;0x*°. Definimos el conjunto

C:={w e RY; :in,(g;) = cipx*°,i=1,...,7}
= {w ERTZLO : <w,(@i70—04i7j)> >0,e=1,...,r, 5= 1>7J1}
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Supongamos que C = () para llegar a una contradiccién. Si C es vacio, entonces
para cada vector b € R7; con J = Y J; tenemos que el sistema anterior
(%, (aip — @ij)) = bij no tiene solucién en RZ;. Por el lema de Farkas
deben existir y = —(A11,...,\.s,) € R tal que (b,y) < 0. Esto obliga a
que A;; > 0y alguno de ellos no sea nulo. El lema de Farkas también
implica que
r J;
Z Z )\i,j(ai,() — Ozm-) € R%O
i=1 j=0

Ahora pasando a los monomios y utilizando las propiedades de definicion de
un orden monomial tenemos que

rJ r o Ji
H H X)\i’jai’j i H H X/\i,jOéz‘,O'

i=1j=1 i=1j=1

Dado que hemos supuesto que x%7 < x%*:° para todo j # 0, tenemos la
contradiccion que buscabamos:

r J; rJ;
H H(Xai,]’)Ai,j =< H H(Xai,O)AiJ'

i=1j=1 i=1j=1

Ahora que hemos visto que el cono abierto C es no vacio, podemos tomar

w e CNZzZ" CNj. Concluimos que ing [ = in,, I por el lema [1.2.12| sabiendo
que por la definiciéon de w tenemos ins g; = in, g; para todoi =1,...,r.

O

Corolario 1.2.11. Dados un orden monomial < y un ideal I C R, existe
w € NJ tal que C<(I) = C,(1).

El lema termina la prueba de la proposicién [1.2.10]

Lema 1.2.12. Dado un orden monomial < un ideal I C R y un vector
w € R™ tenemos que

in(I) =in,(I) © ingg =in, g, Vg € G2 (I).

Demostracion. Supongamos que inL(I) = in, (1), luego in, (/) es ideal
monomial. Como G.(I) es base reducida, dado un elemento g tenemos que
ing,g € ing(I) y el resto de términos de g son estdndar. Como in, g €
in,(I) = in<(I), todos sus términos estan en el ideal. Luego la forma ini-
cial iny, g solo puede tener un término: in. g. Y asi tenemos la igualdad

ingg=in,g.

10
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Supongamos para acabar la segunda condicion del lema. Como in g =
in, g € in, I para todo g € G(I), sabemos que in, (/) = (in<(G<)) C in, I.
Para la otra inclusién basta con probar que in,, f € in () para todo f € I.
Dado f € I, tenemos que ?g<(1) = 0 y tras aplicar el algoritmo de divisién
podemos escribir

f=mgi + - +mg,,

siendo los m; = ¢;x% términos y g;; € G<(I). Por el teorema de divi-
sién [CLOL teorema 2.3.3] tenemos que m;ing g;; = ini(m;g;,) = ing f.
Veamos que ocurre lo mismo en el caso de los w-grados. En cada etapa
del algoritmo le estamos restando a f un polinomio m;g;; donde los mo-
nomios tienen w-grado igual o menor a gr,(m;in, g;;) = gr,(m;in< g;,).
Ademés f tiene un término proporcional a m;in. g, luego tenemos que
gr,, f > gr,(m;in, g;,). Esta desigualdad garantiza que dado el conjunto de
indices J = {j € {1,...,7} : gr,, f = gr,(m;in, g;;)} tenemos que

in, f = ij in, g;; = ij in g,
jed jeJ

Y esto es justo lo que necesitamos para probar que in, f € in_ I. O

1.3. El abanico de Grobner es abanico

En esta seccién vamos a seguir la estructura de [FJT] y demostrar que el
abanico de Grobner es realmente un abanico poliédrico. Gracias al lema(l.2.12
de la seccion anterior podemos caracterizar los conos C (1) utilizando la base
de Grobner reducida G ([).

Corolario 1.3.1. Dado un orden monomial < y dado un vector w € R”
tenemos que

we Ci(]) e ingin, g =ing g, Vg € Go(I).

Demostracion. Por el lema tenemos que w pertenece al interior de
C<(I) si y solo si ingg; = ¢;0x*° = in, g para todo g € G<(I). Es de-
cir, el cono abierto Int(C4(I)) = C (segtn la notacién en la prueba de la
proposicion estd definido por las desigualdades

(Wyai0) > (w,a54), Yi=1,....r, j=1,....J;

siguiendo la notacién de la proposicion [1.2.10 Para definir la adherencia
C<(I) tenemos que sustituir las desigualdades estrictas por «>». Y estas
desigualdades equivalen a que in in, g = iny g, para todo g € G(I). ]
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Ejemplo 1.3.2. Veamos un ejemplo de las inecuaciones que aparecen en la
demostracién anterior. Tomemos el ideal principal I = (23y — 2%y + y> —
2?) en R[z,y]. Sea w = (a, ). Calculemos primero los conos asociados a
ideales iniciales monomiales dando inecuaciones sobre w. Estos pueden ser
los siguientes:

» (23y): debe darse in,, f = 23y. Luego tenemos las inecuaciones 3a+ 3 >
20 + 203, 3a+ [ > 303, 3a+ [ > 2a. Que son equivalentes a las dos
inecuaciones a > —f, > (3. Un representante es w = (1,0).

» (22y?): w debe satisfacer in, f = —2?y?, que en inecuaciones es 2a +
268 > 3a + (,308,2a. Lo que nos da las inecuaciones del cono abierto
B> a, 2a > . Un ejemplo es w = (2, 3).

= (y®): Con el mismo razonamiento deducimos las inecuaciones § > 2a,
35 > 2« para w. Una solucién es (—1,1).

» (z?): Por ultimo tenemos que C(o_1)(I) tiene como inecuaciones para
su interior relativo 2a > 33, —a > 5.

Estos cuatro conos cubren el plano, veamos los ideales iniciales en los
conos de dimensiéon 1:

» El cono generado por (1,1) es la solucién a las ecuaciones a > f3,
f>a, a>—F 20> 8. Esdecir, Cu0(I) N Cz () =Ca(l). Las
inecuaciones se simplifican y nos queda a« = 5, o > 0. Por lo tanto el
ideal inicial es ing 1) [ = (zy — 2?y?).

» Cra3)(1)NC—1,1)(1) nos da otras cuatro inecuaciones que se simplifican
en 2a = 3, 8 > 0. Es decir, es el cono C(12)(I). Luego inq oI =
(y* — 2%?).

L] C(O’_l)(I) N C(—l,l)(I) = {w € RZ . 20( = 3&, 5 S 0} = C(_37_2)(I).

Luego in_3_2) I = (y° — 2?).

» Co_n(I)NCupn(l) ={weR*:a=—p3, a >0} = Cy_1y(I). Luego
ing,_1) I = (z3y — 2?).

Gracias al corolario m que veremos a continuacién, sabemos que GF([/)
estd formado por todos los conos de la figura excepto C(p,—1)({). Podemos
comprobar que los célculos realizados son correctos utilizando el programa
Gfan [Gfan] a través de [SageMath].
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CAPITULO 1. EL ABANICO DE GROBNER

Co,—n(I)

Figura 1.2: Los conos de [.

R.<x,y>=QQ[]

I=R.ideal ([x"3*y-x"2*y 2+y~3-x"2])
GFI=I.groebner_fan()
PF=GFI.polyhedralfan()

PF.rays()

(-3, -2J, 1, -11, 1, 11, [1, 2]]

Corolario 1.3.3. Los conjuntos de la forma C<(I) con < orden monomial
cubren el ortante positivo RY,.

Demostracion. Tomemos w € RZY,. Para un orden monomial < cualquiera
tenemos que <,, es también orden monomial. Dado que en la proposicién
vimos que insin, f = in<, f para todo f € R, tenemos que para todo
g € G (I) se cumple que in-, g = insin, g = ingin,(in, g) = in<, in, g.

Luego el corolario nos dice que w € C (I). O

Gracias al corolario y al corolario tenemos informacién sobre
los conjuntos C<(I): para un ideal I de R solo hay finitos conjuntos C<([),
que de hecho recubren R%;, ademds la proposicion dice que todos los
conjuntos C< (/) son de la forma C,,(I) para algin w € Nj. Nuestro préximo
objetivo es conseguir méas informacién sobre los conjuntos C,,(1).
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Lema 1.3.4. Los polinomios f € in, I se pueden escribir como f = ", in,, h;,
con h; € Iy tales que gr h; # gr, h; sii # j.

Demostracion. El ideal in, I estd generado por polinomios w-homogéneos.
Por lo tanto todas las componentes w-homogéneas de f pertenecen a iny, I.
Tomemos f; como la suma de todos los términos de f con el mismo w-grado
fijo. Si probamos que existe h; € I tal que in, h; = f;, hemos acabado.
Podemos escribir f; como >, in, a; con a; € I, ya que f; = 324 pring qx
con qx € I, pr € R y al separar cada término c¢x® de pi tenemos que
cx®iny, g = in,(ex®qx) = in,(a;). Ahora como f; es w-homogéneo podemos
escribir f; = 37;in,, a; = in,, (Zj aj) = in,, h;, lo que termina la prueba. []

Lema 1.3.5. Sea [ un ideal de R y < un orden monomial. Si w € C<(I),
entonces inL in, I =in. I.

Demostracion. Sea w € C<(I) y g € G<(I). Entonces por el corolario [L.3.]]
tenemos que in. g = insin, g. Esto implica que in, I = ({inx g}geq (1)) =
({in iny, g}geg-(n) € in<in, 1. Solo queda ver la otra contencién.

Basta con ver que si f € in, (/) — {0}, entonces ing f € in< I. Por el
lema podemos escribir f como Y.I_; in, h; tales que h; € Iy gr, h; #
gr,, h;j para todos 7 # j. Por lo tanto no hay cancelaciones en la suma y existe
un ¢ tal que in f = ins iny, h;. Veamos que ins ing, h; € ing 1.

Dividiendo h; entre G- (1) respecto de < tenemos una expresiéon como en

el final de la demostracion del lema [1.2.12]
k
hi = Z mjgij .
j=1

Donde los m; son términos y g;; € G<(I). Sea gr, h; = d, en cada paso del
algoritmo vamos a reducir h; hasta llegar a 0 y su w-grado bajara o se quedara
igual, porque estamos restando un polinomio de igual grado. Y como en la

prueba del lema [I.2.12] podemos decir que

in, h; = > ing(myg,). (1.1)

gr,,(m;gi;)=d

Queremos tomar los términos iniciales pero primero hay que notar que por
la forma de ir construyendo los m;g;, en el algoritmo de division se garan-
tiza que los términos iniciales in.(m;g;;) tienen monomios distintos, ya que
hemos eliminado ese monomio inicial del resto provisional. Esto nos da que
el término maximal respecto de < no se cancela en la suma . Ademas,
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CAPITULO 1. EL ABANICO DE GROBNER

como w € CL([), el corolario [1.3.1] implica que in.(m;g;;) = m;ins g;, =
myingin, g;, = ing inw(mjgij). Por lo tanto podemos escribir

in.iny, h; = Zin< in,(m;g;;) = Z in-(m;g;,).
jed jET

Asi queda probado que in ing h; € in. I, que es lo que queriamos. O

Corolario 1.3.6. Dados [ un ideal de R, < un orden monomial y w € CL(I),
entonces

G<(in, I) = {in, g : g € G<(I)}.

Demostracion. Dado quew € C([), el corolarioimplica queinsing, g =
in_ g para todo g € G.(I). Luego iny, /I = ({inx g}geg.(n)) coincide con
({in< iny, g}geg-(n))- Ahora por el lema , in, [ =in.in, I. Por lo tanto se
satisface la definiciéon de base de Grobner: in_(in, I) = ({in<(in, 9) }geg-(1))-

Veamos que esta base de Grébner es reducida por serlo G4 (I). El con-
junto {in-in, g}geg () = {in< g}geg (1) es un sistema de términos genera-
dores minimal del ideal monomial in.in, I = in. I, los términos iniciales
in.(in, g) = inx g tienen coeficiente 1 y ningtn término de in,, g; pertenece a

({in<(iny, 9) }geg=()—{g:3) = {in< g}geo-(n—{g}) ya que lo mismo ocurre con
todos los términos de g;. ]

La siguiente proposicion caracteriza las clases de equivalencia de ~; den-
tro de la regién de Grobner GR(/) como conos abiertos. Como corolario ten-
dremos un resultado andlogo para sus adherencias, que son los conos C,, ().

Proposicién 1.3.7. Sea I un ideal de R, sea < un orden monomial y tome-
mos w € C<(I). Dado u € R™, entonces

in, I =in, I < in, g =in, g, Vg € G2 (I).

Demostracion. Dadas las igualdades in, ¢ = in, ¢ también tenemos
las igualdades in.(in, ¢g) = in<(in, g). Por el corolario tenemos que
iny g = insin, ¢g. Luego también se da que ing g = ins in, g y nuevamente
por el corolario tenemos que u € C<(I). Ahora por el corolario m
tenemos que G (in, I) = {in, g}seg(r)- Y como es la misma base reducida
que {iny, g}geg. () = G<(in, I), tenemos que in, I = in, 1.

Sea g € G(I). Queremos ver que in,, g = in, g. Como G-(I) es redu-
cida, solo el término in g de g pertenece a in, I. Veamos que este término
estd en in, g y en in, g. Por el corolario tenemos que in g = inL in,, g,
por lo que ins g es un término de in, g. Por otra parte, el lema[1.3.5 nos da
que

in.(in, g) € in<(in, I) = in(in, 1) = in-(1).
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Como solamente un término de g estd en in I, tenemos que in(in, g) =
in~ g. Ya hemos visto que in g es un término de in,, g y de in,, g. Si suponemos
que in,(g) —in,(g) € in, I = in, I es no nulo llegaremos a una contradiccién.
Esto es porque ningin término de in,(g) —in,(g) puede pertenecer a in_ I =
in(in, I), ya que se estaria contradiciendo que solo el término in- g de g
pertenece a ins I. Si in,(g) — in,(g) es no nulo tenemos que por lo menos
in.(in,(g) — in,(g)) es un término en el ideal in.(in, I). Asi deducimos la
igualdad in, g = in, g que queriamos. O

Ahora estamos en condiciones de probar que los conjuntos C,, () son conos
poliédricos si w € GR([]), la regién de Grobner. Esto hace que en particular
los conos C<(I) también queden estudiados, gracias la proposicién [1.2.10}

Corolario 1.3.8. Sean [ un ideal de R, < un orden monomial y w € C<([).
Lo que quiere decir que w € GR(I). Entonces la clase de equivalencia ~;
de w es un cono poliédrico relativamente abierto y convexo. Su adherencia
C,(I) es un cono poliédrico.

Demostraciéon. Por la proposicién tenemos que
ur~yw<ein, I =in, I < in, g =iny, g, Vg € G2 (1).

La ultima condicion se traduce como un sistema finito de ecuaciones e inecua-
ciones estrictas, todas ellas lineales. Esto nos define un cono poliédrico que
es (relativamente) abierto. Su adherencia es C, (1), y se puede describir sus-
tituyendo las desigualdades estrictas por las versiones no estrictas. La propo-
sicién nos permite escribir la pertenencia a la adherencia sustituyendo
las desigualdades estrictas por su versiéon no estricta:

ue Cy(I)<in, g =in,in, g, Vg € G- (). (1.2)
[

Ahora aplicaremos el corolario anterior a todos los conos del abanico de
Grobner GF(I), ya que no todos tienen por qué ser de la forma CL (1), pero
si de la forma C,,(I).

Proposicién 1.3.9. El interior relativo de un cono de Grobner de GF(I) es
una clase de equivalencia ~; de algin u € R™.

Demostracion. Por definicién, todo cono de Grébner es cara (puede que no
propia) de la adherencia de una clase de equivalencia ~; de un w € R%,,.
Dado <’ orden monomial, definimos el orden <==! . Por la prueba del coro-

lario tenemos que w € C<(I). Por la ecuacién (1.2)) del corolario [1.3.8]
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tenemos que C, (/) C C<(I). Ademas, la ecuacién (|1.2) nos da un sistema
de ecuaciones e inecuaciones no estrictas, todas ellas lineales, que definen
el cono cerrado C,(I). Para describir el interior relativo de cualquier cara
de C,(I) hay que sustituir algunas inecuaciones por su versién estricta y el
resto convertirlas en ecuaciones. Sea u perteneciente a uno de estos interiores
relativos de una cara de C, (/). Dado que u € C,(I) C CL(I), la proposi-
ciéon [1.3.7] nos dice que un vector v € R" es equivalente v ~; u si y solo si
satisface el sistema lineal del interior relativo de la cara de C, (). Es decir
v~y u siy solo si pertenecen al mismo interior relativo de una cara. O

Veamos que la interseccion no vacia de dos conos es una cara comin a los
dos. Antes necesitamos un resultado previo.

Corolario 1.3.10. Dado C un cono de Grébner de GF(/) y u € C no nulo,
entonces para cualquier v € R™ tenemos que

in,/ =in, I = v €.

Demostracion. El vector u € C pertenece al interior relativo de una de las
caras de C. Por definicion, esta cara también pertenece al abanico de Grobner.
Por la proposicién|1.3.9] v pertenece a la misma clase de equivalencia, es decir,
al mismo interior relativo. Luego tenemos que v € C. O

Proposicién 1.3.11. Dados C; y C; conos de Grobner tales que C; NCy # 0,
entonces C; N Cy es cara de C;. Lo mismo ocurre con C,.

Demostracion. La interseccion de dos conos poliédricos es un cono poliédri-
co. El corolario [1.3.10| nos dice que los conos C;, Co son uniones de clases
de equivalencia, que son disjuntas. La clase de cualquier w € C; N Cy esta
contenida en Cq, en Cy y por tanto en C; N Cy. Luego tenemos que C; N Cy es
unién de clases de equivalencia.

Sea w € C;NCy. La clase de equivalencia de w esta contenida en C; NCy C
C;. Luego la clase de w esta contenida en el interior relativo de una cara C
de C;. Por definicién C es un cono de GF(I) y entonces la proposicion [1.3.9]

nos dice que el interior relativo é es exactamente la clase de equivalencia ~;
de w. Con lo que concluimos que cada clase de equivalencia de C; N Cy es el
interior relativo de una cara de Cy, y su adherencia es la cara en cuestion.

Veamos que solo puede haber una clase de equivalencia C' en C; N Cy
tal que su R-espacio vectorial generado £(C) tiene dimensién maximal. Si
existieran dos de estas clases C', C" en C; NCy, entonces C'UC” estd contenida
en C;NCy y £(CUC) tiene una dimensién mayor que £(C') y £(C"), llegando
a una contradiccion.
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Sea C' la clase de equivalencia contenida en C; N Cy tal que £(C) es de
dimensién maximal. Veamos que C = C; N Cy. Como C C C; NCy y esta
interseccién es un cerrado tenemos que C C C;NCs. Tomemos w € C;NCy—C.
Sea E la envolvente convexa de C'U {w}. Entonces £ — C tiene dimensién
igual o superior a C. Como C es la tinica clase de equivalencia de dimensién
maximal de C; NCy, E no puede ser cubierto por finitas clases de equivalencia
en C; N Csy. Esta contradiccién prueba que C' = C; N Cs.

Como C; NCy es la adherencia de una de las clases de equivalencia de Cy,
por el razonamiento anterior tenemos que es una cara de Cj. m

Hemos llegado al resultado principal que se queria probar en esta seccion.
Vamos a utilizar todos los resultados vistos de manera directa o indirecta.

Teorema 1.3.12. El abanico de Grébner GF(I) es un complejo poliédrico
formado por conos, luego es un abanico.

Demostracion. La proposicién [1.3.9] afirma que todos los conos de Grobner
son de la forma C,(I). Estos conjuntos son realmente conos poliédricos gra-
cias al corolario [I.3.8] Ademads solo puede haber un nimero finito de estos
por lo que dice el corolario [1.2.6]

Dado un cono de Grobner C € GF(I), por definicién todas sus caras son
conos de Grobner. La segunda condiciéon de complejo poliédrico se cumple

por la proposicién [1.3.11] O

Ejemplo 1.3.13. Veamos un ejemplo del abanico de Grobner en tres di-
mensiones con la ayuda del programa Gfan [Gfan| a través de [SageMath].
Tomemos el ideal

I = (x2* — %, 25%2 — o2, o2 — wy2?).

R.<x,y,z>=QQ[]
I=R.ideal ([x*xz"2-y"2,x"b*y ~3*z-xxy 3%z,x"4*y 3*kz-x*y*z~4])
GF=I.groebner_fan()
PF=GF .polyhedralfan()
PF.rays()
cto, o, 11,0, 1, ol,[o, 1, 11,0, 1, 2],
(1, 0, 01,[2, 1, 01,[2, 1, 41,[2, 5, 81,[2, 9, 8]]
PF.maximal cones()
{3: [I1, 2, 8],[0, 4, 6],[0, 3, 6, 7]1,[1, 5, 8],
(2, 38, 7, 81,04, 5, 61,05, 6, 71,05, 7, 811}

En las lineas de codigo anteriores se calcula el objeto abanico de Grobner
de I y se transforma en objeto abanico poliédrico. Después se obtienen los
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rayos del abanico, que son los conos de dimensién 1. Por dltimo se imprimen
los conos de dimensién 3. El formato es el siguiente: los nimeros asociados a
cada cono son los indices de los rayos dentro de la lista anterior. Por ejemplo,
el cono [0,4, 6] es el generado por los vectores (0,0,1), (1,0,0) y (2,1,4).

Con esta informacién podemos ver que GR(I) = R%,. También tenemos
que todos los conos de dimensién maximal estan generados por tres vectores
(son simpliciales) salvo por [0,3,6,7] v [2,3,7,8].

D=GF.render ()

D.axes(false)

D

GF .maximal total degree of a_groebner basis()
GF.minimal total_degree_of_a_groebner basis()

(13, 8)

Podemos generar un dibujo del abanico con Sage. En la figura [I.3] se ve
la interseccion del abanico con el plano {x + y + z = 1}, generada con los
comandos anteriores. Los colores varian entre verde y naranja, se correspon-
den de menor (8) a mayor (13) con el grado méximo que tienen las bases de
Grobner reducidas en cada cono.

Figura 1.3: GF(/)N{x+y+z = 1} donde los ejes son: = derecho, y izquierdo,
z inferior.
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Capitulo 2

Aplicaciones en geometria
torica

En este capitulo se pretende exponer una aplicacion del abanico de Grob-
ner. Seguiremos el articulo [AGS|] donde gracias a una generalizacion del
abanico de Grobner se da una resoluciéon para un tipo especial de singulari-
dad: las singularidades Newton no degeneradas. Lo novedoso de este articulo
es que parte del caso ya conocido de ideales principales y lo generaliza a idea-
les no principales, sin la necesidad de trabajar con la interseccion completa
como se venia haciendo anteriormente.

Empezamos el capitulo estudiando lo que significa que un cono o un aba-
nico sean regulares (secciones y [2.2). Este concepto es de gran importan-
cia, ya que implica que la variedad torica asociada también va a ser regular.
Por eso demostramos con detalle que todo abanico admite un refinamiento
regular.

En la seccién veremos las primeras propiedades del poliedro de New-
ton y su relacién con el abanico de Grobner. En particular, definiremos el
concepto de abanico de Grobner local para ideales principales. El abanico de
Grobner local nos dara el punto de partida para construir la resolucién que
queremos.

Después, en las secciones y se explica la construcciéon de la mo-
dificacion torica asociada a un abanico regular. Este morfismo nos dard la
resolucion de singularidades Newton no degeneradas. Primero lo vemos en el
caso de ideales principales (seccién . Luego generalizamos el concepto de
abanico de Grébner local al caso no principalen la seccién Por 1ltimo, en
la seccién [2.8 probamos el teorema de resolucion referenciando algtin detalle
que escapa el rango de este trabajo.
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2.1. Conos regulares

Vamos a introducir més terminologia sobre conos y abanicos poliédricos.
Hemos definido el cono poliédrico dado por una matriz A € M, (R) como
el conjunto

{reR": Az <0} ={z eR": (—a;,z) >0,i=1,...,m} = (| H..

Donde A = (ay]...|a,,) estd dada por filas y H; es el semiespacio dado por la
inecuacién (—a;, ) > 0. También podemos definir un cono a partir de unos
vectores generadores {u™®, ... u®} como

k
0 = RZ()(U(D, ce ,U(k)> = {Z )\ZU(Z) : >\z S Rzo,i = 1,. . ,k?} .
i=1

Estas dos definiciones son equivalentes [Ewald, teorema v.1.2]. Escribire-
mos 0 = Rso(M) si expresamos los generadores en forma de matriz M =
(u(1)| . |u(k)). En este caso la dimensién del cono dimo = dimg £(0) es el
rango de la matriz generadora rg(M).

Definicion 2.1.1. Dado un cono o en R” definimos su cono dual como
g={veR": (v,u) >0,Vu € cg}.

El cono dual es un cono poliédrico ya que si 0 = Ryo(M), entonces
5 = {x € R": M'z > 0}. Una consecuencia directa de la definicién es
que ¢ = 0. Veamos ahora una relacién entre el cono dual y las matrices
unimodulares, es decir, las matrices de entradas enteras que admiten inversa
con entradas enteras.

Lema 2.1.2. Sea M € GL,(Z) una matriz unimodular y o = R%,(M) el
cono que genera. Entonces & = R%o((M~1)").

Demostracion. Supongamos que tenemos v € RZ ((M~')"). Entonces
existe un p € R%, tal que v = (M~")";1, mientras que todos los u € ¢ son de
la forma u = MA con A € R%,. Por lo tanto tenemos que

(v,u) = viu = p'MTMX = u'A > 0.

Luego se cumple que v € 7.

Si ahora suponemos que v ¢ RZ((M 1)), esto implica que la ecua-
cion (M~ 1)z = v con x € R%, no tiene solucién. Luego por el lema de
Farkas existe y € R tal que M~y € RZ, y (v,y) < 0. Con estos datos
podemos decir que MM~y = y es un vector de o para el que v falla la
condicién de pertenencia a §. Y asi concluimos que & = RZ,((M~1)%). O
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Definicion 2.1.3. Diremos que un cono o es racional si existen vectores
uM, . u®) e Z" tales que 0 = RZ()(u(l), ..., u®). Por otro lado, diremos
que o es fuertemente convezro si no contiene espacios vectoriales no triviales,
es decir, si 0 N (—0) = {0}.

Lema 2.1.4. Las caras de los conos racionales son también racionales.

Demostracion. Sea 0 = Rso(u, ... u®) en R™ con generadores en Z".
Dada una cara 7 < o, tenemos que existe w € R™ tal que 7 = Cara, (o) =
{v €0 :(w,v) =0} Esté claro que 7 = Rso(T), donde T' = {u : (w,u?) =
0}. Por lo tanto 7 es racional, incluyendo el caso especial {0} =: R>o(0). O

Lema 2.1.5. Un cono poliédrico ¢ C R" tiene dimensiéon maximal si y solo
si ¢ es fuertemente convexo.

Demostracion. Supongamos que ¢ no es fuertemente convexo. Entonces
existe un vector v € & — {0} tal que Av € & para todo A € R, ya que
o contiene un espacio vectorial no trivial. Esto quiere decir que para todo
u € o se tiene que (v, u) > 0y también (—v,u) > 0. Es decir, o estd contenido
en el hiperplano {v}+ y no puede ser de dimensién maximal.

Por el argumento anterior, un cono ¢ de dimensién no maximal esta
contenido en un hiperplano H de R". Esto garantiza que ¢ no es fuertemente
convexo, pues contiene la recta ortogonal al hiperplano H. O

Definicién 2.1.6. Un vector u € Z" es primitivo si el maximo comun divisor
de sus coordenadas es 1. Diremos que los vectores uV, ..., u® son los vértices
del cono racional fuertemente convexo o si:

1. u € Z™ es primitivo para todo i =1,..., k.
2. Los vectores uM, ... u® generan o.
3. Roo({uM, ... u®} — {u@D}) C o paratodoi=1,...,k.

Escribimos o = Cono(u, ..., u®) o Cono(M) cuando queremos remarcar
que el cono esta generado por sus vértices.

Proposiciéon 2.1.7. El conjunto de vértices de un cono poliédrico racional
fuertemente convexo o existe y es tnico.

Demostracion. Los conos fuertemente convexos tienen como sistema minimal
de generadores tinico (salvo escalares) el conjunto formado por un vector de
cada cara de dimensién 1 [BG proposicion 1.20]. Ademads, estas caras son
racionales por el lema [2.1.4] Por esta razon podemos seleccionar en cada cara
de dimensién 1 los vectores primitivos y deducir la existencia y unicidad en
el caso de conos racionales fuertemente convexos. ]
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Definicién 2.1.8. Un cono o = Cono(u', ..., u®)) racional y fuertemente
convexo es reqular si sus vértices son una Z-base de £(o) NZ™. Diremos que
o es simplicial si sus vértices son una R-base de £(0).

Dado ¢ = Cono(u?, ..., u®) regular, como sus vértices son Z-linealmente
independientes, también son Q-linealmente independientes y R-linealmente
independientes. Por lo que o es simplicial.

Teorema 2.1.9. [Ewald, teorema v.2.10] Si ¢ es un cono racional (resp.
regular) entonces ¢ también lo es.

Proposicién 2.1.10. Un cono ¢ C R™ de dimension maximal es regular si
y solo si 0 = Cono(M) con M unimodular.

Demostracion. Si 0 = Cono(M) de dimensién maximal y M € GL,(Z),
entonces existe N € GL,(Z) tal que MN = NM = I,. Llamemos M =
(u(l), o ,u(”)) y N = (nj)1<ij<n. Dado que M N = (e(l), o ,e(”)> tenemos
que eV = 7 ny;u®. Luego Z™ = Z{eW, ..., e™) esta generado también
por u), ... u delo que deducimos que estos vectores son Z-base del grupo
abeliano £(0) NZ™ = Z"™. Esta es la definicién de la regularidad de o.

Si 0 = Cono(u™, ..., u™) = Cono(M) es regular de dimensién
maximal tenemos que {u), ... u™} es Z-base de Z" = £(c) N Z". Por lo
tanto existen n;; enteros tales que el) = Yokt nkju(k) para j = 1,...,n.
Sea N = (n;;)1<ij<n, entonces MN = I, y |M||N| =1 donde |M| y |N| son
enteros. Por lo tanto | M| vale 1 0 —1 y hemos deducido que M es unimodular.

O]

Proposicién 2.1.11. Sea o = Cono(uV, ... u®) un cono regular. Entonces
todas sus caras son regulares y son exactamente todos los conos de la forma
7 = Cono(u™, ... ul)) para {iy,...,i,} C{1,...,k}.

Demostracion. Esté claro que los conos de la forma 7 = Cono(u(™), .. ., u(”))
son regulares: si uY ... u® es Z-base de £(0) NZ", entonces ul™), ... ulir)
es Z-base de £(1) N Z".

Para comprobar la segunda afirmacion (y como consecuencia la primera)
basta con ver que el cono 7 = Cono(u",...,u* 1) es una cara de o si
k > 1. En el caso k = 2 es obvio pero en general hay que argumentar un
paso mas. Como o y 7 son regulares sabemos que dim o = dim 7 + 1. Luego
existe un hiperplano H de £(c) que contiene a 7. Sea w € H* en £(0) tal
que (w,u®) < 0. Entonces llegamos a que 7 = ¢ N H = Cara, (o), ya que
siu € 7, entonces (w,u) =0ysiu€o—7conu=3r \uy\ >0,
entonces {w,u) = A\ (w, u®) < 0. O
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La definicién de la multiplicidad de un cono nos va a dar una forma de
medir lo lejos que estd un cono simplicial de ser regular.

Definicién 2.1.12. Dado ¢ = Cono (u(l), . ,u(k)) un cono simplicial defi-
nimos su multiplicidad como mult o = [Z"NEL(o) : Z{u®, ... u®)] el indice
del subgrupo abeliano libre Z(u™, ... u®) en el grupo Z" N £(o).

Gracias a la definiciéon de multiplicidad de un cono podemos caracterizar
la regularidad de conos simpliciales.

Proposicién 2.1.13. Un cono simplicial o es regular si y solo si mult o = 1.

Demostracion. Un cono simplicial es regular si y solo si sus k vértices R-
linealmente independientes son Z-base del grupo abeliano libre Z" N £(0),
de rango k. Esto ocurre si y solo si el grupo generado por los vértices
Z{uW, ... u®) coincide con Z" N £(c) (no es subgrupo propio). Lo que
a su vez es equivalente a que mult 0 = 1 (es decir, no es mayor que 1). [

Para la siguiente proposicion definimos el conjunto de puntos enteros
dentro del paralelepipedo dado por los vértices de un cono simplicial o =
Cono (u(l), e ,u(k)) como

PJ:Z"Q{Z)\iu(i):Og)\i<1,i:1,...,r}.
=1

Proposiciéon 2.1.14. Sea ¢ = Cono (u(l), o u(k)> un cono racional simpli-
cial. Dada una base {vy,...,vx} de Z" N £(0), tenemos u' = S8 a0, y
definimos la matriz A = (a;;) € 9Mi(Z). Entonces los siguientes nimeros
coinciden:

mult o = |det A| = #P,.

Demostracion. Es un resultado conocido [DFX], pdgina 129] que dado un gru-
po abeliano libre finitamente generado Z"NE () y un subgrupo Z(u®, ... u®)
con el mismo rango (o es simplicial), existe una base B = {by,...,b;} de
Z™ N L£(o) y unos enteros positivos dy, . .., d, tales que B’ = {dyby, ..., diby}
es base de Z{u",... u®). Sea B la matriz que expresa B’ en base B, es
decir, B es diagonal con entradas dy, ..., d;. De la misma manera habiamos
definido A como la expresién de {u™™), ..., u"} en una base {v1,...,v;}. Aho-
ra podemos realizar cambios de base VW € GLi(Z) tales que B = WAV.
Como sabemos que los cambios de base en GLi(Z) tienen determinante 1 o
—1 llegamos a que | det A| = |det B| = d; - - - dy.
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Por otro lado Z(u™, ..., u®) es subgrupo normal de Z" N £(o), luego

mult o es el orden del grupo cociente #%. Ademas, gracias a las ba-

ses B y B’ sabemos que ﬂf%% ~ @F | Z/d;Z. Por lo tanto multo =
|Z<f£?7%| =dy - - -dy, = | det A|. Por dltimo, dado que existe una biyeccién
entre el grupo cociente y el conjunto {Zle nib; :m; =0,...,d; — 1} = P,
tenemos que #P, = d; ---d, = multo. O

Corolario 2.1.15. Si 7 C o son conos simpliciales entonces mult 7 < mult o.

Demostracion. Como consecuencia del teorema [2.1.14] tenemos que P, C P,
y por lo tanto mult 7 < mult o. O]

2.2. Abanicos regulares

Ahora pasaremos a tratar propiedades de los abanicos poliédricos. El
objetivo es probar la existencia de refinamientos regulares para los abanicos
racionales.

Definicién 2.2.1. Diremos que un abanico es reqular si todos sus conos lo

son. Un abanico Y es un refinamiento del abanico X si para cada cono o € X
: / / l __ | |k /

existen o7,...,0, € X' tales que 0 = U;_0;.

Definiciéon 2.2.2. Sea 3 un abanico poliédrico racional y sea v € |X| N Z"

un vector no nulo. Llamamos subdivision estrella de ¥ por v al abanico

YXv)={ceX:v¢otU{o(v) =Rso{o,v):0<T€XvET—0}

Ejemplo 2.2.3. Veamos cémo funciona la subdivision estrella en el caso de
un abanico ¥ formado por un cono fuertemente convexo o = RZ(uy, ug, us, t4)
y todas sus caras 7 < o. Estas caras se pueden describir con la notacién
77 = R%(u; : j € J), donde J C {1,2,3,4}. Aunque no todo J da lugar a
una cara de o, por no ser este tltimo simplicial.

El abanico ¥ consiste en un cono de dimensién 0 (rp = {0}), cuatro conos
de dimension 1 (7;), cuatro conos de dimensién 2 (71 2, 723, T34, T1,4) Y ULl CONO
de dimensién 3 (o).

Si tomamos un vector v € &, entonces el abanico resultante es

Y(v) = {7} r<o U{T(V) }r<0-

Donde el cono o tridimensional ha sido sustituido por un cono de dimension
1 (mp(v)), cuatro conos de dimensién 2 (7;(v)) y cuatro conos de dimension
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€9 €9 €9

€1 €1 €1
€3 €3 €3

Figura 2.1: Varias subdivisiones estrella o(v) de o al variar v.

3 (ver figura[2.1)). Si en cambio el vector v esta en el interior relativo de 74 5
la subdivision estrella es

YXv)={reX—{o,n2}}U{r(v): 7€ —{o,m2}}

Donde el cono 79 se ha dividido en los conos bidimensionales 71 (v), 7 (v
5 )

y el cono 7y(v) de dimensién 1. Por su parte el cono o ha sido reemplazado

por los conos 73(v), 74(v) de dimensién 2 y los conos 7 3(v), 734(v), T1.4(v) de

dimension 3. La dltima opciéon es que v esté en uno de los rayos generadores

de o. Por ejemplo en 7. La subdivision estrella seria en este caso

YXv)={reX—{o,nnsn}ttU{r(v): 7€ X — {0,712, 74, 71}}

A pesar de la expresién anterior, 3(v) es una subdivision sencilla. Solo se ha
eliminado el cono ¢ para anadir los conos 7 3(v), 734(v) y 73(v). Hay algunos
conos que tras la subdivision han cambiado de nombre pero son los mismos
como 7y(v) =11 0 Ta(v) = Ty 0.

Proposicién 2.2.4. Si ¥ es un abanico poliédrico racional y v € |X|NZ"™ es
un vector no nulo entonces ¥(v) es un refinamiento racional de 3. Ademads
se cumple que |X(v)| = |X| y dimo(v) = dimo + 1 para todo o(v) € X(v).

Demostracion. Empecemos probando que X(v) es un conjunto finito de conos
poliédricos. Esto es porque dejamos intactos los conos o de ¥ que no contienen
a vy sustituimos los conos 7 € ¥ que si lo contienen por los conos o(v) para
todas las caras ¢ de T que no contienen v. Por cémo estd definido, o(v) es
un cono poliédrico y dado que v ¢ ¢ tenemos que dimo(v) = dimo + 1.

Veamos ahora que |X| = |X(v)|. Basta con probar que si v € 7 € X,
entonces tenemos que 7 = Uyg,<-0(v). Esta claro que 7 2 o(v) ya que o y
v estan en el cono convexo 7. Para ver «C», si u € £(v) N T entonces u esté
en el cono R>0(0)(v). En el caso contrario tenemos el vector u en 7 — £(v).
Veamos qué casos se pueden presentar:
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= Supongamos que u estd en el interior relativo de 7. Definimos A =
max{y > 0 : u — puv € 7}. Sabemos que A existe porque estamos
suponiendo que los conos son fuertemente convexos, luego —pv ¢ 7y
no puede darse que u — pv € 7 para todo p > 0. Por lo que v — A\v
esta en la frontera de 7, que es unién de las caras propias de 7. Veamos
que la cara 0 < 7 tal que u — Av € 0 no contiene a v. Esto es porque
AU + (u— Av) = u estd en el interior relativo de 7 y no en la cara o,
por lo que v y u — Av no pueden estar en la misma cara de 7. Ahora
que sabemos que v ¢ o concluimos que u € o(v).

» Siel vector u € o0 < 7 estd en la frontera de 7y v ¢ o, entonces es facil
concluir que u € o C o(v).

» Siu € 0 < T pero v € o, entonces repetimos el razonamiento de los
dos puntos anteriores, donde o es ahora 7.

Solo queda demostrar que ¥ (v) es abanico ya que por lo que acabamos
de ver se cumple la condicién de que sea refinamiento. Empezamos por ver
que dado o € X(v), todas sus caras estan en X(v). El caso sencillo es cuando
v ¢ o ya que entonces el vector v tampoco pertenece a ninguna cara 7 € X
y por lo tanto 7 € ¥(v). Si suponemos por el contrario que v € o, entonces
o =¢(v) con ¢ € ¥y cualquier cara 7 < ¢ es de la forma Cara, (o) = ocNw™.
Tenemos dos posibilidades:

» Si (w,v) =0 entonces v € 7. Luego 7 = [Cara,(s)](v) € X(v), ya que
v ¢ Cara,(s).

» Si(w,v) <0 entonces v ¢ 7. Luego 7 = Cara,(s) € X(v).

Para acabar hay que probar que la interseccion no vacia de conos 0,7 €
Y(v) es cara de ambos. Hay tres casos que se pueden dar:

» Siv ¢ oUT entonces o, 7y o N7 son conos de ¥. Luego o N7 es cara
de los dos conos y pertenece a 3(v).

» Siv € o0 —7entonces T € Xy existen ¢ < o’ € ¥ tales quev € 0/ —¢ 'y
o =¢(v) C o'. Veamos que cN7 = ¢N7 € ¥, asi deduciremos que o N7
estd en X(v) y es cara de los dos conos. Esté claro que c N7 D ¢N,
falta probar «C». Sea u € 0 N7y tomemos A > 0 tal que u — v € q.
Sabemos que Av y u — Av estan en ¢’. También sabemos que o’ N T es
una cara de ¢’ en ¥. Como \v + (u — \v) = u € ¢/ N 7, tenemos que
también \v y u — Av estan en ¢’ N 7. Pero estamos suponiendo que v
no esta en 7 por lo que A = 0. Con esto probamos que u — A\v = u € ¢
y acabamos este caso.
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= Supongamos por ultimo que v € o N 7. Entonces existen o’ y 7/ en X
tales que 0 = ¢’(v) y 7 = 7/(v). Veamos que c N7 = [¢'N7'](v) € X(v).
Es inmediato comprobar que N1 2 [0'N7’](v). Solo nos queda verificar
«Cw». Seau € cNTysean \, i > 0 talesque u— v € o’ yu—pv € 7.
Supongamos sin pérdida de generalidad que A > u, entonces tenemos
que u —pv = (u — Av) + (A —p)v € 7' No = o N7'. Nétese que la
ultima igualdad es lo que hemos demostrado en el caso anterior. Con
esta informacion deducimos lo que buscdbamos: u = pv + (u — pv) €

[o' N 7] (v).
O

Teorema 2.2.5. [Ewald, teorema v.4.2] Todo abanico 3 racional se puede
refinar a un abanico racional >’ donde todos los conos son simpliciales.

Teorema 2.2.6. Todo abanico racional admite un refinamiento regular.

Demostracion. Supondremos que los abanicos con los que trabajaremos son
(o han sido refinados a) abanicos simpliciales, por el teorema . Por ser
los conos o simpliciales, nuestra preocupaciéon sera conseguir que mult o = 1
(proposicién [2.1.13)). El corolario asegura que al refinar sucesivamen-
te, la multiplicidad de los conos se reduce o se mantiene igual, por lo que
buscamos un refinamiento de conos hasta conseguir la regularidad.

Sea o = Cono(u?, ... u®) € ¥ tal que mult ¢ > 1. Supondremos que es
un cono no regular de minima dimensién en 3, una vez refinado a uno regular
podremos ocuparnos de los de dimensién mayor en finitos pasos. Tomemos
un vector v € P, con v = 8 \u® # 0, es decir 0 < \; < 1 para todo 4, ya
que v no puede pertenecer a ninguna cara propia de ¢ por ser regulares.

Esto garantiza que v no estd en ninguna arista de o. Lo que significa
que todos los conos en {7(v)},¢-<, son subconjuntos propios de o. Dado
o; = Cono(u\ : j #1) < o tal que v ¢ oy, entonces

mult ;(v) = det(u®, .. v, ..., u®) = det(uD), ..., Z)\iu(i), o u®)
= det(uW, ... N\u?, ... u®) =\ multo.

Como 0 < \; < 1 tenemos que mult o;(v) = \;multe < multo. Dado que
0 = Uygo, 0i(v), sabemos que hemos dividido ¢ en conos o;(v) de multi-
plicidad estrictamente menor. En un ntmero finito de pasos llegamos a un
abanico que subdivide o, en el que los conos de dimension k son regulares y
sus caras también. Iterando en los conos no regulares de dimensién minima
llegamos a un abanico regular que refina a . O
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Ejemplo 2.2.7. [Ewald, Ejercicio v.3.1] Sage permite hacer cdlculos con
conos y abanicos racionales, por lo que resuelve rapidamente cuestiones como
la siguiente: Refina o = Cono((1,0,2),(1,1,3),(0,2,5)) en conos regulares.

Estéa claro que o no es regular ya que aunque es simplicial, su multiplicidad
es | det(u®, u® u®))| =3 = #P,.

cono = Cone([(0,0,0),(1,0,2),(0,2,5),(1,1,3)])
fan=Fan([cono])
fan.is_smooth()

False

Figura 2.2: Abanico del refinamiento o(v1)(vz) en R cortado con el plano
r+y+z=1

Podemos calcular los puntos de P, a mano o con Sage. Los 3 puntos son:
(0,0,0), vy = (1,1,4) y va = (1,2,6). Realizando subdivisiones estrella o(v;),
[0(v1)](v2) llegamos a un abanico regular.

fan=Fan([cono])
fani=fan.subdivide(new_rays=[(1,1,4)])
fan2=fanl.subdivide(new_rays=[(1,2,6)])
[fanl.is_smooth(), fan2.is_smooth()]

[False, True]

2.3. Poliedro de Newton

A partir de ahora supondremos que K es un cuerpo algebraicamente ce-
rrado. Vamos a definir el concepto de poliedro de Newton de un polinomio.
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Definicién 2.3.1. Dado f € K[zy,...,2,] = R con soporte e(f) C Ng,
el poliedro de Newton de f, NP(f), es la envolvente convexa del conjunto
Uaee(r) @ +REg. No debe confundirse con el politopo de Newton, New(f), que
es la envolvente convexa de £(f).

Dada una cara C del poliedro de Newton de f, definimos la restriccion
de f ala cara C' como

fle = Z caX”.

acCne(f)

A partir de estas definiciones podemos comprobar inmediatamente que
NP(f) tiene varias propiedades importantes.

Proposicién 2.3.2. Dado f € R se cumple que:

1. NP(f) es un poliedro no acotado contenido en RZ,

R, si y solo si f(0) # 0.

f) =
3. NP(f) tlene un unico vértice a si y solo si f = ax®- g, con g € R tal
que g(0) =

2. NP(f

4. Si C' = Cara,, NP(f) es una cara, entonces f|c = in, f.
5. Si o= Cono(e, ..., e®), entonces fl, = f(x1,...,2,0,...,0).

Recordemos que al tomar unos pesos w € R", hemos definido la cara
Cara,, de un poliedro y la forma inicial in,, de un polinomio buscando maxi-
mizar el producto por w. Pero para calcular las caras del poliedro de Newton
con vector de pesos w € RY tenemos que minimizar w, es decir, maximizar
—w. Teniendo esta cuestién en cuenta definimos los siguientes conceptos.

Definicién 2.3.3. Sea w € RZ,. El w-orden del polinomio f € R se define
como v,(f) = minge(s)(w, a). Podria decirse que v,,(f) = gr_,(f). Por otro
lado definimos el hiperplano de soporte 7, (f) = {u € R™ : (w,u) = v,(f)}.
De esta manera las caras del poliedro de Newton se pueden describir como
Cara,(f) == m,(f) N NP(f), es decir, Cara,(f) = Cara_, NP(f).

Dada una cara C' de NP( f) definimos el cono normal a C' como el conjunto
oc ={w e Ry, : C C Cara,(f)}y el abanico de Grébner local de f como la
coleccion X(f) = {oc}o<np(p)-

Lema 2.3.4. [Ewald, Lema 111.1.4] El abanico normal ¥(P) = {oc(P)}c<p
de un politopo P dado por los conos normales

oc(P) ={w e R": C C Cara,(P)}

es un abanico poliédrico cuyo soporte es R".
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Definicién 2.3.5. Diremos que el refinamiento comun de dos abanicos es
LAY :={oNc'}sesoresr. De hecho es de nuevo un abanico [Ewald), 111.2.7].

Teorema 2.3.6. Dado un polinomio f € R, el abanico de Grobner local 3( f)
es un abanico poliédrico porque coincide con el abanico RZ, A — X (New(f))
dado por el refinamiento comin al ortante positivo y el abanico normal al
politopo de Newton escalado por —1.

Demostracion. Sabemos que RZy A — X(New(f)) es un abanico poliédrico
por los resultados citados anteriormente. Falta ver la igualdad entre estos
dos abanicos.

El abanico normal ¥(New( f)) al politopo de Newton tiene por soporte to-
do el espacio R". Luego el soporte del refinamiento comin R%, A—3(New(f))
es RY, igual que el de X(f). -

Tomemos un cono o¢ € X(f) dado por una cara C' < NP(f). Recordemos
que este cono es ¢ = {w € R, : C' C Cara,(f)}. La cara C' también es una
cara del politopo de Newton P = New(f). Y tenemos que el cono normal al
politopo o¢(P) = {w € R": C C Cara,(P)} es un cono del abanico normal
Y (P) al politopo. Como Cara,,(f) = Cara_, NP(f) tenemos, por definiciéon
de estos conjuntos, que —oc(P) URZ, = o¢.

Las caras de P que no hemos tomado todavia son las que cumplen que
todos sus vectores normales estan fuera del ortante RZ,. Estas caras no son
caras del poliedro NP(f). Y sus conos normales o¢(P) no estan contenidos
en RZ,, por lo que quedan descartados del abanico RZ; A — X(P). ]

Nota. Para evitar confundir los conceptos introducidos hasta ahora vamos
a remarcar su caracter local o global. En el estudio de singularidades nece-
sitamos analizar las propiedades locales de un ideal (f), es decir, el w-orden
V., €l poliedro de Newton NP(f) y el abanico de Grober local 3(f).

Por otro lado, al trabajar con bases de Grobner y problemas de division
o pertenencia a ideales se suelen trabajar con propiedades globales (aunque
también con locales), como son el w-grado, los érdenes monomiales, el poli-
topo de Newton New(f) y el abanico de Grobner GF(I), que en el caso de
ideales principales I = (f) es de hecho un subconjunto del abanico normal

Y(New(f)).

Definicién 2.3.7. Diremos que un cono o es bueno para f si estd contenido
en un cono de X(f). Dado un cono bueno para f, podemos definir la o-cara
de f como Cara,(f) = Cara,(f) con w en el interior relativo de o. Sabemos
que las o-caras estan bien definidas porque en los interiores relativos de los
conos de X(f), Cara,(f) no varia.
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Proposiciéon 2.3.8. Las aplicaciones C' — o¢ y 0 — Cara,(f) son biyec-
ciones que invierten el orden (una es inversa de la otra) entre los conjuntos

{C <NP(f)} « E(f).

Demostracion. Ya hemos visto que C' — o¢ y o — Cara,(f) son aplicaciones
bien definidas. Falta ver que C' = Cara,,.(f) para comprobar la biyectividad.
Tomemos un vector w dentro del interior relativo del cono oc. Por definicién
tenemos que Cara,.(f) = Cara,(f). Y dado que w € ¢ se cumple que
Cara,(f) = C.

Solo queda comprobar que esta biyeccion invierte el orden. Tomemos
dos caras F' < C en NP(f). Tenemos que dim F' < dimC, que son las
dimensiones del menor subespacio afin de R™ que las contienen. Es conocido
que las dimensiones de sus complementos ortogonales son exactamente n —
dim F' > n—dim C, y estas a su vez son las dimensiones de los conos asociados
or y o¢. Por lo tanto op > 0¢. O

\

Figura 2.3: El poligono de Newton NP(f) y el politopo de Newton New(f).
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Figura 2.4: Abanico de Grobner GF((f)) sombreado.

Ejemplo 2.3.9. Veamos un ejemplo de los conceptos vistos en esta seccion.
Dado un polinomio en dos variables x + 2%y — 3® + 2%y® — 2*y*, podemos
dibujar su poliedro y politopo de Newton en la figura [2.3]

Para calcular el abanico de Grébner de (f) utilizamos el programa Gfan
en Sage.

R.<x,y>= QQI[]

I = R.ideal ([x+x"3*y-y 3+x" 2%y~ 5-x"4*y~4])
GF = I.groebner_fan()

PF = GF.polyhedralfan()

PF.rays()

PF.maximal cones()

TI = GF.tropical_intersection()

TI.rays()

(-1, 11, [1, 21, [3, -1]1]
{2: [[0, 11, [1, 211%}
(-3, -11, [-1, 11, [1, -21, [1, 21, [3, -1]]

En la figura podemos ver que efectivamente el abanico de Grobner
GF(f) de un ideal principal es un subconjunto del abanico normal 3 (New(f)).
Por ultimo, en la figura [2.5 tenemos el abanico de Grobner local de f.
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05

T1

)

Figura 2.5: El abanico de Grobner local X(f).

2.4. Transformaciones monomiales

Las demostraciones de esta seccién se omiten por ser elementales. Se da la
referencia del articulo [AGS]. Gracias a estas propiedades podremos manejar
la modificacion térica en el resto del capitulo.

Definicién 2.4.1. Para una matriz M € GL,(Z) definimos el morfismo
asociado

on: (K)" = (K)"
@) ()
z— (2™, 2™ )

dado por los vectores columna de M y denotaremos por L,; a la aplicacion
R-lineal asociada a M.

Proposicién 2.4.2. [AGS] seccién 5] El morfismo ¢y : (K™ — (K)" es

birregular en el toro algebraico (K")" — (K")" y birracional K* — — K.
Ademas se cumplen las siguientes igualdades:

1. épr 0 by = dnur.

2. (¢m)™" = du1.

3. o (x)* = x L (1)

4. fodu(x) = Xace(p) Coxt (@) con f = Dace(f) CaX” € R.
5. e(f odum) = Lu(e(f)).

6. f 0 Om|LymnNP(fosn) = flronp(s) © O, siendo m = 7, (f).

7. Ly (Cono(M*')Y) = R%, siendo M unimodular.
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Proposicion 2.4.3. [AGS| proposicién 5.2] Si ¢ = Cono(M?) es bueno para
[ € R, entonces R%, es bueno para f o ¢y, es decir, NP(f o ¢y) tiene un
Unico vértice.

Proposicién 2.4.4. [AGS| proposicién 5.3] Sea ¢ = Cono(M) bueno para
fy 7 < o una cara dada por 7 = Cono(m) : j € I). Entonces si v es el
tnico vértice de NP(f o ¢pt) tenemos que

f|caraT(f) ° (bMt - f © ¢Mt|v+Cono(e(j):j¢I)'

2.5. Modificacion torica

Vamos a describir el proceso de construccion de una variedad térica (y
un morfismo o explosién) asociada a un abanico regular ¥ con soporte con-
tenido en RZ,. Se va a seguir el articulo de [AGS] y para més detalles se ha
consultado [CLS].

Definicién 2.5.1. Sea M el conjunto de los conos de ¥ de dimensiéon ma-
ximal. A cada cono 0 € M le asociamos la variedad torica afin U, = K.
La razén de esta eleccion puede verse en la construccion general de variedad
algebraica afin térica normal asociada a un cono |[CLS, Ejemplo 1.1.20].

Dado que suponemos que Y es regular, para cada ¢ € M (dado por
o = Cono(M)) consideramos el morfismo ¢ -1y : (K*)* — U,. Ademas a
cada par de conos maximales 0 = Cono(M), 7 = Cono(V) le asociamos el
morfismo ¢, = @(n-1y: 0 gb(_]\i[,l)t = ¢ (N-1)t, que es birracional de U, a U

Definimos la relacién de equivalencia R en la unién disjunta [],cr Us
como

uRv <= ¢, -(u) = v, para algunos v € U,, v € U,, 0,7 € M.

Definicién 2.5.2. El cociente Xy, = [1,cq Us/R es una variedad algebraica
regular [CLS, Teorema 3.1.19] que llamaremos variedad tdrica asociada a 3.
Llamamos carta a cada aplicacion ¢;-1y: asociada a un o € M.

Para cada cono 0 € M tenemos un morfismo regular

7|y, Uy = K"
T = Qare ()

compatible con el pegado: 7|y, = 7|y, © ¢y, por las propiedades bésicas de
estas aplicaciones (proposicién [2.4.2)).
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Definicién 2.5.3. Dada la variedad Xy, y los morfismos compatibles con el
pegado construimos un morfismo 7 : Xy — K" llamado modificacion torica.

Veamos como ejemplo de modificacion térica un morfismo que resultara
conocido a cualquier lector.

Ejemplo 2.5.4. Sea X el abanico regular dado por los conos regulares
o1 = Cono(eM, e + e?)) gy = Cono(e®, e + e?)) y todas sus caras.

Las matrices
1 1 01
= (1) =7 5)

(b(Mfl)t(Z) = (2132_1722)’ QS(M{l)t (Z) = (ZQZl_la Zl)a ¢U1702(Z) = (21_172122)

nos dan los morfismos

y las restricciones de la modificacién torica

W’Ugl (z) = (2122, 22), W’UJZ (z) = (22, 2122)-

Esta modificacion torica es uno de los morfismos méas conocidos de la Geome-
tria Algebraica, se trata de la explosién del origen en el plano A?. Podemos
ver X5 como Y = {(x1, 22, [y1,v2]) € A% x P! : 215 = w9y;} mediante el
siguiente isomorfismo ¢ : Xy, — Y. Sean V; los abiertos de Y dados por
y; # 0. Es decir

VYI = { (mlayZ'rlv [17w]> }7 ‘/2 = { (yl'TvaQa [M71]> } g Y.
Y1 Y1 Yo Y2

Al restringirnos a dichos abiertos tenemos el isomorfismo

77Z}|U(,1 : Ual — ‘/1 w|U¢72 : UO‘2 — ‘/2

(21, 22) > (22, 2122, [1, 21)) (21, 22) = (2122, 22, [21, 1])

que es compatible con el pegado ya que 9|y, (z) = ¥|u,, © ¢gy,0,(2). De esta
forma la modificacién toérica m : Xy — K2 es la proyeccién de la explosion
mo(21, T2, [Y1, Y2]) = (w1, 72), ya que m = mg 0 9.

Definicién 2.5.5. Dada una variedad V' en K" y una modificacién térica
7 : Xy — K", llamamos la transformada total de V por ma 7= 1(V).

Definicién 2.5.6. Si a V' le quitamos los puntos en los hiperplanos coorde-
nados V* =V — V(xy29 - - - x,,), definimos la transformada estricta de V' por
7 como V = 7—1(V*). Donde la adherencia se toma considerando la topologia
de Zariski.
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Definicion 2.5.7. Por otro lado, al tomar un cono ¢ € M tenemos una
accion natural del toro (K*)™ sobre U,

(K)" x U, = U,
Ay dn) - (215000, 20) = (M21, 05 Anzn)

que es compatible con el pegado de Xy, ya que ¢p (A 2) = @5, () - 00 -(2).
Como el toro (K*)™ estd contenido en todas las cartas U, y el pegado lo
identifica consigo mismo tenemos que es un abierto de Zariski 7%, de Xy, que
actua sobre toda la variedad. Esta propiedad concuerda con la definicién més
general de variedad térica |CLS, 3.1.1].

Tomemos un cono del abanico 7 < o € M. Por la proposiciéon [2.1.11
sabemos que existen unos fndices J tales que 7 = Cono(ul) : j € J), siendo
ul) vértices de o.

Definicion 2.5.8. La orbita asociada a 7 se define como un toro de dimensién
n—4#J

Or) ={(x1,...,2,) €Uy -2, =0sijeJ,a; #0si j ¢ J}.

Este conjunto esta bien definido en Xy, porque no depende del cono o del cual
es cara 7. Ademas las érbitas de la accion del toro sobre Xy son exactamente
estos conjuntos.

Ejemplo 2.5.9. Volviendo al ejemplo anterior, en la figura tenemos que
los conos bidimensionales oy (en azul) y o9 (en verde) dan lugar a dos puntos
en Xy. Los conos de dimensién 1 generados por los vectores e!) (en naranja),
e® (en rojo) y e + e (en negro) se corresponden con érbitas téricas de
dimensién 1. Por tltimo, el dpice del abanico (gradiente azul-amarillo) se
corresponde con el toro O(Cono(P)) maximal de Xy.

Sea V(f) = V(23 — y?) la ctispide en el plano afin K?. La transformada
total por la modificacién térica (la explosion del plano en el origen) es 7 1(V).
En U,,, dado que 7|y, (2z) = (2122, 22) tenemos que

7T|[}jl (V) ={(21,22) € Uy, : fomly, (z) = 22(P2 —1) =0}
Mientras que en U,,, donde 7|y, (z) = (22, 2122) tenemos que
W[,};(V) ={(21,22) €Uy, : foT|y,,(2) = 22(z — 22) = 0}.

Luego la transformada estricta es VU, = {(z21,2): $2—-1=0}y
VNU,, ={(21,2): 25— 21 =0}
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Figura 2.6: Orbitas correspondientes a conos.

Antes de concluir esta seccién, veamos una propiedad importante de las
orbitas.

Lema 2.5.10. Si 7 es la cara de 0 € M dada por los primeros s vértices,
tomamos p = Cono(e®, ..., e™) y h: U, N Xy — K es una funcién regular,
entonces tenemos que h|onu, = hl,-

Demostracion. Se deduce de la proposicion [2.3.2 O

2.6. Hipersuperficies Newton no degeneradas

En esta seccién veremos como se pueden resolver singularidades en hi-
persuperficies Newton no degeneradas utilizando el abanico de Newton local.
Seguiremos el articulo de [AGS], aunque este es un resultado conocido ante-
riormente.

Definicién 2.6.1. Diremos que 0 € V = V(f) es una singularidad Newton
no degenerada de la hipersuperficie afin V' si para toda cara C' del poliedro
de Newton NP(f) la hipersuperficie V(f|c) no tiene singularidades fuera de
los hiperplanos coordenados.

Teorema 2.6.2. Sea 0 € V = V/(f) una singularidad Newton no degenerada
y sea ¥ un refinamiento regular del abanico de Grobner local (). Entonces
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la transformada estricta V de V por la modificacién térica 7 : Xy — K" es
no singular.

Demostracion. Sea Y un refinamiento regular del abanico de Grébner local
Y(f), que sabemos que existe por el teorema Veamos que V es no
singular.

Ya sabemos que los puntos y € V tales que 7(y) € (K*)" son regulares,
ya que V' es Newton no degenerada y por definicion V' = V (f|xp(s)) no tiene
singularidades en (K*)".

Tomemos ahora un punto y € V que se proyecte sobre algin hiperplano
coordenado. Por lo tanto alguna coordenada de 7(y) se anula. Como 7|y,
es una transformacién monomial y sabiendo que alguna coordenada de 7(y)
se anula, tenemos que también se anula alguna coordenada de y en algtin
abierto afin U, al que pertenezca. Podemos elegir el orden de los generadores
de 0 = Cono(M) € M para que tengamos que

y=1(0,...,0,Yss1,.-.,yn) € Uy, con y; # 0.

Sea 7 < o la cara que cumple que y € U, N O(7). Sabemos que 7 # {0}
porque 7(y) ¢ (K*)".

Recordemos que ¢ es un cono bueno para f porque es un cono de X, que
es refinamiento regular de ¥( f) y entonces o debe estar contenido en un cono
de X(f). Por la proposicién tenemos que NP(f o ¢pst) tiene un tinico
vértice . Por lo tanto podemos escribir f o ¢y = x*h con h(0) # 0. Como
7|y, = ¢t tenemos que V N U, = V(h). Ademés 7 # o porque 0 ¢ V(h) y
entonces {0} = O(c) N U, tiene interseccién vacia con V N O().

Si definimos p = Cono(e®™V), ... e(), tenemos que hlomnw, = hl,
gracias al lema [2.5.10] Ademéds, por la proposicién concluimos que
h|, = h(0,...,0,251,...,2,). Como este polinomio solo depende de las 1l-
timas variables podemos escribir h(y) = h|,(1,..., 1, Yst1,- -, Yn)-

Ahora vamos a terminar la prueba. Gracias a la proposicién tenemos
que

x*hlp = (XR)|asp = f o Ourtlay, = flCaraT(f) O Pt

Por definicion de Newton no degenerada sabemos que V' (f|cara,(f)) DO tiene
singularidades fuera de los hiperplanos coordenados de K”. Ademaés, ¢yt es
birregular fuera de los hiperplanos coordenados (proposicién [2.4.2)). Por lo
tanto V'(h|,) no puede ser singular en el punto (1,...,1,yst1,...,Y,) ya que
estd en (K*)" N U,. Es decir, existe un j > s (por depender h|, solo de las
ultimas variables) tal que

oh,
a.fL'j

(Lo L ity yn) £ 0.
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De donde concluimos que el punto y € V no es singular dado que

oh . Ohl,, . ohl,

(1a"->17ys+17""yn)7£0'

2.7. Abanico local de ideales no principales

Antes de la seccién final de este capitulo vamos a dar la definicién de
abanico de Grobner local para ideales no principales.

Definicién 2.7.1. Siguiendo la notacion de [AGS] dado w € RZ, definimos
la parte w-inicial de un polinomio In,(f) = Xpeciw,a)ymro(f) cox® y de un
ideal In,,(I) = (In,(f) : f € I). Desde este punto de vista local definimos
los conos de Grébner como

Co(l) ={u e R": In,(I) =TIn,(I)}.

De hecho se tiene que In, f = flcara,(r) = flcara_. np(r) = in—o,(f).

Podemos definir el abanico de Grébner local de I como el refinamiento
comun (/) = RZyA{€,(])},ern. Se puede ver que X(I) es un abanico
poliédrico por un razonamiento similar al que se ha seguido con GF(1), el
abanico global.

Proposicién 2.7.2. Dado un polinomio no nulo, tenemos que X(f) = X((f)).

Demostracién. Recordemos que hemos definido X(f) en y vimos que es
un abanico en el teorema [2.3.6, Basta con probar la igualdad entre los conos
de Grobner ocara,(f) = €u(f) de cada abanico.

Por la proposicién , tenemos que U € Ocara,,(f) i y solo si Caray,(f) C
Cara,(f). Lo que equivale a que todos los términos de In,,( f) estan en In, (f).
Esto a su vez equivale a que In,(f) = JIn,(In,(f)). Por dltimo, de forma
analoga a lo visto en tenemos que la igualdad anterior es equivalente a
que u € €,(f). O

Vamos a definir la versién local de las formas iniciales vistas anteriormente
para 6rdenes monomiales globales.

Definicién 2.7.3. Dados un orden monomial < y un polinomio f € R, el
término inicial de f (en el contexto local) es el minimo término que tiene f
y lo denotamos Jn_ f. Dado un ideal I definimos

In(l)={Onsf:feltyei(l)={uecR":In,(I)=0n(])}.
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Definicion 2.7.4. En el contexto local diremos que un cono 7 es bueno para
I C R si esta contenido en un cono €, (/). Dado un cono bueno 7 para [
tiene sentido definir

In. I = JIn, I para cualquier v € 7.

Al igual que vimos en el corolario [I.2.11] se puede probar que todos los
conos €(I) son de la forma €, (). Para acabar esta seccién se enuncia una
proposicién que dejaremos sin probar.

Proposicién 2.7.5. [AGS| proposicion 9.3] Sea I C R un ideal y sea o un
cono bueno para I de dimensién maximal. Existe un sistema de generadores
Gy ={9g1,...9:} de I que cumple las siguientes propiedades:

= 0 es un cono bueno para todo g € G,.

= JOn, I = (In,g1,...,In,g,) para todo w € 0.

2.8. Variedades Newton no degeneradas

La novedad del articulo [AGS] es extender la resolucién de singularidades
para variedades dadas por un ideal Newton no degenerado cualquiera a través
de una modificaciéon térica asociada al abanico de Grobner. Vamos a exponer
la demostracién omitiendo algtin detalle que se sale del rango de este TFM.

Definicién 2.8.1 (Caso interseccion completa). Dada una variedad afin
V(fi,---, fx) € K" de dimensiéon n — k, decimos que es Newton no dege-
nerada si para todo w € RY, se tiene que la variedad

V(jﬂw fl, . ,ﬁnw fk)
es de dimensién n — k y no tiene singularidades en (K*)™.

Entre las limitaciones de esta definicién esta el hecho de que solo es va-
lida para variedades de interseccion completa. Ademas, la propiedad de ser
variedad Newton no degenerada depende de los generadores del ideal, no solo
de la variedad.

Definicién 2.8.2 (Caso general). Sea I C R un ideal. Decimos que la sin-
gularidad 0 € V(I) es Newton no degenerada o que el ideal es Newton no
degenerado si para cada w € RZ,, la variedad dada por JIn,(/) no tiene
singularidades fuera de los hiperplanos coordenados.
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Teorema 2.8.3. Sean I C R un ideal y ¥ un refinamiento regular del abanico
de Grobner local ¥(I). Si 0 € V = V(I) es una singularidad Newton no
degenerada, entonces el transformado estricto V por la modificacién térica
asociada a > es no singular.

Demostracion. Como ocurre en la demostracion del teorema [2.6.2} el caso
sencillo se da para los puntos y € V con 7(y) fuera de los hiperplanos coor-
denados. Es decir, y € VNO(7) donde 7 = {0} € £y O(7) es el toro maximal
en Xy. Sabemos que y es no singular ya que por definicion de Newton no de-
generada m(y) no es singular, dado que estd en V N (K*)” = V(In, I) N (K*)"
donde w = 0.

Falta comprobar el caso 7 # {0}, dim7 = s. Es decir, y € VN O(r) N U,
cont<o,y=(0,...,0,Ys41,---,Yn), ¥; # 0 para i = s+ 1,...n, eligiendo
un orden adecuado de los generadores del cono o maximal. Llamemos ¢y =
(1,...,1,yss1,---,yn) al punto que también se utilizé en la demostracion del
caso de ideales principales. Sabemos que y' € U, N (K*)* C O({0}).

Queremos aplicar el criterio jacobiano (ver por ejemplo |[GPl corolario
5.6.14]) en ¢, que es un punto no singular como se vio en el caso anterior.
Antes queremos ver que el jacobiano en y’ es el mismo que en y. Tomemos
un sistema de generadores G, = {g;}/_, de I asociado a o que cumpla la
proposicién [2.7.5]

Dado un elemento g € G, y la matriz M de generadores de o tenemos
que o es bueno para g por la proposicién[2.7.5] Aplicando la proposicién[2.4.3
y la proposicién tenemos que g o ¢pe = x*h con h(0) # 0, siendo « el
tnico vértice de NP (g o ¢p¢). Definimos el conjunto de los h asociados a G,

Hg, ={h € R:h(0) #0, go ¢ =x"h para g € G, a € RL;}.

Veamos que este conjunto Hg, = {h;}/_, cumple que VU, = V(hy,. .., h,).
Es més sencillo probar que en la carta U, tenemos V(Hg,) N (K*)" =
7 (V) N (K*)". Esto es porque si z estd en 7~ 1(V) N (K*)" sabemos que
giom|y,(z) =0 para todo i = 1,...,r. Como, por definicién, 7|y, = ¢yt en
las coordenadas del abierto afin, tenemos que g;0 ¢yt (2) = z*h;(z) = 0. Cla-
ramente z% # 0 dado que sabemos que z € (K*)™. Luego tenemos h;(z) = 0.
La contencion opuesta es inmediata. Por lo tanto podemos tomar las adhe-
rencias a ambos lados de V(Hg,) N (K*)* = 7= (V) N (K*)" y deducir que
VAU, =V(hy,...,h) en U,.

Ahora trabajaremos en V(Hg,). Procediendo como en el caso de idea-
les principales definimos el cono p = Cono(e*V ... e™). Gracias al le-
ma tenemos que h;|y,no(r) = hil, para cada i. Es decir, en U, N O(7)
las funciones h; no dependen de las primeras s variables, y por lo tanto

hi(y) = hilp(y) = hil o (v').

43



2.8. VARIEDADES NEWTON NO DEGENERADAS

Por la proposicién [2.4.4] tenemos que para cada i

X" hil, = gi © art|asrp = Ins gi © P (2.1)
Ahora, por [AGS], proposicion 10.6] y [AGS] proposicion 12.1] que omitiremos
en esta memoria tenemos que

dimV =dimV(In, g1,...,In, g.) = dim V (hy|,, ..., help).

Por las propiedades que cumple G, y la definicién de singularidad Newton no
degenerada sabemos que V(JIn, g;,...,In, g,) no tiene singularidades fuera
de los hiperplanos coordenados. El punto y' € V(hi],,..., h|,), que estd en
el toro maximal U, N (K*)", es no singular ya que queda proyectado sobre
n(y) € V(In, g1,...,In, g.) N (K*)" por (2.1)).

Ahora aplicamos el criterio jacobiano. Como las funciones no depen-
den de las primeras s coordenadas tenemos que dimV = rg (%) () =

ah]'p / 7 . . . .
rg (Tmi >i=s+1,...,r (¢'). Nétese que se tienen las siguientes igualdades

Ohyl, n_ (9hile _ ([ 9hy
< Ox; )i:s+1,...,r W)= ( O i=s+1,..r W)= Ou; i=s+1,..r )

Gracias a lo anterior hemos probado que los puntos y de V(Hg, ) son no
singulares, porque tampoco es singular el punto y’ asociado. Recordemos que
VNU, =V(Hg,), por lo tanto V es no singular. O
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