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Introduccion

La teoria sobre los polinomios con coeficientes en un cuerpo estd ampliamente estudiada
y es muy diversa, tanto en cuanto a las areas en las que se basa, como en las areas que se
basan en ella como herramienta para probar determinados resultados. Sin embargo, ;qué
sucede cuando los coeficientes no son conmutativos? ; Cémo definimos qué es un polinomio
entonces? ; Teoremas tan importantes como el teorema del factor o el teorema fundamental
del algebra se mantienen? ;Cémo son las raices?

En este Trabajo de Fin de Master se busca hacer una recopilacién y explicacion de
los principales resultados de la teoria de polinomios sobre anillos de divisién y ahondare-
mos en los polinomios definidos sobre los cuaternios, el anillo de divisién mas facilmente
reconocible.

Empezaremos el capitulo [I| haciendo un repaso de teoria de grupos, introduciendo qué
son los anillos de divisiéon y demostrando las principales propiedades de los mismos, en
particular, demostraremos el pequeno teorema de Wedderburn. En el capitulo [2| defini-
remos los dos tipos polinomios, a izquierda y generales, que se pueden definir sobre los
mismos. Para los polinomios a izquierda veremos la generalizacion del teorema del factor y
los dos teoremas de Gordon-Motzkin, que generalizan el teorema fundamental del algebra
a los polinomios a izquierda. Por otro lado, para los polinomios generales, daremos su
construccion y los dos principales resultados, también de Gordon y Motzkin, acerca de la
existencia de polinomios de cierto grado, n, con un determinado nimero de soluciones,
h, cuya cota estd determinada por el grado. Por dltimo, en el capitulo [3| realizaremos un
estudio més extenso sobre los polinomios a izquierda (o, equivalentemente, a derecha) en
los cuaternios, pues el teorema de Niven nos dice que un anillo de divisién centralmente
finito es algebraicamente cerrado para este tipo de polinomios si y solo si es el algebra
de cuaternios sobre algun cuerpo real cerrado. A continuacién expondremos el método
de Janovska-Opfer para calcular las raices de estos polinomios y cerraremos el capitu-
lo clasificando las raices de un cierto subconjunto de los polinomios generales sobre los
cuaternios.



Capitulo 1

Preliminares.

1.1. Teoria de grupos.

Vamos a empezar el trabajo haciendo una pequena introduccién a la teoria de grupos
finitos con los principales resultados técnicos que usaremos mas adelante.

Definicién 1.1.1. Sea G grupo finito y S < G. Llamaremos indice de S en G al nimero
de clases laterales a izquierda (resp. a derecha) de S en G y lo denotaremos por [G : S].

Teorema 1.1.2 (Lagrange). Sea G un grupo finito y S < G. Entonces

G|
G:S] ==
5]
Demostracion. Notemos que cada elemento de G pertenece a unica clase lateral con res-
pecto a S, como hay exactamente [G : S] clases laterales y todas ellas tienen el mismo
ntumero de elementos, que ademds es igual a |S|, tenemos que:

Gl =[G 5]-1S]. O

Definicién 1.1.3. Sea G un grupo y S un conjunto. Una accién de grupo de G en S es un
homomorfismo f : G — Perm(S) de G al grupo de permutaciones de S. Este homomor-
fismo nos permite asociar a cada elemento g € G, una permutacién f, € Perm(S), luego
dado s € S, tenemos que f,(s) € S. Definimos g- s := f,(s). Con esta notacién abreviada,
como f es homomorfismo de grupos, tenemos las siguientes propiedades:

= Para todo g,h € Gy s € S, tenemos que g(hs) = f4(fn(s)) = (fgo fu)(s) = fon(s) =
(gh)s.

» Dado e € G el elemento neutro, tenemos que Vs € S, es = f(s) = id(s) = s.

Con esta notacién multiplicativa, a veces no explicitaremos el homomorfismo f y simple-
mente diremos que G actia sobre S.



Definicion 1.1.4. Sea G un grupo finito que actia sobre un conjunto S. Dado s € S,
llamaremos orbita de s bajo la accién de G al subconjunto:

orba(s) :=={gs|g € G} C S.
De forma similar, llamaremos estabilizador de s bajo la accién de G al subgrupo:
stabg(s) :=={g € G|gs = s} <G.
Si no da lugar a confusién, denotaremos las érbitas y los estabilizadores sin los subindices.

Teorema 1.1.5 (Teorema de érbita-estabilizador). Sea G un grupo finito que actia sobre
un conjunto finito S. Entonces tenemos que, para todo s € S':

|G|

lorb(s)| = [G : stab(s)] = Tstab(s)]

Demostracion. Fijemos s € S. Sea ¢ : G — orb(s), ¢(g) = gs. Notemos que ¢ es clara-
mente sobreyectiva. Sean g,h € G tales que ¢(g) = ¢(h), es decir, gs = hs < s =
g ths < g7'h € stab(s). Luego tenemos que g = h (mdd stab(s)), por lo tanto,

¢ : G/stab(s) — orb(s), ¢([g]) — gs es una biyeccién que estd bien definida por las
consideraciones anteriores. Por lo tanto:

lorb(s)| = |G/stab(s)| = [G : stab(s)].
Aplicando el teorema de Lagrange obtenemos la tdltima igualdad. O

Definiciéon 1.1.6. Llamaremos conjugacion a la siguiente accion de G en G.

c:GxG—=d
(g9, h) > cg(h) = ghg™"

Definiciéon 1.1.7. Sea G un grupo y S < G. Definimos el centralizador de S en G como
Cq(S):={g€G|gs=sg, Vs €S}
AZ(G):=Cq(G)={9€Glgg =d'g, V¢’ € G} lo llamaremos centro de G.

Observacion. A los centralizadores de la forma Cg({z}) los denotaremos por Cg(z) y
notemos que estos se corresponden con los estabilizadores, stab(zx), bajo la accién de
conjugacion.

Al igual que con las érbitas y estabilizadores, si no da lugar a confusién, omitiremos
los subindices de los centralizadores.

Proposicién 1.1.8 (Ecuacién de clase). Sea G un grupo finito. Sea m el nimero de clases
de conjugacion de G con mas de un elemento y x;, Yi = 1,..., m un representante de cada

clase. Tenemos que:
m

Gl =12(G)| + Y _[G: Clay)].

=1



Demostracion. Notemos que las clases de conjugacion son las orbitas bajo la accion de
conjugacién y que si, dado y € G, |orb(y)| = 1, entonces y € Z(G). Por lo tanto, usando
el teorema tenemos que:

m

G| =1Z(G)|+ ) orb(zi) =Z(G)| + > _[G: C(xs)]. m
=1

=1

Proposicién 1.1.9. Sea (G,-) un grupo y S C G un subconjunto finito de G tal que (S, )
es un semigrupo. Entonces S es un subgrupo de G.

Demostracion. Notemos que, al ser G un grupo, S hereda que Va,b,c € S C G se cumple
que ab=ac = b=c

Consideremos ahora, dado a € S la aplicacién p, : S — S tal que p4(s) = as. Tenemos
que fi, es una biyeccién al ser inyectiva por [L.1]y S finito. Esto nos llevaa que 3b € S C G
tal que g (b) = ab =ay, como b € G, tenemos que b es precisamente el elemento neutro
de G, luego e = b € S. Por otro lado, esto nos lleva a que a que dc € S C G tal que
pa(c) = ac = e, que por unicidad del inverso en G tenemos que ¢ = a~! € S. Por tanto
S es un semigrupo con elemento neutro e inversos para todos sus elementos, es decir, un
grupo. [

1.2. Anillos de division.

El objeto de estudio de este trabajo son los polinomios definidos sobre un anillo de
divisién, pero antes de ello, debemos definir qué es un anillo de divisiéon y qué propiedades
tiene. Uno de los libros més influyentes en la teoria de anillos de divisién es Skew fields:
theory of general division rings, de P.M. Cohn (ver |Coh95]). Sin embargo, para este
trabajo, hemos decidido usar como bibliografia basica para los anillos de divisién A first
course in noncommutative rings, de T.Y. Lam (ver [Lam01]), pues se trata de un libro
més didactico que recopila los principales resultados sobre anillos de divisién (seccién §13)
y sobre un tipo de polinomios que se pueden definir sobre los mismos (seccién §16), todos
ellos con las demostraciones actualizadas y simplificadas.

Definicién 1.2.1 (Anillo de divisién). Sea (D, +,-) un anillo unitario. Diremos que D es
un anillo de division si se cumple que para todo x € D no nulo existe un 1inico elemento

1 al que llamaremos elemento inverso tal que z-z~+ = 2~ !'-2 = 1, donde 1 es la unidad

de D.

Definicion 1.2.2. Sea D un anillo de divisién y S C D. Llamaremos centralizador de S
en D al conjunto
Cp(S):={x € D|xs=sz,Vse€ S}.

Proposicién 1.2.3. Dado S C D, el centralizador de S, Cp(S), es un subanillo de
division.



Demostracion. Sean z,y € Cp(S) y s € S. Notemos que
(x+y)s=zs+ys=sx+sy=s(x+y) = z+yecCp(S)

(zy)s = wsy = s(zy) = (ay) € Cp(9)
rs=sr = g laxsz ' =g lszaT! = sz l=2"1s = 271 € Cp(S)
Por otro lado, 0,1 € Cp(D) C Cp(S). Luego Cp(S) es un subanillo de divisién de D. O
Proposicién 1.2.4. Sea Z(D) := Cp(D) = {x € D|xy = yx, Vy € D}. Entonces Z(D)
es un subanillo de division de D, que ademds es un cuerpo, al que llamaremos centro de

D.

Nota: En el caso de que S = {s}, hablaremos del centralizador de
s en D y lo denotaremos por Cp(s)

Demostracion. Sabemos por que Z(D) es un subanillo de divisién. Como ademas,
Z(D) es conmutativo por definicién, tenemos que Z (D) es un cuerpo. O

Nota: Notemos que D es un espacio vectorial sobre Z(D) con el
producto heredado de D. De hecho, es una Z(D)-dlgebra.
Ambos hechos se usardn como herramienta en multiples de-
mostraciones a lo largo del trabajo

Definicién 1.2.5. Diremos que D es centralmente finito si es un Z(D)-espacio vectorial
de dimensioén finita y centralmente infinito en caso contrario.

Definicién 1.2.6. Sea =, = {£ € C| " = 1,£™ # 1 Vm < n} el conjunto de las n-raices
primitivas de la unidad. Denotamos por ®,,(z) = [[¢cz, (z—£) € Z[z] el n-ésimo polinomio
ciclotémico. Un resultado conocido de la teoria de cuerpos (ver teorema 4.2.6 en [Wei09))
es que todos los polinomios ciclotémicos son irreducibles sobre los racionales.

Proposicién 1.2.7. Se cumple que:
1. Vn el polinomio «™ — 1 =[], Pa().

z"—1
xd—1"

2. Sid|n yd<n, entonces ®,(x) |

Demostracion. 1. Notemos que las raices de ' — 1 son precisamente las n-raices de la
unidad y, ademas, forman un grupo multiplicativo. Por el teorema tenemos
que los érdenes de dichas raices seran divisores de n, luego agrupando por érdenes,
tenemos que

" =1= J] @-9=]111&-9=]]®ax).
d|n

geCegn=1 d|n€¢€sq



2. Notemos que z% — 1 = [T;jq ¢(2). Ademds, tenemos que t|n y como n > d, n no

divide a d, luego ®,,() no es un factor de 2% — 1. Por lo tanto 2" — 1 = ®,,(z) - (¢ —

1) - Ik n, ktd, kstn r(@)- o

Teorema 1.2.8 (Pequeno teorema de Wedderburn). Todo anillo de division finito es un
cuerpo.

Demostracion. Supongamos que D es finito y veamos que es conmutativo. Por sabe-
mos que Z (D) es un subanillo de D que es un cuerpo, en particular, tenemos que Z(D)
también es finito, luego |Z(D)| = ¢, con ¢ potencia de primo.
Si n := dimypy(D) = 1, tendremos que D = Z(D), luego D es conmutativo y por
tanto un cuerpo. Supongamos que n > 1 y procedamos por reduccion al absurdo.
Consideremos el grupo multiplicativo D* = D\ {0}. Notemos que Z(D*) = Z(D)\{0}.
Por lo tanto, aplicando obtenemos que:

D*| = | Z(D")| +§[D*  Cp-(2:)] = | 2(D")| +Z;CD(QJ)

Notemos que Cp(z;) = Cp«(z;) U {0} es un Z(D)-espacio vectorial, luego |Cp(x;)| =
q". Ademds, Cp~ < D*, por lo que por el teorema tenemos que |Cp(x;)| = ¢ —
1|¢"™ —1=|D*|. Con lo que obtenemos:

qn_lzq_1+zqn_l
— q"i — 1
=1
Ademas se cumple que para todo i = 0, ..., m, r; | n. En efecto, por el algoritmo de Euclides

tenemos que n = Q -r; +r con 0 < r < r;. Como ¢t — 1|¢"™ — 1, se tiene que cumplir que
=1 ("= 1= (" T e ) (1) = - L= — 1

Como Vi r; | n, por la proposicién tenemos que ®,(q) | ;1:27:11 y como ®,(q)|¢" — 1,
tenemos entonces que ®,(q) = Hg qg—&)|q—1, en particular ¢ — 1 > H€ lg — &|. Donde
las & son las n-raices primitivas de la unidad. Absurdo, pues al ser n > 1y ¢ > 2, tenemos
que para cada &, |¢ — &| > g — 1. Luego n = 1 y, por tanto, D es un cuerpo. ]

Corolario 1.2.9. Todo subanillo finito de D es un cuerpo.

Demostracion. Sea R un subanillo finito de D. Notemos que al ser R subanillo, es cerrado
para sumas y productos. Si demostramos que Yz € R no nulo, 27! € R, tendremos que
R es un anillo de divisién finito y por el teorema [1.2.8] un cuerpo. Sea 0 # = € R.
Consideremos el conjunto {1,:B,:U2, . } C R. Como R es finito, dm,n, con m < n tales
que ™ = 2". Sin embargo, como ! € D, "™ =1, luego 2" ™ 1 = 271 Six # 1,
n—m—1>0,luego x7! = 2" ™1 € R. Por tanto R es cerrado para inversos y queda
demostrado el corolario. O



Un resultado conocido en la teoria de cuerpos es que todo subgrupo del grupo mul-
tiplicativo de un cuerpo es ciclico. En la teoria de anillos de divisién ese resultado es, en
general, falso. Consideremos por ejemplo el anillo de division, D, de los cuaternios. El gru-
po cuaternio Qg = {1, i, +j, £k} < D* y no es ciclico (se puede comprobar facilmente
viendo que no hay elementos de orden 8). Sin embargo, si nos restringimos a los anillos de
divisién de caracteristica positiva, el resultado si es cierto.

Corolario 1.2.10. Sea D un anillo de division de caracteristica positiva. Todo subgrupo
finito de D* es ciclico.

Demostracion. Sea p > 0 la caracteristica de D, G < D* finito y F,, el cuerpo primo de
D. Consideremos el conjunto:

K:{ng|fEFp,g€G}.

Tenemos que K es un subanillo finito de D, por lo tanto es un cuerpo. Ademés, como G
es un subgrupo finito de K*, G es ciclico 0

Proposiciéon 1.2.11. Sea D un anillo de division no conmutativo. Para todo d € D, su
centralizador, Cp(d), es infinito.

Demostracion. Por el teorema sabemos que D es necesariamente infinito, luego tiene
sentido preguntarnos si Cp(d) es finito o infinito. Procedamos por reduccién al absurdo.
Supongamos que Cp(d) es finito. Por el teorema tenemos que es un cuerpo con
Z(D) C Cp(d). Entonces tenemos que |Z(D)| = ¢, |Cp(D)| = ¢", con ¢ una potencia de
primo y n > 1. Es inmediato ver que si d € Z(D), entonces Cp(d) = D que es infinito
por el teorema Sid ¢ Z(D), necesariamente n > 1y, debido a resultados conocidos
de teoria de Galois E| tenemos que la aplicaciéon i : Cp(d) — Cp(D);ji(a) = a? es un
automorfismo de Cy(d) con cuerpo fijo Z(D) que podemos extender a un automorfismo
interno p : D — D. Es decir, que existe o € D tal que caoc~ ! = a? Ya € Cp(d). En
particular odo ! = d9 y, componiendo n veces obtenemos que 0"do " = d4" = d. Luego
o™ € Cp(d) y por tanto el orden de o es finito. Consideremos el siguiente conjunto:

E:=4> Xjdo’ |\ € Z(D)
0]
Como tanto Z(D), como Cp(d) y {o?}i>0 son conjuntos finitos, E también lo serd. Ademds

FE es cerrado para sumas por definicién y comprobemos que también lo es para productos
e inversos. En efecto, sean z,y € F con & = Ad'o? e y = ud*o!. Tenemos que

= (] k1 _ i gk 1 _ itkq! i+l
xy = (Ad'0?)(yd"c") Zip) Myd'dld o e (Ay)d ot e E.

'En este trabajo vamos a dar los resultados de teorfa de Galois como conocidos. Para mas informacién
ver [Lan02| y [Wei09].



Si tomamos ahora dos elementos cualesquiera a,b € E, su producto va a ser un sumatorio
de sumandos con la misma forma que zy, que como hemos visto en la ecuacién anterior,
pertenecen a E. Al ser E cerrado por sumas, tenemos que ab € F, luego es cerrado por
productos. Esto nos lleva a ver que E* = E \ {0} C D* es un semigrupo finito. Por la
proposicién [1.1.9] E* es un grupo, luego E es un anillo de divisién finito.

Por el teorema [I.2.8 E' es un cuerpo, sin embargo, od = d% # do, pues d? # d al tener
£ como mucho ¢ puntos fijos (siendo estos puntos las raices de z¢ — x € Cp(d)[z]) y como
d ¢ Z(D), tenemos que |Z(D) U {d}| = g+ 1. Luego llegamos a un absurdo y concluimos
que en este caso Cp(d) también es infinito. O

Para demostrar la siguiente propiedad necesitaremos usar el teorema de Jacobson, cuya
demostracién se puede ver en [Lam01}, p.208].

Teorema 1.2.12 (Jacobson). Sea D un dlgebra de division algebraica sobre un cuerpo
finito F. Entonces D es conmutativo.

Proposicion 1.2.13. Sea D un anillo de division no conmutativo centralmente finito.
Entonces |Z(D)| = oc.

Demostracion. Ya sabemos que D es una Z(D)-élgebra, veamos que es algebraica. Como
D es centralmente finito tenemos que [D : Z(D)] = d < oo. Sea a € D, consideremos el
conjunto {a’ ?:0. Como dimypy D = d y en dicho conjunto hay d + 1 elementos, tenemos

que es un conjunto linealmente dependiente. Por tanto existirdan Ao, ..., A\q € Z(D) tales
que
d
Z )\Z-ai = O,
i=0

sin embargo esta relacién nos define un polinomio p(x) = Z?:o Nzt € Z(D)[x] con p(a) =
0. Por tanto a es algebraico sobre Z(D) y concluimos que D es un algebra de divisién
algebraica.

Por el teorema si Z(D) fuese un cuerpo finito, entonces D seria conmutativo,
lo cual contradice nuestras hip6tesis y por tanto Z (D) es infinito. ]



Capitulo 2

Polinomios sobre anillos de
division.

La posible falta de conmutatividad en los anillos de divisién produce ciertas dificultades
a la hora de definir polinomios. Es necesario tratar con cuidado las nociones de raiz de un
polinomio y del homomorfismo evaluacion. En este trabajo estudiaremos las dos principales
formas de definir los polinomios, dependiendo de si permitimos que la variable x conmute
con los coeficientes o no. Las principales referencias para este capitulo son [Lam01] y
[GM65].

2.1. Polinomios a izquierda.

Los polinomios a izquierda se definen de forma idéntica a como se definen los polinomios
sobre un cuerpo y para esta definicion, estamos suponiendo que ax = xa, Va € D.

Definicion 2.1.1. Llamaremos anillo de polinomios a izquierda al conjunto
n
D[z] = {Zamﬂai €eD,ne N} .
i=0

Es inmediato comprobar que D][z] es un anillo con la suma y el producto de polinomios
usuales. Sin embargo, la evaluacién usual ev, : D[z] — D; z — 7 no es un homomorfismo.
Esto se puede comprobar ficilmente tomando a,b € D tales que ab # ba y f(z) =
g(x)h(z) = (v — a)(z — b) = 22 — (a + b)x + ab. En estas condiciones tenemos que f(a) =
a? — (a+b)a + ab = ab — ba # 0, mientras que g(a)h(a) = (a — a)(b—a) = 0.

Definicién 2.1.2. Diremos que r € D es una raiz a derecha de f(z) = a2 +---+a1x+
ap € D[x] si se cumple que

for)y:=apr™+---+ar+a9=0.

Llamaremos raices a las raices a derecha siempre y cuando esto no dé lugar a confusién.

10



Nota: Es importante remarcar que antes de evaluar es necesario
operar y expresar el polinomio con todos sus coeficientes a
la izquierda. En el ejemplo anterior, ¢ no es una raiz de

f(z) = g(z)h(z), aunque g(a) = 0.

Pese a que, como se ha visto en el ejemplo anterior, en general no vamos a poder
factorizar los polinomios en productos de factores de la forma (z — £) donde £ € D son
raices del polinomio en cuestion si que podemos generalizar el teorema del factor que
tenemos para los anillos de polinomios sobre un cuerpo.

Teorema 2.1.3 (Teorema del factor, |[GM65, p.220]). Sea D un anillo de division y
f € Diz]. Dado & € D, tenemos que £ es una raiz de f si y solo si existe un polinomio

g € Dla] tal que f(z) = g(z) - (x = ).

Demostracion. Sea f(x) = apz™ + -+ + a1z + ap. Los casos n = 0,1 son trivialmente
ciertos, luego supondremos que n > 2. Supongamos que £ € D es una raiz de f(x) y
consideremos el polinomio g(x) = Z:’L:_ol b;x*, donde Vi, b; = Z?:_il a;j+1&77". Es inmediato
comprobar que b,—1 =a, y Vi € {1,...,n— 1}, b;—1 — b;§ = a;, por tanto:

n—1 n—1 n—1
g(@)(x —¢) :(Z bix')(x — §) = bp12" + Z b1z’ — Z biéx' — boé
=0 i=1 i=1

n—1

=apx" + Z(bz‘q —b&)a' — (a1 + aé® + -+ + a1 &™)

=1

n—1
=apx" + Z a;r' + ag = f(x),
i=1
pues f(§) =0 = ap = — (m1& + a2€? + -+ - + a,—1£" ). Si suponemos, en cambio, que
f(x) = g(z)(x = &), con g(x) = Z?;ol b;z', operando e igualando coeficientes del mismo
grado obtenemos que a, = b,—1, ag = —bg& y paratodot=1,...,n—1, a; = bj—1 — b; &.

Si, para cada 0 < ¢ < n, multiplicamos la ecuacién asociada a a; por &' y sumamos todas
obtenemos:

n n—1 n—1
= =ai =bp 1"+ (b1 —b:i)& —bo =D _(b:&™ = &™) =0,
i=0 i=1 i=0
cumpliéndose asi la condicién necesaria. O

Nota: Este teorema es el motivo por el que a las raices de los
polinomios a izquierda se denominan raices a derecha, pues
los factores aparecen a la derecha.
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Uno de los resultados fundamentales del dlgebra conmutativa es el teorema fundamental
del algebra, que afirma que todo polinomio de grado n sobre un cuerpo tiene a lo sumo n
raices (exactamente n, contando multiplicidades, si el cuerpo es algebraicamente cerrado).
Esto contrasta con dos de los resultados mas sorprendentes de la teoria de polinomios
sobre anillos de divisién, expuestos por Gordon y Motzkin en |[GM65|. Sin embargo, pa-
ra el primer teorema seguiremos la demostracién que proporciona Lam en |[LamO1], al
considerarla més clara y simple. Para ello primero demostraremos un lema auxiliar que
necesitaremos para la demostracion.

Lema 2.1.4. Sean D un anillo de division, f(x) = g(x)h(z) € D]z] y d € D tales que
& := h(d) # 0. Entonces:

f(d) = g(¢d&™ ().

En particular, si d € D es una raiz de f, pero no de h, entonces €A™ es una raiz de g.

Demostracién. Si g(x) =Y 1 ;a;z’, como z conmuta con todo elemento de D, aplicando
la propiedad distributiva obtenemos que f(z) = > ;a;h(z)z’. Sustituyendo la x por d
(aunque la evaluacién no es un homomorfismo, como en la expresién de la derecha todas las
x estdn a la derecha y los coeficientes a izquierda, es correcto hacerlo), como & = h(d) # 0,
existe £~ y obtenemos que:

Fd) =Y ah(dd =) a;£d ¢ 6= ai(§d& ) h(d) = g(¢d& M )h(d).
1=0 1=0 1=0

Como todo elemento no nulo tiene inverso en un anillo de divisiéon, D no puede tener
divisores de cero, luego si f(d) = 0, como h(d) # 0 necesariamente g(¢d¢~1) = 0. O

Con ello ya podemos demostrar el siguiente resultado.

Teorema 2.1.5 (Gordon-Motzkin, [GM65, p.220]). Sea D un anillo de division y f(z) =
Yoo a;xzt € D (con a, # 0). Entonces las raices de f se encuentran en, a lo sumo, n
clases de conjugacion de D. Ademds, si f(z) =[] (z — &), entonces cada raiz de f es
conjugada a & para algunt=1,...,n.

Demostracion. Procedamos por induccién. Los casos n = 0, 1 son triviales, luego suponga-
mos que n > 2y que el resultado es cierto para todo polinomio de grado k < n. Sea £ € D
una raiz de f, por el teorema tenemos que f(x) = g(x)(x — &). Sea n # £ otra raiz
de f. Como n # &, tenemos que n — & # 0 y por tanto nos encontramos en las condiciones
del lema luego n es un conjugado de alguna raiz de g. Como degg(x) = n — 1,
aplicamos la hipétesis de induccién y obtenemos que n pertenece a una unién de a lo sumo
n — 1 clases de conjugacion, como £ puede que no pertenezca a ninguna de estas clases
de conjugacién, obtenemos que las raices de f se encuentran en, a lo sumo, n clases de
conjugacién. Por induccién, este resultado es vélido Vn > 0.

La ultima conclusion del teorema se sigue de forma similar aplicando el lema de
derecha a izquierda en f(x) = (z — &) -+ (z — &). O
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Este teorema resulta impactante, porque a diferencia de lo que ocurre con los cuerpos,
los polinomios sobre anillos de divisién pueden tener mas raices que su grado. El teorema
lo inico que acota es el nimero de clases de conjugacion en las que se pueden
encontrar dichas raices, no el nimero total de las mismas. De hecho, el segundo teorema
de Gordon y Motzkin va a tratar el nimero de raices que se encuentra en cada clase de
conjugacién y mostrard la facilidad con la que puede suceder que haya infinitas raices.

Teorema 2.1.6 (Gordon-Motzkin, [GM65, p.221]. Sea f € Dz]. Sea I C D el conjunto
de raices de f y sea A una clase de conjugacion de D. Si |['NA| > 2, entonces |I'NA| = oco.

Demostracion. Sean c € I'y o € D tales que ¢ # oco~! € T.
Supongamos que f(z) =Y " ja;z" y consideremos la siguiente ecuacién en y:

flyey™) = anycy '+ +aryey ™ +ap = (apyc” + -+ arye +agy)y ' = 0. (2.1.1)

Notemos que las raices de a,yc" + - - - + a1yc + apy = 0 son las mismas que en salvo
y = 0 y de esta forma se ve facilmente que, si y1,y2 € D son raices de la ecuacién y
z € Cp(c), entonces tanto y; + y2 como yz son raices de la misma.

Notemos ahora que tanto y = 1 como y = ¢ son raices de con lo que obtenemos
que o + z es una rafz ¥z € Cp(c) y por tanto (o + z)c(o + 2)~! serd una rafz de f.
Comprobemos ahora que Vzi, 22 € Cp(c) tales que 21 # z2 se cumple que (o + z1)c(o +
21)7 £ (0 + 22)c(0 + 22) 7L

Supongamos que (o +21)c(o+21) "t = (04 22)c(0 + 22) ! y procedamos por reduccién
al absurdo. Tenemos entonces que 23 := (0 + 22) ' (0 + 21) € Cp(c). De aqui obtenemos
que 0 + 21 = 023 + 2223. Si z3 = 1, inmediatamente obtenemos que z; = zo y llegamos a
un absurdo. Por lo tanto, seguimos bajo la suposicién de z3 # 1. Notemos en este caso que
podemos despejar y obtener o = (2923 — 21)(1 — 23)~!. Pero esto implica que o € Cp(c)
al ser Cp(c) un anillo de divisién (proposicién [1.2.3)), lo cual contradice la hipétesis ¢ #
oco~t. Por lo tanto podemos concluir que los elementos de la forma (o + 2)c(o + z)~! con
z € Cp(c) son todos raices distintas de f. Como por la proposicién sabemos que
Cp(c) es infinito, tenemos que |I' N A| = oo, donde A es la clase de conjugacién de ¢ en
D. O

Corolario 2.1.7. Sea f € D[z] con deg(f) = n. Entonces f tiene, o bien a lo sumo n
raices, o bien infinitas.

Demostracidn. Supongamos que f tiene mds de n raices. Por el teorema[2.1.5sabemos que
esas raices estan repartidas en, a lo sumo n clases de conjugacién, luego por el principio
del palomar, habrd alguna clase con méas de una raiz en ella. Por tanto, por el teorema
tenemos que hay infinitas raices en esa clase de conjugacion. O

2.2. Polinomios generales.

FEn esta seccion definiremos el anillo de polinomios generales sobre un anillo de divisién
y daremos los principales resultados sobre las raices. La idea bésica del anillo de polinomios
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generales, al que denotaremos por D(x), es que la variable x en general no va a conmutar
con los elementos de D (aunque si con los de Z(D)). Por lo tanto, los monomios de D{x)
en lugar de ser de la forma a;z’, serdn de la forma a; 0TA; 1T . . . Qi ;—12a; ;. A continua-
cién vamos a dar una definicién formal de D(x) que respete las siguientes propiedades
“evidentes” que esperamos que cumplan los monomios:

(apz ... xa;)(box ... xb;) = apx ... x(asbo)x . .. xb;. (2.2.1)
apT ... TA;T . .. XAy + aox ... Thix ... xan = aoz ... x(a; + b)) ... Tay,. (2.2.2)
Ve e Z(D), cx = xec. (2.2.3)

Para ello, consideremos el conjunto S := (J;=; D', de todas las secuencias finitas de ele-
mentos de D. Nuestro objetivo es identificar las secuencias (ag, ai,...,a,) € S con los
monomios apxaj - .. Ta,. Empecemos definiendo un producto en S siguiendo las lineas de
la ecuacién es decir, dados dos elementos a,b € S, con a = (a;)1_q y b = (b;)k_:

(lb:((Io,...,an)(bo,...,bk):(ao,...,anbo,...,bk) es.

Como el producto de dos secuencias finitas sigue siendo una secuencia finita, es cerrado
en S. Como ademads es inmediato ver que es asociativo tenemos que S es un semigrupo.

Consideremos el anillo de semigrupo de S, es decir, el conjunto de sumas formales de un
nimero finito de elementos de S, R := {Zfzo Asi|lkeN, AeZ, Vie{0,...,k},s; € S}
Donde VA € Z y Vs € S, definimos:

s+ Aveces 4 o si A > 0;
A-s:= 4 (0), si A =0;
(1) (s+Aveees+5), si A <O,
y, dados s € Sy A\, u € Z, tenemos que A - s+ p-s = (A+ u) - s. Notemos que podemos

ver S como un subconjunto de R identificando, para todo s € S, 1 - s con s.
Definimos * : R X R — R como la aplicaciéon que cumple:

» Va,be SCR,(1-a)x(1-b)=1-(ab).
» Va,b,c€e Ryax(b+c)=axbt+axcy (a+b)xc=a*xc+bxc.

Como * depende del producto definido en S, si no da lugar a confusién, omitiremos el
simbolo. Notemos que (R, +,*) es un anillo, sin embargo, no es el anillo que buscamos,
pues de momento no terminamos de tener las propiedades equivalentes a y

Nota: Es necesario hacer un aparte porque, al ser R un anillo,
usando la propiedad distributiva tenemos un resultado ex-
tremadamente parecido a[2.2.2] que puede llevar a confusion.
En efecto, consideremos los elementos (ag,...,a;,...,an),
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(agy...,bi,...,an) € R que solo se diferencian en la posi-
cion 7. Por como hemos definido el producto en R, tenemos
que podemos escribir ambos elementos como:

(ao ey g1, 1)(&1')(1,(12'4_1, e an), y
(ag...,ai—1,1)(b;)(1, @it+1,...an), respectivamente.
Luego, si aplicamos la propiedad distributiva obtenemos que:

(ao, ey g1, )( )(1,CLZ+1, e an)
+ (QOa y Ai—1, )(bl)(l i1, - - -an)
ap, - y j—1, )((al) ( ))(17a’i+1a"'an)

= (
(ao, cee,Qi—1, 1)(&1 + bi)(].,aiJrl, .. .an)
(ao,...,aieri,...,an),

N *

pues la suma libre que hay en R no tiene (de momento)
ningun tipo de relacién con la suma definida en D, aunque
por familiaridad estemos realizando un abuso de notacién al
representar ambas con el simbolo +; por lo tanto no podemos
afirmar que (a;) + (b;) = (a; + b;).

Para obtener eso vamos a forzar dichas relaciones de la siguiente forma. Consideremos
Vk € Ng y Vi € Ng tal que 0 <4 < k los conjuntos A;  y By, donde:

A ={(agy---,a; +biy ..., ax) — (ag, ..., a4, ...,0
i,k {( 0 ) ) k) ( 0 ) k) (2'2'4)
—(ao,...,bl-,...,ak)|a0,...,ak,b¢ED}.
By, .= {(ag,...,ax) — (coag, ..., crar) | ag,...,ar € D,
k= {(ao k) — (coao kak) | ao K (2.25)

Ccoy...,Cp € Z(D), cpCl - Cp = 1}.
Y definimos el ideal a como el ideal generado por el conjunto:
[e'e) k
U (U Ai,k U Bk> .
k=0 \i=0
Consideremos el anillo cociente R/a y definimos D' := {(ap) + a|ap € D} C R/a.
Proposicién 2.2.1. Se tiene que D' = D.

Demostracion. Consideremos la aplicacién ¢ : D' — D tal que ¢((ag) + a) = ap. Es inme-
diato ver que estd bien definida. Sean ag, by € D. Tenemos que (ag) + a,(by) +a € D'y
ademds se cumple que

o((ag) +a) + o((bo) + a) = ap + bp = w((ag + bp) + a) = <p((a0) + (bo) + Cl),
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pues, en R/a, (ap+bo) = (ao) + (bo), al estar (ag+ bo) — (ag) — (bo) € Ao . Por otro lado,
también se cumple que:

¢((aobo) + a) = agbo = ¢((ao) + a)p((bo) + a).

Luego ¢ es un homomorfismo de anillos. Es inmediato comprobar que, ademas, es biyectivo,
pues ker p = {(0) + a} y Vagp € D, (ap) + a € ¢~ (ap). Luego ¢ es un isomorfismo. O

Debido a esto identificaremos D con D’ y escribiremos los elementos (ag) + a € R/a
simplemente como ag. Por dltimo, definimos x := (1,1) + a. Luego podemos escribir los
elementos (ao,...,a,) +a € R/a como:

(ao,a1,...,an) + a = (ao)(1,1)(ar) -~ (1,1)(an) + a = apzay - - - zay.

Proposicién 2.2.2. Los elementos apx - - - za, € R/a cumplen las propiedades 2.2.
(que reescribimos a continuacion por conveniencia):

1. (apx...za;)(box ... xb;) = apx ... x(aibo)x ... xb;
2. apT...TQT ... Ty + ax ... xbX ... xay = apx ... x(a; + b)) ... Tay,
3. Ye e Z(D), cx = xc.

Demostracion. Sean agx . ..xan, box...xby, € R/ay ¢ € Z(D). Tenemos que

(aox ... xay)(box ... xby) = (ag,...,an)(boy...,bm)+a = (ag,...,anbo,...,by) +a
def. prod.

= apx - Tapbox - - - by,
luego se cumple 1. Por otro lado, tenemos que

agT -+ - TA;T - - Ty, + QT - - - Thx -+ - xay = (a0, ..., Ay ... an) + (a0, ..., biy...;an) +a

A (agy...,a;+biy...,an) +a=apx---x(a; +b;)x- - zay,

por lo que se cumple 2. Por tiltimo, notemos que ¢~ !-c = 1, luego (¢,1) — (¢! -¢,c- 1) +a =
(¢,1) = (1,¢) + a € By. Por lo tanto, tenemos que:

ca::(c,l)—i—a; (L,e)+a=xc.O

1

Proposicién 2.2.3. R/a es un Z(D)-espacio vectorial. Ademds el conjunto
M :={apx---zay |k >0, Vi€ {0,...,k}, a; € D} \ {0} C R/aq,
es un conjunto generador de R/a.

Demostracion. Debido a la proposicién podemos identificar los elementos de Z(D)
como elementos de R/a. De las propiedades de la suma y el producto en R/a se ve inme-
diatamente que es un Z(D)-espacio vectorial.

Por otro lado, como todo elemento v € R/a es una suma finita de elementos de M,
claramente tenemos que spany(p)M = R/a. O
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Proposicién 2.2.4. Sea d € D. Definimos la aplicacion evg : R/a — D:

Va = apz -+ - zay € M, evg(a) = aopd- - - dag, y

k k
Yo = g v, v; € M, evg(v) = g evg(v;).

=0 i=0
Tenemos que evg es una aplicacion lineal bien definida que, ademds, es un homomorfismo
de anillos.

Demostracion. Sabemos que la evaluacion estd bien definida para evy : R — D, donde
evq(ag, ... ,ar) = apd- - - day. Por lo tanto solo nos hace falta ver que a C ker ety para que
al hacer el paso al cociente también esté bien definida.

Sean i,k € Ny a,b,c € R tales que a = (ag,...,a;,...ar), b = (ag,...,bj,...,ar) y
¢ = (ag,...,a; + b;,...ax). Tenemos que

eda(c—a—b) = aod - - d(a;+b;)d - - day—aod - - - dagd - - - dag,—aod - - - dbd - - - day, 0,

prop.:dist.
luego, Vi,k € N, A;, C kerety. Por otro lado, sean k € N, a = (ag,...,a;) y b =
(coao, - - ., crag), con ¢; € Z(D), Vi €{0,...,k}y Hf:o ¢; = 1. Tenemos

k
ta(a — b) = agd - - - day, — coapd - - d - 1-TTe —0,
evg(a —b) = ag ap — Coag CrO; ) ( H}c Jevg(a)

luego, Vk € N, By, C ker ety. Como a estd generado por el conjunto

0o k
U (U Aip U Bk) :
k=0 \i=0

y Vi,k € N A; ,UBj), C ker evy, tendremos que a C ker evq, por tanto evy estd bien definida.
Ademas, evy respeta las sumas de monomios por construccién.

Comprobemos que evg respeta el producto de monomios. Sean agx - - - xay, box - - - by, €
R/a. Tenemos que:

evg(aox - - - xapbox - - - tby) = agd - - - danbod - - - dby,
= (aopd - -day)(bod - - - dby,) = evg(aox - - - Tay)evg(box - - - Tby,).

Notemos ademds que VA € Z(D) C D C R/a, evg(A) = A. Juntando estas dos ultimas
observaciones, tenemos que VA € Z(D) y Va € R/ \ a, evg(Aa) = Aevg(a). Concluyendo asi
que evy es una aplicacion lineal que respeta el producto, por tanto serd un homomorfismo
de anillos. O

El uso de esta notacion, las propiedades que cumple y el hecho de que podamos definir
una evaluacién en D nos justifica en la decisién de referirnos a R/a como el anillo de
polinomios generales.
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Definicién 2.2.5. Llamaremos a R/a anillo de polinomios generales y lo denotaremos
por D(z).

A los elementos apzx - - - za, € M, como ya hemos visto, los llamaremos monomios ge-
nerales y los denotaremos por M, (x) (siendo v un indice genérico). Si M(x) = apzx - - - za,
cumple [[" ja; # 0, diremos entonces que M(z) es de grado n y lo denotaremos por
deg M (z) = n.

Por tltimo, tenemos que todo elemento de D(z) se puede expresar como una suma
finita de monomios generales, f(z) = > | M, (x). A dichos elementos los llamaremos
polinomios generales.

Lema 2.2.6. Sea f € D(z). La aplicacion
evy : D(x) = D(x)
9= 9(f(x)),
es un endomorfismo de anillos.

Demostracion. Sean f,g,h € D(z) con g = gox---xgn,h = hox---zh,;, monomios. Es
inmediato ver que

evi(g+h) = (g+h)(f(x)) = (gox - - xgn + how - xhy)(f(x))
= gof(x) - f(x)gn +hof(x) - f(2)hm = evf(g) + evy(h),

ademds, dado A € Z(D), tenemos que evy(Ag) = Agof(x)--- f(x)gn = Aevs(g). Por tanto,
como respeta las sumas de monomios y el producto por escalares, por la proposicién 2.2.3]
tenemos que evy es una aplicacién lineal entre espacios vectoriales. Si comprobamos que
dados dos monomios cualesquiera g = gox ---xgn,h = hox---xh,, € D(x), evi(gh) =
eve(g)eve(h), tendremos que evy serd un endomorfismo de anillos. En efecto,

evg(gh) = (gox - - xgnhox - - - Thyn ) (f(2)) = (9o f (x) - - f(@)gn)(ho f(z) - - f(2) i)
= evy(g)evy(h),

por lo que, como los monomios generan D(x) y evy respeta tanto la suma como el producto
de monomios, tendremos que Vg,h € D(x), evs(g + h) = eve(g) + eve(h) y evs(gh)

eve(g)evy(h). 5

Definicién 2.2.7. Sean f(z) = > cpM(x) € D(z), donde M es un conjunto de
monomios, e ¢ € N. Llamaremos componente homogénea de grado ¢ al polinomio:

Mi(z):= Y M(x).

MeM
deg M =1

Nota: Hemos definido las componentes homogéneas Vi € N. Note-
mos sin embargo que, como todo polinomio f = Y22 M;(x) €
D(z) esté definido como una suma finita de monomios, In €
N tal que Vi > n, M;(z) = 0.
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Lema 2.2.8. Todo polinomio en D(x) se puede expresar de forma tnica como suma de
componentes homogéneas.

Demostracion. Si D es un cuerpo el resultado es trivialmente cierto, luego supongamos
que es un anillo de divisién no conmutativo. Sean f € D(x) y dos familias de monomios,

M y N, tales que
fl@)y=Y_ M(z)= Y N(a),
Mem NeN

Sean {M;(z)}ien y {Ni(x) }ien las familias de componentes homogéneas asociadas a cada
sumatorio. Tenemos que f(z) = > 2%, M;(z) = 372, N;(x). Veamos que Vi € N, M;(z) =
N;(x). En efecto, notemos que

p(z) = ZPZ- = ZMZ(l') - ZNj(aﬁ) =0.
=0 =0 '

7=0
Ademds, dado A\ € Z(D), para todo monomio de grado k A(x) = apx - --xaj se cumple
ey = AAx) = agAz - - Azay = \FA(x). Sea m € N tal que M;(x) = 0 = N;(z),Vi > m.
Entonces podemos escribir p(z) = Y 1 P;(z). Por lo tanto, sea {\; o C Z(D), distintos
dos a dos (podemos tomarlos porque sabemos que Z(D) es infinito mediante la proposicién
. Tenemos que el sistema de ecuaciones

m

p(Ajz) =Y Pi(\w) =Y NiPi(z) =0, Vje€{0,...,m},
=0

1=0

es un sistema homogéneo compatible determinado, pues la matriz A = (Aé)‘;}izo es una
matriz de Vandermonde y, como \; # \;, Vi # j tenemos que det A # 0, ([Lan02}, p.516]).
Con lo cual tenemos que Vi € {0, ..., m}, P;(z) = 0y por tanto Vi € N, M;(z) = N;(x). O

Definicién 2.2.9. Sea f(z) = >,y Mi(z) € D(x), donde M;(x) es la componente ho-
mogénea de grado i de f. Definimos el grado del polinomio f como el grado de la mayor
componente homogénea no nula, es decir,

deg f = max{i| M;(x) # 0}.
€N
El méaximo existird porque solo habrda un ntmero finito de componentes homogéneas no
nulas, por tanto deg f estd bien definido.

Definicion 2.2.10. Como en la construccién anterior solo hemos usado que D es un anillo
unitario, definimos el anillo de polinomios generales en n variables

D{(xy,...,xn) == D(x1,...,2p_1){Tn),
con el grado, evaluacién, etc. definidos de forma andloga al caso de una sola variable.

Definicién 2.2.11. Sean d € Dy f € D(z). Diremos que d es una raiz de f si f(d) :=

eva(f) = 0.
Al conjunto de raices de f en D lo denotaremos N(f) ={d € D| f(d) = 0}.
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A continuacién vamos a estudiar qué propiedades tienen las raices de los polinomios
generales en el caso de que D sea centralmente finito, es decir, cuando [D : Z(D)] = d < oo,
lo cual nos permite simplificar la cuestién explotando la estructura de espacio vectorial de
D mediante el dlgebra lineal.

Definicién 2.2.12. Sea B = {1 = ej,e,...,¢eq} una Z(D)-base de D. Entendemos la
como un elemento genérico de D y trabajamos con sus coordenadas genéricas: x = £1e1 +
<-4 &geq. Sea f € D(x), descomponiendo también cada coeficiente en sus coordenadas,
evaluando en x € D y operando y agrupando convenientemente, podemos escribir f(z) =

filr, ..., &)er + -+ fa(&r, ..., &)eq, donde f; € Z(D)[1, . .., &y]. Definimos

d
®:D(x) — A= Z(D)[¢,. .., Lales
. =1
f = ZfZ(gla cee 7€d)eia

i=1

donde los f; son los definidos anteriormente.

Nota: Es importante resaltar que si deg f = n, para todo i deg f; <
n. En efecto, como deg f = n, cada monomio va a tener,
como mucho, n apariciones de z. Por lo tanto, al sustituir
por las coordenadas y aplicar la propiedad distributiva, en
cada sumando parecera un producto de a lo sumo n variables
Xi, coni € {1,...,d}.

Antes de dar el primer resultado (J[GM65, Teorema 6]) es importante explicar que,
a nuestro juicio, Gordon y Motzkin no fueron lo suficientemente rigurosos pues tratan
en todo momento como si A fuese un subanillo de D(x) sin demostrarlo. De hecho, este
primer resultado, lo que en esencia demuestra, es que existe una aplicacién, ® : D(z) —
A = @?:1 Z(D)[&1, - -, &4)ei, que es sobreyectiva y respeta las evaluaciones. Por ello,
vamos a actualizar el enunciado y la demostracién intentando ser mas rigurosos. Una
vez demostrado, podremos ver las ecuaciones f(z) = 0, como un sistema de ecuaciones
en varias variables f;(&1,...,&4) =0, Vi € {1,...,d}. Aunque a priori pueda parecer que
hemos complicado el problema, al tener mas ecuaciones y més variables, notemos que los f;
son polinomios conmutativos en varias variables pues Z(D) es un cuerpo, permitiéndonos
asi usar resultados conocidos de dlgebra conmutativa.
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Nota: De ahora en adelante, a menos que se diga lo contrario,
vamos a usar B siempre como base.

Teorema 2.2.13 ([GM65, p.222]). La aplicacion ® es sobreyectiva y respeta las evalua-
ciones, entendiendo esto ultimo como

d

fla)=(f)(a) = filas,...,aq)e;, Va € D,

i=1
donde a = are1 + - - - + aqeq.

Para dar la demostracion necesitaremos dos resultados de Jacobson ([Jac64, p.32]) que
no demostraremos en este trabajo por salirse del &mbito del mismo.

Definicion 2.2.14. Sea V un D-espacio vectorial por la izquierda, siendo D un anillo de
divisién. Diremos que un conjunto X de endomorfismos lineales de V' es k-veces transitivo
si y solo si, para cualquier conjunto de vectores linealmente independientes {v1,...,v;}
con ¢ < k se cumple que para i vectores cualesquiera wi, ..., w; existe un endomorfismo
f € X tal que f(vj) = wj, para todo j € {1,...,i}.

Teorema 2.2.15 (Teorema de densidad de Jacobson). Sea D un anillo de division, V un
D-espacio vectorial y L(V') el conjunto de endomorfismos lineales de V. Sea R C L tal
que R es un anillo y es 2-transitivo. Entonces R es denso en L(V') con la topologia finita
de L(V).

Corolario 2.2.16. Sea V un D-espacio vectorial con dimp V =n < co. Sea R un anillo
de endomorfismos lineales de V' denso en L(V'). Entonces R = L(V).

Demostracién del teorema[2.2.13. Como cada polinomio viene determinado de forma 1ini-
ca por sus componentes homogéneas es inmediato ver que ® estd bien definida. Veamos
ahora que es sobreyectiva.

Sea v = "% | fi(€1,...,E)ei € DL, Z(D)[€1,. .., Eqlei. Veamos que 3f € D(z) tal
que ®(f) =wv. Sid =1, tenemos que D = Z(D) y D(z) = Z(D)[z] = Z(D)[&1] = A, con
®(x) = &1, por lo que la conclusién es trivialmente cierta. Asumamos ahora que d > 1. Para
demostrarlo, basta con probar que si todos los f; son homogéneos de grado n, podemos
encontrar un polinomio f € D(z) homogéneo de grado n tal que ®(f) = ), fie;, pues
para el caso general basta con separar los f; en sus componentes homogéneas, aplicar el
caso homogéneo y sumar los polinomios resultantes.

Sin = 1, tenemos que los f; son de la forma f;(&1,...,&q) = Z;-lzl o€ con oy € Z(D).

De esta forma, f(A1,...,\q) = Zgzo eV, ) fil61s - &a) - € para (A1,...,Aq) €
Z(D)? define un homomorfismo lineal de Z(D)? en D. Ademds, como D es un Z(D)-
espacio vectorial de dimensién d tenemos que, una vez fijada la base B, existe un iso-
morfismo lineal ¢ : D — Z(D)? definido por ¢(e;) := (5”,);1:0’ donde §;; es la delta de
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Kronecker. Por tanto § := f o es un endomorfismo lineal de D. Ahora lo que queremos ver
es que existe un polinomio homogéneo f(z) € D{(x) de grado 1 tal que Vd € D, f(d) = f(d).

Sea R C D(z) el conjunto de polinomios homogéneos de grado 1. Estos polinomios son
de la forma f(z) =) a,xb,, con a,,b, € D. Como tanto la suma, como la composicién
de endomorfismos lineales es un endomorfismo lineal, (R, +,0) es un anillo. Veamos ahora
que R es 2-transitivo.

Sean a,b € D linealmente independientes y ¢, d € D dos elementos cualesquiera. Como
a,b € D, tenemos que ab # 0. Ademéas ab~! ¢ Z(D). Pues, en caso contrario tendriamos
que (—=1) -a+ (ab™') - b = —a + a = 0, lo cual contradice la hipdtesis de que a y b
son linealmente independientes. Por tanto, existe al menos un elemento r € D tal que
s :=rab™' —ab™'r £ 0yt :=balr' —r~lba=! # 0. Con ello podemos definir el
siguiente polinomio:

g(x) = (rab™ ! —zb 1r)s e+ (za T — T lza it N,

que cumple que g define un endomorfismo lineal con g(a) = ¢ y g(b) = d. Por tanto, R es
2-transitivo y por R es denso en L£(D). Ademads, como [D : Z(D)] = d < oo, por
el corolario tenemos que R = L£(D), pero recordemos que § € L(D), luego existird
un polinomio homogéneo de grado 1, f(z) € R, tal que, ®(f) = Zgzl fi(&,...,&)ei, con
f(d) = f(d) para todo d € D.

Para estudiar el caso de n > 1, que ya no es lineal, vamos a trabajar con polinomios
de n variables, para conseguir linealidad en cada una de ellas. Sea D{(x1,...,x,) el anillo
de polinomios en n variables. Diremos que un polinomio p(z1,...,zy,) € D(z1,...,zy) €s
multilineal si p es homogéneo y, para todo 1 < i < n, p es lineal con respecto a x; dejando
el resto de variables fijas.

Siguiendo la misma estrategia que anteriormente, expresamos las variables {x;}} ;
como n elementos generales de D con coordenadas genéricas en la Z(D)-base B, obteniendo
que Vi x; = Z?:1 &ije;. De esta forma, si expresamos los coeficientes de p en coordenadas,
operamos y agrupamos convenientemente obtenemos que:

d
p(xlv o 7$n) — Zpi(glla o >£1d7 cee 7£nd)ez"
i=1

Es fécil comprobar que si p(x1,...,x,) es multilineal entonces, para todo i, los polino-
mios p; (€11, - - -, &na) son lineales en cada conjunto de variables {£;1, ..., &;q}. En efecto, sip
es multilineal, serd de la forma p(z1,...,2n) = Y_, @u0Te(1) '+ Tokytvk, con 1 <k <nyo
una permutacién de {1,...,n}. Tomemos uno de esos sumandos cualquiera y expresémoslo
en términos de las coordenadas con respecto a la base {e;}%_;.

AT (1) -+ Ttk =(oe1 + -+ + algea) Coyrer + -+ + Eo1yaea) - -+
(omrer + o+ Eopyaea) (apper + - + alreq),

lo que, como antes, nos define una aplicaciéon

d

O Dy an) = Ap = D Z(D)[én1, .., Endl-
=1
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Notemos que, al aplicar la propiedad distributiva, las variables {£;1, ..., &;q} no interactian
entre si, cayendo en sumandos distintos, lo cual inmediatamente nos lleva a que, una vez
agrupemos los sumandos en los p;, cada p; va a ser lineal en cada conjunto de variables

{gjla cee 7§jd}'

Nota: De ahora en adelante, cometeremos un pequeno abuso de
notacién y como cada variable x; tiene asociadas las d va-
riables {fjk}izl, en vez de decir el polinomio p;(&11, - .. ,&nd)
es lineal en cada conjunto de variables {&j1,...,&;q}, dire-
mos simplemente que el polinomio p; es multilineal.

A continuacién comprobaremos que dados d polinomios multilineales pi,...,pq €
Z(D)[&11, - - - €nd), siempre podremos encontrar un polinomio multilineal p(x1,...,x,) €
D(z1,...,x,) tal que ®,(p) = > pie;. Para ello sean gx (k1 ..., &ka) € Z(D)[Ek1, - - - Ekd)
con k =1,...,n polinomios homogéneos de grado 1. Aplicando lo demostrado en el caso
n = 1, y abusando de la notaciéon con respecto a los nombres de las variables, a los poli-
nomios gie;, ga€i, - .., gne1 (con 1 < i < d fijo), existirdn polinomios homogéneos de grado
1, hi(zg) € D{(zy), tales que ®(hi(z1)) = qre; v, si 1 < k < n, ®(hg(xr)) = grer = gi-

Notemos ahora dos cosas. La primera es que H?:1 ®(hj) = g1 - gne;. La segunda es
que, al ser p; multilineal, sus sumandos van a ser de la forma g¢; - - - g,. Juntando estas
dos observaciones obtenemos que p;e; se podrd expresar como una suma de elementos
de la forma ®(hi(x1))--- ®(hy(zy,)). Aplicando este proceso para cada 1 < i < d se
sigue inmediatamente que podemos encontrar un polinomio p € D(zy,...,x,) tal que
O, (p(z1,...,2,)) = Z?:l pi€;. Ademds, como los polinomios hy(zx) que hemos construido
son homogéneos de grado 1, p serd multilineal.

Para finalizar la demostracién lo tinico que nos queda por hacer es notar que, dados
fi(&1,..., &) € Z(D)[&1, - .., &q] homogéneos de grado menor o igual a n, mediante pola-
rizacién podemos construir polinomios p; € Z(D)[€11,&12, - - -, &na] multilineales tales que,
Vie{l,...,d} fi = pikﬂ:.‘.:@.n:&. Por lo tanto, con lo visto anteriormente, obtenemos

vje{l,...,n}
un polinomio multilineal en n variables, p € D(xy,...,x,) tal que ®,(p) = Z‘ij:l Di€;.
Por ltimo, definimos f(x) := p(z,...,z) € D(x) y, por construccién, tenemos que f es
homogéneo de grado < ny ®(f) = 2?21 fi€i.

Por tanto hemos visto que, dado cualquier elemento f € A, existe un elemento f € D(x)
tal que f = ®(f). Ademas, en la construccion se ha visto que respeta las evaluaciones. [

Estos resultados técnicos nos van a permitir demostrar dos teoremas que, en esencia,
nos van a decir que dado un n € N vamos a poder encontrar polinomios f € D(z) con
deg f = n con cualquier ntimero de raices entre 0 y n¢, donde d := [D : Z(D)].

Teorema 2.2.17 (Gordon-Motzkin, |GM65|, p.223]). Sea K un cuerpo infinito y sean
{ni1,...,ng} CN. Sea h € N tal que 1 < h <mning---ng. Ezisten d polinomios f1,..., fq €
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K&, ..., &4 con deg f; = n; tales que el sistema Vi € {1,...,d}, fi(&1,...,&q) = 0 tiene
exactamente h soluciones.
Ademds, si d > 1, también se cumple para h = 0.

Demostracion. Vamos a demostrarlo mediante induccién sobre d y, teniendo la d fija, sobre
5= Zle n;. Notemos que como Vi, n; > 0, en particular s > d. Ademads, vamos a probar
un resultado mas fuerte del que nos exige el teorema, al resultar més sencillo de demostrar,
que es que podemos tomar los f; como producto de polinomios lineales que cumplen que,

si tomamos p; un factor lineal de f; para cada i € {1,...,d} entonces el conjunto {pi}?zl
es K-linealmente independiente.
Empecemos estudiando el caso d = 1. Tomemos h elementos distintos ayq,...,ap € K.

Tenemos que el polinomio f;(£1) = (& — a1)™ "€ — ag)--- (&1 — ay,) es de grado ng
y tiene exactamente h raices, luego la ecuacién f; = 0 tiene h soluciones.

Si d > 1, empecemos probando el caso s =d <= n; =ng =--- =ng = 1. En este
caso la condicién del teorema es 0 < h < 1. Si h = 1, basta con tomar los polinomios
fi = &. Estos polinomios son de la forma que buscamos y la Unica solucién al sistema
fi=0,Vies & = --- =&; = 0. Por otro lado, si h = 0, nos basta con tomar f; = &,
fo=&+1yVi>2 f; =¢&. Notemos que los polinomios f; siguen siendo linealmente
independientes y, ademas, fi =0 <= & =0, perosi & =0, fo # 0, luego el sistema no
tiene solucién.

Supongamos ahora que el teorema se cumple para todos los conjuntos {my,...,m.} C
Nsic < dy,sic=d, para todos los conjuntos {m1,...,mg} C Nsi Zle m; < s. Podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que n; > 1, pues podriamos reordenar las variables.

Por hipétesis de induccién, el teorema es cierto para el conjunto {n; — 1,ng,...,n4},
luego, dado 0 < h < (ny — 1)ng---ng podemos encontrar polinomios g; € K[, ...,&4]
que cumplen el teorema. En particular, como degg; = ny — 1, tomemos p € K[&1, ..., &)
un factor de g, tenemos que el sistema formado por los polinomios f; = pg; y, para todo
1 > 2, fi = g; también tiene h soluciones, estd formado por polinomios que son producto
de factores lineales pero ademds cumple que Vi > 1, deg f; = n;.

Luego nos queda estudiar el caso en el que (n; — 1)ng---ng < h < njng---ng. Para
ello notemos que podemos expresar h = (n; — 1)ng---ng+ k, con 1 < k < ng---ngy.

Sin embargo, el conjunto {ns,...,ng} cumple las hipétesis de induccién, luego podemos
encontrar d — 1 polinomios ¢a,...,gq4 € K[£2,...,&] tales que Vi > 2, deg g; = n;, todos
ellos estan formados por factores lineales, g; = pi1pi2 - - - Pin,, €l conjunto {paj,,...,p4,}

es linealmente independiente para cualquier combinacion de factores lineales escogidos y
el sistema Vi > 2, g; = 0 tiene exactamente k soluciones.

La idea de la demostracién es, en base a los g; € K[&2,...&y] construir d polinomios,
fi,., fa € K[&1,... &) del grado necesario que sean producto de los factores lineales
apropiados para obtener las h soluciones al sistema. La ventaja de intentar la condicion
mas fuerte de que todos los polinomios involucrados sean producto de factores lineales
es que, al ser la evaluacién un homomorfismo, podemos ir buscando las soluciones de
forma combinatoria, en base a qué factores anulan. Para ello consideremos los siguientes
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polinomios:

=& ]G +py).
=2

g

fi= H(Oéz‘j&‘ +pij), Vi > 2.

j=1
Donde f;, a5 € Ky p1j € K[&2,...,&4] son elementos a determinar para que se cumpla
que:
1. El conjunto {q1, ..., q4}, donde g; es factor lineal de f;, es linealmente independiente.

2. El sistema f; = 0, Vi tiene exactamente h soluciones.

Las otras dos condiciones no hace falta demostrarlas pues, por construccién, los f; ya son
producto de factores lineales y tienen grado n;, respectivamente. Empecemos probando la
independencia lineal. Para ello estudiaremos en dos casos separados.

Empecemos suponiendo que el factor lineal escogido para el polinomio fi es ¢ = &;.
Tenemos que probar que, independientemente de qué factores lineales g; escojamos, :

M+ X+ F+ A =0 <= A =---=X3=0.

Notemos que los ¢;, con ¢ > 2, son de la forma ¢; = «;;& + pij, para algin j € {1,...,n;}.
Como los p;; son polinomios en &3, ..., &y, no se van a cancelar con los términos que tienen
&1, luego se tienen que cancelar entre ellos. Sin embargo, por hipdtesis, tenemos que son
linealmente independientes, luego la tinica forma de que se anulen es si Ao = --- = Ay = 0.
Pero eso nos lleva a que A\1&; = 0 y por tanto también tenemos que A; = 0.

Notemos que el conjunto de polinomios lineales p € K|[s, . .., &y] es un espacio vectorial
generado por {1,&,...,&;} como base, luego es de dimensién d. Esto nos va a permitir
escoger los p1; de tal manera que el conjunto siga siendo linealmente independiente, inde-
pendientemente de cudles sean los polinomios p;;, para todo i > 2. En efecto, cada conjunto
{pz‘li}fZQ genera un subespacio de dimensién d—1 (al ser linealmente independientes) y solo
hay un nimero finito de dichos subespacios que podemos formar, por tanto basta con coger
n1 — 1 polinomios fuera de dichos subespacios. Por tanto, siguiendo un razonamiento simi-
lar a cuando g1 = 1, tenemos que los polinomios 3;&1 + p1j, 02,61 + D2jss - - - > A, 61 + Dajy
son linealmente independientes al serlo el conjunto {piji}%i:l-

Ademas, si tomamos los coeficientes de los polinomios {piji}?zl, al ser estos linealmente
independientes, tendremos que es una matriz de d filas y d— 1 columnas de rango méaximo,
es decir, rango d — 1. Al estudiar los coeficientes de los factores ¢;, estamos anadiendo la
columna de los & y como el rango de la matriz anterior es d — 1 y tiene d filas, al anadir
una columna podemos aumentar el rango hasta rango d. Con un razonamiento similar al
anterior, podemos escoger los 5 y los a de tal forma que ninguna combinacion de ellos
caiga en la union finita de subespacios d — 1 dimensionales independientemente de los
factores lineales escogidos. De esta forma, nos aseguramos de que la matriz del sistema
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lineal ¢; = 0,Vi € {1,...,d} es cuadrada y de rango méximo. Por tanto, el sistema va
a tener una unica solucién para cada eleccién de los ¢;. Ademads, siguiendo una vez mads
el razonamiento de evitar un numero finito de subespacios, podemos escoger las a y 3
asegurandonos de que no haya d + 1 factores lineales de los f; tales que el sistema lineal
que formen tenga solucién. Lo cual lleva inmediatamente a que todas las soluciones tunicas
encontradas para cada posible eleccién de los g; son distintas entre si.

Ahora, notemos que para que se cumpla nuestro sistema de ecuaciones polinémicas,
fi = 0,V2, al menos uno de los factores lineales, ¢;, de cada polinomio, f; se tiene que
anular. Si el factor anulado ¢; # &1, ya hemos visto que va a haber tantas soluciones como
posibles elecciones haya para cada g;, pero ese niimero es n;, Vi > 2 y ny — 1 para q;. Por
tanto el nimero de soluciones en este caso es (ny—1)ngy - - - ng. Por otro lado, si ¢y = & =0,
tenemos que f;(0,&2,...,&4) = gi, Vi > 2. Por hipdtesis, ese sistema tenia k soluciones. Con
todo ello concluimos que el sistema de ecuaciones polinémicas f; = 0, Vi tiene exactamente
(n1 — 1)ng - - -ng + k soluciones. Por definicién, ese nimero es exactamente h, quedando
asi demostrado el teorema. O

Corolario 2.2.18 (Gordon-Motzkin, [GM65, p.225]). Sea D un anillo de division no
conmutativo centralmente finito con [D : Z(D)] =d < co. Dados n > 1 y h € N tales que
h < n?. Existe un polinomio f € D{x) con deg f =n y exactamente h raices.

Demostracion. Vamos a comprobar que este teorema es un caso concreto del teorema
anterior. Primero notemos que Z(D) es necesariamente un cuerpo infinito, pues de no
serlo, como [D : Z(D)] < oo, D también serfa finito y, por el teorema[L.2.8] un cuerpo; sin
embargo, estamos suponiendo que D es no conmutativo. Por tanto, por el teorema anterior
, tomando K = Z(D) y ng =ng =+ = ng = n, como d > 1, tenemos que para
cada 0 < h < n? podemos encontrar d polinomios f; € Z(D)[¢1,...,&,], con deg fi = n,
tales que el sistema de ecuaciones que forman tiene exactamente h soluciones. Por el
teorema tenemos que dichos f; nos determinan un f € D(z) tal que f = Zgzl fiei,
con deg f < n y cada solucién del sistema, A1,...,A\g € Z(D), nos determina de forma
unica un elemento ay = Aje; + -+ + Ageg € D con f(ay) = Z?Zl fild, ..., Ag)ei = 0.
Como hemos visto anteriormente, dicho sistema tiene exactamente A soluciones, luego f
tendra h raices. O

Nota: Notemos que, en particular, este corolario nos dice que un
anillo de divisién centralmente finito no puede ser algebrai-
camente cerrado para los polinomios generales.
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Capitulo 3

Polinomios sobre cuaternios.

A lo largo del trabajo hemos estado estudiando los anillos de divisién y los polinomios
definidos sobre ellos de forma general. En cambio, cerraremos el trabajo tomando como
caso concreto a los cuaternios. La primera seccién tratard de una introduccién a las pro-
piedades bésicas que tienen los cuaternios; en la segunda veremos, mediante los teoremas
de Niven y Baer, que para los polinomios a izquierda “esencialmente” el tinico anillo de
division centralmente finito y algebraicamente cerrado que existe es el de los cuaternios;
en la tercera desarrollaremos el método de Janovska-Opfer para el calculo de raices de
estos polinomios; y en la cuarta daremos la clasificacién que dieron Janovskd y Opfer para
las raices de un subconjunto de los polinomios generales para los cuaternios.

3.1. Introduccion a los cuaternios.

Unos de los ejemplos de anillos de divisién no conmutativos méas reconocidos son los
cuaternios. El concepto de cuaternio fue introducido por William Rowan Hamilton en 1844
[Ham44] donde buscaba generalizar al espacio tridimensional la representacién geométrica
del plano modelada por los niimeros complejos. Usando notacién moderna, Hamilton los
definio de la siguiente manera. Tomemos el R-espacio vectorial H = R1+Ri+Rj+Rk donde
{1,4,7,k} son linealmente independientes, 1 es la unidad de R y definimos el producto de
Hamilton en base a las siguientes normas que afectan a la base {1,14,7,k} y a los escalares
AEeR:

= VAER, Xi =i\, Aj = jAy Mk = kA
w 2=2 =k =—1.
wij=k,jk=iyki=j.

v ji=—k, kj=—ieik=—j.

Con estas normas, dados dos elementos, v = a + bi + ¢j + dk,v' =d +bi+j+dk €
H cualesquiera definimos su producto siguiendo la propiedad distributiva y las normas
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anteriores:
(a+bi+cj+dk)(d +Vi+dj+dk)=ad +abi+adj+adk+ a'bi
+bb'i% 4+ bij + bd'ik + d'cj + Veji + e’ j? + ed'jk
+d'dk + b'dki + dkj + dd'k?
= (ad' —bb' —ccd —dd') + (ab' + a'b+ cd — ' d)i
+ (ad —bd' +d'c+b'd)j+ (ad + b —b'c+da' )k € H.
Con esto es inmediato ver que H con la suma componente a componente y el producto
de Hamilton forman un anillo no conmutativo, pues las unidades imaginarias, 7,7 y k,
son anticonmutativas. Para ver que, ademds, forma un anillo de divisién, definimos el

conjugado de v = a + bi + ¢j + dk como v = a — bi — ¢j — dk. Es inmediato probar que
0<w=a?>+b+c+d’>cRylaigualdad sedasiysolosia =b=c=d=0. A

la raiz cuadrada de este elemento la denominamos norma y se denota por |v]| = vvo.
Ahora, sea 0 # v € H. Como ||v| # 0, podemos definir v=! := Mo+ Es inmediato ver que

vo~t =1 =v"tv, por lo que H es un anillo de divisién no conmutativo.

Completemos ahora la definicion de norma, conjugado e inverso con otras dos defini-
ciones bastante ttiles a la hora de trabajar con cuaternios y veamos unas propiedades al
respecto.

Definiciéon 3.1.1. Sea a = a1 + a2i + a3j + a4k € H un cuaternio.
» Llamaremos parte real de a a R(a) = a; € R.

» Llamaremos parte imaginaria de a a Z(a) = ay € R.

Nota: Dado a = a1 + agi + asj + a4k € H, lo habitual es definir
Z(a) = a2t + agj + ask, en este trabajo hemos tomado la
decisién de usar la definicién anterior, introducida por Ja-
novskd y Opfer en [JO10a], pues va a resultar muy ttil a la
hora de desarrollar su teoria en las siguientes secciones.

Proposicién 3.1.2. Sean a,b € H. Se cumple que R(ab) = R(ba)

Demostracion. Se sigue inmediatamente de aplicar el producto de Hamilton, pues:
R(ab) = a1by + azby + agbs + asby = R(ba) L]
Proposicién 3.1.3. Sean a,b € H. Tenemos que ab = ba.

Demostracion. Usando el producto de Hamilton por un lado obtenemos que:

ab =(a1by + agby + asbs + asbs) — (a1ba + agby + asby — agbs)i
— (a1bg — agbs + asby + asb2)j — (a1bs + azbs — asba + asby)k.
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Mientras que por el otro:

ba =(a1by + agbs + asbs + asby) + (—brag — baay + bgay — byaz)i
+ (=bras — baag — bzay + bgaz)j + (—brag + baasz — bgas — byay)k

Reordenando factores y sacando un (—1) factor comin en los términos en i,j y k es
inmediato ver que ambos productos son iguales. ]

Proposiciéon 3.1.4. Sean a,b € H. Tenemos que:
[labl| = [|ball = llall [[o]]

Demostracién. Como Va € H, |la|| € R, basta con demostrar que ||ab|| = ||a|| ||b]| y aplicar
conmutatividad.

labll = Vabab_=_ \/a(vb)a \/aa\/ﬁzuan b. O

Proposicion 3.1.5. Sean x,y € H. Tenemos que:
Ty + gz = 2R (zy).
Demostracion. Aplicando el producto de Hamilton es facil observar lo siguiente:
= R(zy) = R(yz) y
= Ty — R(Ty) = — (yz — R(yz)).
De estas dos observaciones se sigue inmediatamente el resultado. O

Si sustituimos R por cualquier cuerpo F, podemos generalizar este concepto al de dlgebra
de cuaternios, aunque este dlgebra, en general, no serd un anillo de divisién. Sin embargo,
en el caso concreto de que estemos trabajando con un cuerpo real cerrado, R, el algebra
de los cuaternios resultante si serd un anillo de divisién. Empecemos con la definicién.

Definicién 3.1.6 (Cuerpo real cerrado). Un cuerpo real cerrado, R, es un cuerpo en el
que se cumple cualquiera de las siguientes propiedades equivalentes:

1. R es un cuerpo ordenado en el que se cumple que para todo a > 0 existe existe b € R
tal que a = b% y que todo polinomio f € R[x| de grado impar tiene al menos una
raiz en R.

2. R no es algebraicamente cerrado pero su clausura algebraica es una extension finita.
3. R no es algebraicamente cerrado pero R (v/—1) = R[] sf lo es.

4. R satisface las mismas sentencias de primer orden que los reales. En cuyo caso
diremos que R es elementalmente equivalente a R.
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Nota: Es importante resaltar que se suelen definir los cuerpos
reales cerrados mediante la primera propiedad, después se
demuestra que esos cuerpos son elementalmente equivalen-
tes a los reales y de ahi se deducen las otras dos equivalen-
cias. Dicha demostracién excede los objetivos del trabajo.
Sin embargo, vamos a dar en el apéndice [A]la idea bésica de
por qué los cuerpos real cerrados son elementalmente equi-
valentes a los reales siguiendo los resultados de [TZ12] sin
dar demostraciones.

Definicién 3.1.7. Sea R un cuerpo real cerrado. Definimos el dlgebra de cuaternios sobre
R como el R-espacio vectorial, H := R1+ Ri+ Rj + Rk, donde {1,4, j, k} con el producto
de Hamilton.

Proposicion 3.1.8. Sea R un cuerpo real cerrado y H su dlgebra de cuaternios. Entonces
H es un anillo de division no conmutativo.

Demostracion. Como R es un cuerpo ordenado, Va € R, a®> > 0y > a? =0 <= Vi, a; =
0. Por tanto, dado v = a + bi + ¢j + dk € H \ {0} podemos definir el conjugado 7 =
a—bi —cj —dk y la norma ||v| = v/vD, que est4 bien definida pues a® + b% + ¢ + d% > 0.
Por tanto, definimos v=! = ﬁ y es inmediato comprobar que vo™t =1 = v 1w, O

Nota: Como tanto el producto, como la norma, como el inverso
estan definidos de la misma forma para el dlgebra de cua-
ternios H sobre R que para los cuaternios de Hamilton H,
tenemos que todos los resultados de esta seccién tienen su
analogo para H.

3.2. Clausura algebraica de los polinomios a izquierda.

En esta seccién daremos la caracterizacién de los anillos de divisién algebraicamente
cerrados para polinomios a izquierda (resp. polinomios a derecha) demostrada por Niven
en |[Niv41], apoyandonos en las demostraciones actualizadas y simplificadas expuestas por
Lam en |[Lam01]. Empecemos definiendo qué entendemos como anillo de divisién algebrai-
camente cerrado.

Definicion 3.2.1. Sea D un anillo de divisién. Diremos que D es algebraicamente cerrado
a derecha si todo polinomio, f(z) € D[z], tiene al menos una raiz a derecha en D.

Notemos que por el teorema esta afirmacién es equivalente a decir que f(x)
descompone como producto de factores lineales.
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Podemos definir de forma anéloga el concepto de algebraicamente cerrado a izquierda
con polinomios f(z) € [z]D, raices a izquierda y el equivalente al teorema [2.1.3] para
polinomios a derecha. Si D es algebraicamente cerrado a derecha y a izquierda, diremos
que D es algebraicamente cerrado.

Teorema 3.2.2 (Niven-Jacobson, [Lam01}, p.255]. Sea R un cuerpo real cerrado y D el
anillo de division de cuaternios sobre R. Entonces D es algebraicamente cerrado.

Demostracion. Consideremos la aplicacién ¢ : D — D; ¢(q) = q. Es inmediato que
VA € R, p(Aq) = Ap(q). Tomemos ahora dos elementos ¢ = a + bi + ¢j +dk,r = a’' +b'i +
dj+d'k € D. Notemos que:

o) +e(r)=a—bi—cj—dk+d —-bi—cj—dk
=(a+d)—(b+V)i—(c+)j—(d+d)k=p(g+T).

Por otro lado, tenemos que:

o(r)pla) = (a' — i — ¢ — d'k)(a — bi — cj — k)
=(da—-Vb—cdec—dd)+ (—db—ba+cd—dc)i
+ (—d'c—bd—da+db)j+ (—d'd+Vec—b—da)k
=(ad' —bb' —cc —dd') — (ab' + a'b+ cd — d)i
—(ad = bd' +d'c+Vd)j — (ad + b —b'c+da' )k = p(qr).

Luego ¢ es un anti-isomorfismo R-lineal que deja fijo a R.

Es inmediato extender ¢ a D[z] mediante la conjugacién de los coeficientes. Es decir,
dado f = 3" g.2" € D[], definimos f = " g-2" € D[z]. Notemos que, de forma andloga a
como lo hemos demostrado anteriormente en la proposicién tenemos que fg =gf vy,
en particular, ff = ff = ff. Como la conjugacién deja fijo a ff, tenemos que ff € R[z].

Con estos preliminares demostrados, procederemos a demostrar que f tiene al menos
una raiz mediante induccién sobre su grado.

Si deg f = 1, tenemos que f = qz +r, con g # 0, luego = = —g es claramente una raiz

de f. Supongamos ahora que deg f = n > 2. Tenfamos que ff € R[z]. Como R es real
cerrado, R(i) es algebraicamente cerrado y por tanto 3o € R(i) C D raiz de ff.

Por el lema o bien « es una raiz de f, en cuyo caso hemos terminado, o bien
$ € D, elemento conjugado de «, es una raiz de f. Es decir, Y r_0 @B = 0. Conjugando
a ambos lados de la ecuacién, obtenemos que Yy ., B¢ = 0. Luego 3 es una raiz a
izquierda de f. Usando el andlogo del teorema para raices a izquierda, tenemos que
f(z) = (x — B)g(x) con g € D[x] y degg = n — 1. Por hipétesis de induccién, existe
v € D, tal que g(7y) = 0. Por el teorema [2.1.3| 3h € D[z] tal que g(z) = h(z)(z — ), luego
f(z) = (x — B)h(x)(z — ) y volviendo a aplicar el teorema Vemos que -y es una raiz
(a derecha) de f(x). Por tanto D es algebraicamente cerrado a derecha.

De forma anéloga, usando en cada caso los teoremas “complementarios” cuando se
hace referencia a raices a izquierda o a derecha, se demuestra que D es algebraicamente
cerrado a izquierda y por tanto, algebraicamente cerrado. ]
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Para la demostracion del reciproco del teorema necesitaremos una versiéon generalizada
del teorema de Frobenius extraida de [Breld]|, que a su vez necesitard de varios lemas
técnicos. Para estos lemas y el teorema de Frobenius denotaremos por R un cuerpo real
cerrado y por D una R-algebra de divisiéon con dimg D = n < oo.

Lema 3.2.3. Para todo d € D existe A € R tal que d*> + \d € R.

Demostracion. Como dimg D = n, el conjunto {1,d,...,d"} es linealmente dependiente.
Es decir, podemos afirmar que existe un polinomio ménico f € Rz] tal que f(a) = 0.
Como RJi] es la clausura algebraica de R, tenemos que todo polinomio en R[z| va a
descomponer en un producto de factores de grado 1 o grado 2, es decir:

fl@)=(z—a1)- (¢ = am)(@® + bz + 1) (@ + bz + )

Como D es un algebra de division, en particular no hay divisores de cero. Por tanto, como
f(a) =0, Fi tal que, o bien & = a; € R o bien o + bja = —¢; € R. En ambos casos se
cumple la conclusion. ]

Lema 3.2.4. El conjunto V = {v € D|v? € R,v?> <0} es un subespacio vectorial de D y
D=RaV.

Demostracion. Es inmediato ver que RNV = {0}, pues Va € R,a®> > 0; y que V es
cerrado por multiplicacién de escalares, pues siv € V .y A € R, como A2 > 0y v? < 0,
(Av)? = A202 <0, por tanto \v € V.

A continuacién veamos que dados u,v € V, u+ v € V. Al estar trabajando en es-
pacios vectoriales, podemos asumir sin pérdida de generalidad que wu,v son linealmen-
te independientes. Comprobemos que {u,v,1} es un conjunto linealmente independiente
mediante reduccion al absurdo. Si fuesen linealmente dependientes, existirfan A\, u € R
tales que 1 + Au = pv. Elevando ambos lados de la igualdad al cuadrado obtenemos
1+ Au? + 2 u = 202, lo cual obligarfa a que 2\u € R, pero esto es solo posible si
y solo si A = 0, pues 2A\u € V 'y VN R = {0}, y entonces yv = 1 implica p = 0 al
forzar pv € V.N R = {0}, llegando a una contradiccién, pues 0 # 1. Luego {1,u,v} son
linealmente independientes.

Por el lemaexisten A\, i € Rtales que (u+v)2+A(u+v) € Ry (u—v)2+pu(u—v) €
R. Ademis, operando obtenemos que (u + v)? + (u — v)? = 2u? + 2v? que estd en R pues
u,v € V. Sustituyendo el valor de (u + v)? y (u —v)? de las dos primeras expresiones en
la tercera y operando adecuadamente obtenemos:

AN+ p)u+ (A —p)v+~1 =0, paraun cierto v € R.

Pero u,v y 1 eran linealmente independientes, por lo que A + u = A — . = 0. Esto sucede
si y solo si A = p = 0, sin embargo, recordemos que los A\ y u nos los daba el lema [3.2.3]
por lo que (u 4+ v)?, (u — v)? € R. Ahora bien, supongamos que (u + v)? > 0. Como R es
un cuerpo real cerrado, tenemos que existird un a € R tal que (u+v)? = o2, factorizando
y despejando obtenemos que, necesariamente, u + v = +a € R, luego u + v F al = 0.
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Absurdo, pues como se ha demostrado anteriormente {1, u,v} es un conjunto linealmente
independiente, luego (u + v)? < 0y, por tanto, (u +v) € V.

Con esto hemos terminado de demostrar que V es un subespacio vectorial de D,
quedando tunicamente por demostrar que dado d € D, existen v € V y A € R tales
que d = A+ wv. Sea z € D\ R, por el lema tenemos que existe A € R tal que
2?2 + Az = a € R. Completando cuadrados obtenemos que (z + 3)? = a — )‘TQ € R.Si
suponemos que (x + %)2 > 0, como R es real cerrado, al seguir el mismo razonamiento que
en el parrafo anterior, obtenemos que = + % € R, es decir x € R, con lo que llegamos a
una contradiccién. Por tanto, (x + %)2 <0y zx+ % € V. Es decir, existird v € V tal que

T = —% + v. Esto, junto a que VN R = {0} nos lleva a concluir que D = R® V. O

Dados u,v € D, definimos el producto de Jordan uwov = uv + vu. Como D es un anillo
de divisién, es inmediato ver que el producto de Jordan es conmutativo, Yu,v,w € D,
uo(v+w)=uov+uowy R-bilineal. Ademds, se cumple el siguiente lema:

Lema 3.2.5. Para todo u,v € V, uov € R.

Demostracion. Al igual que antes, supongamos sin pérdida de generalidad que wu,v son
linealmente independientes. Como hemos visto en la demostracién del lema teniamos
que (u+v)?%, (u —v)? € R. Por tanto:

1
uov:uv+vu:§ [(w® + wv 4+ vu + v?) — (U — uv — vu + v?)]
1
25[(u+v)2—(u—v)2}€R. O

Lema 3.2.6. Sin = dimgD > 2, entonces existen tres elementos i,j,k € D tales que:

i2:j2:]{j2:—1, (1)
i = —ji = ky jk = —kj =i, ki = —ik = j. @)

Ademds, 1,1, j,k son linealmente independientes.

Demostracion. Por el lema tenemos que dimgp V' =n — 1 > 1. Por tanto, tomamos
v,w € V linealmente independientes. Definimos u := w — 2>%v € V. Notemos que u # 0,
pues v y w son linealmente independientes, y:

wov w ov

uov:(w— v)ov:wov— (vow) =0,

vVov vov

por lo que uv = —vu.
Visto esto definimos i := ﬁu, 7= \/%UQU y k := ij. Es inmediato ver que i’ =

”LL2

—% = —1, de forma andloga, 32 = -1y k? = (ij)? = ijij = —i%j2> = —1 (pues i y j,
anticonmutan), comprobando que cumplen las ecuaciones . Ademas:

ij=k = jij=jk = —j%i=i=jk, vy

ij =k = iji = ki = —i%j =j = ki.
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Obteniendo las ecuaciones que faltan mediante la anticonmutividad de i y de j, compro-
bamos que también se cumplen las ecuaciones (|2)).
Por dltimo, dados A1, ..., Ay € R, consideremos la siguiente igualdad:

(A1 4 Ao+ Azg + Agk) (A — Aai — A3j — Mk) = A2+ A3+ X3+ 02 (3)

Notemos que es un numero real no negativo que es igual a cero si y solamente si A\ =
A2 = A3 = Ay = 0. Esto en particular nos dice que 1, ¢, j, k son linealmente independientes,
pues en caso contrario existirian unos \;, no todos nulos, que anularian la parte izquierda
de pero no la derecha, llegando a una contradiccion. ]

Teorema 3.2.7 (Frobenius, generalizado). Sea R un cuerpo real cerrado, C' := R[\/—1]
su clausura algebraica y H := R ® Ri ® Rj ® Rk el dlgebra de cuaternios de R. Sea D
un dlgebra de division sobre R de dimension finita. Se cumple que dimr D = 1,2 64 y
entonces D es isomorfo, respectivamente, a R, a C 0 a H.

Demostracion. Sin =1, D = R. Si n = 2, por el lema V # {0}, luego existird un
v € V tal que v? < 0, luego existird un elemento 0 # o € R tal que —v? = o?. Sea i := -,
notemos que i2 = —1 y que V = (i). Por tanto D = R+ Ri = R[i] = R[\/(—1)] = C,
pues R es un cuerpo real cerrado.

Por el lema tenemos que si dimg D > 2, al existir 4 elementos linealmente
independientes, necesariamente dimpr D > 4. Concretamente, si n = 4, D = (1,4,5, k) =
R ® Ri ® Rj & Rk. Esto, junto al hecho de que ¢, j, k cumplan las ecuaciones , nos
lleva a que D = H.

Supongamos entonces que n > 4 y procedamos por reduccién al absurdo. Sean i, j, k
los elementos del lema En este caso, como dimg V > 3, existird un elemento v € V
linealmente independiente de 4, j, k. Con v, construimos el elemento e = v + ’%”Z + % Jj+
k%k: € V. Notemos que e anticonmuta con i, j y k. En efecto:

100 jow kow

10e = tov+ 5 ioz’—l—JQ i0j+

jow kow
0
2 + 2

iok = iov—l—ﬂ(—2)+ 0 = iov—iov = 0.

2 2
Por tanto ¢ y e anticonmutan. El resto de casos, joe = koe = 0, se demuestran de forma
andloga.

Sin embargo, esto nos lleva a afirmar que ek = eij = —iej = i1je = ke = —ek. Esto
solo es posible si ek = 0, sin embargo e # 0 y k # 0 y, al ser D un dlgebra de divisién, no
puede haber divisores de 0.

Por tanto, n = dimp D solo puede tomar los valores de 1,2 6 4, cuyos casos ya hemos
estudiado anteriormente. O

Teorema 3.2.8 (Baer, [Lam01, p.255]). Sea D un anillo de division no conmutativo
centralmente finito con centro R tal que todo polinomio no constante de R[z| tiene una
raiz en D. Entonces R es un cuerpo real cerrado y D es el anillo de division de los
cuaternios sobre R.

34



Demostracion. Sea n = dimg D. Como para cada polinomio irreducible f(x) € R[x] no
constante hay una raiz a € D tenemos que R C R(«) C D y por tanto:

deg f = dimp R(a) < dimg D =n (4)

Veamos que R es un cuerpo perfecto usando la siguiente caracterizacién: “o bien char R =
0, o bien si char R = p > 0, entonces todo elemento de R es una potencia p-ésima”.
Supongamos entonces que char R = p > 0, con p primo. Sean o € R y C una clausura
1

algebraica de R. Para todo m € N, sea o™ la tnica raiz p-ésima de o en C. Notemos
que, debido a , dado 8 € C, existird un polinomio irreducible mg € R[z] de grado menor
o igual a n con mg(B) = 0, con lo que [R(B) : R] > n. Por tanto las dimensiones de las

1 1 .
extensiones R <apm> estdn acotadas y tenemos que la cadena R (ap) CR <ow2> C e

estabiliza. Luego existe m tal que ocp’”% €R (ou%m> . Pero esto implica que oc% € R (o) C
R, por tanto R es perfecto.

Veamos ahora que R es real cerrado. Para ello usaremos la caracterizacion de que los
cuerpos reales cerrados son exactamente aquellos que no son algebraicamente cerrados
pero su clausura es una extension finita. De todas las extensiones simples de R en C,
tomamos como K la extensién de mayor dimension, que existe pues como hemos dicho
anteriormente, estdn acotadas. Supongamos que 38 € C'\ K y procedamos por reduccién
al absurdo. Como R es un cuerpo perfecto, K(f3) es una extension finita y separable de
R. Por tanto, podemos aplicar el teorema del elemento primitivo E| y afirmar que K(f)
es una extensién simple de R. Sin embargo, necesariamente dimp K(8) > dimg K, lo
cual contradice la maximalidad de K supuesta anteriormente. Por reduccién al absurdo,
tenemos que C' = K y por tanto C' es una extensién finita de R. Ademds, R # C, de lo
contrario C = D pero en las hipétesis del enunciado tenemos que D no es conmutativo.
Luego tenemos que R no es algebraicamente cerrado y que dimp C' < oo, por tanto, R es
un cuerpo real cerrado.

Para terminar la demostracion, veamos que D es el algebra de los cuaternios sobre R.
Por el teorema tenemos que D = R, C' o H, sin embargo D es no conmutativo, por
lo que, necesariamente, D = H. ]

Combinando los teoremas y obtenemos el siguiente teorema de clasificacion.

Nota: Notemos que aunque en los polinomios que aparecen
son sobre Z (D) y no sobre D, como Z(D)[z] esta contenido
en D[x]U[z]D esto es suficiente para establecer que un anillo
de divisién centralmente finito y algebraicamente cerrado
sélo puede ser un anillo de cuaternios sobre un cuerpo real
cerrado.

!Demostracién en [Wei09)
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Teorema 3.2.9 (Clasificacién de anillos de divisién algebraicamente cerrados.). Los ani-
llos de division centralmente finitos no conmutativos que son algebraicamente cerrados son
unicamente los anillos de division de cuaternios sobre cuerpos reales cerrados.

3.3. Calculo de raices de polinomios simples en H.

En la seccién anterior hemos demostrado el teorema de Niven-Jacobson que nos permite
afirmar que todo polinomio a izquierda y todo polinomio a derecha (no constantes) sobre
los cuaternios, Hl, tienen raiz. Sin embargo este teorema es un teorema de existencia, no
da ninguna informacién sobre como son dichas raices o como calcularlas. En una secciéon
posterior de [Niv41], Niven proporciona un método para su calculo, sin embargo, a lo largo
de los més de 80 anos desde que se publicé el articulo, ese método se ha ido adaptando
y actualizando. En esta seccién expondremos el método de Janovska-Opfer publicado en
[JO10a] y la generalizacién que dieron en [JO10b| para el cdlculo de raices en polinomios
que denominaron “bilateros”.

Recordemos que, para la clasificacién de las raices en polinomios a izquierda sobre
un anillo de divisién, en los teoremas y eran fundamentales las clases de con-
jugacién. Por ello, empecemos explicitdndolas en el caso de los cuaternios y dando una
propiedad fundamental de las mismas.

Definiciéon 3.3.1. Sean a,b € H. Diremos que a y b son equivalentes si pertenecen a la
misma clase de conjugacién. Es decir, a ~ b <= 3h € H\ {0}, a = h~'bh. Denotaremos
la clase de conjugacién de un elemento a € H por [a].

Proposiciéon 3.3.2. Sean a,b € H.
an~b siy solo si R(a) =R(b) y |a| = |b].
FEn particular a ~ @.

Demostracion. Empecemos demostrando que a ~ b implica R(a) = R(b) y |a| = |b].
Por definicién de b € [a] tenemos que 3h € H \ {0} tal que a = h~'bh. Por tanto

R(a) = R (h~'bh), sin embargo, por la proposicién tenemos que R (h~'(bh)) =

R (bhhil) = R(b). Por otro lado, aplicando la proposicién tenemos que:
lall = ||h~"bR|| = |[bh~ || = ||b]|.

Pongédmonos en las hip6tesis del reciproco y comprobemos que existe un h € H \ {0}
tal que ha = bh. Definimos u := a —b y v := a + b. Como R(a) = R(b), tenemos que
R(u) =wuy =0.

Por otro lado, aplicando el producto de Hamilton con h € H arbitrario:

0 = ha — bh = (hi(a; — by1) — ha(az — ba) — hg(as — b3) — ha(ag — by))
+ (h1(ag — b2) + ha(a1 — by) + hg(aq + bs) — ha(as + b3))i
+ (h1(as — b3) — ha(aq + bg) + hz(ay — b1) + ha(az + b2))j
+ (h1(aq — by) + ha(ag + bs) — hs(ag + b2) + ha(a; — b1))k
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Notemos, sin embargo, que resolver esta ecuacién para h es lo mismo que resolver el sistema
lineal homogéneo Mh = 0, donde:

0 —U2 —U3 —U4q
U9 0 V4 —U3
M =
us —v4 0 V2 =4
Uy V3 —V2 0
hi
~ h2
h= hs
ha

Al ser un sistema homogéneo, tenemos que h = 0 siempre va a ser una solucién, pero nos
interesa que existan soluciones con h # 0. Esto solo ocurrird si el sistema es compatible
indeterminado, es decir, si y solo si det M = 0. Notemos que:

det M = u%v% + u%vg + uivz + 2 ugvouzv3 + 2 UgUaUg Vg + 2 Ugv3ugvy = (UgVs +uzv3 + U4’U4)2.

Sin embargo, la condicién ||a|| = ||b|| implica que usve+ugvz+usvs = 0. En efecto, tenemos
que [lafl = b <= [lall® = [b]* <= 0 = [la]* = [}b]]%. Por tanto:
4 4 4
0= Za? — b? = Z(GZ - bz)(az + bl) = Zuivi uiO U2V + U3V3 + UqV4.
i=1 i=1 i=1

Luego concluimos que el sistema lineal homogéneo tiene mas soluciones ademaés de la trivial
y por tanto 3h € H\ {0} tal que ha = bh. O

Con esta proposiciéon podemos reescribir como son las clases de conjugacion en H de
la siguiente forma:
[a] = {h € H|R(2) = R(a) Allz[| = [|al}-
Esto nos permite dar dos corolarios con respecto a la geometria de las clases de conjugacion.
Lema 3.3.3. Sia € R C H entonces [a] = {a}.

Demostracion. Sea a € R. Como R = Z(H), para todo h € H se tiene

hah™' = ahh™! = a,
de donde [a] = {a}. O
Corolario 3.3.4. Sia € H\R, entonces podemos interpretar [a] como una esfera en RY.

Demostracién. Sea a € H\R. Por la proposicién [3.3.2] tenemos que Vz € [a], R(z) = R(a)
y |Iz]| = |la||. La primera igualdad nos da la ecuacién z; —a; = 0, que es una ecuacién de un
hiperplano de R?*; mientras que la segunda igualdad nos da la ecuacién z% + z% + zg + zZ =
llal|, que es precisamente la ecuacién de una hiperesfera de dimensién 3 en R*. Ademsés,
el hiperplano y la hiperesfera no son tangentes, pues @ # a debido a que a ¢ Ry a € [a] y
por tanto hay al menos dos puntos en la interseccién. Luego su interseccién nos va a dar
una esfera en R%. O
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Proposicién 3.3.5. Sea a € H\ R. Hay exactamente dos nimeros complejos zy,z9 € C
tales que z1, z9 € |a]. Ademds, z1 = Z3.

Demostracion. Sean a = aj + agi + azj + ask € H\ Ry z = 2 + yi € C tales que z € [a].
Por la proposicién tenemos que a; = R(a) = R(z) =z y ||a|]| = ||z||. Esto dltimo es
cierto si y solo si [lal|” = a} + a3 + a3 + a3 = 2* + y* = ||z||>. Sustituyendo y despejando
la y obtenemos que, necesariamente:

y::ty/a%—i—a%—l—ai.

Por tanto, solo pueden existir dos nimeros complejos en [al:

zlzal—i-z'\/a%—i-a%—kai

Por el razonamiento inicial, tenemos que z1, 22 € [a] y ademds 21 # 22, pues a3+a3+aj =0
si y solo si ag = a3 = ag = 0, lo que contradice a ¢ R. O

Definicién 3.3.6. Dado a € H\R, llamaremos representante complejo de [a] al z; definido
en la proposicién anterior.

De ahora en adelante denotaremos por p, = Y g a;z" € H[z] a un polinomio genérico
de grado n. Supondremos sin pérdida de generalidad que a, = 1 y también supondremos

que 0 no es una raiz de p,, es decir, ag # 0.

Definicién 3.3.7. Sea zp € H una raiz de p,,. Si zp # R y se cumple que Vz € [zg], pn(2) =
0 diremos que zp genera una raiz esférica. Por el contrario, si zp € R o 3z € [2] tal que
pn(2) # 0, diremos que 2 es una raiz aislada.

Nota: Como se ha visto en los teoremas de Gordon-Motzkin ([2.1.5
y las raices van a estar agrupadas en a lo sumo n clases
de conjugacién, que dentro de cada clase puede tener una o
infinitas raices. Como vamos a ver a continuacion, las cla-
ses con una unica raiz se corresponden con las clases de las
raices aisladas, mientras que las clases con infinitas raices se
corresponden con las clases de elementos que generan raices
esféricas. Por ello, cometeremos un abuso de notacion; di-
remos que zp es una raiz esférica, en lugar de decir que la
genera; y contaremos el nimero de raices de un polinomio
como el nimero de clases de equivalencia en las que tiene
raices, haciendo referencia a raices esféricas o aisladas para
distinguir entre los casos de una raiz frente a infinitas.
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Ya sabemos que calcular potencias enteras sucesivas en C es extremadamente sencillo.
El siguiente resultado nos dara una forma de calcularlas para elementos z € H.

Proposicién 3.3.8. Sea z € H. Para todo | € Z existen oy, 5 € R tales que 2 = ayz+ ;.
Concretamente, VI > 0, «g y 5 vienen dados por la siguiente relacion de recurrencia:

Qg = 0,50 = 1, (a)
a1 = 2R(2)aq + By, (b)
Bre1 = — ||z[|* au. (c)

Demostracidn. Notemos que solo hace falta demostrarlo para todo I > 0, pues z~! =

1z . . . .,
(z 1) . Por tanto, procedamos mediante induccién sobre [ > 0 usando la relacién de
recurrencia.

= Caso base. Si [ = 0, tenemos que 2° = agz + By =0z +1 = 1.

» Hipétesis de induccién (HI). Sea 0 < m € Z. Vamos a suponer que VI tal que
0 <1 < m tenemos que 2=z + 0.

s Consideremos el caso | = m + 1:

m+1

z = 2(mz + Bm) = amz> + Bmz. (d)

Notemos que, si z = a+bi+cj+dk, entonces 22 = a? —b%> - —d? +2a(bi+cj+dk) =
—(a2 4+ 02+ +d?)+2a(a+bi+cj+dk) = — ||| +2R(2)z. Por tanto, sustituyendo
en @ obtenemos:

2 =g (= 2+ 2R(2)2) + Bz = CR()am + Bn) 2 = [12]> anm

@jam-i-lz + ﬁm—f—l. ]

Debido a esta proposicion, podemos evaluar el polinomio p, en z € H de la siguiente
forma:

Zalz —Zaz oz + 6;) = (Zazaz>z+z,8la,— 2)z + B(z)

Donde A(z) y B(z) son cuaternios que dependen de z.

Teorema 3.3.9 (Janovské-Opfer, [JO10b| p.248]). Fijemos un elemento zo € H. Entonces
A(z) = Ay, € H y B(z) = By, € H para todo z € [z], donde A(z) y B(z) son los definidos
anteriormente. St zg es una raiz de p,, entonces:

Pn(20) = A(2)z0 + B(2) =0, Vz € [2].

Ademds, se cumple que ¥z € [z, A(z) = 0 <= B(z) = 0. Por dltimo si zo ¢ R y
A(zg) = 0, 2o es una raiz esférica, mientras que si A(zg) # 0 entonces zy es una raiz
aislada.
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Demostracion. Notemos que los coeficientes o, f; dependen tnicamente de R(z) y de
lz]|. Por tanto, Vz € [z9] tanto dichos coeficientes como A(z) y B(z) se van a mantener
constantes.

Como p,(20) = 0y z9 # 0, al ser ag # 0, tenemos que A(zy) = 0 <= B(zy) = 0.
Por tanto, Vz € 2], A(z) =0 <= B(z) = 0. Esto nos lleva a afirmar que, si A(z9) =0,
entonces pp(z) =0, Vz € [20]. Luego si zp ¢ R, estamos en las condiciones de afirmar
que zg es una raiz esférica.

Por otro lado, si A(z9) # 0 # B(zp), tenemos que zg = —A(20) "1 B(z0) es la tinica raiz
de py, en [zo]. O

En el teorema anterior hemos visto que, en el caso zyp ¢ R si A(zp) = 0, toda la
clase de conjugacion, [zg], es una raiz; mientras que, si A(zyp) # 0, solo hay una. Por el
teorema [2.1.6] ya sabemos que si en una misma clase de conjugacién hay mas de una raiz,
necesariamente hay infinitas, pero en el caso de H podemos demostrarlo de forma mas
sencilla obteniendo un resultado més fuerte, como vamos a ver a continuacién. Ademads,
notemos que en la definicién que hemos dado de raiz aislada, a priori, si zgp ¢ R solo hemos
exigido que haya algin z € [zp] que no sea raiz. Por lo tanto, este teorema también nos
dice que ser una raiz aislada es una condicién més fuerte de la que habiamos exigido en
un primer momento.

Por dltimo, notar que, una vez hemos fijado z, como A(z) y B(z) no dependen del
representante escogido de la clase [z], de ahora en adelante, si no da lugar a confusién, los
expresaremos directamente como A, B y reservaremos las expresiones A(z) y B(z) para
cuando estemos hablando de la z como variable del polinomio p;,.

Corolario 3.3.10 (Gordon-Motzkin, versién cuaternios). Sean 2o, z1 € H raices distintas
de pp con z1 € [29]. Entonces zy es una raiz esférica.

Demostracion. Tenemos que, por un lado p,(z9) = Azg + B = 0y, por otro, p,(z1) =
Az + B = 0. Restando ambas ecuaciones obtenemos que A(zp — z1) = 0. Como en H no
hay divisores de cero y zg # 21, obtenemos que A = 0. Por el teorema [3.3.9] zp es una raiz
esférica. O

Corolario 3.3.11. Sea zy € H una raiz aislada de p,. Entonces zy es la unica raiz de
[20].

Demostracion. Si zy es una raiz aislada pueden suceder dos cosas, que zg € R o no. El
primer caso es trivialmente cierto pues Vz € R, [z] = {z}. El segundo, por otro lado, esté
estudiado en el teorema y hemos llegado a la conclusién que zy era la tnica raiz de
[20]- O

Aligual que usando el método de Niven, para el método de Janovska-Opfer es necesario
definir un polinomio con coeficientes en R que nos ayudara a sondear las posibles soluciones
del polinomio p,. A continuacién daremos la definicién de dicho polinomio y un lema que
nos permite relacionarlo con los valores de A(z) y B(z) de py.
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Definicién 3.3.12 (Polinomio acompanante). Sea p,, € H][z] definido anteriormente. Lla-
maremos polinomio acompanante de p, al polinomio, g2, € R[z] de grado 2n con raices en
C definido de la siguiente manera:

pnl2) = 3

7,k=0

Lema 3.3.13. Sea p,(z) = A(2)z + B(z). Entonces:
g2n(2) = | A(2)|* 2% + 2R(A(2) B(2))z + || B(2) ||

Demostracion. Tenemos que:
Gon (2 Z aj (Z agz ) 2 =Y "aj(A(2)z + B(2)) &/ . > @ (A(2)z + B(2)) (a2 + B;)
§=0 §=0 j
= Y (am) A (/3]% 2)z + Z (aa7)B (B;5) B().
§=0

Notemos que por la definicién de A(z) y B(z) y que a + b = a+ b, Va,b € H, tenemos que
A(z) =Y yosa; y B(z) =Y i Biai. Por tanto

@2n(2) = AR)A()2* + (AR B() + B)A(2)) 2 + B(2) B(2)
o= 4G22 + 2R(AGE)B(:)z + [ BE)P. 0

Nota: Es importante recordar que, a menos que hayamos fijado una
clase de conjugacién en H, A(z) y B(z) no son constantes,
aunque, para cada z € H siempre van a ser un cuaternio,
luego estamos justificados en usar las propiedades de la con-
jugacién y la norma en cuaternios.

La idea de los siguientes resultados es que todas las raices de p, estin “asociadas” a,
al menos, una raiz de qan, para el cual, al ser un polinomio en C con coeficientes en R,
sabemos encontrar las raices. Es decir, las raices de ¢o, no tienen por qué ser raices de
Dn, pero a partir de ellas vamos a encontrar todas las de p,. Sin embargo, en el caso de
las raices reales de hecho se cumple una condiciéon mas fuerte, pues las raices reales de oy,
son exactamente todas las raices reales de p,,.

Teorema 3.3.14. Sea zy € R. Entonces:

q2n(20) =0 <= pp(z0) = 0.
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Demostracion. Notemos que Vz € R se cumple que:

Ipa(2)1* = pu(2)pu(2) = (Az + B)(AZ + B) = ||A||* | 2[|* + A2B + BAz + || B||*

B 2 9 — 2
="A +2R(AB)z + ||B = n(2).
zeR 1411”2 (4B)z + ||B| IBI%Iﬂq2 ()

De aqui se sigue inmediatamente que Vzg € R, g2,(20) =0 <= pn(z0) = 0. O

A continuacién vamos a centrarnos en las raices esféricas, que también son un caso
muy sencillo con las herramientas que tenemos ya demostradas.

Teorema 3.3.15. Sea zg € C\ R una raiz de g, con A(zg) = 0. Entonces zg es una raiz
esférica de py,.

Demostracion. Sea zg € C en las hipdtesis del teorema. Tenemos que si A = 0, por el lema
entonces 0 = gon(20) = B. Por tanto, p,(z0) = Azo+ B =0-20+0 = 0. Con lo
que zp es una raiz no real de p, con A = 0. Por el teorema tenemos que 2y es una
raiz esférica de p,,. O

En siguiente lugar, centrémonos en las raices z ¢ R de ¢a,, cuyo A(z) asociado no se
anule. El elemento z puede que no sea raiz de p,, pero si existiese un zy € [z] tal que
pn(z0) = 0, entonces sabemos por el teorema que zg = —A~!'B. El primer resultado
nos garantizard que si construimos asi el zg, entonces zy € [z] y el segundo nos permitira
afirmar que ese zg es, de hecho, una raiz aislada de p,,.

Lema 3.3.16. Sea z € C\ R una raiz de qa, con A(z) # 0. Entonces zy := —A"'B € [2].

Demostracion. Sea z € C en las condiciones del enunciado. Por el lema tenemos
que z cumple la siguiente ecuacién:

IA(2)II* 22 + 2R(A(2) B(2))= + | B(2)|I* = 0.

Para mejorar la legibilidad, eliminamos el argumento de A y de B e identificamos AB =:
v = v + vt + v3] + v4k. Ademds, como z ¢ R tenemos que z = z; + 22 con z9 # 0. De
esta forma, si sustituimos y separamos la ecuacion anterior en su parte real e imaginaria
se nos queda en las dos siguientes ecuaciones:

IAI* (2 = 23) + 20121 + || B||* = 0, (¢)
225 (4P 21 +01) =0 <= AP 21 +v1 =0, (f)
2270
Tenemos que zg = —A"'B = — @ﬁQ =— HZHQ. Por tanto, tenemos que:
U1
R(ZQ) =5 = _ 21 = R(Z)
|A]? B @
Ademids, tenemos que: B
o= 2 < 22111
4] |AI* 1Al
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Por otro lado, si despejamos vy en @ y sustituimos en @, obtenemos que:

2 2 2 2 2 20112 2
0= [|A|" (2 — 23) = [IAlI° 2F + [ BII = — A" (F + 23) + | B = — [|AI* |=]* + | BII* .
2
De donde se deduce inmediatamente que ||z[|? = Hi”Q = |z|| = % = ||z0]|. Por la
proposicién tenemos que zp € [z]. O
Para el siguiente teorema, para todo a = aj; + a9t + a3zj + ask € H denotaremos
por @ := (ag,as3,as) € R3 y definimos la norma de un vector como la norma euclidea,

ldll == /a3 + a% +a3.

Teorema 3.3.17 (Janovska-Opfer, [JO10a, p.250]). Sea p, € H[z] y q2n su polinomio
acompanante. Sea z € C\ R con A(z) # 0 una raiz de qa,. Entonces el zy definido en el

lema es una raiz aislada de py,.

Ademds, podemos expresar zo en funcion de z1, zo y v := AB de la siguiente manera:
20 =21 — /\(v2i+1)3j +U4k),
donde \ = ﬁ eR.
Demostracion. Pongdmonos en las hipotesis del teorema, por el lema [3.3.16], tenemos que
20 € [2], por tanto A(z) = Ay B(z) = B. Por construccién tenemos que zyp = —A~1 B,

luego pn(z0) = A (—A‘lB) + B =—B+ B =0y por tanto concluimos que zj es una raiz
de py,.

Notemos ahora que zp € R <= 2z =0 <= ||z = 0. Sin embargo, notemos que
Z0 = —7”/;'217. Por tanto, como ||z? = 22 + || %] = 22 + 7“141"4 191> = |121* = 22 + 23 v
z9 # 0, obtenemos que:
1
1Z0l] = —73 19]] = |22 # 0.
[A]

Luego nos encontramos en las condiciones del teorema [3.3.9] y tenemos que zg es una raiz
aislada de py,.

Ademss, al despejar obtenemos que ”A1”2 = % = \. Por tanto:
! 2 X (v1i + vaj + vsk) A(vai +vsj +vak). O
zZ20 — —72’1) = —T—9 V117 V2] V3 = _ 21 — V21 V3] V4 .
IA] A Eq. ()

Por ultimo nos falta de comprobar que, con las raices complejas de go, v los teoremas
anteriores, realmente hemos encontrado todas las raices de p;,.

Teorema 3.3.18 (Janovska-Opfer, [JO10a, p.250]). Sea p, € H y 2o una raiz de p,.
Entonces existe un z € C tal que z € [z0] y gan(z) = 0.

Demostracion. Por el teorema [3.3.14] sabemos que p, v ¢, comparten raices reales. Su-
pongamos entonces que zo € H \ R.
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Empecemos suponiendo que A := A(zy) = 0. Como A =0 = B, tenemos que Vz € [z,
qon(2) = 0. Por la proposicién sabemos que hay dos numeros z,Zz € C que son raices
de q2n -

Por tanto solo nos queda estudiar el caso A # 0 # B. Notemos entonces que, si
escribimos g9, en términos de A y B usando el lema tenemos que, Vz € [2g], como
Ay B son constantes, ¢2,(z) es un polinomio de segundo grado con coeficientes reales.
Aplicando la férmula para el cdlculo de soluciones de ecuaciones polinémicas de segundo
grado obtenemos que:

—2R(AB) + \/4R(ZB)2 —4||A|*|BI? —R(AB)+ i\/HZBHQ — R(AB)?
2|4 4] '

212 =

Ademads, como Vh € H, |R(h)| < ||h]|, tenemos que el radicando no es negativo. Ademas,

como hemos visto en la demostracion del teorema[3.3.17, zo € R <= AB € R. Por tanto,
— 2 — \92 , . .

HABH —R(AB)* >0y z1, 22 son raices complejas no reales conjugadas.

Por ltimo, falta de comprobar que ambas raices son conjugadas de zg, pues, al haber
utilizado que A(z) y B(z) son constantes en toda la clase de conjugacién, si no pertene-
ciesen a la misma, el razonamiento no serfa vélido. Para ello aplicaremos la proposicién
3.3.2la z1 y 20, pues al ser zo = Z7, tenemos que z3 € [z1]. Notemos que, como zy = —H‘j‘%,

__R(AB)
Ak

tenemos que R(z1) = = R(z0). De igual forma, para la norma obtenemos que:

R(AB)? |AI*IBI* =R(AB)* _|B|* _
1A]°* 1A]* 14

2
1] =

2
Izol]” -

Por tanto ||z1]| = ||z0]| ¥ concluimos que 21, 23 € [20]. O
Teorema 3.3.19. Sean p, = Y o 2'a; €H y p, =Y 1 @z". Entonces:
pn(z) =0 <= pu(z) = 0.

Ademds, ambos polinomios tienen las mismas raices reales y esféricas.

Demostracion. Notemos que, para todo z € H p,(z) = pn(Z). Por tanto las raices de un
polinomio van a ser las raices conjugadas del otro.

Ademids, como Vz € R, Z = zy Vz € H, Z € [2], tenemos que las raices reales y esféricas
coinciden en ambos polinomios. O

Como hemos visto, al igual que otros resultados del trabajo, el método de Janovské-
Opfer no solo es aplicable a los polinomios a izquierda, sino a los polinomios a derecha.
Para simplificar la notacién, Janovskd y Opfer llaman polinomios simples en |[JO10a] a
H[z] U [z]H. De esta forma, también los distinguen de los polinomios bildteros que definen
y estudian en [JO10b| y nosotros trataremos en la siguiente seccién. Este es el motivo de
que esta seccién este titulada “Célculo de raices de polinomios simples en H”.
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3.4. Clasificacién de raices de polinomios bilateros en H

Como hemos visto en la seccién podemos definir lo que es un polinomio sobre H de
una forma maés general, centrandonos en el anillo de polinomios generales H(z). En general
no va a ser cierto que todo polinomio f € H(z) tiene al menos una raiz en H, basta con
aplicar el corolario para h = 0. Sin embargo, en [EN44|, Eilenberg y Niven llegan
al siguiente resultado:

Teorema 3.4.1 (Eilenberg-Niven, [EN44, p.1]). Sea f = apzai1z- - - zan+¢ € H(z), donde
¢ € H(z) es un polinomio general con deg ¢ < n. Entonces f tiene al menos una raiz en
H.

Esquema de la demostracion. La demostracién de este teorema se basa en que, en estas
condiciones, si entendemos H como R?* con la topologfa euclidea y realizamos la compac-
tificacién de Alexandroff para obtener la esfera 4-dimensional, S, podemos ver f como
una aplicacién continua de S* en si mismo de grado n en sentido Brouwer. Por tanto, la
ecuacion f(z) = 0 tiene, en esencia, 4 soluciones.

Sin embargo, los pormenores de esta demostracién, al ser de corte topoldgico, se esca-
pan a los objetivos de este trabajo, que hemos querido enfocar desde un punto de vista
puramente algebraico. O

En esta seccién vamos a dar una generalizacién del método Janovska-Opfer visto en
la seccién anterior, para un caso concreto de polinomios que cumplen las condiciones del

teorema que publicaron ellos mismos en [JO10b].

Definicién 3.4.2. Sea p € H(z). Diremos que p es un polinomio bilatero de grado n si es
de la forma

n
p(z) = Zaiz’bi,
i=0
con aj,b; € H tales que a,b, # 0, para asegurar que tiene término de grado n y agbg # 0.
Ademsds, podemos suponer sin pérdida de generalidad que a, = 1 = b,,.

De forma similar a la seccién anterior, podemos aplicar la proposicién [3.3.8| para rees-
cribir p de la siguiente forma:

p(z) = Z ai(oiz + Bi)b; = Z a;a;zb; + Z Bia;b; = C(z) + B(z). (a)
=0 =0 i=0
Lema 3.4.3. Sea zp € H\ R. Entonces B(z) es constante ¥z € [zg]. Ademds, si Iz € H
tal que p(z) = 0, entonces C(z) =0 <= B(z) =0.

Demostracidn. Recordemos que los a; y 3;, por la proposicion [3.3.8] tinicamente dependian
de R(z0) v ||20]|- Por tanto, por la proposicién van a ser los mismos Vz € [z], con lo
que, en una misma clase de conjugacién, A(z) y B(z) van a ser constantes.

La ultima afirmacién es obvia pues si p(z) = C(z) + B(z) = 0, tenemos que

C(z) = —B(z).
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Nota: C(z) depende de la propia z, no solo de su parte real o su
norma. Por tanto, no podemos asegurar que sea constante
dentro de la propia clase de conjugaciéon. Para obtener el
A(z) correspondiente al teorema [3.3.9] necesitaremos traba-
jar con los cuaternios en forma matricial.

Definicion 3.4.4. Sean a = a1 + agi + agj + agk,b = by + bai + b3j + byk € H. Definimos
las siguientes aplicaciones:

11 H — My (R) g H — My (R)
ap —as —az —a4 ar —as —az —a4
a ag al —ayq as . a a9 al ayq —asg
as a4 ar —ag az —a4 a1 az
a4 —as as aq a4 as —a al
13 H? — My(R) col(a) : H — R*

ai

a2

(a,b) = t1(a)e2(b). a |

3

a4

Donde M4(R) denota el anillo de matrices cuadradas 4 x 4 con coeficientes en R.

Estas aplicaciones nos seran ttiles a la hora de clasificar los distintos tipos de raices que
apareceran en los polinomios bilateros. Empecemos viendo diversas propiedades de las
mismas.

Proposiciéon 3.4.5. Las aplicaciones 11 e 1o cumplen las siguientes propiedades:
» Son aplicaciones R-lineales.
» Va,b € H tenemos que t1(ab) = t1(a)t1(b) y t2(ab) = t2(b)ia(a).
» Va,be H, 11(a) =12(b) <= a=beR.

» Va € H, Vi € {1,2}, ti(a)i(a)” = 1;(a)"1i(a) = ||a||* Is. Donde AT denota la matriz
traspuesta de A e Iy la matriz identidad 4 X 4.
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Demostracion. Sean a,b € Hy A\, u € R. Notemos que:

)\al + /Lbl —)\ag - ,ubg —)\ag - ,U,bg —)\a4 — ub4
. Aag + pby  Aap + pbs  —Aag — pby  Aas + ubs
1,1()\& + 'ub) | Nag + ubs  Aay + uby Aay + pby —Xag + ubo
Aag + pby  —Aas — pbs  Aag + pbo Aaq + by
a; —ag —asz —a4 bl —bQ —bg —b4
i as al —Qay as bg b1 —b4 bg
=2 az a4 a1 —ap M bg by b1 —bo
a4 —as a9 al b4 —b3 b2 b1

= Ai(a) + per (D).

Por tanto, andlogamente con to, obtenemos que ambas aplicaciones son lineales.

Denotemos por v = vy + vai + v3j + v4k = ab = (a1by — agby — aszbs — asby) + (a1bs +
asb1 + agby — a463)i + (a1b3 — agby + azby + a4b2)j + (a1b4 + agbg — agbs + a4bl)k. Es facil
ver que:

ay —ay —asz —a4 bl —bz —b3 —b4
ax ay —a4 as by b1 —by b3
ti(a)u(b) =
as a4 a;  —a b3 by b1 —bo
ay —as a9 al b4 —bg b2 b1
V1 —UV2 —VU3 —U4
Vg U1 —U4 U3
= =11(v) = t1(ab)
V3 V4 U1 —V2
V4 —UVU3 V2 V1
De forma analoga tenemos que:
bl —b2 —b3 —b4 a; —az —az —a4
b N R by —bs as a1 as —as
e®e(@ =0 b b ~
3 4 1 2 as a4 al a
by b3 by b1 ag a3 —az ai
V] —Uy —U3 —U4
() V1 V4 —U3
= = 13(v) = 12(ab).
vy —U4 U1 V2
V4 U3 —U2 U1

Supongamos ahora que ¢1(a) = t2(b). Tenemos que:

ai
az
as
a4

—ay
ay
2

—as

—as
—ay
ai
a2

—ay
az
—as
ay

by —bs
b2 by
| b3 —bs

by b3

—bs —l4
by —bs
by b

—by by

Como dos matrices son iguales si y solo si son iguales componente a componente, tenemos
que a; = by y Vi € {2,3,4}, a; = b; = 0. Por tanto a = a; = by =b € R.
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Por ultimo, notemos que:

ai a2 as a4

—az a as  —a _
Ll(a)T — 2 1 4 3 _ Ll(a).
—az —a4 ap a2
—a4 a3 —a2 a1
Definamos ¢ € H por ¢ = ¢1 + cpi + ¢3j + cak == |ja]|* € R, tenemos que ¢; = |ja|® y

co = c3 = ¢4 = 0. Por lo tanto, obtenemos:

Ll(a)Ll(a)T =1(a)1(a) = v1(aa) = t(e)=cly = HaH2 1.

Ademds, como aa = @a, a partir de (%) obtenemos que:

1(a)e (@)t = 11(a@) = 11 (aa) = 11(a)?1i(a)
La demostracién para to es completamente analoga. ]
Proposicion 3.4.6. La aplicacion col es R-lineal.

Demostracion. Sean a,b € H y \,u € R. Sea v := Aa + ub. La demostracién se sigue
inmediatamente de que Vi € {1,...,4}, v; = Aa; + pb;. O

Lema 3.4.7. Sean a,b,c € H. Tenemos que:
» col(ab) = 11(a)col(b) = 1a2(b)col(a).
» col(abe) = t3(a, c)col(b).

Demostracion. Sean a,b,c € H. Al igual que en la demostracion de la proposicion [3.4.5
denotaremos por v := ab = (a1b1 — agby — azbs — a4b4) + (a1b2 + agby + aszby — a4b3)i +
(a1bs — agbs + aszby + agbe)j + (a1bs + asbs — asba + agby)k. Tenemos que:

ap —as —as —a4 b1 a1by — agb — agbz — asby
as a1 —ay as by a1bg + azby + azby — asbs
1(b) = = = col(v).
t1(a)col(b) as a4 a;  —as b3 a1bg — agbs + azby + asbo col(v)
a4 _a3 a2 al b4 a1b4 + a2b3 - a3b2 + a4b1

Repitiendo el procedimiento llegamos a que t2(b)col(a) = col(v).
Ahora, para demostrar la dlitma igualdad, nos vamos a aprovechar de la que acabamos
de demostrar, pues:

col(abc) = col(a(be)) = t1(a)col(be) = t1(a)ia(c)col(b) = t3(a, c)col(b). O

Lema 3.4.8. Sean a,b € H. La matriz t3(a,b) es normal y todos sus autovalores tienen
la misma norma, ||al| ||0|.
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Demostracion. Como YA € R4(R) tenemos que AT = ZT, la condicién de normalidad
para matrices cuadradas con coeficientes reales se reduce a AA”T = AT A. Entonces, como
t3(a,b) € R4(R), al usar la proposicién obtenemos que:

t3(a,b)e3(a,b)" = 11(a)ea(b) ((@)e2(0))" = 1 (@)ea(b)ea(b) e (a)”
= u1(a) b* Lier ()" = [|b]* e (@)ea (A)T = ||o* llal|* L
= [lal* [b* L1 = llal® e2(0) " e2(b) = 12(0)" l|al® Lae2(b)
= 12(0)"11(a) 01 (@)12(b) = (1(@)e2(0))" 1(a)e2(b) = t3(a, b) 3(a,b).

Ademsés, como hemos visto en el parrafo anterior (resaltado en rojo), t3(a, b)e3(a, b)”
lla||? ||b]|? Ls. Por tanto, tenemos que A : ”aH”bnbg(a b) es ortogonal. Por el teorema es-

pectral para matrices unitarias (ver |Lan02]), de las cuales las ortogonales son un ca-
so particular, tenemos que existirdn matrices P,D € My(C) tales que A = PDP~}
donde P es invertible y D es una matriz diagonal cuyas entradas son los autovalores
Ai €C,Vie{l,...,4} de A, todos ellos de norma 1. Ademds, como A € My (R), tenemos
que dichos autovalores deberdn ser complejos conjugados dos a dos (si en particular son
reales, seran una pareja de +1 o una pareja de —1).

De aqui obtenemos inmediatamente que:

t3(a,b) = ||l o] A = ||al/|[p] PDP~! = PDP~".

Donde D = ||ab|| D. Por tanto, t3(a, b) es una matriz diagonalizable y todos sus autovalores
tienen norma ||ab||. O

Teorema 3.4.9. Sean z € H y p € H(z) un polinomio bildtero. Si escribimos p(z) =
C(z) + B(z) conforme a la ecuacion (d) tenemos:

col(p(z)) = A(z)col(z) + col(B(z)),

donde A(z) := Y 1" g aitz(ai, bi) € Ma(R) y col(B(z)) = D1 Bicol(a;b;).

Demostracidn. Recordemos que, por la proposicién [3.4.6] col es una aplicacién lineal. Por

tanto, col(p(z)) = col(C(z))4col(B(z)) y col(B(z)) = col(> i Biaibi) = Y i Bicol(aib;).
Por tanto solo nos queda comprobar que col(C(z)) = A(z)col(z).
Recordemos que C(z) = Y1, a;zb;. Entonces tenemos que:

col(C Zalcol (a;zb;) Zang a;, b;)col(z (Z a;tg(ag, b; ) col(z)

= A(z)col(z).
Lema 3.4.10. Sea zg € H. Entonces la matriz A(z) es constante Vz € [zp].
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Demostracion. Notemos que, fijado un polinomio bilatero p de grado n, A(z) sélo depende
de {a;}7. Pero estos valores sabemos por la proposicién a su vez, sélo dependian de
R(z) y de ||z]|. Por tanto, fijado zy € H\R, dichos valores van a ser constantes Vz € [z]. [

Teorema 3.4.11 (Janovska-Opfer, [JO10b, p.88]). Sean p un polinomio bildtero y z € H
tales que:

P(z) == col(p(z)) = A(z)col(z) + col(B(z)) = col(0) =: 0.
Entonces la ecuacion sigue siendo vdlida si sustituimos A(z) y B(z) con A(zp) y B(zo),
donde zg es el representante complejo de [z].

Demostracion. Situémonos en las hipdtesis del teorema. Por la proposicién 20 € [7]

y por lo tanto, usando los lemas v 13.4.10, B(z9) = B(z) y A(z0) = A(2). O

Nota: Notemos que, por definicién, dado z € H:
p(z) =0 < P(z) =0.

Pues P(z) = col(p(2)) y col(z) =0 <= z = 0.

Corolario 3.4.12. Para encontrar las raices no reales, z, de un polinomio bildtero p, basta
con encontrar los representantes complejos, zy € [z]. Puede que zp no sea raiz de p(z).

Demostracion. Situémonos en las hipdtesis del corolario. Si averiguamos los posibles repre-
sentantes complejos zg de las posibles clases de equivalencia, [z], donde exista solucién, por
el teorema basta con resolver para col(z) el sistema lineal A(zo)z + col(B(zg)) = 0.
Obteniendo asi todas las raices que haya en [z]. O

Teorema 3.4.13. Sean z1,zo € H dos raices distintas de un polinomio bildtero p tales
que z1 € [z2]. Entonces la matriz A := A(z1) = A(z2) es singular.

Demostracion. Sean z1, z2 v p en las condiciones del teorema. Sabemos por el lema (3.4.10
que A := A(z1) = A(z2) y por el lema que B(z1) = B(z2). Por tanto, tenemos que:

P(z1) — P(2) = Acol(z1 — z2) = 0.

Como 2 # 29, tenemos que v = (v, v2,v3,v4)7 = col(z1 —22) # 0. Por tanto, si denotamos
por a; € R?* la i-ésima columna de A, obtenemos que:

4
Zviai:(_f, 3i€{1,...,4}, 1)2‘750.
1=0

Por tanto, las columnas de A son linealmente dependientes y A es una matriz singular. [
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En este caso hemos obtenido un resultado que generaliza al teorema [2.1.6| a los poli-
nomios p € H(z) que cumplen la propiedad de ser bildteros. En efecto, si tenemos que en
una misma clase de conjugacién tenemos al menos dos raices distintas, el teorema anterior
afirma que la matriz A es singular. Por tanto, el sistema lineal establecido en [3.4.11] no
puede ser compatible determinado, pero, por hipdtesis, es un sistema compatible. Luego
serd un sistema compatible indeterminado que tendra infinitas soluciones. Ademas, estas
soluciones formardn un subespacio vectorial de R* de dimensién k = 4 — rango(A). Esta
ultima observacién nos lleva a hacer la siguiente clasificacion.

Definicién 3.4.14. Sean p € H(z) un polinomio bildtero y z € H una raiz de p.

Siz ¢ R, sea zg € C el representante complejo de [z]. Diremos que z es una raiz
de tipo k, si rango(A(zp)) = 4 — k, con 0 < k < 4. Las raices de tipo 4, cumplen que
rango(A(zp)) = 0, por tanto A(zy) = (O)ijzo y Vz € [20], p(20) = 0. Las raices de tipo 0,
cumplen que rango(A(zg)) = 4, por tanto, A es invertible y el sistema P(z) = 0 tendra
como solucién tinica a col(z) = —A~!(29)B(20), que a su vez define un tinico z € H tal que
p(z) = 0. Debido a las similitudes con el la clasificacién realizada en la seccién anterior,
llamaremos a las primeras raices esféricas y, a las segundas, raices aisladas.

Si z € R, como Z(H) = R, tenemos que podemos reescribir p(z) = > a;2'b;, como
p(z) = D1y aibiz". Pero este caso estd estudiado ya en la seccién anterior, luego se puede
resolver mediante el método de Janovska-Opfer y obtener todas las raices reales de p.
Ademads, como Vz € R, [z] = {z}, también diremos que las raices reales de los polinomios
bildteros son raices aisladas.

Dado un polinomio bildtero p € H(z), encontrar sus raices es, en general, un problema
complicado. El principal problema de este método es que para conocer el representan-
te complejo zp € C de una clase de conjugacién [z] que tenga una raiz de p, tenemos
que conocer dicha clase a priori, pues no podemos calcularlos por separado resolviendo
otra ecuacién, a diferencia de lo que ocurria con el polinomio acompafnante en la secciéon
anterior.

Podriamos pensar que clasificarlas, al menos, serd un problema mas sencillo. Sabemos
por la seccion anterior, pues los polinomios simples son aquellos polinomios bilateros tales
que para todo i o bien a; = 1 o bien b; = 1, que las raices aisladas y las raices esféricas
existen; pero no sabemos nada sobre las raices de tipo k£ donde £k =1,2 o 3.

Podriamos pensar en estudiar la matriz A(z) para un polinomio genérico y obtener
asi informacion sobre sus posibles rangos en funciéon de z. Sin embargo, la recurrencia
con la que estdn definidos Vi > 0, o, 8; € R provoca que dicha matriz sea excesivamente
complicada de trabajar en el caso general. Tomemos como ejemplo un polinomio bilatero
de grado 3 genérico:

p(2) = 22 4+ a22%bo + a12by + ¢, Vi, a;,bi,c € H

Aplicando la proposicién obtenemos los siguientes valores:
Lo cual nos lleva a que:

A(2) = i5(ar,br) + 2R(2)ig(aa, ba) + (4R(2)? = |2]%) L.
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ag = 0, Bo =1,

ap =1, p1 =0,

ay = 2R(z), By =—||z||*,

ag =4R(2)% — [|2I]”, B3 = —2[]2I]> R(2).

De donde no podemos sacar ninguna informacién acerca del rango de A(z). Janovskd y
Opfer, en [JO10b], afirman haber encontrado ejemplos de polinomios bildteros de grado 4
donde aparecen raices de todos los tipos, por tanto la clasificacién tiene sentido en, al me-
nos, los polinomios bilateros de grado > 4 y, ademas, demuestran que en el caso cuadratico
solo pueden existir raices de tipo par, demostracion que explicaremos a continuacién.

3.4.1. Polinomios bilateros cuadraticos.

Sea p(z) = 22+ azb+ c un polinomio bildtero de grado dos genérico. Usando los valores
{au, Bi}2_, obtenidos anteriormente, tenemos que:

A(z) = t3(a,b) + 2R (2)14. (b)
Proposicién 3.4.15. La matriz A := A(z) definida en ()) es diagonalizable.

Demostracion. Por el lema sabemos que t3(a,b) es diagonalizable. Es decir, existen
matrices P, D € M4(C), con P invertible y D una matriz diagonal, tales que:

13(a,b) = PDP™L.

Sustituyendo ¢3(a,b) en (b)) y teniendo en cuenta que VM € My(C) y VA € R, tenemos
que I4/M = MIy y AM = M\, obtenemos:
A =13(a,b) + 2R(2)[y = PDP™' + 2R (2)[,PP~' = PDP™!' + P (2R(2)Iy) P!
= P(D+2R(2)Iy) P~ = PDP 1.

Tanto D como 2R (z)I4 son matrices diagonales, luego D también lo serd y por tanto A
es diagonalizable. O

Lema 3.4.16. El rango de la matriz A := A(z) definida en (@ es par.

Demostracién. Por la proposicién sabemos que A es diagonalizable y, usando la
notacién de la demostracion de dicha proposicién, sus autovalores seran las entradas de la
diagonal principal de D.

Denotemos por A := {)‘i}?:o y por M = {u;}:

R - los autovalores de A e u3(a,b),
respectivamente. Por D = D + 2R (z)I4 y por el lema sabemos lo siguiente:
= Vi€ {1,... ,4}, Ai = U —I—QR(Z).

w Vi€ {1,...,4}, ||uil| = ||ab|| y dichos autovalores estan emparejados dos a dos con
su conjugado.
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Todo ello nos lleva a estudiar tres casos:

()

(b)

En M hay dos parejas de autovalores no reales conjugados. En este caso, Vi, A; # 0,
por tanto rango(A) = 4.

En M hay una pareja de autovalores no reales y una pareja de autovalores reales
iguales. En este caso, los autovalores de A correspondientes a la primera pareja nunca
se anularan y los correspondientes a la segunda pareja se anulardn siempre a la vez.
Por tanto o bien rango(A) = 4 o bien rango(A) = 2, dependiendo del valor de z.

En M hay dos parejas de autovalores reales iguales. Ademads, como Vi, ||u;]| = ||ab]|,
los valores de las dos parejas como mucho se diferencian en un signo. En este caso es
inmediato ver que, si los cuatro autovalores son iguales, entonces rango(A) =4 6 0;
mientras que, si ambas parejas tienen valores opuestos, entonces rango(A) =4 6 2.

En cualquiera de los tres casos, tenemos que rango(A4) = 0,2 6 4. ]

Del lema anterior se deduce inmediatamente el siguiente teorema:

Teorema 3.4.17 (Janovska-Opfer, [JO10b, p.90]). Sea p un polinomio bildtero cuadrdtico
tal y como se ha definido anteriormente. Se pueden dar los siguientes tres casos en funcion
de los autovalores de t3(a,b):

1.

2.

Todos los autovalores son no reales. Entonces solo habrd raices aisladas.

Hay autovalores reales y no reales. Entonces puede haber raices aisladas o raices de
tipo 2.

Todos los autovalores son reales. Entonces puede haber raices aisladas, esféricas o
de tipo 2.
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Conclusiones y trabajo futuro.

En este trabajo hemos buscado dar una recopilacion de los principales resultados en
la literatura acerca de la teoria de polinomios sobre anillos de division en general y, més
concretamente de polinomios sobre cuaternios, de una forma didactica, dando las bases
necesarias para entender las demostraciones, asi como profundizar y desarrollar las mismas
con resultados que en los articulos originales se dan por sabidos. También hemos visto
c6mo, al no poder asegurar la conmutatividad, los resultados son mucho mas complejos
y sorprendentes que a los que estamos acostumbrados cuando los coeficientes estan en un
cuerpo.

Usando este trabajo como base, se puede seguir el estudio explorando méas en deta-
lle la demostracién de caracter topolégico del teorema y estudiar la complejidad
computacional de la implementacién del método de Janovska-Opfer, asi como las diversas
consideraciones numéricas necesarias para la resolucién de las ecuaciones del tipo P(z) = 0
vistas en la seccion anterior. Por ejemplo, Janovska y Opfer usan el método de Newton en
una seccién de [JO10b).

Pero, sin duda alguna, la continuacién mas natural de este trabajo, tanto por el des-
equilibrio de resultados sobre polinomios simples y polinomios generales que hay en el
mismo como por seguir trabajando sobre estructuras algebraicas, es un estudio sobre la
clausura algebraica de los anillos de divisién en los polinomios generales. Por el corolario
2.2.18 sabemos que un anillo de divisién algebraicamente cerrado debe ser centralmente
infinito, pero, al menos con la investigacién hecha para este trabajo, no se sabe mucho
mas; ni siquiera si todo anillo de divisién se puede incluir en un anillo de divisién algebrai-
camente cerrado. Sin embargo, en [Mak85|, Makar-Limanov construyé el inico ejemplo
conocido de un anillo de divisién algebraicamente cerrado, asi que al menos se conoce su
existencia.
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Apéndice A

Los cuerpos reales cerrados son
elementalmente equivalentes a los
reales.

FEmpecemos viendo las definiciones de teoria de modelos de primer orden necesarias.

Definiciéon A.0.1. Un lenguaje L es un conjunto de simbolos de constantes, simbolos de
funcién y simbolos de predicado. Los simbolos de constantes tienen aridad 0, mientras que
los de funcién y predicado tienen aridad > 1.

Los lenguajes, como tal, no tienen significado, para ello hay que interpretarlos dentro
de una estructura.

Definicién A.0.2. Sea L un lenguaje. Una L-estructura es un par i = (A, (Z”)ZGL),
donde:

= A es un conjunto no vacio denominado universo de Ll.
» Si Z € L es un sfmbolo de constante, entonces Z4 € A.

» Si Z € L es un simbolo de funcién n-ario, entonces Z* es una aplicacién de A™ en
A, es decir, Z% : A™ — A.

» Si Z € L es un simbolo de predicado n-ario, entonces Z* C A™.

Diremos que Z% es la interpretacién de Z en L.

Definicién A.0.3. Sean U = (A, (Z%)z¢er) v UV = (B, (Z7)zer) dos L-estructuras. Di-
remos que iU es una subestructura de U si se cumple que:

= ACB.
= Para cada simbolo de funcién n-ario, f € L, se cumple que f* = f%\ An.

= Para cada simbolo de predicado n-ario, p € L, se cumple que f* = f¥n A",
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Este hecho lo denotaremos por U C *U.

Definicion A.0.4. Usando la notacién anterior, definimos las L-férmulas de primer orden
como aquellas palabras construidas a partir de los simbolos de funcién y de constante de
L y a partir de unas variables vy, v2, ... conforme a las siguientes normas:

= Las variables y las constantes son L-férmulas.

» Dados un simbolo de funcién n—ario, f,y n L-férmulas, ¢1, ..., t,, entonces f(t1,...,ty)
es una L-férmula.

Definicion A.0.5. Sea $l una L-estructura de universo A. Sean una L-férmula t y @ =
(@i)i>1, con a; € L simbolos de constante y a! = a; € A. Diremos que @ es una asignacién
y llamaremos interpretacion de t en @ al resultado de sustituir en ¢ cada aparicién de la
variable v; por d;, que denotaremos por t*[d].

Definicion A.0.6. Un L-enunciado es un L-férmula donde todas las variables aparecen
de forma ligada mediante los cuantificadores 3 y V.

Definicion A.0.7. Sean o,t1,to,... L-formulas y x,y variables. Diremos que o es cierto
en il o que Y modela o, y lo denotamos por i |= o, si sucede lo siguiente de forma recursiva:

» Si o = Pty,...,t,, con P un simbolo de predicado n-ario, entonces i = 0 <=
# ... 8h e A

» Si o= (t; =t3), entonces U o <= til = 1.

» Sio =1t Vty, entonces U = o < Ut ol to.

» Sio =1t Aty, entonces U o < U=t v U [ Lo

» Si o= —t;, entonces U =0 <= U B~ 1.

= Si o =Varty, entonces U =0 <= 4 = t{[d] para toda asignacién a.

» Si 0 = Jxty, entonces U = 0 <= existe al menos una asignacién a tal que

U = tf[a).

Definicién A.0.8. Fijado un lenguaje L, a los conjuntos de L-férmulas los llamaremos
L-teorias.

Sean ¥ una L-teoria y 4 una L-estructura. Si Vo € ¥, 4 = o diremos que 4l es un
modelo de X.

Diremos que una L-teoria X es consistente si existe un modelo il de 3.

Sean ¢ una L-féormula y ¥ una L-teoria. Si V4 modelo de ¥ se cumple que i = ¢,
entonces diremos que X prueba ¢ y lo denotaremos por X F .

Diremos que una L-teoria consistente X es completa si toda L-férmula, ¢, cumple:

YFyoolk —p.
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Definicion A.0.9. Dos L-estructuras, 1,0, se dicen elementalmente equivalentes si, para
toda L-férmula de primer orden ¢:

UEp <= T

Definicion A.0.10. Diremos que una L-teoria ¥ admite eliminacién de cuantificadores si
para toda L-férmula con variables, ¢(x1, ..., x,), existe una L-férmula sin cuantificadores,
Y(z1,...,2n), tal que:

Y| (VaiVee Ve, (p(x1, ... 2n) <= U(x1,...,2y))).

Definicién A.0.11. Sean una L-teoria ¥ y una L-estructura i{. Diremos que i es una
estructura prima de X si para todo modelo U de ¥ tenemos que 4 C U.

Con todas las definiciones anteriores ya podemos dar los resultados necesarios.

Lema A.0.12 (1.3.9 en [TZ12]). Sila teoria X es completa entonces todos los modelos de
Y. son elementalmente equivalentes los unos a los otros.

Lema A.0.13 (3.2.2 en |[TZ12]). Toda teoria con eliminacion de cuantificadores que con-
tiene una estructura prima es completa.

Teorema A.0.14 (Tarski-Seidenberg, 3.3.15 en [TZ12]). La teoria de los cuerpos reales
cerrados tiene eliminacion de cuantificadores y tiene como estructura prima al cuerpo
ordenado de los racionales.

Juntando estos tres resultados obtenemos que todos los cuerpos reales cerrados son
elementalmente equivalentes y, por tanto, elementalmente equivalentes a R.
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