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Resumen

En este trabajo se estudiaran las ecuaciones diferenciales lineales de orden superior a 1 con
coeficientes holomorfos en la esfera de Riemann, en especial la ecuacién hipergeométrica de
Gauss. En la primera parte se compararan los teoremas de existencia y unicidad para ecua-
ciones diferenciales no lineales y ecuaciones diferenciales lineales donde los coeficientes son
funciones holomorfas, abordando también la prolongacion analitica de las soluciones a lo largo
de curvas y el teorema de monodromia. En la segunda parte clasificaremos las singularidades
de las ecuaciones diferenciales lineales en singularidades de primer y segundo tipo, regulares
e irregulares; y se hard un estudio mas exhaustivo de las ecuaciones de orden 2 con coefi-
cientes funciones racionales. En la tercera parte se estudiara como caso particular la ecuacién
hipergeométrica de Gauss y finalmente se daran aplicaciones practicas de las ecuaciones difer-
enciales lineales, asi como ideas sobre su implementacién computacional.

PALABRAS CLAVE:

holomorfa, ecuacién diferencial, singularidad, monodromia, lineal, homogénea, fuchsiana...

Abstract

In this report linear differential equations of order greater than 1 with holomorphic coefficients
in the Riemann sphere will be treated, especially the Gauss hypergeometric equation. In
the first part we will compare existence and unicity theorems in both linear and non-linear
differential equations where coefficients are holomorphic functions, and analytic continuation
of solutions along curves and monodromy theorem are also treated. In the second part we will
classify singularities in linear differential equations into first kind and second kind, regular
and irregular; and a more comprehensive study of equations of order 2 whose coefficients are
rational functions will be done. In the third part the Gauss hypergeometric equation will be
studied as a particular case and finally practical applications of linear differential equations
as well as a few ideas about computational implementation will be given.
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Introducciéon

Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden: Las ecuaciones diferenciales de
primer orden son expresiones de la forma:

H(t, f(t), f'(t)) =0.
Cuyas soluciones son funciones holomorfas,
f:C—C.

Aunque no existe un procedimiento general para resolver estas ecuaciones se tienen varios casos
particulares que facilitan su resolucién especialmente cuando tratamos ecuaciones diferen-
ciales lineales.

e Ecuaciones diferenciales lineales homogéneas:

f'(®)+ A f(t) = 0.

Su solucién general se puede escribir de la forma (C € C):

(&) = Coxp (— /t tA(x)dx) |

e Ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas:

F'(t) + A f(t) = b(t).

Su solucién general es la solucion general de las ecuaciones diferenciales homogéneas mas una
solucién particular. Se resuelven por el método de variacién de las constantes, esto es, sea
una Yp(t) solucién fija de la ecuacién homogénea (por ejemplo, que Yy(ty) = 1), veamos como
se calcula ¢(t) para que ¢(t)Yy(t) sea una solucién particular de la no homogénea:

(VL) + ¢ (1)Yo(t) + c(t) AV (t) = b(t)
Hay que tener en cuenta que Yy (t) + A(t)Yo(t) = 0, luego:
d(H)Yo(t) = b(2),

es decir,

Y de aqui se deduce que:




De aqui se deduce la expresion general de la solucién de una ecuaciéon diferencial no homogénea
Z(t):
Z(t) = DYo(t) + c(t)Yo(t) = (c(t) + D)Yo(t) =

_ (D + /t () exp ( /:A(s)ds> da:) exp (— /t:A(x)dx) |

En lo que sigue, se trabajard con ecuaciones diferenciales homogéneas, salvo que se especifique
lo contrario.

Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior a 1: Su expresion general es de
la forma H(t, f(t), f'(t), f"(t), ..., f™(t)) = 0, con n € N. Al igual que en el caso anterior, no
existe un procedimiento general para resolver estas ecuaciones. Sin embargo, si consideramos
el caso de ecuaciones diferenciales lineales, tampoco existe un procedimiento general para
resolverlas, excepto en el caso de ecuaciones lineales con coeficientes constantes:

e Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes:

YD) + an_1y ") + ...+ ary' (t) + agy(t) = 0.
Su polinomio caracteristico es:
2Vt 12" 4 4 a1z 4+ ag = 0.

Por el teorema fundamental del algebra se tienen raices Aq,...,\,,, con multiplicidades ay,...,a;y,,
donde ;" | ay = n. Dadas estas raices se obtiene la solucién general de la ecuacién:

Y (t) = Cyexp(Mt) + Ost exp(Ait) + ... + Cpt® L exp(Apt).

El problema es que si el orden de la ecuacion es superior a 4, la ecuacion caracteristica no se
podra resolver en general mediante procedimientos algebraicos, debiendo recurrir a métodos
numéricos.

e Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes no constantes:

y () + ana (YD) + o+ a(t)y (1) + ao(t)y(t) = 0.

Como se habia comentado anteriormente, no existe un procedimiento general para resolver
estas ecuaciones. Por ejemplo:

y"(t) + ty(t) = 0. (Ecuacion de Airy)

NOTA: Las soluciones de esta ecuacién linealmente independientes son dos funciones no
elementales conocidas como funciones de Airy, Ai(t) es la funcién de Airy de primer tipo y
Bi(t) es la funcién de Airy de segundo tipo:

1 [ 3
Ai(t) = ;/ coS (% + ta:) dx ;
0
1 o0 3 3
Bi(t) = ;/ exp (—% + tx) + sin (% + tx) dx.
0



En particular, la funcién Ai(t) se caracteriza por tener un punto donde se pasa de un com-
portamiento oscilatorio a un decrecimiento exponencial. Esta funcién tiene aplicaciones en la
fisica cudntica a la hora de expresar el movimiento de una particula.

Queda clara, entonces, la imposibilidad de encontrar un método general para la resolucion de
ecuaciones diferenciales lineales si su orden es superior a 1. Sin embargo, no hemos planteado
ni siquiera la existencia y/o unicidad de este tipo de ecuaciones. Cabe preguntarse entonces:
. Tienen una solucién estas ecuaciones? ;Bajo qué condiciones esta solucion es tnica? ;Cual
es el maximo dominio posible de definicion de las soluciones de este tipo de ecuaciones?

Breve resena historica: Las ecuaciones diferenciales empezaron a definirse rigurosamente
con Isaac Newton (1642-1727) y con Gottfried Withelm Leibnitz (1646-1716). En particular,
con Leibnitz se introdujo el simbolo | de integracién (Similar a la S, pero mds alargada,
denotando “suma”) y la notacién % para la derivacion.

Maés tarde, Leonard Euler (1707-1783), popularizo la notacién actual para nimeros como , i,
e, y empezé a emplearse el método de variacién de las constantes para ecuaciones diferenciales
de primer orden, aunque también resolvié casos particulares de ecuaciones de segundo orden
(como la ecuacion de Euler).

Johann Karl Friedrich Gauss (1777-1855), en su trabajo Disquisitiones generales circa seriem
infinitam (1812), en el que se hace un riguroso estudio de las series de potencias, y cité por
primera vez la funcién hipergeométrica, empleando la notacién F(«, f,7; z), en este trabajo
se abordd también la integracion de ecuaciones diferenciales.

El estudio de las ecuaciones diferenciales mostré un gran avance en 1890, cuando Charles Emile
Picard (1856-1941) presenté una demostracién rigurosa del teorema de existencia y unicidad
de ecuaciones diferenciales, empleando el procedimiento de las aproximaciones sucesivas que
ya fue planteado por Cauchy en 1824, pero en este caso de forma mucho més rigurosa (de ahi
los iterantes que llevan su nombre).

Lazarus Immanuel Fuchs (1833-1902), fue otro importante matemético que destacé por el
estudio de las ecuaciones diferenciales lineales, mas concretamente, hizo un estudio en el que
diferencié las singularidades de estas ecuaciones, clasificandolas en singularidades regulares e
irregulares, destacando por sus trabajos en las décadas de 1880 y 1890.

Uno de los ultimos grandes avances en el estudio de las soluciones de las ecuaciones difer-
enciales, aplicando resultados de topologia algebraica, fue la demostraciéon del teorema de
monodromia, lo que permitié extender de forma rigurosa las soluciones de las ecuaciones
diferenciales lineales en abiertos simplemente conexos de forma mas general.

Finalmente, conviene destacar que el estudio de la ecuacién hipergeométrica supuso el desar-
rollo de herramientas matematicas que han sido de aplicaciéon en la resolucién de otros tipos
de ecuaciones diferenciales lineales, como la ecuaciéon de Kummer, asi como en el estudio de las
funciones especiales, destacando por sus aplicaciones en otras ramas del conocimiento, como
la fisica.



Capitulo 1: Teoremas de existencia y unicidad en ecua-
ciones diferenciales lineales

De ahora en adelante, se consideran ecuaciones diferenciales lineales ordinarias homogéneas
de orden mayor que 1,

y () + ana (YD) + o+ @)y () + ao(t)y(t) =0, (1.1)

definidas en un abierto A del plano complejo C, y cuyos coeficientes son funciones holomorfas.
Por otra parte, también se trabajard con sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden con coeficientes holomorfos:

y'(t) = A@)y(t) A(t) = [ajk(t)i<jr<n a;r(t) holomorfa V1 < j k < n.

A diferencia de lo que ocurre en caso general de ecuaciones diferenciales ordinarias, las ecua-
ciones diferenciales lineales se pueden escribir en forma matricial con un cambio de variable
Wo=v, =9, %=1, =9 Yn1 =1, o =y™ ). La expresion matricial de la ecuacién
diferencial queda entonces del siguiente modo:

/

n 0 0 1 .. 0 "
Yo = 0 0 0o . 0 Yo (1.2)
Yn—1 —(Zo(t) —a (t) —&Q(t) —an_l(t) Yn—1

De este modo se tiene un sistema de n ecuaciones diferenciales lineales de primer orden con n
incégnitas, con lo que se pueden aplicar los resultados especificos a este tipo de sistemas de
ecuaciones diferenciales lineales.

Por otra parte, aunque trataremos usualmente con ecuaciones diferenciales homogéneas, con-
viene saber que las ecuaciones diferenciales no homogéneas se pueden reducir al caso ho-
mogéneo aumentando el orden de la ecuaciéon en 1.

Lema 1.1: La ecuacion diferencial no homogénea:

Y™ () + a1 ()y" D (1) 4 an By () + ao(t)y(t) = b(t) (1.3)

puede reescribirse como una ecuacion diferencial de orden n+ 1 no homogénea, cuyo espacio
de soluciones contenga al de ((1.3)),

Y@ + e (Y™ (E) 4 o+ e ()Y (E) + cot)y(t) = 0. (1.4)

Demostracion:
En los puntos donde b # 0 se tiene que

an-1(t) (1)

0 Yy (t)—l—...—i—a
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(donde b se anule, se considerara en los apartados siguientes la existencia de una singularidad).

Haciendo g (t) = abk(g) cuando k = 1,2,....n — 1, g,(t) =
obtenida, se tiene que

(b(t))~* y derivando la expresién

Ga )y V() + g (05" (1) + g1 (DY (1) + g5 (YD (1) + o+ g0(Dy (1) + g6()y(t) = 0.

Dividiendo entre g, (t) y renombrando adecuadamente los coeficientes se obtiene entonces la
ecuacion homogénea de orden n + 1 (1.4).

Por otra parte, se tiene también el analogo para el caso de sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales de primer orden:
Lema 1.2: FEl sistema de ecuaciones diferenciales no homogéneo n X n

y'(t) = A(t)y () +b(?)

se puede reescribir como un sistema de ecuaciones homogéneo (n+ 1) x (n+ 1) de la forma:

Yo(t) = A™(t)yo(t).

Demostracion: Mas concretamente, si consideramos:

Y1 an(t) a2(t) as(t) ain(
Y2 asn (t) ag(t) as(t) agn(t)
Y=\ s A= | an(t) as(t) ass(t) asn(t)
" an() anlt) an(t) - aw(t)
b (t) h ann(t) a(t) ais(t) ain(t)  bi(t)
by(t) Y2 azn(t) axn(t) axs(t) agn(t) Da(t)
b= | bs(t) vo = Y3 A* — az(t) as(t) ass(t) azn(t)  bs(?)
n Un1(t)  ana(t) ans(t) ... apn(t) bu(t)
bu(t) WZ—H 0 0 0 0 0

y si se impone que w,11 = 1, entonces las soluciones del sistema no homogéneo se corresponden
con las soluciones del siguiente sistema homogéneo:

/

a1 (t)
921 (t)
asy (t)

ana ()
0

a12 (t)

929 (t)

aso (t)

(1)
0

alg(t)

agg(t)

&33(t)

an;(t)
0

A1y (t)
Aon (t)
a3n (t)

an.,;.(t)
0

bi(t) (0
ba (1) Y2
b3(t) Y3 (15>
bn(t) Yn
0 Wn+1
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En el siguiente apartado se enunciaran y demostraran los principales teoremas de sistemas
lineales. No obstante, también se abordaran a veces el caso de sistemas no lineales y el de
ecuaciones diferenciales lineales de orden n.

1.1: Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

Los problemas de valor inicial de Cauchy para sistemas de ecuaciones diferenciales (de primer
orden) son de la forma

y' =1£(ty)
y@@:yO} (1.6)

dondey € C", t € A C C, con A un abierto.
Maés concretamente, para sistemas lineales de primer orden (homogéneos o no):

y' = A1)y +b(t)
v(to) = vo } . (1.7)

Lema 1.3 (Desigualdad de Gronwall): Sea ty € A C C, con A un abierto estrellado
respecto de ty. Sea vi(s) = (1 — s)to + st, donde s € [0,1]. Sea I' = sop(7[0, 1]).

(Es decir, T' =T(to,t) es el segmento que une ty y t)

Y sean u,v: A C C — R funciones continuas con v(t) no negativa tales que

A%ﬂM$M@%

para cierta constante ¢ € R, para todo t € A. Entonces:

A%@M@M$%

u(t) <c+

u(t) < cexp (

NOTAS:

1. A diferencia de lo que ocurre en variable real, donde todas las funciones continuas admiten
una unica integral entre dos puntos, en el caso complejo integrales que coinciden en los puntos
inicial y final, pero se diferencian en el camino escogido, pueden arrojar valores diferentes, lo
que también ocurre, por ejemplo en Analisis Vectorial con funciones vectoriales definidas en
un subconjunto abierto de R™, en cuyo caso se habla de campos no conservativos.

Por ejemplo, si consideramos la funcién f(t) = ¢, y tomamos las siguientes curvas: T'y(s) =
cos(s) + isin(s); con s € [0, 7] y I'y definida como I'y(s) =1 — s, donde s € [0, 2], entonces

Fydt=mi£0= | fo)dt
Iy )

a pesar de que en ambos casos el punto inicial es el 1 y el punto final es el -1.
De hecho, una integral siguiendo una curva con idéntico punto inicial y final puede tener
un valor no nulo. Si consideramos I'(s) = cos(s) + isin(s) ; con s € |[0,27], las curvas
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concatenadas I'j — I'y (sentido antihorario), I'y — I'y (sentido horario) y A(t) =1 V¢ € [0, 1]
la curva constante en 1, entonces se tiene que:

]{ F(t)dt = 0 F(t)dt = mi # F(t)dt = —mi # ]{f(t)dt = 2mi.
A I'1—TI'2 e Y r

Por esta razon, que es consecuencia del teorema de Cauchy-Riemann, se exige que las funciones
sean holomorfas.

1,5 -

—Iy
—I

-1,5 -

Trayectorias de las curvas I'y y I's.

2. Aunque no lo abordaremos, en las ecuaciones diferenciales lineales donde los coeficientes
solamente son funciones continuas, se puede probar la existencia de solucién, pero no la
unicidad de la misma.

3. De ahora en adelante, si A es un abierto de C, H(A) denotara el conjunto de funciones
holomorfas en A, y H(A,C"), seran las funciones holomorfas con llegada en C" (holomorfas
componente a componente). La definicién de funciones holomorfas en varias variables no es
tan trivial y se basa en la propiedad de las funciones analiticas. Si A € C™" es abierto, se dice
que la aplicacién f: A — C es analitica en xg = (21, ...,2,)T € A C C" si existe h > 0 tal
que si ||x — xq|| < h, con x = (4, ..., t,)T, entonces:

(o]
Cofx) = > g ti—z) - (t, —z,).
k=0 ji+...+jn=k
Y se dice que f es holomorfa en A si es analitica en cada punto de A. Para el caso de
aplicaciones de la forma f : A — C™, con A abierto de C", se dice que f es holomorfa si lo es
cada una de sus componentes.
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Proposiciéon 1.4: Sea 2 C C x C* un subconjunto abierto y simplemente conexo y sea
fe H(Q,C"). Sea (to,yo) € Q tal que ty € A C C, para un abierto simplemente conexo A.
Sea u € H(A,C") tal que (t,u(t)) € Q, para todo t € A. Entonces u es solucion de (1.6)) si,
y solo si es solucion de la ecuacion integral:

yw=m+[7@wmw. (1.8

Demostracion: Supongamos que u : A — C" es solucién de (1.6). Integrando, se tiene
entonces que:

a(t) = yo = u(t) ~ulte) = [ w(s)ds = [ fsu(s)ds

con lo que u es solucién de ((1.8]).

Reciprocamente, supongamos que u es solucién de . Al ser f continua, el integrando
también es continuo por ser composicion de funciones continuas. Por el teorema fundamental
del Calculo, el término derecho es derivable, y por tanto u es derivable. Derivando, obtenemos
que u verifica la ecuacién diferencial (L.6). La condicién inicial se verifica al ser el conjunto
simplemente conexo, lo que garantiza que el valor de la integral de linea no depende del camino

escogido.
|

Teorema 1.5 (De existencia y unicidad locales): Sea Q2 C CxC" un subconjunto abierto
y sea £ una funcién holomorfa (y por tanto £ € C™'~(Q,C"), es decir, £ es localmente
lipschitziana en todo el abierto Q1). Sea (to,yo) € 2. Entonces existe un nimero € > 0 tal
que el problema de wvalor inicial (1.6)) tiene una dnica solucion definida en el disco cerrado
E(to,é).

Demostracion:

PASO 1: Existencia de la solucion

Veamos que la ecuacion tiene solucién. Se usard la técnica de los iterantes de Picard, pero
hay que buscar un entorno de (ty,y,) lo suficientemente ”pequeno”. Para ello, sean a,b > 0
tales que:

Ry = D(ty,a) x B(y,,b) C Q,
donde:

D(tg,a) ={t € C: |t —to| < a};

B(yo:b) ={y € C" : [ly — yol <0}
y, como R es compacto y f es continua en R C €2, sea entonces:
M = f(t, < 00.
ax. [[f(,y)l| < oo

Tomamos entonces:

h = min{a,b/M}. (1.9)
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Y consideramos un entorno todavia mas reducido:

Ry = E(to, h) X E(yo,b) C Ry C Q.

Definimos el conjunto de funciones:

S = {u € C®(D(ty, h),C") : u(ty) =y, (t,u(t)) € Ry, ¥t € D(to,h)}.

Supongamos que u € S. Entonces la funcién definida por:

v(t) =y, + /ttf(s,u(s))ds, t € Bl(ty, h)

vuelve a ser un elemento de S, por la holomorfia de v y por que v(ty) = y,. Ademas, se tiene

que:
¢

/ v'(s)ds
to

/ (s, u(s)) | ds
T'(to,t)

<Mt —to| < Mh<b

de modo que (t,v(t)) € Ry sit € D(tg, h).
Sea entonces la funcién constante

[v(t) = yoll = Iv(t) = v(to)ll =

= <

[ tssutspas

to

<

uo(t) =Y t e E(to, h)
Obviamente y, € S, y por tanto, los iterantes de Picard definidos como:

() =y + [ fls,0,(5))ds (1.10)

to
estan bien definidos para j > 0y pertenecen todos ellos a S. Veamos que convergen uniforme-
mente. Notese que sit € D(tg, h):

[uy(t) —w (1] <

/F(t ) If(s,ui(s)) — f(s,ug(s))]|ds

/ s (s) — uo(s)ds
F(to )t)

€= max |lu(t) =y

[t—to|<h

<L < CL|t — to|

donde:

y L es la constante de Lipschitz de f en el compacto Ry.
Se demuestra entonces por inducciéon para j > 1:

LC ‘
I9541(8) = s (O < == [ = ol
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Y se deduce que:

s Jugen() (0] < 2
Sean j,k € N, entonces si |t — to| < h:
k—1
() = (@) < D s () = wn(t)] <
m=j
- 2 (Lh)™C - i (Lh)™C
T~ m! T = m!

Puesto que la acotacién anterior es vélida para cualquier ¢ € D(tg, h) y el término derecho
es el resto de la serie numérica convergente de la funcién analitica Ce!”, deducimos que
{u;}2, € S es una sucesiéon de Cauchy para la convergencia uniforme y por tanto converge
uniformemente hacia una funcién u : D(to, h) — C", que serd continua, pero ademads, por el
teorema de Weierstrass en variable compleja, el limite uniforme de funciones holomorfas
es una funcién holomorfa. Es obvio que u(ty) =y, y ademds, si s € D(to, h),

u(s) = lim u(s)
Puesto que u;(s) € B(y,,b) para cualquier j > 0, deducimos que u(s) € B(y,,b) por ser
B(y,,b) un conjunto cerrado. Es decir, u € S.
De la convergencia uniforme de {u;}32, a u y del hecho de que f € H(R,,C") , se deduce
que {f(s,u;(s))}52, convergen uniformemente a f(s,u(s)) cuando s € D(to, h). Por tanto, se
pueden intercambiar limites con integrales en y deducir que:

t
u(t) =y, + / f(s,u(s))ds. (Existencia de solucién)

to

PASO 2: Unicidad de la solucién

Veamos que en el entorno definido de ty, D(to, k), la solucién asi definida es tinica. Veamos
en primer lugar que si y es soluciéon de en D(to,h), debe estar en S. Para ello, basta
comprobar que toma valores en B(y,,b), pues evidentemente y debe ser holomorfa y verificar
la condicién inicial y(to) = y,.

Supongamos por reduccién al absurdo que existe un £ € D(tg, h) tal que |ly(f) — xo|| > b.
Como y(t) es continua, al ser holomorfa, también es continua |y (t) — y,||, y por tanto, existe
t, € D(to, h) tal que:

[y (1) = ¥oll = b. (1.11)

Podemos suponer ademas que:

[t: —toll = inf{t € D(to, h) : ly(t) — yoll = b}
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de manera que t; es el punto més préximo a t, que verifica esa propiedad (puede no ser el
unico). Por tanto, se tiene que:

ly(t) —yoll <b ¥Vt D(to, [t: — to|)

Y por ser y(t) solucién, entonces:

§M|t1—t0|<Mh§b7

/ f(s. y(s))ds

lo que esta en contradiccién con ((1.11)).
Supongamos entonces que z e y € S son dos soluciones de (L.6]). Entonces, los valores (¢, z(t)),
(t,y(t)) € Ry para |t —to| < h, y por ser f holomorfa, es decir, lipschitziana respecto de y de
constante L en este conjunto, entonces:

Iy () — ol = \

/ f(s. 2(s)) — (s, y(s))ds

to

l(t) - y(t)]| = \

/Hfsz ) —f(s,y(s))||ds| < L

Y se concluye aplicando la desigualdad de Gronwall (para ¢ = 0, v = 1), luego z(t) = y(¢). -

s)llds| +

Teorema 1.6 (De Peano): Sea 2 C C x C" abierto simplemente conezxo y sea f : Q2 — C"
holomorfa. Sea (ty,yo) € ). Entonces eziste un nimero h > 0 tal que el problema de valor
inicial (1.6)) tiene alguna solucidn en un entorno D(ty,€) para cierto € > 0.

La demostracion del teorema de existencia y unicidad es valida para sistemas de ecuaciones con
coeficientes holomorfos en general, sin embargo, en el caso real basta con que los coeficientes
sean simplemente funciones continuas y localmente lipschitzianas. En el caso de sistemas
lineales (y por consiguiente, de ecuaciones lineales de orden n), en los que los coeficientes sean
funciones holomorfas, este resultado admite una versién mas fuerte, que permite extender el
dominio de definicién local hasta un disco que llegue a la frontera del abierto A.

Teorema 1.7 (De existencia y unicidad para sistemas lineales): Se considera el sis-
tema de ecuaciones diferenciales , se considera A un abierto de C donde esté definida
la solucion de (1.7)), el abierto producto Q@ = A x C" C C x C" donde los coeficientes de la
matriz A y el vector b sean funciones holomorfas. Sea (ty,yo) € Q. Entonces el problema de
valor inicial tiene una tnica solucion definida en la bola B(yy, R), donde:

R = d(to, Fr(A)).

Demostracion:

PASO 1: Existencia de la solucién y definicién en todo el disco

Para probar la existencia, al igual que en el caso general, emplearemos iterantes de Picard.
Sin embargo, en este caso las acotaciones no dependeran de las condiciones de valor inicial
impuestas (salvo casos triviales).
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Definimos:

Yo(t) =¥, Yres1(t) = ¥o +/ A(s)y,(s) + b(s)ds.

to

Por el teorema fundamental del cdlculo en variable compleja, y, (¢) son funciones holomorfas
en el abierto A. Sea r tal que 0 < r < R:
M = max{[|A(s)yy + b(s)[|; s € D(to, 7)};

L = sup{[|A(s)ll; s € D{to, 1)}

Entonces:

<

/t A(s)y, + b(s)ds

to

9200 = o) = [ 1A+ bls)ls| < it~ o]
I'(to,t)
Supongamos que, si k' < k, se tiene que:

Lk’|x . xo,k’ﬂ

[Yrrs1(t) —yi@)| < M

(k' +1)!
Entonces:
t
360 (0) =30 = | [ A5l ~ v (9ds)| <
to
Lk71$k|t_t0|k Lk|t_t0|k+1

1
< |t—t0|L/ e (1.12)
0 .

(k+ 1)

Con lo que por el principio de induccién se tiene la desigualdad (1.12)) de forma general
Para |t — to] <r

G M N (Lr)Ett M

S keal) = velOll < 73 (g = Fesp(Lr) = 1) < o

k=0 k=0
Por tanto, la sucesién {y,(t)}22, converge uniformemente en los compactos de A, més conc-
retamente, si 7 < R, lo hace en D(ty,7) en virtud de la convergencia uniforme, la funcién
holomorfa y satisface la igualdad

y(t) =y, + /t A(s)y(s) + b(s)ds

to

y aplicando la proposicién 1.4, se comprueba que y es solucién del problema de valor inicial
(1.7) en todos los compactos D(ty, ), luego también lo es en el abierto unién de todos ellos:

D(to, R) = GE(tO,R (1 — %)) .

n=2

PASO 2: Unicidad de la solucion
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Para probar la unicidad (y de paso describir como es la solucién en el disco) emplearemos
series de potencias, més concretamente, fijado un punto t, consideramos en D(t, ¢):

Por otra parte, nos restringiremos a la resolucion de ecuaciones diferenciales lineales de orden
n (v de los sistemas de orden 1 asociados) , imponiendo valores a la funcién y a sus
n — 1 primeras derivadas, asi como de los sistemas de ecuaciones lineales de primer orden:

Para sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden:

En este caso, para considerar la expresion en serie de potencias se pueden considerar sistemas
no homogéneos. Fijando un punto ¢ € C:

y'(t) = A(t)y(t) + b(t);

y'(to) = A(to)y(to) + b(to);

' (to) = g (A®)y(t) + b(t)],—, = A'(to)y(to) + Alto)y'(to) + b'(to)...

Y mas en general, si k£ > 1, vemos como cada derivada del vector y puede ser expresada en
funcion de las anteriores:

y R (t) = Ek: ((f) AW (4)y =) (to)) +b®(t,). (1.13)

r=0

Al ser y un vector de funciones holomorfas, entonces se puede expresar su soluciéon como serie
de potencias en un entorno adecuado de ty:

00 1 .
Zk_ to YVt € D<t0,€)
k=0

para cierto valor de € > 0.
Para ecuaciones lineales de orden n:
Y () + ano1 (Y (E) 4+ o+ ar ()Y (E) + ao(t)y(t) + b(t) =

y(tO) = bOv y/(t()) = b17 (XY y(n_l) (tO) = bn—l-

Sea y la funcién obtenida como serie de potencias al resolver el sistema asociado, esto es:

e k’) —
V1) = 9lta) + 5/ (1)t — t0) + 2o/ (1) —10)? . = 3 LI kat—to

k=0

Veamos que el radio de convergencia de esta serie de potencias es no nulo, es decir, que el
crecimiento de los coeficientes estd acotado por una serie geométrica.

Suponiendo probado el PASO 1 de la demostracién anterior (mediante iterantes de Picard),
basta ver que el sistema de ecuaciones planteado al expresar la funcién como serie de Taylor
centrada en el punto ¢y tiene solucion tnica.

Dicho sistema de ecuaciones tiene como incégnitas £, donde m > n .

Pasando todos los sumandos, excepto el término con la derivada de mayor orden a la derecha,

(1.1) se convierte en:

y () = —an 1 (y" V() — = aa(B)y' (1) — ao(t)y(t) — b(2). (1.14)



19

Evaluando en tg, se obtiene el valor de y™ (ty):

Y™ (to) = —an-1(to)y"™ V(to) — ... — a1(to)y/ (to) — ao(to)y(to) — blto) =

= —an,1<t0)0n,1 — — Gl(to)cl — Gg(to)CO — b to (Z Qe to > (to)

Si derivamos la expresién (T.14]), podremos obtener el valor de y™+1):

y " (ko) = _% (Z ar(t)y™ (ﬂ) — U(to) =
- (i aj, (to)y™ (¢ ) (Z ar(to)y* T ( )) — b'(to).

k=0 k=0

Es decir, que 5™V (ty) se puede expresar en términos de todas las derivadas anteriores (esto
s, de y<t0)7 Y (tl))? y/,(t0)7 st y(n) (t0)>

Miés en general, aplicando la férmula de Leibnitz, se obtiene una expresién de f"*%)(t,), que
depende tnicamente de los coeficientes ax(t) de la ecuacién diferencial (y de sus derivadas
hasta el orden k), y de las derivadas ya conocidas de y hasta el orden n + k — 1:

y ) (1) = — <Z ar(t ) — b (1) =
nzl (i( ) " l)(t)y(’““)(t)) — b (1) =

t=to

= _Z (Z ( ) m— l)(to)y(k+l)(t0)> — b (t). (1.15)

Como en estas sumas, el valor maximo de k + [ es igual a n — 1 + m, entonces resulta obvio
que ™) (1) se puede escribir como combinacién lineal de f(ty), f'(to),..., fPF™ D (ty).
Como esta expresion asi obtenida estd univocamente determinada, el sistema admite
una Unica solucién formal como serie de potencias centrada en el punto ¢;. Como ademas, en
el PASO 1 de la demostracién anterior se vio que la ecuacion tenia al menos una solucion en
un entorno de ﬁ(to, R) de ty, entonces necesariamente la solucién mediante serie de potencias
formal es la tinica solucién que verifica ser limite de los iterantes de Picard de la demostracién
anterior.

Inciso 1.8: ;Por qué los coeficientes de serie de potencias se pueden acotar por
una progresion geométrica ?

Veamos que, en efecto, es posible encontrar un valor explicito R > 0 para el cual es posible
aplicar el teorema de existencia y unicidad para sistemas lineales. Este valor es, de hecho,
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R = d(ty,C\ A), donde A es el abierto de definicién de los coeficientes de la matriz A y el
vector b.

Para sistemas lineales de primer orden: Veamos que la solucién del sistema lineal
tiene radio de convergencia no nulo:

=> ¢ _k:!to_) y®(to) =

k=0
Obviamente, segtn (|1.13]) se tiene que

k

y ' (t) = Z <(k) AD (to)y ) (to)) +b " (t)
r=0 "

donde A = [aij]lgnjgn, b= (bl, ceey bn)T

Como la matriz A y el vector b tienen entradas holomorfas en un entorno de t,, entonces

existe € > 0 tal que el minimo radio de convergencia de los coeficientes de la matriz A y del

vector b es justamente ¢.

Si tenemos en cuenta las igualdades entre vectores en un entorno adecuado de ty, D(tg,¢):

(t —to) £

WE

=
Il

0

o

_y o)t t—to 9 (t0) =

k=0

NE

(-t gy AW = C N A0 1) = (e t0) i

NE

i
<)
x~
Il
=)
>
I

0

Mas concretamente, componente a componente:

i t_to b(k (to) :it to) g(km a;(t i t_to k) Zit to) h(k
k=0 k=0 k=0 -0

Teniendo en cuenta estas igualdades, ((1.13) puede reescribirse como:

k
k!

r=0
es decir,
k
(k+ Dfgeny = > Hey - fmr) + 8eay- (1.16)
r=0
O componente a componente:
(k+1) fieray = ZZH fnrys F ooy 1=1,2,mk € {0,1,2,...}. (1.17)

r=0 s=1

Si € es el radio de convergencia, sea x un punto tal que |z — | < £, y sea
R=(e+]x—ty])/2 <e.
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Entonces, las series de potencias asociadas a la matriz A y al vector b son absolutamente
convergentes en x, mas concretamente, lo son cuando |t — tg| < R, entonces existe M > 0 tal
que:

|| R < M |ga|RF <M i, €1,2,..,n
Sustituyendo en ((1.17)), se obtienen las desigualdades:

k n
ZZRT|f(T)s| +1

r=0 s=1

(k+ Dl fopan| < MR

Si consideramos la suma de los valores absolutos p, := >_"_, | fi)s|, entonces se reescribe la
desigualdad como:

(k’ + 1)pk’+1 S nMR_k

k
> Rp+1
r=0

y obtenemos dos series de potencias mayorantes que acotan a la original:

Zf(k (t—to)" <> pelt —t)F < Pilt —to)"
k=0 k=0

Lo que se cumple si hacemos Py = py y tomamos los términos siguientes del siguiente modo:

k
> R'P+1

r=0

(k4 1)Ppy1 =nMR™*

pero esto implica, aplicando el principio de induccién, que:

(k’ + 1>Pk+1 = TLMPk + Rilk’Pk.
Y de aqui se deduce que:

P k MR 1

O T L (1.18)
Con lo que se deduce que la serie de potencias y .-, Py(t — to)* converge absolutamente si
|t —to] < R. Como esta serie de potencias acota superiormente a cualquiera de las series de

potencias asociadas al vector solucion y, se tiene necesariamente que:

6+|fE—t0|

5 para todo [ € {1,..,n}.

e.)
Zf(k)l<oosi |t —to] <r=
k=0

Al ser vélido el cardcter finito para todo R = (¢ + |z — to|)/2, con |x — t5| < € entonces se
tiene el radio de convergencia de la serie de potencias del vector y es al menos € > 0.

Para ecuaciones diferenciales lineales:

Ya hemos visto, segin (|1.15)) que:
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Yy (g ni: (Z ( ) v l)( o)y F (to)) — b (ty).

Hay que tener en cuenta que tanto las funciones ay(t) como b(t) son holomorfas, con lo que
se pueden desarrollar en forma de serie de potencias cuyo radio de convergencia sea no
nulo. Es decir, existen C' > 0; M > 1 tales que si:

s b(l)(
b(t):z_: T t—to Zﬁlt—to
entonces |ay | < CM'y |3 < CM! para todo k =0,...,n — 1 y para todo [ € NU {0}

Con lo que se observa que el radio de convergencia de los coeficientes de la matriz A y el
vector b es al menos 1/M. Acotamos entonces en la expresién ([1.15)):

Z(Z( ) " l)(to)y(k+l)(to)>+b(m)(to)

=0

<3 (Z <77)|a;§; (to)|ly* 0t o)l) + 6 (20| =
:i ( <Tln) |Oém_l~(m—l)!-fk+l(]{:—|—l)!|> + |Bm|m! <

<

<3y (m> (m =D CM™ - (k + D)|yess| + mlCM™. (1.19)

Definimos entonces los coeficientes c¢; del siguiente modo:

co = |yol, e1 = [yl a1 = [Yn-al,
y para k > n:
n—1 m m
(n+m)lepem =Y ( : >(m —DIOM™  (k+ 1) - cpyy + mICM™.
k=0 1=0

Se considera entonces la siguiente serie de potencias:

z) = Z cr(z — to)"

k=0

Asi definida, esta serie de potencias es solucién de la ecuacion diferencial:

R™(2) — A, 1R™ V() — ... — Ag(2)R(2) — B(z) = 0, donde:
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An(2) =C> M'(z —to) = %;
B(z)= O3 Mz —to) = — M((JZ —

Con lo que la ecuacién diferencial puede reescribirse del modo siguiente:
(1—M(z—2))-R™(2) = CR™V(2) +..+CR(2) + C.
Igualando coeficientes:

(n+m)!
m!

(n+m—1)!

(m —1)!

(n+m—1)!

— M - cpim_- ml

Cnt+m 4+ = Ccn+m71 4+ ...+ CCm,

es decir,

Cogm - (M+m) = (C+Mm)(n+m— 1)+ Ccpymoan+m—2)+ ...+ Cc,yml.

Dividiendo cada término entre el anterior, obtenemos:

Cgm C+ Mm N 2 Cemyr(m+k)!

Crtm—1 n+m = cppmo1(n+m)!

Se tiene que la sucesion {c, 1, 5o, es creciente. En particular, se tiene que ¢, imi1 > Gtk
para todo k € {0,1,..,n — 2}.
Tomando limites:

lim —m — A, (1.20)
Por lo tanto, R(z) tiene radio de convergencia 1/M. Por otra parte, como por induccién se
tiene que |frim| < Cham, Ym > 0, con lo que la serie de potencias tiene radio de convergencia
al menos 1/M. Como 1/M se puede tomar arbitrariamente préximo al minimo radio de
convergencia de los coeficientes de la matriz A y el vector b, entonces el radio de convergencia
de las soluciones de la ecuacion diferencial es, al menos, el minimo radio de convergencia de

los coeficientes de la matriz A y el vector b. =

Comparacién entre las demostraciones para sistemas lineales y no lineales:
Consideremos la ecuacién y/(t) = y?, con y(ty) = A. Entonces es obvio que sus soluciones son
de la forma:

y(t) =0 VvteCsiA=0

en este ejemplo queda claro que el entorno donde esta definida la solucién depende de la
condicién inicial. Esto queda reflejado en la demostracién del teorema de existencia y unicidad



24

para el caso general, donde el valor de h tomado depende del valor inicial (Véase );
mientras en el caso de ecuaciones y sistemas lineales la solucion se puede extender a un disco
maximal donde estén bien definidos los coeficientes de la ecuacion o del sistema.

Por otra parte, la familia de soluciones de una ecuacién no lineal o un sistema no lineal podria
no tener estructura de espacio vectorial ni de espacio afin (por ejemplo, la ecuacién diferencial
y' = y? tiene como solucién a f(t) = —1/t y a g(t) = 0, pero no a —f(t) = 1/t)

Proposicién 1.9: Sean € N. Las soluciones de un sistema lineal homogéneo de n ecuaciones
diferenciales de primer orden (y las de una ecuacion diferencial lineal homogénea de orden n)
forman un espacio vectorial de dimensionn. En el caso no homogéneo las soluciones se pueden
expresar como la suma de una solucion del sistema homogéneo mas una solucion particular
del no homogéneo.

Demostracion: Sean f, g dos vectores de funciones holomorfas que satisfacen el sistema
diferencial homogéneo de orden n:

y'(t) — A)y(t) = 0.
Entonces, si A, i € C, entonces:
(M + pg) — AM + pg) = At — Af) + u(g’ — Ag) = 0.

Para ver que es de dimensién n, basta tomar un punto t, € C donde se pueda aplicar el
teorema de existencia y unicidad, y en ese punto se escogen como base de soluciones las
funciones fi, ..., f,, tales que si ey, .., e, son los vectores de la base canénica, entonces:

fl(to) = €; Vi € {]_, ,n}

La demostracién para ecuaciones diferenciales lineales de orden n es muy similar, aplicando
la linealidad de las derivadas y la propiedad distributiva para probar que es espacio vectorial
y dar condiciones iniciales de la forma fi(] )(to) = 0;; (con 4,j € {0,...,n — 1}) para probar que
es de dimensién n.

Para el caso no homogéneo, si y,,(t) es cualquier solucién del sistema de ecuaciones diferenciales
lineales homogéneo y’(t) = A(t)y(t) y y,(t) una solucién particular del sistema no homogéneo
y'(t) = A(t)y(t) + b(t), entonces:

(¥n +5,)' (1) = i (1) + ¥, (t) = Ay (t) + (A®)y, (1) + b(t)) = A(t)(y,(t) + v, (1)) + b(t).

Con lo que (y;, +¥,)(t) es una solucién del sistema no homogéneo. Para el caso de ecuaciones
lineales de orden n no homogéneas la demostraciéon es similar.

1.2: Prolongacién analitica de soluciones

Como ya se ha visto, se tiene la existencia y unicidad de las ecuaciones diferenciales lineales,
donde los coeficientes con coeficientes funciones holomorfas. Sin embargo, no se ha dado
aun ningun resultado que permita extender la existencia y unicidad de soluciones mas alla
de discos maximales donde estén definidos los coeficientes de la ecuacién diferencial. FEn el
siguiente apartado trataremos la extension de funciones holomorfas mas alld de discos.
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Definicién 1.10: Sea D un disco abierto, supongamos que f € H(D), y consideremos
t1 € Fr(D). Se dice que t; es un punto regular si existe un disco D; centrado en ; y una
funcién g € H(Dy) tal que g(t) = f(t) para todo t € DN D;. Si un punto de D no satisface
esta condicién, se dice que es un punto singular de f.

Ejemplo: Para la serie

> o
n=0

los puntos de D(0, 1) son todos regulares, excepto el 1, ya que se puede considerar la funcién
holomorfa g(t) = 1.
Teorema 1.11: Supongamos que f € H(U), para un determinado abierto U, y que la serie

de potencias:
oo

) =) an(t—t)" (t,to €U) (1.21)

n=0

tiene un radio de convergencia igual a C > 0. Entonces f tiene al menos un punto singular
en la circunferencia de centro ty y radio C.

Demostracion:

Sea T := D(to,C'). Supongamos por reduccién al absurdo que todo punto de 7" es un punto
regular de f. La compacidad de T implica entonces que existen discos abiertos Dy, ..., D, vy
funciones g; € H(D;) tales que el centro de cada D; estd en T', talesque T'C Dy U...UD,, y
tales que g;(z) = f(2) en D; NU.

Si D;ND;#0yVi;=D;ND;NU, entonces V;; # ( (puesto que los centros de los D; estan
enT),ygi=f=gjen V. Como D;N D, es conexo, y ¢;, g; son funciones holomorfas,
entonces g; = g; en D;ND;. Por tanto, podemos definir una funciéon hen ) = UUD,U...UD,,
mediante:

| flre) sizeU
h(z) = { gi(z) sizeD

Como Q D U y Q es abierto, existe un ¢ > 0 tal que el disco D(0,1 4 ¢) C Q. Pero como
h € H(Q), h(z) viene dado por la serie de potencias en U, y aplicando un teorema que
garantiza que toda funcién holomorfa puede representarse mediante serie de potencias en un
disco que esté contenido en el dominio de definicion de la funcién, se tiene ahora que el radio

de convergencia de la serie (1.21)) es al menos 1 + ¢, en contradiccién a nuestra hipdtesis.
n

Definiciones 1.12:

Un elemento de funcién o germen de funcién es un par ordenado (f, D), donde D es un disco
abierto y f € H(D). Dos gérmenes de funcién (fo, Do) v (f1, D1) son prolongaciones directas
uno del otro si se verifican estas dos condiciones: Dy N Dy # 0, y fo(2) = fi(2), para todo
z € DygN Dy. En este caso se escribe:

(fo, Do) ~ (f1, Dy). (1.22)
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Una cadena es una sucesién finita de discos C, por ejemplo, C' = {Dy, Dy, ..., D, }, tal que
D; 1N D; # () para cada i = 1,...,n. Si se da (fo, Dy) v si existen elementos (f;, D;) tales
que (fi_1,D;—1) ~ (f;, D;) para cada i = 1,...,n, entonces (f,, D,) se llama la prolongacién
analitica de (fo, Do) a lo largo de C. Notemos que f,, estd determinada de manera unica por f
y por C' (si existe). Para verlo, supongamos que se verifica la relaciéon de equivalencia
también con ¢; en lugar de f;. Entonces g1 = fy = fi1 en Dy N Dy; y como D; es un conjunto
conexo, tenemos ¢g; = f; en D;. La unicidad de f,, se deduce por inducciéon sobre el niimero
de términos de la cadena C.

Si (fn, D) es la prolongacién de (fy, Do) alo largo de C, y si D,,NDy = (), no es necesariamente
cierto que (fo, Do) ~ (fn, Dy); es decir, la relacién ~ no es transitiva. Un ejemplo es la raiz
cuadrada de una funcién: Si tomamos Dq, D,,, D discos de radio 1 y con centro en 1, w y
w? =W, con w la rafz cibica de 1 con la parte imaginaria positiva, sea f; € H(D;) de manera
que f7(t) =t, y de modo que (fo, Do) ~ (f1, D1) y que (f1, D1) ~ (f2, D2).

Entonces, en Dy N Dy se tiene que fo = —fa # fo, luego (fo, Do) = (fa, Da).

La raiz cuadrada no se puede definir de forma continua en el plano complejo.

Una cadena C' = Dy, ..., D,, se dice que recubre una curva vy con [0,1] como intervalo de
pardmetro si existen nimeros 0 = sp < $1 < ... < s, = 1, tales que y(0) es el centro de Dy,
(1) es el centro de D, y:

v([siy8i+1)) € Dy (i=0,1,...,n—1).

Si (fo, Do) puede prolongarse a lo largo de esta curva C hasta (f,, D,,), llamamos a (f,, D,,)
una prolongacién analitica de (fo, Do) a lo largo de v (En un teorema posterior se probara la
unicidad); se dird entonces que (fy, D) admite una prolongacién analitica a lo largo de ~.

Lema 1.13: Supongamos que DoN Dy N Dy # 0, con (fo, Do) ~ (f1,D1) y (f1,D1) ~ (fa, D2).
Entonces, (fo, Do) ~ (fa2, D2).

Demostracion:

Se tiene que f(] = f1 en DgﬂDl y que f1 = f2 en D1 ﬂDQ, luego f(] = f1 = fg en DoleﬂDQ.
Se tiene que ) # Dy N Dy N Dy C Dy N Dy. Como Dy N Dy N Dy es un abierto no vacio de
C, y Dy N Dy es un conjunto conexo que lo contiene, por la extensién analitica de funciones

holomorfas, se tiene que fo = fo en Dy N Ds.
[ |
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Teorema 1.14: Si (f, D) es un germen de funcion y si vy es una curva que comienza en el
centro del disco D, entonces (f, D) admite a lo sumo una unica prolongacion analitica a lo
largo de la curva 7.

Demostracion:

Sean ' y Cy dos cadenas. Entonces existen nimeros:

0=590<51<...<S8n==5nt1 =1

y0=0p<o1<..<0,=0,11 =1 tales que:

Wsisi) €A Aopoml) CB (0<i<m,0<j<n).

Entonces existen gérmenes de funcion (g;, A;) ~ (git1, Ait1) v (hy, B;) ~ (hj41, Bj11), para
0<i<m-1y0<j<n-—1. Aquigy=ho=f.

Pretendemos probar que si 0 < i <my 0 <j <n,ysi[s; si11] interseca [0, 0;4+1], entonces
(9i, Ai) ~ (hy, B;).

Supongamos por reduccién al absurdo que existen pares (i, j) para los que esto es falso. Entre
ellos existe un par (i, jo) para el cual se iy + jo < i3 + ji1 si tampoco se verifica la condicién
para (i1, j1). Obviamente, se tiene que i+ 7 > 0. Supongamos también que s; < ¢;. Entonces
i > 1,y como [s;, s;41] corta al segmento [0}, 0,41], entonces se tiene que:

’V(Sz) S Ai—l N Az N Bj.

La minimalidad de i 4+ j muestra que (g;—1,A4;—1) ~ (h;j, B;); y como (gi—1,Ai—1) ~ (g, 4i),
siendo la interseccién no vacia, aplicando el lema 1.13, se tiene que (g;, A;) ~ (h;, B;), lo que
esta en contradiccién con nuestra hipotesis.

Andlogamente, se excluye la posibilidad s; < o;.

Por tanto, necesariamente la prolongacion analitica de una curva debe ser unica.

Definicién 1.15: Supongamos que « y  son puntos de un espacio topologico X y ¢ es una
aplicaciéon continua de I? en X tal que ¢(0,¢) = a y ¢(1,t) = 3 para todo t € I. Las curvas
v; definidas por:

7t<8):¢(8,t) (SGI,tG])

se dice que son una familia uniparamétrica {v;} de curvas desde « hasta  en X.

Teorema 1.16: Supongamos que {7y} (0 <t < 1) es una familia uniparamétrica de o a 3 en
el plano, que D es un disco abierto con centro en «, y que el germen de funcion (f, D) admite
una prolongacién analitica a lo largo de cada curva 7, hasta un elemento (g, d;). Entonces
Jo = g1-

Demostracion:

Sea I =[0,1]. Seat € I. Existe una cadena C' = { Ay, ..., A, } que recubre 7, con Ag = D, tal
que (g¢, D;) se obtiene por prolongacién de (f, D) a lo largo de D. Entonces existen niimeros
0=159< s <..<s,=1tales que:

Ei = ’)/i([SZ', Si+1]) C Az (’L = O, 1, = 1)
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Entonces existe un € > 0, pero menor que la distancia de cualquiera de los conjuntos compactos
E; al complementario del correspondiente disco abierto A;. La continuidad uniforme de ¢ en
I? (véase definicién 1.15) muestra que existe un § > 0 tal que:

|7e(s) —vu(s)| <esisel,uel,|u—t| <o. (1.23)

Supongamos que u satisface estas condiciones. Entonces, muestra que C' recubre 7, vy
en consecuencia del teorema 1.14 se deduce que tanto g; como g, se obtienen por prolongacién
de (f, D) a lo largo de la misma cadena.

Por tanto, g; = g,.

Por tanto, cada t € I esta recubierto por un segmento .J; tal que g, = ¢g; para cada u € I N J;.
Como I es compacto, I puede recubrirse por un nimero finito de J;; y como I es conexo, se
ve que en un numero finito de pasos que g; = go.

Teorema 1.17: Supongamos que Iy y 'y son curvas en un espacio topologico X, con un
punto inicial comin o y un punto final comiun 3. Si X es simplemente conexo, entonces
existe una familia uniparamétrica {v;}, con 0 < t < 1, de curvas de « a B en X, tal que
Yo =T ymn =T

Demostracion:

Sea [0, 7] el intervalo del parametro de 'y y I';. Entonces:

_ | To(s) si0<s<m
Hs) = { [(2r—s)sim<s<2rm (1.24)

define una curva cerrada en X. Como X es simplemente conexo, I' es homotdpicamente
equivalente a un punto. En consecuencia, existe una funcién continua H : [0,27] x [0,1] = X
tal que:

H(s,0) =T(s), H(s,1)=ce X,H(0,t) = H(2m,t) .

Si®: U — X se define mediante:

O(re“)=H((,1-7) (0<r<1, 0<¢<2m),

Entonces se tiene que ® es continua por las propiedades de la funciéon H. Sea entonces:

(Q) = @[(1 —t)e +te™™]  (0<t<1,0< (< 7).
)

2(0) = ®(1) =T(0) =a (0=t <1).
Nm)=0(-1)=I(m) = (0<t<1),
(¢) = @(e) =T(¢() =To(¢)  (0<¢ <)y por tanto,

n(¢) = (™) = @(i(2r —¢)) =T(2r - () =T1(¢) (0<(<m)

lo cual completa la demostracion.
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Teorema 1.18: Supongamos que A C C es un abierto en el cudl estd definido el problema de
valor inicial (1.7)). Sea ty € A, y sea I' una curva parametrizable, mds concretamente por la
aplicacion ~y:

v:00,1] — ACC; T =sop(y[0,1]); long(I') =M < o0

Entonces, la solucidn definida en el disco D(f,d(Fr(A),ty)) es prolongable a un abierto B C A
tal que I' C B.

Demostracion:

Como I' es un subconjunto compacto y C\ A es un conjunto cerrado (de C), entonces d(I", C\
A) = e > 0. Més concretamente, para todo ¢t € I" se tiene que D(tg,¢) C A.

Aplicando los teoremas de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales lineales, se tiene
una udnica solucién en D(ty,e). Entonces tomamos t; € D(tg,e), con t; = v(s1) (s; > 0).
(Podemos exigir, si es posible, que la distancia a ty sea mayor que £/2). Se tiene que D(tq,¢) C
A. Se aplica el teorema de existencia y unicidad con los valores obtenidos evaluando la solucién
obtenida en el primer paso en el punto t;. Ademas esta solucion coincide con la obtenida en
el primer paso en D(ty,e) N D(ty,¢).

En la siguiente iteracion, consideramos t, € D(t,¢), (Podemos exigir, si es posible, que la
distancia a t, sea mayor que £/2), tomandose de modo que ty = 7y(s2), con (sa > s1), y
considerando como valor inicial la solucién obtenida en D(ty,¢), obtenemos por el teorema
de existencia y unicidad una tnica solucién definida en D(t;,¢), que coincide con la solucién
anterior en D(tq,) N D(ty,¢).

La iteracién solamente tiene lugar un nimero finito de veces, ya que long(I') = M < ooy
|ty —te—1| > 5. Mds concretamente, de la desigualdad triangular, se deduce que el niimero de
iteraciones no puede ser superior a 1 + [2M /e, donde |m] representa la parte entera de un
nimero real m. -

Prolongacion mediante circunferencias de la solucién de una ecuacién diferencial lineal.
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Teorema de Monodromia 1.19: Supongamos que €2 es un abierto simplemente conexo,
D = D(to, R) C Q un disco abierto y (f, D) un germen de funcion de 2, con f: D — C una
funcion holomorfa. Si f admite prolongacion analitica a lo largo de cualquier camino en €,
entonces existe una funcion g holomorfa en Q, tal que g(z) = f(z) Vt € D(to, R).
Demostracion:
Sean 'y y I'; dos curvas de 2 desde el centro del disco D (sea por ejemplo ¢, el centro de dicho
disco). De los teoremas 1.16 y 1.17 se deduce que las prolongaciones analiticas de (f, D) a lo
largo de I'g y T'y conducen al mismo elemento (gg, Dg), donde Dg es un disco con centro en
g € C. Si D, es un disco que corta a Dg, entonces (g,, D,) puede obtenerse prolongando en
primer lugar (f, D) hasta /3, y luego a lo largo de una linea recta que una 3y 7. Esto prueba
que gg = g, en el conjunto Dg N D,
La definicion de la funciéon ¢ como:

9(t) = g5 (1)

es en consecuencia consistente y proporciona la extension holomorfa de f buscada.
[ |

Observacion: Por supuesto, el teorema no se cumple si el dominio de definicion de una
funciéon no es un conjunto simplemente conexo. Por ejemplo, no se puede dar una definicién
del logaritmo en C\ {0} que sea una funcién holomorfa, ni siquiera continua, en este conjunto.
Tampoco lo cumplen las funciones holomorfas en C\ {0} que sean composicién de logaritmos,
aunque estén definidas en 0, como seria el caso de la raiz cuadrada.

Homografias

Recordemos que una aplicacion definida en la esfera de Riemann es una homografia si es una
aplicacién lineal biyectiva de la forma ¢ : P(C?) +— P(C?) tal que:

o([to, t1]) = [aoto + aaty, Poto + Pit1], o equivalentemente:

_ Bo + Bit
Oéo—FOélt’

0 sloc) = 21,
Qi
Estas transformaciones seran de gran utilidad para llevar a cabo los cambios de variable que
permitiran resolver las ecuaciones de segundo orden con coeficientes no constantes.
A las homografias de la esfera de Riemann también se las llama transformaciones de Moebius.
NOTA: Aunque se puede exigir que
ad — bc = det(z 2) =1,
en realidad basta con considerar que el determinante sea no nulo.
Por otra parte, en la esfera de Riemann se puede adoptar como convenio § = oo si x # 0.
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Capitulo 2: Clasificaciéon de singularidades de las ecua-
ciones diferenciales lineales

Empezaremos definiendo qué es una singularidad:
Definicién 2.1: Sea A un abierto de C. Se considera la ecuacion diferencial lineal homogénea
de orden n:

Y () + ana (By" V() + o+ @ (DY (1) + ao(t)y(t) = 0, (2.1)

donde los coeficientes a;(t), j € {0,1,...,n — 1} son funciones holomorfas en A. Se dice que la
ecuacion ([2.1)) presenta una singularidad en un punto ¢, € C si existe j € {0,1,...,n — 1} tal
que la funcién a;(t) presenta una singularidad aislada en el punto ;.

Por otra parte, se dice que la ecuacién ([2.1)) presenta una singularidad en oo, si al hacer el
cambio de variables w = 1/t, se tiene que la ecuacién transformada por dicho cambio de
variable,

dny dn—ly
dw™ Fena(w) dwn—1

presenta una singularidad en 0.

Definicion 2.2: Sea U un abierto de C. Se considera el sistema de ecuaciones diferenciales
lineales homogéneas de orden 1:

¥ (1)~ A(t)y() =0, (2.2)

donde los coeficientes de la matriz A son funciones holomorfas (A = [A;,(t)] (1<) k<n}). Se dice
que la ecuacion ([2.2)) presenta una singularidad en un punto ¢y € C si existen j, k € {1,2,...,n}
tal que la funcién a;(t) presenta una singularidad en el punto .

Por otra parte, se dice que la ecuacion presenta una singularidad en oo, si al hacer el
cambio de variables w = 1/t, se tiene que la ecuacién transformada por dicho cambio de
variable,

B 4 Owiytw) =0,

presenta una singularidad en 0.

Para resaltar la importancia de los puntos singulares de las ecuaciones diferenciales, veamos
qué puede ocurrir si intentamos buscar soluciones con condiciones iniciales en uno de estos
puntos.

Ejemplo 2.3:

Cy'(t) —y(t)=0; y(0)=1; y(0)=0.

Consideramos una serie de potencias centrada en 0 como solucién del problema:
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y®) =Y wth y (1) = k(k— Dyt 2
k=0 k=2

Entonces, la ecuacién diferencial queda reescrita como:

i — —1yktk—0

k=0
Si imponemos la igualdad para los términos independientes, obtenemos que yy = y(0) = 0, lo
que esta en contradiccion con las condiciones iniciales del problema. Por tanto, no existe una
solucién que esté definida en un entorno de 0 de esta esta ecuacion diferencial con el problema
de valor inicial dado.

Otro problema es que exista una serie de potencias formal que satisfaga la ecuacion diferencial,
pero cuyo radio de convergencia sea 0.

Ejemplo 2.4: Se considera el siguiente problema de valor inicial, que presenta una singular-
idad en 0:

t*y'(t) +y(t) =t y(0) =0 (2.3)

Esta ecuacién de primer orden es no homogénea, pero de acuerdo al lema 1.1 se puede reescribir
como la ecuacién diferencial homogénea de segundo orden siguiente:

B3y (t) + (£ + )y (t) — y(t) = 0. (2.4)

Buscamos entonces una serie de potencias formal (centrada en 0) que sea solucién del problema
de valor inicial dado:

= kf; fittsy/ (1) = kf; kfut"™5 o i k(k — 1) fut* 2.

k=2

Sustituyendo en la ecuaciéon de segundo orden homogénea, obtenemos que:

k=2
=3 (k=1)(k=2) ficat® + D (k= V) furt® + Y kfit® = fut.
k=3 k=2 k=1 k=0

Veamos qué valores toman los coeficientes f; al evaluar la expresién obtenida para los distintos
valores de k:

- Para k = 0, obtenemos que fy = 0.

- Para £k = 1, la expresion evaluada toma el valor 0, independientemente del valor que
asignemos a fj, sin embargo, el tnico valor de f; para el que se verifica la ecuacién no
homogénea es para f; = 1, con lo que escogeremos este valor para f;.

- Para k = 2, se obtiene la igualdad (f; + 2f, — f2)t* = 0, con lo que deducimos que fy =

_flz_
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- Para k > 3, se obtiene la igualdad siguiente:
0=k—=172fra+(Fk-1)fr=0,

es decir, fr, = —(k—1)fx_1. De forma inductiva deducimos entonces que f, = (—1)*"*(k—1)!
si k > 1. Entonces, la siguiente serie de potencias formal es solucién de la ecuacién diferencial
en 0O:

y(t) = 3 (=1 (k= 1)1
k=1
Sin embargo, esta serie de potencias diverge para todo t # 0, con lo que el radio de convergencia
de la serie de potencias formal es 0, es decir, no existe ninguna funcién holomorfa definida en
un entorno de 0 que satisfaga la ecuacion diferencial ni tampoco la (2.3)).

Otro problema que puede darse al manejar puntos singulares es que podria no poder definirse
de forma univoca una solucién en ningin disco punteado que contuviera a la singularidad.
Ejemplo 2.5. Se considera la ecuacion:

1
2 (t) + Zy(t) =0, con las condiciones iniciales:

y(1)=1,4'(1)=0.5 .
Entonces la solucién local de esta ecuacion es y(t) = v/t en un entorno adecuado de 1, pero
la raiz cuadrada no se puede extender de modo holomorfo a todo el plano complejo.

Finalmente, otro problema que puede tener lugar al intentar dar condiciones iniciales en
puntos singulares es que exista una tnica solucion y sea holomorfa en un disco centrado en
la singularidad, pero que el nimero de condiciones iniciales dadas en la singularidad no se
corresponda con el orden de la ecuacion.

Ejemplo 2.6: Sean «, 3, v € C. La ecuacién siguiente:

tL =)y (1) + (v = (a+ B+ )t)y'(t) — afy(t) =0

se denomina la ecuacién hipergeométrica de Gauss con parametros a, 5y 7.

Aunque lo abordaremos en el capitulo 3, esta ecuacién presenta una unica solucién holomorfa
definida en D(0, 1) si imponemos la condicién inicial y(0) = fo, cuando en un punto regular
habria que dar el valor de la funcion y el de su primera derivada, al ser de segundo orden.

2.1: Singularidades de primer y segundo tipo, regulares e irregulares
En primer lugar, clasificaremos las singularidades de las ecuaciones diferenciales lineales de or-
denn € N (y de los sistemas lineales nxn) en singularidades de primer tipo y en singularidades
de segundo tipo. También las clasificaremos en singularidades regulares y en singularidades
irregulares. Aunque probaremos que las singularidades regulares son justamente las singular-
idades de primer tipo en las ecuaciones diferenciales lineales de orden n, esta propiedad es
falsa para el caso de sistemas.

Definicién 2.7: Se considera el sistema de ecuaciones diferenciales homogéneo (2.2).
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Se dice que el sistema ([2.2)) presenta una singularidad de primer tipo en tg € C si la matriz
A = [a;;(t)]1<i j<n tiene al menos un coeficiente a;; con una singularidad en el punto ¢, y existe
una matriz G de funciones holomorfas tal que:

G(t) = tA(t). (2.5)

Si la matriz A presenta una singularidad en alguno de los coeficientes a;; en el punto ¢y, pero
no puede ser escrita en la forma anterior , entonces se dice que el sistema presenta
una singularidad de segundo tipo en el punto tg.

La definicién de singularidades de primer y segundo tipo en ecuaciones diferenciales lineales es
ligeramente distinta, sin embargo se puede establecer una relacién entre las singularidades de
primer tipo en ecuaciones diferenciales lineales y en sistemas, que detallaremos mas adelante.

Definicién 2.8: Se considera la ecuacién diferencial lineal homogénea ([2.1)). Entonces se dice
que la ecuacién diferencial homogénea ([2.1]) presenta un punto singular de primer tipo en ¢y €
C si ty es un punto singular para la ecuacién y existen funciones holomorfas f,,_1(t), ..., fo(t)
tales que:

t- an_l(t) = fn—l(t)a
12 ap_o(t) = frnoa(t);

Py o(t) = fo_n(t):

tn - ao(t) = fo(t)

Si la ecuacion diferencial (2.1]) presenta una singularidad en alguno de los coeficientes a; en
el punto ty, pero no puede ser escrita en la forma anterior, entonces se dice que la ecuacién
(2.1]) presenta una singularidad de segundo tipo en el punto t.

Definicién 2.9 Se dice que una matriz 1" con entradas en el cuerpo de gérmenes de funciones
meromorfas en un entorno de ¢y es una matriz de cambio de coordenadas si la matriz T es
inversible en dicho cuerpo.

Si definimos el cambio de coordenadas asociado a la matriz T

z(t) = T()y(t) (2.6)

entonces se tiene que:

Z/(t) =T'()y(t) + T)y'(t) =T'(t) - T~ ()z(t) + T() AT (t)z(t) =

=(T'OT ')+ THAB)T(t))z(t). (2.7)
Denotamos por B(t) a la matriz B(t) = T"(¢)T~*(t) + T(¢t)A(t)T~(t), con lo que la matriz T
satisface la ecuacién diferencial:
T'(t) = B(t)T(t) — T(t)A(t).

Para el vector z y la matriz B, diremos que el sistema z'(t) — B(t)z(t) = 0 se obtiene a partir
del sistema y’(t) — A(t)y(t) = 0 por un cambio de coordenadas.
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En ocasiones, mediante un cambio de coordenadas, es posible transformar un punto singular
de segundo tipo en un punto singular de primer tipo en sistemas.

Ejemplo 2.10: Si consideramos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

vio=( " L)y

-3

Vemos que para t = 0 se tiene una singularidad de segundo tipo. Consideramos el cambio de

coordenadas siguiente:
10
a0 =y | )y

Entonces, segin (12.7)), se obtiene la matriz B siguiente:
B(t)=T'O)T "(t)+ T(A®)T () =

()G ) (S 4) ) =(250)

con lo que B es la matriz de un sistema que presenta una singularidad de primer tipo en el
punto ¢ty = 0.

O =

Definicién 2.11: Se dice que los sistemas y'(t) — A(t)y(t) = 0y 2'(t) — B(t)z(t) = 0 son
equivalentes si se puede obtener uno de los dos sistemas por cambio de coordenadas del otro.
Obsérvese que se tiene una relacion de equivalencia, ya que las matrices de cambio de coorde-
nadas son invertibles en un entorno del punto ¢, a tratar (que puede ser regular o singular).
Aunque las singularidades de los sistemas lineales de primer orden se pueden clasificar en sin-
gularidades de primer y segundo tipo, también se pueden clasificar en singularidades regulares
e irregulares, atendiendo a la posibilidad de reescribirlas como singularidades de primer tipo
mediante cambios de coordenadas.

Definicién 2.12: Se dice que la singularidad del sistema de ecuaciones es regular si
existe una matriz de cambio de coordenadas 1" tal que:

presenta una singularidad de primer tipo en ty; con el vector z y la matriz B definidas como
antes. En caso contrario, se dice que la singularidad es irregular. Es decir, ¢y es una sin-
gularidad regular para el sistema dado si este sistema es equivalente a un sistema en el que
to es una singularidad de primer tipo. En particular, las singularidades de primer tipo son
singularidades regulares.

En este caso, si que existe relacion directa entre el caso de sistemas lineales n x n y el de
ecuaciones diferenciales lineales de orden n. Mds concretamente:

Definicién 2.13: Se considera la ecuacién diferencial lineal homogénea (2.1)). Se dice que la
ecuacion presenta una singularidad regular (resp. irregular) en un punto ¢y € C si el sistema
n X n asociado a dicha ecuacién presenta una singularidad regular (resp. irregular) en t.
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Las singularidades de primer tipo en las ecuaciones de segundo orden estan asociadas a solu-
ciones de tipo potencial o logaritmico, mientras las singularidades de segundo tipo estan aso-
ciadas a funciones de tipo exponencial, lo que también engloba a funciones trigonométricas,
hiperbdlicas...

Lema 2.14: Sea d el operador de diferenciacion usual (df (t) = f'(t)). Definimos el operador
0 del modo siquiente:

d=t-d
o(y)(t) =t-y'(t) .

Entonces, se tiene que:

" — tlka(a— 1o (6= (k= 1)) (2.8)

(donde 1 denota al operador identidad).

Demostracion: La demostracion se hara por induccion sobre k.

Para k = 1, la propiedad es cierta, ya que d' = %(6 —(1-1)).

Veamos que la propiedad es cierta para j = k + 1 si se verifica para cada j < k:

dk+1:d.dk:d<tlk5(5_1)...(5_(k_1))) —

:_%5(6—1)-~(5—(k—1))+%}€-d[5(5—1)~-~(5—(k—l))]:
:_%5(5_1)---(5—@—1)”%-%5[5(5—1>---(5—(k_1))]:

5= ) — 1)+ (0= (k= 1)) = 7o0(6 — 1) (6 — (k — 1))(3 — ).

_ 1
o tk+1( o Hh+1

con lo que queda probada por induccion la formula (2.8)). =

Veamos como acttia el operador d” en una ecuacién diferencial lineal de orden n con singular-
idad de primer tipo en O:

0= t"y" () + " b1 ()y "V (E) + .o+ bu()ty' (t) + bo()y(t) =

S (56 —1) (6 =+ 1)+ by ()5 = 1) (5= n+2) + oo + DL (E)S + bo(D))y.

Es decir, reescribiendo los coeficientes, tenemos:

S (1) + a0V (y) + ...+ a1 ()0(y) + cot)y = 0,

donde las funciones ¢;(t) son holomorfas en un entorno de 0. Renombrando y y sus ’derivadas’
obtenidas mediante el operador ¢ del modo siguiente:

Y1 =Y, Y2 = 0Y = 01,y Yo = 0" 'Y = 0Y1.

El sistema asociado, obtenido mediante este cambio de variable, es:
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(7 0 0 (7
Y2 0 0 Y2
0 =
Yn—1 0 1 Yn—1
Yn —co(t) —cn—1(t) Yn
O lo que es lo mismo:
Y 0 0 Y1
Ys 0 0 Yo
Yn_1 0 0 0 1 Yn_1
Yn —co(t) —ait) —calt) .. —coalt) Yn

Es decir, el sistema asociado a una ecuacion diferencial lineal de orden n con una singularidad
de primer tipo en 0 obtenido con el operador d presenta una singularidad de primer tipo en
0. (Para un punto t, € C arbitrario se consideraria el operador d;, = (t — to)d).

Teorema 2.15 (de Fuchs): Se considera la ecuacidn diferencial lineal homogénea (2.1]).
Entonces se tiene un punto singular reqular en ty € C si y solo si ty es un punto singular para
la ecuacion y existen funciones holomorfas fn,_1(t), ..., fo(t) tales que:

t-an1(t) = fa1(t);

2 ap-o(t) = fu-a(t);

tk - anfk(t) = fnfk<t)7

A ao(t) = fo(t)

FEs decir, la ecuacidn diferencial homogénea (2.1)) presenta una singularidad regular en ty si y
solo st la singularidad es de primer tipo.

Corolario 2.16: Se considera la ecuacion diferencial lineal homogénea de orden 2:

y'(1) + ar(t)y' (1) + ao(t)y(t) = 0. (2.9)

Entonces se tiene un punto singular reqular en ty € C si y solo si ty es un punto singular para
la ecuacion y existen funciones holomorfas f, g definidas en un entorno de ty tales que:

() =18 o = 20,
Es decir, se obtiene la ecuacion:
v 0+ 20y 1)+ 8y — 0 (2.10)

Demostracion: Ya hemos visto que las singularidades de primer tipo en ecuaciones lin-
eales de orden n se pueden expresar como singularidades de primer tipo en algin sistema de
ecuaciones diferenciales asociado a la ecuacion de orden n.
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Aunque no probaremos el reciproco, senalaremos que consiste en hacer la demostraciéon me-
diante induccion sobre el orden de la ecuacion. Una demostracién se puede encontrar en el
capitulo 4, seccion 15 del siguiente libro: Poole, E.G.C. Introduction to the theory of linear
differential equations. Oxford (1936).

Las singularidades regulares e irregulares en las ecuaciones diferenciales lineales (y también
en los sistemas) se diferencian por la expresion de la solucién dada. En particular, las sin-
gularidades irregulares en las ecuaciones diferenciales (o en los sistemas) se corresponden con
singularidades de tipo esencial para las soluciones de la ecuacién (en el caso de sistemas, para
la matriz fundamental de soluciones).

Ejemplo 2.17: Se considera la ecuacién diferencial lineal de orden 2 siguiente:

y'(t) —y(t) =0;  y(t) = ae' +ae” 5 a1,02 €C,

cuyas soluciones (salvo la solucidn trivial) presentan una singularidad esencial en co. Veamos
que en efecto, la singularidad es de segundo tipo (es decir, irregular). Sea z = % Entonces,
aplicando la regla de la cadena, se tiene que:

dy dy dt -1 dy dy  ,dy

dr _dt dv 22 dt dt - Y ax

Py Py (AN dy Pt Py 1 ady 2
dz?  de2 \dz dt dx?  d2 ozt dv 23

Y se obtiene por tanto, la siguiente ecuacion diferencial transformada:

4 d?y 3dy
x T2 + 2z T
que tiene una singularidad de segundo tipo en 0.
El comportamiento de las soluciones en el entorno de singularidades regulares para ecuaciones
lineales es de la forma (t—ty)® o bien de la forma (t—t)* log(t—to). Aunque no demostraremos
las propiedades de las soluciones en los entornos de las singularidades de segundo tipo (para las
de primer tipo se hard en la parte de exponentes caracteristicos), una prueba de ellas se puede
encontrar en el siguiente libro: Ince, E.L.. Ordinary Differential Equations. Dover publications
(1956)(capitulos XV, XVII, XX). También en el capitulo 9 del libro Henrici, Peter. Applied

and computational complex analysis vol 2. John Willey and sons (1977).

-1

y = 0; y(x) = ale% + anes

2.2: Ecuaciones de tipo Fuchsiano

Definicién 2.18: Se dice que la ecuacién diferencial lineal es fuchsiana o de tipo fuchsiano
si presenta un numero finito de singularidades en la esfera de Riemann y todas ellas son
singularidades de primer tipo.

Aunque hemos dado una definicion rigurosa de las ecuaciones fuchsianas, ain no las hemos
caracterizado, ya que aunque sabemos identificar las singularidades de primer y segundo tipo
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en el plano complejo, no hemos dado un criterio andlogo en co. ;Como se identifica una
singularidad en co? ;Cdémo se sabe si la singularidad es de primer o de segundo tipo?

Teorema 2.19 (Condicién de Fuchs en oo, sistemas): Se considera el sistema lineal
homogéneo y'(t) = A(t)y(t). Entonces, el sistema presenta, a lo mds, una singularidad de
primer tipo en oo si y solo si A es una matriz analitica en oo y A(oco) = 0.

1
Demostracion: Se considera el cambio de variable x = T Entonces, aplicando la regla de

la cadena:

dy dy dt ;o —1 0 =1 1 1

—=—.— =y () —=—-A(x” x ).
Como la ecuacién original debe presentar una singularidad de primer tipo en ¢t = oo, en
particular la ecuacién transformada debe presentar a lo mas una singularidad de primer tipo
en x = 0, lo cual ocurre si y solo si A presenta un cero de orden al menos 1 para z = 0 (es

decir, en t = oo la matriz es analitica y A(co) = 0).
|

Teorema 2.20 (Condicién de Fuchs en co para ecuaciones lineales): Se considera la
ecuacion diferencial lineal homogénea de orden n . Entonces, la ecuacion presenta,
a lo mds, una singularidad en oo de primer tipo si, y solo si, cada coeficiente ay(t), con
0 <k <n—1 presenta un cero de orden al menos n — k en oo.

Demostracion:

Se considera el operador § ya definido antes (6 = ¢ - d), con d el operador de diferenciacién
usual. Aplicando el lema 2.14, la ecuacién diferencial lineal:

d"y(t) + %‘Tl(t)d"ly(t) o 2 ) + az—ff)y(t) —0.

De acuerdo con el lema 2.14, esta ecuaciéon diferencial lineal se puede reescribir como:
(0"y)(t) + Qu-1(H)(8"'y)(t) + -+ + Qo(t)y(t) = 0.
1
Si hacemos el cambio de variable t = —, y llamamos Y (w) :=y (%) , entonces, se obtiene la
w
expresion siguiente:

Ly = () ).

w? w

0V (w) = d(y(w™) =w -y (w™)-
Asi, por recurrencia, obtenemos inductivamente la expresion siguiente:
(Y (w)) = (=1)*(8"y) (w™).
La ecuacion, tras este cambio de variable, es

(6"Y)(w) = Qua(w (6" Y )(w) + - + (=1)"Qo(w )Y (w) = 0.
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El punto del infinito es, a lo mas, una singularidad de primer tipo si lo es 0 en esta tltima
ecuacion, es decir, si los @Q; (+) no tienen polos en 0 (o bien, limy_,o Q;(t) existe y es finito).
Si se escribe la ecuacién en la forma habitual, esto significa que

tpn_1(t), t*pp_a(t), ..., t"po(t)

tienen limite en el infinito y es finito. Si cada p;(t) = es una fracciéon racional, la

condicién anterior se traduce en que

dega, 1+ 1 <degb,_ 1,
deg p—2 + 2 S deg bn727

degag +n < degby.

Lo que prueba el teorema, al haberse probado ambas implicaciones.

Proposicién 2.21 (Regularidad de oo en ecuaciones de orden 2): Se considera la
ecuacion diferencial lineal de orden 2:

y'(t) + ar(t)y'(t) + ao(t)y(t) = 0.
Se tiene que 0o es un punto reqular si y solo si ai(t) — 2t presenta un cero de orden al menos
2 y ao(t) presenta un cero de orden al menos 4 en 0o.
Demostracion: Si consideramos el cambio de variable x = 1/t, y aplicamos la regla de la
cadena, obtenemos que:

dy 2dy Py a Ay ady
i Tw w T w
Con lo que obtenemos la ecuaciéon transformada siguiente:
d? d _ d _
4dx:g + 2z 3% —ay(x 1)x2£ +ag(z M)y = 0.
O lo que es lo mismo:
Py (2 a@)\dy  a(z”)
AT (e S 0y =o.
dx? * (x x? dx +5 ST

Con lo que z = 0 (
doble en 0 y ag(z™!

o0) es un punto regular si y solo si a;(z71) — 2z presenta un cero

ot
) presenta un cero de orden 4 en 0. -

2.3: Singularidades de primer tipo
Sea A un abierto de C. Se consideran ecuaciones diferenciales de orden 2 con coeficientes que
sean funciones racionales:
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y'(1) + ax D)y (1) + ao(t)y(t) = 0;  ag,ar € C(1).

O equivalentemente, si P, () y R son polinomios:

P(t)y"(t) + Q)Y (t) + R(t)y(t) = 0. (2.11)

A continuacién, veremos resultados sobre ecuaciones de segundo orden en funciéon de su niimero
de singularidades que nos permitiran obtener expresiones mas simples de este tipo de ecua-
ciones:

- Proposicion 2.22: Todas las ecuaciones de sequndo orden tienen al menos un punto sin-
gular.

Demostracion: Supongamos por reduccion al absurdo que existe una ecuacion de segundo
orden lineal que no presenta puntos singulares en el plano complejo ni en el infinito:

y'(t) + ar(t)y'(t) + ao(t)y(t) = 0.
Sea w = 1/t. Entonces:

dy dy dt dy -1 dy__ o dy

dw _dt dw _dt v at - Vaw

de_d2y_<dt)2 dy d* d>y 1 b dy 2

dw? — di2 \dw dt dw? d2 wt " dw wd
Luego:
Py 4Py 2dy 2 Py dy
CY _ ot (S L 280 1 88 03 8Y
az ~ " (dw2 * wdw> Y 2 e dw

Sustituyendo los valores obtenidos en la ecuacion, se llega a que:

d*y dy dy
4 3 1 2 1y,
O—ww—l—%}d——al(w )(w%)—i—ao(w )y—
d*y dy
4 3 “1y, .2 1

=w' o5 + (2w’ — a(w™H)w )_dw + ag(w™)y

O lo que es lo mismo:
d?y 2 a(w)\ dy ap(w™)
WJF(E_T)%JFT?J_O' (2.12)

Evaluando esta expresion en 0, para que no haya singularidades, llegamos a que aq presenta
un cero de orden al menos 4 en 0o, como dicha funcién no puede presentar singularidades en
el plano complejo, la funcion es acotada y por un teorema de variable compleja, una funcién
holomorfa y acotada es constante, luego ay = 0.

Por otra parte, si evaluamos el coeficiente que acompana a dy/dw deducimos que:

-1
lim g @lw™)
w—0 w

= 0.
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Con lo que se comprueba que la funciéon a; presenta un cero de orden 1 en infinito. Como a,
no puede presentar singularidades en el plano complejo, debe estar acotada, luego a; = 0. De
este modo, se obtiene la ecuacion:

>y 2 dy
— 4+ ——=0. 2.13
dw? + w dw ( )

Absurdo, ya que esta ecuacién presenta una singularidad en 0. -

- Corolario 2.23: La unica ecuacion con un unico punto singular de primer tipo, si estd
fijado en el infinito, es y" = 0.

Demostracion: Ya hemos visto que si una ecuacién lineal de segundo orden no presenta
puntos singulares en el plano complejo, necesariamente debe ser de la forma (2.12)). Para que
la singularidad sea de primer tipo, debe cumplirse necesariamente que a; presente un cero de
orden al menos 1 en oo, y que ay presente un cero de orden al menos 2 en co. Como estas
funciones deben estar definidas en el plano complejo (no puede haber singularidades salvo en

infinito), deducimos que ay = a; = 0 y obtenemos la ecuacién (2.13)). Es decir y”(t) = 0. =

- Proposicién 2.24: Cuando se imponen 2 puntos singulares, fijados en 0 y en infinito, se
obtienen las ecuaciones de Fuler, que dependen de 2 pardmetros.

Demostracion: Supongamos que las singularidades de la ecuacion estéan situadas en 0 y en
oo. Exigiendo que las singularidades sean de primer tipo, se tiene entonces una expresién de
la forma:

(o) + 20y 0y — o

Haciendo el cambio de variable w = 1/t y sustituyendo en la ecuacién, se obtiene que:

d? 2 N\ d -1
Ty (2 om N wle ),
dw?

dw w?
Donde, nuevamente, las singularidades estan en 0 y en oo.
De aqui deducimos que las funciones pg y p; tampoco pueden tener singularidades polares en
infinito, ya que de lo contrario, la ecuacién diferencial presentaria una singularidad de segundo
tipo en infinito. Como py y p1 no pueden tener singularidades en la esfera de Riemann,
deducimos que deben ser constantes.
Haciendo p;(t) = a y po(t) = 3, obtenemos la ecuacién de Euler:

w w

Y (t) + aty'(t) + By(t) =0 o, B €C. =

-Cuando se imponen 3 puntos singulares, fijados en 0, 1 e infinito, se obtiene la ecuacién
hipergeométrica de Gauss, que depende de 3 parametros.

t1 = 0)y"(t) + (v = (a+ B+ 1)y (t) — aBy(t) = 0.
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La obtencién y resolucion de esta ecuacién se abordara en el siguiente tema.

2.4: Clasificacion en funcion del niimero de singularidades
Supongamos que una ecuacion diferencial de segundo orden lineal y homogénea:

Y (t) + a1 ()y' () + ao(t)y(t) = 0

presenta tinicamente singularidades de primer tipo. Veamos como se clasifican estas ecuaciones
en funcién del nimero de singularidades.

e Un tnico punto singular.

Si el dnico punto singular esta en el infinito, se obtiene entonces:

y'(t)=0; ylt)=a+pt a,BeC.

Para hallar todas las ecuaciones de segundo orden con una tnica singularidad, y por consigu-
iente reducibles al caso anterior, haremos el cambio de variable t = xf—lxo (La singularidad se
sitia en el punto zy).

dy dy dt  dy 1 dy  dy 9

BT d A At wom)E dt T dp )

Py &y (dt>2+dy Pt dy 2

de? ~ dt? \dr) de da?  dx w—xp

Entonces, obtenemos la ecuacion:

(z —zo)y"(z) +2¢'(z) =0;  y(z) =a+ a,feC.

T — 2

NOTA: Estas ecuaciones se pueden resolver como EDOs de primer orden si hacemos w = /.
e Dos puntos singulares.

Si los dos puntos singulares estdn en el 0 y en el infinito, entonces se obtiene una familia de
ecuaciones conocidas como ecuaciones de Euler:

t2y"(t) + aty'(t) + By(t) =0 «,B8€C.
Hacemos el cambio de variable t = e®:

dy _dy dt _dy . dy

ds dt ds @t ¢S T a ¢ us

d
.628+_y

dy _dy (N dy Pt Py Ay dy
ds dt ds?  dt? dt dt? ds

ds?  dt2
Entonces:

dt? ds? ds)’
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Sustituyendo las expresiones de dy/dt y d*y/dt? se obtiene una ecuacién diferencial de segundo
orden con coeficientes constantes.

0= 12" (t) + aty'(t) + By(t) = e (e (y"(s) — ¥/ (5))) + ae’ - ey (s) + By(s).
Es decir:

y"(s) + (= 1)y'(s) + By(s) = 0.
Las raices del polinomio caracteristico asociado a esta ecuacién son:

Ail—a—l—\/(a—l)z—élﬁ ‘ Mfl_O‘_ (o —1)2—4p
= > : .

N 2

Pueden darse entonces 2 casos:
- Las raices son distintas.
Entonces, las soluciones de la ecuacién son de la forma:

y(s) = are™ + aget.
Luego, deshaciendo el cambio de variable s = log(t) (;OJO! se supone que se coge una rama
de un logaritmo en un conjunto simplemente conexo):

y(t) = a8V 4 agerle® — g t* 4 aptt;  ay,ay € C.

- Se tiene una raiz doble, lo cual ocurre cuando el radiando es 0, es decir, A = u = (1 — a) /2.

Entonces, las soluciones son de la forma:

11—« 11—«
y(s) = a1e™ + agse™ = aje ? * 4 agse 2 °.

Nuevamente, deshaciendo el cambio de variable y tomando la precaucién de escoger un con-
junto simplemente conexo, se obtiene la solucion:

y(t) = a1e*'°8® 4 aylog(t)eM9® = ayt* + aylog(t)th.

O bien:
1

y(t) = are > 50 + g log(t)e 2 5 = ;2" + gy log(t)t 2

Veamos finalmente que formas pueden tomar estas ecuaciones si desplazamos las singulari-
dades, que estan ubicadas en los puntos 0 e co. Consideramos la homografia:

r — Tg
t =

r — I
que envia el 0 a xg y el co a z7.
Entonces, aplicando la regla de la cadena:
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dy dy dt dy 1xo—x, :>dy (x — 1) dy
dv  dt do dt (z—x1)2 dt xg— 11 dx

>y d*y . (dt>2 N dy d’t &’y (wo—x1)® dy 2(wo—m1) _

e \dr) tYaram T @ —n) @ w—mP

Luego:

Py dy (a:—azl)4+(x—x1)4 2 dy _d%y (x—$1)4+@2(:v—$1)3
dt2  de? (vg—x1)2 (w9 —x1)2x —31 dr  dr? (xo—11)?  dr (mo—21)%

Y se obtiene la siguiente ecuacién de segundo orden:

0= t%y"(t) + aty/(t) + By(t) =

(@) (d2y_ (x — 1) +@2<x—x1)3) LB (<x—x1>2_d_y) \ o

(- 2y)? dx? (xo —21)?  dx (xrg— 21)? T—T1 \ To—x1 dT

(v —mp)*(z —m1)* Py 2(x —wo)*(x —x1) alz —m)(zr—21) dy
(g — x1)? dx? ( (g — x1)? * To — T1 ) dx

cuyas soluciones son, dadas constantes ag,a; € C:

r — g A r — X9 K
y(m):ao( ) +a1( ) :
r — T r — T

O bien, en caso de que haya una raiz doble:

A A
r—X r—X r— X
y(m):ao( O> +a110g( O> < 0) =
r — T r — T r — T

11—« 1

rT—x9\ 2 T — To T — X =
= ag + a1 log .
r — T r — I r — I

e Tres puntos singulares.
Si fijamos los puntos singulares en 0,1, e infinito, entonces obtenemos la ecuacién hiper-
geométrica de Gauss:

+ By =0,

t1=)y" () + (v — (a+ B+ 1)t)y'(t) — afy(t) = 0.
La resolucién de este tipo de ecuaciones no es tan trivial como en los dos casos anteriores y
se abordara en el siguiente capitulo.
e Cuatro o mas puntos singulares:
La resolucion de este tipo de ecuaciones es mucho méas complicada que en los casos anteriores
y no se abordaré en el presente trabajo.
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No obstante, citaremos una importante dificultad que este tipo de ecuaciones presentan frente
al resto de casos: La razén doble de 4 niimeros complejos permanece invariante por homo-
grafias, mas concretamente:

Razén doble de 4 elementos de la esfera de Riemann: La razon doble tiene la siguiente
expresion:

(c—a)(d—Db)

la,b:c,d] = @—a)c=D)

Si consideramos que a,b,c,d € C, entonces su razén doble es el valor T(a), donde T es la
unica homografia que verifica 7'(b) = 0, T'(c) = 1, T'(d) = oc.

Si S es otra homografia, entonces la aplicacion P = T o S™1 verifica que P(S(b)) = 0,
P(S(c)) =1y que P(S(d)) = oo, con lo que se tiene que:

[S(a), S(b); S(c), S(d)] = P(S(a)) = (T'o S71)(S(a)) = T(a) = [a,b;c,d].

Lo que prueba la invarianza de la razén doble por homografias. =

Por tanto, la razén doble de 4 nimeros complejos es invariante por homografias. Esto sig-
nifica que solamente se pueden fijar mediante homografias un maximo de 3 puntos singulares,
o equivalentemente, si se quieren hacer transformaciones biyectivas de la esfera de Riemann
en ella misma que permitan reubicar los puntos singulares en ubicaciones elegidas, estas trans-
formaciones no pueden ser homografias.

La relevancia de este hecho reside en que las homografias son las tinicas aplicaciones que
conservan el orden de los ceros y de los polos, lo que se analizard con mas detalle en el siguiente
capitulo. De hecho, esta propiedad se puede generalizar para exponentes complejos arbitrarios,
que denominaremos exponentes caracteristicos cuando estudiemos el comportamiento de las
soluciones en entornos de las singularidades.
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Capitulo 3: La ecuacién hipergeométrica de Gauss

El aspecto general de la ecuacion hipergeométrica de Gauss es de la forma:

t1=t)y"(t) + (v = (a+ B+ )y (t) — afy(t) = 0

NOTA: Asi definida, la ecuacién hipergeométrica de Gauss es el caso particular de una
ecuacion diferencial lineal de segundo orden con singularidades en 0,1 e oo.
Empezaremos viendo como se obtiene esta expresion:

Obtencién de la ecuacion hipergeométrica de Gauss:

Supongamos que una ecuacién diferencial de segundo orden presenta singularidades de primer
tipo en 0,1 e co. Razonando de forma similar que en el caso de la ecuaciéon de Euler, deducimos
que la ecuacion debe ser de la forma:

o)+ -2

IOy P =o. 3

2(t—1)
donde pg y p1 son polinomios. Aplicando la condicién de Fuchs en oo, comprobamos como p;
debe ser un polinomio de grado como maximo 1, y ag debe ser un polinomio de grado a lo
sumo 2. Es decir, obtenemos una expresién dependiente de 5 parametros.

DPio + puit Poo + Port + poat?
”t /t
() + L) 4 P B Ie

Haciendo el cambio de variable w = 1/t y sustituyendo en la expresién (3.2]), comprobamos
entonces que se tiene una singularidad de primer tipo en w = 0:

~0. (3.2)

2 2

dt v dw' — di? dw? dw

w 1—w

d*y 2 pio+puw! dy " Poo + porw ™! +P02w_2y _0
dw? dw (1—w)? '
Si solamente suponemos que hay singularidades de primer tipo en 0,1 e co, entonces se obtiene
una expresion dependiente de 5 pardmetros. Hay que imponer condiciones adicionales en los
puntos singulares que nos permitan deducir la expresién de la ecuacién hipergeométrica de

Gauss.

3.1: Exponentes caracteristicos de la ecuacién hipergeométrica
Empezaremos definiendo lo que son los exponentes caracteristicos de una ecuacién diferencial
lineal. Consideramos entonces la siguiente ecuacion diferencial:
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YD () 4 @ (O Y () + o an (Y (1) + ao(t)y(t) = 0

donde ¢t = 0 es una singularidad de primer tipo. (Es decir, a; es holomorfa en 0 para todo j).
Se considera el operador diferencial 6 = t - d definido en el lema 2.14. De acuerdo con ese

mismo lema,

dk:tlka(é—l)---(a—(k—n).

Esto garantiza que la ecuacién puede reescribirse como:

6"y —+ bn,l(t)én,ly 4+ ...+ bl (t)éy + bo(t)y = 0.

En este apartado nos centraremos en ecuaciones de segundo orden fuchsianas con coeficientes
fracciones polinémicas. Para el caso de ecuaciones de orden 2, se tiene que:

£y (£) + ay(£)ty (£) + ao (£)y(t) = 0.

Esta ecuacién puede reescribirse entonces como:

0 = t*d*y + a1 (t)tdy + ao(t)y = 0(5 — 1)y + a1 (t)dy + ao(t)y =

= 6%y + (a1 (t) — 1)y + ag(t)y = 6%y + by (t)dy + bo(t)y = 0.

Como las funciones by (t) y by(t) son analiticas en 0, pueden expresarse como serie de potencias
en un entorno adecuado del 0:

bl(t) = Zbljtj; bo(t) = Z bojtj.
j=0 Jj=0

Y construimos las funciones G del modo siguiente:

Go(é) = (52 + b105 + boo;

G]((S) == b1j5 + bOj VJ Z 1

La ecuacién diferencial puede entonces reescribirse como:

> HG(6)y =0. (3.3)
j=0
Supongamos entonces que la funcién y es de la forma
y=t"(cotat+ot’+..)=> t°q, (3.4)
k=0

y por consiguiente, la ecuacién diferencial puede reescribirse como:

0=(8"+ (ar(t) = 1)d + ao(t))y = Y > #G;(8)cpt*™* =

k=0 j=0
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[ S Ne o]

Zta+k+jGj(a + k?)Ck =

k=0 j=0

= ita+j <ZJ: ijk(og + k‘)ck> =0.

k=0

En particular, a debe ser solucién de la ecuacion:
Go(Oé) = 012 + block + boo =0. (35)

Se tienen entonces las siguientes definiciones:
Definiciones 3.1: Llamamos ecuacién indicial de la singularidad 0 a la ecuacién (3.5)). A las
raices a de dicha ecuacion las llamamos exponentes caracteristicos de la ecuaciéon en 0.
Sia € C\{0} un punto singular de la ecuacién diferencial de orden 2 (2.9)), entonces llamamos
ecuacion indicial de la singularidad a a la ecuacion indicial obtenida al tratar la ecuacién trans-
formada:

y'(t+a)+ai(t+a)y(t+a)+a(t+a)y(t+a)=0.

en el punto t = 0. Andlogamente, llamaremos exponentes caracteristicos de la ecuacién en a a
las raices de la ecuacién indicial de a.

Si 0o es un punto singular de la ecuacion , entonces haciendo el cambio de variable
t = 1/w, obtenemos la ecuacién transformada siguiente:

£y, (2_a)d | )

dw? w w? dw wi

y = 0.

Entonces diremos que la ecuacién indicial en oo es la ecuacion indicial en 0 de la ecuaciéon
transformada dada, y las raices de esta ecuacion se denominan los exponentes caracteristicos
de la ecuacién en oo.

En el caso particular en el que 0 presente una singularidad de primer tipo, los exponentes
caracteristicos de la ecuacion en 0 son justamente las raices de la ecuacion:

062 + bloOé + boo = Oé2 + (CL1<O) - ].)Oé + a0(0> =0.

Si ag y g son las raices de la ecuacién, entonces oy + g = 1 — a1(0) = byg. El resultado es
similar para otros puntos de C que sean singularidades de primer tipo, mientras que si oo es
una singularidad de primer tipo, el resultado se tiene para la ecuacién transformada.

(Ya hemos visto, segun la proposicién 2.21, que la una ecuacién diferencial de segundo orden
se transforma mediante el cambio de variable ¢ = 1/x en una expresién de la forma:

Ty (2B b we)

dx x4

—0.
; 3 y )

dx?

Proposicién 3.2 (Relacién de Fuchs): Sia;, 5; son los exponentes caracteristicos de la
singularidad t; € C en una ecuacion de sequndo orden fuchsiana con oo un punto reqular de
la ecuacion, entonces estos coeficientes satisfacen la propiedad:
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Z a; + f5;) =m— 2,
7j=1

donde m es el numero de singularidades de la ecuacion. Mds en particular, en el caso m = 3,
que abarca, entre otras, a la ecuacion hipergeométrica, se tiene que

at+d +B8+p0 +v++ =1

Demostracion: Ya hemos visto, segin la proposicion 2.21 que para que oo sea un punto
regular de la ecuacion la ecuacion transformada,

@ N (2 al(x—l)) @ N ao(a:—l)y 0.

dx? z 2 dx zd

no debe presentar una singularidad en x = 0. Sin embargo, debe presentar singularidades de
primer tipo en los puntos t = t4,..., t = t,,,. Mas concretamente, la ecuacion debe ser de la
forma:

y"(t) + Qu(t)y (1) + Qo(t)y(t) =

Pi(t)
(t—t1) - (t—tm)

donde Py(t) tiene grado a lo sumo m — 4 (y no presenta ceros dobles en las singularidades).
Por otra parte, comprobamos como @ (t) debe tener un cero de orden al menos 2 en co.
Si ahora hacemos la descomposicion en fracciones simples, obtenemos:

Py(t A,
(t—t,)-- (t—t Zt

k=1

PO( m C
(t—1t1)%-(t—tn Z < (t —tr)2 t—ktk> . (3.6)

k=1

k=1

ya que la segunda fraccién polinémica tiene un cero de orden al menos 2 (de hecho, es un cero
de orden al menos 4) en oco.
Por otra parte, se tiene que:

YO+ Gl =

=y"(t) +

Se tiene la relaciéon
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= 2 Z(Bk + tka) + t3 Z(ZBktk + Okti) + O(t4).

k=1 k=1
Para que la primera fraccion polindomica restando 2t tenga un cero de orden 2, y la segunda
fraccién un cero de orden 4 en ¢! = 0, debe verificarse entonces que:

k=1

m m

> (Bi+Citr) =0; Y (2Bity + City) = 0. (3.7)

k=1 k=1
De este modo, podemos expresar el polinomio indicial en la singularidad ¢; de un modo mas
sencillo. De hecho, la ecuacion indicial es de la forma:

OZ(CY—l)—FAkOé—FBk:O

Si denotamos por oy, v por i a las raices de este polinomio, entonces se satisfacen las formulas
de Cardano-Vieta:

A =1—ap — B, By = ay - B VkE{l,,m}
Luego:
D Av=m=) (o +B) =2,
k=1 k=1
y por tanto:

Z(Oék-i‘ﬂk) =m—2,

m
k=1

lo que prueba la féormula. -

Veamos ahora lo que ocurre suponiendo que a, b, ¢ € C son los 3 puntos singulares de
una ecuacién diferencial fuchsiana de segundo orden (es decir, co es un punto regular de la
ecuacién). Sean «a, o' los exponentes caracteristicos de a; 3, ' los exponentes caracteristicos
de b; y v, 7' los exponentes caracteristicos de c¢. Entonces obtenemos:

a+d +B8+p +y++ =1 (3.8)

Veamos ahora que ecuaciones satisfacen los coeficientes Cy, (k € {1,2,3}):

Ci+Cy+C3=0
a01+b02+003:—31—32—33

GQCl -+ bZCQ + 0203 = —Q(tlBl —+ tQBQ -+ th;g)
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El determinante del sistema es el determinante de Vandermonde:

A=(b—a)(c—a)(c—0b)#0.

Si expresamos la solucion para las ecuaciones dadas, entonces obtenemos la siguiente ecuacion,
que es la ecuacién hipergeométrica general:

" 1—@—@’ 1_B_ﬁ/ 1_7_7/ /
t t)—
v+ (Pt S v

B ( ao/ 88 7 ) Ja=bb=dle=a) o (39

(—ab—c) t=bc—a) t=aa=0) G=ai=bi—0

Donde los valores a, o, 8, B, v, v deben satisfacer la relacion de Fuchs: a+a/+5+5"+v+7" =
1
Si suponemos que v = 00, obtenemos la siguiente variante de la ecuacion:

y//(t)+(1_&_a/+1_ﬁ_ﬂ,

) y'(H)+

t—a t—>b
ad’ BB a—b B
+(t—a_t—b+a—b)'(t_a)(t_b)y(t)_o- (3.10)

Veamos que el nimero de parametros puede ser reducido a 3 mediante transformaciones
admisibles, y que para cualquier punto de la esfera de Riemann se puede construir una solucion
prolongable analiticamente evitando los puntos singulares.

Notacién 3.3: El conjunto de todas las soluciones de la ecuacién dado lo denotamos
mediante el simbolo P de Riemann:

S o

1
vty (3.11)
/

g

Es obvio que las tres primeras columnas pueden ser intercambiadas entre si. Ademads, también
se pueden intercambiar las dos filas en las que estan los exponentes caracteristicos.

Para representar una funcién v tal que v = w o g, donde u es una funciéon de , lo
representamos mediante la notacion:

P

/

ISSRSS:

Q

N

De forma andloga, con la siguiente notaciéon significa que g = hu, donde u es una funcién de
(3.11))

geh®Pl - - -t
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En lo que sigue, sea (Lj) una ecuacién diferencial lineal con ¢y una singularidad de primer tipo,
con exponentes caracteristicos ay,..., a,,. Sea g analitica en t con ¢'(tg) # 0, 0 meromorfa con
un polo simple. Entonces, cualquier solucién u de (Lg) puede representarse localmente como
u = wvog, con v que satisface una ecuacién diferencial (L) que tiene en g(ty) una singularidad
de primer tipo con los mismos exponentes caracteristicos (en el caso de que g tenga un polo
simple, el punto singular es o). Por otra parte, la aplicacién g también transforma puntos
regulares de la ecuacién (L) en puntos regulares de la ecuacién (L).

Si (Lo) es una ecuacién fuchsiana, se puede probar que las unicas aplicaciones que transforman
la ecuacién (Lg) en otra ecuacién fuchsiana son justamente las homografias de la esfera de
Riemann. Aplicando las propiedades de estas funciones, tenemos:

Teorema 3.4: Sean a, b, ¢ tres puntos distintos de la esfera de Riemann, y sean «, (3, 7,
o, B,y 6 nimeros complejos satisfaciendo la relacion de Fuchs. Entonces para cualquier
homografia x:

a b ¢ z(a) z(b) xz(c)
P a B ytpy=P o' g v x(t)
OC/ /8/ ,y/ O/ /8/ ,y/

Trasformaremos la variable dependiente. Si (Lg) es una ecuacién diferencial lineal que en el
punto singular £ tiene exponentes caracteristicos aq,..., a,, ; y sea h una funcion log-holomorfa
en tg de la forma h(t) = (t —t9)?ho(t), con hg analitica en ty, con hg(tg) # 0. Entonces se tiene
que si u es una solucién de (Lg), con u = hv, entonces v satisface una ecuacién diferencial
(L), donde tg es un punto singular con los exponentes ay — f3,..., a,, — . Sitg = 00y
h(t) = tPho(t), con hg es analitico en oo, ho(0o) # 0, entonces los exponentes caracterfsticos
seran ay + f,..., ay, + B.

Sea (L) una ecuacién fuchsiana. Veamos para qué funciones h la ecuacién transformada sigue
siendo fuchsiana, y con los mismos puntos singulares. Si los puntos singulares ti,..., t;x son
nimeros complejos, entonces h serd, a lo mas, una singularidad de la forma (¢ — tj)ﬁj; con lo
que la funcion multiplicadora h sera de la forma:

k
=[]t = t;)%ho(t),
7j=1

donde hy es una funcién entera. Sin embargo, como h debe ser analitica en oo, necesaria-
mente hg debe ser constante. Ademads, como los exponentes caracteristicos modificados deben
satisfacer la relacién de Fuchs, entonces la suma de los /3; debe ser 0.

La forma general de esta funcién h es:

h(t) =Tt — )%, > Bi=0. (3.12)
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donde los exponentes 3; son arbitrarios.

Aplicandolo al caso de la ecuacién hipergeométrica (k = 3), obtenemos el siguiente resultado:
Teorema 3.5: Si a, b, ¢ son puntos distintos dos a dos del plano complejo, entonces para
exponentes arbitrarios satisfaciendo (3.8)), y para cualquier valor complejo de 0 y €, se tiene
que:

a b c f—a\’ ft—Db\€ a b c
P a B oyt :z(t b) (t )P a—0 [f+d—€ yHety;
N ¢ o =6 f+i—€ 7y +e

! ol

a oo ¢ a 00 c

P a B yty=@Ft—-a)P’t—c)PS a—0 B+é+e y—et

o B/ ’7, o — 6§ 6/+6+€ 7/—6
Estos teoremas se utilizan para simplificar la expresion de la ecuacion hipergeométrica. Como
en una homografia (o transformacién de Moebius) se pueden escoger arbitrariamente tres
valores, podemos escoger una homografia x tal que z(a) = 0, z(b) = 0o, y que z(c) = 1.
Sia,b,c € C, la forma explicita de la funcion x es:

Se tiene entonces la identidad:

b ¢
B ytp:=P p (
By o By

Siguiendo la notacién de Riemann, definimos:

o B~ 0 oo 1
P{o/ B ’Y’t}:_P s B vt

o 2

P

~
~

Q

=<
\Q\

El conjunto de soluciones se puede reescribir como:

a [ v a1 vy 0 a+ B+ 0
P{O/ /8/ ,ylt}t (1 t) —P{O/—Oz a/_|_6/_|_,y ’7/_7t )
que es un caso especial del teorema 3.5. Hemos probado entonces:

Teorema 3.6: Si a,b,c € C, toda solucion u de (3.9)) puede representarse mediante la forma

u = hv oz, donde x viene dado por x(t) = % , h(t) :=t*(1 —1t)?, y ademds:

0 a+ B+ 0
UEP{ o —a a+B 4 ’y'—’yt}'

Esto significa que todas las soluciones de la ecuacién (3.9) pueden obtenerse mediante homo-
grafias que transformen las soluciones de la ecuaciéon con puntos singulares en 0,1 e oo, y con
uno de los exponentes, tanto en 0 como en 1, igual a 0. Como los parametros obtenidos deben
satisfacer la relacién de Fuchs, entonces se puede reducir a 3 el niimero de parametros. Como
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convenio, se toman los pardmetros oy S como los dos exponentes en oo, y el tercer parametro
~v como 1 menos el exponente no nulo en el punto 0.
Tras el cambio de variable correspondiente, el conjunto reducido P viene entonces dado por:

0 « 0
P{ l—~v B ’y—a—ﬁt}'

Este conjunto es, por definicion, el conjunto de las soluciones de la siguiente ecuacion:

v+ (220 gy —o (3.13

Es decir, son soluciones de la ecuacion hipergeométrica de Gauss:

t1=0)y"(t) + (v — (a+ B+ 1)y (t) — aBy(t) = 0. (3.14)

3.2: Soluciones de la ecuacién hipergeométrica

Resolucién de la ecuacion hipergeométrica:

En primer lugar, debe tenerse en cuenta el maximo dominio posible en el cual sea posible
definir una solucién de esta ecuacion que sea continua.

En el caso de la ecuacién hipergeométrica, es posible definir una solucién en cualquier abierto
del plano complejo que no contenga a ninguna de las 3 singularidades (por ejemplo, en el caso
de que sean 0,1 e 0o, se puede tomar el abierto: A= C\ (coU{t € R:t < 1})), obteniéndose
entonces un subconjunto abierto y conexo cuya adherencia es toda la esfera de Riemann
Soluciones formales en entornos de 0

Aunque en general no esta garantizada la existencia de soluciones formales en serie de potencias
o que estas tengan un radio de convergencia no nulo, podemos plantear el problema de buscar
una serie de potencias formal, centrada en 0, que satisfaga la ecuacion hipergeométrica. Se
considera la ecuacion hipergeométrica, con singularidades en 0,1 e oco:

tL =)y () + (v = (a+ B+ D)t)y'(t) — aBy(t) = 0.

Y buscamos series de potencias de la forma:
= fit" (3.15)
k=0

que verifiquen la ecuacién en el disco abierto D(0, 1).
Entonces, sustituyendo en la expresion de la ecuacion diferencial obtenemos:

t1 =) k(k—1)fit" >+ (y— (a+ B +1) Zkft’“—aﬁkatk_o
k=2

es decir,

ik k—1)fptht — Zk — 1) fit* +72kfkt’“ L_(a+B+1) Zkfktk—aﬁkatk—O
k=2
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Reescribiendo los subindices, obtenemos:

= (k4 1)kfrgat —Zk (k—1) fkthr’yZ (k+1) fosat"— (a+841) Zkfkt —aﬁkatk
k=1

o0

:—Zk: —1fktk+z k+1kfk+1—(a+5+1kfktk+z (k+ 1) fir — af fi)t" =
= (v fi—aBfo) + 2vfo—aBfi+2f, — (a+ B+ 1) fi)t+

+Z = Dfi+ (k+ Dk ferr — (@+ B+ Dk fi +v(k + 1) frpr — aBfi]t"

[gualando a 0 el término independiente, se obtiene que:

=25
Y

De esta expresion se deduce que la ecuacion hipergeométrica de Gauss necesita tinicamente
una tnica condicién inicial (a pesar de ser de segundo orden) si se trata el problema en discos
centrados en 0.5i igualamos a 0 el término de grado 1, se tiene que:

a+aﬂ+5+1f_a6(a+aﬁ+ﬁ+1) ala+1D)B(B+1)
2v+1) 29(y +1) 2ly(y +1)

Si igualamos a 0 los términos de grado superior a 2, obtenemos que:

f2 = Jo= Jo-

—(k(k —1) + (ak + af + Bk + k)) fi + (k + 1)(v + k) frr1 = 0,

luego:
© ; _ k(k—1)+ (ak+aB + Bk + k) (a+k)(B+E)
k1 (k+1)(y+ k) (k+1)(v+k)

Teniendo en cuenta que la serie de potencias es de la forma (3.15)) y aplicando la recurrencia

(3.16)), se tiene que:

Ju = - (3.16)

lim —katkH = lim t(a +k)(5 + k) =
- = =

Aplicando el criterio del cociente, se deduce que el radio de convergencia de la serie de potencias
es no nulo, més concretamente, es igual a 1. Esto significa que, aunque en 0 no se verifiquen
las condiciones del teorema de existencia y unicidad, es posible tomar el disco abierto D(0, 1)
en el cudl existe una tunica soluciéon holomorfa de la ecuacién hipergeométrica. Si aplicamos
los teoremas de prolongacién analitica y de monodromia, veremos como se puede extender la
solucién a cualquier abierto simplemente conexo del plano complejo (de la esfera de Riemann
no, ya que oo es un punto singular) que no contenga al 1.

Entonces, se tiene el siguiente resultado, con el que se da la definicion de funcién hiper-
geométrica
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Teorema 3.7 y Definicién 3.8: La funcion compleja definida en D(0, 1) por:

T STla+ k) 6+k -
Flo,B,7:) = %F(H nr v+k 2%

es la solucion de la ecuacion hipergeométrica de Gauss que verifica F(«,3,7;0) = 1. Esta
funcién recibe el nombre de funcion hipergeométrica con parametros «, 5y v. En el
caso en el que no estén definidos los valores I'(«), I'(5), I'(7y), (por ser enteros negativos o 0)
entonces entenderemos que F'(0) = 1.

Propiedades 3.9: Si a o 8 son nimeros enteros negativos, entonces F(a, f,7;t) es un
polinomio, y entonces, se puede extender a toda la esfera de Riemann.

Demostracion: Obviamente, por como se ha definido la funcién F, se tiene que F'(0) = fy =
1. Supongamos sin pérdida de generalidad (pues el papel de a y § es simétrico) que o = —m,
con m € N, m > 1. La recurrencia implica que:

(o +m)(B+m)

(m+1)(y 4+ m) Jm =0,

fm+1 =

y por tanto, f, = 0, Vn > m. Es decir, la serie de potencias tiene un niimero finito de términos

no nulos, con lo que necesariamente F' es un polinomio.
[ |

Propiedades 3.10: Si v es un nimero entero negativo o nulo (v = —m, con m € N,
incluyendo el 0), entonces F(a, B,7;t) es un serie de la forma:

D —(%ili ?’“. (3.17)

k=m+1

Demostracion: Se tiene la recurrencia siguiente:
—(k(k=1) 4+ (ak +af + Bk + k) fi + (k+ 1) (v + k) frs1 =0
que afirma para k = —y = m que:
—(m(m —1) + (am + af + fm +m)) frn + (m +1) = 0.

Por tanto, salvo que m(m — 1) + (am+ af + fm+m) = 0, entonces se verifica que f,, =0,y
aplicando esta relacién de recurrencia (de forma inversa), entonces f; = 0, para todo k < m.
Como el valor f,,,11 queda sin determinar, entonces la funcién hipergeométrica es de la forma

B-17).
]

Anailisis de las soluciones en 1
Falta por ver si es posible extender a 1 la solucién de la ecuacién hipergeométrica. No obstante,

se tiene que:
Jern _ (a+k)(B+ k’)f
fo kDGR
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Ya hemos visto que en el caso de que a o [ sean enteros negativos, la solucién es de tipo
polinémico, lo que garantiza su posibilidad de ser extendida a todo el plano complejo. En los
casos en los que no sean enteros negativos, se tiene el siguiente resultado:
Proposicién 3.11: La serie hipergeométrica converge en 1 si, Re(y) > Re(a) + Re(f3).
Demostracion: Para la demostracion, aplicaremos el criterio de Raabe a g, = |fi| :
NOTA: El criterio de Raabe afirma que si {g,}2, es una sucesion de términos positivos y
. Gn+1
Gn

existe el limite lim,, oo n (1 = ), entonces la serie converge si A > 1 y diverge si

A <1

lim k(l_w) _ lim & (1_W> BN (Y R i [t
koo Ik ko0 (k+1Dly+kl) koo (k+1)|y + k|

e Dyl R+ 2Re(rR) — yflaf + (k2 + 2Re(ak)y/ 132 + K2 + 2Re(5F)

v (k+ Dy +

— im (k4 1)\/]7|? + k% 4+ 2kRe(7) — /]a|? + k2 + 2kRe(a) /| 8]> + k2 + 2kRe(B) _

oo VP + k2 + 2kRe(7)

_ lim (k 4+ 1)2(|v]* + k* + 2kRe(7)) — (Ja]® + k? + 2kRe(a))(|8)* + k* + 2kRe(B)) s

ko0 VIR + k2 + 2kRe(y) A(k)

Donde:

A(k) = (k+ D/ |72 + k2 + 2kRe(y) + /|2 + k2 + 2kRe(a) /| 8|2 + k2 + 2kRe(p) .

Es decir, A(k) ~ 2k?. O lo que es lo mismo, \/|7]? + k% + 2kRe(v) A(k) ~ 2k>.
Sustituyendo en el limite, tenemos:
(k+ 1)2(|v]? + k¥ + 2kRe(v)) — (Jaf* + k% + 2kRe(a))(|8]? + k% + 2kRe(B))

[*] - klggo k3 =

~ m k' + 2k°Re(v) + 2k* + 4k*Re(y) — k* — 2k°Re(f) — 2k°Re(ar) — 4k*Re(a)Re(f)
- k—o0 2k3 N

=1+ Re(y) — Re(a) — Re(B) = A,

con lo que deducimos que la serie converge absolutamente si Re(y) > Re(a) + Re(f).
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Prolongacion analitica de la funcién hipergeométrica

En el siguiente apartado, se citaran propiedades de la funcién hipergeométrica que permitiran
extender su dominio de definicién a un conjunto maximal de forma holomorfa. Aunque no
demostraremos las siguientes propiedades de la funciéon hipergeométrica, una prueba de las
mismas se puede encontrar en siguiente libro:

Henrici, Peter. Applied and computational complex analysis vol 2. John Willey and sons
(1977), Capitulo 9.

Proposicién 3.12 (Primera identidad de Euler)

Fla,B,7,t) = (1 =) PF(y —a,y = B,7;1).
Proposicién 3.13 (Segunda identidad de Euler)

t

F<a75777t> = (1 _t)iaF (0477—57%:> .

Proposicién 3.14
F(a7 57 77 t) =

I(y —a—B)T(y)
T(y —a)T(y - B)

L(yT(a+p—7)
[(a)T(B)

Aplicando las proposiciones previas, la funcién hipergeométrica se puede reescribir como:

Fla,8,1+a+8—71—t)+

(L=t F(y—a,y = B.1+y—a—fil-t).

Fla, B,7;t) =
TB-a)l(y), . a - _
T sV Flalta—ylta=- g1/t
F(a—ﬁ)F(y) -8 B o _
+F(7—5)F(o¢)< ) PF(B,1+ 8 —7,1+8 :1/t)
I'(y—a-8)'(y)

= ( (e [0 — ;L —
T -al(-p) et im0
)

Do+ 5 —7)T(v)

1=t PPy —a,y—Bl+y—a—B1—t)=

['(a)T(8)

—(1—tY“F<arw—6rﬁ;éT)
_TB=TM) 1 e (o 0_pg L
=T —ar@ ! Y F(’” S @1—J+

[Na—

;u—w%F<@y—m1+B—aq%7):
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_Tly—a-prM)

I'(y =)'y = B)

L@+ 8 =T() oy
I'(a)l'(B)

1
tF (a,1—7+a,1+a+ﬁ—7;1—z)+

_|_

1
(1—t)70‘ﬁF(fy—oz,l—a,l—i—fy—oz—ﬂ;l—?).

Observemos las transformaciones que experimenta el disco D(0, 1) por los cambios de variable
arriba citados (mas concretamente, son homografias):

e1(t) =1 —t = p1(D(0,1)) = D(1,1);

C\ D(0,1);

palt) = 5 = a(D(0,1)

ea(t) = = = @s(D(0,1)) = {Re(t) < 1/2}

pilt) = o = pu(D(0,1) =T\ D(1,1);

palt) = 1 - 5 = @s(D(0,1) = {Re(t) > 1/2).

Mediante las transformaciones dadas por cambios de variable de la funciéon hipergeométrica
del disco D(0, 1) se cubre todo el plano complejo, excepto los puntos x = %—l—z%ﬁ VT = %—z%g
No obstante, estos puntos son puntos regulares para la ecuaciéon hipergeométrica, con lo que
se puede prolongar la funcién de forma holomorfa a estos puntos. Por otra parte, conviene
recordar que aunque se pueda definir la funciéon hipergeométrica de forma holomorfa en un
disco que sea entorno de una de las singularidades, esto no significa que se pueda prolongar
de forma holomorfa a toda la esfera de Riemann, pudiendo haber diferentes ramas de dicha

funcion.

A
/

|

Mediante estos cambios de variable, se puede transformar el disco D(0, 1) para abarcar todo el plano
complejo, excepto los puntos = 1/2 +iv/3/2y T = 1/2 —i/3/2.
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3.3: Transformacién por homografias
Mediante la siguiente homografia:

r—a b—c _cb—a)t—a(b—c)
r—c b—a’ v (b—a)t—(b—c)

se identifica x =acont=0,xr =bcont=1y x =ccon t = oc.
Veamos cudl es la expresion de las dos primeras derivadas de t respecto de x:

d_(b—cfa—¢) 1
dv ~ (b—a) (x — )%’

d*t  —2(b—c)(a—rc) 1

w2~ (b—a)  (z—c)F
Empleando estas expresiones y aplicando la regla de la cadena, calculamos las derivadas de la
funcién y:

d_dy dt_dy -la=d 1y _dy (-0
de  dt dxr  dt (b—a) (x—c)? " dt drx (b—c)la—c)
2y 2y [(dt\® dy dt
@:W<@) dt " da?
:@.(b—0)2(a—c)2' 1 +@‘(b—a)(x—c)Z.—Q(b—c)(a—c):
dt? (b—a)? (x—c)?t dr (b—c)la—c) (b—a)(z—c)3
By Paof 1y
dt? (b—a)? (x—c)* do z—c

Luego:
Py  d*y (b—a)(x—c)! dy 2(b— a)?(x —c)3

A2 da? (b—c)2(a—c)?  dr (b—c)2(a—c)?
Entonces, sustituyendo en la ecuacién hipergeométrica de Gauss, obtenemos la ecuacion trans-
formada por dicha homografia:

0=t(1—t)y"(t) + (v — (a+ B+ 1))y (t) — afy(t) =

_ _ _ _ )2 2
_x—a b c(l_x a b c)‘ (b—a) (Q(a:—c)4+2d—

) ) Y, 33
r—c b—a x—c b—a/) (b—c)*(a—c)?® \da? dx(x C)>+

(z—c)* —afy =

r—a b—c\ dy (b—a)
+(7_(a+ﬂ+1)w—c.b—a) 'a(b—c)(a—c)

d?y

da? ((b—a)?a—a)

(b —a)(z =)+ (z —a)(b - C))) (2 — )’z —a)+
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2 <<b = c>1 E(0- )@ =0+ (b - —a)z - —a)

(a—c

_b-a) _g-a  \_,
o0 “ﬁ“)(a—c)(x—c)) By

Por tanto, la expresién general de la ecuacion hipergeométrica de Gauss, con pardametros «,
B, v v singularidades en a, b y ¢ es de la forma:

d2y(m) L —aj\r —c¢C r—a — C ZE—CSJZ—G
F ((b_c)(a_C)Q«b )& —¢)+ (z — a)(b >>)< P~ a)+

dy(x) 1

o dx ((b—c)(a—c)2
MZE—C—O& r-a —aplr —C xTr) =
bl o= 0 = Gk B 1)) = e~ ely(a) 0.

Obviamente, el conjunto dado por

(b—a)(x—c)+ (b—c)(x—a))(z—c)*(z —a)

a c b
P{ 0« 0 —(:p—a)(S—c)}:P 0 « 0 x
c
l—y B8 y—a=p
es el conjunto de todas las soluciones de la ecuacion hipergeométrica transformadas por la
homografia dada.
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Capitulo 4: Aplicaciones

En los apartados anteriores hemos descrito las ecuaciones diferenciales ordinarias lineales
de orden superior a 1, centrandonos mas concretamente en las ecuaciones de orden 2 con
coeficientes polinémicos, y, en especial, en la ecuacién hipergeométrica de Gauss. Sin embargo,
estas ecuaciones han tenido una gran utilidad en ciertos ambitos, como en la fisica.

Ecuacién de Airy: Como ya vimos, esta ecuaciéon es de la forma:

y'(t) + ty(t) = 0.

Cuyas soluciones son las funciones Ai(t) y Bi(t), definidas mediante las siguientes integrales

paramétricas:
_ 1 [ 23
Ai(t) = — cos | — +tx ) dx;
T Jo 3

1 00 3 3
Bi(t) = ;/ exp (—% + t;z:) + sin (% + tx) dx.
0

Esta ecuacion presenta tinicamente un punto singular en ¢ = co. Sin embargo, aplicando la
condicién de Fuchs en oo deducimos que es una singularidad de segundo tipo, y por tanto,
las soluciones de dicha ecuaciéon presentan una singularidad esencial en co. Sin embargo, al
ser todos los puntos del plano complejo puntos regulares de la ecuacién, por el teorema de
existencia y unicidad garantiza que las funciones Ai(t) y Bi(t) son enteras, es decir, se pueden
expresar en forma de serie de potencias centrada en 0 para cualquier t € C.

Esta ecuacion se caracteriza por tener aplicaciones en éptica y en fisica cuantica, mas conc-
retamente, la funcion de Airy es la solucién de la ecuacion de Schrodinger para una particula
confinada en un pozo gravitatorio triangular. La ecuacién de Schrodinger es la siguiente:

ihéllf(r, t) = HU(r, 1),
ot

donde h = 6,626 - 10731.J - s es la constante de Planck (J es la energfa en julios y s el tiempo
en segundos) ; h es la misma constante dividida por 27, r el vector de posicién, ¥ la funcién
de onda del sistema a analizar y H es el operador Hamiltoniano, que en mecanica cuantica
representa la energia total del sistema en un momento dado.

La ecuacion de Airy también tiene aplicaciones en éptica, ya que sirve para estudiar las
perturbaciones que ocasionan los fenémenos fisicos de interferencias y de difracciéon en ondas
luminosas. (Las interferencias resultan de sumar las funciones de onda de dos ondas luminosas,
y la difraccion, la propagacion de una onda al alcanzar un obstaculo.

Ecuacién de Kummer: Consideramos una ecuacién diferencial de segundo orden de la
forma

2" (t) + tp(t)u' () + q(t)u(t) =0
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donde las funciones p y ¢ son enteras. Esta ecuacién presenta una singularidad de primer
tipo en 0, salvo que p presente un cero de orden al menos 1 y ¢ presente un cero de orden al
menos 2. La otra singlaridad esta en oo, esta singularidad es de segundo tipo, salvo que p y ¢
sean constantes; en ese caso tendriamos la ecuacion de Euler. El polinomio caracteristico de
la ecuacién es:

P(\) = A\ — 1) + p(0)A + ¢(0) = 0.

Un caso particular es la ecuacién diferencial de Kummer,
20" (2) 4 (v — 2)u/(2) — au(z) = 0.

Esta ecuacion sirve, por ejemplo, para explicar los fenémenos de fisica cuantica en el atomo
de hidrégeno y en el estudio de la difracciéon de ondas electromagnéticas en una superficie
parabdlica.

Aunque la ecuacién no es fuchsiana, tiene sentido hablar del polinomio indicial y de los
exponentes caracteristicos en 0. La ecuacién indicial en 0 es:

PA)=AA=1)+7A=AA—1+47)=0.

Las soluciones de esta ecuacion también se pueden escribir de forma similar a las de la ecuacién
hipergeométrica de Gauss; si consideramos una solucion formal en 0,

o0

A k
U=z g apz”,

k=0

entonces podemos suponer que ag = 1, ya que es un parametro libre. Entonces, se tiene la
siguiente relacion de recurrencia:

TA+m)ey, =A+m—1+a)c,_1.

Entonces, si vy ¢ 7Z, se tiene la siguiente funcién como solucién de la ecuacién de Kummer, que
denotamos por 1 Fi, y otra solucion, vinculada al otro exponente caracteristico de la ecuacion:
ui(2) = 1 Fi(os; 2);
up(z) = 2RI — 7y + ;2 = 7; 2).

El analisis si v € Z es mas complicado y se puede encontrar en el libro de Henrici, Peter
Applied and computational complex analysis vol 2. John Willey and sons (1977).
Finalizaremos viendo una interesante propiedad de esta ecuacion:

Siu(z) :=1Fi(y — a;7; 2) es solucién de la ecuacion zu”(z) + (v — 2)u/'(2) — (v — a)u(z) =0,
entonces se tiene que v(z) = —u(z) satisface la ecuacion zv”(z)+ (y+2)v'(2) + (v —a)v(z) = 0.
Haciendo w(z) = e*v(z) = e*u(—z), entonces w satisface la siguiente ecuacién diferencial:

2w + (=2z+y+2)w'(2)+ [z — (v +2)+ (v — @)|w(z) = 0.

De esta ecuacion se deduce la primera identidad de Kummer:

1Fi(a;v;2) = e Fi(y — a;y; —2).
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Ecuacién de Bessel: La ecuacién de Bessel es una ecuacion diferencial lineal de segundo
orden de la forma siguiente: si v € C se tiene la ecuacion

1 v
u'(2) + ~u/(z +<1——>uz =0.
() + () + (1= ) ul)
NOTA: esta ecuacién presenta 2 puntos singulares, 0 e co. Sin embargo, a diferencia del caso
de la ecuacion de Euler, el punto del infinito es una singularidad de segundo tipo.
Mediante el cambio de variable u(z) = z¥e*w(z), la ecuacién de Bessel puede ser reducida a
la ecuacién de Kummer. Con el cambio de variable se obtiene:

w”(2) + (2Vx+ = + 2i> w'(z) + <2V—:_l)zw(z) = 0.

Si ahora hacemos el cambio de variable v(t) = w(z), con z = —t/2i entonces obtenemos la
ecuacién de Kummer con pardmetros y =2v+ 1y a=v+ 1/2:

() + (2” L 1) st~ " —o

t

Si 2v+1 no es un nimero entero, entonces se tienen dos soluciones linealmente independientes:
vi(t) =1 Fi(v +1/2;2v 4 1;t);

va(t) = 7 Fi(—v +1/2; —2v + 1;1).

Deshaciendo el cambio de variable y aplicando la primera identidad de Kummer:
ui(2) = 2"e” Py (v +1/2; 20 + 1; —2iz) = 2¥e | Fy (v 4+ 1/2;2v + 1; 262);

uy(2) = 27V | Fy(—v +1/2; =20 + 1; —2i2) = 2 Ve | Fy(—v + 1/2; —2v + 1; 2i2).

No obstante, también se puede buscar una solucién formal de esta ecuacién mediante series
de potencias, y entonces se obtienen las funciones de Bessel de primera y segunda especie:
Las funciones de Bessel de primera especie se denotan como J, y se definen como:

N ()
Tolz) = (§> ; T(v+1+k)kl

Teniendo en cuenta que la serie de potencias converge en cualquier ntimero complejo, dicha
serie define una funcién entera en C. Sin embargo, al multiplicar por el factor (z/2)” se pierde
esta propiedad, al aparecer varias ramas de la funcién de Bessel (salvo que v sea entero). En
el caso de que v ¢ Z, entonces J, y J_, son dos soluciones linealmente independientes de la
ecuaciéon de Bessel, y por tanto, forman una base en el espacio de soluciones.

La situacién es distinta para el caso de nimeros enteros negativos o 0 es distinta, ya que
1/T'(m) =0 si m € Z; m < 0. Para estos casos se tiene que:
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Iin < ) Zl{:‘f‘m /2:+1) (=1) ( > Zk"m%/—élk

Y por tanto, para todo m € Z se tiene que J_,,(z) = (—=1)"J,,(2).
Las funciones de Bessel son especialmente relevantes en fisica matematica, ya que sirven para
resolver la ecuacion de Laplace en coordenadas cilindricas.

Hay muchos mas tipos de ecuaciones diferenciales lineales que se pueden estudiar con las
técnicas empleadas para el estudio de ecuacion hipergeométrica: ecuacion de Lamé, ecuacién
de Mathieu... Sin embargo, ello queda enmarcado en una teoria mas general: en el estudio de
las funciones especiales.

Terminaremos viendo una breve idea sobre la implementacién en programas informaticos de
la funcién hipergeométrica.

4.1: Funcion hipergeométrica en programas informaticos
Algunos programas informaticos pueden trabajar con la funcién hipergeométrica, incluso con
la funcién hipergeométrica generalizada; la funciéon hipergeométrica generalizada es:

[e.e]

) (ar)k - ()i
F(ala'“aamvﬁlw“aﬂnv ZO '(ﬁl L ﬁn) .

Representacion en Maple: Maple destaca por su amplia biblioteca donde aparecen un gran
niumero de funciones especiales. Conviene recordar que la unidad imaginaria se denota por I
(mayuscula). En Maple, la funcién hipergeométrica generalizada se representa mediante:

hypergeom([alphal, alpha2, ... 1, [betal, beta2, ... 1, t©)
Hypergeom([alphal, alpha2, ... 1, [betal, beta2, ... 1, t©)

La primera expresion sirve para evaluar directamente la funcién hipergeométrica en un deter-
minado punto ¢, mientras que la segunda genera una expresion formal de dicha funcién. Para
evaluar la segunda expresion en un determinado punto, se emplea el comando evalf. Un
ejemplo es el siguiente:

> hypergeom([I, 2.3], [.25], .41);
—-4.302749128 + 6.022490164 I
> Hypergeom([I, 2.3], [.25], .41);
Hypergeom([I, 2.3], [0.25], 0.41)
> evalf (Hypergeom([I, 2.3], [.25], .41), 20);

-4.3027491283810717388 + 6.0224901638734997962 I
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