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ABSTRACT.

Wasserstein barycenters and variance-like criterion using Wasserstein distan-
ce are used in many problems to analyze the homogeneity of collections of
distributions and structural relationships between the observations. We study
the estimation of the quantiles of the empirical process of the Wasserstein’s
variation using a bootstrap procedure. Then we use these results for statistical
inference on a distribution registration model for deformations in a parametric
family of functions. Particularly, we calculate the value of the variation and
the optimal parameters when the observations satisfy a scale-location model.
We introduce a central limit theorem for the Wasserstein’s variation, which
is useful to build a test, based on this statistic, that checks the homogeneity
of the distributions. Finally, we present results of simulations that have been
carried out to verify the goodness of the test in diferent scenarios.






RESUMEN.

En el analisis de la homogeneidad de una colecciéon de distribuciones y de re-
laciones estructurales entre las observaciones, son muy ttiles los baricentros
y la variacién en distancia de Wasserstein. Estudiamos la estimacion de los
cuantiles del proceso empirico de la variacion de Wasserstein mediante un pro-
cedimiento bootstrap. Después, usamos los resultados obtenidos para hacer
inferencia estadistica bajo un modelo de deformacién paramétrico. En parti-
cular, calculamos el valor de la variacion y de los parametros 6ptimos cuando
las observaciones satisfacen un modelo de localizacion y escala. Enunciamos
un teorema central del limite para la variaciéon de Wasserstein, util para cons-
truir un test basado en dicho estadistico, que comprueba la homogeneidad de
distribuciones. Finalmente, presentamos resultados de simulaciones llevadas a
cabo, en diferentes escenarios, para verificar la bondad del test.
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INTRODUCCION.

Los seres humanos, con nuestras acciones cotidianas, estamos creando y alma-
cenando informacion incesantemente y cada vez a un ritmo mas elevado. A
cada segundo que pasa, cantidades ingentes de datos de todo tipo (mediciones,
mensajes, documentos, imagenes, sonidos, etc.) son generados y almacenados
en el mundo. Nuestro cuerpo, en si mismo, constituye un enorme contenedor
de datos como los que, por ejemplo, determinan nuestra expresion génica. A
esta acumulacion masiva de datos también contribuyen las empresas, gene-
rando datos transaccionales y reuniendo informaciéon acerca de sus clientes,
proveedores, operaciones, etc. De la misma manera sucede en el sector publico,
dada la necesidad de cada pais de explotar las bases de datos del censo de
poblacién o de registros médicos; o en distintos sectores como el industrial,
transporte, servicios o comercial, en los que sensores digitales son instalados
en diferentes partes de un proceso que quiera ser monitorizado, con el objetivo
de entender su funcionamiento y aprender de sus fallos, impulsando asi su me-
jora. Si a todo esto le anadimos todas aquellas actividades que la mayoria de
nosotros realizamos varias veces al dia, tales como transacciones financieras,
uso de redes sociales y correo electrénico, consulta de ubicaciones geograficas
mediante coordenadas GPS, etc., expertos aseguran que se generan alrededor
de 2.5 trillones de bytes de informacion diariamente en el mundo. Es mas, el
IBM estim6 en 2014 que el 90 % de los datos existentes se habian generado en
los dos tdltimos anos.

La necesidad de desarrollar técnicas potentes y eficaces para la modelizaciéon y
el anélisis de grandes volimenes de datos de diversa naturaleza es, por tanto,
uno de los problemas que se han situado recientemente en la cabecera de la
investigacion en el campo de las matemaéticas, particularmente de la estadistica.
La dificultad de este problema se encuentra tanto en la variedad como en el
gran tamano de los conjuntos de datos a analizar.

Entre los principales y més tempranos objetivos de la estadistica, se encuentra
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el dar sentido a la nociéon de comportamiento promedio. Esta tarea se ha vuelto
particularmente interesante pues la diversidad en la tipologia de la informa-
cion ha suscitado el reto de tratar datos que poseen una geometria interna muy
diferente a la Euclidea y, en consecuencia, la version habitual de media en es-
pacios euclideos no es la méas apropiada. De aqui surge la necesidad de definir
una nueva nociéon de comportamiento promedio que dependera del espacio en
el que vivan los datos. Por otro lado, cuando nos enfrentamos a grandes mues-
tras de datos generados por diferentes mecanismos o en distintos contextos, es
habitual que estén afectados por diferentes fuentes de variabilidad que incluyen
pequenas perturbaciones como, por ejemplo, transformaciones de localizacion
y escala o deformaciones méas generales. En estos casos, se desaconseja el uso
de los métodos estadisticos habituales y se requiere de nuevas técnicas que
permitan un correcto analisis de los datos perturbados. Este problema surge
de manera natural en un amplio rango de problemas estadisticos, tales como
el analisis de datos funcionales, el cual es tratado en [16], [12], [23] o [5]; el
procesamiento de imagenes en [26] o [4] y de formas en [20]; con aplicaciones
en biologia 7] o en reconocimiento de patrones [24], por ejemplo.

En este trabajo se considera el caso en el que los objetos de interés son dis-
tribuciones de probabilidad, estimadas a partir de diferentes fuentes de datos,
que inducen deformaciones en la senal observada. En cuanto a la nocién de
comportamiento promedio, en [1] se introduce un concepto particular de me-
dia de una coleccion de probabilidades, que se corresponde con la soluciéon del
problema de minimizacion de las distancias cuadraticas de Wasserstein Wy, y
a la que se le ha dado el nombre de baricentro de Wasserstein. Respecto al
problema de las deformaciones que acompanan a las muestras observadas, se
trata de determinar si los datos, antes de ser deformados, procedian de una
distribuciéon comun que es, en general, desconocida.

Como ejemplo de este problema estadistico de deformaciones, cabe destacar el
que se presenta frecuentemente en la biologia al estudiar datos de expresion
génica obtenidos de técnicas de andlisis de microarrays. Existen dos caracteri-
zaciones de la variacién que se espera observar al comparar multiples arrays:
variacion interesante y variacion oscurecedora. Variacion interesante seria, por
ejemplo, una gran diferencia en niveles de expresion de determinados genes en-
tre un tejido enfermo y uno normal. Sin embargo, en los niveles de expresion
observados también se incluyen variaciones que surgen de las diferencias en la
preparacion de las muestras (diferencias de etiquetado, por ejemplo) o en la
produccion y procesado de las muestras (diferencias de escaneado, por ejem-
plo); éstas serian variaciones oscurecedoras. Para hacer frente a éstas tltimas,
en |7] desarrollan la conocida técnica de la normalizacion cuantil, trabajo que
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es continuado por [15].

Recientemente, metodologias de transporte 6ptimo han sido utilizadas para
estudiar similitudes entre distribuciones de probabilidad observadas con de-
formaciones. En este sentido, en [11] se construye un test para comparar una
coleccion de distribuciones vy, ..., vy, v para ello se define una nociéon de va-
riacion entre distribuciones basada en la distancia de Wasserstein W, entre
probabilidades en R d > 1, con momento de orden r > 1 finito, que confor-
man el espacio que denotaremos por ‘W, (R?). La variacion de Wasserstein mide
la dispersion entre las distribuciones generalizando, por tanto, el concepto de
varianza para puntos en R?, y se define como

1< g
Vi (vi,...,vp) = inf - W:(Vi, |,
new, &)\ I =

El interés de la variacion de Wasserstein radica en su utilidad a la hora de va-
lorar la veracidad de un modelo de deformacion entre distribuciones. Esta idea
se desarrolla en [2| y [21] cuando las deformaciones pertenecen a una familia
paramétrica, y se extiende al caso general en [11]. En este tltimo, se observan
i =1,...,1 muestras independientes (Xi’j)1<j<n’ de variables aleatorias en R?
con distribucién v;, que satisfacen el modelo de deformacion

Xij= (80,-*)_1 (€ij),

donde g;;, 1 < j <n,1<i<1,son variables aleatorias independientes e igual-
mente distribuidas con distribucion desconocida v, y, para cada i = 1,...,1,
la funcion ¢} representa la deformacion mediante la cual se ha transformado
v para obtener la muestra i-ésima, de manera que ¢ = (¢1,...,¢;) pertenece
a una determinada familia de funciones G. El criterio teérico que se propone
para evaluar el ajuste de este modelo se basa en la 2-variacién de Wasserstein

1
, 1
VZor(en)s..ovi(en) = if | = ) WiGigi),m) ),
neWa®) \ I
donde v;(¢;), i = 1,...,I representa la distribucion de las observaciones tras
deshacer la deformacion.

Con las bases tedricas establecidas en [11] que marcan las pautas para aplicar
bootstrap a la distancia de Wasserstein, en este trabajo se disena un procedi-
miento general que permite dilucidar la validez del modelo de deformacion en
el caso paramétrico mediante métodos de simulacion Monte-Carlo. ElI Capi-
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tulo 1 pretende ser una recopilaciéon de conceptos y resultados preliminares,
necesarios para el desarrollo de los capitulos posteriores. En el Capitulo 2 se
explican los aspectos teodricos del baricentro y la variacion de Wasserstein, y
del modelo de deformacion, y se justifica el uso del bootstrap en este contexto,
presentandose recientes resultados de [11]. El Capitulo 3 se dedica a la imple-
mentacion practica del criterio, especificAindose su célculo efectivo en el modelo
de localizacion y escala. También, en este capitulo, se disena un procedimiento
general para valorar el ajuste de un modelo de deformacion paramétrico, el
cual se aplica al ejemplo particular del modelo de localizacién y escala. Por
altimo, en el Capitulo 4 se muestran los resultados obtenidos al probar dicho
procedimiento en diferentes escenarios, con los que se ha conseguido compro-
bar que el test construido alcanza la probabilidad de cubrimiento deseada y
que ademaés, cuenta con una alta potencia.
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1 PRELIMINARES.

Este capitulo pretende recopilar algunos conceptos que resultan necesarios para
el desarrollo de la teoria expuesta en este trabajo, y que apareceran a menudo
a lo largo de los capitulos posteriores. La conexién entre las distintas secciones
viene de la aplicacion a modelos de deformacion, y se vera mas clara al leer los
capitulos posteriores.

Se omitiran las demostraciones de la mayoria de los resultados tedricos que se
enuncian en este capitulo. No obstante, se indicaran convenientemente algunas
referencias bibliograficas donde éstos se presentan de manera detallada, siendo
[28] la referencia principal para la seccion 1.1; [10] para la seccion 1.2; |6] para
la seccion 1.3; y [13], [17] y [25] para la tltima seccion 1.4.

1.1 Teoria de transporte

Un problema que ha cobrado gran relevancia desde las primeras décadas del
siglo XX es el del transporte 6ptimo. Este problema fue formalizado en 1781 por
el matematico francés Gaspard Monge, y experiment6 grandes avances gracias
al matematico ruso Leonid Kantorovich durante la Segunda Guerra Mundial.
Desde entonces, ha sido muy estudiado en la literatura. Nos limitaremos aqui
a describirlo brevemente y establecer la relaciéon con la herramienta que juega
un papel fundamental en el tema que nos ocupa, y que es la distancia de
Wasserstein.

Si X es un espacio métrico completo y separable, denotaremos por P(X) el
conjunto de medidas de probabilidad sobre X.

| Definicion 1.1. Sean X e Y dos espacios métricos completos y separables,
T : X — Y una aplicacion de Borel y u € P(X). Se define la medida imagen
de p por T o impulso de u a través de T (en inglés, ‘the push forward of u
through T’) a la medida Ty, € P(Y) que verifica:

17



Ty, (E) = w(T~Y(E)),YE c Y conjunto de Borel.

Esta medida se caracteriza por el siguiente hecho:
fde#u = ff o Tdu, para toda aplicacion de Borel f: Y — R U {£co},

donde tal identidad se entiende en el siguiente sentido: una de las integrales
existe (posiblemente tomando el valor +c0) si, y sélo si, la otra integral existe;
y en este caso, los valores de ambas son el mismo.

Denotemos por I1(4, v) el conjunto de probabilidades en el espacio producto
X X Y con marginales u y v. Dada una medida 7 € P(X X V), los siguientes
enunciados son equivalentes a la condicién € TI(y, v):

1. Para todos conjuntos medibles A € X,B C Y, se tiene que (A X Y) =
u(A) y (X X B) = v(B).
2. Para todas funciones integrables ¢, ¥ en X, Y, respectivamente, se verifica:

f (so(x)+w(y))dﬂ(x,y)=f<p(X)dﬂ(X)+fw(y)dV(y).
XxY X Y

Una observacion interesante es que, a partir de dos medidas u y v, siempre se
puede encontrar una distribuciéon z tal que 7 € I1(y, v). Tal distribucion es la
que corresponde a considerar la ley conjunta de dos variables X ~ ye Y ~v
independientes, que resulta ser el producto tensorial u® v. En el otro extremo,
estd el caso en que toda la informacion sobre la variable Y estd contenida en la
variable X. Més formalmente, existe una funciéon medible T : X — Y tal que
Y = T(X). Este hecho se puede enunciar de las siguientes maneras equivalentes:

1. La ley m de (X,Y) esta concentrada en el grafo de una funciéon medible
T:X-Y.

2. T es un cambio de variable de u a v, es decir, para toda ¢ funcién v-
integrable,

Jy eMdv(y) = [, o(T(x))dpu(x).

A esta aplicacion T se le conoce con el nombre de transporte. Informalmente,
se podria decir que T transporta la masa representada por la medida u a la
masa representada por la medida v. Veamos un ejemplo facil para entender
mejor estos conceptos.

Ejemplo 1.1. Sean u y v dos medidas de probabilidad en R. Definimos sus
funciones de distribuciéon

18



Flx) = f " i, Gy) = f ",

y sus funciones cuantiles

Flt) =inf{x e R: F(x) >t}
G l(t) = inf{y e R : G(y) > 1}.

Consideremos T = G~! o F. Entonces, si u no da probabilidad a puntos, se

tiene que Ty, = v.

1.1.1 El problema del transporte 6ptimo

Sean X e Y dos espacios métricos completos y separables, y consideremos
una funcién de Borel ¢ : X X Y — R U {+c0} que denominaremos funcidn de
coste, pues el valor c(x, y) se interpreta como el trabajo necesario para mover
una unidad de masa desde la posicion x hasta la posiciéon y. El problema de
minimizaciéon de Kantorovich corresponde a calcular

inf E(c(X,Y)) (1.1)

donde el par (X,Y) recorre el conjunto de vectores aleatorios con primera
marginal p y segunda marginal v, o, equivalentemente,

inf f c(x, y)dn(x,y),
rell(pwy) Jxxy

donde & recorre el conjunto IT(y, v). Tales medidas conjuntas se llaman planes
de transferencia o transporte, y aquellas en las que se alcanza el infimo se
conocen como planes de transferencia dptimos. En |28] puede verse que existe
al menos una medida cumpliendo esta propiedad.

Observacion 1.1. La formulacion de Kantorovich es una relajacion del pro-
blema original de Monge, que supone que la masa no se puede dividir, o, en
otras palabras, que a cada localizacion x se le asocia un tnico destino y. Ma-
teméticamente, esto consiste en exigir que Y sea una funcién de X en (1.1).

La solucién al problema de Kantorovich depende claramente de la funcién de
coste ¢. En particular, cuando c se escribe en términos de distancias (y X = Y),
este problema da lugar a una métrica con muy buenas propiedades, que es la
llamada métrica de Wasserstein.
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1.1.2 La distancia de Wasserstein

La métrica de Wasserstein surge a partir del estudio del problema de transporte
6ptimo, y ha resultado ser una forma adecuada para comparar las distribucio-
nes de probabilidad de una variable X y de otra Y, que se ha obtenido a partir
de una transformacion no uniforme en X, aleatoria o determinista. Fue propues-
ta por primera vez con este objetivo de medir distancias entre distribuciones
de probabilidad por Kantorovich y Rubinstein en |19].

A pesar de que la distancia de Wasserstein ha resultado ser muy potente como
herramienta teorica, su calculo explicito no es inmediato en la mayoria de los
casos. Un conocido resultado debido a Vallander en [27], del cual veremos una
version mas adelante, facilita este calculo cuando consideramos distribuciones
de probabilidad en la recta real. Por otro lado, en el trabajo [9] se da el valor
explicito de la distancia L? de Wasserstein entre dos distribuciones normales n-
dimensionales cualesquiera, y se muestra que, en este caso, el problema puede
ser reducido a calcular raices cuadradas de matrices semidefinidas positivas.

| Definicién 1.2. Sea (E,d) un espacio métrico, se define el espacio de Was-
serstein de orden r como

WH(E) = {uePE): [, d(xo.x) du(x) < +oo},

donde el punto xg € E es arbitrario.
Como consecuencia directa de la desigualdad triangular y de las propiedades
de linealidad y monotonia de la integral, es facil ver que el espacio W, esta

bien definido, es decir, que no depende de la eleccion del punto xg € E. En
efecto, dados xq, yg € E, tales que xqg # yo,

[ douorduco < [ doosorautn + | dooorduco
= d(yo, x0)" +fEd(x0, x)"du(x),
v por lo tanto,
fEd(yo,x)’dp(x)<+w=Ld(x0,x)’dy(x)<+m.

El espacio de Wasserstein ‘W, (E) es, en otras palabras, el conjunto de las
medidas de probabilidad sobre E con momento de orden r finito.
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| Definicién 1.3. Dadas u, v € W, (E), se define la distancia de Wasserstein
con coste L, enire u y v como:

W, (pv) = ( inf fd(x,y)’dﬂ(x,y)) )
mell(u,v)

donde T1(u, v) el conjunto de probabilidades sobre E X E con primera marginal

u y sequnda marginal v.

Observemos que la distancia de Wasserstein de orden r es la raiz r-ésima del
coste minimo de transporte con funcion de coste c(x,y) = d(x,y)". Notemos
ademés que el hecho de definirla en el espacio ‘W, (E) garantiza que sea finita,
pues

d(x,y)" <2771 (d(xg, x)" + d(x0,y)")
y, en consecuencia,

W, ()" < 2771 ([ d(xo, )" du(x) + [ d(xo.y) dv(y)).

Observacion 1.2. A W, también se le conoce en la literatura como la distancia
de Monge-Kantorovich de orden r, o con exponente r. Cuando r = 2, a Wy se le
llama distancia cuadratica de Wasserstein. La distancia de Monge-Kantorovich
con exponente 1, Wi = 77, recibe el nombre de distancia de Kantorovich-
Rubinstein.

Todos los resultados que aparecen a continuacion son ciertos en espacios métri-
cos mas generales. Sin embargo, a partir de ahora, nos centraremos en el caso
particular en el cual E =R% d > 1y ||| es la distancia Euclidea habitual, pues
éste serd el marco en el que se desarrollara el resto del trabajo. Observemos que,
entonces, la distancia de Wasserstein entre dos probabilidades y, v € ‘W, (R)
se puede escribir de la siguiente manera:

W (n,v) = nell,'[r%;fzv)f lx = yll"dm(x, y). (1.2)

Lema 1.1 (Existencia del plan de transferencia 6ptimo). Dadas p, v € W, (RY),
1 < r < oo, el inferior en (1.2) se alcanza para alguna medida 7 € TTI(g, v).

Este resultado lo hemos anticipado en el contexto general del problema del
transporte 6ptimo y su demostracion puede encontrarse en [28]. Como ya
hemos comentado, a esta medida 7 se le conoce como plan de transferencia
optimo.
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Observacion 1.3.  Notemos que (1.2) se puede escribir de manera equivalente
en términos de vectores aleatorios:
Wi v) = inf E(IX-YI"). 1.3
= b E(IX =Y (1.3)
De esta manera, el vector aleatorio (X,Y) en el cual se alcanza el inferior (1.3)
se llamara par dptimo para las medidas u y v. (en inglés, se dice que “(X,Y)
is an optimal coupling of u and v”).

El siguiente teorema, cuya demostracion puede encontrarse en [28| con mayor
generalidad, garantiza que W, dota al espacio ‘W, (R?) de estructura de espacio
métrico.

| Teorema 1.1. Parar > 1, la distancia de Wasserstein W,(u, v) define una
métrica en el espacio W, (R, d > 1.

Observacion 1.4. Una propiedad fundamental de las distancias de Wassers-
tein es que estan ordenadas. En efecto, como consecuencia inmediata de la
desigualdad de Holder, se tiene que

ISpsg=W, < W,

En particular, Wi(u,v) < Wy,(y,v), para todo p > 1. Sin embargo, no es
posible establecer una desigualdad en el otro sentido, a no ser que consideremos
medidas en un subconjunto B ¢ R acotado, pues en este caso se tendria que:

(J l1x = ylI” dr)

lo cual implica que W,(u,v) < CWi(y, v)%7 para C = diam(B)PIT)1 y donde
diam(B) = sup{d(x,y) : x,y € B} es el diAmetro de B. En conclusién, si
B c R? es acotado, todas las distancias de Wasserstein W,, r > 1, definen la
misma topologia sobre P(B).

=

~
=

< diam(B)7 ({ ||x = yll dx)”,

Convergencia en la distancia de Wasserstein

Veamos ahora una caracterizacion de la convergencia en el espacio de Wassers-
tein. El siguiente resultado se puede encontrar con mayor generalidad en [28].
La notacion pux — u significa que (ug)pey converge débilmente hacia u, es
decir, que fgoa’,uk — fgodu, para cualquier funcién ¢ continua y acotada.
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| Teorema 1.2. Sea r € (0,00) y consideremos (Ur)ken una sucesion de
medidas de probabilidad en W.(RY) y u otro elemento de W.(RY), d > 1.
Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) Wr (i, ) P 0.

(7i) px — p en el sentido débil, y (u)ren satisface la siguiente condicion de
equicontinuidad en el infinito (en inglés, "tightness"): para algin (y por
tanto, para todo) xo € RY,

lim (h’msupf llxo — x| d,uk(x)) =0
R—eo llxo—xlI>R

k—o00

(7ii) ux — p en el sentido débil, y hay convergencia del momento de orden r:
para algin xo € R? (y, por tanto, para todo xq € RY),

f lixo = " dps(x) —— f 0 = 211" dia().

(iv) Para toda funcion ¢ continua en RY que satisface la condicion de creci-
miento: |p(x)| < C[1 + ||xo — x||"], para algin xq € R4 y cierta constante
C eR,

f edur —— pdy.

La distancia de Wasserstein en la recta real (E = R)

La distancia de Wasserstein entre probabilidades en R adquiere una expresion
més simple, que la hace til en muchas situaciones y le confiere propiedades
particulares. El siguiente teorema es fundamental en la teorfa del transporte
optimo y de ¢l se pueden encontrar numerosas demostraciones, siendo presen-
tado por primera vez en [27]. Aqui enunciamos la version de Villani [28].

| Teorema 1.3 (Teorema del transporte 6ptimo con coste cuadrati-
co en R). Sean p y v dos medidas de probabilidad en R, con funciones de
distribucion F y G, respectivamente. Sea nt la medida de probabilidad sobre R?
con funcion de distribucion conjunta

H(x,y) = min(F(x), G(y))

Entonces, m € II(u, v) y m es dptima en el problema de transporte de Kantoro-
vich entre p y v para la funcion de coste cuadrdtico c(x,y) = |x — y|?.
Ademds, el valor del coste de transporte optimo es
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_ ! 1y =L
By = | F0 -6 ar,

donde F~' y G son las funciones cuantiles de F y G, respectivamente:

F~ L) =if{x e R: F(x) >t}
G L) = inf{x e R: G(x) > 1}

En particular, esto implica que la distancia de Wasserstein entre dos probabi-
lidades u, v € Wh(R) se puede escribir como:

1 3
Walw, v) = (f (F'l(t)—G'l(t))2dt) .
0

Esta expresion, como veremos, juega un papel trascendental en todo este tra-
bajo.

1.2 Procesos empiricos y cuantiles

En estadistica, la funcion de distribucion empirica es la funcién de distribucion
asociada a la medida empirica de la muestra, y es constante a trozos con saltos
de magnitud % en cada uno de los n puntos de la muestra.

| Definicién 1.4. Sean Xi,...,X, variables aleatorias reales independien-
tes e igualmente distribuidas (v.a.i.i.d.) con funcion de distribucion F(t). La
funcion de distribucion empirica se define como

1 n
Fu(t) = - Z I(X; <1),t€R.
n
i=1

Esta funcién estima a la funcién de distribuciéon poblacional que subyace en la
muestra. En efecto, para cada ¢ € R fijo, el indicador I(X; < t) es una variable
aleatoria de Bernoulli de pardmetro p = F(¢) y, por lo tanto, nF,(t) es una
variable aleatoria binomial con media nF(t) y varianza n(F(t))(1 - F(t)). Esto
implica que F,(t) es un estimador insesgado de F ().

Existen numerosos resultados que cuantifican la velocidad de convergencia de
la funcién de distribucion empirica hacia la funcién de distribucién, de los
cuales mencionamos los dos méas importantes. Por la Ley Fuerte de los Grandes
Nimeros, se tiene que el estimador F,(t) converge casi seguro hacia F(t), para
cada valor de t € R:
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Fo(t) =% F(t), cuando n — +oo,

lo cual implica que F, (t) es un estimador consistente de F(¢). El Teorema de
Glivenko-Cantelli prueba que esta convergencia ocurre uniformente en t:

|F,, — Flleo = sup |F,(t) — F(1)] o 0, cuando n — +oo.
teR

1.2.1 El proceso empirico

Sean U, ...,U, v.a.iid. U(0,1), con funcién de distribucion comiun G(t) =t
y funcion de distribucién empirica G, ().

| Definicién 1.5. FEn esta situacion, definimos el proceso empirico uniforme
a,(t) := Y (Gu(t) = G(1)) = Vn(G, —1),0 <t < 1.

d
Veamos que a,(t) - N(0,1(1 — 1)), para cada 0 < ¢t < 1. En primer lugar, es
claro que

n

1
an(t) = Vi (Gu(t) —1) = Vn [;Z (I(U; <t)=-PU; <1))

i=1

1 n
=7 [; (IU <t)-PU; <1))

Consideremos, para cada i € 1,...,n, la variable aleatoria Z; = I(U; < t) —
PWU; <1t) =1(U; <t)-t,porser U ~U(0,1). Sabemos que la variable aleatoria
I(U; < t) tiene una distribucion de Bernoulli de parametro P(U; < t) =t. Por
lo tanto, Zi,...,Z, resulta ser una coleccion de v.a.i.i.d. centradas. Ademaés,
en virtud del Teorema Central del Limite,

n

1 d
NT 21] (I(U; < 1) - PU; < 0)| S N(O,Var(Zy)),

donde Var(Z;) = Var(I(U; < t)) =t(1 —1).
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En general, dados dos instantes de tiempo 0 < s <t < 1, se tiene que:

Cov(an(s), an(1))

1 n
= Cov( Z U(U; < 5) = PU; < 5)), == ) U(U; < 1) = P(U; < z)))
i
1w 1
=Cov|— ) (U(U;<s)—ns),—= ) (I(U; <t)—nt)
i i
( 1 < 1 <
=Cov|—= ) (IW: <) =ns),—= ) (1W; <)~ x/ﬁr)>
\/ﬁ i=1 \/ﬁ i=1
1 n 1 n 1 n n
=C0V<— I(U; < 5), —= I(U,-gt)):—Cov( I(U; < ), I(Uiét))-
Por otro lado, como Uy, . . ., U, son independientes, se verifica que Cov(U;, U;) =

0, sii# j. Luego,
Cov (a,(s), a,(t)) = Z Cov(I(U; < 5),IU <))y =Cov(I(U; £1),I(U; £1)),

donde la tltima igualdad es consecuencia de que Uy,...,U, son igualmente
distribuidas. Ahora, por definicion de covarianza,

Cov(I(Up <), (U1 <) =EIWU <UL < 5)-EUU1 <) EUIU; < 59))
=EU((U1 £HU W1 £9))—-ts=E{UU; <sAt)—ts=5At—st.

Consideremos ahora X1, . .., X, variables aleatorias independientes e igualmen-
te distribuidas con funcion de distribucion F. Sabemos que

(X Xy) & (FUUD. ..., FU(U),

donde Uy, ..., U, son v.a.i.i.d U(0,1). Anadlogamente al proceso empirico uni-
forme, definimos

af (1) = n(—Z(I(X t)—F(t))) para € R.

La propiedad de la funcién cuantil:
Fl(u) <t e u < F() para cada u € (0, 1),
equivale a escribir:
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I(X1 <t)=I1(U, < F(t)) para cada t € R.

Por lo tanto, el proceso empirico asociado a X1, ..., X, en un instante de tiempo
t € R, resulta ser el proceso empirico uniforme en el instante de tiempo F(¢):

1 < d 1 <
al(t) = \/71(; ; I(X; <t) - F(t))) = \/ﬁ(; ;: (I(U < F@)) - F(t))>

= an(F(1),t €R. (1.4)

El estadistico de Kolmogorov

Un ejemplo de aplicacion de lo que acabamos de ver aparece en el calculo
de la distribucion asintética del estadistico de Kolmogorov-Smirnov. El test
de Kolmogorov-Smirnov (Test K-S) es un test no paramétrico de igualdad de
distribuciones unidimensionales y con funcién de distribucién continua. Este
test tiene dos versiones, el test K-S de una muestra, que permite comparar una
coleccion de observaciones con una distribucion de referencia, y el test K-S de
dos muestras, que se usa para comparar dos muestras entre si.

Sean X1i,...,X, v.a.i.i.d con funciéon de distribuciéon desconocida F y sea Fj
una funcion continua en R. El contraste de hipotesis que se plantea en el test
K-S de una muestra es el siguiente:

Hy: F =Fy,
contra la alternativa:
H,: F + Fp.

El estadistico de K-S para una funciéon de distribucion Fy dada es

D, = sup |F,(x) — Fy(x)].

xeR

Entonces, si H es cierta, se tiene que D,, = sup |F,,(x)—F(x)|, y por el Teorema
xeR
de Glivenko-Cantelli, D,, — 0 casi seguro. En la seccién 1.3 comentamos un re-

finamiento de este resultado, para lo cual es 1til observar que D,, = ||, (Fp)|lc-

1.2.2 El proceso cuantil

Sean Uy, ...,U, v.a.iid. U0, 1), con funcién de distribucién comun G(t) = t.
Sean G,(t) y G,‘ll(t) la funcién de distribucién empirica y la funciéon cuantil
empirica, respectivamente, asociadas a la muestra Uy, ..., U,.
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| Definicion 1.6. En esta situacion, se define el proceso cuantil uniforme
por pu(t) = (t = G;1(1), 0 <t <1

Sean Xi,...,X, v.a.i.id. con funciéon de distribucion comun F, funcion de
distribucion empirica F, y funcién cuantil empirica F;'. El proceso cuantil
asociado a X1, ..., X,, viene dado por:

PR = (B0 - F'(@).

En este contexto, denotemos por v a la medida de probabilidad subyacente a
la muestra Xi,...,X, v por v, a la correspondiente medida empirica. Existe
la siguiente relacion entre la distancia de Wasserstein entre una medida de
probabilidad y su correspondiente versién empirica asociada a una muestra
dada, y el proceso cuantil relativo a dicha muestra:

2 L -1)2 1 (! -1 ~1\12
W2(vn,v):f0 (F'-F )dt:—fo [Va (- F )] at

n

1
= nWj (tn, 1) = fo (pf)zdf-

1.3 El movimiento Browniano

En numerosos resultados asintéticos en estadistica, las distribuciones limite se
expresan bien en términos de procesos Gaussianos, entre los cuales destaca el
Puente Browniano. Considereremos el espacio probabilistico (Q, 7, P).

| Definicién 1.7.  El proceso estocdstico {B(t)};>0 es un Movimiento Brow-
niano (MB) o Proceso de Wiener con varianza o en el espacio (Q, F,P), si
cumple las siguientes condiciones:

1. B(0)=0

2. Tiene incrementos independientes, es decir, para cualquier conjunto de
instantes de tiempo 0 < 11 < t9 < ... < t,, se tiene que B(t1), B(t2) —
B(ty),...,B(t,) — B(t,—1) son variables aleatorias independientes.

3. 81 s <t, entonces la variable aleatoria B(t) — B(s) tiene una distribucion
N(0,02(t - 5))

4. Las trayectorias del proceso son funciones continuas , t —> B(t).

Si o = 1 decimos que el movimiento es estandar. Notemos que si B(t) es
estandar entonces BB(t) es un MB con varianza B2. Luego, a partir de ahora,
asumiremos sin pérdida de generalidad que B(¢) es estandar.
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Observacion 1.5 (Algunas propiedades del MB).

1. Una propiedad ttil del MB es la de reescalamiento: dado @ > 0 se tiene
que:
{Bar) 11> 0} = {VaB(t) : 1 > 0}.

2. El MB es un caso particular de los procesos gaussianos: las distribucio-
nes finito dimensionales de un MB son normales multivariantes, es decir,
cualesquiera que sean 0 <11 <ty < ... <ty <1,

(B(11), ..., B(1x)) ~ Ni(i, 2).

En efecto, observemos que

o\ [0 4 B(11)
B2) | 11 14 0 B(t2) — B(t1)
Bew | \ | 15 .. 1)\ B =B

y, por lo tanto, la ley del vector aleatorio (B(¢1),- -, B(tk)) es normal por
ser una transformacion lineal del vector

(B(11), B(t2) = B(11), - -+, B(tx) — B(1x-1)),

que tiene ley normal ya que sus componentes son normales independientes.

3. La media y la autocovarianza de un MB se calculan facilmente:
E(B() =0,y
Cov (B(s), B(t)) = E(B(s)B(t)) — E (B(s)) E(B(1)) = E (B(s)B(1))
= E (B(s)(B(t) - B(s) + B(5))) = E (B(s)(B(t) - B(s))) + E (B(s)*)
= E(B(s)) E(B(t) — B(s)) + Var (B(s)) =0+ s = min(s,1), si s < t.
De manera analoga, Cov (B(s), B(t)) = E (B(t)(B(s) — B(t) + B(t)))
= E (B()(B(s) - BO)+E (B(1)?) = E (B() E (B(s) — B())+Var (B(1))
=t =min(s,t), sl s >t.

Por lo tanto, Cov (B(s), B(t)) = min(s,t), ¥ 0 < 5,7 < 1. En conclusion, si
0<n<...<tp <1,

0 fh 1 - N

0 1 to --- fto
(B(t1), -+, B(ti)) ~ Ne[ | . |

0 th to - g
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| Definicion 1.8. Se dice que el proceso estocdstico {X(®)}o<i<1 s un Puen-
te Browniano (PB) si tiene trayectorias continuas y sus distribuciones finito
dimensionales son normales, centradas y con Cov (X(s),X(t)) = s At — st.

El PB es un proceso que se genera a partir del MB. En efecto, veamos que
si {W(t)};>o es un MB, entonces el proceso estocéastico {B(t)};~¢ dado por
B(t) = W(t) —tW(1),t > 0 es un PB. Para ello, dados 0 <11 < --- <1t <1,
tenemos que comprobar que se satisfacen las siguientes condiciones:

1. (B(t1),- -+, B(tx)) es normal
2. (B(t1), -+ ,B(t;)) es centrada
3. Cov (B(s),B(t)) =s At —st.

Las condiciones 1 y 2 son consecuencia de que

100 -~ 0 —t\[ W)
B(t1) 010 --- 0 = || Wy
B(t2) 10 0 1 0 -t :

: oo WGk)
B(tx) 000 -~ 1 —t W(l)

y del hecho de que (W(ty),---,W(tr), W(1)) es normal y centrado, por ser W
un MB. Por dltimo, dados 0 < s, < 1,

Cov(B(s),B(t)) = Cov(W(s) — sW(1),W(t) —tW(1))
= Cov(W(s),W(t))—sCov(W(1),W(t))—tCov(W(s), W(1))+stCov(W (1), W(1))
=sAt—=s(LAt)—t(sAN1)+st=sANt—st—st+st=5At—st.

Observacion 1.6 (Convergencia del proceso empirico, del estadistico de Kolmo-
gorov y del proceso cuantil hacia PB).  Por lo que acabamos de ver, deducimos
que las distribuciones finito dimensionales del proceso empirico uniforme «,
convergen en distribucion hacia las distribuciones finito dimensionales de un
PB. Mas generalmente, teniendo en cuenta (1.4), las distribuciones finito di-
mensionales del proceso empirico {cx,ﬁV }n>0 convergen en distribucion hacia las
distribuciones finito dimensionales del proceso estocastico B o F.

El proceso a, se puede interpretar como un elemento aleatorio con valores en
el espacio D[0, 1] formado por las funciones de [0,1] en R que son continuas
por la derecha con limites por la izquierda. En D|0, 1] se puede considerar la
métrica de Skorohod
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d(x,y)=inf{e>0: inf | sup |[A(t) —t] < &
AEA | 1el0,1]

|

donde A = {4 :[0,1] — [0,1] tal que 2(0) =0, A(1) = 1, A continua y estricta-
mente creciente }.

Un resultado clasico en estadistica es que @, converge en distribucién al puente
Browniano B, en el sentido de que si H : D[0,1] — R es continua en C[0, 1],

d
entonces H(a,) — H(B) en el sentido usual (ver Capitulo 3 en [6]). Como la
aplicacion x — ||x||. es continua, se deduce que

d
Dy, = |lan(Fo)llo = ||B © Fplleo = sup |B(Fp(1))].

teR

Como ademas Fj es continua

d
D, = ||Bll< = sup |B(?)l,
1€[0,1]

que no depende de Fy. Este ultimo resultado se conoce como Teorema de
Kolmogorov.

La convergencia débil de funcionales del proceso empirico y del proceso cuantil
hacia los funcionales correspondientes del puente Browniano se da también
para funcionales continuos respecto a otras topologias. Algunos resultados de
este tipo seran enunciados durante la memoria (véase, por ejemplo, (2.4) en la
seccion 2.3).

Concluimos esta seccion con dos proposiciones de gran utilidad a la hora de
establecer los resultados asintoticos que veremos a lo largo del trabajo, con-
cretamente en la seccién 2.2.

Proposicion 1.1.  Sean {B(t)},c; un PB y una funcion f continua en I = [0, 1].
Se tiene que

1
f B(t)f(t)«»N(O, (s At —st) f(s)f(t)dsdt).
0

IxI

Demostracion. Si consideramos la integral del enunciado como una integral
de Riemann, podemos escribir

1 s i i
fo B()f(t)di = lim [;;B (;)f(;)].
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Ahora, observemos que por ser B un PB, el vector aleatorio
(B(2).B(2).....B(%2). BA))

tiene distribucién normal, y como Vi = 1,...,ny Vn € N, f (ﬁ) es un valor
. . IR IAW L . .
fijo, se tiene que — E B|—]f|—] es una variable aleatoria normal.
n<l\n n

1
Concluimos que B(t) f(t)dt es normal por ser limite de una sucesion de

v.a. normales. Ademés,
1 1 1
E( fo IB(t)IIf(t)Idt)= fo E(BOIIfO]) di = fo (O E B di

1 1
2
<f0 If(t)I\/E(B(t)2)01t=fO \/;\/t(l—t)lf(t)ldt

5[ [l 3 1 2
< \/j(f (1 —t)dt) (f |f(t)|2dt) < +09,
T 0 0

donde la primera desigualdad es consecuencia de la desigualdad de Jensen, y el
pentultimo paso es consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Luego,
por el Teorema de Fubini, estéd justificado el siguiente intercambio en el orden
de integracion en los siguientes calculos

1 1
E (f B(t)f(t)dt) = f E(B(t))f(t)dt =0,
0 0

1 1 2 1 2
Var (fo B(t)f(t)dt) =FE (fo B(t)f(t)dt) - [E (fo B(t)f(t)dt)]

! 1 1,1
=E [(fo B(t)f(t)dt) (fo B(t)f(t)dt)] = E(f0 fo B(I)B(S)f(t)f(s)dtds)

1 1
:f() fo F(OF(s)E (B(t)B(s)) dtds.

Como E(B(t)) = E(B(s)) =0, E(B(t)B(s)) = Cov(B(t)B(s)) = s At —sty, en
consecuencia,

1 1 p1
Var (f B(t)f(t)dt) = f f (s At —st)f(t)f(s)dtds.
0 0 0
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Proposicion 1.2.  Si {B(t)},; un PB, existen constantes reales, positivas y no

(o)

nulas {1,},_, tales que

1 (o]
f B(t)2dt 4 Z /1,,23, donde Z, ~ N (0, 4,,), para cada n € N.
0 n=0

Demostracion. Sea {X(t)}er, donde I = [0,1] y X(-) € L*(I) es un proceso
Gaussiano centrado. La funcion de covarianza del proceso viene dada por

k:IxI—R
(s,8) > k(s,t) = E(X(s)X(1)).

Si consideremos {¢y},( un sistema ortonormal y completo en L?(I), entonces,
el proceso X se puede escribir como

X = i (X, on) ¢n-

n=0

Ademas, por la Identidad de Parseval,

1X112 = fx%lr = Y (X on).
1 n=0

Definamos ahora el operador

K - L2(I) — L)
f—— (K@) = flk(s,t)f(s)ds.

Supongamos que {,},> es un sistema ortonormal completo formado por au-
tofunciones del operador K, es decir, K¢, = A4, para todo n > 0. Veamos
que si X, = (X, ¥,), entonces X,, ~ N (0, 4,,), para cada n > 0. En primer lugar,
X,, es centrada:

X, = <X’ wn> = ﬁX(t)wn(t)dl

— E(X,) = E( f X(r)wnu)dt) = f E(X(0)Wa(t)dt = 0.
1 1
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De aqui se sigue que:

Var(X,) = E(X2) - (E(X,)* = E(X?) = E ( f X(s)X(t>wn(s>wn(r>dsdr)
IxI

- [ ( [ ks rwn(s)ds) budt = [ A= 2, [ v
1 1 1 n
=A

= Lullgall? =

Por ultimo, X, es normal por ser limite de sumas de variables aleatorias nor-
males y con esto queda probado que X,, ~ N (0, 4,,).

Ademaés, observemos que si n # m,

Cov(Xy, Xp) = f(fk(s’t)‘//n(s)ds) Y (t)dt = /lnfl//n(s)‘!’m(t)dt =0
1 1 1

En consecuencia, {X,}7 , son variables aleatorias normales independientes.

2

X
Por otro lado, como X,, ~ N (0, 4,,), se tiene que /l—" ~ X%» y en conclusion
n

||X||2:ZX Z/l Z2 donde {Z,} , son v.a.i.i.d. N(0,1).

Observacion 1.7.  Se puede decir més acerca de la distribucion en (ii) si el
proceso gaussiano es un PB. Si {X(#)};c; es un PB, ya hemos visto que la
funcién de covarianzas viene dada por k(s,t) = s At —st, 0 < s,t < 1. Para
cada f e L(I),

1 t 1
(Wf)(t)zf (s/\t—st)f(s)ds=f(s/\t—st)f(s)ds+f (sAt—st)f(s)ds
0 0 t

t 1 t 1
= f (1—t)sf(s)ds+f t(1=s)f(s)ds = (1—t)f sf(s)ds+tf (1-5)f(s)ds.
0 t 0 t

Si ademéas f es una autofuncion asociada al autovalor A, 2 # 0, del operador
XK, entonces

t 1
(‘Kf)(t)zﬂf(t):ﬂf(t):(1—t)f0 sf(s)ds+tf (1-5)f(s)ds. (L.5)

De esta expresion y del Teorema Fundamental del Calculo Integral, se deduce
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que f es derivable y

t 1
Af'() =1 =0tf(@) —fo sf(s)ds —t(1 —1)f(1) +f (1 —s)f(s)ds

t 1 1 1 1
= —f sf(s)ds +f f(s)ds —f sf(s)ds = f f(s)ds — f sf(s)ds.
0 t t t 0

De nuevo, por el Teorema Fundamental del Calculo Integral, f” es derivable y

Af7(@) = (1) = f(@).
Por otro lado, de (1.5) se deduce que los valores de f en la frontera de I son

Af(0)=0= f(0) =0,
Af(1) =0= f(1) = 0.

Por lo tanto, hemos obtenido que una autofunciéon f € L?(I) del operador K
con autovalor no nulo A asociado, debe satisfacer la ecuacion diferencial

1 _ _l
F0) === f @) (1.6)
F(O) = £1)=0

Sabemos, de las asignaturas de Ecuaciones Diferenciales impartidas en el Grado
(ver |14]), que para cada n > 0, la autofuncion dada por:

fu(t) = sin (nnt),

es solucion de (1.6) para el autovalor A, = # De aqui obtenemos el siste-

ma de autofunciones ortonormal y completo {¢¥,},>0, con ¥, (1) = V2 sin(nrr)
1

1
1- 2nnt

(observemos que || sin(nat)|p 2y = f sin(nm)th = f Md; =

0

1 ! ’
2)
En definitiva,

= i 1 o ..
||B||2 = ZX" = Z WZ,?, donde {Z,}* , son v.a.iid. N(0,1).
n=0 n=0
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1.4 La técnica de remuestreo bootstrap

El bootstrap es un procedimiento de inferencia estadistica que consiste en cons-
truir la distribuciéon de un estadistico sin mas que recurrir a los valores obser-
vados. La idea béasica del bootstrap es que, en ausencia de informacion sobre
la distribucién, la muestra observada contiene toda la informacion disponible
sobre la distribucion subyacente, y por tanto, remuestrear la muestra es lo
méas parecido a remuestrear directamente de la distribuciéon. El término que
da nombre a este procedimiento fue introducido por Efron en 1979 en alusion
a la expresion anglosajona: “pulling oneself up by one’s bootstrap”, que podria
traducirse como: “salir adelante por esfuerzos propios ”.

Supongamos que a partir de una muestra X = (Xy,..., X,) se quiere estimar
un parametro 6 de la distribucion, y sea 6 = s(X) el estadistico que estima
a 0. Conocer la distribucion del estadistico 6 es de gran ayuda para poder
realizar inferencias sobre el pardmetro; sin embargo, en muchas ocasiones, el
problema de hallar dicha distribucion o de establecer resultados asintéticos de
convergencia del estadistico es de gran complejidad.

Si la verdadera distribucion P de la cual ha sido extraida la muestra X fuese
conocida, se podrian obtener muestras X', ..., X2 de P y, usando métodos
de simulacién de tipo Monte-Carlo, estimar la distribucion del estadistico 6.
Pero como P es desconocida y no podemos generar muestras a partir de ella, la
alternativa que sugiere el bootstrap consiste en remuestrear la muestra original
X, es decir, generar muestras a partir de la distribucion empirica P, asociada
a X. A una remuestra obtenida de esta manera se le conoce con el nombre de
muestra o réplica bootstrap de X. Se puede decir, entonces, que el principio del
bootstrap es:

La poblacion es a la muestra como la muestra es a las muestras
bootstrap.

Los resultados tedricos basicos de probabilidad que avalan esta afirmacion
son la Ley de los Grandes Numeros y el Teorema de Glivenko-Cantelli que,
como vimos al principio de la seccién 1.2, garantizan que P, es un estimador
consistente de P. A primera vista, el planteamiento que propone el bootstrap
resulta sorprendente, e incluso artificioso, pero se ha demostrado a lo largo de
la literatura que tiene completo sentido. Nos referimos a [13] para los aspectos
mas generales de esta técnica, y a [17] y [25] para aquellos més especificos
acerca de la consistencia de las aproximaciones bootstrap.
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1.4.1 El principio bootstrap

Supongamos que queremos sortear una muestra de v.a.i.i.d. X* = (Xf, e, X;;)

a partir de P,. Como sabemos, P, da probabilidad % a cada observacion X;
(para valores que aparecen méas de una vez en la muestra, la probabilidad es un
miultiplo de %) Por lo tanto, cuando observamos P,, la i-ésima observacion X;
de la muestra original es elegida con probabilidad % Esto sugiere el siguiente
procedimiento para generar la réplica bootstrap X* de tamano m, con 0 < m <
n:

= Sortear indices iy, ...,I, independientes de la distribucién uniforme en el
conjunto {1,...,m}.
« Tomar X} = X;, y X" = (X}, ..., Xp,).

En otras palabras, para construir la muestra bootstrap X se muestrea con
reemplazamiento la muestra original X.

Sea ahora 6 = #(P) un parametro de la distribucion y 8 = s(X) un estimador de
6, del cual queremos conocer la distribucién para poder evaluar sus propiedades
estadisticas, tales como el sesgo o el error estandar, y tener asi informaciéon
sobre el verdadero parametro 6, por ejemplo, intervalos de confianza. Para ello,
a partir de una muestra bootstrap X*, se forman las cantidades equivalentes:

0* = t(Py), el pardmetro en el mundo bootstrap;
60* = s(X*), la réplica bootstrap de 6.

La distribucién muestral del estimador 6* se estima mediante su equivalente
bootstrap, es decir, P, (9 € A) = P* (6’* € A), para todo A C R. En la figura
1.1 se resume esta técnica de manera esquemaética.

1.4.2  Aproximacién Monte-Carlo de 6*.

En muchas ocasiones, estamos interesados en una caracteristica concreta de
la distribucion muestral del estimador 6 que puede obtenerse directamente de
las réplicas bootstrap, como son, por ejemplo, la media, el error estandar o el
sesgo. En muchas otras circunstancias, requerimos de la distribucion bootstrap
del estimador.

A pesar de que la distribucion P, de las muestras bootstrap X*l, .. .,X*B es

conocida, el estudio de la distribucion muestral bootstrap de 6* sigue siendo
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intratable en la mayoria de los casos. Por lo tanto, la alternativa habitual para
estimar la distribucién bootstrap del estimador 68* es aproximarla mediante
métodos de simulacién Monte-Carlo:

1. Generar B muestras bootstrap independientes X*l, ces X+

X+ = (x;", X)) ~ Pyiid, conb=1,....B.

2. Calcular 6" = s(X*"),b=1,...,B.
3. Estimar la distribuciéon muestral de 8 mediante la distribucion empirica

de las réplicas bootstrap é*l, A

B
N (6" € A), para A R%d > 1.
b=1

P,(0 € A) =

|~

En este procedimiento nos basaremos para poder estimar la distribuciéon boots-
trap del estadistico de interés en este trabajo.

Mundo real : Mundo bootstrap
Distribucién Muestra = Distribucion Muestra
desconocida observada i empirica bootstrap

P = X=(,.X) i B o X =(X{..X)
N2 : $
6=sx) 6* = s(X")
Estadistico E Réplica
deinterés & bootstrap

Figura 1.1: Principio bootstrap
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2 BARICENTROS EN EL ESPACIO
DE WASSERSTEIN Y EL MODE-
LO DE DEFORMACION PARA DIS-
TRIBUCIONES.

Este capitulo da una breve descripcién del baricentro y de la variacién en el
espacio de Wasserstein que, como se dijo en el Capitulo 1, cuenta con la estruc-
tura de espacio métrico cuando en él se considera la distancia de Wasserstein.
El baricentro es una generalizacién a espacios métricos, no necesariamente
lineales, del concepto de media de una colecciéon de puntos o de una distribu-
cion. El caso particular del espacio de Wasserstein se describe en la secciéon
2.1. Como veremos, estos conceptos tienen interés en este trabajo en cuanto a
su aplicabilidad en la valoracion del ajuste de un modelo de deformacién para
distribuciones de probabilidad. En muchas situaciones, se quieren analizar da-
tos que provienen de fuentes que introducen, por diversas razones, diferentes
deformaciones en las sefiales observadas. Para tratar la informacion contenida
en ellos y poder estudiar las relaciones estructurales existentes entre las di-
ferentes muestras, es necesario alinear dichas distribuciones. En este sentido,
se introduce en la seccién 2.2 el modelo de deformacién, herramienta que da
buenos resultados en la resolucion de este problema. Las demostraciones que
se omitan sobre la primera parte pueden encontrarse en [1], y los resultados
de la segunda parte estan probados en [11]. Finalmente, los resultados mas
importantes de este trabajo y sus demostraciones se relinen en la secciéon 2.3,
que garantizan que las distribuciones bootstrap de la variacion de Wasserstein
son estimadores consistentes.
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2.1 Baricentros en el espacio de Wasserstein

Sea (E,d,Q) un espacio métrico medible y consideremos P (E) el conjunto
de medidas de probabilidad sobre E. Dada una coleccion de distribuciones
de probabilidad vy,...,v; en P(E), existen numerosas maneras de definir un
promedio ponderado vg € P(E) de estas medidas con respecto a unos pesos

I

A1, ..., Ay, tales que A4; > 0, para todo 1 <i <[y Z/li = 1. La forma més
i=1

intuitiva de hacerlo resulta al tomar la combinacion lineal convexa:

1
VB = Z /ll'Vi.
i=1

Como consecuencia de que el espacio de medidas de probabilidad P(E) es
un subconjunto convexo del espacio lineal de medidas finitas, se tiene que vg
estd bien definido y vg € P(E). Sin embargo, al dotar al espacio P (E) con
una métrica cualquiera, la definicién de comportamiento promedio dada por
vp podria no ser la méas apropiada. En este sentido, se ha desarrollado una
alternativa a esta nocion de media ponderada cuando los objetos a promediar
son distribuciones de probabilidad, y que propone trabajar en el espacio de
Wasserstein Wh(E).

De ahora en adelante, consideraremos el subconjunto de P (E) formado por
las probabilidades en R? con momento de orden 2 finito, es decir, Wa(R%),y
d > 1. Como sabemos, en R? con la distancia Euclidea, el baricentro de los
puntos xi, ..., x, € R? con pesos respectivos Ay, ..., A,, es el punto xz € R¢
que minimiza el funcional

n
E(x) = Aillx - x|

i=1

Este punto xp es tinico y es la media ponderada

n
XB = Z /lix,-.
i=1

El mismo procedimiento se propone en [1] al considerar distribuciones de pro-
babilidad en R¢, en lugar de puntos, y la distancia cuadratica de Wasserstein
en lugar de la Fuclidea.
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| Definicion 2.1. Se dice que la medida v € Wo(RY) es un baricentro de

Wasserstein de las medidas vq,...,v; con pesos Aq,...,A, tales que A; > 0,
I

para todo i € {1,..,1}, y Z A; =1, st v munimiza el funcional:
i=1

1
E() = > AW3(n,v).
i=1

Denotaremos esta medida por vl(g’l) = bar ((vl-, ﬂi)lgigl)» salvo cuando A; = %,
Vi = 1,...,1, en cuyo caso la representaremos simplemente por vg. El bari-
centro asf definido existe, y una condicién suficiente para su unicidad es, por
ejemplo, que una de las medidas v; admita densidad con respecto a la medida
de Lebesgue.

Cuando so6lo hay dos medidas de probabilidad (I = 2), este problema se conoce
como interpolacién de McCann [22] y propone como baricentro bar((vy, A),
(v2,1=A1)), con A € (0,1), la probabilidad

vg = ((1 = DId + AT) 4,,,

donde T es la funcién de transporte 6ptimo que lleva v; sobre vs.

Si en el caso unidimensional (d = 1) consideramos més de dos probabilidades,
la expresion del baricentro adquiere también una forma bastante simple: vg es
la probabilidad cuya funcion cuantil es

1
-1 _ -1
F; _§ ALFTL
i=1

Otra situacion sencilla en la que el baricentro se ha caracterizado de manera
semiexplicita (las ecuaciones del sistema matricial (2.1) no son lineales) es la
del caso Gausiano: v; = N(0,S8;),i = 1,...,I. Supongamos que la matriz de
covarianzas S; es definida positiva Vi. En [1] se muestra que el baricentro viene
dado por vz = N(0,S), donde S es la tnica matriz definida positiva que es
solucion de la ecuacion matricial

! 1 1 %
DA (SiSiSi) =S. (2.1)
i=1

Una vez dada esta nocion de comportamiento promedio de una coleccion de
medidas de probabilidad, podemos estar interesados en conocer como de dis-
persas se encuentran tales medidas con respecto a su baricentro. Volviendo al
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contexto euclideo, dados puntos x1,. .., x, € R?, sabemos que una medida de
su dispersion viene dada por su varianza

n

2

$2= " llxi - xall”.
i=1

Por analogia a este caso, y con el objetivo de definir una medida global de la
separacion de una coleccion de probabilidades (v;)1<i<z, en [11] se introduce la
siguiente definicion de 2-variacion de Wasserstein.

| Definicion 2.2. Sean vi,...,v; probabilidades en Wy(RY). Se denomina
2-variacion (o variacion) de Wasserstein de vy, ..., vy a la cantidad:

1
1 2
) 1
Vo(vi,...,v;) ;= inf (7 Z W22(v,~, 77)) .

neWs(®) \ 1

Por lo visto anteriormente, la medida que minimiza el funcional:

1
N+ %ZWQQ(VZ',U)
i=1

es el baricentro vg de vy, ..., vy, con pesos A; = % Vi=1,...,1. Luego, podemos
escribir que:

L d 3
_[L 2.
Vovi, ..., v) = (I ;Wg(vl, VB)) :

En el caso unidimensional (d = 1), por el Teorema 1.3, tenemos la expresion

1 (!
Vo(vi,...,vy) = (7 Z[) (Fi—l(t) - Fgl(t))z dt)
i=1

La variacion generaliza la nocién de varianza empirica y, tal y como ocurre
para ésta,

1
2

VQ(Vl,...,V1)=0C>V1:...:VI.

Esto nos sugiere que la variacion de Wasserstein es un buen candidato para
evaluar la igualdad entre distribuciones de probabilidad. En particular, vere-
mos que resulta 1til para valorar la existencia de un modelo de deformacion
en una colecciéon de distribuciones.
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2.2 Modelo de deformacién para distribuciones.

En estadistica, es de gran importancia encontrar la manera de medir la relaciéon
estructural entre una coleccion de observaciones. Esta cuestion se vuelve par-
ticularmente interesante al estimar probabilidades observadas de fuentes que
han inducido deformaciones en los datos, pues estas distorsiones, tales como
traslaciones, modelos de localizacion y escala o deformaciones méas generales,
previenen el uso de los métodos estadisticos habituales. Para estudiar este pro-
blema, se quieren disenar métodos de alineamiento para las distribuciones que
les eliminen las perturbaciones. Sin embargo, la literatura es escasa en cuanto al
analisis de esta situacion. Mencionamos el método de la normalizacion cuantil
desarrollado en 7] y, posteriormente en [15], dirigido a cuestiones computacio-
nales en el ambito de la biologia. En esta seccion, se desarrolla el modelo de
deformaciéon para probabilidades en W5 (R), herramienta que ha resultado tutil
para llevar a cabo esta tarea. Presentamos, de manera general, los aspectos
béasicos de este modelo y el procedimiento de alineamiento de probabilidades
y, posteriormente, nos centramos en el caso paramétrico para exponer una serie
de resultados asintoticos.

Sean j = 1,...,n observaciones de i = 1, ..., variables aleatorias independien-
tes X;; con distribucion v; :

X11, X192, ..., X1, idd.~wn

X21, X292, ..., Xo, iid. .~

X[,l, X],Q, ey Xl,n iid. ~ Vi
El modelo de deformacion consiste en suponer que cada muestra (X;;)1<j<n,
i = 1,...,1, se ha extraido de una distribuciéon comun desconocida v, a la
que se le han aplicado diferentes variaciones. Mas concretamente, supongamos
que existen funciones ¢7,i = 1,...,1, a las que llamaremos deformaciones o

funciones deformadoras, tales que:
Vi=VvVo (gp;.k)_l,i =1,...,1.

Estas funciones ¢ pueden estar indexadas o no por un parametro, dando lugar
a un modelo de deformaciéon paramétrico o no paramétrico, respectivamente.
En general, consideremos una familia G = Gy X - - X Gy de deformaciones tales
que, para cada i = 1,...,1 y para cada funcion h € G;, se verifica que:

(A1) h : (¢;,di) — (a,b) es invertible y creciente con —c0 < a < b < +09,

43



—co LK <di<d< +oo.

En esta situacion, el modelo de deformaciéon para distribuciones de probabili-
dad se enuncia de la manera siguiente:

existen (¢7,...,¢;) € G y variables aleatorias (&;)i<i</ 1.i.d. con distribucion

1<jsn

v tales que:

Xij= (@) ) VI<i<LVI<j<n (2.2)

Conviene fijar los siguientes aspectos de la notacion que seguiremos en el resto
del trabajo. De ahora en adelante, G denotara la funcién de distribucion de la
ley v, que tiene soporte el intervalo (a, b) y, paracadai =1,...,1, G,; denotara
la funcién de distribuciéon empirica asociada a la muestra (&;;)1<j<n- Por otra
parte, para cadai=1,...,1, sea

Fi: (¢ di) — (0, 1)

la funcion de distribucion asociada a la medida v;, con densidad f; con respecto
a la medida de Lebesgue. Por ultimo, sean v,; v Fy,; la medida empirica y
la funcién de distribuciéon empirica, respectivamente, asociadas a la muestra

(Xi’j)lgjgn'

En [2]| se presenta un procedimiento para alinear una coleccion de leyes de
probabilidad que responden a un modelo de deformacion paramétrico (2.3),
que se extiende al modelo de deformacion general (2.2) en el trabajo posterior
21]. Como la distribucion v es desconocida, debemos invertir el operador ;!
de deformacion de cada muestra y calcular, para cada observacion X;;, su
imagen a través de la deformacién candidata ¢;:

Zii(p)=¢i(X;j), 1<i<L;1<j<n

La notacién Z; ;(¢;) quiere resaltar la dependencia de ¢;. Observemos que, bajo
la hipotesis (A1), se tiene que:

Z; j(¢i) ~ vi(¢i), con funcion de distribucion F; o gol._l = Fy,.

En efecto,

Fy,(x) = P[Zij(¢i) < x] = Plpi(Xij) < x] = P[Xi; < ¢ (0)]
= Fi(¢;'(x)) = Fio ¢ ' (x),Vx € R.
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Notemos que bajo el modelo (2.2), todas las medidas v; han sido deformadas
a partir de una medida coman v y, por lo tanto, al invertir las deformaciones
se tiene que

vp(¢™) =v =vi(¢]), 1 <i <,
y, en consecuencia,

Vari(e)), ... vi(e))) = 0.

Por lo tanto, para construir un test que permita valorar si el modelo de defor-
macioén es correcto, una idea que surge de manera intuitiva es tomar como crite-
rio de decision la 2-variacion de Wasserstein de las distribuciones (vi(¢;))1<i<i-
Definamos entonces, para facilitar la notacion, U(yp) := V22(v1(<,01), L vi(ern)
y consideremos el siguiente escenario para contrastar una relacion de deforma-
cion entre las distribuciones

inf U(g) =0 (Ho)
veGg
inf U(p) >0 (H1)
veG

Con estas hipotesis, si el test rechaza la hipotesis nula hay evidencia estadistica
de que el modelo de deformaciéon no se verifica de manera exacta. Observemos
que este contraste de hipotesis lleva implicita la resoluciéon del problema de
optimizaciéon consistente en

minimizar el criterio U(¢), con ¢ variando en G.

Para ello, debemos buscar el elemento ¢* = (¢],...,¢;) € G que minimiza el
coste de alineamiento de las distribuciones de las variables (Z; ;j(¢;))1<i<s con
la distribucion de su baricentro vg(¢). Es importante tener en cuenta que, para
cada ¢ = (¢1,...,¢1) € G, el baricentro de las distribuciones (v;(¢;))1<i<s s
la probabilidad vg(¢) con funcién cuantil:

1
1 _
Fgl(p)(1) = 72% o F (1), con 0 <t < 1.
k=1

Sin embargo, las medidas teoricas v; son desconocidas, pues lo tinico que co-
nocemos son los valores observados (Xl-,j) Leic de la distribucién v; y, por
IJxRN

tanto, de las leyes (v;(¢;))1<i<s s0lo conocemos las cantidades (Z; ;(¢;))i<i<i,
1<j<n
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y con ello es con lo que debemos trabajar. Escribamos entonces v,;(¢;) y
Fop = Fypio <pl.‘1 para denotar la medida y la distribucién empiricas asociadas
a la muestra (Z;j(¢i))1<j<n-

La medida empirica del baricentro de (v,;(¢i))1<i<s €s:

1

1
Vas(@) W) = 7 > vaile) (),

i=1

con funcién cuantil empirica asociada

1
1 p—
F, p(@)(1) = 7 Z @ro F (1), con 0 <1 <1,
k=1

Entonces, debemos estimar el elemento ¢* = (¢],...,¢;) € G que minimiza
el coste de alineamiento de las distribuciones (vn; (¢i))1<;<; de las variables
(Zi,j(¢i)<i<r con la distribucion de su baricentro v, p(¢), por el elemento
@n = (Pn1s---»Pn1) que minimiza la version empirica de la variacion

1 1
Un(9) = Vi a1 (@1, s (D) = 5 > W31 (@1, s (91)
i=1
LT ! )
=72 UO (Fug: (0 = Fu(@)(0) d;]
i=1
1 ! 1 1 I 2
— ) -1 1
= 7 ; j; <‘101 o Fn,i (r) - 7 kZ:;(pk o Fn,k(t)) drl .

En consecuencia, nos basaremos en el estadistico inf U,(¢) para hacer inferen-
veG

cias sobre el modelo de deformacion (2.2).

2.2.1 Estimacién del modelo de deformacién paramétrico

En muchas ocasiones, se puede suponer que las funciones que perturban los
datos antes de ser observados adquieren formas mas especificas. Consideremos
entonces el caso en el que la distribucion v € Wa(R) sigue siendo desconocida,
pero las funciones de deformacion pertenecen a una familia paramétrica. Su-
pongamos que la familia de deformaciones G esta indexada por un parametro
A € A CcRP, de manera que si la funcion ¢ € G, entonces

46



¢:AXx(c,d) — (a,b)
(Lx)  — palx).

La formulacion del modelo de deformacion (2.2) en el caso paramétrico seria:

existen parametros 6% = (67,...,07) € © = Aly
variables aleatorias (g;;)i<i<s 1.i.d. con distribucion v, tales que:
1<j<n

Xij = () (Ei) V1 <i< LY < j<n, (2.3)

y la version del estadistico viene dada por
1 d
’ _ 2 - 2 . )
5161({; Un(0) = 5161({; 7 ;:1 W5 (Vi (6), ..., vn1(01))).

En [11] (ver Teorema 4.1) se prueba, bajo el modelo (2.3) y ciertas condiciones,
la convergencia hacia 0 del estadistico multiplicado por un factor de escala:

inf AU, () -5 0.
0e®

Para poder hacer inferencias es necesario conocer de forma mas precisa el com-
portamiento asintotico de inf U, (6) asumiendo que el modelo (2.3) es valido.
0e®

Enunciamos a continuacion condiciones bajo las cuales

~

0, := argmingceU,(0)

es un estimador consistente del verdadero parametro de deformacion. Poste-
riormente, veremos que, bajo condiciones adicionales, n inf U, (6) converge en
[ZS(C)

distribucién a un limite no degenerado.

(A1) Para todo A € A, la funcion
@1 :(¢c.d) = (a,b)

X Qi)

es invertible, creciente y tal que

—o0o < a<b< +oo,
—co L < <d <d< +oo.

(A2) G es de clase C? en (a,b) y tal que G'(x) = g(x) > 0,Yx € (a,b) y

G(x)(1-G(x))g'(x)
8] < 0
a<x<b g(x)2
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(A3) ¢ es continua con respecto a x y a A,
VYA € A ¢, es de clase C! con respecto a x,
A es compacto.
(A4) dy es acotada en A X [¢;, d;], continuo con respecto a A y tal que

sup |de, (x) — dipa (x)|
A€A sup [x? — x' -0
AeA
(A5) V1 < j < J,E[|X;|"] < oo para algtin exponente r > 4.
(A6) V1< j< JE [sup |g0,1(X,~)|’} < oo, para algin r > 4.
AEN

(A7) (Condicion de identificabilidad) El punto 8* donde U alcanza el mi-
nimo es tnico, y esta en el interior de ©.

Como estamos suponiendo que se satisface el modelo de deformacion (2.3),
la hipotesis (A6) implica que & tiene algin momento de orden mayor que 4
finito, y la hipotesis (A7) equivale a que 6* sea el tinico cero de U.

De la siguiente proposiciéon se deduce que 6, es un buen candidato para estimar
el pardmetro del modelo 6*.

Proposicion 2.1.  Si se cumplen las hipotesis (A1)-(AT), entonces

6, — 6* en probabilidad.

Bajo condiciones adicionales de regularidad se pueden establecer resultados de

interés acerca de la convergencia del estadistico incf) U,(09). Estas condiciones
fe

son

A8) V1 <i < I, ¢! es de clase C! con respecto a x
9"0
dgag* es acotada en a, b
j

¢ es de clase C? con respecto a x y a A.

2
(A9) VI<i<I,E [sup ’(9290,1()6) (90;3(8)) ] < o0
AEA !

t(1-
(A10) f 2G0) 1(r)>

El operador d indica derivaciéon respecto de x, mientras que d es el operador
de derivacion respecto del parametro A.

(A8) y (A9) imponen condiciones sobre las funciones de deformacion ¢;, i =
1,...,I, mientras que (A10) restringe las posibilidades para la distribucion
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G de ¢. Por otro lado, la condicion (A10) la verifican aquellas distribuciones
con soporte compacto, estrictamente positivas y con densidad absolutamente
continua. Pero también existen variables aleatorias con soporte no acotado que
la satisfacen, de las cuales se pueden encontrar ejemplos en [10].

Observacion 2.1. Los resultados de esta seccion, se basan en aproximaciones
fuertes del proceso cuantil

pn(t) = Vg (GL()) (G2 - G71(1).0 <t <Li=1...1
El resultado clave es el siguiente (ver [§8]):

| Teorema 2.1. Bajo la hipdtesis (A2), existe, en un espacio de probabilidad
suficientemente rico, versiones independientes de los procesos p,; y familias

independientes de Puentes Brownianos {By;}? ,i =1,...,1 satisfaciendo
pbr sup 2@ = Bui®] { Op(log(m), v=0
la<a-t (1 —-10) O,(1), 0<v<j;

La notacién O, significa lo siguiente: dadas una sucesiéon de nimeros reales
{an}n>0 y una sucesion de variables aleatorias {X,},>0, se dice que X,, = Op(a,)

Xn

si para cada & > 0, existe M > 0 tal que P( > M) < & V¥n > 1. Por otro

an
lado, se conoce como una aproximacion fuerte a un resultado que garantiza la

existencia de versiones del proceso cuantil y de procesos (Gaussianos proximas
con probabilidad 1, lo que permite reducir el estudio de la convergencia débil
de ciertos funcionales del proceso cuantil a estudiar la convergencia puntual
de funcionales de procesos Gaussianos. Los detalles se encuentran en [11].

A lo largo de esta seccion consideraremos A C R, sin embargo, los resulta-
dos siguen siendo ciertos si A € R?, d > 1, y las pruebas serian las mismas
con las tinicas modificaciones relativas a la dimensién. Anadiendo la siguiente
hipotesis, se consigue un refinamiento de la Proposicion 2.1.

(TCL) V1 <i <[, la funcion R; := d¢g: o ¢, es continua y acotada en [a,b].

Definimos ahora la matriz ® = [CD,-,_,-] , cuyos elementos vienen dados por

1<ij<I

O = —% (Ro Ry) ,sii # j;

2(1-1
O = 22| Rilly,
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donde ||-]|,, ¥ ¢ ), denotan la norma y el producto interno, respectivamente,
en L?(v). La matriz ®@, en forma extendida, se escribe como sigue:

(I =DIRilly  —(Ri,R2), ... —(Ri,Rp)
2| —(Ri,R2), (U-DIlR2lly ... —(Ra2Rp)
o= ) . .
2 : : :
—(R1, Ry) —(Ro,Rp) ... (I=DIRly

Dado x € R/, se tiene que

(=D IRl x1 - Y (RLR;) x; ]
j#1
, (=) [IRoll, x1 = (R R;) x;
| x| = x! dx = = | x1 x2 x| j72

(- DR, x - D (R R;) x;

J#l

2
= 51U =D IR, 27 = ) (RuR;) i+ (= 1) Rl 33~
j#l

— Z <R1, Rj>v XjxXo+...... +{-1) ||R1||VX? - Z <R[, Rj>v XjX]

Jj#1 =
2 d I
:ﬁ Z(I_1)||Ri||vxi2_2z<Ri,Rj>VX,'Xj
- o
2 ! 1
- Z(I_ 1)’)CI'QRi2 _QinijiRj dv
! i=1 ij=1
i<j
2

= 1_2 {(X%R% + X%Rg - 2X1X2R1R2) + [(X%R% + X%Rg - 2)C1X3R1R3) +

+ (X%R% + x%R% - QX1X3R1R3)] +...+ [(x?R% + X%R? - 2X1X1R1R1) +...

I
e ¥ (x?_1R?_1 + x7R} - 2X1—1X1R1—1R1)]} dv = I% f Z (x,-R,- - ijj)2 dv.

i,j=1
i<j

Por lo tanto, se deduce que x’®x > 0 y @ es semidefinida positiva. Mas atn,
observemos que
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1
%fz (x,-R,- - ijj)2dv = 0 si, y so6lo si,
=1

Lj

i<j
! 2
Z (xl-Rl- - ijj) =0 v-c.s., si, y solo si,
ij=1
i<j

(x,-R,- — ijj) =0 v-c.s., Vi < J, si, y s0lo si,
xiR; = ijj V-C.S., Vi < ]
La ultima condicién equivale a que R; sean proporcionales v-c.s., Yi. Entonces,
® es definida positiva y, en consecuencia, invertible, salvo en el caso de que
todos los R; sean proporcionales v-c.s., i = 1,...,1. Este es el ltimo requisito

que se debera imponer. Estamos en las condiciones de enunciar la siguiente
proposicion, que es del tipo Teorema Central del Limite.

Proposicion 2.2.  Bajo las hipotesis (A1) hasta (A9) y (TCL), y si, ademas,
® es invertible, entonces

A N\ d
Vi (6, - 07) — @71y,
donde Y 4 (",...,Y), con

2 (! B;
Yi:_f RiOG_l : )
I Jo goG™

I
y B, = B; — % Z Br v (Bi)1<i<s son puentes Brownianos independientes.

k=1
Observacion 2.2. Hay que tener en cuenta que, para poder establecer ambos
resultados, se han tenido que imponer una serie de condiciones, de las cuales
una puede no resultar demasiado realista a la hora de estudiar modelos con
ciertas funciones de deformacién. Esta hipotesis es la condicién de identifica-
bilidad (AT7). Resulta que, para determinados modelos de deformacién puede
suceder que dados y 8 € A,

@y © @g = @z, para cierto £ € A.

Por lo tanto, bajo el modelo (2.3), existe 8" = (9?,...,9}‘) € 0 y v.a.ii.d.

(si,j)1<i<1 tales que
1<j<n

-1
Xij = ¢y (€i)),
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y para cualquier n € A,
X =oMNe: ) = ot (0! N -
ij = ‘P@l’f (81,1) = ‘709;‘ (90;7 (9077(81,/))) = ‘109[% o ¥y (‘1077(31,1))

-1 —1,~
= (son o 909;) (en(eij))) = ¢;, (€ij),

para ciertos §; € A,i=1,...,1, donde &;; = ¢,(g;;) son también v.a.i.i.d. Esto
implica que £ = ({1,...,{7) € ® es también un cero de U.

Esta situacion se presenta, por ejemplo, cuando el modelo de deformacion es
de localizacién y escala (notemos que en este modelo A C R?):

o1 _
Xij = @p(€ij) = Ui + 07 €ij,
l

*
i

donde 67 = (/J;‘, 0'7) Yy o (x) = . Efectivamente, dado n = (@1, ) € A,

i

L x—(f+ oW

A o .
oy 0 @g: (x) = = =,
(o] g

=

y tomando ; = (g + o u;, o), tenemos que ¢, o Por = @

Afortunadamente, esto tiene una facil solucion que consiste en seleccionar como
referencia uno de los parametros 67 , digamos el primero, y asumir que 6] es
conocido. Si 0 = (6s,...,0;), la funcién a minimizar pasa a ser

U(6) =U(67.0),

y el estadistico en estudio se convierte en inf U, (é) = inf U, (0’{, é).
feAl-1 feAl-1

Con estos cambios, (AT) se reescribe de la siguiente manera:

(A~7) 0* = (9;, e 9}‘) es el tinico cero de U.

Sea é,l e A7l ¢l punto donde U, alcanza el minimo: ~min1 Un(é) = Un(én). La
feAl-

Proposicién 2.1 se traslada de manera literal a este contexto, cambiando 6,

por 6, y 6* por 8*. De la misma manera, la Proposicion 2.2 sigue siendo cierta:
2 ~\ 4= 15
\Vn (Hn -0 ) — ®7Y,

con ¥ £ (Ya,....Y)) y @ = [®D; jlo<ij<r, si la matriz ® es invertible. Dado
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x € RI~!, y con un razonamiento similar al de la matriz @, tenemos que:

I I
- 2
xI dx = 2 Z (x, + 2R2 dv >
i,j=2 i=2
i<j
Mas atn,
9 I I
I—QI Z (x,-R,- - + 2R2 dv = 0 si, y s6lo si,
i,j=2 i=2
l<]
I
Z(x,-R XjR Z2R2—0vcs si, y solo si,
i,j=2 i=2
i<j

V2<i<j<[,(x,-R - X;R )—OvcsyVQ i <1, xiR; =0 v-c.s.

Esta altima condicion equivale a que R; = 0 v—c.s., ¥V 2 < i < I,y en conclusion,
® es definida positiva salvo si R; =0 v-c.s. parai=2,...,1.

Recordemos que el objetivo de esta seccion es conocer el comportamiento asin-
totico de la variacion de Wasserstein bajo el modelo de deformacion (2.3). El
siguiente teorema constituye el resultado principal de [11], en lo que al modelo
de deformacién paramétrico se refiere, y especifica la velocidad de convergencia
hacia 0 del estadistico glel(f) U,(0), cuando el modelo es cierto. Ademas, propor-

ciona la distribucién asintotica de dicho estadistico.

| Teorema 2.2.  Bajo las hipdtesis (A1)-(A10), (TCL) y si ® es invertible,

1
n1nfU(0)—> Zf (gOG 1) §YTq)—1Y,

B;
goG™V
(Bi)1<i<1 son puentes Brownianos independientes.

I
p _ 1
conY = (H,... %), ¥ = —f R o G B = Bi——ZBk, donde
7 J, I &

Observemos que la distribucion limite depende de la distribucién G de la que
han sido obtenidas las muestras observadas que, en general, es desconocida.
Por tanto, deberemos recurrir a técnicas estadisticas de remuestreo bootstrap
para tener informacion sobre el comportamiento asintotico del estadistico. Para
ello, en la siguiente seccién 2.3 se introducen los teoremas necesarios para
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garantizar la consistencia de las aproximaciones bootstrap de la distribucion
del estadistico.

2.2.2 Ejemplos de familias paramétricas de deformacién

Dado A € A, diremos que una funcién

f/l . (C’d) - (a’b)
x > faw

es una deformacion admisible si satisface las hipotesis de la seccion 2.2.1. A
continuacion, examinamos algunos ejemplos de familias paramétricas de defor-
maciones admisibles.

FEjemplo 2.1 (Modelo de localizacion y escala). Consideremos la familia de
deformaciones indexada por un parametro § € A ¢ R%:

¢:AX[c,d] — [a,b]

(9,x)|—>gog(x)=x_'u:£—ﬁ,0'>0.
o o o

Los parametros u vy o se conocen habitualmente como parametros de localiza-
cion y escala, respectivamente, del modelo.

En primer lugar, notemos que, para todo 6 = (1, 0) € A, como o > 0 se tiene
que @y es invertible en R, con funcion inversa go;l(x) = u+ ox,y ademas, @y
es estrictamente creciente en R por ser lineal en x con pendiente positiva. Por
tanto, la hipotesis (A1) se satisface.

Es trivial comprobar que ¢ es de clase C® con respecto a sus dos argumentos,
luego para que se cumpla (A3) basta escoger el conjunto de parametros A un
subconjunto compacto de R x R*.

1

La funcién de(6, x) = — es acotada en A X [c,d] y continua con respecto a 6.

Por otro lado, para todo 6 € A, la funcién dgg no depende de x y
|d(,09(xﬁ) - dgog(x)| = 0, para toda sucesion {x,},>o de nimeros reales definida
en [c,d], con lo que se verifica (A4).

Siguiendo la Observacion 2.2, en el caso del modelo de localizacion y escala,
debemos comprobar la condicién (A~7). En este caso, el criterio U(6) es una
forma cuadratica definida positiva y, por lo tanto, el punto 6* = (0;, .. .,97)
en el que alcanza el minimo es dnico. Para ver esto, notemos que la funcion
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cuantil de v;(6;) es

_ . G- .
Fil=(Fogs)  =¢g0Fi=———=a;G '~ p,conei=Lypi=~4
1 O-i 1

Denotemos por 6; = (a;, 8;) v 0 = (él, e él).

Como hemos visto, la funcion cuantil del baricentro es

Fjl=-> F,'=aG™' - B, cona=- Za/,yﬁ— Z,B,,

1 1
Ii:1

de donde deducimos que
§ iy 1 _\2
W3 (vi(0), v5(0)) = fo ((ei =G (1) = (B - B)) " dt

= (o —@)° f (G671 ®) di + (B~ B)* 2 (@i~ @) (Bi ~ B) f G~ (n)d
= (a; —&>2f (671 0) di + (B - B)*.

Por tanto, Wg(vi(éi), vg(0)),i=1,...,1I es una forma cuadratica definida posi-

tiva, y, por consiguiente, lo es U(8) = U(6) por ser suma de formas cuadraticas

definidas positivas.

Las funciones de localizacion y escala también satisfacen (A8), pues para
1 <i </, lafuncion gp: (x) = p7 + 0 x es de clase C*([a, b)) ¥y d(p;} (x) =0 es

acotada en [a, b]. Finalmente, 0%(¢g) = Hess(gg) = 0, de donde se sigue (A9).

Ahora pasamos a comprobar la condicion (TCL): para todo i = 1,...,
funcion Ri(x) = Vg (¢) = — (=1, x) es continua y acotada en [a, b|.
i

Los elementos que forman la matriz ® = [(I)i,j]2<i<z son

2<j<I

2 2
@i,,-:_ﬁ(R,-,R)V: 12f L1y

,QM (1+E( ’))

95
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2(I-1) 2(I - 1) 1
iy = ————IIRill, = =— f S(-L0)(-1x)dv

i

_2-D 12f(1+x2)dv:2(1_1) 12(1+E(32)).

") £o)
Por consiguiente, la matriz ® completa es:
-1 -1 -1
N2 ooy oo
(0;21) I-1 -1
@= = (1+E () ()
—.1 —:1 I-1
77 50 ()

Dado x € RI71,

@] = Z(I—l)IIRIIVl 22 Ri R;) xix;

112
i<j
9 1
== ;(1 - S (1+E (%)) x; —2;2001 (1+E(£?)) xix;

i<j

1
xxj

(1+E( Z(I

112 l
l<]

2 i((;)—(;)fé B

ij=2 i i
i<j J

Luego @ es definida positiva y por tanto invertible, pues es simétrica.

Este modelo se ha explicado con detalle pues constituye el ejemplo con el que
testaremos el método que se presenta en el Capitulo 3 para evaluar el modelo
de deformacion paramétrico (2.3). Dos casos particulares de esta familia de
deformacion son:
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= el modelo de localizacion (o =1y A =—u): pa(x) =x+ A4
= el modelo de escala (1 = 0): gg(x) = 2x

Ejemplo 2.2 (Transformacion logaritmica). Es facil comprobar que si consi-
deramos el parametro 6 variando en un conjunto compacto ® c (0, +0), la
familia de deformaciones

@ : (0,+00) — R
x> pg(x) = 0log(x)

es admisible. Notemos que ¢y es invertible en (0, +o0), para todo 6 # 0, con
inversa go;l(x) = exp(g), y g es estrictamente creciente si 6 > 0.

Ejemplo 2.3 (Composicion gg(x) = f o @g(x)). Consideremos una funcion
admisible @y : [a,b] — [c,d]. Entonces, si f : [c,d] — [e, f] es una funcion
creciente e invertible, la funcion ¢g(x) = f o ¢g(x) es también admisible, cam-
biando el intervalo [a, b] por [c, d]. La importancia de este ejemplo radica en la
gran amplitud de deformaciones admisibles que incluye. Por ejemplo, el modelo
logit que viene dado por

_ 1
wp(x) = Trexp(—6x)

y que se ha demostrado muy f1til para explicar muchas situaciones reales,
puede obtenerse mediante la composicién del modelo de escala con la funcién

_ 1
F ) = e

2.3 Bootstrap con la distancia de Wasserstein

Como hemos visto, la distribucién asintoética del estadistico é’n(g U,(0) en el
€

Teorema 2.2 depende de elementos deconocidos y, por lo tanto, debemos cons-
truir mediante bootstrap una estimacion de su distribucién limite. Para ello,
necesitamos conocer algunos resultados sobre la distancia de Wasserstein pre-
sentados en [11], que posteriormente aplicaremos a las leyes bootstrap de tal
estadistico. Las versiones de los resultados que aqui se presentan son para el
caso de distancias cuadraticas de Wasserstein; sin embargo, las demostraciones
para el caso general de distancias de Wasserstein con coste L,,r > 1, son las
mismas cambiando 2 por r convenientemente.

En los dos primeros apartados de esta seccidn, consideramos distribuciones
en R? con momento de orden 2 finito, es decir, distribuciones en el espacio
Wr(RY). En el tltimo apartado, nos centraremos en el caso unidimensional
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(d = 1), para obtener un resultado que nos asegurarid que la distribucion
bootstrap del estadistico de interés es un estimador consistente.

Recordemos que la distancia de Wasserstein con coste Lo entre dos probabili-
dades u, v € Wa(R?) se define como

W2(uv) = inf - zII%dn(y, 2),
5 (1, v) ﬂel%’v)flly zl|*dn(y, z)

donde || - || es la norma euclidea en R4,

2.3.1 Dependencia continua de la distancia de Wasserstein

El siguiente teorema pone de manifiesto que las leyes de los costes de trans-
porte entre las distribuciones empiricas dependen continuamente del coste de
transporte entre las distribuciones poblacionales.

| Teorema 2.3. Sean v, v',n medidas de probabilidad en W (RY. Sean 11, ..., Y,
vectores aleatorios i.i.d. con ley comin v, y Y{,...,Y, vectores aleatorios i.i.d.
con ley comin v'. Si vy, v, son las correspondientes distribuciones empiricas,
entonces:

WQ(L(WQ(VI% T])), L(W2(V;u 77))) g WQ(V9 V,)'

Demostracion. Denotemos por ||-]|o la norma en el espacio £2 ({1, ...,n}xRY, 7r).

Definimos T,, = Wa(v,,,17) y T, = Wa(v,, 1), y denotamos por I1,(1) el conjunto
de probabilidades en {1, ..., n} x R4 con primera marginal igual a la distribucion
uniforme sobre {1,...,n} y segunda marginal n. Consideremos la cantidad

a(m) = ( f % — z|Idn (i, z))
{1,...n}xR4

Notemos que entonces:

1
2

1
2
Ty = Wa(vp,n) = inf (f||y—z||2dn<y,z>)

mell(vy,n)
1
’ ( f 2dn(y,2)| = inf a(m)
= inf |1Y; — z||*dn(y, z = inf a(n),
melln(m \J{1,... ,n)xR4 l m€ll, ()

donde la pentultima igualdad es consecuencia de que v, es la medida empirica
asociada a (11,...,1,).
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Analogamente, para la muestra (Y/,...,Y,), definimos

a'(m) = (f
{1,..n}xRd

2
’

- o[ antio)

y se tiene que T, = inf da'(n).
nell, ()
Por otro lado, |a(r) —d’ ()| = |||Y,- =29 - ||Yl’ - z||2|, y aplicando la segunda

desigualdad triangular,

la(r) —a’(m)] < Y, -Y’

1

. — j— / —_
[ti=2 =17+, =|

9"

Ahora, observemos que en virtud del Teorema de Fubini,

2~ (f{L...,n}de'
([, -
{1,...,n}

n

1
En definitiva, |a(r) — a'(1)| < (—Z
n <

i=1
expresiones obtenidas para T, y T,, llegamos a que:

i,

1

1
-y ario)

1

: dvna))? - (% 21] ¥ - ¥

1
2)2

it
) y, teniendo en cuenta las

i -

2

n
i1, - T < %Z;HK—Y/

Sea ahora (Y,Y’) un par 6ptimo para v y v/, de manera que E[||Y — Y’||?] =
W22(v, V), y sean (11, Y)), ..., (1, ¥)) realizaciones i.i.d. de (¥,Y’). Entonces, se
tiene que:

)

1 C 2 ’ 2 ’
:—EW , =Ws5(v,v").
n 2 5 (v, V") 5 (v, v)

n
or <[5
i=1

2 1 v ,
<52

i=1

Como ademas E(|T, — T,;|2) = WQQ(L(T,,), L(T))), se verifica la desigualdad:

Wa(LW2 (v, 1)), LW2 (v, 1)) = W3 (L(T,), L(T;)) < Wa(v, V).
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Este teorema es de gran importancia practica pues, combinado junto con téc-
nicas bootstrap de remuestreo, nos permite conocer informacién acerca de la
distribucion de la distancia de Wasserstein entre una medida de probabilidad
y su version empirica. La siguiente propiedad de la distancia de Wasserstein,
resulta de gran utilidad a la hora de formalizar esta idea.

Proposicion 2.3. Sean X e Y dos variables aleatorias cualesquiera. Entonces,
para todo a > 0,

Wa(L(aX), L(aY)) = aWa(L(X), L(Y))

Demostracion. Sea a > 0. Por definicion de la distancia de Wasserstein,

1
2
Wa(L(aX), L(aY)) = (nemﬂgg)uam f ||x—y||2dn(x,y))

- X = dn(x,
(”en(L(aX)L(aY)) a2 f I y” ( y))

a

dﬂ(x, y))g

=a inf
ﬂeH(.C(aX) L(aY))

Ahora, teniendo en cuenta que %L(aX) 4 L(X), concluimos

_ y ) ?
Wz(L(aX>,L<aY>)—a(ﬂeml&f)w)) f llx — yll dn(x,y>)
= aWy(L(X), L(Y)).
[ |

Consideremos Y, ..., Y, v.a.iid. v € Wh(R?) con distribucion empirica aso-
ciada v,, e Y, ..., Y, iid. (condicionalmente dadas Yi,...,Y,) con ley v,, es
decir, una réplica bootstrap de tamano m, de Yi,...,Y,, con distribucién em-
pirica v,, . Si escribimos £*(Z) para designar la ley de una variable aleatoria
Z condicionada a Yi,...,Y,, entonces, tomando en el Teorema 2.3 v/ = v,,
tenemos que:

Wa (L (Wa (v, . v)), LWo(Vim,, v))) < Wa(vn, v).

Sea {r,} ", una sucesion tal que:

(i) r» > 0, para todo n > 0

N 1o Tm _
(11) nh_)nolo rnn
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(iii) Wa(vmv) = 0, (£).
Por la Proposicion 2.3,

W (L (rm, Wo (Vs V))s LT, Wa Vi, 1))
= in, Wa (L7 Wa0 V) L2y VD)) < Fon, Wiy V) = “21,Wa (v, )

n

Teniendo en cuenta las condiciones (i)-(iii), se concluye que, cuando n tiende
hacia infinito,

V',

rnWa (v, v) — 0, en probabilidad.

n
Esto significa que la distribucion de ry,, Wa(vy, ,v) es proxima, en distancia
de Wasserstein, a la distribuciéon de r,, Wa(vy,,, v), condicionalmente dados
Yi,...,Y,. Si ademas de la condicion (iii), se tiene la convergencia

raWo(vy, v) n_)—oo) y(v),

para una distribucién y(v) no degenerada, entonces, en particular, se sigue
verificando

T'm, Wo (v, , V) n_)—oo> v(v).

La razon por la cual es necesario que y(v) sea no degenerada se detalla en [1§]
(ver Lemma 1).

Por lo tanto, si g, (a) denota el cuantil @ de la distribucién condicionada
L (rmnWQ(v;;n, v)), entonces, bajo ciertas condiciones de regularidad sobre la
distribucion y(v), se tiene que

P (raWa(vi, v)) < G, (@) — a.

Esto muestra que los cuantiles bootstrap, es decir, los cuantiles de la ley con-
dicional de ry, Wa(v,, ,v) son estimadores consistentes de los cuantiles de la
distribucion de r,Wa(v,, v). Dichos cuantiles bootstrap pueden ser aproxima-
dos por simulacién de Monte-Carlo.

Resulta que si consideramos distribuciones en R, la distribucion y(v) adquie-
re una forma conocida si la distribuciéon v cumple determinadas condiciones
de integrabilidad y derivabilidad. Concretamente, en [10] se prueba que bajo
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ciertas condiciones, tomando r, = Vn,

BQ(Z) %
VnWa(v,, v) — (f T l(t))dt) . (2.4)

Por consiguiente, en este caso, serd posible aproximar los cuantiles de la dis-
tribucion por gp, (@).

2.3.2 Dependencia continua de la variaciéon de Wasserstein

Un resultado similar al anterior prueba que las leyes de las 2-variaciones de
Wasserstein de las medidas empiricas dependen de manera continua de las
medidas poblacionales subyacentes. En este contexto, es tutil observar que se
verifica la siguiente igualdad:

V22(v1, ceL V) = inf f Tyt ...,ypDdrn(yt, ..., y1), (2.5)

nell(vy,...,vr)

donde II (v1,...,v;) es el conjunto de probabilidades en R¢ con marginales

o1
Voo s VI, Yy T(V1, ..., y7) = min — Z ||yi — z||2. En efecto,
zerd [ {5

1
VZ(vi,...,v)) = inf Y
2 (n ) ne"Wz(Rd)( le 77 1))
= inf inf f||x—)’|| dr(x,y)
neWsa(R4) 7r€l'[(17 Vi)
= finf inf 1Zfllx—y-llzdﬂ(x V1 yr)
neWs(R4) | nell(n,v1,....vr) 1 = l Y ’
= i f - d 9
| (i 2yon =)o)

| Teorema 2.4. Sean Yit,....Yin € Yl’l, ..., Y., dos colecciones de v.a.i.i.d.
[

con distribucion v; y v/, respectivamente, con 1 < i < 1. Consideremos, para

cada i € 1,. I las medidas de distribucion empiricas asoctadas a dichas

colecciones vy, ;, v, .. Se verifica la desigualdad

1
1 ,
WLV OtV Dl LV 1o D) < 5 D W3 0))
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Demostracion. A lo largo de la prueba, escribiremos Vo, = Va(Vyy 15 - s V1)
yVy, = Vg(v;l1 peees V;II). De (2.5) y por ser v,, la medida empirica asociada
a la muestra (Y1,...,Y,,)

V22’n: inf y )fT(yla'--9y1)dﬂ.(y1’-~'ayl)
nI

neH(vnl,...,

= /f T.,...,.dﬂ'.,...,.,
nen&ﬁ,...,u,)f N L

donde U; es la distribucion uniforme discreta en el conjunto {1,...,n;} vy T(j1,. ..
I

mﬁn T Y., — zII%. Sea T'(j1, ..., j1) la version equivalente de esta funcion
z€
i=1

calculada para la muestra (¥},...,Y,). Tenemos que:

1
. N : 1
TG dD)? =TGP < 5 ) W = X
i=1

lo cual implica

1
2
‘(fT(ji,---’jl)dﬂ(jla---,jl)) —(fT'(ji,...,jz)dﬂ(jl,...,jz))
1 1
1 , 112 ) ) 1
< [ 120wl ar o= 3 [ I

1,2
2

/

2 . .
drn(j1....,Jj1)

Ljr — i,ji
I
> IZ
=7 - zu— i
I =1 \"M o

En definitiva, hemos llegado a que
I

2 1

< —

Si ahora tomamos (Y, Y’) un par 6ptimo para las medidas v; y v/, y conside-
1 l

n;

4
Vou = Vs,

’/l i,
] 1

ramos copias (Y,-,l, Yl’l) , (K nis Y’ ) i.i.d., entonces, tenemos que

n;

I
2
<iy(E o 2 E (I =, 1%)
i=1 j=1
I 1
1 1 2 ’ 1 2 ’
= 7; n—inl-W2 (vi,v;) = 7; W5 (i, v;).

63

E (IVon = V3,1%)

'~~<I1——l



Finalmente, como E (IVQ,,, - VQ’nlz) = WQQ(L(VQ,,;), L(V; ), se concluye la prue-
ba. [ |

2.3.3 Bondad de ajuste del test para el modelo de deformacién paramétrico

Recordemos que las inferencias sobre el modelo de deformacion paramétrico
(2.3) se basan en el estadistico

I
1
2 .z _ 2 2
u, = érel(g U, (0) = éreléf ;:1 Wy (Vni(6i), va8(0)),

donde v,;(6;) es la medida empirica asociada a la muestra (Z,;,-(Q,-)) =

1<j<n
(QDHi(Xi,j))1<j<n7 y (Xi’j)lgjgn son ii.d. v;.

Supongamos que observamos otras I muestras independientes (Xf. <

w)lg j<n’
i < 1,i.i.d. con distribuciéon v. Sean v,’”., u,, v U, las versiones equivalentes para
estas muestras, y L(u,) v L(u,) las leyes de las variables aleatorias u, y u),,
respectivamente. Bajo ciertas condiciones de regularidad sobre las funciones de
deformacion, se puede asegurar que la distancia de Wasserstein entre las distri-
buciones de los estadisticos u, y u;,, asociados a las dos colecciones distintas de

muestras (X,-,j)lgig, y (Xi'j)lgig,, es controlada por la distancia de Wasserstein
1<j<n P lakign

entre las distribuciones poblacionales subyacentes en dichas muestras. Esto es
lo que afirma el siguiente resultado.

| Teorema 2.5. En la situacion anterior y bajo las hipdtesis (A1), (A3) y
(A4)

1 1
W3 (L), L)) < sup [dpa(0)f 7 > W30 v)).
i=1

x€(c,d)
A€A

Demostracion. Como en la demostracion del Teorema 2.4,

U, (6) = nf TG, ..., ydra(n, . ..,
l’l( ) RGH(Vn,l(91{1)""’)/”,[(9]))f (yl y]) ﬂ-(yl y])

- inf TG, ...,iDnde(i ..., JD),
neH(lUIi,..,,UI) f (J1 Jdn(ji Jr)

donde para cada i = 1,...,1, la variable aleatoria U; es uniforme discreta en el

I
. : . .1 2 . .
conjunto {1,...,n}, v T(j1,...,j1) = mln—Z|Zi,j(9i) —y| .Sea T'(ji, ..., J1)
yeR 1 )
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la misma funcién calculada para la muestra (Zl.’j (9,-))1< - Por el teorema del
> N

valor medio de Lagrange, se tiene que

2 2
|Zi,j(9i) -7 = |‘196i(Xi,j) - soei(Xi:j)) = |ge, (&) |Xi,j - X/,

Y

para un punto intermedio & € (min{X,-,j, X[.’J.}, max{X;j, Xl.’j}). Por las hipotesis

/

impuestas, |g09_ L = sup |dp,(x)| < oo, y por lo tanto, se tiene la siguiente
. IR
cota superior:
4 2 ’ 2
122,00 - 2,00|” < | |[ [%es - X,

De esta acotacion, deducimos que

2
<Jlenll Z\Xu {

Ahora, por la monotonia de la integral, se verifica que

. L 1 . NS
‘T(]17'-'7]])2 _T/(_]l"'-’_]])Q

. L At
'T(.]la"".]l)Q_T(]].""’]I)Q

drn(ji, ..., Jj1)

I
, 2 1 , 12 ) 2 1 1 , 12
T;I'XI’J_XI’J dﬂ.(]l’~- ’JI) YZ; 4 Xl]
Por otro lado, por la desigualdad triangular
: L IR :
‘T(]l,...,]1)2 -T 1y - jp)2| drn(j1, ..., J1)
2

> (fT(jl,...,m%dn(n,...,jz)) —(fT’(n,...,jlﬁdn(jl,...,ﬁ))

2
’
P 'VQ,n - Vg,n

y, en consecuencia,

2
(un — ) < ||}

21 w1«

mfz ZZ|X"1 _XlJ
=1\ j=1

Sea (X;, X) un par 6ptimo para v y v’ y consideremos (X; ;, Xi:j),j =1,...,n,
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copias i.i.d. de (X;, X]). Tomando esperanzas en la desigualdad anterior,
W3 (L), L)) = E [(un —up)?] < E |l 125 Z Z |Xij - X[,

2 / ]' 4
)| = Nl 12 Z W3 (i ).
i=1

1 n

- ||<,o;,.||30% 2. %ZE (1 - x;,

i=1 | j=1

Una consecuencia muy tutil de ese teorema surge al considerar, para cada i =

1,...,I, muestras bootstrap X* e Xi*m 1.i.d. de tamatio m, con distribucién

comuin v,;. Sean v, i =1,...,1, la medida empirica asociada a la muestra
ns
1

X , X~ (condicionalmente dadas X;1,...,Xi,) v u, = (me n) la

[ R i,my
version equivalente del estadistico. Aplicando el Teorema 2.5 con v = vy,
tenemos que

1

Z (Vl’ V}’ll)

=1

W2 (L(um,). L5, < ||,

Utilizando la Proposicion 2.3, vemos que
W5 (LNmittn,), LE (g, ) = maWs (L, ), L (uy,)) <

! I
2 1 2 mn ’ 2 1 2
Poilleo 7 21 W3 Oi i) = —= || %6l 7 ;Zl: nWy Vi, Vi)

< my

En [11] (ver demostracion del Teorema 4.1) se prueba que Wa(v;, vpi) = Op (#)

(notemos que si d=1, esto se deduce también de la expresion (2.4)). Por lo tan-
m

to, si m, y n son tales que — —— 0, se tiene la convergencia en distribuciéon
n n—oo

21
illo 7

my ,

Py,

an2<v,, Vi) 5 0.

n i1

Esto nos dice que las distribuciones del estadistico y/myu,,, y de su version
bootstrap myu,, —(condicionalmente dadas X;1,...,X;,) estin proximas en
distancia de Wasserstein, bajo ciertas condiciones (en el caso d=1, bajo las
condiciones que garantizan (2.4)).
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Si denotamos por y(G, 8%) a la distribucion limite en el Teorema 2.2, se tiene
que

‘/ﬁun — (y(G,0))? = Viply, — (v(G,0))2,
y, por lo que acabamos de ver, esto también implica que

i, 5 (7(G.67)*.

2

Finalmente, por ser x — x“ continua, se deduce que

z. 3k d *
my inf U, = ¥(G.6).

Este razonamiento junto con el teorema de Glivenko-Cantelli y resultados de
convergencia de los cuantiles empiricos, prueban lo siguiente:

Corolario 2.1. Sim, — ooy on 0, entonces bajo las hipotesis (A1)-
(A10) y (TCL), se tiene que

r (m inf U:;,n(e)) 5 (G, 6%, en probabilidad.
€

En particular, si gn, (@) denota el cuantil condicional @ (dadas X1, ..., Xini =

L....I) de m, é’n(g U,j;n (0) v la funcion cuantil de y(G, 6*) es continua con res-
€

pecto a a,

P (n inf U,(0) < c}mn(a')) — .
0c® n—oo

El Corolario 2.1 proporciona un procedimiento para evaluar la bondad de
ajuste del modelo de deformacion paramétrico pues, bajo las hipotesis (A1)-
(A10) y (TCL), permite construir un test para contrastar:

;—,2(5 U@ =0 (Ho)
61’161(5 U@ >0 (H1)

En base al estadistico ngn(f) U,(6), es posible conocer el nivel de una region
€

asintotica de la forma {n é’n(g U,(6) > /ln}, en virtud del Corolario 2.1.
€
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Si ¢m, (1—a) denota el cuantil condicional (1-) (dadas las muestras X; 1, . . ., X,
i=1,...,1) de la distribuciéon bootstrap m,, é’n(g U, (6), entonces
€

P (n inf U,(0) > gm, (1 - a)) — a.
0c® n—oo
En conclusién, {n én(f) U, (0) > Ggm, (1 — a)} es una region asintotica de nivel a y
€
el cuantil g, (1 — @) puede aproximarse por un método de simulaciéon Monte-

Carlo. En el siguiente capitulo, concretamente en la seccion 3.2, se propone un
procedimiento general para disenar estas simulaciones.
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3 ASPECTOS COMPUTACIONALES.

En este capitulo se dan ciertas ideas tutiles a la hora de realizar el calculo
efectivo de la funcion criterio, y se resuelve este problema en el caso concreto
del modelo de deformacion de localizacion y escala. En una segunda parte,
se especifica un procedimiento general para obtener la distribucion bootstrap
del estadistico grel(g U, (0), presentando con detalle el ejemplo de localizacién y

escala. Como vimos en la seccién 1.4 dedicada a conocimientos basicos sobre
bootstrap, esta técnica se basa en remuestrear la muestra y este remuestreo se
puede hacer de diferentes maneras. Una de ellas, es las que presentamos en este
capitulo bajo el nombre de bootstrap de residuos, para la cual se ha disenado
un procedimiento especifico que, de nuevo, se ha particularizado al modelo de
localizacién y escala.

Recordemos que la expresion formal de la funcion criterio considerada para
valorar la bondad de ajuste del modelo de deformacion (2.3) en el que se
registran datos de I senales diferentes es:

1
, 01 2
inf U,(0) = inf Zl W2 (v,i(6), vn5(6)).

donde v, () es el baricentro de Wasserstein de la coleccion de probabilidades
(vn,l-(@,-))l.l=1 asociadas a las muestras (Z,-J(Qi));?:l.

Como la medida de referencia v esté definida en un subconjunto de R, el valor
de U, se calcula facilmente teniendo en cuenta la expresion para la distancia
de Wasserstein dada por el Teorema 1.3:

1 1 1 1 1
Un() = 5 > Wa i (80, vup () = 7 > fo (Fai(8) 7™ (1) = Fup (@)™ () dr,
i:l l=1

donde F,;(8;) es la funciéon de distribuciéon empirica y asociada a la muestra
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(Zi’j(Qi));’Zl = (<pgl.(X,-,j));’:1, v F,.p(0) es las correspondiente version asociada

: 1 v/ n
a la muestra baricentro (7 i1 Zi(‘,‘)(ei))jzl.
En general, observemos que si F;, denota la funcién de distribuciéon empirica
asociada a la muestra (Y1,...,Y,), entonces

Fn‘l(t) = Y(j), para 1%1 <t < %,

donde Y1) < ... <Y;) < ... < Yy son los estadisticos de orden asociados a la
muestra (11,...,Y,;). Entonces, si Z;;)(6;) es el estadistico de orden asociado a

n
la muestra (Zij(Qi))jzl,

_ i1 j
Fn,,-l(Qi)(f) = Zi(jy(6)), para L= <1 < 1L,

I
. 1 . .
Fn’é(e)(t) =7 ZZi(j)(Qi), para I— <1t < L.
i=1

Por lo tanto, la expresion para U,(#) viene dada por

1 I n ) 19
0n0) = 1 20, [F,;}(a,-) (i) ~ Fy5(6) (%)]
i=1 j=
2

I
1
Zi(j(0;) — 7 Z Zij(6))] .
i=1

n

1

1
nl j=1

3.1 Implementacién del modelo de localizacién y escala

En esta seccion, mostramos el ejemplo del modelo de localizacion y escala, para
el que hemos obtenido una expresion explicita, tanto para los parametros que
minimizan U,, como para dicho valor minimo. En primer lugar, trataremos
el caso més simple en el que se registran 2 muestras diferentes, en el que el
problema resulta mas manejable. Posteriormente, se desarrolla el caso general.

Con la forma especifica para las funciones de deformacion dada en el Ejemplo
2.1, el modelo (2.3) se enuncia de la siguiente manera:

existen 0" = (0%,...,0) e ®@=Al y Ac (RxR"), con 6% = (u,0¥) €A, y
1 1 i i i
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(ei,j) 1<i<t v.a.ii.d. con distribuciéon v, tales que
1<j<n

Xij = ¢ (i) = i + 07, 1 i< LIS <. (3.1)

3.1.1 Caso |=2 muestras

Consideremos primero el caso en el que se observan dos muestras independien-
tes:

X1t ..., X1, 1id vy
X2’1, ceey Xg,n ii.d. vo.

Sea 6 = ((u1,01), (12, 02)) € ©, donde ® = A% y A ¢ RxR*. Segtin lo anterior,
tenemos la siguiente expresion para la version empirica del criterio de interés:

2 2 2
1 Xighy — i1 Xk(j) — Mk
R I R e
2n = = o 2 = T
2
_ 1 Z": Xigp—m 1 X —m | Xag) —p2) )7,
2n 01 2 g1 g9

Jj=1

LY (e ke 1 (X - Xag) - p2))
=1 02 2 o1 o9
— i 1 Y (Xl(j) —H1 Xo(j) — ,U2)2 +1 < (XQ(J‘) —H2 X1(j) — /11)2
2n 4]_:1 g1 g9 4j=1 o )
_ i C X1(j) — M1 B Xo(j) — M2 2
4n 4 01 09 ’
j=1

Por la Observacion 2.2, asumimos que 67 = (,u’;, o’i) es conocido y, entonces,
U,(01,02) = U,(67,02) = U,(02). Ahora, con el objetivo de simplificar los
calculos, consideremos el parametro

1
(a9, B2) € R* X R con CL’Q:O_—Qyﬂ2:g__§,

y las constantes

¥ _ 1 « _ M1
=z Y P =5
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y reparametrizamos la funcion U,:

n

Un(QQa ﬁ?) = ﬁ Z [C},’TXl(]) — ﬁ; — (Q,QXQ(]) _ ﬁz)]2
j=1
- ﬁ > leixio - eoXei - (Bi- £2)] (32)

J=1

Fijado a2 € R*, hallaremos primero el punto ﬁg que minimiza la expresion
(3.2) en By € R, es decir,

B2 = argming, U, (a2, B2),

¥, posteriormente, obtendremos la expresion de @; que hace minimo Uy (a2, ﬁg).
Esto es equivalente a decir que (&2, ﬁg) = argmin(azm)eWXRUn(ag, B2).

De (3.2) y de la definicién de esperanza de una cantidad finita de valores,
deducimos que, para cada as € R* fijo,

,éz = argming, g Un(B2) & [?2 = B — a; X1 + a2 Xo.

Por lo tanto,

n
Un(@a, B2) = Uy(a2) = ﬁ Z [a#ixl(j) — a2 Xo(j) — (Cfifﬁ - &2X2)]2
Jj=1

I v, _ _\12
= 1 2. L1 (X6 = %) = 02 (e - o)
j=1
1 - - .
=7 [(o/‘{)2Var(X1) + a%Var(Xg) - 2aja2Cov(Xy, Xg)] ,
donde Var y Cov denotan varianzas y covarianzas muestrales.

Observemos que ésta es una funcion cuadratica en as y ademaés, el coeficiente
que acompana a a% es positivo. En consecuencia, el punto a2 donde U, (a2)

alcanza su minimo absoluto es:

Cov(X1, Xo)

wn=iy = 0 & 2a2Var(Xz) — 2Cov(X1,X2)) =0 & a3 = —
Var(Xs)

oU,(a2) |
oy

En definitiva, hemos probado que el punto en el que la funcién U, alcanza el
minimo es
(o ay_ [CovXnXo) o g
0 = (Oz2, ,32) = (A—, B —a X1+ a2Xo
Var(Xs2)
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Cov(X1,X2) . .o COV(XLX2) -
=|\——— B~ Xi+ ———— X2,

Var(Xs2) Var(Xg)

y, en este punto, el valor minimo del criterio resulta ser

Cov (X1, X2>2)

A 1 w2
Un(62) = = -—
(02) = 7 ((al) Var(Xs)

3.1.2 Caso general

Consideremos ahora n realizaciones de I variables independientes
Xl,l» XLQ, cey Xl,n iid. ~n
X2,1, XZQ, cey Xg,n ii.d.~ vy
X1’1, X171, cey Xl,l iid.~ vy

y repitamos el mismo razonamiento que en el caso anterior. La expresion ge-
neral del criterio para evaluar la validez del modelo de deformacion es

1 1 n
U,(8) = H;Z

1

2

Xt — “l_ Zm
1 — Tk

. o 1 _ _ Mi o
De manera analoga, tomamos 6 = (a;, Bi);—;, donde a; = o Bi = =i =
1,...,1, y reparametrizamos

Un(9) = ZZ

2
aiXigy = Bi— 7 Z (@ Xeq) - ,Bk)]

i=1 j= k=1
1 1 n
=7 Z @i Xi(j) — Z @k Xk + 7 Z ﬁk]
i=1 j=
Para cada i =1,..., 1, definimos
ui = ;X — Z ap Xy + = Z /31{} -

Sean [ € {2,..., I}, a = (cx,-)iI:1 y B = (,8,-){:1, tenemos que:
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. . Oui(a, B)
m Sil #1, 8—01 = 2( Xi(jy — ZCYka(J) + - Z,Bk) (__Xl(]))

dui. B) N
m Sil =1, 8011 2( Xi(jy — Za’ka(J) 7; )(XI(J) _XI(J))~

De aqui deducimos que

Un(a, B) _ 1 Ou;(a, B)
6011 “onl Z Z Jda;
1

2 1
=7 24 [Z —7X15) (az i) ~ Z @k Xk(j) + 7 Z Bk)+

1
+ (OHXI(]) Z @k Xk(j) + 7 Z ﬁk) Xij)

(%szXl(n - /3le<1>) + aiXjj;) - ﬁle@}

1]
S
S
N
—_——
NI»—A

j=1 \i=1
2 [ |-y 1 1<
=7 le T Z‘ XihXij) B Z Xigy | +ai— Z Xit) - B Z‘ Xi(j)
i= Jj= Jj=
oU,(a, ) .
Entonces, M =0, si y so6lo si,
;

1 1 n
Z Z Xih Xu(j) B Z Xigy ¢ +ai— Z Xitj) B Z Xij) =0
i=1 j=1

si, y so6lo si,

Il 1 1{< 1< 1< 1<
_ 1 ! \1 1 s 1 o
T Z @i Z XipXigy+y (Z ,8,) . ZXl(nWln szm B Z Xy =0,
i=1 j=1 i=1 j=1 j=1 j=1
I=1,...,1. (3.3)

Con estos calculos hemos obtenido I ecuaciones lineales en los I parametros
(an, B1)}-;. Por otro lado,

. . 8ul(asﬁ) _
-Sllil,a—ﬁl—2< Xi(j) — Zakxk(]ﬂ‘ Zﬁk)—
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_ . Oui(a, B) 2(0 Xij) - Zakam 7 Z'B")( )

m Sil=j, —=
dB
y, por lo tanto, se tiene que

(@, p) _ 1 L dui(a, Oui(a, B)

Z 7 (a Xiy = Bi = Z @i Xk(j) + 7 Z ﬁk) -
- (azXZ(j) - B - % Z @ Xi(j) + % Z ,Bk)]

1

211 1<
:; Z 7 le(j) 7 —CUZ‘le(j)+ﬂl .
J:

| o
3
—
~

N =

i=1

aUn(a’ ,8) _ . , .
————— =0, si y solo si,

Luego, 35,
1
%Z“" Z i~ Zﬁl “l—ZXl(jHBz—Ol e (3.4)

i=1 j=
Asi, hemos obtenido otras I ecuaciones lineales en los parametros (@, 81);-;
que, con las (3.3), hacen un total de 2I ecuaciones lineales en 21 parametros.

Para facilitar la notaciéon, definimos las constantes:

1 n
Apl = — XXy ks L =1,...,1.
k!l n; k()1

Es claro que Ag; = Ajx, para todo par de indices j,k = 1,...,1. Ahora las

ecuaciones (3.3) y (3.4) se escriben de la siguiente manera:

1 1

1 1_- _

- El i+ YXZ El ﬁ,’ + Al,la/l - Xl,Bl =0,l=1,....1 (3.5)
= 1=

N

(3.6)



Notemos que para que se verifique la condicion de identificabilidad (A7), debe-
mos suponer que uno de los pardmetros 6; del modelo es conocido, para algin
i €1,...,1. Asumiremos, como en el caso anterior, que conocemos el valor del
primero 6] = (,ui, o‘i) y, consecuentemente, también el valor de 6* = (af{, BT)
Esto nos lleva a reescribir las ecuaciones (3.5) y (3.6):

I I

= > Auai+ X, Y i+ Ayley = Xl = Ayas = X, B0 =21 (3.7)
i=2 i=2

I I

Z X,a/i — Z ,B,' — Xllal + Iﬁl = —Xlofi + ﬁ;,l =2..1 (38)
i=2 i=2

Luego, tenemos en total 2(/ — 1) ecuaciones lineales en los 2(1 — 1) pardmetros

(ay, ,81);:2. Escrito en forma matricial, el sistema de ecuaciones lineales es el

siguiente:
Ml ‘ M2 :| [ (04 ]
=D, 3.9
Sy 39
donde:
@A — ﬁf@ —cfi)gl +
D A1z — B1X3 a7 X1+ B
D:|:1:|7COHD1: ! . ! yDZ— 1. ! )
Do : :
CL’?AL] - ﬁTX] —CL’TXl + ,BI
(I —1)Ag2 —Ag3 oo —Agy
—A2,3 I - 1)A3’3 R —Ag’
Ml = . . . ! )
—Ag g —Aszy o (I=1DAL
(1-DXo X X
X3 (1-DX3 ... X3
M2 = . . . )
X[ X] . (1 - I)XI
I-1 -1 -1
-1 I-1 -1
M3 = .
-1 -1 I-1
Para cadai =1,...,2(/ — 1), denotemos por F; a la fila i-ésima de la matriz

asociada al sistema. Este sistema adquiere una forma maés sencilla tras aplicar
la siguiente secuencia de operaciones por filas a su matriz ampliada asociada:
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(1) paracadai=1,...,1 -1, sustituimos la fila F; por F; + X;11F;+7-1
2(1-1)

(2) intercambiamos la fila F; por Fl(l) =F + Z Fy
k=I+1 1
(3) paracadai=1+1,...,2(1 — 1), reemplazamos la fila F; por —;Fi + Fl(l)
2(1-1)

(4) intercambiamos la fila Fl(l) por (=1) F](l) + Z F .
k=I+1

Estas transformaciones nos llevan al siguiente sistema de ecuaciones equiva-
lentes:

[ (I -1)Ag9 -As3 . —Ag g (1 —71))22 Xo I )gg Ay 207 — )EQ,BT |
—Ao 3 (I-1)A33 ... —As3 [ X3 1-hHXs3 ... X3 Al’ga’{ - X3ﬁ>{1‘
—Agj —AsJ oo U=DAps X X ... (1-DX; Al,[_ofi—X]ﬁT

(1 —71)X2 X3 ~ )51 I1-1 -1 -1 —)Elcf; +ﬁT
Xo 1-DHXs ... X7 -1 I-1 -1 -Xja] + B}
Xo X3 ... (A-DX; -1 -1 I1-1 —Xlai+ﬁi

(1)

[ I-1) (A2’2 —X%) —A2 3 +X>X3 —Ag g + XX 0 0 0 (ALQ-XlXQ) oz"{ ]
—Ag 3+ X2X3 I-1) (A3,3 - Xg) .. —Agz 1 + X3X; 0 0 .. 0 (A1’3 — X1X3) a's'l<
—A2’1+)§2)21 —A3’1j-)23}?1 ... (-1 (41,1—}212) 0 0 0 (ALI,_ Xl)?l)aj

(1 —_I)XQ X3 X1 I1-1 -1 -1 —)fla’{+ﬂ’{
X (1-DHX3 X7 -1 I-1 ... -1 —X1011<+,BT
Xo X3 (1-DX; -1 -1 oo I-1 —Xla§+ﬁi

(2)
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[ (1-1) (A2 - X3)
—Ag3 + X2X3

—Ag g + XQX]
(1- DX,
X2

X2

[ (- 1) (Az2 - X2)
—Ag 3 + XoX3

—Ag g + XQX]
_)22
0

[ (- 1) (Az2 - X2)
—Ag3 + X2X3

—Ag gy + XoX;
Xo
0

—Ag 3 + )22)23
(I-1) (A33 - X2)

—As 1+ X3X;
X3
(1-1)Xs

X3

—A2’3 +)?2X3
(I-1)(A33 - X2)

—Az g + X3X;
_2?3
X3

—A2’3 +)22)?3
(I-1) (433 - X2)

—As g+ X3X;
0
X3

—AQ,] + )?2)21
—As 1+ X3X;1

(-1 (4},1 - X?)
Xr
X1

(1-DX;

(3)

—AQ,] + XQX[
—Az 1+ X3X]

=1 (41 - X5)
-X;
0

Xy

(4)

—AQ’] + )?2)?[
—As 1+ X3X;

(I-1) (A,,, - X?)
0
0

Xy

o O

0 (Al,g—)?l)zz) aq
0 (A1,3—X1X3) a/*i
0 (Al,_I_Xl}?I)Qi
1 (1—1)X71(1'*1<*+ (I*—I)ﬁT
-1 -X1a] + B
I1-1 —Xla’{ + 'BT

o = O

(ALQ - XlXQ) a’xlﬁ
(A1,3 — X1X3) a/’{

(Al,_l - XIXI) afﬁl<
(1=DXia} + (- DB;
Xia7 - B}

v *. *
X107 - B]

ALQ - XlXQ) a/{ 1
A3 —leg) Ofi

(AL_I —Xl)_(l)(fi
oo 5,
X107 - B

v *. *
Xia] - B

De esta manera, de las ecuaciones lineales correspondientes a las filas I +
1,...,2(I - 1), obtenemos el siguiente conjunto de relaciones entre los parame-

tros (a/,-)i’=2 y (,81-)1.[:2 del modelo:

ﬁ,’ :)_(ia,-—)?la’{+ﬁf,i=2,...,l.
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Por otro lado, tenemos que resolver el siguiente sistema en los pardmetros
1
(al)l:2'

-1 (AQ,Q - )_(22) —A2,3 + X2X3 . —AQ,J + XQX] (ALQ - Xl)_(g) a’*i
—A2’3 + X2X3 (I - 1) <A3’3 - X%) . —A3’1 + X3X] (Al,g - X1X3) (]!#1<
—AQ,] + XQX] —A3,1 + Xg)_(] Ce (I - 1) (A],] — XIQ) (ALI - XlX]) cx*{

Si tenemos en cuenta la definiciéon de las constantes Axy, k, [ = 1,...,1, resulta
que

n
Ack=X2= ) X2, - Xi=Var(Xo.k=1,...,1
=1

n
Ak,l - Xk)_(l = Z Xk(j)Xl(j) - Xk)?l = COV(Xk,X[), k,l = 1, ey I,
j=1

y, entonces, el sistema de ecuaciones anterior viene dado por:

(I-1)Var(X2) -Cov(X2,X3) ... —Cov(Xo,X[) | Cov(Xi,Xo)at

—Cov(X2,X3) (I—-1)Var(X3) ... —Cov(X2, X;) | Cov(X1, X3)a]

—Cov(X2, X)) —Cov(X3, X)) ... (I-D1Var(X)) | Cov(Xy, X))}
(3.11)

Observemos que dado un vector no nulo z = (29, ..., z[)T € R]_l, si llamamos
M a la matriz de coeficientes del sistema (3.11),

1 1
Mz =" (I-)Var(X)2 -2 ) ziz;Cov(X;, X))

i=2 i,j=2
1<y
n 1 1
=3 DUk - XP2F =2 ) iz (Xik - XD (X — X))
k=1 |i=2 i,j=2

i<j

N

I I
_ _ 2 _
= Z (Zi(Xi,k - X)) —zj(Xjx - Xj)) + Z Z(Xix - X)*| =0,
i=2
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y M es semidefinida positiva. Ademas, la igualdad se alcanza si, y sélo si,
(2 Xk = X) = 25X = X)) = 0, ¥k = Looum, Vi j =2 1
22X - X)P=0,Vk=1,...,n¥i=2...,1
0, equivalentemente,
i(Xix—X)=0,Yk=1,...,nVi=2,...,1I
Como z # 0, existe un indice ig € {2,..., 1} tal que z;, # 0, y necesariamente
(Xigk — Xiy) =0, Yk =1,...,n,

lo cual implica que o, = 0 y contradice la hipétesis de que las varianzas en el
modelo de localizacion y escala son estrictamente positivas.

En conclusion, M es definida positiva, luego invertible y el sistema (3.11) tiene
solucién unica, denotémosla por @ = (@, . . ., @). Entonces, de (3.10), se sigue
que

3 5\ 2 Y. A v * .
B= (,31‘)1.:2; con B; = X;a; — X1af1 + ﬁl,l =2,...,1,
y (&, ﬁ) es la solucion del problema de optimizacion

(%ﬂ Un (QT, ﬂi’ (ai, ﬁi)2<i<1)'
2<i<I

~ ~N1 ~
. . o (A L .
Finalmente, si escribimos 6 = (a,-, 'Bi)i=1’ con @1 = a] y B1 = i, el valor

minimo del criterio se computa como sigue

2

Como resumen de los calculos anteriores, hemos probado el siguiente resultado:

80



Proposicion 3.1.  En el modelo de localizacion y escala (3.1), conocido el pa-
rametro 6] = (a7, B7) de la primera muestra, se tiene que

min U, (a1, 85, (@i B)acics)

2<i<!
1 4 1 d 2
=7 Z 2| (Xi(j) - Xi) ~7 Z @y (Xk(j) - Xk) ;
i=1 j=1 k=1
donde a1 = @] y a = M~ 'b, con & = (@s,...,&7), y M y b son la matriz

de coeficientes y el término independiente, respectivamente, del sistema de
ecuaciones (3.11).

3.2 Bootstrap bajo el modelo de deformacién

Tras introducir la idea general en la secciéon 1.4.2 del capitulo de prelimares
para aproximar la distribucién de un estadistico mediante bootstrap, veremos
una particularizacién de ésta para obtener la distribucién bootstrap de nuestro

estadistico de interés u% = gncg U, (0). Esto nos permitira decidir sobre la validez
€

del modelo de deformaciéon, que, como hemos visto, equivale a estudiar como
de grande es el valor observado de dicho estadistico. Finalmente, explicaremos
con detalle el procedimiento bootstrap que se ha seguido para conseguirlo.

Supongamos que observamos

X112 X12 ... X1, idd.~W
Xo1 Xo2 ... Xo, iidd.~vy
X],l X]’Q X]’n ii.d. ~ )44

Fijado un ntimero B de remuestras bootstrap, repetiremos el siguiente proce-
dimiento, al que nos referiremos en adelante con .

1. Para cada b=1,...,B,
1.1. Para i = 1,...,1, generar una réplica bootstrap Xi*i’, .. .,Xl.*;, de ta-
mano fijado 0 < m < n, de la muestra original X;1,..., X,
2
1.2. Calcular el valor (uj;f’) = gn(g U:*(0). En el modelo de localizacion y
€

escala, este valor viene dado por la Proposicion 3.1.

2
2. Ordenar los valores (u*b) ,b=1,...,B, dando lugar a:

m
() << (™),
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y tomar ¢, (1-a) = uf,l(B(l_“)), el cuantil 1—a de la distribucién bootstrap

del estadistico é'n(g U,(0), con a = 0.05 habitualmente.
€

(Bl 2
3. Por altimo, comprobar si nu? > m (um(B(l ”))) .

Este proceso se repite un numero grande K de veces, y se calcula la frecuencia
estimada de rechazo:

K
>t (> m it

Pn =

K

Dependiendo del problema en concreto, el paso 1. puede llevarse a cabo de
maneras alternativas a la descrita en la secciéon 1.4.1, que es la més intuitiva
de todas. A ella nos referiremos, a partir de ahora, por bootstrap de muestras,
y es el equivalente a lo que en modelos de regresion se conoce como bootstrap
de pares. La otra forma que presentamos en este trabajo es lo que se llama
en la literatura bootstrap de residuos, y se basa en suponer que el modelo de
deformacion parameétrico (2.3) es cierto.

3.2.1 Bootstrap de residuos

En este caso, el proceso de remuestreo para generar las réplicas bootstrap del
paso 1. de ¥, consiste en remuestrear la muestra original bajo la hipotesis
de que el modelo de deformaciéon es correcto. Con lo cual, suponemos que las
senales observadas

X1,1 XLQ ce Xl,n iid. ~ V1
Xo1 Xoo ... Xo, iid. .~
X],l X],Q X],n iid. ~ Vi

satisfacen el modelo (2.3). Este procedimiento, al que llamaremos Boot.R. con-
siste en:

~

1. Estimar 0* = (91‘,...,9’;) por 0 = (él,...,HI), tales que minimizan el
coste de alineamiento

I
D WE0ni(0), va5(6)).
i=1
2. Calcular los residuos estimados

éi,j :Soéi(Xi,j);i: 1,...,I;j = 1,...,n
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3. Formar la distribucién empirica G,; asociada a los nl valores {éi,j}lg,.g,.
1<j<n

4. Fijado el tamano deseado para las remuestras, digamos m, construir ml/

}wg, , esto es, ml valores simulados

1<j<m

*

réplicas bootstrap de los residuos {si,j

a partir de la funcion de distribucion empirica G,;.

5. Generar, para cada i = 1,...,1, la réplica bootstrap (Xi*i)1<j<m de la

siguiente manera

% * * =17 .* - _

€11 €lg -+ Elg — Xl’j =¢; (sl’j),] =1,....,m
ES * * * _ - * ;s —

€91 €99 --- €9, — Xz,j = (’052 (82’].),] =1,....,m
% * % I .

€1 €9 - &5 — Xl’j = (’Dé, (s,’j),] =1,...,m

FEjemplo 3.1 (Bootstrap bajo el modelo de localizacion y escala).

El procedimiento Boot.R. para el modelo (3.1), teniendo en cuenta la repara-
metrizacion dada en la secciéon 3.1, seria:

1. Estimar o}, i = 2,...,1, por las soluciones del sistema (3.11), sean éstas
a;, y Bf por Bi = Xia; — Xy + B1,i =2,...,1. (ver (3.10)).
2 Hallar 6= =y = £, i=1,.. 1.
3. Calcular los residuos estimados
L Xij -

gj=——i=1L....;j=1...,n,
agi

y formar la distribucion empirica G,; asociada a los nl valores {éi, j}lg,.g,.
1<j<n

4. Dado m, 0 < m < n, construir ml réplicas bootstrap de los residuos

*
{eishee

1<j<m

5. Para cadai=1,...,1, la réplica bootstrap (Xl.*j)1< g viene dada por
> /xm

* * * * o~ ~ % .

€11 €12 Elp — Xl’j =+ 0ey;J = 1,....,m
* * * * o~ ~ % .

€31 €59 --- €9, — X2,j =2+ 028y 5] = 1,....,m
* * * *« oA ~ % .

€11 €19 g, — XLJ._,u1+0'181’j,]—1,...,m
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4 SIMULACIONES Y RESULTADOS.

En este capitulo, probaremos el método propuesto que utiliza el bootstrap de
residuos con diferentes simulaciones que se sitian en dos escenarios distintos.
Para ello, se ha trabajo con el software R, y se han realizado dos tipos de
experimentos:

= En primer lugar, se han realizado simulaciones con muestras que verifican
el modelo de deformacion de localizacion y escala (3.1), para comprobar
la frecuencia de rechazo estimada.

= En segundo lugar, para comprobar la potencia del test, se ha probado el
método con muestras que no verifican el modelo de deformacion (3.1).

Los codigos implementados en ambos casos se encuentran en el apartado de
Anexos.

Las mismas simulaciones se han llevado a cabo cuando el procedimiento de
remuestreo consiste en el bootstrap de muestras. Sin embargo, los resultados
obtenidos no han sido tan satisfactorios y, por esta razon, no se ha incluido
en la memoria. Intuitivamente, parece claro que las aproximaciones mediante
el bootstrap de residuos deberan ser mucho méas precisas, pues la distribuciéon
empirica Gy, a partir de la cual generamos las réplicas bootstrap, cuenta con
I veces mas puntos que cada una de las distribuciones empiricas a partir de
las cuales se generan las réplicas con el bootstrap de muestras.

4.1 Simulaciones para estimar la frecuencia de rechazo

Hemos realizado las simulaciones en 4 escenarios diferentes, segtin el niimero
de senales observadas I; en concreto, hemos tomado I = 2,3,5,10. Para ello,

hemos elegido los siguientes pares de parametros (uf, 0';") i<t
= (0,1), (5,2), para I =2

= (0,1), (52), (3 1), para I =3

= (0,1), (5,2), (3, 1), (1,5,3), (7,4), para I =5
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» (0,1), (5,2), (3, 1), (1.5,3), (1,4), (2.5,0.9), (1,1.5), (43), (6,5), (2,1),
para I = 10.

Tras generar nl observaciones (s,-’j)lgig, de una distribuciéon N (0, 1), hemos
1<j<n

construido I muestras de variables aleatorias normales

%2 x  _x2
X1 ~N(,ul,01 ),...,X1~N(ul,al ), donde
Xij :uf+0'l’.k8i,j,i: L,...,I,j=1,...,n.

Suponiendo conocido el primer par (/f:i, O'T) = (0,1), hemos estimado los pa-
Vi

rametros (&,-, ,8,-)1,_2 que minimizan el coste de alineamiento y hemos calculado

dicho coste minimo, tal y como se ha mostrado en la seccion 3.1.1 si [ = 2,

y en la seccion 3.1.2 si I = 3,5,10. Seguidamente, hemos aplicado el procedi-

miento Boot.R del Ejemplo 3.1 para generar réplicas bootstrap de las muestras

construidas, a las que finalmente hemos aplicado . Todo ello se ha repetido

K = 1000 veces y se han obtenido las frecuencias de rechazo p que se muestran
en la Tabla 4.1.

Lo que queremos constatar es que el nivel de cubrimiento se aproxima al valor
nominal @ = 0.05, como afirma el Colorario 2.1. Las simulaciones se han lle-
vado a cabo con tamano de la muestra original n = 50, 100, 200, 500, 1000, 2000,
5000, y tamano de la muestra bootstrap m, = n®, cone = 0.6,0.7,0.8,0.9,0. 95,
1.

Como se observa en la Tabla 4.1, cuanto mayor es el nimero de muestras
observadas, peor se alcanza el nivel de cubrimiento deseado, siendo e = 0.6,0.7
los valores més desfavorables en todos los casos. Concretamente, los resultados
mas exitosos se han obtenido en los siguientes casos:

Para I = 2: el nivel es alcanzado con e = 0.8,0.9,0.95, y 1, independien-
temente de n. Ver Figura 4.7.

Para I = 3: tomando e = 0.9, 0. 95, 1, independientemente de n. Ver Figura
4.8.

Para I = 5: tomando ¢ =0.9,0.95,1, y n > 500. Ver Figura 4.9.

Para I = 10: tomando e = 0.95sin > 2000 y e = 1 si n > 500. Ver Figura
4.10.

Esto es facilmente apreciable también en las Figuras 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5 y
4.6.
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— ;06 — 507 — ;08 — 509 — 0,95

I'| n my My My My My =n mp =n
| 50 0,144 0,079 0,038 0,046 0,041 0,03
| 100 0,148 0,067 0,07 0,05 0,04 0,033
| 200 0,129 0,085 0,068 0,043 0,037 0,044
2 | 500 0,138 0,089 0,05 0,048 0,035 0,036
| 1000 0,127 0,086 0,063 0,055 0,039 0,032
| 2000 0,129 0,104 0,071 0,048 0,043 0,038
| 5000 0,039 0,042 0,041 0,049 0,043 0,055
| 50 0,295 0,194 0,115 0,078 0,054 0,034
| 100 0,273 0,163 0,089 0,053 0,034 0,039
| 200 0238 0,15 0,077 0,054 0,047 0,031
3| 500 0,226 0,122 0,07 0,057 0,042 0,029
| 1000 0,217 0,107 0,092 0,069 0,042 0,035
| 2000 0,221 0,128 0,077 0,053 0,043 0,035
| 5000 0,205 0,145 0,082 0,06 0,025 0,047
| 50 0,659 0,428 0,281 0,129 0,111 0,081
| 100 0,583 0,337 0,192 0,104 0,083 0,053
| 200 0,538 0,281 0,159 0,081 0,078 0,029
5| 500 0,449 0,267 0,138 0,063 0,056 0,04
| 1000 0,415 0,238 0,129 0,064 0,051 0,037
| 2000 0,354 0,212 0,115 0,06 0,053 0,032
| 5000 0,322 0,203 0,108 0,057 0,061 0,039
| 50 0,996 0,971 0,873 0,702 0,553 0,456
| 100 0,994 0,902 0,708 0,433 0,33 0,226
| 200 0,958 0,802 0,521 0,247 0,184 0,119
10 | 500 0,914 0,663 0,388 0,149 0,093 0,063
| 1000 0,864 0,532 0,286 0,119 0,084 0,046
| 2000 0,813 0,473 0,239 0,103 0,063 0,051
| 5000 0,756 0,449 0,217 0,088 0,061 0,041

Tabla 4.1: Frecuencia de rechazo simulada bajo el modelo de deformacion

87



Tamafio de las remuestras : m_n=n”"(0.6)
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log10(n)

n: tamafio muestra original

Figura 4.1: Frecuencia de rechazo simulada frente a tamano de la muestra original y nimero

de muestras, para un tamaiio de remuestra fijado m,, = n%6

Tamafio de las remuestras: m_n=n"(0.7)
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8
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log10(n)

n: tamafio muestra original

Figura 4.2: Frecuencia de rechazo simulada frente a tamano de la muestra original y nimero
de muestras, para un tamafio de remuestra fijado m,, = n%7
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Tamafio de las remuestras: m_n=n"(0.8)
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Frecuencia de rechazo simulada

log10(n)
n: tamafio muestra original

Figura 4.3: Frecuencia de rechazo simulada frente a tamafio de la muestra original y nimero
de muestras, para un tamaiio de remuestra fijado m,, = n®®
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Figura 4.4: Frecuencia de rechazo simulada frente a tamano de la muestra original y nimero

de muestras, para un tamaifio de remuestra fijado m,, = n®°
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Tamafio de las remuestras: m_n=n"(0.95)
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Figura 4.5: Frecuencia de rechazo simulada frente a tamafio de la muestra original y nimero

de muestras, para un tamaiio de remuestra fijado m,, = n®%
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Figura 4.6: Frecuencia de rechazo simulada frente a tamafio de la muestra original y nimero
de muestras, para un tamafo de remuestra fijado m, = n
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Figura 4.7: Frecuencia de rechazo simulada frente al tamafo de la muestra original y de la
remuestra, para el caso de 2 muestras
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Figura 4.8: Frecuencia de rechazo simulada frente al tamano de la muestra original y de la
remuestra, para el caso de 3 muestras
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5 muestras
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Figura 4.9: Frecuencia de rechazo simulada frente al tamafio de la muestra original y de la
remuestra, para el caso de 5 muestras
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Figura 4.10: Frecuencia de rechazo simulada frente al tamano de la muestra original y de la
remuestra, para el caso de 10 muestras
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Teniendo en cuenta la aproximacion Binomial-Normal, una variable aleatoria

X ~ Bin(K, p) puede aproximarse por X ~ N (Kp, VKp(1l - p)). Esta aproxi-
macion es valida si Kp > 5y K(1 —p) > 5 y, en ese caso, se tiene que

. X p(1-p)
= o N|p ] ——

e asintoticamente.

En consecuencia, se pueden obtener los siguientes intervalos de confianza asin-
toticos de nivel 1 — ¢ para las proporciones:

La Tabla 4.2 recoge los intervalos de confianza de nivel 6 = 0.05 para la
probabilidad de cubrimiento @ en el caso de que la muestra original sea de
tamano n = 5000, y su contenido se representa en la Figura 4.11.

Tamafo muestra original: n=5000
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Figura 4.11: Intervalos de confianza para las frecuencias estimadas de rechazo, con n=>5000
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1 ‘ e frecuencia 1C
| 06 0.039 0.027 - 0.051
| 0.7 0.042 0.030 - 0.054
0 | 08 0.041 0.029 - 0.053
| 0.9 0.049 0.036 - 0.062
095 0.043 0.030 - 0.056
|1 0.055  [0.041 - 0.070
| 06 0.205 0.180 - 0.230
| 0.7 0.145 0.123 - 0.167
5 | 0.8 0.082 0.065 - 0.099
| 0.9 0.06 0.045 - 0.075
095 0.025 0.015 - 0.035
|1 0.047  [0.034 - 0.060
| 06 0.322 0.293 - 0.351
| 0.7 0.203 0.178 - 0.228
5 | 0.8 0.108 0.089 - 0.127
| 0.9 0.057 0.043 - 0.071
| 095  0.061 0.046 - 0.076
! 0.039 0.027 - 0.051
| 0.6 0.756 0.729 - 0.783
| 0.7 0.449 0.418 - 0.480
10 | 0.8 0.217 0.191 - 0.243
| 0.9 0.088 0.070 - 0.106
| 095 0.061 0.046 - 0.076
|1 0.041 0.029 - 0.053

Tabla 4.2: Intervalos de confianza para las frecuencias estimadas de rechazo con n=>5000

94



4.2 Simulaciones para comprobar la potencia del test

La potencia de un contraste de hipotesis es la probabilidad de que la hipotesis
nula sea rechazada cuando es falsa, es decir, la probabilidad de no cometer un
error de tipo II. Para valorar esta propiedad del test, hemos realizado las simu-
laciones en los 4 escenarios anteriores segtin el ntimero de senales observadas
I =2,3,5,10, tomando todas ellas normales, construidas como se ha explicado
en el caso anterior, menos una que ha sido generada a partir de una distribu-
cion diferente y. En concreto, hemos calculado la potencia estimada cuando
las senales observadas proceden de las siguientes distribuciones:

N (0,1) y vy, para I =2

N (0.1), N (5.22) y v, para I = 3

N (0.1), N (5.22), N (3,1), N (1.5,3%) y 7, para I = 5

N (0.1, N (5.22), N 3. 1), N (L1.5,3%), N (7.4%), N (2.5,0.5%), N (1, 1.52),
N (4, 32), N (6, 52) y v, para I = 10.

Para la distribucién diferente vy se ha elegido una distribucién exponencial con
parametro 1, una distribucion doble exponencial con pardametro 1 (también 1la-
mada distribucion de Laplace) y una distribucion T de Student con 3y 4 grados
de libertad. Igual que en la situacion anterior, las simulaciones se han llevado
a cabo con tamarno de la muestra original n = 50, 100, 200, 500, 1000, 2000, 5000,
y tamano de la muestra bootstrap m, = n®, con e = 0.6,0.7,0.8,0.9,0.95, 1.
Los resultados obtenidos en cada caso se recogen en las Tablas 4.3, 4.4, 4.5 y
4.6, respectivamente.

En todos los casos, la potencia es alta o muy alta. Analicemos cada uno de ellos

por separado. Como puede verse en la Tabla 4.3, en el caso de que y dg (1)
la frecuencia de rechazo es muy elevada, practicamente igual a 1 en todas las
simulaciones. Esto no es sorprendente, pues la distribucion exponencial es la
que mas se diferencia de la normal, de entre las cuatro candidatas propuestas
para 7y, pues ni siquiera es simétrica. Las otras tres distribuciones si lo son,

y el rechazo es similar cuando vy 4 Laplace (0,1) v vy 4 t3, tal y como se
muestra en la Tabla 4.4 y en la Tabla 4.5. Por tltimo, sabemos que a medida
que aumentan los grados de libertad de la distribuciéon T, méas se parece a una
N (0,1). En consecuencia, los valores de rechazo contenidos en la Tabla 4.6,

d
que corresponden a y = t4, son menos elevados.

Hay que tener en cuenta que estos valores obtenidos son especialmente im-
portantes en casos en los que se ha comprobado que se alcanza el nivel. Por
ejemplo, cuando tenemos 5 muestras, son informativos los valores de potencia
elevados para configuranciones de los parametros n y m, = n¢ tales que n > 500
ye=0.9.
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422 vy g Laplace (0,1)

1 ‘ n my, =n%  m, =n%" m, =n® m, =n" m,=n%% m,=n
| 50 0,426 0,33 0,3 0,241 0,223 0,163
| 100 0,658 0,534 0,468 0,365 0,361 0,3
| 200 0,855 0,824 0,751 0,665 0,613 0,602
2 | 500 0,998 0,998 0,993 0,982 0,965 0,962
| 1000 1 1 1 1 0,999 1
| 2000 1 1 1 1 1 1
| 5000 1 1 1 1 1 1
| 50 0,657 0,533 0,422 0,331 0,282 0,223
| 100 0,831 0,708 0,586 0,514 0,461 0,377
| 200 0946 0,915 0,841 0,778 0,709 0,661
3 | 500 1 0,998 0,997 0,994 0,989 0,977
| 1000 1 1 1 1 1 1
| 2000 1 1 1 1 1 1
| 5000 1 1 1 1 1 1
| 50 0,89 0,741 0,633 0,471 0,394 0,333
| 100 0936 0,874 0,728 0,623 0,519 0,443
| 200 0,994 0,47 0,903 0,847 0,786 0,696
5 | 500 1 1 1 0,996 0,992 0,985
| 1000 1 1 1 1 1 1
| 2000 1 1 1 1 1 1
| 5000 1 1 1 1 1 1
| 50 1 0,997 0,97 0,875 0,79 0,703
| 100 0,997 0,985 0,949 0,854 0,765 0,643
| 200 1 0,996 0,968 0,924 0,859 0,789
10 | 500 1 1 1 0,996 0,996 0,975
| 1000 1 1 1 1 1 0,999
| 2000 1 1 1 1 1 1
| 5000 1 1 1 1 1 1

Tabla 4.4: Potencia simulada cuando las muestras son normales salvo una doble exponencial
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I ‘ n my =n%  my, =n%" m, =% m, =n% m, =n%® m,=n
| 50 0,566 0,445 0,429 0,352 0,321 0,307
| 100 0,775 0,704 0,647 0,576 0,503 0,454
| 200 0,942 0,927 0,882 0,833 0,771 0,697
2 | 500 1 0,997 0,995 0,991 0,989 0,957
| 1000 1 1 1 1 1 0,986
| 2000 1 1 1 1 1 0,999
| 5000 1 1 1 1 1 0,997
| 50 0,745 0,653 0,546 0,46 0,402 0,349
| 100 0,881 0,821 0,738 0,65 0,592 0,563
| 200 0,98 0,958 0,928 0,891 0,873 0,794
3 | 500 1 1 0,999 0,997 0,997 0,978
| 1000 1 1 1 1 1 0,995
| 2000 1 1 1 1 1 1
| 5000 1 1 1 1 1 1
| 50 0,91 0,813 0,682 0,593 0,525 0,45
| 100 0,972 0,909 0,822 0,751 0,686 0,621
| 200 0,995 0,984 0,967 0,915 0,887 0,836
5 | 500 1 1 1 0,999 0,999 0,995
| 1000 1 1 1 1 1 1
| 2000 1 1 1 1 1 1
| 5000 1 1 1 1 1 1
| 50 1 0,997 0,953 0,894 0,827 0,758
| 100 0,999 0,993 0,969 0,907 0,862 0,79
| 200 1 0,998 0,995 0,961 0,941 0,903
10 | 500 1 1 1 1 0,998 0,988
| 1000 1 1 1 1 1 0,998
| 2000 1 1 1 1 1 0,999
| 5000 1 1 1 1 1 1

Tabla 4.5: Potencia simulada cuando las muestras son normales menos una f3
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1 ‘ n my, = n%6 my, = n%7 m, = n%8 m, = n%9 m, = n%9% m, =n
| 50 0,398 0,353 0,292 0,207 0,182 0,183
| 100 0,623 0,52 0,429 0,341 0,29 0,228
| 200 0,826 0,717 0,65 0,589 0,526 0,41
2 | 500 0,989 0,978 0,954 0,928 0,878 0,787
| 1000 1 1 0,999 1 0,984 0,955
| 2000 1 1 1 1 1 0,985
| 5000 1 1 1 1 1 0,993
| 50 0,634 0,495 0,4 0,295 0,263 0,222
| 100 0,756 0,666 0,56 0,465 0,399 0,336
| 200 0,914 0,859 0,778 0,663 0,602 0,521
3 | 500 0,998 0,989 0,985 0,972 0,928 0,868
| 1000 1 1 1 1 0,999 0,963
| 2000 1 1 1 1 1 0,989
| 5000 1 1 1 1 1 1
| 50 0,851 0,709 0,583 0,426 0,359 0,316
| 100 0,919 0,825 0,668 0,546 0,493 0,316
| 200 0,959 0,908 0,842 0,738 0,684 0,578
5 | 500 1 0,997 0,994 0,973 0,934 0,888
| 1000 1 1 1 1 0,999 0,968
| 2000 1 1 1 1 1 1
| 5000 1 1 1 1 1 0,999
| 50 1 0,986 0,941 0,813 0,774 0,653
| 100 1 0,988 0,925 0,806 0,738 0,606
| 200 1 0,991 0,948 0,854 0,813 0,679
10 | 500 1 1 0,998 0,985 0,954 0,886
| 1000 1 1 1 1 0,997 0,949
| 2000 1 1 1 1 1 0,974
| 5000 1 1 1 1 1 0,995

Tabla 4.6: Potencia simulada cuando las muestras son normales y ¢4

99






CONCLUSIONES.

La gran diversidad en la tipologia de la informacion que se quiere modelizar y
analizar actualmente, ha hecho necesario reconsiderar la definicion de la nocién
de comportamiento medio. Ademaés, en muchas situaciones, esta informacion la
constituyen grandes conjuntos de datos que han sido generados por diferentes
mecanismos, cada uno de los cuales ha inducido una perturbaciéon diferente
en los mismos y, para estudiarlos correctamente se debe recurrir a técnicas
estadisticas diferentes a las habituales.

En este trabajo, se ha tratado el caso en el cual los elementos a estudiar son
probabilidades y el problema consiste en dar con métodos de alineamiento para
deshacer las deformaciones y poder comparar la igualdad de las distribuciones
adecuadamente. La técnica que se propone para modelar esta situacién viene
dada por los modelos de deformacién, que suponen que las distribuciones ob-
servadas han sido deformadas de una distribuciéon comin desconocida. Se ha
explicado que, en este caso, el baricentro de Wasserstein es una buena eleccién
para representar el comportamiento promedio y que la variacion de Wasserstein
es el elemento clave para valorar la bondad en el ajuste del modelo.

Para poder decidir sobre la procedencia comin de las diferentes muestras de-
formadas observadas, se ha analizado el test propuesto en [11] para valorar el
ajuste del modelo, el cual lleva implicita la resoluciéon de un problema de opti-
mizacion. Este problema ha sido resuelto en este trabajo para el caso concreto
del modelo de deformacién paramétrico de localizacion y escala, obteniéndose
expresiones cerradas para los parametros de localizacion y escala 6ptimos que
determinan el valor explicito del estadistico base en dicho test.

Por otro lado, se ha especificado un procedimiento general de simulacion tipo
Monte-Carlo para aproximar este estadistico. En tal procedimiento, se han te-
nido en cuenta dos tipos de técnicas de remuestreo: boostrap de muestras y
bootstrap de residuos. Se ha tratado de explicar por qué la primera de ellas no
ha resultado satisfactoria, dejando abierta una futura investigacion. Finalmen-
te, las diferentes simulaciones implementadas con el bootstrap de residuos han
mostrado que el test disenado alcanza la probabilidad de cubrimiento deseada
y que cuenta con una elevada potencia. En cuanto a la probabilidad de cubri-
miento, los experimentos realizados han confirmado que, a medida que aumenta
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el nimero de senales registradas, es méas dificil que el test se aproxime al nivel
nominal esperado, siendo muy satisfactorios los resultados obtenidos para 2,3
y 5 muestras. También se ha comprobado que el test funciona mejor a mayor
tamano de la muestra original, y tomando un tamano de remuestreo préximo
a éste. Finalmente, la potencia es elevada en todas las situaciones simuladas,
siendo especialmente interesantes los casos en los que se ha comprobado que
se alcanza el nivel.
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A CODIGOS PARA IMPLEMENTAR
LAS SIMULACIONES.

A.1 calculocriterio2

Esta funcion implementa los célculos desarrollados en la seccién 3.1.1 para
obtener los pardmetros 6ptimos y calcular el valor minimo del criterio cuando
s6lo hay dos muestras (I = 2) a analizar.

calculocriterio2<-function(muestral, muestra2){
n<-length(muestral)
s1=1
mul=0
alphal<-1/s1
betal<-mul/sl
muestralord<-sort (muestral)
muestra2ord<-sort (muestra?2)
alpha2<-cov(muestralord,muestra2ord)/var (muestra2ord)
betha2<-betal -mean(muestralord)+alpha2#*mean(muestra2ord)
§2<-1/alpha2
mu2<-s2*beta2
media<-c(mul, mu2)
desv.tipica<-c(sl, s2)
Un<-(var(muestralord)-cov(muestralord ,muestra2ord)~2/var(muestra2ord))/4

solucion<-1ist ()
solucion$Un<-Un
solucion$media<-media

solucion$desv.tipica<-desv.tipica

return(solucion)

A.2 rechazo.BR2

Esta funcion implementa los algoritmos Boot.R y v, para el casode I =2,y
calcula la frecuencia de rechazo.
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library (00misc)
rechazo.BR2<-function(n,e){

mn=floor(n~e)
muestral<-rnorm(n)
muestra2<-2+5%rnorm(n)

#muestra2<-rexp(n)

#muestra2<-rlaplace(n,1)

#muestra2<-rt(n,3)

#muestra2<-rt(n,4)

cc<-calculocriterio2 (muestral, muestra2)

U<-cc$Un

media.opt=cc$media

desv.tipica.opt=cc$desv.tipica

z=c(muestral, (muestra2-media.opt[2])/desv.tipica.opt[2]) #residuos estimados

bootstrap.U<-function(a){
muestral.bootstrap<-sample(z, mn, replace=TRUE)
muestra2.bootstrap<—media.opt[2] + desv.tipica.opt[2]*sample(z, mn , replace=TRUE)
U.bootstrap<-calculocriterio2(muestral.bootstrap, muestra2.bootstrap)$Un
U.bootstrap

}

replicas .B<-sapply (1:10000,bootstrap.U)

resultado<-1*(n*U>mn*quantile (replicas.B,probs=0.95))

resultado

Para simular la potencia del test en este caso, basta con cambiar muestra?2 por
una de las cuatro opciones que aparecen inmediatamente debajo, que son las
distribuciones que hemos considerado para hallar esta caracteristica del test.

A.3 calculocriteriog

Esta funcion implementa los calculos desarrollados en la seccion 3.1.2 para
obtener los parametros 6ptimos y calcular el valor minimo del criterio en el
caso de un ntimero arbitrario I de muestras.

calculocriteriog<-function(muestras){
n<-ncol (muestras)
I<-nrow(muestras)
mul=0
s1=1
alphal<-1/s1
betal<-mul/s1
muestrasord<-t(apply(muestras,l,sort))
sigma<-cov(t(muestrasord))
B<-rowlMeans (muestras)
A<-(-sigma[2:1,2:I1]+Ixdiag(diag(sigma[2:I,2:I]1)))
D<-alphal*sigmal[1,2:1I]
CHOL<-chol(4)
y<-forwardsolve (t (CHOL),D)
alpha<-backsolve (CHOL,y)
beta<-(B[2:I]*alpha-B[1]*alphal+betal)
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desv.tipica.opt<-1/alpha

media.opt<-beta/alpha

media<-c(mul, media.opt)

desv.tipica<-c(sl, desv.tipica.opt)
alpha<-c(alphal, alpha)

bar2<-colMeans (alpha*(muestrasord-B))
Un<-sum((t(alpha*(muestrasord-B))-bar2)~2)/(n*I)

solucion<-1list ()

solucion$Un<-Un
solucion$media<-media
solucion$desv.tipica<-desv.tipica
return(solucion)

A.4 rechazo.BR

Esta funcién implementa los algoritmos Boot.R y % para el caso general, y
calcula la frecuencia de rechazo cuando las muestras son todas normales.

rechazo.BR<-function(n,e)q{
mn=floor(n~e)
media.ini<-c(0,5,3)#,1.5
desv.tipica.ini<-c(1,2,1
I=length(media.ini)
muestras<-media.ini + desv.tipica.ini*matrix(rnorm(l*n), nrow=I1, ncol=n)
cc<-calculocriteriog(muestras)
U<-cc$Un
media.opt=cc$media
desv.tipica.opt=cc$desv.tipica
bootstrap.U<-function(a){
z<-(muestras-media.opt)/desv.tipica.opt #residuos estimados
muestras.bootstrap<-media.opt + desv.tipica.opt*matrix(sample(z,I*mn, replace=TRUE), nrow=I, ncol=mn)
U.bootstrap<-calculocriteriog(muestras.bootstrap)$Un
U.bootstrap
¥
replicas.B<-sapply (1:10000, bootstrap.U)
resultado<-1*(n*U>mn*quantile (replicas.B,probs=0.95))
resultado

A.5 rechazo.BR.potencia

Esta funciéon implementa los algoritmos Boot.R vy %, para el caso general, y
calcula la frecuencia de rechazo cuando las muestras son todas normales salvo
una. Este es el codigo empleado para conocer la potencia del test.

library (00Omisc)

rechazo .BR.potencia<-function(n,e){
mn=floor(n~e)
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media.ini<-¢(0,5,3,1.5,7)#,2.5,1,4,6)
desv.tipica.ini<-¢(1,2,1,3,4)#,0.5,1.5,3,5)

I=length(media.ini)

muestrasnormales<-media.ini + desv.tipica.ini*matrix(rnorm(I*n), nrow=I, ncol=n)
muestradiferente<-rexp(n)

#muestradiferente<-rlaplace(n,1)

#muestradiferente<-rt(n,3)

#muestradiferente<-rt(n,4)

muestras<-rbind (muestrasnormales ,muestradiferente)

cc<-calculocriteriog(muestras)

U<-cc$Un

media.opt=cc$media

desv.tipica.opt=cc$desv.tipica

bootstrap.U<-function(a){
z<-(muestras-media.opt)/desv.tipica.opt
muestras.bootstrap<-media.opt + desv.tipica.opt*matrix(sample(z,I*mn, replace=TRUE), nrow=I, ncol=mn)
U.bootstrap<-calculocriteriog(muestras.bootstrap)$Un
U.bootstrap

}

replicas.B<-sapply(1:10000,bootstrap.U)

resultado<-1*(n*U>mn*quantile (replicas.B,probs=0.95))

resultado
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