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Capitulo 1

Introduccion

En esta memoria tratamos el problema 3p+ 1 que consiste en lo siguiente
dado un niimero natural p, se considera el ntimero 3p + 1 si p es impar o
bien p/2 si p es par y a éste nimero obtenido se le repite el procedimiento.
La conjetura de Collatz asegura que de esta manera terminamos llegando
siempre al ntiimero 1.

Durante mucho tiempo el problema 3p+1 circul6 de palabra. Como conse-
cuencia de esto es también conocido en ciertos ambientes bajo los siguientes
nombres: el problema de Syracuse, el algoritmo de Hasse, el problema de
Kakutani, problema de Ulam. No obstante, usualmente su origen es atribui-
do a Lothar Collatz en torno a los anos 30 y se cree que el mismo Collatz
lo difundi6 oralmente en el Congreso Internacional de Mateméaticos de Cam-
bridge en el 1952.

Hasta 1970 no hay literatura publicada. Esto ha podido ser en parte
porque durante los anos 60 las Matemaéticas estuvieron dominadas por el
estilo bourbakista con el cual este problema tan aislado no encaja en abso-
luto, parece que hasta en ciertos circulos estaba mal visto el mero hecho de
interesarse por dicho problema. Otra causa ha podido ser que los resultados
que se obtenian eran de una apariencia tan irrelevante y débil que ni llega-
ban a ser publicados por miedo a danar la propia reputaciéon. El problema
aparece por primera vez en 1971 cuando una leccion de H.S.M. Coxeter es
llevada a la imprenta, en ella se discute el problema sin dar ningtin intento
de solucién. Esto vuelve a llamar la atencion de la comunidad mateméatica
sobre el tema. Mas tarde, en su publicacién titulada “Cyclic Sequences and
Frieze Patterns”, Coxeter se refiere al problema como “more recent piece of
mathematical gossip” (El cotilleo mateméatico mas reciente).

Computacionalmente la conjetura ha sido comprobada hasta el nimero
57646-10'8 (Lagarias 2010). Es también destacable que ha sido verificado que
si existiera otro ciclo diferente del trivial, éste tendria que ser como minimo



de orden 17.087.915 (Chamberland 1996).

Como curiosidad el excéntrico matematico hingaro Paul Erdds senten-
ci6 que “Mathematics is not yet ready for such problems”, y se refiri6 a la
conjetura como “Hopeless. Absolutely hopeless”.

Hemos presentado en la memoria algunos de los resultados que apare-
cen en dos articulos recientes dedicados a este problema, que son de indole
muy distinta. Uno de ellos es sobre teoria de nimeros y el otro es sobre un
tema a priori bastante alejado del contexto en el que se establece el proble-
ma: los sistemas dindmicos reales. Esto hace que este trabajo sea multidisci-
plinar, ademés de permitir constatar la necesidad de abordar problemas de
matemaéticas usando todas las técnicas posibles. Por un lado en un preprint,
atiin no publicado de Motta, [2]| , y, por otro lado, en el articulo de Cham-
berland [3]. Estos trabajos tratan la conjetura de Collatz desde dos puntos
de vista bastante diferentes. En el primero [2|, se trata el problema desde
la optica en la que el propio problema se enuncia, es decir desde la teoria
de nimeros elemental. Nos ha parecido interesante, no usa ninguna teoria
mateméatica avanzada y apunta algunas propiedades interesantes nuevas para
el tratamiento del problema, manteniéndose siempre en argumentos elemen-
tales; si bien algunas son s6lo de tipo heuristico, que apoyan la veracidad
de la Conjetura de Collatz y que pueden ser atractivas e interesantes para
quien pretenda estudiar el problema. Hemos recogido aquello que méas nos
ha gustado en el capitulo 1 de la memoria. En la primera secciéon se intro-
duce la notacion que vamos a utilizar a lo largo de todo el capitulo y se
comentan algunas reformulaciones del problema y aspectos inmediatos. En
la siguiente seccion se estudia el crecimiento de los iterados, dando una co-
ta para el iterado n - ésimo y como resultado destacable llegamos a probar
que no existe ninguna 6rbita mondtona divergente. En la tercera secciéon se
establecen ciertos patrones que aparecen al dar valores a las funciones ¥ y ¢
cuya definicion esta recogida en la memoria. En la tltima secciéon primero se
estudia heuristicamente el crecimiento que podemos esperar para los itera-
dos (este apartado es especialmente llamativo y curioso, al menos en nuestra
opinién) en el segundo apartado se intenta indagar heuristicamente sobre el
significado de una de las reformulaciones que dimos en la primera seccion.

Uno de los temas sefialados en el articulo [2]| para acercarse al problema
es el de los Sistemas Dinamicos, sobre todo complejos, v todo el estudio de
fractales y de conjuntos de Julia. Sin embargo, las relaciones fuertes que puede
haber entre el problema original y la dindmica compleja estan solamente
bosquejadas en el citado trabajo, sin apenas demostraciones ni detalles, y
no hemos podido sacar suficiente informacién como para hacerlas visibles en
esta memoria. Por el contrario, nos hemos fijado en el articulo [3], también
citado en [2|, en el que se propone una extension del procedimiento usado



para la conjetura a toda la recta real. Es decir, una extension de la aplicaciéon
C : N — N definida por:

p/2 si pes par
Clp) =
3p+1 si pesimpar

a una funcién f definida en toda la recta real. Acto seguido se estudian
la propiedades dindmicas de la funcion f (estudio de orbitas, orbitas per-
i6dicas, conjuntos omega-limite, etc) intentando obtener consecuencias sobre
el problema 3p + 1, que puede enunciarse como propiedades dinamicas de f
restringida al conjunto de los naturales. Hemos recogido buena parte de los
resultados de Chamberland [3] en el capitulo 2, en el que previamente hemos
puesto una seccién con todas las definiciones basicas de sistemas dinamicos
(sobre todo basandonos en el fantéstico libro introductorio a esta teoria de
Devaney [1]). Una pieza clave en el articulo de Chamberland que ha permitido
describir bastantes propiedades dinamicas de la funcion f se basa en el hecho
de que esta funcién tiene derivada Schwarziana negativa. A esto dedicamos
una seccion entera. Salvando los conceptos basicos de sistemas dindmicos y
algtn resultado importante de Singer,Blokh - Lyubich (que hemos presentado
en la memoria sin demostracién) sobre el comportamiento de érbitas de una
funcion real con derivada Schwarziana negativa, los enunciados y argumen-
tos tienen un caracter bastante elemental (no requieren mucho mas que un
curso avanzado de calculo infinitesimal). No obstante, en el articulo se echan
en falta algunos de los detalles técnicos 1iltimos para probar las afirmaciones
que se establecen. Nuestro trabajo ha consistido en intentar completar es-
tos detalles, lo que hemos conseguido razonablemente pero no en todos los
casos. Sospechamos, aunque no se hace explicito en [Chamberland|, que en
algunos casos se requieren técnicas numéricas para las demostraciones de
algunas acotaciones, propiedades etc., las cuales escapan de los objetivos de
esta memoria. Senalamos convenientemente en la memoria cuando nos parece
que se han usado este tipo de argumentos para las demostraciones.



Capitulo 1

El problema 3p-+1

En este capitulo vamos a tratar el articulo “An analysis of the Collatz
Conjeture” escrito por Motta, Roscoe, Aparecido. Nosotros lo que vamos
a hacer es a establecer los resultados que se proponen, dando las pruebas
nosotros mismos y dando un enfoque distinto en algunas partes.

1.1. Conjetura de Collatz

Consideremos la aplicacion C' : N — N definida por:

p/2 si  pes par
Clp) =
3p+1 si pesimpar

La conjetura de Collatz afirma que para todo p € N existe un indice n tal
que C"(p) = 1. En otras palabras, que para todo p € N el 1 pertenece a la
sucesion de iterados de p, definida como

I(p) = (p,C(p), C*(p),....C™p),...),

Ejemplo 1.1.
I(1) =(1,4,2,1,4,2,1,...).

1(5) = (5,16,8,4,2,1,4,2,1,...).
1(7) = (7,22,11,34,17,52,26, 13,40, 20, 10, 5,16, 8,4, 2,1, ... ) .

Usando la terminologia de sistemas dindmicos, como vamos a hacer en el
segundo capitulo de esta memoria, si denotamos por

O(p) ={C"(p) : n = 0},



a la orbita de p, la conjetura de Collatz puede enunciarse como que para
todo p € N se cumple que 1 € O(p) o, en otras palabras, a la vista de la
sucesion de iterados I(1) del ejemplo, toda oérbita es preperiddica, es decir,
acaba siendo periodica, con periodo (1,4,2). En particular, si la conjetura
fuera cierta, toda orbita serfa finita y O(1) = {1,2,4} seria la unica orbita
periodica.

1.1.1. Reformulaciones de la conjetura. La aplicacién T

A la hora de estudiar el problema 3p + 1 es de utilidad modificar la
defincion original de la aplicacion por otras mas comodas.

En la literatura es habitual considerar lo que se conoce como la aplicaciéon
de Collatz modificada, definida como sigue:

p/2 si  pes par
C(p) =
(Bp+1)/2 si pesimpar

Con esta nueva aplicacion, la reformulacion de la conjetura es exactamente
la misma: para todo p € N existe un n tal que C"(p) = 1. Esto se debe a
que la tnica diferencia entre las aplicaciones C'y C es que en la segunda, en
las iteraciones en las que el nimero de partida p es impar, se adelanta una
iteracion teniendo en cuenta que 3p-+1 es par.

En términos de sistemas dinamicos, las 6rbitas dadas por la aplicacion de
Collatz modificada estan estrictamente contenidas en las 6rbitas de la apli-
cacion C. La conjetura quedaria enunciada como que toda orbita es preper-
id6dica con periodo (1,2), que es precisamente la 6rbita del 1, O(1) = (1, 2).

En general el motivo por el cual se prefiere en la literatura el uso de la
aplicacion de Collatz modificada es estético, los resultados a los que se llegan
son en cierto modo mas elegantes.

En esta memoria se va a utilizar otra modificaciéon diferente de la apli-
cacion C. Para ello primero definimos la siguiente aplicacion auxiliar

Definicién 1.2. Sea v : N — N dada por la propiedad siguiente: dado p € N
no nulo, 2¥® es la maxima potencia de 2 que divide a p, es decir, podemos
escribir p = 2¢®p,, siendo p; un namero impar.

Sea I C N el conjunto de los niimeros impares, a continuacion definimos
la aplicacion T : [ — I, que es la modificacion que vamos a usar a lo largo
de esta memoria:

Definicién 1.3. Se define la aplicacion T : [ — [ como:

(Bp+1)
T(p) = ou(3p+1)



Observamos que los elementos de la sucesion de iterados por la aplicacion
T de un nimero impar p,

(p. T(p), T*(p), . ..)

son precisamente los términos impares en la sucesion de iterados de la apli-
cacion C'. Dichos términos tienen un aspecto similar al siguiente, por ejemplo
el caso del iterado T3(p),:

3p+1
31
g2

k
T (p) = —5;

Donde, para ¢ > 1, cada nimero k; es el exponente correspondiente a
iteracion ¢ - ésima, es decir,

ki = (3T ' (p) +1).

+1

Por su propia definicion, cada uno de los exponentes k; es un niimero natural,
no nulo puesto que 377! (p) + 1 es par para todo ¢ > 1. En general el iterado
n - ésimo es de la forma

3p+1

3

+1

3 o +1

T (p) = — 2 (11)

Como vemos, de nuevo la aplicacion es equivalente, lo inico que estamos
haciendo es condensar la sucesién de iterados, en este caso al méaximo. En
consecuencia la conjetura vuelve a ser la misma:

Congetura de Collatz para la aplicacion T: para todo p € N existe un
indice n para el cual se cumple que T"(p) = 1.

En términos de sistemas dindmicos hemos reducido las 6rbitas hasta
quedarnos sélamente con los nimeros impares, en particular, el ciclo (1,4, 2)
queda condensado al (1), que se convierte en un punto fijo. La conjetura de
Collatz para la aplicacién T se enuncia diciendo que 1 es el tinico punto fijo
de T' y que ademas es un atractor global, es decir, que toda 6rbita termina
“cayendo” en el 1.

Otra reformulaciéon de la conjetura de Collatz

En este apartado vamos a presentar una nueva reformulacion de la conje-
tura, esta parte no estd basada en la bibliografia y es una pequena aportacion



nuestra. El enfoque va ser conseguir expresar los niimeros naturales de una
forma muy concreta y conveniente para tratar el problema 3p + 1.

Primero, por comodidad vamos a extender la aplicacion T a los ntimeros
pares: en un abuso del lenguaje consideramos la aplicacion T'como T : N — [,
definiéndola cuando p es par como

b
T'p) = 2¢(p)

Por convenio, de aqui en adelante, nos referiremos a esta primera iteraciéon
como la iteracion 0 - ésima y siguiendo la tendencia marcada en la expresion
1.1, denotaremos a este primer exponente como k. De este modo si el nimero
p es impar, simplemente consideraremos que ky = 0.

Necesitaremos ahora unas definiciones que ademas nos seran de utilidad
para las secciones posteriores.

Definicion 1.4. Dado p € N, llamaremos k(p) a la sucesion {k;};-,, donde
los k; son los exponentes asociados a cada iterado por la aplicacion T, es
decir,

ki = (3T ' (p) + 1) para cada i > 1y ko = 1 (p).

Denotaremos también como k,(p) al truncamiento de los n primeros tér-
minos, es decir,

n
Kn(p) = {ki}izo -
Nos referiremos a ellas como la sucesion de exponentes de p y la truncacion
n - ésima de la sucesion de exponentes de p, respectivamente.

Definicion 1.5. Dado p € N, un indice n y una sucesion k = {k;};°, de
numeros naturales no nulos, llamaremos H, (k, p) al resultado de sustituir p
en 1.1 como si fuera el valor inicial y los n primeros ntimeros de la sucesion k
como si fueran los exponentes, si por comodidad escribimos py = p/2%, esto
es

3po + 1

2k:

3 +1

3 +1

2kn— 1
an

Observemos que en general H, (k,p) # T"(p), de hecho como consecuen-
cia directa de las definiciones se tiene el siguiente resultado

H,(k,p) =

Proposiciéon 1.6. Dado p € N se cumple que

H,(k,p) = T"(p) para todo n si, y solo si, k = k(p).



Una vez dadas estas definiciones fijémonos en la siguiente consideracion:
dado un namero p impar, si existe un indice n tal que 7" (p) = 1, entonces
podemos despejar p usando la féormula 1.1 para obtener la siguiente expresion
de p

Oknt- Akl _ 9kp_14-tkr _ g 9kn—otFkr .. gn—29ki _ gn—1
3n
Observamos que si el niimero p fuera par, en la iteracion 0 - ésima nos queda

algo de la forma p/2%_ donde ko = 1(p), igualado a la expresion anterior, es
decir, basta multiplicar toda la expresién anterior por 2% para asi despejar

P-

p:

En la siguiente proposicion veremos que el reciproco a la consideracion
anterior también es cierto

Proposicion 1.7. Sea k = {k;}!_, una sucesion de nimeros naturales tales
que k; > 1 para todo i > 1 y sea

oknt-tko _ 9kn—14-+ko _ 3. 9kn—2++ko _

3n

__3n—22k1+k0___3n—12k0

b= .
(1.2)
Entonces ko = ¢ (p) vy k(p) = (k1, .-+, kn, 2,2, ...)

Demostracion. La demostracion se realiza recursivamente con n. Primero
sacamos factor comtn 2k

9ko (an+--~+k1 — Qknatetkl L gnfl)

3n

p:

Como vemos, 2% es la maxima potencia de 2 que podemos sacar factor comtin
en la expresion anterior, es decir, ¥(p) = 2% (recordemos de nuevo que los
k; son naturales no nulos). En consecuencia la iteracion 0 - ésima, a la que
denotaremos por comodidad como pg, es igual a

_ P

Seguimos ahora con la siguiente iteracion, T'(pg). Para ello vamos a calcular
3p1 + 1 y manipularemos sacando factor comtin 2¥! en la expresién obtenida:
k1 (an+---+kz — Okttt L 3n72)

3n—1

3 'Yb<p>'+'13:

Nuevamente, 2" es la maxima potencia de 2 que podemos sacar como factor
comiin por lo que 1 (3py + 1) = 2¥ y en consecuencia

T(p) = (3-po+1)/25.



Recursivamente vemos que podemos seguir, obteniendo que

k. (p) ={ko, ..., kn}

y llegando a la igualdad 7" (p) = 1. Al ser 1 un punto fijo para la aplicacion
T, desde el indice n en adelante los exponentes asociados son constante igual

a2. *

Veamos lo que significa la proposicion anterior. Dada una sucesion k como
la del enunciado, si denotamos por Iy(k) al nimero p dado por la formula 1.2
del enunciado entonces, Iy(k) satisface la conjetura de Collatz. Esto se debe
a que si denotamos por n a la longitud de k entonces

mI(k)) =1,

es decir, Iy(k) alcanza el punto fijo tras a lo sumo n iteraciones de 7". Resum-
iendo, lo que hemos probado es la siguiente reformulacion de la Conjetura de
Collatz:

Teorema 1.8. Sea Iy : k — Iy(k) la aplicacion que envia cada sucesion finita
k como en el enunciado de la proposicion anterior en el niimero natural dado
por la formula 1.2. La Conjetura de Collatz es equivalente a que Iy es una
aplicacion cuya tmagen contiene a los naturales.

Ventajas de la aplicacién T

En el siguiente apartado se justifica la preferencia por la aplicacion T'. El
problema de la conjetura de Collatz es el mismo utilizando una aplicacion u
otra y, como es logico, no hay ningtin argumento mas all4 de la heuristica o
de la preferencia personal para escoger una u otra.

El primer criterio que apoya la eleccién de la aplicacion T a la hora de
tratar este problema es que, dado p € N, el niimero de iteraciones que tarda
el nimero p en alcanzar el 1 tiene que ser de alguna manera representativo.
Por ejemplo resulta enganoso que el nimero 2048 requiera de 11 iteraciones
cuando, al tratarse de una potencia de 2 es trivial ver que verifica la conjetura
de Collatz. Si nos centramos en el enfoque dado por la reformulacién 1.8
anterior, vemos que la conjetura puede ser entendida como conseguir expresar
los niimeros naturales como sumas de potencias entrelazadas como en 1.2. A
priori parece mucho mas orientativo que el nimero de iteraciones requerido
por un nimero para llegar al 1 nos indique el niimero de sumandos que son
necesarios para dar una expresiéon de p como en 1.2.

La preferencia por la aplicacion T estd muy ligada a preferir enfocar
la conjetura en los términos de la reformulaciéon del teorema 1.8 anterior, la



propia expresion 1.2 surge usando la aplicaciéon T'. De hecho, nuestro siguiente
argumento lo que hace es apoyar heuristicamente el enfoque del problema
segun dicha reformulaciéon. Lo que vamos a hacer es cambiar el problema
de la conjetura de Collatz por otro similar y méas secillo, en un intento de
entenderlo mejor.

Vamos a considerar el problema del p — 1. Esto es, sea I el conjunto de
los nimeros impares, dado p € I\ {1} el problema del p — 1 es aquel cuyos
iterados vienen dados por la aplicacion S : I'\ {1} — I definida por

p—1
Y(p—1)

Igualmente podemos extender la aplicacion S a los niimeros pares consideran-
do una primera iteracion 0 - ésima en la que dividimos por ¢ (p). Hemos
apartado el ntimero 1 de la definicion porque ¢ (0) no esta bien definido.
Podemos considerar que S(1) = 1 para que sea un punto fijo o simplemente
podemos parar de iterar cuando llegamos al 1, no es relevante.

Para la aplicacion S el problema es totalmente inmediato, dado p existe
un n € N tal que S™(p) = 1 porque en cada iteracion estamos obteniendo un
nimero impar estrictamente menor que el anterior, es evidente que todas las
sucesiones de iterados acabaran llegando al 1. Sin embrgo este argumento no
parece facil de trasladar al problema de la conjetura de Collatz.

Veamos ahora el otro punto de vista. Usaremos un ejemplo simplemente
para darnos cuenta de lo que sucede. Consideremos p = 39,

S(p) =

39
S|
2

QT =1, con I(39) = (39,19,9,1).

Despejamos ahora p = 39 para ver que, al iterar la aplicacion S anterior,
hemos obtenido de manera un poco peculiar la expresion en base 2 del nimero
p:
p=2-[1+2-8+1)]+1=32+4+2+1.

El problema bajo este punto de vista también es inmediato: todos los niimeros
admiten una expresion binaria. No obstante (en mi opinién), intentando
trasladar las justificaciones que se puede de ésto ultimo a la conjetura de
Collatz, parecen surgir mas preguntas.

., Podemos conseguir una especie de algoritmo de division que nos ayude
de alguna manera?

., Podemos intuir un patron sobre como se van cubriendo todos los nimeros
a medida que permitimos expresiones mas largas?



. Podemos de alguna manera razonar recursivamente que se van cubriendo
todos los nimeros?

Por lo menos intuitivamente parece interesante enfocar el problema del
3p + 1 como una generalizacion de la expresion de los nimeros en una base
de potencias a dar expresiones en las que las potencias estan entrelazadas
como en 1.2 y en las que no todos los sumandos tienen por qué ser positivos.

Como nota el hecho de que en el problema 3p+ 1 se sume 1 es totalmente
crucial: si consideramos el problema del 3p — 1 el comportamiento es total-
mente diferente, aunque el 1 sigue siendo un punto fijo, al menos la sucesion
de iterados (5,7) forma otro ciclo distinto.

1.2. Crecimiento de la sucesion de iterados

Para poder probar la conjetura de Collatz (en la version de la aplicacion T'
descrita méas arriba) necesitamos probar que, por un lado, no existe ningin
niimero p cuya sucesion de iterados sea divergente y que, por el otro, no
existe ningin otro ciclo diferente del punto fijo (1). En realidad solo debemos
preocuparnos por ciclos de orden mayor o igual que dos, como indica la
siguiente proposicion.

Proposicién 1.9. La aplicacion 1" solo posee al niimero 1 como punto fijo.

Demostracion. Supongamos, con algo més de generalidad, que existen niimeros
k,p € N tales que

3p+1
ok

= p, es decir, despejando 1 = p(2F — 3).

Como buscamos una solucion entera positiva, ambos factores tienen que ser
unidades. Consecuentemente tiene que ser por un lado p = 1 y por el otro
k = 2. Por lo tanto el tinico punto fijo posible es el 1. *

En este apartado vamos a centrarnos en el estudio del crecimiento de la
sucesion de iterados por la aplicacion 7', para un p € N inicial dado, con el
animo de conocer la posibilidad de existencia de sucesiones divergentes.

1.2.1. Algunas acotaciones.

Por comodidad, vamos a denotar por e a la sucesion infinita

e=(0,1,1...,1,...) e NY,



Denotaremos también por e, a su truncamiento n - ésimo

e, =(0,1,1...,1,) e N".

De la expresion 1.1 y del hecho de que la sucesion de exponentes {k;)}.=
asociados a un niamero p dado son siempre mayores o iguales a 1 se deduce
que

T"(p) < Hy(e,p)Vn,p € N

Manipulemos la expresion de H,(e,p) para obtener una cota explicita:

3 n 3n71 30
Hn(e,p>=(§) Pttt

B0

1=

= (g)n(p+1) —1.

Donde no hemos usado mas que la formula de la serie geométrica y sim-
plificado fracciones de forma usual.
Resumiendo hemos obtenido la siguiente cota para los iterados:

T"(p) < Hy(e,p) = (%)n (p+1)—1. (1.4)

1.2.2. Orbitas mondétonas divergentes

Para dar sentido a la validez de la cota 1.4 que hemos obtenido en el
apartado anterior, a continuacién estudiaremos si la cota es alcanzada por
algtin ntimero p, pues recordemos que dado p € N la sucesion k(p) queda
totalmente determinada, de hecho, se tiene que

T"(p) = Hy,(e,p) si, y solo si, k,(p) = ep.

Lo que haremos seré estudiar si la propiedad k,(p) = e,, impone restricciones
al nimero natural p.

Teorema 1.10. Sea p € N y supongamos que para algin natural n > 1 se
cumple que k,,_1(p) = e,_1, entonces

p=-—1 mod 2"



Demostracion. Razonaremos por induccion sobre n. Si ko(p) = e entonces
p es impar y trivialmente

p=-—1 mod 2.
Ahora si k;(p) = ey, primero p es impar y, segundo, se cumple que

_3p+1

T(p) =1 mod 2.

[\

Despejando p esto significa que
p=3=—-1 mod4.

Observemos que se tiene la siguiente propiedad, obtenida directamente
de las definiciones

Si k,,(p) = e,, entonces k,,_1(T(p)) = e,—_1.

Tomamos como hipo6tesis de induccion que el teorema es cierto para la it-
eracion (n — 1) - ésima. Si suponemos que k,(p) = e, entonces, por lo que
hemos dicho, tenemos que k,, 1(T(p)) = e,_1. Aplicamos la hipotesis de
induccion a T'(p) para obtener que

_3p+1

T(p) 5 = —1 mod 2" 1.

Despejando 3p en la congruencia anterior esto significa que
3p=—-3 mod 2".

Simplificamos el factor 3 a ambos lados (podemos hacerlo puesto que 3 tiene
inverso modulo 2") y finalmente obtenemos lo que buscabamos:

p=—1 mod 2".

*

Observacién 1.11. Como vemos, del teorema anterior se deduce que, el
hecho de ir buscando un namero inicial p tal que k,(p) = e, le impone al
numero p crecer exponencialmente con n. En consecuencia no existe p € N tal
que k(p) = e. En otras palabras la cota que obtuvimos en 1.4 no se alcanza,
de hecho dedicaremos un apartado entero en ver como podemos mejorar dicha
cota.



Teorema 1.12. No existe p € N tal que su sucesion de iterados para la
aplicacion T sea mondtona estrictamente creciente

Demostracion. Procederemos probando que si k(p) # e entonces p no tiene
sucesion de iterados mondtona estrictamente creciente. Primero si ko(p) # e
entonces p es par y

Segundo sea p impar y supongamos que ki (p) # ey, es decir ¢(3p+ 1) > 2.
Entonces

3p+1
Tp) < ——<»
puesto que manipulando equivalentemente vemos que ningin p € N puede
cumplir que
3p+1>4p.

Si k;(p) # e; (siendo ¢ el menor indice para el que esto se verifica) podemos
repetir el razonamiento anterior cambiando p por T !(p).

En conclusiéon, como hemos visto en la observacion siguiente al teorema
1.10 que no existe p € N tal que k(p) = e, queda probado el teorema. *

A continuacion vamos a ver que el reciproco al teorema 1.10 anterior es
también cierto. Para ello introduciremos la definiciéon de una nueva aplicaciéon
¢ : N — N muy util para tratar la conjetura de Collatz.

Definiciéon 1.13. Sea ¢ : N — N donde dado p € N, ¢(p) es el indice
correspondiente a la primera iteraciéon en la que el exponente asociado a
dicha iteracion es mayor o igual que 2. En otras palabras ¢(p) es el menor
de los indices ¢« € N para los cuales se cumple que

YETH(p) +1) = 2.

Observacion 1.14. Para aclarar ideas, si k(p) = {k;},-,, entonces ¢(p)
puede ser la iteracion 0 - ésima si p es par, o la n - ésima en la situacion en
laque by ==k, 1=1yk, # 1.
Gracias al teorema 1.10 anterior hemos visto que para cualquier p € N
dicha iteracion existe, en consecuencia ¢(p) esta bien definido, es finito.
Observamos que cuando ¢(p) > 1y p es impar se cumple que

T¢(p)_1 (p) = H(b(p)fl (ev p)'

En el caso en el que p es par y ¢(p) > 1 podemos facilmente adaptar la
igualdad anterior de la siguiente forma:

TP~ (p) = Hypy1(e,p/2%).



Teorema 1.15. Sea p € N y sea n = ¥(p + 1), es decir, n es el mayor
numero natural para el que se verifica p = —1 mod 2". Entonces se cumple
que

kn—l(p) =€n—1.

Ademds k,(p) # en, es decir, p(p) =n .

Demostracion. Para la demostracion de este teorema utilizaremos continua-
mente la siguiente formula, valida para 1 < i < ¢(p),

i _(%)Z(p+1)_1
T'(p) = @ e

(1.5)

La féormula es consecuencia de las definiciones y de la igualdad que obtuvimos
en los calculos hechos en 1.3

Hy(e,p) = (;)k (p+1)—1.

En general, para 1 <1i < ¢(p), en el numerador se cumple que

(;)i(pﬂ)_l:%’

y en el denominador estamos dividiendo por 2 las veces que faltan, por defini-
cion de 1.

Ahora bien, lo que vamos a hacer sera proceder recurrentemente compro-
bando que, para i =0,1,...,(n—1), se cumple que [(%)Z (p+1)— 1] = 1.
Veamos esto detalladamente y paso a paso: primero como por hipotesis p es
impar, ya sabemos que ko(p) = € y por lo tanto ¢(p) > 0.

Segundo, para la primera iteracion al ser ¢(p) > 0, la formula 1.5 del
principio es valida para ¢ = 1 y podemos razonar de la siguiente manera:
puesto que p = —1 mod 2", es inmediato que

@)osv1] -

Sustituimos este dato en la formula 1.5 para obtener que

1) = (5) -1

En consecuencia ki (p) = e; y por lo tanto ¢(p) > 1



Recurrentemente vemos que el razonamiento anterior es valido hasta la
iteracion n — 1 - ésima, de donde conluimos que k,,_1(p) = e,_1 vy ¢(p) >

(n—1). Sin embargo, en la iteraciéon n - ésima sucede que al ser ¢)(p+1) = n,

el ntmero (§)n (p+ 1) es impar y por lo tanto

(0 Kg)n(p—kl)—l} > 2.

y en consecuencia ¢(p) = n y, efectivamente, k,, # e,,. *

Corolario 1.16. FEs suficiente demostrar la conjetura de Collatz para el sub-
conjunto de los nimeros p € N tales que p =2 mod 6.

Demostracion. Dado p € N, vamos a considerar el nimero

3Tl (py 41 3\
D= 2() =(§> (p+1)—1.

Vemos que si p verifica la conjetura de Collatz entonces p también la verifi-
cara puesto que sus sucesiones de iterados se comportan igual en el infinito.
Mas explicitamente se cumple que T'(p) = T¢®*1(p) y en consecuencia, sus
sucesiones de iterados coinciden de ahi en adelante (aunque los indices estén
desfasados), de hecho también 79" (p) coincide con la iteracion 0 - ésima de
.

Finalmente comprobamos que p =2 mod 6. Por un lado,

37?1 (p) + 1
2

p=
y por definicion de ¢(p) el ntimero p tendra que ser impar. Por el otro lado,

3 é(p)—1
]7:<§) (p—i—l)—lEN

y, en consecuencia p = —1 mod 3. Juntando las dos condiciones, efectiva-
mente vemos que p = 2 mod 6 y queda demostrado que es suficiente probar
la conjetura solo para este conjunto de nimeros. *

1.2.3. Acotacion de los iterados refinada

Como se indico en la observaciéon subsiguiente al teorema 1.10 vamos
a dedicar este apartado a mejorar la cota 1.4 que obtuvimos en el primer
apartado de esta seccion. No obstante, esta vez no vamos a conseguir una



expresion cerrada como en 1.4, la acotaciéon que demos para los iterados estara
definida recurrentemente y sera valida sélamente para cierta subsucesion de
iterados de p. En la referencia en la que nos hemos basado, el articulo de
Motta, hay un pequeno error en esta parte. Si bien dicho error influye en la
expresion de la cota, la pauta de razonamiento es practicamente igual.

Lema 1.17. Dado p € N sea n, = [log,(p + 1)] + 1, es decir, n, es el menor
n € N para el cual se cumple que p < 2" — 1. Entonces ¢(p) < n,,.

Demostracion. Hacemos la demostracion por reducciéon al absurdo. Si se

cumple que ¢(p) > n, entonces es inmediato que k, (p) = e, y por el
teorema 1.10 se sigue que p = —1 mod 2™+, contradiccion con el hecho de
que p < 2" — 1. *

Como consecuencia del lema anterior vemos que, dado p € N, en sus n,
primeras iteraciones habra, al menos, un exponente asociado mayor que uno.
A continuaciéon, dado p € N, nuestro objetivo serd obtener una cota superior
para el iterado n, - ésimo de p.

Proposicién 1.18. Sea p € Ny consideremose = (2,1,...,1,...). Entonces
se cumple que
Tnp(p> S an(é7p)'

Demostracion. Gracias al lema anterior sabemos que en las primeras n,, itera-
ciones de p hay, por lo menos, un exponente asociado mayor que uno. Como
queremos ponernos en la situacién en la que el crecimiento de los iterados
es lo mas grande posible, supondremos que dicho exponente es igual a 2 y
que sucede en la primera iteracion. Mas detalladamente, sea k(p) = {k;};—,
vemos que tomando k; = 2 es de la manera en la que dividimos por 4 al
menor nimero de unos posible. Por verlo en un ejemplo

3p+1 3p+ 1
3274 3
3—4 vy 32 4
2 N 2
2 1

En consecuencia, usando por definicion de H se cumple la desigualdad de la
proposicion. *

Observacién 1.19. El error en la referencia en la que nos hemos basado
reside justo ahi, en el articulo de Motta se supone que k1 = 1y que kg = 2.
Como ya dijimos, aunque el resultado que obtengamos sea algo diferente el
procedimiento usado serd el mismo.



A continuacién haremos con € lo mismo que hicimos en 1.3 para e, dare-
mos una expresion cerrada para la expresion H,(e,p) siguiendo el mismo
procedimiento que seguimos para H,(e,p).

Lema 1.20. Dados p y n naturales se verifica que

H,(8,p) = (g)n <p+ g) Y

Demostracion. Igual que la otra vez usamos la formula de la serie geométrica
y simplificamos fracciones de forma usual.

men=3(3)rd ()3 ()i ()
) (g)np_}l@)n_l%'(gg//?—:l (1.6)

~ (3 ’ +1- LY (3 ' + o) 1
“\2) ¥ 6 “\z) ')
Recapitulando hemos llegado a que

= () (+2)

Lo que hacemos ahora es repetir para T7"»(p), todo el razonamiento que
acabamos de hacer para p: si llamamos p; = T"(p) podremos acotar 771 (p)
y asi recursivamente. En definitiva hemos llegado al siguiente resultado

Teorema 1.21. Dado p € N, consideremos la subsucesion de iterados sigu-
iente, definida recurrentemente

bPo=D
p1=T"%(py)

pe = T (pr_1).

Entonces se verifica la siguiente acotacion

DPo=Pp

3\ "0 5\
< (2 el
e
(3™ L2
Pr = 5 Dr—1 6 :

(1.8)



1.3. Relaciones entre las funciones ¢ y .

En el articulo de Motta dedica una seccion titulada “Further Investiga-
tions” a indagar sobre los patrones y relaciones que aparecen al estudiar
el comportamiento de las funciones ¢ y ¢ definidas anteriormente. Nosotros
dedicamos este apartado a recopilar y demostrar las conclusiones que obtiene.

Para fijar ideas a lo largo de toda esta seccion, dado p € N, vamos a
denotar por k; al exponente asociado a la iteracién ¢ - ésima. Por otro lado,
como recordatorio, ¥ (p) era la mayor potencia de 2 que divide a p, es decir, el
exponente tal que p = 2¥®k, siendo k un niimero impar y ¢(p) era el indice
de la primera iteracion en la que el exponente asociado es mayor o igual que
2, es decir con la notacién que hemos estado usando, ¢(p) = n en la situaciéon
klzzl{?n_lzlykn%l

Proposiciéon 1.22. Dado p € N un nimero impar, se cumple que

P(p) = ¢Y(p+1).

La proposicién anterior es en realidad el teorema 1.15, pero lo volvemos
a enunciar s6lamente en términos de ¢ y 1 por comodidad.

Teorema 1.23. Dado p € N se cumple que
o(2p—1) =95 —1) - 1.

Demostracion. Usemos la proposicion anterior para calcular ¢(2p — 1): sea
p = 2Fp,, siendo p; impar, entonces

¢(2p — 1) = ¥(2p) = (2 2"py) = k + 1.

Por otro lado calculemos (5?7 — 1) teniendo en cuenta que, por el binomio
de Newton,

ok ok
(4+1)2’“P1:1+( 1pl>4+( 2pl>42+---z1 mod 282,

En consecuencia tenemos que
2k
Y5 — 1) = o ((4+1)2’“p1 - 1) =y (( 1191)4+1_ 1) —k+2.

Puesto que los sumandos del binomio (22}’1)42, (22’1)43, etc que no aparecen
son divisibles por potencias de 2 mayores o iguales que2*P1+2, *

Corolario 1.24. Dado p € N se cumple que
o2p—1)=yv(2"+ 1)’ —-1)—n+1.

Demostracion. Igual que en el teorema anterior se procede usando el binomio
de Newton. *



1.4. Consideraciones heuristicas

1.4.1. Crecimiento esperado

En este apartado vamos a indagar heuristicamente sobre el crecimiento
geométrico asintotico que podemos esperar al iterar la aplicacion 1" sobre un
nimero p cualquiera. Para ello, en la expresion

3p+1

350

+1

2]%;—1 +1
kn ’

vamos a ignorar los sumandos que aparecen y vamos a suponer que, Si
tomamos un nimero impar p cualquiera, el valor 3p 4+ 1 puede ser cualquier
niimero par equiprobablemente.

Es elemental darse cuenta de que, de entre todos los niimeros pares, la
mitad de ellos son multiplos de 4 y la otra mitad son s6lo multiplos de 2. A su
vez, de entre todos los miiltiplos de 4 la mitad seran miltiplos de 8 y la otra
mitad seran s6lamente multiplos de 4 y asi sucesivamente. En otras palabras,
dado un ntimero impar p, estamos suponiendo que el exponente asociado a
la primera iteracion es: 1 con probabilidad 1/2, 2 con probabilidad 1/4 y, en
general, n con probabilidad 1/2".

Siguiendo con lo anterior, mantenemos la suposicion de equiprobabili-
dad también para los sucesivos iterados de p, es decir, supondremos que
3T (p)+1,3T?%(p)+1,... pueden ser también cualquier ntimero par equiproba-
blemente. Entonces vemos que a la larga habremos dividido por 2 en la mitad
de las iteraciones, por 4 en un cuarto de las veces, por 2" con probabilidad
1/2™ y asi sucesivamente. Para hacernos una idea de el crecimiento que pode-
mos esperar en cada iteracion hallamos la media geométrica ponderada de
todos los denominadores posibles, dada por el limite

1 1 1
y 1\z /1\1 1\2"
i (3) (3) (=)

Para calcularlo tomamos logaritmos y manipulamos
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Es decir el exponente esperado por el que dividimos es dos y en conse-
cuencia el crecimiento esperado por cada iteracion, despreciando los unos,

es
3

1P

Obviamente esto apoya la conjetura, dado un nimero impar p esperamos
que su sucesion de iterados acabe decreciendo. No obstante cabe destacar
que este argumento estda basado en la suposicion de que, dado p impar, el
valor 3p 4+ 1 puede ser cualquier niimero par aleatoriamente. A continuacién
damos un teorema que muestra que dicha suposiciéon no estd en absoluto
desencaminada.

Teorema 1.25. Sea k natural, dado cualquier conjunto de 2% nimeros im-
pares consecutivos, hallamos el primer exponente asociado de cada uno de
ellos. Si consideramos el conjunto de estos 2% exponentes se cumple eque la
mitad de ellos son iquales a 1, un cuarto de los exponentes son iquales a 2
y asi sucestvamente hasta haber un exponente igual a k y otro mayor o igual
que k + 1.

Demostracion. Toda la demostracion va a estar basada en el siguiente razon-
amiento, sea p impar y consideremos p+ 2" para n natural, nos preguntamos
ahora la relacion que hay entre el primer exponente asociado a p y el asociado
a p+ 2" Para ello, sea 1 <1 < n+ 1, discutiremos si es par el nimero

ap+wﬁ+1_3p+1+3-w
i o i

Vemos que cuando ¢ < n, si podemos dividir 3p + 1 por 2 también podremos
hacerlo para 3p + 1+ 3 - 2" y que ademaés, si ambos son divisibles por 2",
para ¢ = n + 1 en alguno de los dos voy a poder dividir por 2 al menos una
vez mas y en el otro no (porque 3 es impar).

Teniendo en cuenta lo anterior demostremos el teorema por induccién en
k. Imaginemos que tenemos 2 naturales p; y ps consecutivos, es decir tales
que py = p; + 2. Siguiendo el razonamiento anterior para n=1, uno de los dos



tendrd como exponente asociado un 1 y el otro tendra exponente asociado
mayor o igual que 2.

Hagamos el paso k = 2 para aclarar ideas. Tenemos 2% impares consec-
utivos, es decir tales que ps = p; + 22 v py = py + 2%, Por lo que hemos
demostrado para k = 1 tenemos dos opciones para el primer exponente de
pi:

- Si py tiene primer exponente 1 en el paso anterior, ps también lo tendra.
Por otro lado entonces ps tiene exponente mayor o igual que 2 en el paso
anterior y, de entre py y p4, alguno tiene exponente mayor o igual que 3 y el
otro tiene exponente 2. (Cumpliéndose la proporcion que dice el teorema).

- Si, al contrario, p; fuera el que tiene exponente al menos 2 en el paso
anterior, vemos que la situacion es la misma intercambiando los papeles de
p1y p2y los de p3 y pa.

En resumidas cuentas si el teorema es cierto para 2¥~! nimeros impares
consecutivos, cuando tenemos 2¥, por la hipotesis de inducciéon podemos
suponer que para los 2¥~1 primeros se cumple dicha proporcién y pensamos
en los 27! siguientes expresados como

Dok—141 = P1 + k-1

3 _ +2k‘—1
Pok-149 = P2 (1.10)

Par = pae-1 + 287

Por comodidad en la redaccion, dado p;, al p; + 2¥~! lo llamamos su du-
plicado. Por la hipétesis de induccién en los 2F~! primeros ntimeros, todos
menos uno tienen exponente asociado menor que k y todos sus duplicados
van a tener el mismo exponente, (manteniéndose la proporcion para los expo-
nentes menores que k). Por otro lado de los 2¥~! primeros hay uno que tiene
exponente mayor o igual que k, si lo consideramos junto a su duplicado al-
guno de los dos tendra exponente k y el otro tendra exponente mayor o igual
que k + 1, manteniéndose la proporciéon exactamente como queriamos. %

1.4.2. Iteraciones con exponente asociado 2

Recordemos el punto de vista que nos daba la reformulacion 1.8 sobre la
conjetura: dado p € N (impar por comodidad), conociendo los n primeros
exponentes ki, ..., k, asociados a p, podemos obtener la siguiente sucesion
de expresiones

Oknt-tkr _ Qkn1ttk _ ... _ gn—l9ki _ 3n

Pn = RUSS!



Lo que nos dice la conjetura es que existe n tal que p,, = p, podemos dar una
expresion finita del estilo 1.2 cuyo valor sea p.

Vemos que cada p,, tiene un valor numérico p,, € Q que podemos calcular
o dejar como expresion indicada. Heuristicamente parece razonable que los
valores p,, sean, de algiin modo que querriamos entender, cada vez mas “prox-
imos” a p. Sobre esto es sobre lo que se intenta arrojar luz en este apartado.

Fijémonos en el siguiente hecho: sean n y p (p impar), pongamonos en
la situacion de que se cumple que T"(p) = 1, si despejamos p en la expre-
sion T (p) = 1 obtenemos una expresion del estilo 1.2, p,,, cuyo valor es
p. Logicamente también 7" (p) = 1 e igualmente podemos obtener una ex-
presion p, 1 cuyo valor es p. Veamos como en la expresion pn + 1 se puede
simplificar la parte correspondiente a la iteracion (n+1) - ésima para obtener
precisamente la expresion p,

(22+kn+'~~+k1 _ 2kn+"'+k1) — 3.9knattk o0 gnoki _ gn+l
b= 3n+2

(4 . Qknttk . an+---+k1) — 3.9knatAkr . gnoki _ gntl
= 3n+2

(3 . 2kn+--~+k1) — 3.9kn-1tFkt _ ... _ gnok _ gntl
= 3n+2

Oknt-tki _ 9kp—1t-4k _ . _ gn—l9ki _ gn
- 3n+1

(1.11)

La consecuencia més remarcable es ver que la simplificaciéon anterior no
depende en absoluto de la suposicion de que T"(p) = 1, es consecuencia
s6lamente de que el exponente asociado a la iteracién n - ésima valga 2.
Es decir, si en una iteraciéon el exponente asociado es k, = 2 se cumple
que p,—1 = pn ¥, bajo este enfoque, en la iteraciéon n - ésima es como si
no hubiéramos hecho nada en estos términos, aparentemente no nos hemos
aproximado nada en dicha iteraciéon. Ademas esto es posible, por ejemplo
el nimero 9 su primer exponente es 2 y hasta su sexto iterado son todos
diferentes de 1.

Una segunda consecuencia es que el conjunto de valores que podemos
obtener con expresiones del tipo 1.2, para un nimero n fijo de entradas
ki,...,k,, estan estrictamente contenidos en los que podemos obtener para
n + 1 entradas kq,...,k,.1. Esto se debe a que dada una expresion p,, del
tipo 1.2 con n entradas ki,...,k,, basta tomar ki, ...,k,,2 y obtendremos
una expresion que toma el mismo valor que p,, pero con (n + 1) entradas.



Capitulo 2

Sistemas dinamicos y conjetura
de Collatz.

En este capitulo nos dedicaremos a intentar abordar el articulo “A con-
tinuous extension of the 3x+1 problem to the real line”, escrito por Marc
Chamberland. Para ello introduciremos las definiciones y resultados béasi-
cos de teorfa de sistemas dindmicos reales asi como conceptos y teoremas
més avanzados que posteriormente se utilizardn con el objetivo de intentar
aplicarlos al problema del 3p 4+ 1. El articulo de Chamberland no aclara en
demasiado detalle muchas de las demostraciones de los resultados a los que
llega, muchas veces conseguiremos proporcionar nosotros esos detalles, pero
habra otras en las que no. En algunos casos, para poder llegar a aclarar
algunos de los detalles pensamos que se requiera de métodos numeéricos y
programacion que escapan a los objetivos de esta memoria. No obstante en
el citado articulo no se hace una mencién explicita a la necesidad de usar
unos u otros métodos, seguramente porque el autor considera implicitamente
un tipo de lector acostumbrado a trabajar con demostraciones o resultados
numeéricos con funciones reales.

A'lo largo de este capitulo, vamos a utilizar la aplicacion de Collatz mod-
ificada C', recordemos, estaba definida como sigue

p/2 st pes par
Clp) =
(Bp+1)/2 si pesimpar

Lo que haremos sera extender dicha aplicacion a la recta real para estudiar
el sistema dindmico real resultante. De este modo, restringiéndonos a los
numeros naturales podremos obtener informacion sobre la conjetura. Usamos
la aplicacion de Collatz modificada y no la aplicacion T' debido a que es la
empleada en el articulo de Chamberland. Aunque no parece haber una forma
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clara de realizar un estudio similar para la aplicacion T', podria ser interesante
en un futuro intentar generalizar algunos de los resultados aqui presentados
a una extension de la aplicaciéon T a la recta real.

2.1. Nociones basicas de sistemas dinamicos.

Un sistema dinamico (discreto) es la modelizacion de un fenémeno cuyo
estado evolciona a lo largo del tiempo, pero a intervalos de tiempo discretos.
Matematicamente esto se representa como una aplicaciéon f de un espacio en
sf mismo, de manera que, para cada x perteneciente al dominio, nos intere-
samos por la sucesion de iterados (f(z), f2(z), f3(z),...), es decir, estudi-
amos el comportamiento de f"(x) a medida que n € N crece. Dado que el
sistema dindmico que nos interesa para la conjetura tiene por dominio un in-
tervalo de la recta real, a lo largo toda este apartado introductorio daremos
las definiciones para funciones cuyo dominio es un intervalo, generalmente
denotado como J (no necesariamente abierto o cerrado). No obstante, buena
parte de la teoria es valida para una aplicacién continua de un espacio meétrico
en si mismo. A veces se necesitan, para algunas definiciones, condiciones mas
restrictivas como la diferenciabilidad. Nos hemos guiado del libro [Devaney]|
que es una referencia frecuente (y muy recomendable) para introducirse en
la teoria de sistemas dindmicos discretos.

Definicién 2.1. Dada una aplicacion f : J — J, decimos que p € J es un
punto fijo para f si verifica que f(p) = p. Decimos que p es un punto periddico
para f si existe n € N tal que f"(p) = p. Al menor entero no negativo n para
el cual esto pasa se le llama el periodo de p. Asi por ejemplo un punto fijo es
un punto periédico de periodo 1.

Definicién 2.2. Dada una aplicacion f : J — J y un punto p € J llamamos
orbita de p al conjunto

O(p) = {f"(p),n € N}.
Diremos también que se trata de una drbita periddica cuando el punto p sea
periodico.
Es inmediato de las definiciones que la érbita de cualquier punto perteneciente

a una oOrbita periédica, es periddica.

Ejemplo 2.3. En términos de orbitas el que p sea un punto fijo significa
que O(p) = {p}. Por ejemplo, como se comprueba facilmente, la aplicacion
f(z) = 23 tiene como puntos fijos al 0,1y —1.



Dado un punto periédico de periodo n lo que sucederd con su 6rbita es
que tendra exactamente n elementos. Por ejemplo el 0 y el -1 son puntos
periodicos para la aplicacion f(z) = 22 — 1, es decir,

0(0) = O(—1) = {0, -1} .

Las funciones afines sobre intervalos de la recta real no presentan ningtan
tipo de complicacion desde el punto de vista dindmico (presenta a lo sumo
un punto fijo, si no es la identidad, y no tiene puntos peridédicos de periodo
mayor que uno).

Hemos querido resaltar el siguiente ejemplo que, si bien no se trata de
un sistema dinamicos en intervalos de la recta real, se expresa no obstante
como una aplicacion lineal en una ¢oordenadagaracteristica del espacio. El
comportamiento es bastante complejo y se aleja bastante del comportamiento
lineal.

Ejemplo 2.4. Denotemos por S; a la circunferencia unidad en el plano R2.
Representaremos cada punto por su angulo 6 con el eje de abscisas, medido
en radianes de la manera habitual, en la que un punto queda determniado por
cualquier angulo de la forma 6+ 2k7 para k entero. Dado A € R consideramos
la aplicacién traslacion de A vueltas

La aplicacion T) esté bien definida puesto que Ty (0 + 2k7w) = T)\(6). El com-
portamiento de la aplicaciéon T vista como sistema dindmico va a depender
fuertemente de si A es racional o no:

1 - Cuando A € N estamos dando un ntimero entero de vueltas, volviendo
siempre al punto inicial,

En consecuencia todos los puntos son fijos.
2 - En el caso en que A € Q, es decir, A = p/q con p,q € N volvemos al
punto inicial tras iterar g veces

TY(0) =0+ 2mp = 6.

Por lo que todos los puntos son periédicos de periodo q.

3 - Cuando X es irracional ningtin punto es periédico ni fijo y, de hecho,
dado 0 € Sy su orbita O(f) es un denso en S;. A este resultado se lo conoce
como el teorema de Jacobi. Para demostrarlo, dado 6 € S;, vamos a par-
ticionar S; con puntos de O(f) en arcos de longitud menor o igual que un



e > 0 arbitratio. Primero, vemos que todos los puntos pertenecientes a O(6)
tienen que ser distintos puesto que en caso contrario tendriamos que existen
n,m € N tales que

TV (0) = T"(0) = 0+ 2nwA = 0 + 2mm A = (n —m)A € N,

contradicciéon puesto que de esto se deduce que n = m. Ahora bien, todo
conjunto infinito en S; tiene que tener un punto de acumulaciéon y en conse-
cuencia existen n, m naturales tales que

T3(0) = TX' ()] < e.
Esto significa que, tomando k£ = n — m se cumple que
ITY(0) — 0] <e.

Lo realmente importante es que, dado € > 0, el nimero k no depende del 0
elegido puesto que T) preserva longitudes en S;. En particular es valido para
el punto T¥(#) implicando que

IT35(0) — TX(0)] < e.

En conclusiéon, iterando el proceso, podemos obtener una particion de la
circunferencia formada por puntos de la 6rbita de # tan fina como queramos.

Definicién 2.5. Dada una aplicacion f : J — J decimos que A C J es
un conjunto atractor respecto de f cuando existe un entorno suyo U tal que
la imagen de su adherencia estd contenida en A, f(A) C Ay que ademis
cumple que

A=)

n>0

Definicién 2.6. Dada una aplicacion f : J — J y un punto p € J fijo
llamamos cuenca de atraccion de p respecto a f al conjunto

Q) = {z € 7: f°() =¥ p}.

En el caso de que el punto sea periddico de periodo k la cuenca de atracciéon
se define como sigue

(p) = {z e T: () =¥ p}.

En ambos casos llamamos cuenca de atraccion inmediata Q?c(p) a la union de
las componentes conexas de (2¢(p) tales que contienen la 6rbita O(p).



Definicién 2.7. Dada una aplicacion f : J — J llamamos w limite de x
asociado o f al conjunto

wy(z) = [ O(f " (x)).

n>0

Claramente el conjunto wy(z) es un cerrado y esta formado por los puntos
de acumulacion de la érbita O(z), vista como sucesion de iterados.

2.1.1. Puntos hiperbélicos

El comportamiento de las 6rbitas a largo plazo y desde el punto de vista
global puede ser tremendamente complicado incluso para funciones reales
sencillas (salvo para las funciones lineales). Un ejemplo de esto puede encon-
trarse con la familia cuadrética, estudiada en el Devaney, que es el conjunto
de las funciones Q.(x) = 2% + ¢, siendo ¢ un parametro. De hecho este libro
dedica un capitulo entero a estudiar propiedades caoticas sobre la dindmica
de estas funciones en funcion de los valores del pardmetro.

Si nos centramos en el comportamiento local de las 6rbitas cerca de un
punto fijo o de un punto periddico, existe un tipo especial de puntos fi-
jos o periodicos, llamados hiperbolicos, para los cuales puede entenderse la
dindmica local razonablemente: se comportan como una funcion lineal. Va-
mos a repasar brevemente las definiciones (que requieren diferenciablidad de
la funcién y no solo continuidad) y propiedades bésicas en este apartado".

Definiciéon 2.8. Dada una aplicacion f : J — J y un punto p fijo respecto
a f en el que f es derivable decimos que p es un punto hiperbolico cuando
|f'(p)] # 1. Ademas distinguiremos cuando |f'(p)| < 1 diciendo que es un
punto hiperbdlico atractor del caso en que |f'(p)| > 1 en el que diremos que
el punto es repulsor.

Proposiciéon 2.9. Sea f : J — J y un punto p fijo hiperbolico atractor,
entonces existe un entorno U de p tal que para todo x perteneciente a U se
cumple que

lim f"(x) = p.

n—oo
En el caso de que p es repulsor existe un entorno U de p tal que para todo
x € U eziste una iteracion k en la que f*(x) ¢ U.

Demostracion. Probaremos solamente el caso de punto hiperbélico atractor
puesto que la demostracion del caso repulsor es similar. Consideramos el
desarrollo de Taylor de f en el punto p

F(@) = F) + )@ — p) + R(x), con lim 02 _ g

T—p X — P




Para = # 0 podemos reagrupar de la siguiente manera

R(x
1) - 10) = (7100 + 220 (0 -,
T —p
Dado que existe un entorno U de p tal que para todo x € U se tiene que
R
@) ec1o @)
r—=p

Tomando valores absolutos esto significa que

|f(x) = f)] < (If'(p)] +&)|z —pl.

Al tratarse de p un punto fijo, si por comodidad denotamos A = |f'(p)| + ¢,
esto significa que

|f(z) —p| < Az —p).

Ahora bien, como hemos escogido € de forma que A < 1 vemos que | f(z)—p| <
|z — p| por lo que f(x) esta en el entorno U, de hecho estard mas proximo
a p de lo que lo estaba x, y podemos iterar el razonamiento anterior para
obtener que

n—oo

|f"(x) —p| < X'z —p| — 0.
*

Vemos que en términos de las definiciones introducidas en esta seccion
este resultado nos dice que todo punto hiperbélico atractor admite un entorno
contenido en su cuenca de atraccion.

Corolario 2.10. Sea f : J — J continua y x € J un punto hiperbdlico
atractor. Entonces se cumple que la cuenca de atraccion de x, Qf(z) es un
conjunto abierto.

Demostracion. Veamos que Q¢ (z) es entorno de todos sus puntos. El teorema
anterior nos dice que existe U, un entorno de x contenido en la cuenca de
atraccion U, C Q(x). En consecuencia, dado un punto z € Qy(z), existe un
m € N tal que f™(z) € U,. Consideremos ahora el conjunto contraimagen

E= (""" (Us).

Esta claro que E es un entorno de z puesto que f es continua. Ademas
E C Q¢(x) porque f(E) C U, por lo que, efectivamente Q;(z) es un conjunto
abierto. *



A continuacién querremos generalizar los conceptos anteriores en el caso
en el que el punto p es periddico de periodo n. Observemos primero que la
derivada de la composicion de f" es constante en cada uno de los puntos de la
orbita O(p). Esto se comprueba inmeditamente calculando su valor mediante
la regla de la cadena: dado p € O

' @)= () - (r2m) - o) =1] .

qe0

Vemos que el calculo anterior es valido para cualquier punto p perteneciente
a la orbita puesto que, salvo por el orden, los n factores van a ser los mismos
independientemente del punto en el que empecemos.

Esto nos va a permitir dar la siguiente definicion

Definicién 2.11. Sea una aplicacion f : J — J derivable en los puntos de
una orbita periddica O de periodo n. Decimos que es una orbita hiperbolica
cuando para cualquier p € O se cumple que

(/") () # 1.

Ademés distinguiremos cuando | (f") (p)| < 1 diciendo que es una drbita
hiperbélica atractora del caso en que | (™) (p)| > 1 en el que diremos que es
repulsora.

Definiciéon 2.12. Dada una aplicacion f : J — J y una orbita O periddica
atractora de periodo n llamamos cuenca de atraccion de O respecto a f al
conjunto

2:(0) = [ 2 (p)-

peO

Nuevamente llamamos cuenca de atraccion inmediata Q3(0) a la union de
las componentes conexas de la cuenca de atraccidén tales que contienen al
conjunto O.

Proposicion 2.13. Sea O una orbita periodica atractora de periodo n asoci-
ada a una funcion f, entonces existe un entorno U suyo contenido en la cuenca
de atraccion Qf(O). Ademas nuevamente Q(O) es un conjunto abierto.

Demostracion. La demostracion se basa en el hecho de que los puntos de la
orbita seran puntos fijos para la aplicacion f", lo que nos permite usar la
proposicion 2.9 y el corolario 2.10 para puntos fijos. Para todo x € O, gracias
al teorema 2.9 sabemos que existe un entorno suyo U, contenido en Q¢ (z).
Por la definicion anterior vemos que

U, € Qpu(z) € Q4(0),



es decir, nos basta tomar el conjunto U como sigue

O c |JU, c0).

z€e0

Para la segunda parte nuevamente vemos que €2;(O) es entorno de todos sus
puntos. Si tenemos que

2 € Q4(0) = |J 2nla).

z€e0

entonces existe x tal que z € Qn (). Al ser  punto fijo de f*, por el corolario
2.10 existe un entorno £ de z contenido en Q- (x) pero, una vez mas,

E C Qm(x) C Qf(0).

2.1.2. Derivada swarziana y dindmica real.

Para terminar con la parte de requisitos tedricos de Sistemas Din&micos
intruducimos el concepto de derivada swarziana en la siguiente definicion.
También veremos en los dos teoremas subsiguientes las fuertes consecuencias
desde el punto de vista dindmico que tiene el hecho de que una funciéon tenga
derivada swarziana negativa.

Definicién 2.14. Dada una funciéon f de clase C® se define su derivada
swarziana S f(x) como la funcién dada por la expresion

:iﬁﬁ—é(ﬁgbé

El siguiente teorema es debido a Singer y se enuncia sin demostracion
puesto que ésta escapa de los contenidos que hemos querido incluir en esta
memoria. Este resultado viene en la referencia [16] del articulo de Chamber-
land: D. Singer. Stable orbits and bifurcations of maps of the interval. STAM
J. Applied Math., 35:260-267, 1978.

Sf(x)

Teorema 2.15 (Singer). Sea una aplicacion f : J — J de clase C® con
Sf(z) < 0 para todo = € J. Entonces se cumplen:

1 - Dada cualquier 6rbita periodica O de f se tiene que Q5(O) contiene
o bien un punto critico de f, o bien un punto frontera del intervalo .J.

2 - Todo punto peridédico no hiperbélico es atractor.

3 - No hay ningtn intervalo de puntos periddicos.



Se presenta a continuacién una mejora del resultado anterior, debida a
Blokh y Lyubich, también sin demostracion. Este resultado viene en la ref-
erencia [3| del articulo de Chamberland: A.M. Blokh and M.Yu. Lyubich.
Ergodic properties of transformations of the interval. Functional Analysis
and its Applications, 23:48-49, 1989.

Teorema 2.16 (Blokh - Lyubich). Sea una aplicacion f : J — J mondtona
a trozos siendo, en cada trozo, de clase C* con derivada Swarziana negativa
y sin puntos criticos. También suponemos que f es de clase C'! en un entorno
de cada uno de los extremos de cada trozo. Entonces se cumple que para casi
todo x € J el w - limite de = es un cerrado invariante propio atractor de una
de las siguientes maneras

1 - w(x) es una orbita periodica en cuyo caso el conjunto Q% (w(x)) contiene
un punto critico de f.

2 - w(x) es un intervalo periodico, de igual manera al menos un subinter-
valo suyo contendré a un punto critico de f.

3 - Se cumple que w(z) = w(c), siendo ¢ un punto critico.

Observacién 2.17. Por propio entendemos que wy(z) no se puede descom-
poner en dos cerrados invariantes mas pequenos. En ambos teoremas lo que
va a resultar de utilidad para nosotros es siempre el apartado 1. Especial-
mente el segundo teorema es un resultado muy fuerte puesto que, cuando
tenemos una funciéon f con derivada swarziana negativa, podemos determi-
nar el comportamiento de casi todos los puntos = € J simplemente mediante
el estudio de los w - limites de los puntos criticos de f en J.

2.2. Aplicaciéon de Collatz extendida a R

En esta seccion extenderemos la aplicacion C a la recta real dando una
funcion f : R — R que restringida a N interpole a C'. Como ya se comenté en
la introduccién a este capitulo 1 objetivo serd posteriormente usar resultados
de sistemas dindmicos continuos (reales) aplicados a la funcion f para obtener
informacion sobre la conjetura de Collatz. Es razonable usar esta técnica
puesto que la teoria de sistemas dindmicos discretos es mucho menos potente
que la de sistemas dinamicos reales. A lo largo de la historia dicha técnica
ha dado buenos resultados con otras cuestiones, especialmente con el uso de
sistemas dindmicos complejos. No obstante dado que la conjetura de Collatz
sigue abierta, lo inico que vamos a poder esperar conseguir es aproximarnos
un poco.



2.2.1. Extension a R de la aplicaciéon C.

Volvemos a recordar que la aplicacion modificada de Collatz viene dada
por la siguiente expresion

p/2 si  pes par
Clp) =
(3p+1)/2 si pesimpar

Nos apoyaremos en las funciones seno y coseno para conseguir simultanear
los dos casos con una tUnica expresion, como se explica en la observacion
posterior a la definicion de f.

Definiciéon 2.18. Sea f : R — R definida por la expresion

3 1
flz) = %(3082 (g:c) + x2+ sin? (gx> :

Observacion 2.19. Nos fijamos en que, cuando tomamos z € N, por un

lado si x es par
2 (T ) -2 (” >
COS ( r) =1y sin z) =0,

y por el otro lado, si x es impar

2E>:0 '2<E>:1
cosS (295 y sin 220 )

El hecho de elevar al cuadrado nos evita tener que distinguir cuando las
funciones trigonométricas valen 1 o -1. En conclusion la funcion f anterior
restringida a los naturales interpola a C'.

En general a lo largo de toda esta seccion nos vamos a centrar en el eje real
no negativo como dominio, puesto que vemos que es un conjunto invariante
por la aplicacion ¢, es decir,

fRT) CR™.

A continuacion, en la siguiente proposicion damos una expresion de f
algo mé&s manejable.

Proposicién 2.20. Dado z € R la funcion f anterior verifica que

1 2z+1

cos(mx).



Demostracion. La demostracion se trata en realidad de una mera manipu-
lacion de la expresion utilizando las formulas del angulo mitad en la forma

t 1 t t 1 - t
cos’ | = | = 2+ costt) cos(t) y sin? (= | = —COS( )
2 2 2 2

Como vemos aplicado a la definicion de f esto significa que

flz) =  cos? (El’) + sr+ 1 sin’ (zx)

2 2 2 2
x 1+ cos(mz 3r+1 1—cos(mx
_r (rz) | . (rz) (2.1)
2 2 2 2
N 1 2z+1 (r2)
= - — s .
v+ 5 cos(mz
Exactamente como queriamos. *

2.2.2. Puntos fijos y puntos criticos de f.

Nos preocupamos ahora por estimar los puntos fijos de la funcion f. Estos
nos ayudaran a dividir los reales positivos en tres subintervalos, dos de ellos
invariantes, de forma que podamos estudiar la conjetura de manera mas
simple. Posteriormente estimamos donde tiene puntos criticos la funcién f
para utilizar los teoremas 2.15 (Singer) y especialmente 2.16 (Blokh - Lyybich)
puesto que, como explica la observacion subsiguiente a dichos teoremas, con
el estudio de sus w - limites conoceremos el comportamiento dinamico de f
en casi todo punto de J,

Proposicién 2.21. Dado n natural la funcién f tiene un punto fijo en cada
intervalo [n — 1,n]. Ademas, si denotamos a cada uno de estos puntos fijos
cOmo [, en el limite cuando n — oo se verifica que

1 1
,un:n———l—O(—).
2 n

El 0 es también un punto fijo, al que denotamos por p.

Demostracion. Por definicion los puntos fijos tendran que satisfacer f(z) =
x, es decir,

1
20+ 1
Como vemos la funcion de la derecha toma el valor 1 para x = 0 y decrece
mondtonamente y de manera continua tendiendo hacia 0 en el infinito. Por
el teorema de Bolzano, dado que la funién cos(mx) oscila con semiperiodo 1,

cos(mzx) =



efectivamente vemos que, para cada n € N, ambas funciones se van a cortar
en un valor u, € [n—1,n].

Puesto que el corte de la funciéon cos(mz) con el eje x = 0 son los puntos
n—1/2, paran € N, vemos que asintoticamente los cortes u,, seran cada vez
més proximos a n — 1/2. Usemos desarrollos de Taylor de orden uno para
precisar dicha convergencia. Para los n pares se cumple que

oS (7r (x +n— %)) =sin(r(z+n)) =nmr+n— % + O(a%).
Para los impares dicho desarrollo cambia simplemente el signo de la pendi-
ente, —mx +n — 1/2 + O(z?), pero este signo no influye asintoticamente, no
va a alterar los sumando que tienen relevancia cuando n — oo. Sustituyendo
dicho desarrollo en la ecuacion del principio y manipulando nos queda una
ecuacion de segundo grado, que resolvemos.

1 ; 1
7r:z:—|—n—§+0(1:)—2x+1
3
0:27r:c2+(2n—1—|—7r):c+n—§:0
—@n—1+m)+/@n—1+m2—8(n—1%) (2.2)

Tr =

$—0+O(l)
n

Puesto que el sumando de dentro de la raiz, 8n, en el limite es dominado por
el término en n?. *

4

Para terminar damos una proposiciéon en la que se estiman los puntos
criticos de la funciéon f, la demostracion es similar pero mas engorrosa en los
detalles y la omitimos. Recordamos que un punto critico de una funcion es
un punto en el que la funcion es derivable y la derivada es cero.

Proposicion 2.22. Dado n natural la funcién c¢ tiene un punto critico en
cada intervalo [y, finr1]. Ademas, si denotamos a cada uno de estos puntos
fijos como p,,, en el limite cuando n — oo se verifica que

1
2 n



2.2.3. Derivada swarziana de la funcién f.

Finalmente demostramos que la funciéon f tiene derivada swarziana neg-
ativa. Si bien la demostracion es bastante elemental, hacemos poco méas que
el estudio de funciones reales, no nos llevara poco esfuerzo. Daremos primero
un lema para hacerla menos tediosa.

Lema 2.23. Dado x € R tal que f”(x) = 0 entonces se cumple que f'(x) # 0.

Demostracion. A lo largo de los dos resultados que ocupan este apartado va-
mos a necesitar constantemente las expresiones de las tres primeras derivadas
de f, calculadas a continuacion.

1 2z+1

cos(mz).

m(2x + 1)

f/(q;) =1- %COS(WQJ) + sen(mzx).

22z + 1)
—

f(x) = 3—7T2 cos(mx) — —W3<2$ +1)

2 4

Para demostrar el lema, equivalentemente veremos que no existe ningtin x > 0
para el cual sean nulos simultaneamente f'(x) y f”(z). Vemos que para que
f"(z) = 0 es necesario que el seno y el coseno tengan signo distinto. No
obstante vemos que, por la naturaleza de la expresion de f/, solo el caso
cos(mz) > 0y sen(mz) < 0 es compatible con que f/'(z) = 0. En consecuencia,
de haber algin x para el cual se anulen las dos derivadas, éste tendra que
cumplir

f"(xz) = msen(nx) + cos(mx).

sen(mz).

x € [%+2k,2+2k},parak;—(),l,....

A continuacion obtenemos condiciones equivalentes en las que aparezcan
el coseno y el seno aislados. Si despejamos el seno de la condicion f”(z) =0
nos queda
m(2x + 1)

1 cos(mx).

sen(mz) = —
en la expresion de [’ esto significa que

1 7?(2x +1)2

#(z) = 1 — cos(rz) (5 + 1—6) .



Si imponemos ahora la condicion f'(x) = 0, despejando, obtenemos que

16
os(me) = R e T 1

Finalmente esto nos permite aislar el seno en la condicion f”(z) =0

—4r(2z + 1)
8+ m2(2x + 1)
Tendremos que estimar ahora si es posible que algin x verifique las dos
ecuaciones anteriores. Por lo visto al principio dicho z tendra que estar en
los intervalos [3/2 4+ 2k, 2 + 2k], con k =0,1,.. ..

Fijémonos en la primera, sabemos que el cos(mx) pasa de valer 0 a valer 1
de forma continua en cada uno de estos intervalos. Analizando la otra funcion
Ba) = sy

+ 722z + 1)
vemos en el intervalo [3/2,00] decrece desde un valor positivo (pequenio)
hacia cero de manera continua. Por el Teorema de Bolzano vemos que ambas
funciones van a tener un corte en cada uno de los intervalos [3/2+ 2k, 24 2k].
Ademés dicho corte va a ser cada vez més cercano al extremo izquierdo,
3/2 4+ 2k.

Para la segunda vemos que la funciéon sen(7wz) pasa de valer -1 a valer 0 de
forma continua en cada uno de estos intervalos. Analizando la otra funcién

a(z) = —4r(2z + 1)
8+ w2(2r 4+ 1)

de forma similar a la anterior vemos en [3/2, oo] crece desde un valor negativo
(pequeno en valor absoluto) hacia cero de manera continua. Otra vez vemos
que ambas funciones van a tener un corte en cada uno de los intervalos
[3/2 + 2k, 2 + 2k] y que ademés dicho corte va a ser cada vez més cercano al
extremo derecho, 2 + 2k.

En consecuencia los cortes se van alejando a medida que k crece y nos
es suficiente con comprobar manualmente lo que sucede en el primero de los
intervalos, [3/2,2]. Sustituyendo la primera ecuacion en el punto medio de
dicho intervalo,7/4, nos queda

cos (%) = 0,707 > 0,0769 = 3 (Z) .

sen(mx) =

Como vemos el punto que verifica la primera ecuacion queda (bastante) a la
izquierda de 7/4. Sustituyendo en la segunda ecuacién obtenemos que

T 7
sen (Z) = —0,707 < 0,272 = « (Z) :



Por lo tanto, el corte de las dos funciones de la segunda ecuacién queda a la
derecha de 7/4 y, como queriamos no existe ningin x para el cual se anulen
las dos derivadas de f.

*
Teorema 2.24. La funcion f tiene derivada swarziana negativa Sf en R*.

Demostracion. Recordemos que

_f"=) 3 (f”(fff)>2

S =2 —— == .

"= 2 U

Por el lema anterior vemos que cuando f'(z) = 0, al ser f"(z) # 0, la

derivada swarziana tiende a —oo en z. Si probamos que Sf # 0 para todos
los demés puntos de RT habremos terminado. Para simplificar denominadores
equivalentemente probaremos que para todo z tal que f'(z) # 0 se cumple

que
o(r) = 5 @V'S(x) = —5 (2 (@) f"(x) — 3"(2)?) £ 0.

Usando las expresiones de las derivadas calculadas anteriormente en el lema
y mediante manipulaciones elementales llegamos a que

2
1
glx)=A (sz— 1) + B (2xz— ) +C,

A = —7%(2 + cos?(mr)),
B = —2msen(wx) [1 + cos(mz)],

siendo

C= gCOSQ(WZ') + 3 cos(mx) — 3.

Para que sucediera que g(z) = 0, resolviendo vemos que tendria que suceder

que
20+ 1 —B*V/B2 —4AC
1= h(z) = 54 )

Por la naturaleza del problema que estamos tratando nos interesan sélo solu-
ciones reales y, en consecuencia, podemos suponer que B?—4AC > 0. Utilice-
mos ésto para obtener informacion sobre cémo puede ser z: sustituyendo las
expresiones de A, B y C'y manipulando con la relacion cos(z)? +sen(z)? = 1
llegamos a que

1
B? — 4AC = 47* (5 cos(mx) + cos®(wx) + 8 cos(mx) — 5) :



Por comodidad, en la expresion anterior hacemos el cambio de variable z =
cos(mx), es decir, z € [—1,1]

1
k(z) = B* — 4AC = 4r* (5244—23 + 8z — 5) :

Vemos que la funciéon k(z) es creciente puesto que su derivada es positiva
para z € [—1,1]
K'(z) = 4n® (22° 4 32 +8) > 0.

En consecuencia como por ejemplo k(0,55) < 0, al ser la funcion k creciente,
esto significa que cos(mz) > 0,55. Despejando x esto implica que para que
g(x) = 0 necesariamente

z € (2n—0,31,2n+0,31).

Ahora usaremos la expresion de h(zx) para acotar su valor y ver que, de hecho,
si z es tal que g(z) = 0 entonces s6lo puede pertenecer al primero de éstos
intervalos, x < 0,31.

24| > 272

|B| < 27sin(0,317) [1 + cos(0,317)] .
|[VB? — 4AC| < |\ E(2)] < 2m4/9/2.

Donde hemos hecho las acotaciones anteriores usando propiedades elemen-
tales de las funciones trigonométricas, el calculo que teniamos hecho de la
funcion &'(z) y notando que | B| crece hasta alcanzar su maximo para z = 1/3
. Si k(x) es creciente en [—1, 1], alcanzara un maximo relativo para z =1y
como ademés k(1) > k(0) podremos acotar por éste valor. En consecuencia

se tiene que

2 1
b)) = == < 108,

Lo cual significa que z < 1,66 < 2 — 0,31 por lo que, por lo anterior, efectiva-
mente solo es valido el primero de los intervalos y x < 0,31. Utilicemos esto
para mejorar la cota que obtuvimos de h(z). Si z < 0,31 entonces —B >0y
por lo tanto dado que el denominador 2A es negativo tenemos que

h(a) —B*vB? — 4AC - —V/ B2 —4AC - 2m/9/2
€T =
2A - 2A ~ 2m2(2 + cos?(0,31m))

= 0,27.

Puesto que, para x < 0,31 la funcion cos(mz) alcanza su minimo en ese punto.
Una vez més, despejando, la acotacion anterior significa que x < 0,087. Si
repetimos el proceso anterior con esta nueva informacion obtendremos que



h(z) < 0,25 con lo que al despejar = en la anterior desigualdad obtendremos
que x < 0, contradicciéon. Recapitulando la derivada swarziana no se anula
y cuando presenta singularidades tiende siempre hacia —oo, en consecuencia
podemos conluir que Sf(x) < 0 para todo = € R. *

2.2.4. Estudio dindmico de la funcién f.

Haremos el estudio dividiendo la recta real positiva en tres intervalos, dos
de ellos que van a ser invariantes Iy = [0, 1] v Io = [p1, p3], y por ltimo
el intervalo I3 = [u3,00]. En el articulo de Chamberland vienen tabuladas
estimaciones de los primeros puntos fijos y criticos de f, siendo us3 clara-
mente mayor que 2. Como consecuencia de esto ultimo sabemos que I35 no es
invariantes puesto que, si nos restringimos a nimeros enteros, la conjetura
esta de hecho comprobada al menos hasta el ntimero 57646 - 10'%. El estudio
de los dos primeros intervalos seréd relativamente simple haciendo uso de los
teoremas 2.15 y 2.16. El comportamiento dindmico del tercer intervalo llevara
implicita la conjetura, hasta el punto de que no seremos capaces méas que de
reformularla en términos de esta teoria.

Teorema 2.25. El intervalo I; = [0, 1] es invariante respecto de f siendo
p1 un punto fijo repulsor y 0 un punto fijo atractor con Q;(0) = [0, f11).

Demostracion. El comportamiento de la funciéon f es muy simple en este
intervalo: es una funcion continua y que cumple que f(0) =0y f'(0) = 0,5.
También sabemos que no tiene ningin punto fijo en (0, i1) y en consecuencia
vemos que para todo x € (0, 1) se cumple que f(z) < z, la grafica de f queda
por debajo de la recta de pendiente 1. Por lo tanto es claro que el punto 0
atrae todo el intervalo (0, 1) y que p es repulsor en dicho intervalo. *

Teorema 2.26. El intervalo Iy = [uq, pus] es invariante respecto de f y con-
tiene exactamente dos érbitas periddicas atractoras:

Al - {1, 2} 5
Ay = {1,1925,2,1386} .
Ademés existe un subconjunto I' C I, de medida nula tal que

Demostracion. Como sabemos, la funcién f tiene exactamente dos puntos
criticos en este intervalo, ¢; y ¢y por lo que en virtud del teorema 2.15 hay a
lo sumo dos orbitas periddicas atractoras. Con un simple calculo verificamos



que A; y As son efectivamente atractoras y, finalmente, con el teorema 2.16
concluimos que A; y Ay cubren todo I salvo un conjunto de medida nula.

3
2
‘(fQ)’ (1,1925)’ = (f2) @) = | ()|f(2) =0,165-2,31 < 1.

Para ver que el intervalo es invariante podemos verificar numéricamente
mediante estimaciones que f(ci) y f(c2) pertenecen al intervalo (f, ps3).

Numéricamente también se comprueba que, de hecho, w(c;) = Ay y que

W(Cz) = Al. *

< 1.

N | —

Estudio de intervalo I3 = [u3, ).

Ya sabemos que el intervalo I3 no es invariante puesto que todos los
numeros naturales que verifican la conjetura de Collatz escapan al intervalo
[ft2, pi3). Particionaremos ahora el intervalo I3 en el conjunto de los puntos
que escapan de I3 y el residuo de los qu ese quedan, definidos a continuacion.

Definicién 2.27. Se define el conjunto de escape asociado a f como
Ef ={z € I3:supw(x) < ps}.

Definicién 2.28. Se define el conjunto residual asociado a f como
Ry={z e ;:infw(z) > pus}.

Proposicién 2.29. Ey es el conjunto abierto de los puntos de I3 que acaban
escapandose de I3 y el conjunto cerrado Ry es su complementario.

Demostracion. Es facil ver que Ry es complementario de Ef, por definicién
tenemos que
EfC ={z € l3:supw(z) > us}.

Réapidamente vemos que Ry C EfC es trivial. Por otro lado no puede suceder
que exista un x € I3 tal que supw(z) > py infw(z) < p porque si se cumple
que infw(z) < p entonces existe un ng tal que f"(z) no estd en I3, es
decir, f™(z) pertenece a I; o a I5. No obstante como ambos son invariantes,
las siguientes iteraciones no van a salir de ahi, haciendo imposible que el
limite superior sea mayor o igual que u, quedando demostrada la segunda
contencion.

Veamos ahora que Ey es abierto; aqui hay un matiz que no esta claro y
que probablemente este apoyado en el siguiente hecho: el intervalo [uy,¢1] C



I3 es también invariante, puesto que parece facil comprobar con métodos
numéricos que, para todo x € [y, 3], se cumple que f'(z) > 1. Esto implica
que cuando un iterado es menor que u3 todos los iterados sucesivos también
lo seran. Con esto somos capaces de ver que E; es entorno de todos sus
puntos: dado zy € Ey existe n € N tal que f™(xo) < ps y, puesto que f™ es
continua, existe un entorno U de f"(xq) tal que para todo z € U se sigue
que (f™)~'(z) < us. Esto significa que la contraimagen de U es un entorno
de z¢ de puntos de Ey. *

Observacién 2.30. Gracias a lo anterior vemos que trivialmente podemos
reformular la conjetura como que se cumple que

Zf?l%fiZ@.

A continuacién nos dedicamos a estudiar en mayor profundidad el con-
junto residual Ry. Lo dividiremos en lo que llamamos el conjunto estable S
y su complementario, el conjunto inestable Uy.

Definicién 2.31. Llamamos conjunto estable asociado a f al conjunto abier-
to formado por la unién de las cuencas de atraccion de todas las orbitas
periddicas de f que son atractoras en Is.

Logicamente el conjunto estable es abierto puesto que es uniéon de con-
juntos abiertos, como vimos en la proposiciéon 2.13. El objetivo del siguiente
resultado serda mostrar que cualquier ciclo del problema 3p+ 1 (contenido en
Z7*) diferente del trivial estara contenido en Sy.

Teorema 2.32. Cualquier ciclo del problema del 3p + 1 contenido en Z* es
una orbita periddica atractora de f.

Demostracion. En el articulo de Chamberland se hace un razonamiento pre-
vio en el que usa una féormula cuya demostracion deja referenciada a un
articulo de Eliahou. No obstante dicha féormula resulta obvia para Orbitas
periddicas: sea €2 una Orbita periddica de periodo n asociada a una funcion
g, entonces vemos que, siempre que el siguiente producto esté bien definido,
se cumple que

Q- I0r0 1@ _jorm

z flz) @) w fl@) ()

e

Sustituyendo por nuestra expresion de f tenemos que

=11 {1 - %cos(wz) + 4i(1 _ cos(m))] > 11 {1 - %Cos(ﬂx)] |

a
€N e



La desigualdad anterior es estricta puesto que para que todos los sumandos
que hemos quitado en cada uno de los factores sean no nulos todos los puntos
de la 6rbita periodica tienen que ser enteros impares, algo imposible. Notamos
primero que cuando Q C Z™ se sigue que

M7« =11 [1 _ %cos(mc) + W%I ! sen(ﬂx)} ~T1 [1 _ %Cos(ﬂx)] .

e e e

S1 usamos el razonamiento incial junto con esto tltimo finalmente podemos
concluir lo que necesitamos: si 0 C Z* entonces

H f(x)| = H [1 — %COS(?TZL‘)

e €N

0< < 1.

2.2.5. Conjetura del conjunto estable.

El teorema 2.2.4 nos dice que toda oérbita periddica de la restriccion de f a
los naturales (en [mu3, 00)) es una orbita periodica hiperbolica atractora. Si
tal orbita existiera, tendria una cuenca de atraccion (necesariamente abierta
no vacia por la proposicion 2.13) contenida en el conjunto estable S;. Por
ello podemos concluir lo siguiente:

Teorema 2.33. Si Sy = (), entonces la aplicacién de Collatz (modificada) C
no tiene ciclos no triviales (diferentes del ciclo 1,2).

Este resultado hace que sea interesante plantearse la

Conjetura del conjunto estable.- S; = ().

En efecto, si la conjetura del conjunto estable es cierta entonces, la conje-
tura de Collatz quedaria reducida a probar que no existen érbitas divergentes
en los niimeros naturales.

Vamos, por tltimo, a considerar algunos argumentos, tal y como aparecen
en el articulo de Chamberland que hacen pensar que la conjetura del conjunto
estable es equivalente a la de no existencia de érbitas periddicas no triviales
en los enteros. Para ello, propone realizar un estudio més fino de la primera
igualdad de la ecuacion 2.2.4 para intentar deducir que si existe alguna 6rbita
periodica hiperboélica atractora O, entonces alguno de los elementos de O se
acerca "suficientemente.® un nimero entero m como para que m esté en la
cuenca de atraccion de O y que produzca, por tanto, una orbita periodica
contenida en los naturales.



Dicho articulo no aclara mucho mas sobre esta propiedad de que "se
acerca suficientemente". Si bien no hemos completado los detalles aqui, pen-
samos que puede darse un enunciado mas preciso considerando los siguientes
argumentos:

1) Por un lado, afinando la demostracion de 2.13, puede estimarse cuan-
titativamente el tamano de la cuenca de atraccion de una 6rbita periddica
hiperbolica atractora O en términos de la diferencia 6 =1 -], ., |f'(2)].

2) El valor de | sen(mz)| se hace minimo para x entero, alli donde | cos(mx)|
a la vez que el coeficiente de sen(7x) en la ecuaciéon 2.2.4 es bastante mayor
en valor absoluto que el de cos(mx).

Con esto, se trata de probar que si todos los valores x € O distan mas
que lo especificado por d de un ntmero entero, el producto en la ecuacion
2.2.4 no podria ser de mo6dulo menor que 1.
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