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Introduccion

Clasicamente hay tres tipos de ecuaciones funcionales de particular im-
portancia: ecuaciones diferenciales, ecuaciones en diferencias y ecuaciones en
g-diferencias.

La importancia de las ecuaciones en diferencias y en g¢-diferencias radica
en el hecho de que toda ecuacién funcional sobre la esfera de Riemann del
tipo

F(z,h(2), M(T(2)),...,h(T™(2))) = 0, (1)

siendo T'(z) un automorfismo de la esfera de Riemann, se pueden transformar,
mediante un cambio de variable en una ecuacién o bien en diferencias o bien
en ¢-diferencias. Mas precisamente, por ser 7'(z) un automorfismo de la esfera
de Riemann es una transformacion de Moebius,

az+b

T(Z):cz+d7 ad — bc = 1.

Por lo tanto T'(z) es o bien la identidad o bien tiene un tnico punto fijo
o bien tiene dos puntos fijos. Si T es la identidad la ecuacién (1) es una
ecuacion algebraica. Si T' tiene un unico punto fijo, existe una homografia
h : PYC) — P}C) tal que w = h(z), y hoT oh ™ (w) = w+ 1. Y por lo
tanto, (1) se convierte en una ecuacién en diferencias en la variable w. Si en
cambio tiene dos puntos fijos, exsite h tal que h o T o h™}(w) = qw, dando
lugar a una ecuacién en ¢-diferencias.

Aunque las ecuaciones diferenciales pueden ser vistas como una confluen-
cia de las ecuaciones en ¢-diferencias, haciendo tender ¢ a 1 en la expresion
f(z";)_—_li(z), lg| < 1, en esta memoria no estudiaremos este aspecto.

Las primeras utilizaciones de ecuaciones en ¢-diferencias vienen por el
trabajo de Euler sobre el nimero de particiones de un entero que detalla-
remos en el primer capitulo. También aparecen en diferentes ambitos como
la combinatoria, la aritmética, los sistemas integrables, el g-célculo, etc. En
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este trabajo unicamente nos interesaremos por el estudio de las ecuaciones
en ¢-diferencias lineales en el campo complejo. Para una mayor considera-
cién en cuestiones historicas en el ambito de aparicion de las ecuaciones en
g-diferencias, remitimos al lector a [7].

El estudio de las ecuaciones diferenciales en el campo complejo estd en un
estada mas avanzado de desarrollo que el de las ecuaciones en g-diferencias.
En particular, se ha desarrollado una teoria de Galois para las ecuaciones
diferenciales que esta en proceso de desarrollo en el caso de las ecuaciones en
g-diferencias. Uno de los resultados clave en el estudio del grupo de Galois
de una ecuacion diferencial es una descripcién precisa de las soluciones en
los entornos de las singularidades, y en segundo término dotar de sentido
funcional a las soluciones formales mediante el desarrollo de la teoria de la
multisumabilidad.

En el caso de las ecuaciones diferenciales es bien conocido que dado un
operador lineal homogéneo de orden n en la variable z, existe un sistema
fundamental de soluciones de la forma:

ep(P(2) -1 (fol) + 41(2) () + -+ Gz In)), 1<

siendo z una variable ramificada de la variable originaria z, (2* = x), P un
polinomio en 1/z, y @, p1, - - -, @1 series de potencias formales en z. Este es
un resultado clasico, que puede obtenerse mediante las formas normales es-
tudadas por Turrittin de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales, o bien,
directamente como indica Singer en [16] refiriéndose al trabajo de Schelin-
ger [15].

Nos dedicaremos tunicamente de la descripcién precisa de las soluciones
formales de una ecuacion lineal en g-diferencias. Nuestro trabajo esta basado
en los articulos de Adams [1] [2] que contindan el trabajo de Carmichael [5]
que estudia las soluciones de sistemas en ¢-diferencias. En esta memoria se
demuestra con precision el andlogo de este teorema. En particular, encontra-
remos un sistema de soluciones linealmente independientes sobre C.

Dada una ecuacién lineal en ¢-diferencias,

(@) [ (@"0) + s (2) (4" 0) + ...+ ao(w) f () = O, (2)

construimos n soluciones C-linealmente independientes de la forma

q%(log?l z—log, x) | 7. (éo(m) + ...+ (él(l‘) lng] 3:) (3)
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donde y € C, y ngﬁj (x) es una serie de potencias formales.

También damos un sentido preciso a la expresién (3) mediante la cons-
truccién de un cuerpo K extension del cuerpo gérmenes de funciones mero-
morfas en el cero K = C{z}[z7!], y que contenga tanto a las series formales
como a las funciones multivaloradas de la forma x7, y q%(loggm’logq 2 Igual-
mente consideramos una extensiéon del operador o, : K — K dada por
(04f)(x) = f(gz). De esta forma, el operador (2) y sus soluciones tienene
perfecto sentido en K).

El problema que nos aparece es el posible aumento del cuerpo de cons-
tantes. El cuerpo de constantes de o, : K — K es C, peroel de 0, : K = K
puede haber aumentado y no hemos conseguido demostrar que sea C. Sin
embargo, si encontramos n soluciones de la forma (3) linealmente indepen-
dientes sobre C.

En esta memoria, no sélo nos ocupamos de las series solucién formales,
sino que también estudiamos la convergencia de las soluciones que obtene-
mos. En particular, damos unas condiciones suficientes para que una solucion
formal de un operador sea necesariamente convergente. A esta propiedad, le
damos la nocién rigidez (ver definicién 5). Igualmente demostramos el re-
sultado que J. Sauloy denomina lema de Adams: todo operador lineal tiene
al menos una soluciéon convergente. Esta propiedad no se da en el caso de
ecuaciones diferenciales.
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Capitulo 1

Motivacion y ejemplos
historicos

En este capitulo introduciremos una serie de funciones clasicas que son
soluciones de ecuaciones en ¢-diferencias de orden uno y dos. Las referencias
que hemos seguido son los articulos [7] y [11].

1.1. Ejemplos clasicos de orden uno

Definicién 1 (g-anélogos al simbolo de Pochhammer). Sea |q| < 1. Dado
un complejo z, se define:

(z1q)0 =1
()= (1)1 - g2) o (12 = [[ (11— g'2)
(2 @)oo = 1 (2; ) = H(l —q'z).

Lema 1. La funcion (z;q)s estd bien definida, es entera y tiene ceros de
orden 1 en el conjunto {z = ¢ %; N € N}.

Demostracion. Veamos que el producto esta bien definido. Consideramos

gi(2) = —q'z. Por el criterio normal de convergencia B, basta demostrar
que la serie de funciones ), g;(z) converge absolutamente en todo compacto

K c C. Es decir,
Z| —¢'z|g < .

5
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El compacto K estard contenido en una bola B(0, R). Asi que
| —q'2lx < |d'| - |2|x < 4’| - R.

La serie Y, |¢|* - R converge justamente cuando |g| < 1, por el criterio de
mayoracién. La funcién (2;q)s se anula en z = ¢~ en el N-ésimo factor (es
decir, (1 — ¢¥g™") = 0) y es distinto de cero en el resto de factores. Por lo
cual, tiene ceros de orden 1 en el conjunto: {z = ¢~ ¥; N € N}. ]

Como (z; ) es entera, la funcién ﬁ es meromorfa con polos de orden
bl oo

1 en la espiral logaritmica {z = ¢~¥; N € N}. Como z = 0 no es un polo,
podemos desarrollar ﬁ en serie de potencias en z = 0:

Z3q

Lema 2. .

1 z
X g a gy M

(z10)

Demostracion. Consideramos la funcién f(z) = ﬁ. Esta funciéon es holo-
) (oo}

morfa en la bola abierta B(0, 1) por lo dicho anteriormente.
Sea f(z) =Y 7 a,z" su desarrollo en serie con radio de convergencia 1,
ya que el primer polo esta en z = 1. La funcién f satisface la ecuacién en

g-diferencias de orden 1:

flaz) = (1= 2)f(2) (1.1)
En efecto,
1 1

flaz) = (@50  (1—g2)(1—¢22)... (1=2) 7).

Insertamos la serie de potencias en la ecuacién en g-diferencias 1.1:
g a,q"z2" = (1 —2) E anz".
n=0 n=0

Igualando los coeficientes obtenemos que ag = 1 = f(0) y para n > 1,
obtenemos la relacién de recurrencia:

a o1
s
Tenemos finalmente que:
n—1 Ap—2 1
B T I B 7 SO R b
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La funcién (z; q)s es entera, calculemos su desarrollo de Taylor en z = 0:

Lema 3.
n(n—1)

E0x= 2y o *°C

Demostracion. Consideramos la funcién

oo

9(z) = (1+2)(1+¢2)(1+¢%)... = H(l +q'2).

La funcién g es entera (ya que (—2;¢)e = 9(2) ¥ (—2;¢) es entera por el
Lema 1) y es se puede escribir como serie de potencias: »_ b,z", y su radio
de convergencia es 1. Ademas, satisface la ecuacion en g-diferencias:

9(z) = (1 +2) g(q2) (1.2)

En efecto,
9(2)
(14 2)
Identificando coeficientes, tenemos que para n = 0 se tiene que by = 1, y para
n > 1, se tiene la relacion de recurrencia:

g(gz) = (1+q2)(1+¢%2) ... =

bn = bnqn + bnflqnila

equivalentemente
qn—l
b, = bn_1.
1—qr "
Ast: ) ) )
q g
bn - n—1 — bn—2
1_qn 1_qn1_qn—1
n—1
g DHn=2)% 41 ¢

I=¢gm1—=q¢)...(0=q) (A—-q)...(01=q")
Finalmente deducimos el resultado:

(2000 = 9(=2) = D _(=1)"bnzn.

]

Recordamos el teorema binomial generalizado y su demostracion, poste-
riormente enunciaremos su g-analogo.
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Teorema 4 (Teorema binomial generalizado). La identidad que sigue es
vdlida cuando o € C y |z| < 1:

(1—2)"= Z %z" (1.3)

n=0

donde (a)o =1y (), = ala+1)...(a+n—1) cuandon > 0, es el simbolo
de Pochhammer cldsico.

Demostracion. Observamos que (1 —z)~® estd definida como sigue: tomamos
una rama del logaritmo definida en C \(—o0, 0] tal que In1 = 0. La funcién
In(1—2) estd definida en C\[1, +00) por lo que f(z) es analitica en C\[1, +00).
Denotamos por f(z) la funcién (1 — z)~“. Esta funcién satisface la ecuacion
diferencial:

(1=2)f"(2) = af(2). (1.4)
La funcién f es analitica en la bola abierta B(0,1) luego se puede desarrollar
en serie de potencias convergente cuando |z| < 1:

f(z)= Z a,z".

n=0

Tenemos que ay = f(0) = 1. Podemos sustituir la funcién f(z) por su desa-
rrollo en 1.4. Igualando los coeficientes:

(1—2) Zannznfl = aZanz" |z| <1,n >0,

n=0 n=0

obtenemos la relacién de recurrencia en los coeficientes del desarrollo
a+n
n+1

Ap+1 = Qp n =4y,

Como ag = 1, a, queda univocamente determinado por esta ecuacién de

recurrencia. Luego es suficiente probar que b,, = (i‘% cumple (2.3).

ala+1)...(a+n—1)(a+n) _ a+n
(n+1)! "n4+1"

bn+1 =

Entonces a,, = b, para todo n. La serie de potencias es convergente cuando
|z| < 1, pues usando el criterio del radio se tiene que:

g Jnrtl o (@ o0t adn
n—o0 |a|n eSS (n—|—1)| (Oé)n+1 " n—oo n+1 -

Por lo que la igualdad 1.3 se da para |z| < 1. O
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Teorema 5 (Cauchy-Heine). g-andlogo del teorema binomial
Sea |q| < 1. Dado un complejo a € C |z| < 1, se tiene la siguiente
identidad cuando |z| < 1:

(51000 23 (6 Dn

Demostracion. Consideramos la funcién g(z) = %. La funcién g es me-
romorfa con polos de orden uno: es el cociente de dos funciones enteras y
en el conjunto {z = —¢"¥ : N € N} estdn contenidos los ceros de orden uno
del denominador. En la bola abierta unidad B(0,1), g es holomorfa (el di-
cha bola no se anula el denominador), por lo tanto se desarrolla en serie de
potencias en z = 0: g(z) = ), . 9n2". Ademds, g(z) cumple la ecuacién en

g-diferencias:
(1 —=2)g(2) = (1 — az)g(qz) (1.6)
En efecto,
= Uil —dlaz) (1 —a2) [T5(1 —q"az) _ (1-az)
M) =m0 — (=2 IS¢ — (-2 /%)

Insertamos el desarrollo en serie de potencias ), ., g,2" en la ecuacién en
g-diferencias 1.6:

(1—-2) Zgnz” =(1—az) Zgnq”z”.

n=0 n=0
Igualando coeficientes, resulta que obtenemos la relacién de recurrencia:
Gn = Gn1 = gnq" — aln-1q""".
Equivalentemente:
gu(1=¢") = (1= ag" ")go1,n > 1.

Veamos ahora que la sucesion b, =

(a;0)n
. (
de recurrencia que g,:

G " > 0 satisface la misma ecuacion
b n

(1-q¢)(1—aq)...(1—=aq"?)(1 —ag"")
I-91—-¢*)...(1—¢")(1 —q")

= (1 - aqn_l)bn—l

bn(1 —q") = (1-¢")

Como gy = by = 1, tenemos que todos los coeficientes coinciden b,, = g,, para
todo n > 0. ]
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1.2. qg-analogias

Notacion:

Observamos que

1—q" 1—-¢)(1 oot gt
lim[n], = lim - A-gtat.. +q) =n.
g—1 —1 1—g¢ (1-1q)

por lo tanto los nimeros [n], se pueden considerar una deformacién del entero
n. De este modo, se puede introducir otros simbolos del g-calculo:

1=0
[m] _ [m!
nl, ~ Tl dm =,
Es inmediato ver que:
lim[n],! = n! lim [m] = (m)
q—1 —ln], n

Lema 6. Si N es un numero natural, tenemos la siguiente identidad:

Y e [N
Soa V] e 1),
n=0 n q

Demostracién. En el teorema de Cauchy-Heine, si hacemos a = ¢~ obtene-
mos el siguiente resultado:

N

> (q(:z- ;)qn)"-Z" =(l-q¢'2)(1-q?%2)-(1-q™2) (17

Por un lado,
(a; q) (aV:q) (Vi)
I ’Vlzn — b nzn — Z ) nzn’
(G 2 (GO = (9)n

ya que para un n > N, (¢";q), = 0 puesto que contiene al factor (1 —
g V*N) = 0. Por otro lado,

(a2;0)0 (V2@  (1=qgV2) Q=g ") ... (1-qg'2)Q-2)1-qz)...

(z @) (20 (2:9)o0
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(I—qgV2)(1—q¢g™'2)---(1-q"2)(29)

= = =g 2)(1=¢?2) - (1-q "V 2).

(25 0)oo

Ahora intercambiamos en 1.7 z por —¢" z:

(1= ' (=g™) 2) A=q* (=¢M) 2) - (1—¢ N (=¢") 2) = (14¢ "N 2) (1+g >N 2) -+

N(_N

N
7q” pa Z N)nzn

= (G

Sacando — N - factor comun en cada producto:

@) (=" = (1= 1 =g ) (=g
1 N 1 N-—1 1 N—n+1
=) —mm - e (-
Ahora bien, al multiplicar estos factores comunes por (—¢™)" obtenemos:
pr _QN _QN PR _QN f— qo q]' o e qn_l pr— q@
—gN —gN-1 —gN-1

Llegamos pues a la expresion:

(™) LIGES)] 1—=¢™)(1 =g (1 - qN—n-i-l)‘

@@ " - (I—¢)-(1—q")

Calculando []X] . completamos la prueba:

[N] _IN—nt1fo [Ny Q=g (1) (1—¢q)"
nj, (g [n]q (1 —q)m (I—=q)---(1—q)
ya que

~N.
nl, (GO
O

De modo andlogo, podemos definir las g-deformaciones de los ntimeros
complejos como:

1—qg®
= 1.
Para ello escogemos un 7 € C tal que ¢ = exp?™™, Imr > 0. Entonces

T

q* = exp , para todo a € C.



12 CAPITULO 1. MOTIVACION Y EJEMPLOS HISTORICOS

Calculamos el siguiente limite, haciendo uso de la formula binomial para
nimeros complejos (ya que se cumple que |[¢—1| < 1 cuando |g| <1y g — 1):
1—g° 1-(1+(g—-1))" _

1-— a — 1)k
lim[a], = lim — lim i L7 e (D@ = DY)

qg—1 g—1 1 — q qg—1 1— q q—1 1— q

1—(14a(@—1)+22 G -1)2+...

- (l}l_rg 1—¢q -«
Lema 7. N
i (@D _ (@)n
a1 (g @)n n!
Demostracion.

i 1 _ qcx+r a + r
lim = )
g—11— qr+1 r+1
r =0, lim,_,; == = «. Haciendo el cambio de variable t = ¢"*! tenemos
q—=1 74
a+r
que ¢"t* =t~1 y que t — 1 cuando ¢ — 1. Por lo tanto,

P T T Ol 0 ¢t (1 =gt
=1 (;q)n =1 (I—q)(1—¢?)---(1—q")

a+l a+n—-1 (a),
2 n ol

o
1
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1.3. Ejemplos de orden 2

Funciones hipergeomeétricas basicas de Heine La serie hipergeométri-
ca de Gauss se define como:

Flo, B 2) = 32 (18)

Es conocido que esta serie verifica la ecuacién diferencial de segundo grado:

z(l—z);l—zé—i—[v—(oszﬁ—l—l)z]%—ozﬁf:() (1.9)

Demostracion. Sea w solucion de 1.9. Tenemos que:

o0 oo o0
w= E 2", W = E ne, 2", w' = E nin —1) ¢, 2" 2

n=0

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion 1.9 obtenemos el coeficiente
de grado n:

{n(n+1)+vn+ 1)} +{—nn—-1) —(a+p+1)n—af}te, =0
nin—1)+(a+p+1Ln+af  n*+an+pfn+af
nn+1)+~vy(n+1) (v+n)(n+1)

=
Por otro lado, veamos que los coeficientes de la serie 1.8 verifican la misma
relacion de recurrencia:

(@nr1(B)nr1(Vun! - (a—(n+ 1)+ 1(B+n) af+an+pntn?
) (B)n(V)nt1(n + 1)! (v+n)(n+1) (v +n)(n+1)
O

Cn+1 = n-.

Heine consideré una q- deformacién, la serie hipergeométrica basica (el
término bésico viene de base q):

s D) (0@
P(a,b;c;q,2) = (@ @b D (1.10)
,; ¢ @Q)n(d;9)n

|

Lema 8. Cuando a,b,c € C*, el radio de convergencia de la serie es 1.
Demostracion. Si hacemos a = ¢%, b=¢”, c = ¢":

i ol _ (@55 Dne1 (60)n (@ n1 (@50)n
11m =
n—oo | fp| (@ Dn (GO (@00 (@5 Qna
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Lema 9. Cuando q — 1 los coeficientes de la g-deformacion tienden a los
de F(a, B;7; 2).

Demostracion.

m (a;Q)n(b§ Q)n — lim (G;Q)n (63 Q)n (Q?Q)n (a)n (ﬁ)n n! _ (O‘>n(ﬁ)n
1 (GG D =1 (G D (D (6 (V)nn!

]

3
—~
i)
'Q
~—
3
s
s
—~
2
~—
3

La serie hipergeométrica basica es solucion de una ecuacién funcional.

Sor1 _ (1 —aq")(1 —bq")

fo o (1—=cgm)(1 —qm)
(1—cq™) (1= q"™) for1 = (1 — ag")(1 — bq") f

C C
(1- (5 + )¢+ 5q2"+2>fn+1 = (1—(a+b)g" + abg®) fa

Usando la notacién o,f(z) = f(gz), tenemos una ecuacién en g-diferencias
de orden 2:

(1- (g + 1o, + gag)(f) — 2(1 = (a+ b)o, + abo?)(f)

c c
(5 — abz)og(f) - ((5 +1) = (a+b)2)a,(f) + (1 —2)f =0
Para ver que esta ecuacion en g-diferencias es una g-deformacién de la
ecuacién diferencial hipergeométrica, introducimos la notacién ¢, = Jqq__ll que
f(qZ)—{((Z) _
p

es el operacién de ”q-derivacién”que envia una funcién f(z) en
Tenemos la siguiente version de la regla de Leibniz:

64(f9) = f04(g) + 94(f)oq(g)

1
(—239) o0

Las funciones E,(z) = (—2;q)o0 ¥ €4(2) = se consideran g-andlogas

de la funcién exponencial.

. e ) — 1 _ (I—q)" o
eq(Z) = q((1 Q) ) (_(1 _ q)z; Q)oo — (1 _ q)<1 _ q2) . (1 — qn)

n>0 1_Q)(1_q2)"'(1_‘1n)2 :n>o [n],!

1 — 1— (1 = 1
:Z(( Pl-q)---1-q9 , "

Ey(2) = E,((1 = q)2) = (=(1 = 9)2;¢)wo
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_ Z (—1)" ¢ 1 g e .
n=0 (1 __q><1 __q2)".<1 __qn) n=>0 hﬂq'
éQ(qz)'_'éq(Z) — i (x

(q _ 1) P - 61( )
Eq(q z) — Eq(z) . 1 -
(g-1)z  1+(¢— 1)qu(Z)

Veamos ahora otro ejemplo, la serie de Tshakaloff.
n(n—1)
T() =Y "% 2"
n=0

Lema 10. La serie de T'shakaloff es la solucion de la ecuacion en q-diferencias:

zo,(f)— f=-1 (1.11)
Demostracion. Sea f(z) solucién de (1.11). Podemos escribir f(z) =Y a,(q)2".

Sustituyendo,
20,> an(@)2") =D an(q)z" = -1
1+ Z an(q)q" 2" — Z an(q)2" = 0.
Identificando coeficientes, obtenemos que ag(q) = 1, a1(q) = ao(q) = 1,

as(q) = a1(q)q = q, en general

n(n—1)

.- q -] =q 2 1.

n—1 _n—1

an(q) = ¢" an_2(q) = ¢"'q

Podemos homogenizar la ecuacién:
(zo)f =1, (o4~ D)(~1)=0
(0g—1)- (20— 1)f =0

Desarrollando,

(04-2-04—04—20,+1)f =0.
Ya que (o, - 2)(h) = o,(zh) = q - zh(qz) = qzo,h y por lo tanto o, - z =
gzo4. Por lo tanto obtenemos una ecuacién lineal homogénea de orden 2 en

g-diferencias
qzag —(14+2)o,+1=0,

de la cual una solucion es la serie de Tshakaloff.
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Capitulo 2

Ecuaciones lineales en
q-diferencias

2.1. Ecuaciones lineales no homogéneas

Definicién 2. Un operador lineal en g-diferencias es una expresion de la

forma:
n

L(f@) = 3 ax) flq' ). (2.1)
=0
donde a;(x) son funciones meromorfas en un entorno del cero o bien del
punto del infinito, ¢ € C es una constante no nula. En este trabajo vamos a
considerar que los coeficientes a;(x) son funciones meromorfas en un entorno
de 0 € C. Por lo tanto, podemos considerar su desarrollo en serie. Llamamos
ecuacion lineal en g-diferencias a una expresion del tipo

L(f)=b (2.2)

con b(x) en el cuerpo base. Se dice homogénea si b = 0. La solucion f la
buscaremos en un cuerpo extension del cuerpo base.

Desarrollando los coeficientes a;(x) en sus series de Laurent, dado que son
funciones meromorfas, tendremos que sus partes principales son finitas, y los

podremos expresar para ¢ =0,1,...,n:
a;(r) = Zam ¥, |x| <R, keLZ. (2.3)
j=k

Notacién: Dado K un espacio de funciones, denotamos por o, al operador

o, K — K
flz) = flgz)

17
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De este modo, o7 (f) = f(¢"z) y podemos escribir (2.1) como:

n

L(f) =) ai(z) oi(f).

=0

Observaciones 11. 1. Multiplicando la ecuacion 2.2 por x¥, obtenemos
una ecuacion equivalente. Podemos siempre suponer que

v = min{ ord, (a;) }oo-

2. Si ag(x) # 0, haciendo el cambio f(z) = g(é x), obtenemos una ecua-
cion equivalente de orden menor. Por lo tanto, podemos suponer que
ap(x) # 0 y que a,(x) # 0. En este caso, diremos que la ecuacion tiene
orden n.

3. El operador o, tiene inverso: o1 .
q

Definicién 3. Se llama polinomio caracteristico del operador,

L(f) = ao(x) f(2) + ar(z) f(gx) + -+ + an(z) f(¢" 2),

al polinomio
P(p) = aoy + a10p + - .. + +ap,p"

siendo v = min;—q_,{ord,a;(x)}.

Lema 12. Dado un operador lineal L, existe {d;}32, C C de modo que po-
demos expresar L(c, z*) como:

L(c, ") = ¢, P(¢") 2" + Z d; 2t
i=1

Demostracion. Por ser L lineal,
L(c, ") = ¢, L(z").
Sustituyendo,
c, L(z") = ¢, (ap(x) 2" + a1 (x) ¢"'2" + - - - + ap(x) ¢"'2")

¢, L(z") = ¢, 2" (ag(z) + a1 (x)g" + -+ - + an(x)g™) .

Desarrollando en serie los coeficientes a;(x),

¢, L(x") = ¢, 2 ((Z ao; $z> + g" (Z ar; x’) +.. g™ (Z i xz>>
i—0 i=0 =0
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Por lo tanto,

¢y L(z") = ¢, (apo +a10q" + ... +anoq¢™)zt + Z d; 2"
i=1

donde

oo o o (0.]
i=1 i=1 i=1 =1
Efectivamente,

agp+a10q¢" + ... +anoq™ = P(¢").

Proposicion 13. Sea L el operador:

L(f) = ao(z) f(z) + a1 (x) flq) + - + an(2) f(q" ) (2.4)

con a;(x) series formales en C((z)). Sea b(x) € C((z)) una serie formal.
Consideramos la ecuacion (2.2). Sea P(p) el polinomio caracteristico de L y
sea v = min;{ ord(a;(x)}. Supongamos que se cumple la siguiente condicion:

P(q")#0, VYneZ,n=>ordb(z)—v). (2.5)

Entonces existe una unica solucion formal f(x) € C((x)) de la ecuacion (2.2)

tal que
ord(f(z)) = ord(b(x)) — v.

Demostracion. Si b(x) = 0, y el orden de ord(b) — v = oo — v = o0. La
tnica serie con orden infinito es el 0, y f = 0 verifica la ecuacién (L(0) = 0).
Suponemos a partir de ahora que b(z) # 0. Si f(x) = ¢, 2" + g(z), por
linealidad del operador L,

L(f) = L(cpa*) + L(g).

Ahora bien, por el lema (12) podemos expresar L(c, z*) como:
L(c, ") = ¢, P(¢") 2" + Z d; o
i=1

Ademas, si g € C((x)), se cumple que:

ord(L(g)) = ord(g) + v.
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Veamos la unicidad y luego la existencia. Multiplicando la ecuacién (2.2) por
7", podemos suponer sin pérdida de generalidad que 0 = v = min;{ord(a;(z);
0...n}. Nuestra hipétesis (2.5) se convierte en:

P(¢")#0, Vne€Z,n=>ord(b(x)).

Supongamos que tanto f(x) como f en C((z)) verifican que son solucién de
2.2 y que su orden es el mismo que el de b(z). Consideramos h(x) = f(x)— f.
Por un lado,

wu = ord(h) = ord(b).

Por otro lado, A cumple la ecuacién (2.2):
L(h)=L(f - f)=L(f) = L(f) =b—b=0.
Si h # 0 entonces podemos expresarla como h = ¢, -w*+h conord(h) > p+1
y ¢, # 0.
L(h) = L(c, - ") + L(h) = P(¢")c,a" + O(z") = 0
Lo que implica que
P(g") =0

Pero p = ord(h) € Z y p > ord(b) en contradiccién con la hipdtesis por
lo que f = f y queda probada la unicidad. Veamos ahora la existencia.
Sea p = ord(b). Vamos a construir por induccién una sucesion {c,;}2, de

elementos de C tales que
ord(L(c, z" + ...+ c,pj ") — b(x)) > ord(b) + j + 1. (2.6)

Como u = ord(b), podemos escribir b(z) como b(x) = b,a* + b2 + ...
Para ¢ = 0, definimos ¢,, como:

bP«
“= Py

Veamos que ¢, verifica la propiedad (2.6) exigida a los elementos de la suce-

sién {c,4i}

ord (L(c, z*) — b(z)) = ord (P?Mu) P(g") 2" + Z d; ot — Z buti x’”i)
q i=1 =0

= ord (Z d; ot — Z byt 1’”“) > p+1=ord(b) + 1.
i=1 i=1

1=
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Supongamos construidos ¢, ¢, 11, ..., Cu4j—1 de modo que
ord(L(c, z" + cppr 2" L cppjo 2T — b(x)) > ord(b) + .

Vamos a construir ¢, ;. Por la hipétesis de induccién respecto al orden,
podemos reescribir:

oo

+1 +j-1 ._ +j+i

L(c o +cppr 2", o cppjm1 a70) = b(z) == E Tyt
=0

Por otro lado,

(o]
L(Cuj 7"77) = Cpupy P(q"H) 2" 4 " my a9,
=1

Ahora bien, por linearidad del operador L,

Lcpa + ..y @) = Licy o + .y 770 + Lieysy 279,

ord(L(cpa" + ...,y @) — b(z)) = ord (Z ri 2 4 L(c,y x”j))

1=0

o0 o
= ord (Z r ot e P(gT) 2kt 4 Z n; x‘”j”) :

1=0 i=1
Para que este orden sea mayor o igual que p + 7 + 1, es necesario que los
coeficientes de 2#77 se cancelen, es decir, que

To _'_C/,L+j P(q‘quj) =0
es decir, haciendo
obtenemos el resultado, y esto es posible ya que por la hipdtesis (2.5) en

particular P(g"*7) # 0.
Definimos f(z) como:

(2.7)

oo

flz) = Zc,u-i-i WH,

1=0

y veamos que es solucién de la ecuacién (2.2). Supongamos que L(f) # b.
Llamamos k al orden de la diferencia : k = ord(L(f) — b). Sea j, de modo
que ord(b) + jo > k. Podemos expresar f como:

u+jo
f(x) = (Z cia?i> + f, donde ord(f) > u+ jo > k.
i=p
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Entonces

ord(L(f) — b) > k,

y llegamos a contradiccién por lo que L(f) = b.
O

Definicion 4. Dado el operador L y p € R se define el operador Ly, como el
operador que cumple que si f(x) =zt g(x),

L(f) = 2" L g(x).

Lema 14. Si P(p) es el polinomio caracteristico de L entonces:
a) el polinomio caracteristico de Lj, es:

Pi(p) = P(¢"p).

b) Si L tiene coeficientes convergentes si y solo si L* tiene coeficientes
convergentes.

Demostracion. Veamos quién es L7, y para ello vamos a calcular L(z* g):

L(f) = ao(x) f(2) + ar(z) f(gx) + -+ + an(z) f(¢" @),

L(z" g) = ap(x) 2" g(x) + a1(x) ¢" 2" g(qx) + - - + an(z) ¢"" 2" g(¢" x).

Haciendo a} (z) = a;(x) ¢" para i = 0,...,n, tenemos que:
L(a" g) = 2" [ag(2) g(2) + ay(2) g(qx) + - - + ap(@) 9(¢" ).
Por lo tanto,
Ly(9) = ag(x) g(z) + ai(z) g(qx) + - - + ay(x) g(q" ).

Si ai(x) = > 72 a;; 2/, entonces:

o
* — o J o it
a’(x) =q E a;jx’, porloque aj,=aioq
J=0

Por lo tanto, el polinomio caracteristico de L7, es:
Pi(p) = ago+ajop+ ...+ apop"

P:(P) =ao0+a10¢" p+ ...+ anoqd™ p" = P(¢"p).
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Para poder evitar la hipétesis de la proposicion 13, introduciremos la fun-
cion logaritmo y sus potencias de la variable principal. Més adelante cons-
truiremos una extensiéon de cuerpos en la que la funcion multivalorada Inx
tiene sentido y demostraremos que es algebraicamente independiente sobre
C((z)) = C[[z]][x™Y]. Para simplificar la notacién, llamaremos

_Inx
~lng’

tomando el logaritmo de ¢ en la rama principal del logaritmo.
Teorema 15. Sea L el operador lineal con coeficientes constantes sobre
C((x)) definido por:
L(f) = Zai oi(f) donde a; € C.
i=0

Llamamos P al polinomio caracateristico:

P(p)=> aip'.
i=0
Sea d(t) € C, un polinomio de grado s. Consideramos la ecuacion:
L(x" c(t)) = d(t) 2. (2.8)
1) Si P(g*) # 0, entonces existe un tinico polinomio en C[t] que satisface
que la ecuacion (2.8). En particular, si d(t) =0, ¢(t) = 0.
2) Si P(¢*) =0, y v es la multiplicidad de la raiz ¢* en el polindmio carac-

teristico P(p), entonces para cada eleccion de constantes complejas co, c1, ... ¢,_1,
existe un unico polinomio c(t) € C[t] tal que satisface la ecuacion (2.8) y que:

ct)=co+c+...+e "t (mod ).
Ademds, el grado de c(t) es v + s.

Demostracion. Sea sg el grado de d(t). Fijamos un s € C arbitrario de modo
que s > sg. Vamos a estudiar la matriz de la aplicacion C-lineal:

As : Clt]ls — CJt]s
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en las bases estandar {1,¢, ... ,t°}. Sea ¢(t) un polinomio cualquiera en ¢ de
grado s:
c(t) = Z c;tl.
j=0
Calculemos L(z* ¢(t)). Para ello, tendremos en cuenta que:
, , . In ¢
ol(ahc(t)) = ¢" afe(t + 1), ya que Iiqu =1+t

L(z* c(t)) = (Z a; aé) (Z cit! - l‘k> = (Z a; c;(t + i) qki) 2"

1

Usando que

D e (t+i) =t +1)

tenemos que:

op =Y _aici(t+iy " = " a;q" (Z Cj(t+i)j> =2 aid" elt +1)

1,7 % J 7

A G (7). S A
_ Zai qkz (Z C]j!<2> t]> _ Zzaz qkz
i j =0 i=0

@\ s )
UM <R

7! =
Calculemos los d;:

. —
i=0 J:

Por ejemplo,calculemos la expresién para dg,ds_1 y ds_o:

ds = Zaiqkl ‘ (Z) = Zai qkl —CS;S = Cs P(qk)-
s!
i=0

s!
i=0

() = (s = Dlear + o1+ (8) -y
g O] -

ds—1 = Zai (q%) G = Zai (") (co—1 + s s

i=0 =0

d5,1 = Cs—1 P(qk) + SCq qk P,(qk)
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i(s—mz(;? = G2+ (5 = Desa (i) + 6 (s ‘21)5 2
= v +il(s ~ e+, _21)8] Fili—1)e, & —21)3
Ya que i = i(i — 1) +1i.
(s—1)s

s—1)s
Cs] qk P’(qk)—l—( ) Cs q2k P"(qk).

dy-z = Cs2 P(q") +[(s—1)csrt 5

2

Notacién: (a), :=ala—1)---(a —m+1).
C<57t>(i)

Calculemos ahora un d,_;, en general. Determinemos antes GO

) (sl (s—t4) (s =141
(& ? S . S s—t . S s—t .+
= W687t+12+"'+wcsft+tz

t
= Z(S —t +p)p Cs—t+p it

p=0

La base de polinomios de grado > N de C[i]:

c={1,4,4%, ... 0N
/8 {777 b

podemos reescribirla como combinacién de elementos de la base:

Bo={1,4,i(i —1),...,(i)n}

Es decir, dado *, se puede escribir como:

p
P =appili= 1) (i=p+ 1)+ apritapo =D (i

1=0
Observemos que para cualquier p, o, , = 1.
Finalmente tenemos que:
(s—t)( ) t P
c 1 .
(s 1) = Z(S — b+ P)p Co—tp Z o (2)r-
) p=0 1=0

Sustituyendo lo obtenido en la féormula de los d;:

t

n (s,t) . n p
_ ki € (4) _ ki .
ds—t = ;aiq G-t ;ai q Z(S —t+P)p Co—tp Zap,l@)l

p:(] =0
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n

t p
= Z Z a; qkl (5 -1+ p)p Cs—t+p Ckp,l(zl)l

t P n

= (@) (s =t +P)p catippr- > ai ()i ()"
p=0 =0 =0

Tenemos que

=0
Por lo que
t t
oy =Y (0") PY") Y (5 =t +P)p Cotip i
=0 p=l
t p
ds—t - Z Cs—t+p {(S —1 + p)p Z(qk)l P(l) (qk> ap,l}' (29>
p=0 1=0

Hemos escrito los datos {d;} en funcién de las incégnitas {c¢;}, y ahora nos
interesa calcular la matriz del sismema Agc(t) = d(t).

Qs s Ag s—1 T Qg0 Cs ds
asfl,s asfl,sfl asfl,() Cs—1 dsfl
. . . = . (2.10)
Qo,s ag,s—1 T .0 Co do

Por un lado observamos que A, es una matriz cuadrada de orden s, y
triangular inferior ya que ds_; depende tinicamente de cs_¢, 5411 ... cs. Cal-
culemos los elementos de la matriz diagonal por diagonal.

Los elementos de la diagonal principal, as_;s—, corresponden a los coefi-
cientes que acompanan a c¢,_; en la férmula (2.9). Esto ocurre cuando p = 0.

As—t,s—t = P(qk)

Es decir, en la diagonal principal son siempre coeficientes P(q¢*). Veamos
como son la segunda diagonal, y luego en general. La segunda diagonal co-
rresponde a p = 1 en (2.9)

st 5141 = (5 — t+ 1)1 (P(¢")aro + (¢") P'(¢") 1) = (s =t + 1) ¢" P'(¢").
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En general, para una subdiagonal p+ 1, p =0, ... ,t., se tiene que:

p

Qs tstip = (s —t+p)p > _(¢") PU(g")
=0

— (5= t+P(d"P PP(¢") + (Z<S —t+ (@) PO O‘) |

=0

Es decir, podemos escribir as_; s—4+, de la forma:

Ulsft,sff%p = ﬁs,t,pP(p)(qk) + 73,t,p7 (211)

donde
Boip = (s —t+p)p(d")? #0

p—1

Yotp = 3 (s =t +P)p(a") PO(¢") aps.
=0

Si P(¢*) # 0,y s > so, al ser la matriz del sistema A, triangular con

elementos no nulos en la diagonal, existen unicos {cs, ¢s_1, ... , o} tales que:
Cs
: 0
Csp+1
A2 =t (2.12)
Csg S0
Co dO

Si s > sy entonces la primera ecuacién es P(¢*) - ¢, = 0 por lo que ¢, = 0.
Por la estructura triangular y la diagonal no nula, se llega a que cs_; =
-+ cso41 = 0. Para ver la unicidad, si tenemos ¢i(t) y c2(t) dos soluciones
entonces veamos que son iguales. Llamando s al maximo de los grados de
c1,¢ v d. Tanto ¢; como ¢y son soluciones del sistema A, - ¢ = d, y como el
sistema tiene solucion unica, ¢; = co.

Veamos ahora segunda parte de la proposicién, es decir cuando P(¢*) = 0.
Si hacemos s = sy no podemos resolver el sistema pues la primera ecuacién
es 0-c, = dy # 0. Observamos que si P(¢¥) = 0y P'(¢*) # 0, entonces
la primera diagonal es nula pero la segunda es no nula. En general, si la
multiplicidad de ¢* en el polinomio caracteristico es v,

P =P =...=P¥" V(" =0,
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las primeras v diagonales son nulas puesto que son combinaciones lineales
de P(q*), P'(¢*), ..., P Y (¢"). En cambio, la diagonal v + 1 no, ya que la
diagonal v + 1 es de la forma:

asft,sftJrl/ = (5 —t+ V)l/(qk)y P(U) (qk) 7& 0.
En este caso, considerando

so+v

d=> " dit/),  con dyp1 = dyy, =0,
j=0

podemos resolver el sistema Ay, 4, - ¢(t) = d(t). Los asteriscos representan
coeficientes no nulos:

Cso—l—y
0 0 : 0
CSQ+1
* 0 e | = | 9o (2.13)
* 0 0 Cso—1 dso—l
* o do

Las v primeras ecuaciones son 0 = 0 por lo tanto el sistema es equiva-
lente a las ultimas sy ecuaciones matriz tiene rango sy con lo que el sistema
es compatible. Es mas, por la estructura triangular de la matriz, podemos
considerar las varialbles ¢y, ¢y, ... ,c,_1 como variables independientes y las
Cy, ... ,Cs, como variables dependientes. O

Definicién 5. Sea L un operador lineal, L =", ai(x)aé, con coeficientes
a;(z2) € C({z}) y v = min;—g,__,{ord(a;(2))}. Diremos que L es rigido en
x = 0 st cumple que a,, # 0 en el caso |q| > 1 o bien ap, # 0 en el caso

g < 1.

Teorema 16. Sea L rigido y sea b(z) € C({x}). Sea c¢(x) € C((x)) una serie
formal tal que:

L(c(x)) = b(x). (2.14)
Entonces c(x) es una serie convergente.
Demostracion. Sea v = min{orda;(z)}. Multiplicando la ecuacién L(c(z)) =

b(x) por 7% obtenemos una ecuacién equivalente, por lo que a partir de
ahora supondremos que v = 0.
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Si |g| < 1y L es un operador rigido
L(c(x)) = ap(x)e(x) + a1 (z)c(qz) + . . . + an(x)c(q"z)

L(c(x)) = b(x),
mediante el cambio de variable y = ¢"x, llegamos a un operador en %—
diferencias, L(c(y)), que es rigido en y = 0. En efecto, llamando ¢ = %,

L(c(y)) = ao(q"y)c(q"y) + a1 (q"y)c(qq"y) + - . . + an(T"y)c(q"T"y)

= ao(7"y)e(@"y) + ar(T"Y)e(@ 7 y) + - 4 an(@Y)e(y)
L(c(y)) = b(q"y)
Renombramos ahora los coeficentes del operador y el término independiente:

ao(y) = an(7"y), - an(y) = ao(q"y), bly) = b(q"y)

De este modo, consideramos el operador L definido por:

L(c(y)) = ao(y)ely) + ar(y)e(qy) + - - - + anly)e(Ty).

La ecuacién: ) )
L(c(y)) = b(y)

es una ecuacién en g-diferencias con ch| > 1y los coeficientes de ZL son, donde
se da la convergencia de los @; y de b (ya que a;(y) = an—i(z) y b(y) = b(x)).

amo 7é 0 <— ap,0 7é 0.

De ahora en adelante, también supondremos que |g| > 1.

Veamos también que podemos suponer sin pérdida de generalidad las
siguientes condiciones:

H1) ord(b(x)) = ord(c(x)) =0

H2) P(¢") # 0, Vn € N.

Para ello, consideramos p = ord(b(z)). Como ag, # 0, el polinomio
caracteristico es no nulo y tiene un ndmero finito de raices. Como |q| > 1,
existe un N suficientemente grande que cumple que N > v y que P(q") # 0,
Vn > N. Escribimos ¢(z) y b(z) como

c(x) = co(z) + 2Vey (),

b(x) = bo(x) + 27V by (),
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siendo co() y bo(z) polinomios de grado menor o igual que N y ¢;(z), by (z) €
C{x}. Por lo tanto,

L(co(z) + 2Vei(x)) = Lico(z)) + LN ey (2)) = bo(z) 4+ Vb1 (2).

Como hemos visto en la demostracién del teorema (13), sabemos que el orden
en x de L(zVcy(x)) = N, por lo que:

ord, (L(cy(x) — bo(x)) = ordy,(—L(z™ e (z) + 2Vby(x)) > N.

Llamamos a
d(z) = L(co(z) — bo())

De nuevo, podemos escribir d(z)d(x) = xVd(x) siendo d(x) de orden mayor
o igual que 0. Con esta notacion,

L(zNey(x)) = 2™ (by(z) — d(2)).
Utilizando la definiciéon de L*,
L(zNey(x)) = 2V L* (cy ().

Asi, B
L*(c1(z)) = by(z) — d(x) (2.15)

Ademas,por el lema (14), se cumple que P(¢"t") = P*(¢") # 0. Basta
demostrar que ¢i(x) converge. Observamos que la ecuacién (2.15) verifica
que: En resumen, hemos visto que podemos suponer las siguientes hipdtesis
en la ecuaciéon L(c(z)) = b(x):

= gl >1

« min{orda;(z)} = 0

= ord(b(z)) = ord(e(z)) = 0
» P(¢") #0, Yn € N.

Como habiamos visto en la demostracién de la proposicién (13), si c(x) =
Y oo Cs x® es solucién, entonces los coeficientes ¢, cumplen la siguiente rela-
cién de recurrencia:

bo
Ch =
S P
—1 ” .
e £ys ; : coiF szt | —b|, s> 1.
c 200 coe (ioa(x)aq(c()—l— +csz )) ] s
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Entonces, si s > 1,

-1 L , , ,
Cs = B | CoCles Z Z a7 | (co+arg'e+ ..+ ceag® D a) | = b
P(q*) i=0 \j=0
1 n s—1 oo
= gy e (3 e ) <)
(¢°) i=0 k=0 j=0

-1 i v
Cs = s a'i,’cqu _bs
P [| & 2"
0<k<s

Observamos que no aparecen elementos ag; para k < s. Para cada s,

consideramos un polinomio en la familia de indeterminadas 4, ;, 1 <7 < n,
j€e€NyenCyCy...C 1,Q definido por:
n
Hy(Aij,Co,Cr...,Co,Q) = Y A Cu QM.
=0 j+k=s
0<k<s
Con esta escritura:
-1
Cg = P(qs) [Hs(ai,j, Cp,C1...,Cs5_1, q) — bs] . (216)
Vamos a acotar los coeficientes c,. Tomando mdédulos en la ecuacién an-
terior,
1 .
o] < 5 > aigllexl lgl* ) + bl | -
1Pl |\, 5

Como estamos en el caso || > 1 y L es rigido en x = 0, tenemos que
lao.n| # 0. Veamos que existe R > 0 tal que:

|P(¢°)] = R-|q|™, VseN.
En efecto, como |ag,| # 0y |¢q| > 1, se tiene que:

T P(¢®) apo+ao1q’+...+ ao,n—lqs(nfl) + agnq™
im =

S—00 an qsn

— lm Q0,0 4 Qo,1 NI ag,n—1
s—o0 5" qs(n—l) qs

+ ao,n = Ao,n 7A 0
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Entonces existe un natural N tal que R, > |a° ol >0 n > N. Sea

laon| |P(¢°)] |P(q")] |P(¢V 1)
2 7 > 7 g™ 7T gmVD

Tenemos el resultado ya que R > 0 debido a que |P(¢®)| # 0, Vs € N. Por lo

tanto,
g L 10
|aij |cx|
(Z Z J | |sn |q|sn

1=0 j+k=s

R = min( ).

|cs] <

Como i < n, k < entonces ki < ns. Ademas |q| > 1 por lo que |g[*~*" < 1.

1
sl < 3 (( > laiyl !Ckl) + \bs\> : (2.17)
i,j+k=s

Definimos una sucesion de ntimeros reales no negativos dy, dy, ds, . . . como
sigue:
o
dy = —
"R
1
i jt+k=s

Para finalizar la prueba vamos a demostrar lo siguiente: 1) |c5| < ds 2)
g(x) = > 2, dsz® es solucién convergente de la ecuacién algebraica:

A(z)g(x) = b(x),

siendo
() =-R+)_ ( |am~|) !
j=1 \i=0
y oo
b(z) =) —|bslz".
s=0

Ambas son series convergentes y A(z) es no nula ya que R # 0 por lo que
tiene inverso. Con lo cual ¢g(z) serfa una serie convergente, al ser cociente de
elementos convergentes. Se tiene por induccién que |cs| < ds, Vs € N: Para
s=0,

o

<= = d,.
P(¢®) S R

|Co| =
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Supongamos que la desigualdad se cumple hasta s — 1. Veamos que también
se cumple para s.

les| <

(Z > laigllexl !ql’“> + ||

1 jt+k=s

(z 5 |am~|dk) Y

i jt+k=s

(Z Z ‘ai:j’dk> + |bs+1|] = dst1.

i j+k=s+1

Asi tendriamos la convergencia de ¢(z) demostrada y habriamos completado
la demostracion. Sélo falta ver que efectivamente g(z) es solucién de la ecua-
cién A(z)g(x) = b(z). Esta ecuacion, en particular es una ecuacién lineal en
g-diferencias con coeficientes en C((x)):

L(g(x)) = Ao(2)g(x) + ... + An(z)g(¢" x) = B(x)
g = 1
Ag(z) = =R+ 272 laol
Ai(w) =327 laigl, i=1,...n
» B(z) = b(x).

Por lo cual, los coeficientes d, han de satisfacer la relaciéon de recurrencia de
(2.16).

bo _ —lbol _ |bo| _
P(1) _ —R) R

(Z > amdkl’“> (Z > |aw|dk) + by

1=0 j+k=s 1=0 j+k=s

S

En efecto g(x) = > oo, dsz® es solucién y por tanto hemos finalizado la
prueba. O]

Teorema 17. Sea L un operador rigido en x = 0. Sean by(x), ... ,b(x) €
C({z}) y supongamos que existen co(x), ... ,cp(x) € C((x)) tales que:

L(co(z) + ...+ cp(x)th) = bo(x) + ... + by(x)t".

Entonces co(x), ... ,ci(x) son convergentes en x = 0.
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Demostracion. Induccién sobre k. Supongamos que la proposicion es cierta
parap =0, ...  k— 1y veamos qué ocurre cuando p = k.

L(co(z) + ... 4 cp(2)th) = Licy(2))t* + términos de menor orden en t
=by(z) + ... + b(2)t
Igualando los coficientes de t* (si k > [, by = 0):
L(cx(x)) = bi(2)

Como by(x) es convergente, tenemos que cx(z) también lo es (estariamos en
el caso p = 0 que es lo que hay que demostrar en el paso 3). Por linealidad
del operador,

L(co(z)+. . Acp(2)t*) = Lico(z)+. . Acp1(2)t" )4+ L(cp(2)t*) = bo(x)+. . A-by(z)t!

(z) 4 ...+ b(x)t" — L(cp(2)t*) € C({z}).

), ..., co(x) son convergentes. O

L(co(z) + ...+ cpr(2)tF 1) =

0
Por hipétesis de induccién, ¢x_1(x
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2.2. Ecuaciones lineales homogéneas

Definicién 6. Relacion de equivalencia asociada a q. Sea g € C con g # 0 y
lg| # 1. Decimos que los nimeros complejos p, p' estan g-relacionados (~,)
si existen r,r' € C tales que ¢" = p, ¢" =p yr —r € Z.

Lema 18. Siq¢™ =p y ¢ = p/, se tiene que:

pro~gp2 & r1—re €L+ w

271

donde wy = i, siendo Ingq = In|q| + 0 con 6 € [0, 27).

-, / .
Demostracidn. Supongamos que ¢" = ¢". Entonces veamos que es equiva-
lente a que r — 1’ € w,Z.

exp(rlng) = exp(r'Ing) < exp((r —7')Ing) =1

271
< dkeZ:(r—r)ng=2rmik & EIk:EZ:r—r’:lfl—:kwq.
nq
Stllpongamos que p ~, p'. Entonces por definicién, existen 71,7 con gt = pr,
q" = py y ry —rh € Z. Por la equivalencia vista anteriormente, tenemos que
existen ki, ko € Z tales que r; —r} = kyw, y 9 — ry = ko w,. Ahora bien,

(re —11) = (ro = 1h) = (kb1 — k2) w,

ri—ro=(ry —1y) + (k1 — ko) wy € Z + w,Z.

Supongamos ahora que 1 — 1y € Z + w7 y veamos que p; ~, p2. Tenemos
que 1 — 19 = a + bw, para ciertos enteros a y b. Consideramos 1| = ry + a.
De este modo, como r; — (rs + a) = bw,, por el lema anterior tenemos que
pr=q"=q"1 1 =7, +bw, Asi, 7} — 1y =a € Z por lo que p; ~, p. ]

De este modo, podemos hacer una particiéon de las raices no nulas de un
polinomio en clases de equivalencia. Ademds, en cada clase respecto de la
relaciéon ~,, podemos ordenar las raices de modo que:

p1=q" re=Tr1+ny
T
p2=q° o =171+ My
— AT _
Pp=q7 rp =71+ my

donde m; e Ny 0 =m; <mg < --- < my,.
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Observaciones 19. Dado el operador L, consideramos el operador L* defini-
do por L(x"- f) = a" L*(f).Si P(p) y P*(p) son los polinomios caracteristicos
de L y L* respectivamente, la aplicacion entre los conjuntos de raices no nu-
las:

p=q —=p =g

conserva el orden y las multiplicidades. Si tenemos una clase de raices or-
denada de un polinomio P(p), pr = ¢"™,...,pp = ¢'? entonces dado r € C,
g g forma una clase de las raices de PF que conserva el orden y
las multiplicidades.

Esto es trivial, ya que si p; = ¢"7 raiz de P(p), el lema (14) dice que

pj = ¢ es raiz de P} (p) con la misma multiplicidad. Por otro lado, si

rj =11+ mg entonces r; +1 =1y + 1+ my por lo que se converva el orden.

Definicién 7. Vamos a definir una valoracion sobre C((x))[t]: Sea

T o
flwt) = aip(@) + asn (@)t + ...+ aip(@)t" = Y aa't.

Sean

ve(f) = ordy(f(x,1))

vi(f) = méx {j : ay,(p); # 0}

0<j<T

Consideramos la aplicacion de f(x,t):

V: C((x)[t] — (ZxZ,=X)
f(l’,t) — (Ux(f)avt(f))

donde =< es una relacion de orden definida por:
(s,7) 2 (&,1") & s<s o{s=5yr=r}

Dado f(z,t) € C((2))[t] definimos in(f) como el término inicial de f respecto
a la valoracion V.

Obseramos que V esta bien definida, es decir, cumple las propiedades de

valoracién: V(fg) = V(f) +V(g9) y V(f + g) = min(V(f), V(g)).

Proposicién 20. Consideramos la ecuacion lineal homogénea L(f) = 0.
Sean pi,...,p, los elementos ya ordenados de una clase de equivalencia de
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las raices del polinomio caracteristico del operador L, y vy, ..., v, sus multipli-
cidades respectivas. Sean 11, ...,r, como en el Lema 18. Se pueden construir
v =1 +...+ 1, soluciones linealmente independientes sobre C de la forma:

™ - g (1),
con g; j(x,t) € C((z))[t], siendo 1 <i<py0<j<w —1, De modo que:
= deg,(gij(x,t) Sv—1
v in(gij(x,t)) =" th 1<i<p, 0<bh; <y; — 1.

Demostracion. Podemos suponer que 1 = min(ord(a;)) = 0 (multiplicando
por z# al operador L). Primero veamos que podemos suponer que r; = 0.
Para ello consideramos el operador Lj. .

Lia™ f) = 2" L, (f).

Por las propiedades vistas en las observaciones 19, P(¢") = 0 es equivalente

a P* (¢") = 0. Las raices de P conservan las clases, el orden y las multipli-

cidades de P. Por lo tanto suponemos que r; = 0, es decir p; = ¢ = 1y

P(¢°) = 0.

Tomamos una clase de las raices ya ordenada como en las observacién
anterior: 0 = ry,79,--- , 7, con multiplicidades vy,v5...,1,, y los naturales
m; = r; — r1. Consideramos los pares (i,j) con i = 1,...,py 0 < j <

v; — 1. Hay v pares de este tipo y para cada (4, j) construiremos una solucién
x"™ g5 (x,t) con

" guy(@,t) € C((2))[t]
» in(g; (z,t) =ami .

Si vemos esto, solo faltara demostrar la independencia.
Fijamos el par (7,j) coni=1,...,py 0 < j < v; — 1. Vamos a construir
una solucién

o0

g(z.t) =Y gr(t) 2 = go(t) + g1(t) z + ga(t) 2® + -+, con gu(t) € C[t],

con las siguientes propiedades:

1. ord,(g) = m;, en particular, go = -+ = gm,—1 =0,

2. Gm,(t) =1,
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3. deg,(gr(t) <Jj+wk, k=my

siendo vy = Vi1 + ---+ vy, con |l € N de modo que m; < k < myyq
(poniendo m,1 = 00).

Busquemos por recurrencia los gx(t) con las propiedades (1-3) y ademads
cumpliendo:

4. ord, (L(go(t) + -+ + gr(t) 2%)) > k + 1.

Definimos gy =+ = gm,—1 = 0y g, = t/. Estas funciones verifican clara-
mente las propiedades (1-3) (7,,, = 0). Veamos que también verifica (4):

L(go(t) + - + gm, (t) ™) = L(t’ 2™).

Descomponemos el operador L = L + x L, siendo L un operador con coefi-
cientes constantes. Ast:

Lt/ 2™) = Lt/ 2™) 4+ x L(t 1™

donde ord,(z L(# ™) > m; + 1. Tenemos que ¢™ es raiz del polinomio
caracterfstico con multiplicidad v;. Por el teorema (15), L(# 2™) = 0. En-
tonces,

ordy (L(go(t)++ - +gm, (t) ™)) = ord, (L(# 2™)) = ord,(z Lt/ ™) > m;+1

cumpliendo asi (4).
Supongamos elegidos go(t), . . ., gr—1(t), cumpliendo las propiedades (1-4).
Veamos que podemos encontrar gx(t) cumpliendo (1-4) también. Llamamos

d(x,t) = L(go(t) + -+ + gra(t) 2" 7).
Por la propidedad (4) de la hipétesis de induccién,
d(z,t) = di(t) 2" + d(z, 1)

donde d(z,t) estd compuesto por términos de orden en x mayor que k. Por
la propiedad (3),
degt(dk(zﬁ)) < ] + 17]6,1.

Definamos gi(t) de modo que:

L(gr(t) 2%) = —dy(t) 2. (2.18)

Esto es posible usando de nuevo el teorema (15).
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Por un lado, si tenemos que si ¢* no es raiz del polinomio caracteristico,
esto es, que k ¢ {m; = 0,my,...,m,} lo cual implica que 7, = 1},_; entonces
existe un gi(t) satisfaciendo (2.18) con grado:

deg, (gx(t)) < deg,(di(t)) < j + Vg1 = J + Uk

En cambio, si ¢* es raiz, esto es, k = m; para algtn [, por lo que V1 +my; = i,
entonces existe gi(t) satisfaciendo (2.18) con grado:

deg, (gr(t)) < deg,(di(t)) +my < J+ Vg1 +my = j + .

Es decir, hemos encontrado en ambos casos un g(t) satisfaciendo (2.18)
y verificando (3). Veamos para finalizar la induccién, que también verifica
(4). Tenemos asi que

L((go(t) + -+ + ger (8) 271 + gy (t) 2*)
= L((go(t) + -+ + ger (8) 2"71) + L(ge(t) =)
= d(z,t) + L(gi(t) z")
= d(z,t) + L(gp(t) 2¥) + 2 L(gx(t) )
— dy,(t) ¥ + d(z, t) — di(t) 2" + 2 L(g(t) 2*) = d(z, t) + = L(gy(t) 2¥).

Tenemos pues que
ord,(d + z L(gp(t) #*)) = k + 1,

finalizando la induccion.
Veamos que efectivamente la serie construida

g, t) = 3 gult)at

es solucién. Supongamos que no lo es, es decir L(g(x,t)) # 0. Sea
N = ord,(L(g)).

Podemos expresar g como

N

gle )= g)z*+ Y gu(t)a*

k=0 k=N+1
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Ahora bien, por construccion,

ord, (L (i gr (1) xk>> >N

ord, <L< i gk(t)xk)> >N+1

k=N+1

y por otro lado

por lo que ord,(L(g)) > N llegando asi a una contradiccién.
Para ver la independencia lineal de los g(; j)(,t), tomamos una combina-
cién lineal finita y la igualamos a 0:

Z )\7;7]' g(i,j) (,I’, t) = 0
,J

Sea in (), ; Aij 9ii.j) (1)) = ozt Este monomio no se puede poner en
combinacion con el resto, por ser minimo (ig, jo) respecto a la valoriacién V.
Esto implica que su coeficiente oy ha de ser nulo. Repetimos este razona-
miento, y obtenemos que todos los A; ; = 0. ]

Teorema 21. Consideramos la ecuacion lineal homogenea
L(f)=0. (2.19)

Sea h el nimero de raices distintas de cero del polinomio caracteristico P(p)
de L. Fxisten h series formales C-linealmente independientes soluciones de

(2.19) de la forma:

xr-g(:v,t), g(x,t) € C[[l’]][t],
con r de tal forma que P(q") = 0.

Demostracion. Sean pq,. .., ps reprentantes de las s clases de equivalencia de
las raices de P(p), de tal forma que cada p; sea minimo dentro de su clase,
es decir: si p; = ¢" y si p es otra raiz de la misma clase, entonces existe r de
modo que p=¢" yr=r,+mconm € Z".

Por el teorema anterior, para cada [ con 1 <[ < s, existen vV = v +-- -y,
soluciones de la forma 2™ g, ;(v,t), 1 <i < v y siendo , g;:(,t) € C[[=]][t].
Para cada [, las soluciones z" g;;(,t) son C-linealmente independientes por
la proposicién anterior. La demostracion de que todas ellas son C-linealmente
independientes la realizaremos en la proposicion 28. O
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2.3. Caso general

Consideramos el operador lineal en g-diferencias

L(f) = Z ai(:v)crfz = Z a; ;! af]
i=0 ij
Tomamos el conjunto de puntos:
C(L) ={(j.1), ai; # 0}
Llamaremos poligono de Newton de L a la envolvente convexa del conjunto:
C(L) + (Rso x {0}).
Por ejemplo, al operador:
L=(z+22> =2+ )og+ (z ' +4—x)o, 4+ (227" + 3+ 2%)0) + (27 — 2%)0,

le corresponde la siguiente representacion:

E X
x X X
1 ZBj

Su polinomio caracteristico P(p) = p? + p se ve reflejado en los puntos
del lado vertical. Observamos que en general, la longitud del lado vertical
corresponde con el nimero de raices no nulas del polinomio caracteristico,
ya que si el polinomio caracteristico es:

P(p) = avip’ + - avpinp™™ = pF(ayy + - aupinp”)

siendo a, y a,x+p no nulos, entonces el segmento del lado vertical del po-
linomio de Newton es justamente [A, B] siendo A = (v, k) y B = (v, k + h).
Por lo tanto, utilizando el Teorema 21, podemos construir A soluciones C-
linealmente independientes de L(f) = 0.
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También podemos interpretar graficamente las soluciones convergentes: si
L es rigido, su poligono de Newton tiene un angulo recto. En el caso ag, # 0,
el angulo recto esta en el inferior del lado vertical:

i
9q

lgl <1 @

y las soluciones que correspondan al segmento del lado vertical seran
convergentes si |g| < 1, y en el caso a,, # 0, el dngulo recto estard en la
parte superior del lado vertical y ocurre lo mismo si |g| > 1:

i
9q

J
lgl > 1 ®

Para construir otras n — h soluciones independientes de las anteriores,
vamos a considerar la siguiente transformacion:

f=qt"" .y (2.20)

Definicién 8. Dado el operador L y i € R, se define el operador Eu como
el operador que cumple que si f(x) = gz (=t g(x), entonces

A

B2
L(f) = ¢ - Lu(g).
Lema 22. Con esta definicion,
(i—1)i

f/M:Zai(x) z' g “crfz.

=0

Demostracion. Veamos por induccion que

(n—1)n

o (f) = q%(tQ_t) a™g T Ma(g), n>=0.

Para n = 0, se cumple trivialmente la igualdad:

o(f) = ¢t Vg =f.
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Para n = 1, usando que o,(t) =t + 1,
B2 © 2_
Uq(f) _ aq(qg(t t) g) _ qg((t—i-l) (t4+1)) Uq(g)

Ahora bien,

I
B

nxT l
¢t = g = q“LTq = exp (uﬁ In q) =exp(plnz) = x*.
Inq
Entonces, ,
122 _
oo(f) = 2"t oy(g).

Supongamos que es cierto hasta n. Veamos que se cumple para n + 1.

(n=1)n

oI (f) = 0y (02 (f) = oo (g2 2™ g = 6 (g)).

Aplicando oy,

(n—1)n

n L2— ny ..n n
o () =2 g g oyt (g)

o) = g5 plrtn g o (g),

y obtenemos asi el resultado.
Entonces,

Veamos ahora cémo se transforma el poligono de Newton de L en el de
L,, mediante la transformacién estudida.

n

A i G=Di joap GzDi
L,= E ai(z)x™q 2 Mo, = E aijr’ xq 2 Moy
‘7j

i=0
(i—1)i o
= E <aijq 2 “) xl“ﬂa;.

/[:7j

Consideramos la afinidad

¢: R2 — R
(7:9) = (U +ipd)
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. . . (i—1)i
Tenemos que si a;; # 0 siy solosi a;;q 2 * # 0, por lo que

C(L,) = {(j +ip, i), ai; # 0},

®(C(L)) = C(Ly).

Observamos que un punto (j,7) que se transforma en (j + iu,7) conserva
la altura, y que conserva los conjuntos convexos, los vértices van a parar a
vértices y los lados van a parar a lados.

Veamos esto ultimo. Dado el segmento de extremos A = (jy,41) y B =
(j2,12), su pendiente es p = ﬁ y su inclinacién es —1—1). Tomando p como
esta inclinacién, es decir

L =)
H=——==—= ]
p 11 — 12

los puntos transformados A" = (51 + i1p,41) y B’ = (j2 + i, i9) forman un
segmento de inclinacion 0:

(1 — Ja) + (i1 — i) (—L=22)
il - iQ

=0.

Por lo tanto, el segmento transformado [A’B’] es vertical.
Por ejemplo, consideramos el operador :

L

(1422) + (2% + 2%)og — 32 %0, + (5+ 2x3)03).

Su poligono de Newton es:

Vamos a transformar el segmento [AB] ,donde A = (—2,2) y B = (0,4).
Haciendo p = —1, A’ = (—4,2), B = (—4,4) y nuestro poligono pasa a ser:
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. Del mismo modo, podemos transformar el
segmento inferior. Asi pues, podemos asegurar al menos una soluciéon conver-
gente.
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Los ejemplos que hemos visto en el capitulo anterior son tres ecuaciones
en g-diferencias de primer y segundo orden:

o
| 1) =091 =3
. ! (“ SRR VI =7 e M e o
. ot et
. (;;Jabz)agf((;+1)(a+b)z)aqf+(1z)f0

i
Por lo visto anteriormente, sus poligonos de Newton nos dicen que todas
las soluciones son convergentes si |q| # 1.

n(n—1)
qzag—(1+z)aq+I:O, Zq 7 2"

n=>0
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)

En este tltimo caso, la serie de Tshakaloff es convergente si |¢| < 1, y en
cuanto a la otra solucién no podemos garantizar la convergencia.
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2.4. Sistema fundamental de soluciones

Lema 23. Supongamos que tenemos k soluciones de la ecuacion en q-diferencias
lineal homogénea: L(f) =0, y1(x), ya(x),. . .,yp(x).

Sean p1(x), pa(x),. . .,pr(x) funciones constantes, es decir, invariantes por
0q4: 04(pi(x)) = pi(x). Entonces, una combinacion lineal ", pi(x)y;(z) tam-
bién es solucion.

Observamos que dado j € N, o7(ps(x)) = pi(z).

Demostracion.
Za@(x)aq (Z%(l‘)%(ﬂ?)) =3 ) ai(x)ok(pi(x)y;())

I
~[~]
£
=
8
q
Q.
S
S
=
q
Qo=
&
8
I
£
=
=
=
&
N~—
q
Q.
&
=

Definicién 9. Decimos que y1(x), ya(x),. . .,yp(x) son linealmente dependien-
tes si existen constantes no todas nulas pi(x), pa(x),...,px(x) tales que

k

Z pi(x)yi(x) = 0.

j=1

Si no son linealmente dependientes, diremos que son linealmente indepen-
dientes.

Proposicion 24. Sean y;(x), y2(x),. .., yn(z) soluciones de L(f) = 0 siendo
L un operador lineal en q-diferencias de orden n. Consideramos el determi-
nante de de Casorati:

() palr) o ()
D) = yl(fzfv) yz(gx) yn(_qx)
(@ 'z) yeld"le) . ye(d" )
Entonces se cumple que D(x) = 0 si y solo si y1, Yo, ..., Yo Son soluciones

linealmente dependientes.
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Demostracion. Supongamos que Y1, ¥s, - . . , Y son soluciones linealmente de-

pendientes. Por definicién, existen constantes no todas nulas py(x), pa(z),. . .,pp(x)

tales que
p(x)yr () + pa(x)ya(x) + ...+ pa(x)yn(z) = 0.

. 0 1 n—1 sz ) j ) o
Aplicamos 0, 0,,...,0, 7" alaecuacién y teniendo en cuenta que o7 (p;(z)) =

pi(z), obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

y(x) ya(x) oo (@) pi(z) 0
yilgr)  welgz) -0 yalq) pax) [ |0
yi(@"x) pa(g" ) e ya(@ M) ) \pa(@) 0
Como el vector (py(z),p2(x), ..., py(x)) por hipétesis es no nulo, el determi-

nante de la matriz, que es precisamente D(x) ha de ser nulo.

Reciprocamente, supongamos que D(x) = 0. Denotamos por Y;(z), Ya(z) ...

a los adjuntos de la tltima fila de D(x). Supongamos que al menos uno de
ellos no es nulo. Por ejemplo, Yi(x) # 0. Desarrollando el determinante por
la ultima fila, obtenemos la ecuacion:

Vi(@)yi(¢" ') 4 Ya(@)ya(q" ') + ..+ Ya(@)ya(d" ') = 0.

Si sustituimos la tltima fila por la primera fila, el determinante es nulo

yi(x) - ya(2)

z N
yn(@"72) oo unl@"?)
yi(z) - ya(x)

ya que tiene una fila repetida. Como los adjuntos a los elementos de la tltima
fila siguen siendo Yi(z), Ya(z) ..., Y, (z), desarrollando este determinante por
la ultima fila, obtenemos:

Yi(a)y (@) + Ya(w)ya(a) + ... + Ya(@)yn(x) = 0.

Repitiendo este proceso con el resto de filas, llegamos al sistema de ecuacio-
nes:

Yi(z)yi () + Ya(2)ye(r) + ... + Yo (z)yn(z) = 0
Yi(x)yi(qr) + Ya(z)ya(qz) + ... 4 Ya(2)ya(gr) = 0 (2.21)

Vi(@)yi(¢" ') + Ya(2)ya(q"2) + .. + Ya(2)ya(¢"'2) = 0
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Por otro lado, los adjuntos de los elementos de la primera fila son justamente
Yi(qz), Ya(qx), ..., Y, (x). Mediante un proceso anélogo al anterior, tenemos
las ecuaciones:

Yi(gz)yi(z) + Ya(qo)yz(x) + ... 4+ Ya(qo)yn(z) =0
Yi(qz)yi(gz) + Ya(qz)ya(qr) + ... + Ya(qx)ya(gz) =0 (2.22)

Como no todos los adjuntos son nulos, y el determinante es nulo, el sistema

v () ya(z) o () us () 0

vilgr)  weler) - ynlg) us(x) | [0

yi(@"w) (") e (g ) ) \un(@) 0
tiene rango exactamente n—1. Ademads, tanto (Yi(x), Ya(z),..., Y, (z)) como
(Yi(gz), Ya(qz),...,Y,(x)) son soluciones. Por lo tanto, al ser el espacio de

soluciones de dimensién 1, han de ser proporcionales, es decir, existe una
constante no nula A(x) tal que:

M) (Yi(z), Ya(2), ..., Ya(z)) = (Vi(gr), Ya(g), ..., Ya(2)).

Por lo tanto,

Valar) _ Molale) _ Yala)
Vilar) A @)’

Finalmente, dividiendo la primera ecuacién de (2.21) por Y(z) y denotando

tenemos la combinacién que buscamos

p1(@)y1(2) + pa(2)y2(x) + .. + po(@)yn(2) = 0,

ya que p;(qx) = p;(z), son constantes y no todas nulas.

Falta ver cuando Y; = Y, = -+ = Y,, = 0. Observamos que Y, (z) es el
determinante de Casorati para las n — 1 soluciones y; (), y2(x), . . ., Yn—1(2).
Mediante un proceso inductivo, llegamos a la dependencia lineal deseada. [
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Definicién 10. Sea L un operador lineal en g-diferencias de orden n > 0.
Diremos que el conjunto {yi,...,yn} forma un sistema fundamental de solu-
ciones de la ecuacion L(f) = 0 si son solunciones linealmente independientes.

Lema 25. Si {y1(2),...,yn(z)} es un sistema fundamental de soluciones de
L(f) = 0, con L operador lineal en q-diferencias no nulo de orden n, toda
solucion y(x) puede expresarse como:

y(@) = pr(x)y(x) + pa(x)y2(2) + ... + pu(@)yn(z) = 0.

Demostracion. Ya que todas ellas son soluciones, L(y;) = 0, se verifican las
siguientes ecuaciones:

ao(2)y(x) + ar(z)y(qr) + ... + an(z)y(q"z) = 0
ao(7)y1(z) + ar(x)yi(gz) + ... + an(2)y1(¢"r) = 0 (2.23)

ao(2)yn () + a1 (2)yn(qr) + ... + an(2)yn(q"z) = 0

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que no todos los coeficientes
a;(x) son nulos. Por lo tanto tenemos:

y(@) ylgr) ... y(d"x)\ [ao(z) 0
vi(z) wlgr) .. y(g"z) [ | a(z) | |0
Yn(@) yn(q"z) . ynl(q"z) ) \an(2) 0
y(x) ylgr) ... yl(¢"z)
(@) wnlgr) ... (")
=1 . : . =0
Yn(®) Yl ) .. yn(q"w)
Su determinante de Casorati se anula, por lo que aplicando la proposicién
anterior, las soluciones y,y1,...,%,. han de ser linealmente dependientes y

tenemos una combinacién lineal:

p()y(x) + pr(x)yi(z) + p2(2)y2(x) + ... + pul(®)yn(z) =0,

donde p(x) no es nula ya que y,...,y, forman un sistema fundamental de
soluciones. H
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2.5. Extension de C({z})

Dado un operador lineal en g¢-diferencias, |g| # 1, con coeficientes en
C((2)), somos capaces de construir soluciones en de la forma z7 - f(z), donde
v € Cy f(k) € C((z)). Anadiendo la variable algebraicamente independiente
t = iﬁ—; (ver lema 26, al final de la seccién), ampliamos las soluciones que
seran del tipo 27 - f(z,t) donde f(z,t) es un polinomio en ¢ con coeficientes en
C((2)). Més adelante vimos que introduciendo el elemento ¢2 %) podfamos
construir un conjunto linealmente independiente sobre C generador de solu-
ciones. Buscamos un cuerpo o anillo donde estas soluciones estén todas ellas

contenidas. Nos encontramos esencialmente ante dos dificultades:

» Anadir funciones multivaloradas del tipo 27 y In z, que no estan en el
cuerpo C({z}).

= Anadir los objetos formales, que no tienen entidad en el cuerpo de
funciones (algunos de ellos si, cuando son convergentes)

Nuestro cuerpo base serd el cuerpo de las series formales convergentes:
K =C({z}).

Para abordar el primer problema, consideramos la extension de cuerpos K C
K, siendo R
K =C((2)),

el cuerpo de las series formales de Laurent con parte principal finita.
Tomamos el limite inductivo de las funciones meromorfas

Ky = lim M(Re < a),
—

a—r—oo

donde (Re < a) designa el semiplano de los complejos que cumplen que su
parte real es menor que un real a dado. El cuerpo K., esta compuesto por
los gérmenes de funcion

¥ = [(h, (Re < a))],
donde h € M(Re < a) y se da la relacién de equivalencia ~:
(h,(Re < a)) ~ (K, (Re < b)) &

Je € R tal que h|(re<e) = I'|(Re<e) ¥ ¢ < min(a, b).

Efectivamente K, es un cuerpo, los gérmenes se pueden sumar, multiplicar,
si son no nulos su inversa es meromorfa también. Veamos que existe una
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inmersion de K en K. Para ello interpretamos K como isomorfo a los
gérmenes de las funciones meromorfas en el cero, dado que un germen de
funcién en el 0 queda completamente determinado por su desarrollo en el
0. La inmersion de K en K, se construye via el recubrimiento universal
de C* = C\{0} dado por la funcién exponencial exp : C,, — C,, dado por
z = exp(w). Més precisamente, si 1) € K, tiene un representante [(h, B(0, R)],
h es una funcién meromorfa en la bola abierta de radio R. La aplicacion

h(w) — h o exp(w)

es meromorfa en el semiplano (Re < InR). Es facil ver que h(exp(w)) €
M(Re < InR), ya que si w = a + ib:

lexp(w)| < R < |e?]|e®| <7< (") < R< a<InR.

Asi, (h, (Re < In R)), define un germen en K. Es trivial ver que ese germen
no depende del representante de . Tenemos asi la aplicacion

D . K — Ky
[(h(2),B(0,R)] > [(hoexp(w),(Re < InR)]

Ademas, ® es un homomorfismo de anillos pues
(h1 4+ hy) o exp(w) = hy o exp(w) + hy o exp(w),

(h1 hs) o exp(w) = (hy o exp(w))(hg o exp(w))
®(1) =1, por lo que es no nulo.

Como K es un cuerpo, ® es un homomorfismo inyectivo de anillos. Por lo
tanto K, es una extension de K. Identificamos K con ®(K) en K.

Aplicacion de Monodromia. Dada la translacién,

T=Tyy: C — C
w — w4 2m

llamamos aplicaciéon de monodromia a

m=71": M(C) — M(C)
glw) — gor

Calculemos algunas monodromias a modo de ejemplo:
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1) m(z?). por un lado, 27 = exp(pln z) = [(exp(pw), (Re < 0))]. Entonces
m(exp(pw)) = exp(p(w + 27i)) = exp(pw) exp(27ip).
Por lo tanto, z? € ®(K) < exp(2wip) =1 < p € Z.
2) m(lnz). Inz = [(w, (Re < 0))].
m(In 2) = m(w) = (7* o Id)(w) = w + 21 = Inz + 27i.

Entonces m(lnz) # Inz por lo que Inz no pertence a K, como ya
sabiamos.

Con esto hemos conseguido un espacio K., donde el logaritmo esta bien
definido, corresponde al germen de la funcion identindad en C,,. Los elemen-
tos del tipo 2” con p € C, corresponden con las funciones en el plano C,, con
la funcién exp(pw). Tenemos pues un espacio que incluye a q%(t2’t), pues
2 = exp(4((w/Ing)* — (w/Ing))Ing).

Veamos como se transforma la aplicaciéon o, que es un isomorfismo de
cuerpos. Necesitamos que el siguiente diagrama sea conmutativo:

Tq

K K
D] 1@

Koo 25 Ko
Es decir, que se cumpla:

[(h(2), B(0, R)] — [(h(qz), B(0, {R)]

3 \
[(hoexp(w),(Re <InR))] — [(h(gexp(w)),(Re < In %R))]

Para definir 6, necesitamos escoger un p € C de modo que exp(p) = g.
De este modo tenemos por cada ¢ una extension ¢, de o, que envia h(w)
h(w + o).

Observamos que las constantes respecto o, : K — K

C={fekK:alf)=1r}

forman un cuerpo.

De este modo podemos construir L como extensién de L. Entonces tene-
mos dos extensiones de nuestro cuerpo base K, por un lado K y por otro
K. El teorema de Puiseux nos dice que K es algebraicamente cerrado en
K.

Como K, es una extension de cuerpos separable, estamos en condiciones
de aplicar el siguiente proposiciéon que podemos encontrar en [4](pag 85):
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Si la extension A C B es separable y A es algebraicamente cerrado
en C, entonces el algebra B ® 4 C es integra.

Es decir, tenemos que el producto tensorial

es un algebra integro. Por lo tanto podemos construir su cuerpo de fracciones
que lo denotaremos por M, y obtendremos asi un cuerpo donde pertenezcan
nuestras soluciones.

Veamos ahora cémo incluimos o, y L. Tenemos la inyeccién:

K — KOO(X)KK
h(z) — h(z)®1=1® h(z)

Para que la aplicaciéon o, se ajuste a nuestras necesidades de multilinealidad
en vez que ver K, ®x K como K-modulo, lo podemos ver como K-modulo
via 0,. Es decir, se cumplira que dados h € Ky a € Ko, ®k K, definimos:

h*a:=o,(h)-a.
Asi, la aplicacién ¢
¢

Kox K % Kook K
(fi9) — fog

es K-multilineal.
Considerando ahora la aplicacién

K.xK %% K. oK

(f,9) — f®g

por la aplicacién universal del producto tensorial, existe un tinico K-homomorfismo
0 definido en

Ko®r K -5 Kook K

que hace conmutativo el diagrama, ¢ = 1. Es decir, tenemos que

a(f(z) ®g(2)) = f(qz) ® g(qz).
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Lema 26. Sea t = logx, tomando la rama principal del logaritmo. Entonces
t es algebraicamente independiente sobre C((x)).

Demostracion. Sit € M, fuera algebraico sobre C((x)) entonces tendria un
polinomio minimo de ¢ es:

P=t"+a, 1(x)t" '+ ... +ao(z) =0, a;(z) € C((z)).
Derivando,
P =nt"""ta, . (n—Dt" ' +.. +ay (o)t +a, (2)t" +.. . +aj(z) =0

(nt" '+ ana(z)(n— D" 2+ a (@) +a, "+ 4 ag(x) =0

Como t/ = 1,
€T

e -1
%t”*l +2 1(961;(71 Sz @al® al, ()" ah(x) =0
Reordenando,

an—1(x)(n—1) ai(x)

X

n
(S a1 (@) +( () 4+ (= Hag () = 0.
Entonces, por ser P polinomio minimo, han de anularse todos los coeficientes

de este nuevo polinomio de grado menor en t.

-n
/
a, () =—.
n 1( ) T
| _ 2 | o _ i1
Sian-1(x) =35, 27, suderivada serd a;,_y(z) = >, ja;2’ . Igualando
coeficientes, 0 - ag - 27! = —* lo cual es absurdo. O

Proposicién 27. Consideremos hi(x,t), ..., hy(x,t) en el subcuerpo de frac-
ciones de K[t] C M. Sean r1,...,r, € C cumpliendo que r; + Z # r; + Z,
si i # j. Supongamos que se tiene que

2 hy+---+2™h, =0, (2.24)
entonces hy = --- = h,, = 0.

Demostracion. Realizamos la demostracion por induccién en n. Sin =1, es
obvio. Supongamos el resultado cierto para un niimero menor de n términos.
Reordenando los r;, podemos suponer que si hubiera alguno de ellos tal que
r; + 7 = Z, entonces i = 1. Por lo tanto, podemos suponer que ro +Z # Z 'y

que hy # 0.
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Dividiendo la relacién (2.24) por ™, obtenemos una nueva relacién

hi+ 2 " hy + -4 2"y, = 0. (2.25)
Llamamos «; = r; — r1, ¢ = 2,...,n. Como en el cuerpo M, se extien-
de el operador de derivacién (ver [4]), podemos considerar la derivada de
2.25, obteniendo una nueva relaciéon (R). Considerando A} x(2.25)-hy x(R),
obtenemos:

fel / a2 / o4
x 2(h1h2—?h1hg—h1h2)+"'—|—l’ "() :0

Por hipétesis de induccion:

W hy — %hl h — hihly = 0.

Dividiendo por h3 esta tiltima expresién, lo que obtenemos es:

B-2@ e

Sea h = (Z—;), podemos escribir h = (Z—;), siendo ay, as € f([t] Escribiendo

ap = a1p(®) +ar (@)t +-+a ()t
as = ago(x) +agi(z)t+ -+ ags(x)t’.

El coeficiente de ¢"*° en la expresién (2.26) obtenemos
/
(al’r) N % (alﬂ‘)
a2,s x a2,5

Dado que ay,(x),as4(z) € K, esta relacién es sélo posible si as € Z, en
contradiccién con la hipotesis. O

Proposicion 28. Sean g1, ..., g, elementos del cuerpo My de la forma
x"hy + -+« + x™h,, siendo h; € K(t). Sean py, ..., u, € Q, dos a dos dife-
rentes. Supongamos que

gTED g g FED g (2.27)

Entonces gy = -+ =g, = 0.



o8 CAPITULO 2. ECUACIONES LINEALES EN Q-DIFERENCIAS

Demostracion. Por induccién en n. El caso n = 1 es obvio. Aplicando o, a
la expresién (2.27) obtenemos

2T ED g (g) 4+ 2T ED o (g,) = 0. (2.28)

Multiplicando (2.27) por z#* y restando (2.28) y aplicando la hipétesis de
induccién obtenemos:
04(g2) = 2" 7" go.

Como ¢, es de la forma 2™ h; + --- + 2™h,,, siendo h; € K(t) Por un argu-
mento similar a la anterior proposicion se demuestra que esta ultima relacion
es imposible si p; — pg # 0, en contradiccion con nuestra hipotesis. O]



Apéndice A
Series de potencias formales

Sea R un anillo conmutativo. Usaremos las siguientes notaciones.

Anillo de polinomios en x con coeficientes en R:

n

Rlz] = {f(z) :Zaixi:nEN,ai € R}.

=0

Anillo de las funciones racionales en x con coeficientes en R:

R(x) = {% . f(x) € Rla]. g(z) € Rl)").

Anillo de las series formales en x con coeficientes en R:

o0

R[[z]] = {f(z)=> aia’ :n€N,a; € R}.

=0

Anillo de las series formales de Laurent con parte principal finita y
coeficientes en R:

R((z)) = {f(x) = Zaw :ke€Z,a; € R}

R{z} = gérmenes de las funciones holomorfas en 0

» R({x}) = gérmenes en de las funciones meromorfas en 0
Si R es un cuerpo, se dan las contenciones:

Rlz] < R{z} < R[]

N N N
R(z) < R({z}) < R((z))

29
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Proposicién 29. Sea R un anillo conmutativo. Un elemento f(z) =Y .o

es inversible en R][[x]] si y solo si ay tiene inverso en R.

Demostracién. Buscamos un elemento g(z) € R[[z]] con f(z)g(z) = 1.

f(x)g(z) = (Za1x1> (ij xj) = ZZai bj 't = Z ( a; bki> ",

Para que esto sea igual a 1, los coeficientes de 2* han de ser nulos salvo para
k = 0, en este caso 1.
Qo b() =1

Para que esto se de, ag ha de tener inverso en R. De la otra identificacién

deducimos que:
k
Z a; bkfi =0
i=0

Por otro lado

k k
ap by = — Z a; b_; luego by = —by Z a; br_;

i=1 1=1
Por lo tanto f(x) tiene inverso en R[[z]] si y solo existe a;' en R. O

Proposiciéon 30. Sea R un anillo conmutativo. Si R es un cuerpo, entonces
R((x)) es un cuerpo.

Demostracion. Sea f(x) # 0 un elemento de R((x)). Podemos escribir f(x) =
> o> L anx™ con ag # 0. Por ser R un cuerpo, aj, es invertible. Ademés,

f(z) =2"g(x), donde g(x)= Zan " € R[[z]].

El coeficiente de 2° de g(z) es precisamente a; # 0, por lo que por la propo-
sicién anterior, g(x) tiene inverso en R[[z]], y por lo tanto en R((x)). Veamos

que 7% g71 es el inverso de f(z):

fl@)a gt =afg(z),a"g " =1

Tenemos que f(x) es invertible en R((x)) por lo que es un cuerpo. O



Apéndice B

Productos infinitos de
funciones holomorfas

Productos infinitos de nimeros complejos

Definicién 11. Sea una sucesion de nimeros complejos (a;);s,. Para cada
k< m < n denotamos la sucesion de productos parciales por:

n
Pen = Qg Q41 - - - Qp = Haj.
Jj=k

Diremos que el producto [[ a; es convergente si existe un indice m tal que la
Sucesion (Pmn)n=m tiene limite no nulo a,,. El valor de [ a; es:

Haj = Ak Qg - - Q1 Gy, = Q.
jzk
El valor a es independiente del indice m: como a,, # 0, tenemos que
a, # 0 si n > m; luego fijado un I > m, la sucesiéon (p;,)n>; también tiene
un limite a; Z0y a = ag ags1 ... a1 Q.

Observaciones 31. a) Un producto [[a; es convergente si y solo si la su-
cesion (a;) contiene un numero finito de ceros y la sucesion de productos
parciales que no incluyan ceros tiene limite no nulo.

b) Un producto convergente [[a; es cero sty solo si al menos uno de sus
factores es cero.

c) Si [[;50a; converge, entonces a, := [[;2, a; existe para todo n € N.
Ademas, lima, = 1 y lima,, = 1. En efecto, podemos suponer que a :=
[[a; # 0. Entonces a,, = po,:_l' Como limpgy ,,—1 = a, el limite de los a,, ha
de ser 1. Para ver que lima, = 1 basta con ver que para todon y a, # 0 se

tiene que a, = aa_+1
n

61



62APENDICE B. PRODUCTOS INFINITOS DE FUNCIONES HOLOMORFAS

Productos infinitos de funciones Sea X un espacio métrico localmente
compacto. Sabemos que los conceptos de convergencia compacta y conver-
gencia uniforme local coinciden en este espacio.

Definicién 12. Consideremos una sucesion de funciones f; € C(X). Dire-
mos que el producto de funciones [[ f; converge uniformemente en los com-
pactos de X, o alternativamente, converge compactamente en X, si para cada
conjunto compacto K C X existe un entero m tal que la sucesion de funcio-
nes:

Pmn = fmfm-H . '-fmn =m

converge uniformemente en K hacia una funcion fm que no se anula.
En particular, para cada v € X, el producto [] f;(x) existe:

f@) =l Hw ec

Ademds, dado un compacto K se cumple que:

FIE = (Fol ) - (fruea | K (B.1)

Proposiciéon 32. a) Si el producto [] f; converge compactamente hacia f
en X entonces f es continua en X y la sucesion f; converge compactamente
en X hacia 1.

b) Si los productos [ f; y [1g; convergen compactamente en X, entonces
[1f;g; también y se tiene que [[ fjg; =117 [19;-

c) Sea G es un dominio en C (abierto conero no vacio). Si [[ f; es un
producto de funciones holomorfas en G que converge compactamente en G
entonces su limite f también es holomorfo en G.

Proposicién 33. Criterio de convergencia Sea f; € C(x),j = 0. Supongamos
que la funciones f; tienen un logaritmo en X a partir de un cierto indice,
es decir, 3ln f; € C(x) cuando j > m. Si me In f; converge compacta-
mente en X hacia una funcion continua s € C(x), entonces [[ f; converge
compactamente en X hacia fofi... fm_1€Xps.

., ., . n
Demostracion. Como la sucesién de sumas parciales s, = » 5 In f; conver-
ge en los compactos hacia una funcion s, la sucesién de productos parciales:

Pmn = H fj =exp (Z In f]) = exp S,
j=m Jj=m

converge en los compactos hacia exps € X. Como la funciéon exponencial
exp s nunca se anula, tenemos el resultado. O
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Convergencia normal El criterio anterior es complicado a la hora de apli-
car puesto que las series con logaritmos son dificiles de manejar. Por ello, es
interesante introducir un criterio de convergencia més fuerte pero mas ma-
nejable, la convergencia normal, que asegura la convergencia uniforme en
los compactos para todos los productos parciales y todas las reordenacio-
nes. Nétese que un producto puede converger compactamente sin converger
normalmente.

Definicién 13. Un producto [[ f; con f; = 1+ g; € C(z) se dice que es
normalmente convergente en X si la serie ) g; converge normalmente en
X, es decir y_;|g;|x converge.

Observaciones 34. Se comprueba facilmente que si Hj>0 fj converge nor-
malmente en X entonces:

a) St 7 : N = N es una biyeccion, el producto Hpo fr() converge nor-
malmente en X.

b) Cada subproducto [ [, f;, converge normalmente en X.

¢) El producto converge compactamente en X.

Teorema 35 (Teorema de reordenacién). Sea [];., f; un producto normal-
mente convergente en X . Entonces existe una funcion f : X — C tal que para
cada biyeccion 7 : N — N, la reordenacion del producto Hj>0 f-) converge
compactamente a f € X.

Demostracion. Sea w € B(0,1).

j=1 j
—1)i-1 —1)y-1r J
|1n(1+w)|zz( S <Z( L <ZM
j=z1 J Jj=z1 J Jj=z1 J
. 1
<D fl? < el (1 ol ol ) = ool =
j=1
Si |w| < 3 entonces 1+le > 1y tnemos que:
(1 4+ w)| < 2w (B.2)

Sea K un compacto en X. Consideramos la sucesién de funciones g,, = f, —1.
Tenemos que |g,|x < % para todo natural a partir de un cierto m, ya que
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por hipétesis, [] i f; en normalmente convergente lo cual implica que dado
un compacto K, la suma » . [g;|r converge, luego |g;| — 0. Entonces:

hlfn = Z&gia

; J

donde |In f,|x < 2|gn|x por B.2. Tenemos que:

D I fil <) 20950k < oo

j=m j=m

Por el teorema de reordenacion de series (REF 1.0.4.3), la serie > im0 fo(h)
converge uniformemente en K (compactamente) hacia » . In f; para cada
biyeccién o en N,,, = {n € N,n > m}. Entonces, los productos Hj2 fot) ¥
IT j=m [j convergen en K hacia una misma funcién.

Una biyeccion en los naturales se diferencia de una permutacién solo de
un numero finito de traslaciones, que no alteran la convergencia.

37 :N—= N, #{j : 7(j) # 7} es finito.

Jo’: N — N, {j:0'(j))=14,7=0,1,...,m}

Entonces o = 7 o ¢’ por lo cual tomando 7' oo = o,

Por lo cual existe una funcién f : X — C tal que cada producto Hj>0 J+0)
converge compactamente en X hacia una funcion f. O]

Corolario 36. Sea f = Hj>0 fj una funcion que converge normalmente en
X. Entonces se cumple que:

a) Cada producto fn = Hj>n fj converge normalmente en X y ademds se
tiene que:

f=ffi o foikn

b)Si N = Uzozl Nyi es una particion de los naturales de conjuntos N
disjuntos dos a dos entre si, entonces cada producto HjeNj fj converge nor-

malmente en X y
F=1] <H fj) :
k=1 \jEN

Productos normalmente convergentes de funciones holomorfas El
conjunto de ceros Z( f) de una funcién no nula y holomorfa en un abierto G C
C es localmente finito en G, por lo que Z(f) es a lo sumo infinito numerable.
Para un conjunto finito de funciones no nulas fy, fi,..., f, € O(G),

Z(fofr )= 2(8)



65

Oc(fOfl--'fn):ZOC(fj)a CEG,
=0

donde o.(f) es el orden del cero de f en c. Para productos infinitos, tenemos
el siguiente resultado:

Proposicién 37. Sea f =[] f;, con f; # 0 un producto normalmente con-
vergente en G de funciones holomorfas en G. Entonces f # 0 y se cumple
que:

2=z v oedf)=Dolfy) Veed

(Nota: este resultado también es cierto si se da solo la convergencia en los
compactos)

Demostracion. Fijamos un punto ¢ en G. El producto f(c) = [] fj(c) con-
verge. Tenemos que a partir de un indice n, f;(c) ha de ser distinto de 0 (ya
que un producto convergente solo puede tener un nimero finito de ceros).
Tenemos que f = fo f1 ... fa_1 fn, con fn = Hj% f; holomorfa en G. Por lo
tanto podemos calcular el orden del cero de f en el punto c:

o) = Y onl85) + oulh)

Se da que o.( fn) = 0 ya que fn(c) # 0. Con esto queda probada la regla
aditiva de productos infinitos. Se tiene que:

z(f)=Jz(f)

Como las funciones f; son no nulas, los conjuntos Z( f;) son numerables por lo
que Z(f), unién de numerables es numerable, lo cual implica que f # 0. O
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